Algebra |
13. praktikumi naidislahendused

Ulesanne 1. Leida skalaarkorrutis (a, b), kui a ja b on antud koordinaatidega
ortonormeeritud baasi suhtes:

a) a = (1727 17 _1)7b = (_27 17 17 1)3 b) a = (17 17 17 1)7b - (17 1737 _5)-

Lahendus: Olgu {ey,...,e,} ortonormeeritud baas, a = > a;e; ja b =
i=1

(a,b) = ZazeZ,Zb e;) = Z Zaiei,bjej) = Z(bjej,Zaiei>
j=1 =1 7j=1 =1
= ZZ(bjejvaieﬁ = ZZaxbjej,ei) =D > ailenbyey)
i=1 j—l i=1 j—l i=1 j=1
= ZZb a;(e;, ;) ZZalb 0ij = Zaibi
=1 j=1 =1 j=1 =1

Seega
(1,2,1,-1),(=2,1,1,1)) =1+ (=2) +2-14+1-14(=1)-1=0

ja
(1,1,1,1),(1,1,3,-5)) =1-1+1-14+3-1+1-(=5) =0.

Vastus: Molemal korral on skalaarkorrutis null, st vektorid a ja b on orto-
gonaalsed.

Ulesanne 9. Toestada, et kui eukleidilise ruumi vektor on ortogonaalne
vektoritega aq, . . ., a,,, siis on ta ortogonaalne ka koigi lineaarkombinatsiooni-
dega kiay + ...+ knapn,.

Lahendus: Ortogonaalsus tdhendab, et vektorite skalaarkorrutis on null.
Seega eeldame, et vektori b jaoks < b,a; >=01iga i =1,...,m korral. Olgu
ki,...,k, € R. Leiame

<bkiar+...+kpa, > = <bkiay >+ <b keas+ ...+ kpa, >
= k:<b,a1>+<b,k2a2—|—...—|—kmam>

ki <bay >+ky <bay>—+...+k, <b a, >

See aga tdhendabki, et vektor b ja vektor kyaq; + ...+ k,,a,, on ortogo-
naalsed.



Ulesanne 11. Veenduda, et vektorid ai,a, € R* on ortogonaalsed ning
taiendada siisteem aq, as ortogonaalseks baasiks:

b) a; = (]., —2, 1,3), Qg = (2, 1, —3, ].)
Lahendus: Kuna kanooniline baas on ortogonaalne, siis
((1,-2,1,3),(2,1,-3,1)) =2—-2-3+3=0.

Seega aq L as.

Esmalt tdiendame siisteemi aq, as baasiks. Lihtsuse mottes teisendame
selleks neist vekoritest moodustatud maatriksit (st muudame nende lineaar-
katte baasi lihtsamale kujule):

1 -2 1 3 _ 1 -2 1 3 _
2 1 =31 0 5 -5 -5

1 -2 1 3 _) 10 -1 1

0 1 -1 -1 01 -1 -1

Siit ndeme, et me voime votta az = (0,0,1,0) ja ay = (0,0,0,1), sest siis
jaab vektoritest aq, as, as, ay moodustatud determinant nullist erinevaks.
Niitid rakendame Gram-Schmidti ortogonaliseerimisprotsessi vektoritele
ai, ag, as ja ayg. Selleks votame by = a; = (1,—-2,1,3) ja kuna ay Las, siis
voime votta ka by = ay = (2,1,—3,1) (kui protsess ldbi teha, tuleb sama
vélja). Niitid otsime
by = kby + by + a3

selliselt, et < by, b3 >=< by, bg >= 0. Siit saame, et

 <bj,a3>
< by, by >
ja
[ _Sbnas>
< by, by >
Leiame
 <byaz>  04+0+1+0 1
T <bibi> 1+4+149 15
ja
l:_<b2,a3>:_0+0+(—3)+021
< by, by > A+1+9+1 5
Seega
by = — byt Shytas = ——(1,-2.1,3) + 2(2,1,-3.1) + (0,0,1,0)
15 ) 1577 7 5077 7 T
- 1—15(—1+6+0,2+3+0,—1—9+15,—3+3+0):%(5,5,5,0).

Kuna meil on vaja ortogonaalsust, siis saame vahetulemusi nullist erineva
arvuga labi korrutada ja antud juhul votta b = (1,1, 1,0).



Meenutus:
by =(1,-2,1,3),b, = (2,1,-3,1),b5 = (1,1,1,0) ja ay = (0,0,0,1).
Jargmise sammuna otsime
by = kby + lby + mbj + ay

selliselt, et < by, by >=< by, by >=< b}, by >= 0. Analoogiliselt saame, et

 <byag>
T <by, by >
l:_<b2,a4>
< by, by >
ja
 <byaa>
YA
Leiame need arvud:
 <b,aa>  0+0+0+3 3 1
C<b,by>  1+4+14+49 15 5
l:_<b2,a4>:_O+0+O+1:_i:_i
< by, by > 44+149+1 15 15’
< by, a4 > 0
m=-———=———— =(.
< Uy, b > 1+1+1+0
Jarelikult

1 1
by = kb1+lb2+mbg+a4:—5(1,—2,1,3)—1—5(2,1,—3,1)+0+(0,0,0,1)

1

= 1—5(—3—2+0+0,6—1+0+0,—3+3+0+0,—9—1+0+15)
1

= 1—5(—5,5,0,5).

Muudame jélle tulemust pooratava elemendi vorra ja votame b, = (1, —1,0,—1).

Kontroll: < by, >=2-2-3+3=0,<b,b5>=1-24+1+0=0,
<b,by>=14240-3=0,<b,by >=24+1-3+0=0,
<byby>=2—-140—-1=0,<b,by>=1—-14+0+0=0.

Vastus: Vektoreid a; ja as sisaldav vektorruumi R* ortogonaalne baas on
{(1,-2,1,3),(2,1,-3,1),(1,1,1,0),(1,-1,0,—1)}.



Ulesanne 13. Kasutades ortogonaliseerimisprotsessi, konstrueerida vektorite
ai, ..., a, lineaarkatte ortogonaalne baas:

b)a; =(2,1,3,-1), as = (7,4,3,-3), a3 = (1,1,—6,0), ag = (6,7,7,8).

Lahendus: Uurime Gaussi meetodi abil, kas moodustajate siisteemis a1, as, as, as
on lineaarselt soltuvaid vektoreid:

2 1 3 -1 21 3 -1
7403 3| 11 -6 0]
11 -6 0 11 -6 0
6 7 7 8 04 —2 11
0 -1 15 —1 1 1 -6 0
1 1 -6 0 0 -1 15 —1
o0 o o] "lo 0o 58 7
0 4 -2 11 00 0 0

Seega on iiks lineaarselt soltuv vektor ja me voime span {a, as, as, as}
baasiks votta néiteks a} = (2,1,3,—1), aj = (1,1, —6,0) ja aj = (0,0,58,7).

Niiiid peame rakendama Gram-Schmidti ortogonaliseerimisprotsessi vek-
toritele a}, a) ja aj. Selleks votame by = a} = (2,1,3,—1) ja by = kby + a
selliselt, et < by, by >= 0. Jélle

__<bua> 2411840 15
<bi,bi>  4+149+1 15 7
Seega by = by + a, = (3,2,—3,—1). Jérgmise sammuna votame by =

kby + lby + af selliselt, et < by, by >=< by, b3 >= 0. Leiame kordajad:

p__<biay>  0404+174-7 167

<b1,b1>_ 15 EJ
j_ <byay> 14T 181
o <byby> 9+4+941 237
167 181
1
= 53 p(~2-167-23 431811540, -1 16723+ 218115+ 0,

—3-167-23—-3-181-15+58-15-23,1-167-23 —1-181-15+7-15-23)

1
= ——(463, 1589, 342, 3541).
345( ) 9 ) )

Votame jille b = (463, 1589, 342, 3541).

Kontroll: < b1,bp >=64+2—-9+1=0, < by,0; >=2-463+ 1589+ 3 -
342 — 3541 = 0, < by, by >=3-463 + 2 - 1589 — 3 - 342 — 3541 = 0.

Vastus: Vektorite ay, as, az ja a4 lineaarkatte ortogonaalne baas on (2, 1,3, —1),
(3,2,—-3,—1) ja by = (463, 1589, 342, 3541).



Ulesanne 14. Kasutades ortogonaliseerimisprotsessi, leida ortonormeeritud
baas vektorruumis Ry [z], vottes esialgseks baasiks 1, z, 22 ja kasutades skalaar-
korrutamist, mis on defineeritud vordusega

a) (f(z),g9(x)) = [, f(z)g(x)da.

Lahendus: Lihtsalt rakendame ortogonaliseerimisprotsessi baasile 1, z,z~.
Esimene vektor b, on ikka 1. Votame by = k - 1 4 x. Jallegi,

<le> Lo gL 0
N

Jarelikult teine vektor on x. Niiiid on meil vaja b3 = k-1 +1-x + 22, kus

 <lLa’> f,11$2d$_ oL, 2 1
<1,1> Ll1 1dx x|ty 2 3
ja
< x, 2 > _ _f,llxgdx _ _§|1_1 _ 0 _ 0
<z, > fjlgﬂdx §|1_1 2 ’
2 1

Seega b3 = 1° — 3.

Kontroll: < by, by >= f_ll xdxr =0, < by, by >= f_ll(xQ—é)dx =2-2.2=0,
< by, by >= fjl(:c2 — $)adr = 0.
Me négime, et [1|* =2 ja |z|* = 2. Kuna
1 ! 1 ! 2 1 @ 20w 8
2l _ 2 Lyeg. 4z Ly 2T Ty S
=3 = [ @ gpde= [ =St glae =[5 - -+ L = 1

siis vektorite pikkustega ehk nende arvude ruutjuurtega vektoreid by, by, b3
ldbi jagades saamegi otsitava baasi.

Vastus: Ortogonaliseerimisprotsessi abil saame jargmise ortonormaalse baasi
21
ruumis Ry |[x]: \/LT % ja %



Ulesanne 17. Leida ortogonaalse téiendi L+ ortogonaalne baas, kui L =
<CL1, ag, CL3> ja
b)a; = (1,1,1,1), ag = (—1,1,-1,1), a3 = (2,0,2,0).

Lahendus: Ei ole raske naha, et ag = a; — aq, aga a; ja as on lineaarselt

soltumatud (nt _11 1 = 2 # 0). L ortogonaalse tédiendi modde on see-
ga 4 — 2 = 2 ja meil on vaja leida kaks lineaarselt soltumatut vektorit,

mis on ortogonaalsed nt vektoritega a; ja ao. Selleks lahendame lineaar-
vorrandisiisteemi

lea + 1y + 12 + 1-u = 0
-1z + 1y — 1.2 4+ 1-u = 0.
Lahendiks on siin x = ¢, y = d, 2 = —c¢, u = —d. Meil on tegelikult

vaja lahendite fundamentaalsiisteemi, milleks v6ib votta nt (1,0,—1,0) ja
(0,1,0,—1).

Kontroll: <(1,0,—-1,0),(1,1,1,1) >=1—-1=0,
<(1,0,-1,0),(-1,1,-1,1) >=—-14+1=0,
< (1,0,-1,0),(2,0,2,0) >=2 -2 =0
<(0,1,0,-1),(1,1,1,1) >=1—1 =0,
<(0,1,0,-1),(=1,1,-1,1) >=1—1 =0,
<(0,1,0,-1),(2,0,2,0) >= 0

Vastus: Ortogonaalse tdiendi L+ ortogonaalne baas on niiteks
{(1,0,-1,0),(0,1,0,-1)}.



Ulesanne 19. Leida vektori a ortogonaalne projektsioon ja ortogonaalne
taiend, kui
a) a=(4,—1,-3,4) ja L =span{(1,1,1,1),(1,2,2,—1),(1,0,0,3)}.

Lahendus: Vaatame, kas meil on lineaarkattes tilearuseid moodustajaid:

111 1 11 1 1 1 00 3
122 -1)]—-{0 1 1 -2|—={(011 -2
100 3 0 -1 -1 2 000 O

Jatame iihe neist vilja ja ortogonaliseerime saadava L baasi: Esmalt b; =
a; = (1,0,0,3) ja

—6 1 1
by = —75(1,0,0,3)+(0,1,1, -2) = Z(3+0,045,0+5,9-10) = =(3,5,5, ~1).

10
Olgu b, = (3,5,5, —1).
Kontroll: < b;,0, >=34+0+0-3=0.

Niitid vektori a projektsioon alamruumile L on

bl bl b/ b,2
_ ,4),(1,0,0 3))
- <(1 0 0, 3),(1 0, 0 3>> (1,0,0,3)
((4,-1,-3,4).3,5,5, ~1)
BER 5 1) (3, 5 5 1) )(3,5,5,~1)

16 —12 1
= 1,0,0,3) + —(3,5,5,—-1) = =-(8—-3,0—-5,0—-5,24+1) = (1,—-1,-1,5
10( )+ 60( ) 5( Y ) Y +) (7 bl 7)

ja ortogonaalne taiend on a — ¢ = (3,0, -2, —1).

Kontroll: (3,0, -2, —1),(1,1,1,1)) = 3—2—1 =0, ((3,0, =2, —1), (1,2,2, —1)) =
1), (1 )

2
3—4+41=0,((3,0,-2,—

Vastus: Vektori (4, —1, —3,4) projektsioon alamruumile L on (1, —1,—1,5)
ja ortogonaalne taiend on (3,0, —2, —1).



Ulesanne 20. Olgu L neljamodtmelise vektorruumi (iile R) alamruum, mis
on mingi ortonormeeritud baasi suhtes antud lineaarvorrandisiisteemiga

2£L‘1 + T2 + 3?[73 - Ty = 0
3r1 + 2z9 — 2z4 = 0
3.%1 + T2 + 933'3 — Ty = 0.

Leida sama baasi suhtes linecaarvorrandisiisteem, mis méirab L*.

Lahendus: Koigepealt uurime, kas selles lineaarvorrandisiisteemis on tilearu-
seid vorrandeid:

21 3 -1 21 3 -1 21 3 -1
320 -2—-101 -9 -1 =101 -9 —-1| —
31 9 -1 31 9 -1 10 6 0

01 -9 -1 10 6 0

01 -9 -1]—+101 -9 -1

10 6 0 00 0 O

Antud vorrandisiisteem kirjeldab koik vektoritega (1,0, 6,0) ja (0,1, -9, —1)
ortogonaalsed vektorid ehk L = (span{(1,0,6,0),(0,1,—9,—1)})*. Jire-
likult on meil vaja L+ = span {(1,0,6,0),(0,1,—9,—1)} jaoks lineaarvorran-
disiisteemi. Selle kordajateks sobivad algse vorrandisiisteemi lahendite fun-
damentaalsiisteemi vektorite koordinaadid, milleks on néiteks (0,1,0,1) ja

(—6,9,1,0). Kontroll néitab, et {(1,0,6,0), (0,1,—9, —1)}.L{(0,1,0,1), (—6,9,1,0)}.

Vastus: Otsitav lineaarvorrandisiisteem on néaiteks

+ T + Ty = 0
—61131 + 9[L‘2 + Trs = 0.



