Algebra 1

Naited lineaarteisendustega seotud iilesannetest.

Ulesanne 1. Olgu tasandil fikseeritud parema kiie ristreeper {O, €1, €5}
Teha kindlaks, kas tasandi poore nurga « vorra iimber koordinaatide algus-
punkti O on tasandi vabavektorite vektorruumi lineaarteisendus. Kui on, siis
leida selle teisenduse maatriks baasi {1, €5} suhtes.

Lahendus: Olgu ¢(¢ 1) = 7 ja (€)= ¥. Siit

(€1, 7) =€ |7 cosZ(e], ) =1-1-cosq,

<?2,?> = |?2| . |?| + COS 4(6—5,?) =1-1- COS Z(?Q,?l) + 4(?1,?))
= cos—g-cosa—sin—g-sina:O—i—sina,
(€2, Y)=1€a]- Y] cosZ(e3,y) =1-1-cosa
ja
<?17?> = |?1’ : ’?‘ : C054(€_1)a7) =1-1- COSA<?17?2) + 4(?27?))
= cosz-cosa—sing~sino<:O—sina.
Seega

o(T) = p(x1- € 1+x9-€2) = (T1-cOS—T38in ) € 1+ (21 -8in a+x5 cos ) € 1.

Seetottu
o(Z)+o(Y) = (x1-cosa—zysina)e | + (2 -sina + zycosa)e
+ (y1-cosa —yosina)€ + (y - sina + ypcosa) €
= ((z14+y1) - cosa — (zy + yo)sina) e
+ ((w1 +y1) -sina + (x5 + y3) cosa) €
- =

= o(T+7Y)

ok-7) = (kxy-cosa— krysina)e + (kry - sina + krycosa) e

_|_
= k((x;-cosa — zasina) € + (x1 -sina + xocosa) € 1) = ko(T).

Seega on ¢ lineaarteisendus, ja eelneva pohjal on selle maatriksiks
cosa —sino
sina  cosa )’
—
e

kus 4. veeru moodustavad i. baasivektori €’; kujutise ¢(€’;) koordinaadid
baasil { €1, €3}



Ulesanne 2. Leida vektorruumi {k sin 241 cos z|k, I € R} diferentseerimis-
teisenduse maatriks baasi sin z, cos x suhtes.

Lahendus: Leiame
D(sinz) =cosz =0-sinxz + 1 cosz,

D(cosz) = —sinz = —1-sinz + 0 - cos z.

Vastus: Diferentseerimisteisenduse maatriks baasi sin x, cos ¢ suhtes on

(50)

Ulesanne 3. Teha kindlaks, millised vektorruumi R? teisendused ¢ on
lineaarteisendused, kui z = (zy, x9, x3) € R? korral

To + 173,2%1 + $3,3LE1 — X9 + LEg)
:1:1,3:2—1—1 $3+2)

_ 2\.
z) = (22 1+I’2,I’1+[E37$3),

1+ 2,29 + 5, 13);
x1 + 373,75, 11 + 13);

) w(z) = (
) w(@) =(
) wlx) = (
4) ¢(z) = (x1 — x2 + x3, T3, T2);
) w(z) =(
) wlz) = (
) wlz) = (

T1,T2,T1 + ) + 1‘3)

Lahendus: Kuna ¢(0) = ¢(0 + 0) = ¢(0) + ¢(0), siis ¢(0) = 0, kui ¢ on
lineaarteisendus. Seega ilmselt variandid 2) ja 5), kus ¢(0,0,0) = (0,1, 2) ja
©(0,0,0) = (2,5,0), ei ole lineaarteisendused. Samas

olx+y) = ((r24+y2)+ (23 +ys3), 2(x1 + 1) + (3 + y3), 3(x1 + y1) — (22 + y2) + (5 + y3))
(g + w3, 221 + 3,321 — 2 + x3) + (Y2 + Y3, 201 + Y3, 3y1 — Y2 + ¥3)
= »(x) + ¢(y).

Samuti
ko(x) = k(zotxs, 201423, 31 —20+x3) = (kvotkas, 2kxy+kxs, 3kxi—kxot+kxs) = p(kx).

Jarelikult on 1) variandi teisendus lineaarteisendus. Analoogiliselt on kont-
rollitav, et 4) ja 7) variant annavad lineaarteisenduse. Kuid

©(0,0,2) + ©(0,0,2) = (2:0+0,0+2,2*)+(2-0+0,0+2,2?)
= (0,2,4) + (0,2,4) = (0,4,8)
# (0,4,16) = (2-0+0,0 + 4, 4%)
= ¢(0,0,4) = ¢((0,0,2) +(0,0,2))

Seega 3) variant ei ole lineaarteisendus. Analoogiliselt voib veenduda, et ka
6) variant on mittelineaarne.

Vastus: Lineaarteisendused on 1), 4) ja 7) variandi teisendused.



Ulesanne 4. Lineaarteisenduse maatriks baasil e; = (8, —6,7), e; =

1 —-18 15

(—16,7,—13), e3 = (9,—3,7) on | —1 —22 15]. Leida selle teisenduse

maatriks baasi €] = (1,—2,1), e

1 =25 22
h=(3,—1,2), e = (2,1, 2) suhtes.

Lahendus: Esiteks leiame iileminekumaatriksi baasilt e baasile €’. Selleks
tuleb lahendada lineaarvorrandisiisteemid

8.%1
—61'1
7(171

+ o+

8(E1
—6131
71‘1

+ + |

81’1 —
—633‘1 +
733'1 +

Tulemuseks saame maatriksi

3 -3
maatriksi, millekson |1 —3
1 =2
Viimaks arvutame
3 -3 1 1 —18
1 -3 2]-|-1 =22
1 -2 1 1 =25

161’2 + 91’3 =1
7(132 - 33 = =2
—13zy + Tzz = 1,
161’2 + 9.1'3 = 3
7$2 — 33 -1
—131’2 + 7[L’3 = 2;
161‘2 + 9{23'3 = 2
7.1'2 — 33 =1
—13xy + Txz3 = 2
11 =3
1 2 —5]. Leiame selle maatriksi poord-
1 3 -6
1
2
1
15 11 -3 16 47 —88
15 1 2 5] =118 44 -92
22 1 3 —6 12 27 —59
16 47 —88

Vastus: Selle lineaarteisenduse maatriks baasil ¢’ on | 18 44 —92

12 27 —59



Ulesanne 5. Tdestada, et kui maatriksid A, B € Mat,,(K) on sarnased,
siis on sarnased ka maatriksid 1) A% ja B?; 2) A* ja B* k € N; f(A) ja f(B),
kus f € Klx].

Lahendus: Eelduse kohaselt leidub maatriks C' selliselt, et B = C~1AC.
Esiteks
Bf = C1ACCTAC ---C'AC = CtARC

ja jérelikult on maatriksid A* ja B* k € N alati sarnased. Teisalt, kuna
BF = C71AFC ja B! = C71A!C, siis ka

CHmA* + nAHYC = m(CrA*C) +n(c P A'C) = mB* + nB".
Seega kandub sarnasus sama maatriksi C' abil iile ka liitmisele, ja jarelikult

CH(AC = CHapA* +a A"+ 4+ ap 1A+ a)C
= ClaA*C + C'a A 1C + ...+ Crap 1 AC + C MO
apB¥ + a,B* '+ ...+ ay_ 1B+ ap = f(B).

Ulesanne 5. Leida vektorruumi R, [z] diferentseerimiskujutuse kujutis
ja tuum.

Lahendus: Kuna
D(apr" +a12" 4., +a,) = nagr" M4+ (n—1Dagz" 2 +. ..+ an_1 € R,_1[7]

jaiga apr™ '+ a1 2" ? + ...+ ap_1 € R,_1[7] jaoks

1 1
D_ n
<nOL0m +n—1

~1 1 —2
a "+t ay) =aex" T Fa " Lt an,

siis on Im D = R,,_[z].
Jallegi, kuna

D(apz™ + a12"* + ...+ a,) = nagx™ ' + (n — Dagz" 2+ ...+ an_1,
siis D(f(x)) = 0 parajasti siis, kui f(z) = ¢. Seega Ker D = Ry[z].

Vastus: Im D = R,,_1[z], Ker D = Rq[z].



Ulesanne 6. Leida lineaarteisenduse ¢ tuuma ja kujutise baas, kui ¢

maatriks mingi baasi suhtes on a) (} ;), b) <:_13 2)

Lahendus: Olgu ey, e; antud vektorruumi baas, mille suhtes ¢ maatriks
antud on.

Juhul a) ilmselt p(e1) = e1 + eg, p(ea) = e1 + 2e2 € Imp. Teisalt 0 =
k(e1+ea)+1(e1+2e) = (k+1)e1+ (k+20)ey annab meile, et k =1 = 0. Seega
on p(e1) = e; + ez ja p(ea) = e + 2e kaks lineaarselt soltumatut vektorit
kahemoo6tmelises vektorruumis, mistottu on need ka sealseks baasiks.

Juhul b) aga 2-p(e1) = 2-(e1+3e3) = 2e;+6e2 = p(ey)- Jérelikult on p(e;)
ja ¢(es) lineaarselt soltuvad. Teisalt ¢(e1) # 0, seega on temast moodustatud
iihevektoriline siisteem lineaarselt soltumatu ja kujutise baasiks voib votta
p(er) = e + 3es.

Juhul a) kui ¢(x) = 0, siis p(x1e1 +x9e2) = x1(e1 +€2) +xa(e1+2e3) = 0,
kust analoogiliselt 1 + x5 = 0, 1 + 225 = 0 ja 1 = x5 = 0. Seega Ker p =
{0}. Selles triviaalses vektorruumis, nagu teada, aga baasi ei ole.

Juhul b) aga kui p(z1e1 + x2e2) = x1(€1 + 3e3) + x2(2e1 + 6e3) = 0, siis
r14+2x9 = 0 = 321+ 6x5. Seega r1 = —2x5 ja tuuma kuuluvad vektorid kujul
k- (ea —2e1), k € K. Sellise alamruumi baasiks voib votta vektori ey — 2e;.

Vastus: a) Kujutise baasiks on e; + ey, 1 + 2e9, tuumal baas puudub; b)
kujutise baasiks on e; + 3e;, tuuma baasiks on e; — 2e;.



