Algebra 1

Naited poliinoomide jaguvusega seotud iilesannetest.

Ulesanne 1. Leida ringis Q[z] viihima voimaliku astmega poliinoom, mis
annab jagamisel poliinoomiga (z —1)? jiigi 2z ja poliinoomiga (z — 2)? jaigi
3.

Lahendus:
Lahendame selle iilesande méadramata kordajate meetodil, st votame, et

fla) = (x = 1)*p(x) + 22 = (z — 2)°q(2) + 3z, (1)

k I
kus p(z) = > a;2" ja q(x) = > bz’ ning ag, ..., a; ja by, ..., b on otsitavad
=0 i=0

kordajad. Korrutades vorrandis (1) 1dbi molemad avaldised, saame méérama-
ta kordajaid sisaldavad vahemalt kuuppoliinoomid. Kuuppoliinoomide koiki
kordajaid vordseteks vottes saame vihemalt neljast (kuuplitkme, ruutliikme,
lineaarliikme ja vabaliikme kordajad) vorrandist koosneva lineaarvorrandis-
tsteemi. Sellisel juhul on meil ¢(x) = by ja sama astme poliinoomi saamiseks
p(z) = apr + a;. Ndeme, et meil on kolm tundmatut, mille korral neli vor-
randit voivad osutuda vastuolulisteks. Seega suurendame p(z) ja g(x) astet
nii kaua, kuni tundmatuid on viahemalt sama palju, kui vorrandeid. Antud
juhul piisab iihest korrast, sest siis on meil 4 + 1 = 5 vorrandit (4. astme
liige annab lisavorrandi) ja 3 + 2 = 5 tundmatut (nii p(x) kui ¢(z) annavad
iihe lisakordaja). Sellest piisab. Votamegi niiiid p(z) = apz? + a1z + as ja
q(z) = box + by ja leiame, et

apx* + a12® + agx? — 20123 — 2a91° — 2a3x

+a122 + asr + ag + 2x
= (2% =2z + D)(apx® + a17 + ag) + 2x = (v — 1)*p(x) + 22
(x — 2)%q(x) + 3z = (2* — 62% + 122 — 8)(bow + b1) + 32
= box" + biz® — 6bgz® — 6b1a” + 12bgz” + 12by

—8bpr — 8b1 + 3.

Kaks poliinoomi on vordsed parajasti siis, kui koik nende kordajad on
vordsed, seega on meil lineaarvorrandisiisteem

ag — bo
a; — 2@0 = b1 — 6b(]
a9 — 2@1 + ag = —6b1 + 12()0
—2a2+a1+2: 12b1—8b0+3
a9 = —8b1

Lahendame selle lineaarvorrandisiisteemi Gaussi meetodil:



G G G b b 10 0 -1 0 0
1 0 0 —1 0O O
0 1 0 4 -1 0
-2 1 0 6 -1 0
- 10 -2 1 -11 6 0| —
1 -2 1 =12 6 0
0O 1 =2 8 —-12 1
0 1 -2 8 —-12 1 0 1 0 3 0
0 0 1 0 8 0
1 0 0 -1 0O O 1 00 -1 0 O 1 0 0 -1
01 0 4 -1 0 010 4 -10 01 0 4
—-100 1 -3 4 0O0|l—10 01 O 8 0l —=10 01 0
00 -2 4 -—-11 1 000 -3 —4 0 00 0 1
00 1 0 8 0 00 0 4 5 1 000 O
Siit on lihtne leida, et (ao,as,as2,by,b1) = (4,—19,24,4,—3). Jarelikult

q(z) =4z — 3 ja

_ o O O

f(z) = (2—2)%q(2)+32 = (23 —627+120—8) (4w —3)+3x = 42* — 272> +662° —652+24.

Kontroll:
4 2723 46622 —65x +24 |22 —2x+1
At —8x% +42? 4x? — 192 + 24
—192% 46222 —65r +24
—192% 43822 —19z
241> —46x +24
241% —48r +24
2x
4 =273 46622 —65x +24 | 23 — 622+ 120 — 8
dpt =243 +482% —32z 4r — 3
-3 +1822 33z +24
—32% +18z% —36x +24
3x

Vastus: minimaalse astmega poliinoom, mis annab jagamisel poliinoomi-
ga (x —1)? jadigi 22 ja poliinoomiga (x —2)3 jidgi 3z, on 42* — 2723 + 6622 —

65z + 24.



Ulesanne 2. Teha kindlaks, kas elementidel 6 ja 3+3+/—5 ringist Z[v/—5]
on olemas SUT ja VUK.

Lahendus: Kasutame éra ruutnormi N : Z[v/=5] — N U {0}, kus
N(a+ bv/~=5) = a® + 5b?
ja selle omadust
21|z ringis Z[v/—5] = N(21)|N(2,) ringis Z. (2)

Selle kujutusega seotud iiksikasju saab lugeda poliinoomide jaguvuse néidete
failist (http://math.ut.ee/pmi/kursused/algebral /Poljag.pdf).

Esmalt nditame, et SUT(G, 3+3+/—5) ei eksisteeri. Oletame vastuviiteliselt,
et ta eksisteerib ja tihistame d = SUT(6,3 4+ 3v/=5). Definitsiooni kohaselt
d|6 ja d|3 + 31/—5. Kuna 3|6 ja 3|3 + 3y/—5, siis jille definitsioonist 3|d.
Paneme tihele, et 6 = 2-3 = (1 — v/=5)(1 + v/=5). Seega 1 + /=56 ja
1+ +/=5|3 + 3v/=5 ja saame, et 1 + y/—5|d. Leiame vastavad ruutnormid:
NB)=3"+5-00=9 N1++v-5) =12+5-12 =6, N(3+3v/-5) =
324+5-3* =54 ja N(6) = 6+ 5- 0> = 36. Omaduse (2) pohjal N(3)|N(d),
N(1+4+/=5)|N(d), N(d)|N(6) ja N(d)|N (3 + 3v/—=5). Jirelikult

VUK(N(3), N(1 4+ v/=5) = 18|N(d)|18 = SUT(N(6), N(3 4+ 3v/=5)).

Sellest jareldub, et N(d) = 18. See ei ole aga voimalik. Kontrollime: kui
mingite a,b € Z korral

a’ + 50 = 18,
siis 1) b = 0, aga 18 ei ole téisruut, vastuolu; 2) b = +1, kuid 18 —5 = 13 ei ole
ikkagi taisruut, vastuolu; 2) b = 42, siis peaks 18 —5%4 = —2 olema téaisruut,

vastuolu. Suuremate b absoluutvaartuste korral peaks kasvavalt negatiivsed
arvud olema téisruudud, mis ei ole voimalik. Jarelikult suurimat iihistegurit
ei leidu.

Samuti ei ole neil arvudel ei ole vihimat iihiskordset. Oletame jélle vas-
tuviiteliselt, et ¢ = VUK(6,3 + 3v/=5). Eelnevaga analoogiliselt arutledes
saame, et 6|c, 3+3v/=5|c, c|6+61/=5 jac|18 = 6-3 = (3+3y/=5)(1—/=5).

Jarelikult

VUK(N(6), N(3 + 3v/=5))
— SUT(324,216) = SUT(N(18

= VUK(36,54) = 108|N(c)|108 =
), N (6 +6v/=5)).

Jéalle saame, et N (c) = 108, mis ei ole voimalik (108, 108—5 = 103, 108—5-4 =
88,108 —5-9 =63, 108 — 5 - 16 = 28 ei ole iikski téisruut).

Vastus: Arvudel 6 ja 3+3+/—5 puuduvad nii vihim iihistegur kui suurim
ithiskordne.



