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[ Analiititiline geomeetria ]
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[ Riemanni geomeetria ]—»[ Gravitatsiooniteooria ]
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Analiititiline geomeetria

Pinnateooria, Riemanni pinnad Stringiteooria
Riemanni geomeetria Gravitatsiooniteooria
Kihtkonnad ja seostused Yang-Millsi valjateooria
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Vektori mdiste

Eukleidiline geomeetria

Antud loengukursuse geomeetriliseks ruumiks on eukleidiline ruum, so
geomeetriline ruum, kus kehtib eukleidiline geomeetria.
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Vektori mdiste

Eukleidiline geomeetria

Antud loengukursuse geomeetriliseks ruumiks on eukleidiline ruum, so
geomeetriline ruum, kus kehtib eukleidiline geomeetria. Eukleidilise
geomeetria algmdisted on punkt, sirge ja tasand, seega on nad meie jaoks
defineerimata moisted. Eukleidilises ruumis kehtivad eukleidilise
geomeetria aksiomid.
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Vektori mdiste

Eukleidiline geomeetria

Antud loengukursuse geomeetriliseks ruumiks on eukleidiline ruum, so
geomeetriline ruum, kus kehtib eukleidiline geomeetria. Eukleidilise
geomeetria algmdisted on punkt, sirge ja tasand, seega on nad meie jaoks
defineerimata moisted. Eukleidilises ruumis kehtivad eukleidilise
geomeetria aksiomid. Kaasaegses geomeetrias on erinevaid eukleidilise
geomeetria aksiomaatikaid (aksioomide siisteem). K&ige tuntum on saksa
matemaatiku D. Hilbert'i eukleidilise geomeetria aksiomaatika. Selle
aksiomaatika lihikirjeldus:
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Vektori mdiste

Eukleidiline geomeetria

Antud loengukursuse geomeetriliseks ruumiks on eukleidiline ruum, so
geomeetriline ruum, kus kehtib eukleidiline geomeetria. Eukleidilise
geomeetria algmdisted on punkt, sirge ja tasand, seega on nad meie jaoks
defineerimata moisted. Eukleidilises ruumis kehtivad eukleidilise
geomeetria aksiomid. Kaasaegses geomeetrias on erinevaid eukleidilise
geomeetria aksiomaatikaid (aksioomide siisteem). K&ige tuntum on saksa
matemaatiku D. Hilbert'i eukleidilise geomeetria aksiomaatika. Selle
aksiomaatika lihikirjeldus:

@ algmdisted on punkt, sirge ja tasand;
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Vektori mdiste

Eukleidiline geomeetria

Antud loengukursuse geomeetriliseks ruumiks on eukleidiline ruum, so
geomeetriline ruum, kus kehtib eukleidiline geomeetria. Eukleidilise
geomeetria algmdisted on punkt, sirge ja tasand, seega on nad meie jaoks
defineerimata moisted. Eukleidilises ruumis kehtivad eukleidilise
geomeetria aksiomid. Kaasaegses geomeetrias on erinevaid eukleidilise
geomeetria aksiomaatikaid (aksioomide siisteem). K&ige tuntum on saksa
matemaatiku D. Hilbert'i eukleidilise geomeetria aksiomaatika. Selle
aksiomaatika lihikirjeldus:

@ algmdisted on punkt, sirge ja tasand;

@ nende vahelised seosed on vahelsus (nt punktid sirgel), sisalduvus
(punkt ja sirge, punkt ja tasand, sirge ja tasand), kongruentsus,
geomeetriline vdrdsus (nt vdrdsed I8igud, vdrdsed nurgad, vérdsed
kolmnurgad).

D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie.
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Vektori mdiste

Pikkused ja nurgad

Kasutades algmdisteid ja nende vaheliseid seoseid, tuuakse sisse uusi
moisteid.
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Vektori mdiste

Pikkused ja nurgad

Kasutades algmdisteid ja nende vaheliseid seoseid, tuuakse sisse uusi
mdisteid. Naiteks, olgu antud sirge ja kaks punkti A, B, mis asuvad
antud sirgel. Suisteemi, mis koosneb kahest punktist, tahistame AB voi
BA, nimetatakse 18iguks. Punktid, mis asuvad sirgel punktide A ja B
vahel, on I18igu AB sisepunktid.
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Vektori mdiste

Pikkused ja nurgad

Kasutades algmdisteid ja nende vaheliseid seoseid, tuuakse sisse uusi
mdisteid. Naiteks, olgu antud sirge ja kaks punkti A, B, mis asuvad
antud sirgel. Suisteemi, mis koosneb kahest punktist, tahistame AB voi
BA, nimetatakse 18iguks. Punktid, mis asuvad sirgel punktide A ja B
vahel, on 18igu AB sisepunktid. Eukleidilises geomeetrias eeldame, et
suvalise 16igu AB korral on maaratud selle pikkus, kusjuures pikkus on
positiivne reaalarv, kui punktid on erinevad ja pikkus on null siis ja ainult
siis, kui punktid lihtivad. L&igu AB pikkust tahistame |AB|.
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Pikkused ja nurgad

Kasutades algmdisteid ja nende vaheliseid seoseid, tuuakse sisse uusi
mdisteid. Naiteks, olgu antud sirge ja kaks punkti A, B, mis asuvad
antud sirgel. Suisteemi, mis koosneb kahest punktist, tahistame AB voi
BA, nimetatakse 18iguks. Punktid, mis asuvad sirgel punktide A ja B
vahel, on 18igu AB sisepunktid. Eukleidilises geomeetrias eeldame, et
suvalise 16igu AB korral on maaratud selle pikkus, kusjuures pikkus on
positiivne reaalarv, kui punktid on erinevad ja pikkus on null siis ja ainult
siis, kui punktid lihtivad. L&igu AB pikkust tahistame |AB|.

Oletame, et on antud punkt O ja kaks kiirt, mis lahtuvad punktist O.
Siisteemi, mis koosneb punktist O ja kahest sellest punktist |ahtuvast
kiirest, nimetatakse nurgaks. Eukleidilises geomeetrias eeldame, et
suvalise nurga korral on maaratud selle suurus.
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Vektori mdiste

Pikkused ja nurgad

Kasutades algmdisteid ja nende vaheliseid seoseid, tuuakse sisse uusi
mdisteid. Naiteks, olgu antud sirge ja kaks punkti A, B, mis asuvad
antud sirgel. Suisteemi, mis koosneb kahest punktist, tahistame AB voi
BA, nimetatakse 18iguks. Punktid, mis asuvad sirgel punktide A ja B
vahel, on 18igu AB sisepunktid. Eukleidilises geomeetrias eeldame, et
suvalise 16igu AB korral on maaratud selle pikkus, kusjuures pikkus on
positiivne reaalarv, kui punktid on erinevad ja pikkus on null siis ja ainult
siis, kui punktid lihtivad. L&igu AB pikkust tahistame |AB|.

Oletame, et on antud punkt O ja kaks kiirt, mis lahtuvad punktist O.
Siisteemi, mis koosneb punktist O ja kahest sellest punktist |ahtuvast
kiirest, nimetatakse nurgaks. Eukleidilises geomeetrias eeldame, et
suvalise nurga korral on maaratud selle suurus. Lihtsustades, voib oelda,
et eukleidiline geomeetria on pikkused ja nurgad.
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Vektori mdiste

Eukleidiline ruum

Eukleidilist ruumi tahistame E. Antud aines vaatleme kahte eukleidilist
ruumi, kus tiheks eukleidiliseks ruumiks on tasand E2 (antud juhul me ei
eelda, et tasand asub kolmemddtmelises ruumis), ja teiseks on
kolmemd&tmeline eukleidiline ruum E3.
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Vektori mdiste

Eukleidiline ruum

Eukleidilist ruumi tahistame E. Antud aines vaatleme kahte eukleidilist
ruumi, kus tiheks eukleidiliseks ruumiks on tasand E2 (antud juhul me ei
eelda, et tasand asub kolmemddtmelises ruumis), ja teiseks on
kolmemddtmeline eukleidiline ruum E3.

Olgu XY eukleidilise ruumi E punktid. Sellega on maaratud 16ik XY
Punktid X, Y ei ole jarjestatud ja selleks on kaks vGimalust: XY v&i

Y X. Kui niiiid seda tiilipi tahistuses esimesel kohal olevat tahte
interpreteerime I5igu alguspunktina ja teisel kohal olevat tahte 15igu
IGpp-punktina, siis I0igul on maaratud suund, st meie 16ik muutub
suunatud I5iguks.
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Vektori mdiste

Eukleidiline ruum

Eukleidilist ruumi tahistame E. Antud aines vaatleme kahte eukleidilist
ruumi, kus tiheks eukleidiliseks ruumiks on tasand E2 (antud juhul me ei
eelda, et tasand asub kolmemddtmelises ruumis), ja teiseks on
kolmemddtmeline eukleidiline ruum E3.

Olgu XY eukleidilise ruumi E punktid. Sellega on maaratud 16ik XY
Punktid X, Y ei ole jarjestatud ja selleks on kaks vGimalust: XY v&i

Y X. Kui niiiid seda tiilipi tahistuses esimesel kohal olevat tahte
interpreteerime I5igu alguspunktina ja teisel kohal olevat tahte 15igu
IGpp-punktina, siis I0igul on maaratud suund, st meie 16ik muutub
suunatud I5iguks.

Definitsioon

Loiku, millel on fikseeritud alguspunkt, so suund, nimetatakse suunatud
Idiguks ehk seotud vektoriks. Seotud vektorit alguspunktiga X ja
I5pp-punktiga Y tihistame edaspidi XY abil. Kdigi seotud vektorite
hulka tihistame E abil.
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Seotud vektorid

Seotud vektorit, mille algus- ja I6pp-punkt langevad kokku, nimetatakse
seotud nullvektoriks.
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Vektori mdiste

Seotud vektorid

Seotud vektorit, mille algus- ja I6pp-punkt langevad kokku, nimetatakse
seotud nullvektoriks. Eukleidilise geomeetria tahtsaimad mdisted, st
pikkus ja nurk, saab iile kanda seotud vektoritele.
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Vektori mdiste

Seotud vektorid

Seotud vektorit, mille algus- ja I6pp-punkt langevad kokku, nimetatakse
seotud nullvektoriks. Eukleidilise geomeetria tahtsaimad mdisted, st
pikkus ja nurk, saab iile kanda seotud vektoritele. Seotud vektori XY
pikkuseks, tahistame | XY|, nimetame teda mairava I3igu pikkust, st
|XY| = |XY]|. Seega pikkusega null on seotud nullvektorid ja ainult
need.
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Vektori mdiste

Seotud vektorid

Seotud vektorit, mille algus- ja I6pp-punkt langevad kokku, nimetatakse
seotud nullvektoriks. Eukleidilise geomeetria tahtsaimad mdisted, st
pikkus ja nurk, saab iile kanda seotud vektoritele. Seotud vektori XY
pikkuseks, tahistame | XY|, nimetame teda mairava I3igu pikkust, st
|XY| = |XY]|. Seega pikkusega null on seotud nullvektorid ja ainult
need.

Olgu AB, AC kaks seotud vektorit alguspunktiga punktis A ja eeldame,
et nad ei ole nullvektorid. Iga seotud vektor maarab kiirt, mis lahtub
punktist A. Seega meil on siisteem, mis koosneb punktist A ja kahest
kiirest, ja, vastavalt eukleidilise ruumi aksiomaatikale, sellega on
maaratud nurk. Lepime kokku, et nurga suurus on maaratud iihe seotud
vektori podramisega limber punkti A lihemat teed pidi teisele vektorile.
Vastavat nurka nimetatakse seotud vektorite AB, AC' vaheliseks nurgaks
ja tahistatakse Z(AB, AC). Antud definitsioonist jareldub, et

0< Z(AB,AC) < .
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Vektori mdiste

Vastandvektor

Seotud vektor on iiheselt maaratud jargmiste andmetega:
© alguspunkt,
@ pikkus,
© suund.
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Vektori mdiste

Vastandvektor

Seotud vektor on iiheselt maaratud jargmiste andmetega:
© alguspunkt,
@ pikkus,
© suund.

Paneme tahele, et kahe punkti X,Y korral (X # Y') meil on kaks
jarjestust, seega meil on kaks seotud vektorit XY ja Y X.
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Vektori mdiste

Vastandvektor

Seotud vektor on iiheselt maaratud jargmiste andmetega:
© alguspunkt,
@ pikkus,
© suund.

Paneme tahele, et kahe punkti X,Y korral (X # Y') meil on kaks
jarjestust, seega meil on kaks seotud vektorit XY ja Y X. Seotud
vektorit Y X nimetame seotud vektori XY vastandvektoriks ja
vastandvektorit tihistame —XY, seega Y X = —XY . Kehtivad seosed

(-XV) =XV, -XX-XX, |-XV|=[x7]
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Vektori mdiste

Kollineaarsed seotud vektorid

Definitsioon

Seotud vektorit AB nimetame kollineaarseks seotud vektoriga C'D, kui
leidub sirge selline, et I16igud AB, C'D on paralleelsed selle sirgega. Kui
seotud vektorid AB, C'D on kollineaarsed, siis kirjutame AB||CD. Kolm seotud vektorit E,
CD,KL € E° (ruumi vektorid) nimetatakse komplanaarseteks, kui leidub
tasand selline, et 16igud AB,CD, KL on parallelsed selle tasandiga.

Markus. Nullvektor on kollineaarne suvalise seotud vektoriga.
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Vektori mdiste

Kollineaarsed seotud vektorid

Definitsioon

Seotud vektorit AB nimetame kollineaarseks seotud vektoriga C'D, kui
leidub sirge selline, et I16igud AB, C'D on paralleelsed selle sirgega. Kui
seotud vektorid AB, C'D on kollineaarsed, siis kirjutame AB||CD. Kolm seotud vektorit E,
CD,KL € E° (ruumi vektorid) nimetatakse komplanaarseteks, kui leidub
tasand selline, et 16igud AB,CD, KL on parallelsed selle tasandiga.

Markus. Nullvektor on kollineaarne suvalise seotud vektoriga.

TASAN D
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Vektori mdiste

Samasuunaline vektor

Seotud vektorit AB nimetame samasuunaliseks (vastassuunaliseks)
seotud vektoriga C'D, kui

@ AB||CD, seotud vektor AB on kollineaarne seotud vektoriga C'D,

@ seotud vektorite AB ja CD suunad on iihesugused (suunad on
vastupidised). Oeldut tihistame AB 11 C'D (AB 1] CD) abil.
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Vektori mdiste

Samasuunaline vektor

Definitsioon

Seotud vektorit AB nimetame samasuunaliseks (vastassuunaliseks)
seotud vektoriga C'D, kui

@ AB||CD, seotud vektor AB on kollineaarne seotud vektoriga C'D,

@ seotud vektorite AB ja CD suunad on iihesugused (suunad on
vastupidised). Oeldut tihistame AB 11 C'D (AB 1] CD) abil.

8 5 &
//
A &/

JB11CD EF 14 6H
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Vektori mdiste

Vordsed seotud vektorid ja vektori moiste

Definitsioon

Seotud vektorid AB,CD on (geomeetriliselt) vérdsed (tahistame
AB = CD abil), kui on tdidetud kaks tingimust

@ seotud vektorid on samasuunalised AB 11 CD,
@ seotud vektorite pikkused on vdrdsed |AB| = |CD].
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Vektori mdiste

Vordsed seotud vektorid ja vektori moiste

Definitsioon

Seotud vektorid AB,CD on (geomeetriliselt) vérdsed (tahistame
AB = CD abil), kui on tdidetud kaks tingimust

@ seotud vektorid on samasuunalised AB 11 CD,
@ seotud vektorite pikkused on vdrdsed |AB| = |CD].

Definitsioon

Olgu AB seotud vektor. Moodustame seotud vektorite klassi, kuhu
kuuluvad koik seotud vektoriga AB vordsed seotud vektorid. Vastavat

klassi nimetame vektoriks ja tahistame AB abil. Seotud nullvektorite
klassi nimetatakse nullvektoriks ja tahistatakse 0 abil.

Markus. Vordsete seotud vektorite klassi mdnikord nimetatakse vabavektoriks
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Vektori mdiste

Vektori moiste

Vektoreid tahistame noolega varustatud ladina tahestiku vaikeste
tahtedega d, b, ¢, ..., 2, ¥, 2. Selline tahistus rGhutab seda, et vektoril ei
ole alguspunkti ja [opp-punkti.
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Vektori mdiste

Vektori moiste

Vektoreid tahistame noolega varustatud ladina tahestiku vaikeste
tahtedega d, b, ¢, ..., 2, ¥, 2. Selline tahistus rGhutab seda, et vektoril ei
ole alguspunkti ja [opp-punkti.

Olgu AB seotud vektor. Eespool antud vektori definitsioonist jareldub, et
seotud vektoriga AB assotsieerub temaga vdrdsete seotud vektorite klass
vOi seotud vektor tekitab temaga vordsete seotud vektorite klassi, mida
nimetatakse vektoriks.
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Vektori mdiste

Vektori moiste

Vektoreid tahistame noolega varustatud ladina tahestiku vaikeste
tahtedega d, b, ¢, ..., 2, ¥, 2. Selline tahistus rGhutab seda, et vektoril ei
ole alguspunkti ja [opp-punkti.

Olgu AB seotud vektor. Eespool antud vektori definitsioonist jareldub, et
seotud vektoriga AB assotsieerub temaga vdrdsete seotud vektorite klass
vOi seotud vektor tekitab temaga vordsete seotud vektorite klassi, mida
nimetatakse vektoriks. Seega kui meie tegeleme vektoritega, siis antud
kasitluses meie tegeleme seotud (vdrdsete) vektorite klassidega. Kuid
mdnikord on lihtsam tddtada mitte vektoriga (see on seotud vektorite
klass) d, vaid selle klassi mingi esindajaga, st seotud vektoriga. Selleks
kasutame nn vektori rakendamist punktist. Tdepoolest kui on antud
vektor @, siis ruumi igas punktis A ta maarab seotud vektorit AB nii,et
kehtib AB = @. Seotud vektori AB kohta iitleme, et see on vektor @
rakendatud punktist A.
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Vektori mdiste

Pikkus ja nurk

Vektori mdistet defineeritakse eukleidilises ruumis, seega eukleidilise
geomeetria tahstaimad moisted, so pikkus ja nurk, saab laiendada
vektoritele. Olgu a@ vektor, fikseerime suvalise punkti A ja rakendame
vektori @ punktist A, saame seotud vektori AB. Vektori @ pikkust
defineerime jargmiselt

jal = |AB.
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Vektori mdiste

Pikkus ja nurk

Vektori mdistet defineeritakse eukleidilises ruumis, seega eukleidilise
geomeetria tahstaimad moisted, so pikkus ja nurk, saab laiendada
vektoritele. Olgu a@ vektor, fikseerime suvalise punkti A ja rakendame
vektori @ punktist A, saame seotud vektori AB. Vektori @ pikkust
defineerime jargmiselt

al = [AB|.

Olgu @, b kaks vektorit ja A ruumi punkt. Rakendame vektorid ab
punktist A, tekivad seotud vektorid AB, AC. Vektorite d, b vahelist
nurka defineerime jargmiselt

£(@,

=l
I
N
N
s
Q
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Vektori mdiste

Kollineaarsed, komplanaarsed vektorid, tihikvektor

Vektor on theselt maaratud, kui on antud
@ selle vektori pikkus,
@ selle vektori suund.

Analoogiliselt pikkusega ja vektorite vahelise nurgaga, kollineaarsuse ja
komplanaarsuse moisted saab laiendada seotud vektoritelt vektoritele.

Definitsioon

Olgu d’,gvektorid, A ruumi mingi punkt. Rakendame vektorid &',5
punktist A, saame seotud vektorid AB, AC'. Vektoreid d’,l; nimetame
kollineaarseteks vektoriteks, kui seotud vektorid AB, AC on
kollineaarsed. Komplanaarsuse mdistet defineeritakse analoogiliselt.
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Vektori mdiste

Kollineaarsed, komplanaarsed vektorid, tihikvektor

Vektor on theselt maaratud, kui on antud
@ selle vektori pikkus,
@ selle vektori suund.

Analoogiliselt pikkusega ja vektorite vahelise nurgaga, kollineaarsuse ja
komplanaarsuse moisted saab laiendada seotud vektoritelt vektoritele.

Definitsioon

Olgu d’,gvektorid, A ruumi mingi punkt. Rakendame vektorid d’,g
punktist A, saame seotud vektorid AB, AC'. Vektoreid Fi,l; nimetame
kollineaarseteks vektoriteks, kui seotud vektorid AB, AC on
kollineaarsed. Komplanaarsuse mdistet defineeritakse analoogiliselt.

Vektorite hulka tahistame E. Kui dimensioon on oluline, siis kirjutame
E3 kolmemddtmelise ruumi korral, E2 tasandi korral.

Definitsioon

Uhikvektoriks nimetatakse vektorit pikkusega 1, st |@| = 1.
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Vektori mdiste

Vektorite liitmine

Vektorite liitmine:
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Vektori mdiste

Vektorite liitmine

Vektorite liitmine: Olgu antud kaks vektorit d’,g.
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Vektori mdiste

Vektorite liitmine

Vektorite liitmine: Olgu antud kaks vektorit @,b. Fikseerime punkti
A € E ja rakendame esimese vektori @ punktist A, tekib seotud vektor
AB. Niilid rakendame teise vektori b punktist B, saame seotud vektori
BC. Vektorit A_C}' nimetatakse vektorite @,b summaks ja tahistatakse
@+ b voi AB + B? Kui tahistada m = ¢, siis vBime kirjutada kas

G4 b=_cvoi 1@ + B? = @ Nii defineeritud liitmist nimetatakse
kolmnurga reegliks.
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Vektori mdiste

Vektorite liitmine

Vektorite liitmine: Olgu antud kaks vektorit @,b. Fikseerime punkti

A € E ja rakendame esimese vektori @ punktist A, tekib seotud vektor
AB. Niiiid rakendame teise vektori gpunktist B, saame seotud vektori
BC. Vektorit A_C}' nimetatakse vektorite @,b summaks ja tahistatakse
@+ b voi AB + B? Kui tahistada E = ¢, siis vBime kirjutada kas
@+b=cvbi 1@ + B? = @ Nii defineeritud liitmist nimetatakse
kolmnurga reegliks.

Naitame, et ilalpool antud vektorite summa definitsioon on korrektne, st
ei sdltu punkti A valikust. Fikseerime teise punkti A’ = A ja kordame
tilalpool kirjeldatud protsessi. Tekib teine kolmnurk AA’B’C’. Kehtib

AB|A'B',|AB| = |A'B|, BC||B'C",|BC| = |B'C"|.

Seega AABC = AA'B'C’. Jarelikult |[AC| = |A'C’|, AC||A'C’ ja
joonisel nieme, et seotud vektorid on samasuunalised AC 11 A’C".
Seega seotud vektorid on vdrdsed AC = A’C’. Vé&rdsed seotud vektorid
tekitavad iihte ja sama vektorit, st ﬁ = ,W =C
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Vektori mdiste

Liitmise omadused

Olgu @ mingi vektor. Rakendame vektori @ vabalt fikseeritud punktist A,
saame seotud vektori AB. Seotud vektori AB vastandvektor on —AB.
Seotud vektori —AB poolt tekitatud vektorit tihistame —a ja edaspidi
nimetame vektori @ vastandvektoriks. Vektorite liitmise omadused:
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Vektori mdiste

Liitmise omadused

Olgu @ mingi vektor. Rakendame vektori @ vabalt fikseeritud punktist A,
saame seotud vektori AB. Seotud vektori AB vastandvektor on —AB.
Seotud vektori —AB poolt tekitatud vektorit tihistame —a ja edaspidi
nimetame vektori @ vastandvektoriks. Vektorite liitmise omadused:

Q ad+ b= b+ a, vektorite liitmine on kommutatiivne;
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Vektori mdiste

Liitmise omadused

Olgu @ mingi vektor. Rakendame vektori @ vabalt fikseeritud punktist A,
saame seotud vektori AB. Seotud vektori AB vastandvektor on —AB.
Seotud vektori —AB poolt tekitatud vektorit tihistame —a ja edaspidi
nimetame vektori @ vastandvektoriks. Vektorite liitmise omadused:

-

o @4 b=0b4 d, vektorite liitmine on kommutatiivne;

Q (@+b)+&=d+ (b+ @), vektorite liitmine on assotsiatiivne;
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Vektori mdiste

Liitmise omadused

Olgu @ mingi vektor. Rakendame vektori @ vabalt fikseeritud punktist A,
saame seotud vektori AB. Seotud vektori AB vastandvektor on —AB.
Seotud vektori —AB poolt tekitatud vektorit tihistame —a ja edaspidi
nimetame vektori @ vastandvektoriks. Vektorite liitmise omadused:

Q ad+ b= b+a a, vektorite liitmine on kommutatiivne;

Q (@+b)+&=d+ (b+ @), vektorite liitmine on assotsiatiivne;
Q@ad+0=
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Vektori mdiste

Liitmise omadused

Olgu @ mingi vektor. Rakendame vektori @ vabalt fikseeritud punktist A,
saame seotud vektori AB. Seotud vektori AB vastandvektor on —AB.
Seotud vektori —AB poolt tekitatud vektorit tihistame —a ja edaspidi
nimetame vektori @ vastandvektoriks. Vektorite liitmise omadused:

Q ad+ b= b+a a, vektorite liitmine on kommutatiivne;

-,

Q (@+b)+&=d+ (b+ @), vektorite liitmine on assotsiatiivne;
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Vektori mdiste

Liitmise omadused

Olgu @ mingi vektor. Rakendame vektori @ vabalt fikseeritud punktist A,
saame seotud vektori AB. Seotud vektori AB vastandvektor on —AB.
Seotud vektori —AB poolt tekitatud vektorit tihistame —a ja edaspidi
nimetame vektori @ vastandvektoriks. Vektorite liitmise omadused:

Q ad+ b= b+a a, vektorite liitmine on kommutatiivne;
Q (@+b)+&=d+ (b+ @), vektorite liitmine on assotsiatiivne;
Q@ ad+0=a
Q i+ (-a)=0.
Toestame omadust 4. Fikseerime punkti A, rakendame vektori @ punktist

A, tekib seotud vektor AB. Niiiid rakendame vastandvektorit —a
punktist B, tekib teine seotud vektor BA. Kasutame kolmnurga reeglit

@+ (—@) = AB+ BA=AA=0.
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Vektori mdiste

Vektorite lahutamine

Jargnevas meie sageli kasutame vektorite lahutamist. Algebra seisukohalt
vektorite lahutamine ei ole soltumatu algebraline operatsioon ja tegelikult
taandub vektorite liitmisele, st lahutamine on liitmise erijuht. Toepoolest
defineerime lahutamise jargmiselt

a—b=a+(-b).
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Vektori mdiste

Vektorite lahutamine

Jargnevas meie sageli kasutame vektorite lahutamist. Algebra seisukohalt
vektorite lahutamine ei ole soltumatu algebraline operatsioon ja tegelikult
taandub vektorite liitmisele, st lahutamine on liitmise erijuht. Toepoolest
defineerime lahutamise jargmiselt

a—b=a+(-b).
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Vektori mdiste

Summa pikkus

Kuidas vektorite summa pikkus avaldub liidetavate vektorite
pikkuste kaudu?
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Vektori mdiste

Summa pikkus

Kuidas vektorite summa pikkus avaldub liidetavate vektorite
pikkuste kaudu?

Olgu A, B, C ruumi erinevad punktid ja AABC nendega maaratud
kolmnurk.
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Vektori mdiste

Summa pikkus

Kuidas vektorite summa pikkus avaldub liidetavate vektorite
pikkuste kaudu?

Olgu A, B, C ruumi erinevad punktid ja AABC nendega maaratud
kolmnurk. Eukleidilises ruumis kehtib vérratus |AC| < |AB| + |BC|.
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Vektori mdiste

Summa pikkus

Kuidas vektorite summa pikkus avaldub liidetavate vektorite
pikkuste kaudu?

Olgu A, B, C ruumi erinevad punktid ja AABC nendega maaratud

kolmnurk. Eukleidilises ruumis kehtib vérratus |AC| < |AB| + |BC|.
Arvestades, et vektorite liitmist defineeritakse komlnurga reegli abil,

saame tahtsa vorratuse

@+ b < |a@] + |b]-
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Vektori mdiste

Summa pikkus

Kuidas vektorite summa pikkus avaldub liidetavate vektorite
pikkuste kaudu?

Olgu A, B, C ruumi erinevad punktid ja AABC nendega maaratud

kolmnurk. Eukleidilises ruumis kehtib vérratus |AC| < |AB| + |BC.
Arvestades, et vektorite liitmist defineeritakse komlnurga reegli abil,

saame tahtsa vorratuse

@+ b < |a@] + |b]-

Vordsus kehtib ainult samasuunaliste vektorite korral.
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Vektori mdiste

Summa pikkus

Kuidas vektorite summa pikkus avaldub liidetavate vektorite
pikkuste kaudu?

Olgu A, B, C ruumi erinevad punktid ja AABC nendega maaratud

kolmnurk. Eukleidilises ruumis kehtib vérratus |AC| < |AB| + |BC.
Arvestades, et vektorite liitmist defineeritakse komlnurga reegli abil,

saame tahtsa vorratuse

@+ b < |a@] + |b]-

Vordsus kehtib ainult samasuunaliste vektorite korral.
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Vektori mdiste

Korrutamine arvuga

Teine tehe on vektorite korrutamine reaalarvudega. Olgu @ mingi vektor
ja « reaalarv. Tuletame meelde, et vektor on taielikult maaratud, kui on
antud tema pikkus ja suund.

Definitsioon

Vektori @ ja reaalarvu « korrutiseks nimetatakse vektorit «d, mis
maaratakse jargmiselt

Q (pikkus) |adl = |af|a],

@ (suund) ad 1 @, kui @ >0, ja ad 1) @, kui a <0, (kui @ =0,
siis esimesest tingimusest jareldub, et ae@ = 0).
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Vektori mdiste

Korrutamine arvuga

Teine tehe on vektorite korrutamine reaalarvudega. Olgu @ mingi vektor
ja « reaalarv. Tuletame meelde, et vektor on taielikult maaratud, kui on
antud tema pikkus ja suund.

Definitsioon

Vektori @ ja reaalarvu « korrutiseks nimetatakse vektorit «d, mis
maaratakse jargmiselt

Q (pikkus) |adl = |af|a],

@ (suund) ad 1 @, kui @ >0, ja ad 1) @, kui a <0, (kui @ =0,
siis esimesest tingimusest jareldub, et ae@ = 0).

Kasutades definitsiooni voime tdestada, et arvuga -1 korrutatud vektor on
vordne antud vektori vastandvektoriga, so

(1)@ = —a.
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Vektori mdiste

Omadused

Koigepealt naitame, et vektorite pikkused on vordsed. Toepoolest
|(=Ddl =|—1llal = lal, [-al=lal,

seega |(— 1) al=|- a| Vektor (—1) @ on vastassuunaline vektoriga @ ja
vektor —a (so vektori @ vastandvektor) on ka vastassuunaline vektoriga
a. Jarelikult (—1)a 1t —a, kust jareldub (—1)d = —a.
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Vektori mdiste

Omadused

Koigepealt naitame, et vektorite pikkused on vordsed. Toepoolest
|(=Ddl =|—1llal = lal, [-al=lal,

seega |(—1)a| = | — a| Vektor (—1) @ on vastassuunaline vektoriga @ ja
vektor —a (so vektori @ vastandvektor) on ka vastassuunaline vektoriga
d. Jarelikult (—1)ad 1 —da, kust jareldub (—1)d = —ad.

Jargnevas sageli kasutame tihikvektori mdistet. Vektorit nimetatakse
tihikvektoriks, kui selle pikkus on 1, st kui € on iihikvektor, siis |e] = 1.
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Vektori mdiste

Omadused

Koigepealt naitame, et vektorite pikkused on vordsed. Toepoolest
|(=Ddl =|—1llal = lal, [-al=lal,

seega |(—1)a| = | — a| Vektor (—1) @ on vastassuunaline vektoriga @ ja
vektor —a (so vektori @ vastandvektor) on ka vastassuunaline vektoriga
d. Jarelikult (—1)ad 1 —da, kust jareldub (—1)d = —ad.

Jargnevas sageli kasutame tihikvektori mdistet. Vektorit nimetatakse
tihikvektoriks, kui selle pikkus on 1, st kui € on iihikvektor, siis |e] = 1.
Olgu @ nullvektorist erinev vektor. Sageli on kasulik moodustada

vektoriga @ samasuunalise thikvektori €. Seda saab teha jargmise valemi
abil

H
| =

gzjd':
|al

(1)

Mirkus. Jargnevas samasuunalise vektori arvutamist valemi (1) abil nimetame vektori @ normeerimiseks.

| loeng. Vektori mdiste, tehted vektoritega Analiiiitiline geomeetria



Vektori mdiste

Omadused

Reaalarvudega korrutamisel on jargmised omadused:
Q@ a(@+b) =ad+ab,
Q (a+p)i=ad+pa,
Q (ap)i=a(fa),
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Vektori mdiste

Eksami kusimused

@ Seotud vektori mdiste. Nullvektor, vastandvektor, kollineaarsed,
komplanaarsed ja vordsed seotud vektorid. Seotud vektori pikkus ja
nurk seotud vektorite vahel.

@ Vordsed seotud vektorid. Vabavektori mdiste. Vérdsed
vabavektorid. Vabavektori pikkus ja nurk vabavektorite vahel.
Kollineaarsed ja komplanaarsed vabavektorid.

© Vabavektorite liitmine. Omadused. Vabavektorite korrutamine
arvudega. Omadused. Vabavektorite lineaarkombinatsioon.
Uhikvektori mdoiste.
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