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Eesgsona

Kdesolev analfliitilise geomeetris prektilum on koostetud
- eeskiitt 7l matemastikateaduskonns vajadusi arvesiamdes ning
on moeldud kasutamiseks koos U, Iumiste je K, Arive opikuga
"Analfliitiiine geomeeitria, kuid suurt osa sellest sa8b kasu-
teds ka ieistes teaduskondades, kus Opitakse ansliiiitilist
geemeeiriat ieeseisve sinens voi korgems mesiemamtika osens,
Lihtsemad tlesanded on kasutatavad téiendavs maiterjelina kesk-
kooli matemmatika tundides, eriti age matemaatika ringis.

Varem ilmunud ansliilitilise geomeeiria prakiikumi I osa
Bigaidab valiku iilesandeld vektoralgshrast, II osa wvaliku
tilesandeld sirgete ja tasendite kohta. Kédesolev, III osa si-
saldab valiku ilesandeid teiat jérku koverate kohts.

Ulesannete kogu kesuteamist liktsustavad vejaliku  teo-
reetilise materjali lihiesitused iiksikute aineldikude ees js
Ulesannete vastuste juures egitetud ndpundited,



8. peatikk

RINGJOOR J A ELLIPS
§ 1. Ringjoon

Definitsioon. Ringjooneks nimetatakse selliste punkti-
de hulka tasandil, mis asetsevad vordsel kaugusel samal ta-
sendil asetsevast kindlast punktist, nn. keskpunktist (tsent-
rist). Seda vordset kaugust nimetatakse ringjoone rasdiuseks.
Olgu ringjoone keskpunkt C(a,b), raadius r ja M(x,y)ring-

joone suvaline punkt, siis Iéﬁw =T, y
2 = 2 | M
ehk viljakirjutatuna koordinaatides M

mingi ristreeperi suhies, saame ring-
joone normealvorrandi

(x--tst)2 + (::r—b)2 = ¢ . (8.1) -—

Ruutvarrand kehest muutujast afiinse Joon. 8.1.
reeperi suhtes

2 2
844X + 85y + 2&12xy + 23131 + 2a23y + a3y = O

médrab ringjoone parajasti siis, kui ruutliikmete kordajad
on vordsed (aq; = &,,) ja vorrandist puudub muutujate korru-
tisega liige (a;, = 0), s. t. ringjoone ildvorrand omsd kuju

2 2 _
814X + 8.,Y + a13x + 853Y + 844 = o . (8.2)

Ringjoone (B8.1) parameetrilised vorrandid omavad kuju

x = rcosuf+ a ,
¥y = rsin\f?-i- b, (8.3)

kus ¥ on x-telje ja ringjoone raadiusvektiori Of vaheline
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murk. Kui ringjoone keskpunkt asetseb ristreeperi alguspunk-
tis, saame vorrandist (8.1) ringjoone kanoonilise vorrandi

Ringjoone puutuja vorrandi saame kergesti leida nmn.
ooliti asendusvoitega, s. t. asetame ringjoone vorrandis
(8.1) pooled tundmatud puntepunkti lo(xo,yo) koordinaatide~ -

ga
(x - a)(x, - &) + (y = D)y, ~D) =75« (8.5)

Kui ringjoon on miiratud vorrandige (8.2), siis puutepunkti
M, lébiva ringjoone puutuja vorrandi vdime esitads kujul

814X X + 8147 + 313(1 + xo) + 323(y + yo) + 843 = 0. (8.6)

Poolus ja polsar ringjoone suhtes

&)

Joon. 8.2.

Punkti Po polaariks p ringjoone suhtes nimetatakse
punktist P, ringjoonele tommatud puutujate puutepunkte ithen~
davat sirget p = P1P2 { punkt P, asetseb vidljaspool ring-
joont) (vt. joon. 8.23). Kui punkt P asetseb ringjoonel,
giis punkti Po polaariks antud ringjoone suhtes on punkti
P, labiv ringjoone puutuja (joon. B.Zb). Kui punkt P aset-
seb ringjoone sees, siis punkii poleari leidmiseks antud ring=-
joone suhtes tommatakse lébi antud punkti P, vabalt kaks
ringjoone kdolu. Koolude otspunktidest ringjoonele tommatud
puutujate ldikepunktid Q, Jja Q, mééravad otsitava polaa~
ri p = Q,Q (joon. 8.23).

-5 =



Panktl P, nimetatakse sirge p poolugeks antud ring-
Joone suhtes, 5 > 5
. . Punkti Po{xo,yo) polaar p ringjoone X 4+ §y = T

suhtes midratakse vorrandiga

> )
XX+yy=r . {8.7)

Penkti potentis ringjoone suhtes

Kui punktist P tommetud
guvaiine sirge loikab ringjoont °

‘punktides M, ja M, {joon, 8.3), 5
giis puakti PQ kaugugie Xor~ ;/’ "o
ruiis punktidest M, ja H, on f M,
konatantne suurus (ei soliu air- : '

ge valikust), mida nimetatakse |
punkisi P, poteatsika (ehk ast-
.meks) smtud yingjocone tes,
Xui ringjoon on midrsiud vér-
randiga (8.1) ja 4 = Pomi’ d,, = Joon. 8,3,
= Peﬁz, giis punkii Po(xggyo}

potents ringjoome (8.1) ihies

miiratakse seosega

. 2 & 2 a
Ahz G,y = (x, - a)" + (yo - bi% -2, (8.8

Punkti PG potents ringjoone suhtes on positiivae, kxui punkt
asetseb vEljaspool ringjoont; punkti potents on nuil, kui
punkt P, on ringjoone punkt, je punkti potents on nege-
tiivne, kui punkt PO on ringjoone sisemine punkt., Kui
| d1 = dg > si%s_punkti P0 18biv sirge on ringjoone puu-

tuja ¢ =4%, d = lfgﬁj, kus ¥ on puntepunkt {joocn. 83),
Seege punkti P potents ringjoone suhtes on vordae punk-
tist ¥, ringjoonele tommatud puutuje ko0iu pikkuse ruudu-
ga punktiat Pb kuni puutepunktini.

Radikaslteljeks (ehk potentssirgeks ehk kordaaliks) ka~
he antud ringjoone suhtes nimetatakse sirget, mille mista-
hes punkti potentsid mdlema ringjoone suhtes on vordsed,
Ringjoonte radikaaltelg on risti ringjoonte keskpunkte iihen~

dava sirgege (keskjoonega).
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Kui ringjooned puutuved, siis on radikaaltelg nende ihi~
seks puutujeks ringjoonte puutepunkiis (joon. 8.4, ). EKui
ringjooned loikuvad, siis radikesltelg on ringjoonte loike-~
'punkte iihendavaks sirgeks.(joon. 8.4y ).

Joon, 8.4sa. Jocn. B.4b,.

Radikaaltsenter (ehk petentspunkt)., Kolme ringjoone kor-

ral tekib kolm radikaaltelge. Nende radikaaltelgede  Lloikew
punkti M nimetatakse antud

M ringjoonte radiksaltsentriks
ehk potentspunktiks (joon. 8.5)

‘Mirkus. Tuletame meelde

| juba iilesannete kogu eelmistes
pgades tehtud kokkulepet: kui

iilegande tingimustes ei ole ni-

\\\\M metetud reeperit, siis eglda-

takge, et anitud reeper on rist-

reeper.
Joon. B.5.

8.1. Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon lEbib ree-
peri alguspunkti ja ringjoone keskpunkt asetseb punktis K :
1) K(10,4);

2) K("'394). -

8.2. Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoone  keak-
punkt asetsedb purkiis C Jja ringjoon 1labib punkti & :
1) Cle,~2;, Q{7,~5}; 2} C{0,4), G{5,=8J.



8.3. Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoone ie dia-
meetri otspunktid on
1) P =(-3,2) ja Q=(1,4);
2) A=(1,4) ja B = (-3,2).

gai' 2Leida antud ringjoone keskpunkt ja raadius;
1) x“+ 3y -8 + 6y + 21 = 03

2) xz + yz - 4x = O;

3) 2° + 32 + 6x -7 = 0;

4) x° + 32 + 2x - 10y + 1 = 03

5) - 31 + 3y - 4x - Gy - 15 =

8.5. Milliseks teiseneb ringjoone vorrand x° 4 yz +
4+ 2x =« 6y + 1 = 0, kui reeperi alguspunkt kanda punkti
1) A(~1,3), 2) B{(-4,3)? Kuidas asetsevad punktid A ja
B antud ringjoone suhtes?

8.6. Milliseks teiseneb ringjoone vorrand z° + 32 +

+ 4x - 12y = 9 = 0, kui reeperi alguspunkt kanda ringjoone
keskpunkti?

8,1; Kirjeldada ringjoone eriasendeid reeperi suhtes,
kui osa kordajatest ringjoone fildvorrandis

A(x + Y ) +Dx+By +F =0
on vordsed mulliga.

8.,8. Leida antud ringjoonte ldoikepunktid reeperi tel-
gedega. -
1) (x-4)°+(y+ 3) = 25;
2) x? + yz - 6x = 103 + 9 = 0;
3) x4+ 32 - 4x + 4y + 4 = 0
4) (x~5°+(y- 3) =1,

8,9. Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon 18bib
kolme punkii, .
1) 4(0,2), B(1,1), C(2,-2);
2) P(Tia)! Q(-5s2)’ R(4§2)o

8,10, Koostada kolmnurge iimber joonestatud ringjoone
vorrand, kui kolmmurge tipud on :
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1) A(3, 0), B(1, 2), C(3, =2);
2) (7, 1), Q(o, 8), R(~2, 4);
3) M(1, 3), N(-2, 1), I(-1, =3);
4) s(o, 4), T(t, 2), U(3, -2).

_ 8.11. On antud kolmnurga ABC tipud: A(-3,6), B(9,~10),
C(-5,4)., ILeida kolmnurga iimber joonestatud ringjoone kesk=
punkt ja raadius,

8.12, lLeida k6imnurga imber joonestatud ringjoone vore
rand, kui kelmnurge kiiljed on X + 3y -« 11 = 0, 4x = 3y +16 =
=0 Ja X« 2y -« 1 =0,

8.13. Ringjoone keskpunkt asetseb z-teljel ja ringjoon
- 1abib punkte A(2,3) ja B(5,2). Leida ringjoone keskpunkt
je koostada ringjoone vorrand,

8.14, Ringjoone keskpunkt{ asetseb sirgel x - y + 2 = 0
je ringjoon lébib punkte A(3,0), B{=-1,2). Koostada ring-
joone vorrand,

B.15. Kooatada ringjoone vorrand, kui ringjoon  l&bib
punkie P, = (3,=2) ja P, = (=9,4) ning tema keskpunkt
agetseb sirgel x + 2y - 10 = O,

8.16. Leida ringjoonel x° + y2 = 1 punkt, mille kau-

gused punktidest P(1,3) Ja Q(-2,2) on vordsed.

8.17., Leida ringjoonel 5x2 + 5y2 + 2% =« 12 = 0 purnkt,
mille kaugused reeperi telgedest on vordsed. :

8,18, ILeida punkt, mille kaugused punktidest P, =(0,% 3),
Py = (0,2) ja P3'= (1,-1) on vordsed,

8,19. Leida ringjoone (x—1)2 + (ya?)z = 25 puutuja,

.
mis lébib punkti P(5,5).

8,20, Koostade ringjoone x2 + y2 = 10 puutujate vor-
randid, kui puutepunktideks on ringjoone ja girge x = 3y = O
loikepunktid.

8.21. Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon puutub

x~telge punktis A(5,0) Jja 1l6ikab y-teljest vdlja 10 iihiku
pikkusega 1digu.



8.22. Koostada ringjoone vorrand, Kui ringjoon puutub
x-telge reeperi alguspunktis je 1loikab y~telge punktis B(0,4).

8.23. Ringjoon 1lEbib punkti A{-4,2) ning puutub x-tel-
ge punktis B(2,0). Leida ringjoone keskpunkt.

8.24. Kcostada ringjoone vorrand, kui ringjoon puutub
y~telge punktis B(0,=3) ja ringjoone raadius on 2.

8.25, Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon  lébid
punkti P = (-12,-11) ja puutub y-telge punktis y = -9. '

' 8.26. Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon _l&bib
punkte A = (3,6) ja B = (~3,4) ning puutub x-telge.

8.27. Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon puutub-
sirget Ax + By + C = O ja ringjoone keskpunktiks on reepe=-
ri alguspunkt,

8,28. Koostada ringjoone vorrand, Xui ringjoon puutub
sirget X - y = 0 ja ringjoone keskpunktiks on pumkt K(1,3)

8.29. Koostada reeperi telgl puutuvate ringjoonté vVOr=
randid, .
8.30. Ringjoon puutudb molemat reeperi telge ja  lébib
punkti A , Leida ringjoone keskpunkt ja raadius, kui punk-
ti A koordinaadid om: 1) A(2, =1); 2) A(4, 2); 3) A2, 9.

8.31. Leida ringjoone 12 + y2 - 10x = 4y + 25 = 0 puu=
tujate vorrandid, kui puutujad ldbived reeperi alguspunkti.

8.32. Koostada ringjoone x° + y2 = 13 puutuje vor-

rand, kui puutuja ldbib punkti P(-1, 5).

8.33. Ringjoone keskpunkt on punktis C(6, 7) ning
raadius r = 5, Punktist A(7, 14) on joonestatud ringjoo~
nele puutujad. Leida punkti A kaugus ringjoonest.

8.34. Koostada ringjooné varrand, kui ringjoon 1labib
‘punkti P = (1,2) Jja puutub reeperi telgi.

8.35. Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon  liébib
punkti P = (1,1), puutub sirgeid x + Ty =3 ja Tx + y= 3.
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. 8,36, Ld#bi punkti M1(1,-2) on joomestatud ringjoon,
mille raadius on 5 ning ta puutub x~.telge. Ieide ringjoone
keskpunkt,

8.37. Koostada ringjoone x2 + y2 = 5 puutuja vorrand,
xui puutuja on paralleelne sirgegsa
1) 2x =y + 1 = 05 ° '
2) X «y=~-1 =0,

' B.38. Mingi jou toimel punkt M pddrleb mttda ring-
joont (x - 5)2 4+ (v + 3)2 = 25, Jou toime lakkeb sel mo~
mendil, kui punkt ¥ on punktis A(2,1). MHArata punkti
edasine trajektoor.

© 8,39. Punkt M liikus mébda ringjoont (x-4)2 + (y-8)F=
= 2; teatud momendil punkt kiskus end ringjoonest lahti ja
jitkates vaba liikumist, 1l#bis x-telje punktis Q(-2,1). Lei-
-de ringjoone punkt, milles punkt kiskus end lahti  ringjoo-
nest. )

. 8,40, Millise nurga all nHeme ringjoont x° 4 yg = 16

vaadatuna punktist P(8,0) ?

8,41, Leida sirgel x + 2y - 1 = 0 punkt, millest vaa~
datuna ringjoon x2 + y2 - 2x + 4y = 0 on nihtav 60° nurga
all,

8.42. leida punktide-hulk, millest ringjoon x2+y2.= r?

on néhtav tHisnurge all.

8.,43. On antud ringjoon x2+y2-4x-5=0 ja punkt
¢(5,4). Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoone keskpunkt
asetseb punktis C ja ringjoon puutub viliselt antud  ringe
joont. ' '

Mirkus., Kui kaks ringjoont puutuvad viéliselt, siis ring-
joonte raadiuste summa on vordne keskpunktidevahelise kaugu-.
Begea.,

8.44. Ringjoone punktist M on tommatud koik voimali-
kud ringjoone koolud. leida punktide hulk, mis jagavad vaa-
deldud koolud antud suhtes A . Ringjoone raadius r = a .

»



8.45. Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon 1&bib
punkti P = (2,1), puutub ringjoont x° + y2 - 8X = 4y+19 =
= 0 ja tema raadius on 1 ,

8.%6. Kocostada ringjoonte (x = 2)2 + (y - 1)2 =1 ja
(x+2)° + (y + 1)2 = 9 ijhiste puutujate vorrandid.

8,47. Ileida antud ringjoonte vaheline‘nurk:
1) (x =~ 3)% + y2 =8, x° 4 (y + 1)2 = 10 ;

2) £ 4 32 = 16 , (x =~ 5)2 + y2 =9,
B8.48, lLeida tingimusg, mille korral ringjooned
2 2 2
(x"a1) +(y-b1) =I‘1 ’

(x - a2)2 + (y - b2)2 = rg

on ortogonsalsed, s. t. loikuvad tdisnurga all.

8.49. Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoone raadi-
us r = 3, ringjocn %ﬁbib punkti M(2,3) ja loikab ortogo-
nagleelt ringjoont x + y2 = 1 '

8,50. Leida ringjoonte
3x2 + 3y2 -6by+2 =0,

2 2
X +y «~X+8y+ 13 =20
keskpunktide veheline kaugus.

8,51. Leida ringjoonte

1) "7 + y2 - 8x - 12y + 43 = 0 ,
xz + y2 + 2 + 20y + 1 =0 ;
2) x2 + y2 - 6x + 8y =0,
2 2

X 4+ y +2xX-12y + 1 =0
kesksirge vorrand ja keskjoone kaugus reeperi alguspunktist.
Markus. Kahe ringjoone kesksirgeks nimetatakse ring-
joonte keskpunktie ilhendavat sirget.

8,52, leida punkti Po = (5,=3) polaar ringjoone x2 +

+ y2 = 16 suhtesa., Teha joonis.

8.53. Leida punkti P = (-2,5) polaar ringjoone x2 +

+ 3y - 4x + 6y ~ 3 = O suhtes,
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8.54. leida sirge 2x - 3y - 6 = 0 poolus ringjoone
12 + ¥ =9 suhtes.

8.55. Ringjoone (x - 2)2 + (y - 3)2 = 14 puutuja &~
bib punkti P = (7,8). Leida puutepunkii kaugus punktist
P.

8.56. Leida antud punkti potents antud ringjoone sub~
tes:

1) Pa(2,7)7, (x -~ 1%+ (y +2)° =25 ;
2) Po(-~1,0), (x = 1)2 + (y - 2)2 = 25 ;
3) Po(-2,-3) , x2 + y2 - 10X + 4y - 57T = 0 ;
4) Po(2,6) , (x+3)° 4 (y = 2)° =25 ;

5). Po(1,~1) , x2 + y2 - 10x + 2y + 10 =0 .

8,57, Leida selliste tasandi punkfide M hulk, et
punktist M ringjoonele (x ~ 5)2 + (y + 2)2 = 9 tommatud
puutujate koolude pikkused punktist P puutepunktini on
konstantse pikkusega e = 4 .

8.58., Ieide tasandi punktide hulk, mille punktide po-

tentside suhe kahe antud ringjoone

x2 + y2 - 8x + 6y = 0 ja

x2 + y2 - 10y = 0

suhtes on konstant A

1) A =23 2) A = % ;o 3N =1

g;gg. Ieida kahe antud ringjoone radikasltelg:
1)z + (- 1% = 4, (x-71°+(y-12=25;
2) (x+22 +(y+22 =9, (x-5)°+(y+2)°=36;
3) xz + y2 - 06X - 4y + 9 = 0, x2 + y2 - 2X + 10y + 25 = 0 ;
4) x*+(y-1n%=5, (x +2)% + (y + 12 = 4
5) x° + y2 - 2ax - 2by + &% + b° = 1° = 0 ,

x2 + y2 - 2a1x - 2b1y + a? + b? - r? =0 .

8.60., Toestada, et kahe ringjoone radikaaltelg 1libib
ringjoonte loikepunkte, on risti ringioonte kesksirgega ja
on antud ringjooni ortogonaalselt ldoikavate ringjoonte kesk-
punktide hulgeks.

8.61, Leida ringjoon, mis lébib punkti A(5, =4) ja
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2

lo:u:a.b ortagonaalselt kahte antud rlng;joont (x- 3) +y =2

:}ax +(y+1) .= 16,

8,62. Ieida kolme antud rlng;joone radlkaaltsenter-

+;y2-2x-8-0,

+y2+6y+8=0; _

+y -'61+"8y==0';-'
+3y +Xx+2y=0, ,
+ ¥y +2x+2y+3 =0,
+yY +3x+y~-1=0,

b
L
M

N

HNH
N

I‘O

2)

(VR VR N
m

H WM
(¥

8;62. Ieida ringjoon, mis on. ortogonaalne kolme antud
r:l.ngjoonega: :

1) 12+y2-|¥x-y-2=0,
x2-i-;y_2+21-3=0,A
x2+'y2+31'-1=0;

2) :2:+y2+x4-2y=0',
_::2_4-32+2x+'2y+3=
it2+y2+3_x_+y-1=0.

-8,64. Toestada, et vorrand

2 +'Ji.[(x - ai)2+ (y - b1)2-rﬂ =
mﬁ&rab ring;jbonte parve, mille ringj ooned l#bivad kahe an-
tud par‘ve pearinga oonte

(x~8) 4+ (y=1) =r

(x-a) +(y-b) ;0,
(x-a)+(y-b) ry =0 | |
loikepunkte, parve koikide ringjoonte keskpunktid asetsevad

thel ja samal sirgel nimg parameetri I\ viidrtus on vérdne
suhtega, milles vastavae ringjoone keskpunkt jagab parve
pearingjoonte keskpunktide vahelise 1oigu.

8465, Ledida ringjoon, mis 1l#bidb punkti Q( 3, 1) ja
- omab sama radlkaaltelge kahe antud- ringjoone (x - 5) + y =5,
12 + (y - 10) =.13 suhtes, \ :

Mirkus, Otsitav ringjoon kuulub kahe antud ringjoonega

miiiratud ringjoonte kimpu (vt. eelnev illesanne).

8.66. ILeida kashe antud rlngaoone
2 2
"+ y - 6x+ 2y +6 =0,



x2 + yz + 4x + 3'

sarnasuakeskpunkt1d.
Miérkus. Kahe antud rlngaoone sarnasuskeskpunktiks ni-
. metatakse punkti Q, . mida l#biva suvalise alrgelhngud punk-
 $ist Q kuni mdlema ringjoone ldikepunktideni on vordelie
j'sed ringjoonte'raadiustega. Iga kahe ringjoone korral  ek-
sisteerib kaks sarnasuskeskpunkti: nad jagavad keskpunkti-
devahelise 13igu siseselt ja viliselt suhteks, mis on vord-
ne antud ringjoonte raadiuste suhtega.

8.67. Varras libiseb mo6da tasandit nii, et varda iks
ots Q jooneatab ringjoone raadiusega a , aga varras ise
kogu aeg ldbib ringjoonel mitteasetsevat fikseeritud punkti
P , Koostada loikude PQ keskpunktide hulga vErrand.

8.68. Kaldpind moodustab horisontasltasandiga nurga
o . Sellel kaldpinnal asub keha keaaluga P ning selle ke~
ha tasakaslus hoidmiseks on vaja joudu Q = Psinel. Joud Q
sama koormuse P puhul g0ltudb kaldenurgast ol . Mddrata see
soltuvus graafiliselt, kgsqtades polaarkoordinaate,

§ 2. Ellips

Definitsioon. Ellipsiks nimetatakse tasandi kdigi sel-

liste punktide hulka, mille kaugusie summe tasandl mingist
j kahest fikseeritud punktlst F1 Jja F2 on konstantne ning
~suurem punktide F1 aa_ Fs vahellsest kaugusest.,

Punkge F1 ja P, nimetatakse elllpsi fookusteks.
Vottes sirge F,F, x-tel;eksﬂ(fokaaltel;eks) ja loigu
. F,F, keskristsirge y~-teljeks, saame _F1(-c,0), Fz(c,OL ¢ 0.
Pasandi punkt M(x,y) asetseb ellipsil parajasti siis, kui

—
!E&I+l@#|=2m a> c .

Minnes iile koordinsatidele ja lihtsustades antud vorrandit,

saame antud vorrandiga ekvivalentse e111p31 kanoonilise vor-
randi o D

x2—+_lz=1, o (8)
a

b
kus

- 2% = b2 + c° . | ' (8.8)

[
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Eliipsi persmeetrilised vorrandid omavad kuju
acos f ’

'x
{y bsiny , (8.9)

¥us q’ on x~-telje ja raadiusvektori OM vsheline nurk (joon.

il

8.6), Ellipsi parameetrilised vorrandid (8.,9) on ekvivalent-
sed ellipsi vektorvorrandiga

ehk —p
x = (acosf , bsin ¥ ) ,

kus X on ellipsi punkti kohavektor.

e

Joon, 8.6,

Kovera simmeetriatelgi nimetatakse kovera peatelgedeks
ehk telgedeks ning kovers siinmeetriakeskpunkti nimetatakase
koverse keskpunktiks ehk tsentriks. Kui koverml eksisieerib
itheselt mé#dratud tsenter, siis koverat nimetatakse +tsent-
realseks koversks, Kovera loikepunkte kdvera telgedega ni-
metatakse kovers tippudeks.

Ellips on kinnine tsentraalne kover, Vaadeldud Xanoc-
nilise reeperi telgedeks on valitud ellipsi teljed. #llip-
8il on neli tippu {joon, 8.6 Ay Ao, By, B,). Fokasalteljel
asuvaid tippe A1 ja A, nimetatakse fokaaltippudeks. Suurusi

a ja b (a> b) ellipsi kanoonilises vorrendis nimeta-
takse ellipsi pooltelgedeks: a -~ fokaalpooltelg ehk pikem

I
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pooltelg ja b - liihem pooltelg. Fokaalpooltelg & on vord-
pe poolege fokaaltippude vahelisest kaugusest a = %A1A2 ja
b = %B1Bz. Ellipsi fookuste vahelise kaugus on 2¢c . Kui
¢ = 0, siis ellipsi fookused ihtivad ja ellips osutub ring-
jooneks. Seega ellipsite hulke kuuluvad erijubul ke  ring=-

jooned.
Suurust
e=2, 0<e<1 (8.11)

nimetatakse ellipsizekstsentrilisusekss Kui M(x,glaqn el-
lipsi suvaline punkt ning =r, = |F,M| ja T = | FEM[ €l-
lipsi fokealrasadiused, s. t.‘fokaalraadiusvektorite pikiku-
sed-(pﬁnkti xaugused fookustest), siis

r, =a+ex, T,=a8a=E¢€x. (8.12)
Sirgeid

pnimetatakse ellipsi jubhisirgeteks ehk direktrissideks., I1ga
ellipsi punkti M(x,y) korral kehtib seos

r xr. f/—1
'] _ a - e R
1 2 7

kus d, ja d, (4, = UCyy 45 = MC,) on punkti M kaugused ves-
tavast juhteirgest J, Jja J, (joon. 8.6). Fookust je juhtsir-
get loetakse vastavaiks, kui ned asetsevaed samal pool ellip-
gl teentrit,

Ellipsi parameetriks nimetataise suurust

b2
Pp=€q =g » (8.14)
kus g on ellipsi fookuse kaugus vastavast juhtsirgest
. B°
-_c .

Ellipsi fokaallaiuseks nimetatakse ellipsi foékust ldbive
ja fokaalteljega ristuva ellipsi k6dlu pikkust, Ellipsi fo-
kaallaius on 2D

Ellipsi (£) poolt piiratud tasandilise kujundi pind-
ala on

S = fJT &b L] (8.15)
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- Ellipsi (£) puutuja ellipsi punktis M (x,,y,) méira-
takse vorrandiga

—2—-!-—2—=1’, (8.16)
. a b _

s. t. saadakse ellipsi vorrandist (& ) -pooliti asendusvot-
tega (pooled tundmatud asendatakse puutepunkti koordinaati~-
- dega).

Ellipsi puutuja ellipsi punktis M  moodustab vordsed
nurgad sirgetega F.M_ ja TF M/ (joon. 8.7).

Joon. 8.7.:

Ellipsi normaaliks ellipsi punktis Md nimetatakse sir-

'get mis 1lébib ellipsi punkti M ja on risti puutujaga.
Ellipsi kaht punktl uhendavat 51rg101ku nimetatakse el-
lipsi kooluks. §i£§3_5£232> millel asetsevad ellipsi paral=-
leelsete koolude keskpunktid, nimetatakse koolu egihi (koolu_
de iihise sihi) kamssihiks ehk konjugeeritud sihiks antud el-

lipsi suhtes. Ristuvaid kaassihte nimetatakse ellipsi 8=
sihtideks. Sirget, millel asetsevad ellipsi paralleelsete
koolude keskpunktid, nimetatakse ellipsi diameetriks (Jjoon.
8.8), tdpsemalt kddlude sihi keasdiameetriks. Ellipsi  kaht
diameetrit, milledest kumbki poolitab teisega paralleelsed
k5561ud, nimetatakse keasdiameetriteks. Ellipsi kaasdiameet-

rite sihid on kaassihid. Ellipsi diameeter 1ldbib alati el-
lipsi tsentrit. Peasihilisi kaasdiameetreid nimetatakse pea-
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diemeetriteks ja nad ihtivad ellipsi sﬁmmeetriatelgedega.
Kui ellipsi (&) xodlu tous on k, siis teme keas-
diameetri vorrand omab kuju

£z+k12=o. (8.17)
g8 b

Xui k ja k2 on el-
lipsi kaasdlameetrite tou-

sud, siis

Kui ellipsi keskpunkt
asetseb punktis M _(X,,¥,)
ja ellipsi peateljed on pa~
ralleelsed reeperi telge~

~ dega, siis ellipsi vorrand

Joon, 8.80 oma-b k.uju
(x - x)% , (7 = 3)° o
a b '

. Ellipsi polaarvorrand. Kui polaarteljeks valida el-
lipsi fokealtelg suunaga juhtsirgest fookuse poole ja Ppoo~
lugeks ellipsi vasakpoolne fookus, siis ellipsi vorrand po=
laarreeperi suhtes omab kuju

(8.20)

£ = Tooep

kus P ja Y on ellipel punkti polaarkoordinasedid: P -~
ellipsi parameeter, & = ekstsentrilisus,

8,69. Leida ellipsi vorrand, kui ta poolteljed on

i) a=3, b =2 ;
2) a==%b6, b =4 ;
3) a=2,6, b=1,5;
4)a=%, b=%;
5) a=20,6°, b=0,2;
6) a=V5-! b= VZ;
7) a=7, b=yT;
8) a=1, b = ¥Y0,1 ;
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8.70. Ielda ellipsi pooltelgede pikkused, fookuste
koordinaadid je ekstsentrilisus, kui ellips on antué  vor=-
randiga

a) 16x° + 255° = 400 ;

b) 912 + yz = 36 ,

8.71. Koosteda ellipsi kanoon:iline vorrand, kui ellip-

81

1) fookusie vaheline kaugus on 8 ja suur telg on 19;

2) fookuste vaheline kaugus on €& ja VvEiksem pooltelg on 2;

3) fookuste vaheline kaugus on 8 ja pooltelgede summa on 8;

4) fookuste veheline kaugus on 6 ja. suurem pooltelg on 5;

5) fookuste vaheline kaugus on 4¥5  ja pooltelgede surma on
10;

6) fookuste vaheline kaugus on 10 ja viiksem telg on 24.

8.72. Koostada ellipsi kenoomiiline vorrand, kui. el-
lipsi . | '
1) suurem pooltelg on 10 ja ekstsentrilisus on 0,8;
2} suurem telg on 10 ja ekstsentril.isus on 0,63
3) vidiksem pooltelg on 3 ja ckstsemtrilisus on vg-;
4) fookuste veheline kaugus on 8 jia ekstsentrilisus on 0,8;
5) fookuste vaheline kaugus on 6 je ekstsentrilisus on % ;
6) vdiksem telg on 10 ja ekstegntrﬁ%isus on %% .

- . X
8.73. On antud ellips 3z + %7 = 1 + Roostada antud
ellipsi juhtsirgete ydrrandid.

8.74, Koostada ellipsi kanooniline vorrand, kui el-
lipsi :
1) juhtsirgete vaheline kaugus on %5 ja fookuste vaheline kaue-
gus on 4; ' |
2) juhtsiigete vaheline kaugus on 16 ja suur telg on 8;
3) juhtsirgete vaheline kaugus on 13 ja vidike telg on b;
4) juhtsirgete vaheline kaugus on 32 ja ekstsentrilisus
e - ks 2
5) juhgsirget? vaheline kaugus omn 103 ja ekstsentrilisus
on I ;
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6) juhtsirgete vaheline kaugus on 16% ja fockuste vaheline
xaugus on 6,

8.75. Koostada ellipsi vorrand, kui on antud ellipsi
viaiksem pooltelg Ja juhtsirgete vorrandid:
1) b =4, = 18 ;
2) b = 2B, x=i10.

8,76. Ellipsi juhtsirgete vaheline kaugus on 36, Lei-
da selle ellipsi vorrend, teades, et tema mingl punkti fo-
xaslraadiused on 9 ja 15.

8.77. Koostada ellipsi juhtsirgete vorrandid, teades,
et juhtsirged on risti fokaalteljega je 1loikavad teda punke
tides, mis osutuvad fookuate neljandateks harmoonilisteks
rpunktideks tippude suhtes.

8.78. On antud ellipsi ekstsentrilisus e. Ieida tema
poolielgede suhe. Kuidas ckstsentrilisus iseloomustab el-
lipsit? -

8.73. Midrata ellipsi ekstsentrilisua, teades, et
a) tema viiksem telg on néha fookusest ilisnurga all;
b) fookustevaheline kaﬁgua on vordne erinevate telgede ots-
punktide vahelime kaugusega;
¢) juhtsirgetevaheline kaugus on nell korda suurem fookus-
tevahellsest kaugusest.,

8.80. Midrata ellipsi ekstsentrilisus, kui

1) fookustevaheline 13ik on vaadatuna vidikese telje tipust
pihtav 60° nurga all;

2) kaugus ellipsi erinevatel telgedel asetsevate ellipsi ke~
he tipu vahel on kaks korda suurenm kui fookustevaheline
kaugus;

3) fookustevaheline kaugus on telgede pikkuste aritmeetili-
ne keskmine.

8.81. Ellipsi ekstsentrilisus e = ? . - tema.keskpunkt
ilhtib reeperi alguspunktige ja ks juhtsirge on antud VoTr-
randiga x = 16 . Arvutada ellipsi sellise punkti M,, mil-
le sbstsiss on -4, kaugus fookusest, mis on antud Juhtsir-

gege samal pool tsentrit,
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8.82. Ellips l&bib punkte M(})3,-2) ja N(=2§3,+1).
Koostada ellipsi vorrand, vottes tema peatelgedeks reeperi
teljed.

8.83. Mae meridiaan on ellipsikujuline, Arvutada tema
ekstgentrilisus, kui tema telgede suhe on %%% .

8,84, Maa meridiaan on ellipsikujuline. Arvutada tema
ekstsentrilisus, teades, et tédpsusega 0,5 km on Maa telje
pikkus 12 714 km ja ekvaatori diameeter 12 756 km.

8,85. Arvutada'Maa‘meridiaahlEike pindala, vottes laa
telje pikkuseks 12 714 km ja ekvaatori diameetriks 12 756 km,

8.86. Mas ja Kuu iihine raskuskese (asub 4635 km kaugu-
gel Maa tsentrist) tiirleb imber Pdikese métda ellipsit, mil-
le pikem pooltelg on ligikaudu 149,6 milj. km. (astronoomi-
line iihik) ja ekstsentrilisus on 0,0167. Arvutada podrlemis-
ellipsi fookustevaheline kaugus, lithem pooltelg ja perimee-
ter (iimbermoot).
- Mirkus., Ellipsi perimeeter

—-Wﬁ,S(a +b) - V&b J ehk
L= (a+ D) é&_:_g;_? kus j\::ﬁ%i—% .

8. I. Maa tiirleb lmber Pdikese ellipsit m6dda, mille

{ihes fookuses ~asub DPéike, Selle ellipsi suur telg on
300 000 000 km ja Péikese kaugus ellipsi keskpunktis 2 600 000
m, Kui suur on nimetatud ellipsi liihem telg ja parameeter?

Erinevad tid .
. o %2 2 _ _
8,88, Togstada, et iga ellipsi ;2 + fz =21 segs aset-
v x
seva punkti P(x,,y,) korral kehtib vorratus 1 + ] <1, aga
s 2

a
iga vidljaspool oleva punkti Q(zz, yz) korral kehtib vorre-

2
12 y2

tus -z-!-—z)‘l.
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8.89. Madirata antud punktide _A1(-2, 3), A2(2, -2),
A3(2s.-4)’ A4(-1’ 3)’ As(-4p -3), A6(39 -1)3 A'T(Bé "2)’
38(2,1),' A9(0, 15) Ja A10(O, -16) asend ellipsi 8x +5y2=
= 77 suhtes. '

8,90, Middrata punktide A(6,-3), B(-2, 5), C(3; =6),
D(VBU 0). E(-4, 257) ja  G(1, VZ®) asend ellipsi

+ §-6- suhtes, 2

8,91. Leida ellipsil 35 + %1 =1 punkt mis  asetseb
viie iihiku kaugusel ellipsi lugemasg teljest. '

8,92, Leida ellipsil =%x + §-6- = 1 punkt, mille kau~
gus paremast fookusest on neli korda suurem kui tema kaugus
vasakust fookusest,

8.93. Ellipsi ekstsentrilisus e = 0,4 ja ellipai punk-
ti M kaugus juhtsirgest on 20, Leida punkti M kaugus foo-
kusest, mis on selle Juht51rgega samal pocl keskpunkti.

2

8.94. Leida ellipsil —2 + Lz punkt, mille fokaal-

raadiusvektorite skalaarkorrutls on virdne viiksema pooltelje

ruuduga. 2
2 : .
8.95. ILeida ellipsil 15 + Eﬁ = 1 punkt, mille‘fokaal-

raadlusvektorld on risti.

8,96, Ellipsil, mille iiks fookus asetseb punktis F(3,0),
on voetud punkt M(432,4). Ieida selle punkti keugus vasta-
vast juhtsirgest, teades, et ellipsi keskpunkt ithtib reeperi
alguspunktiga.

2 2 '
8.97. Ieide ellipsi i—z + %2 = 1 sellise punkti, mil-
le agbstaiss ja ordinaat on vordsed, kaugus ellipsi tsentrist

2 42
8.98. Ieida punktide hulk, millest ellips Sy + lz =1

on niha tdisnurgs all. & e
2 42
8.99. Leida ellipsi 7 + f5 = 1 ja sirge 2x -y-9

lBikepunktid.

]
<

8.100, Ringjoone keskpunkt iihtib ellipsi x21-4y2 = 4 £0=
.kaaltelje kaasteljel asetseva tipuge ja ringjoon 1ldébib antud
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eliipsi fookusi. Leida antud ellipsi ja ringjoone loikepunkt-
tid. |

8,101. Joonestada ellips, ldhtudes tema jérgnevast de-
finitsioonist, Ellipsi punktideks on iihisele alusele, mille
pikkuseks on ellipsi fookuste vaheline kaugus (2¢), Jjoones-
tatud kolmourkade tipud, kui iilejéddnud kshe kilje summa on

konstant (2a).
2

2
8.102. On antud ellips g- + %— =1 . Leide graafili-
gelt ellipsi fookused nende koordinaate arvutamata.

8,103, Omn antud elliptiline xontuur. Konstrueerida te-
ma keskpunkt ja fookused.

Ellipwmi utujad

8,104, Middrata entud sirge asend antud ellipsi sulites,

1) 2x =y =3=0, ' 2) 3x + 2y - 20=0,
2 2 2 2
x 7. X B .
Terg = o=

2 2

8,105, Leida sirge, mis puutub ellipsit %5- + a{-, = 1

punktis (2,=3). '
x2 2

8.106. Mitu ellipsi 7- + 'i— = 1 puutujat 1dbib antud
punkti: 1) A(1,1); 2) B{3,1); 3) ¢{0,2) ?

8.?05. Og teada, et sirge 4x ~ 5y - 40 = 0 puutub el-

L, X 3 .
lipsit 55 + %E = 1, Leida puutepunkt.

8,108, Sirge ¥y = 3x - 7 puutub  ellipsit punktis
A{2,-1)., Koostada ellipsi vorrand.

8,109, Koostada sellise ellipsi vorrand, mille fooku-
sed mgetsevad abstsissteljel simmeetriliselt reeperi algus-
punkti suhtes, kui oun teada ellipsi puutuja 3x + 10y - 25 =

~

= 0 ja tema vHiksem pooltelg b = 2 .

8.110, Ellips puutub abstsisstelge punktis A(T7,0) Je
ordinaattelge punktis B(0,4). BEllipesi teljed on paralleel-
ged reeperl telgedega. Koostads ellipsi vdrrand.

- 24 =



8.111. Ellips puutub ordinaattelge punktie (0,5), loi-
xab abstsisstelge punktides (5,0) ja (11,0). Koostada el-
1ipai vorrand, kui on teada, et tema teljed on paralleelsed
reeperi telgedega.

8.112. Ellips loikab xz-telge punktidea A(3,0) ja B(7,0)
ja puutub y-telge punktis ¢(0,3). Ellipsi teljed on paral=
jeelsed reeperi telgedega. Koostada ellipsi vorrand.

8.,113. Ellips 1l#ébib punkti P(3, %g) ja puutub sirget
4x + 5y = 25. Koostada ellipsi vorrand je leidea punkt, mil
les te puutub antud sirget. Reeperi teljed iihtivad ellipsi

simmeetriatelgedega., 5 5

8.114. Ieids ellipsi %57+ %— = 1 puutujad, mie l&bi-
vad punk‘tl A(-6,3) . .

8.115. ILeida sirge ja ellipsi puutumise tarvilik ja
piisav tingimus. 5

8,116. Ieida ellipsi %5 + = 1 puutujad, mis on pa-

IS N

ralleelsed sirgega 2x - y + ;Z = g .
8.117. Leida ellipsi 3;-— + ¥ = 1 puutujed, mis on pe-

ralleelsed sirgega 6x - 2y -« 5 =0,

8,118, ILeida antud ellipsi normaal, mis on paralleel-
ne antud sirgega.
2 2

1) 'EITE-F%';:‘I, 241-53'30;

2 2
2)%——+{-=1, 3Xx -y+5=0. .
2 42 '
8,119, Leida ellipsi %5 + 5_- = 7 sirgega 4x - 2y +
+ 23 = 0 paralleelsete puutujate vaheline kaugus.
2 2 :

8.120. Leida ellipsi 7gg + g-; = 1 puutujad, mis on
risti sirgega 13x + 12y - 115 =0 .

8.121, ILeida ellipsi 3x2 + 8y2 = 45 puutujad, mille

kaugus ellipsi tsentrist on 3.
2 2
8,122, IlLeida ellipsi %5 + %— = 1 puutuja, mille lomi~

guste sune ellipsi fookusteni on 9.
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8,123. Ellips puutub ordinaattelge reeperi alguspunk-
tis ja tema keskpunkt asetseb punktis Q(5,0). Kooatadaeﬂ-
lipsi vorrand, teades, et ellipsi ekstsentrilisus on
1) e =0,8 ;

2) e =0,6,

8.124. Ellips puutub kahte sirget x +y =5 ja x -
-~ 4y = 10, Reeperi telgedeks on valitud ellipsi  simmeet-
riateljed., Koostada ellipsi vorrand.

8.125. Ileida kahg antgd ellipsi ithised puutujad:

1)’5‘-;+§——_—1 ja %;+§—2-=1;

2) T +3°=1 ja -+ =1
2 2 2 2

3) %5 +'§— =1 ja 5— + %g =1,

| v | 2 2 _
8,126, Toestada, et ellipsi —2 + X? = 1 puutujs loik,
b
mis JjHHD elllpsi fokasltelje tippudest tommatud]nuﬂugate Ve~
hele, on n#htav fookustest tdisnurga all.,

8,127, Toestada, et ellipsi iga puutuja moodustadb wrd-

sed mirgad puutepunktist tommatud fokaalraadiusvektoritega.
2
8,128. Ellipsi 15 56 vasakust fookusest on x-

telje suhtes niirinurga o all suunatud valguskiir, Joudes
ellipsini, kiir peegeldub, leida sirge, miliel asetseb pee-

geldunud kiir, 5 >
8.129. Toestade, et ellipsi 52 + x? = 1 puutujad lai-

a b
kavad fokasltelje otapunktidesse agetatud kahel puutujel &ra

loigud millede korrutis on Jadv suurus ning vordne konstan~
diga b2,

8,13 . Tdestade, et puutujad lhe ja sama diesmeetri ots-
punktides on omavahel paralleelsed ja vastupidi, kui kaks el-
lipsi puutujat on parelleelsed, siis puutepunktid asuved iihel
ja samal diameetril,

8.131. Toestada, et ellipsi suvalise puutuja kauguste

korrutis tema fookusteni on jHdv suurus, mis on vordne viaik-
sema pocltelje ruuduga.
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8,132, Ieida punkiidest M,(x,,y;) ja M,(x,,y,) el-

2 2
lipsile 5? + y? = 1 semmatad puutujate loikepunktide koor-
) & b

dinﬂadidc

' 8.133. Toestada, et vorrandit zgggg + 1§%E£ = 1 voib
mistahes f puhul vaadelds mingi ellipsi puuiuja vorrandi-
na. EKoostada selle ellipsi vorrand.

8.134. On ant?d ellipsi fookused F1(x1,y1),lbtzzzy2)
je puwutuja normaalvorrangigsa xcoaf + yain? - p =0, Toes=
tada, et (x,cosp + y,8inf - p)(x cosp + y,sing - p)} > O.
Koosteds ellipai vorrand,

Ellipsi koolud ja dismeetrid
£2 2 .
8.135. Ellipsi Zy + Ly = 1 k331 1Mbib ellipsi foo-
a b o
xust P(c,0) ja on risti ellipsi fokaalteljega. leida sel-
le koolu pikkus (ellipsi fokaallaius).

8,136. On antud ellips éi + EE =1, Ieida sirge,
millel asetsev ellipai kool poolitub punktis A, kui
1) A(1,1) ;
2) A(1,2) .
2

2
8.137. On antud ellips %j— + i— = 1, ILeida sirge, mil-
lel asetsev ellipsi kool poolitub punktis B(1,1).

8,138, Sirge s lébib punkti A(1,-3) ja on ellipsi

#5 + *2 = 1 dismeetri 2x + 5y = 0 kaassihiline, Koostada
sirge s vorrand,

2 2
8.139., Ileida ellipsi §I + %E = 1 diasmeetril asetise-
va koolu pikkus, kui diameetri siht ithtib reeperi  telgede
Poolt moodustatud teise veerandi nurgs poolitaja sihiga,

2 2
8.140. Ieida ellipsi %E + g— = 1 siimmeetriatelgede
veheliste nurkade nurgapoolitajate sihiliste koolude pikku-
sed,

8.141. Leids ellipsi x2 + 2y2 = 1 diameetril asets
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seva koolu pikkus, kui diameeter on kaassdiameetriks reeperi

telgede vehelise nurga poolitajale.
2

8.142. Leida ellipsi %— + g—-=1 kaasdiameetrite va-
heline nurk, kui iiks neist moodustab ellipsi fckaalteljega

nurga 30°, ) 0
.. X . . .
8.143. lLeida ellipsi Tt §— = 1 kaasdiameetritel

asetsevate kodlude pikkused, kui kagsdiameetritevaheline
nurk on %F; . ' '

M&rkus. Antud iilesande korral on otstarbekas kasutade
Apollouiuse teoreemi: a° + b2 = g %+ b "2 je ab=ab gin Vv ,
kus a ja b on ellipsi poolteljed, 2a° je 2b° kaasdia-
meetritel msetsevate koolude pikkused ja ¥ kaasdiameetrite-
vaheline nurk, 5

8.144. Koostads ellipsi x° + g— = 1 selliste dia-
meetrite vorrandid, millel asetsevate kodlude pikkuseks on

2 V5 cm,

8.145. On antud ellipsi kahel kaasdiameetril asetse-

vate koolude pikkused 2a’= 18 ja 2b'= 14 ning nendeva~

heline nurk tf = arcsin %} « Leida ellipsi pooltelgede pike

kused, : -~
, %2 2
8.146, Ieida ellipsi =5 + = 1 kagsdiameetrid, mil-
. a b .
ledel asetsevad vdordse pikkusega k&5lud.
2 2

8.147. Ellipsi g + {-— = 1 diameeter 1dbib punkti
A(4,2), Leida antud diemeeiri ja tema kassdiameetri tousud

je neil asetsevate koolude pikkused,
2

2
8.148. ILeida ellipsi F- + #~ = 1 kahe kaasdiemeetri
tousud ja nendel msetsevate koolude pikkused, kui iks Qige

meetritest liébid punkti B(2,3).
2

2
8,149. 0OA ja 0B on ellipsi EZ + %E = 1 keks kzas-
g

diameetritel asetsevet poolkoolu, M on kodlu AR kesk-
punkt, C on kiire Uk 1o0ikepunkt ellipsiga., liddrata suhe
oM

-OE .

na
45



P
8,150. Ellipsi Eg + 12 = 1 kaasdiameetritel asetse-
a b
vate kdolude otspunktid on ihendatud kdodludega. Koostada
veadeldud kddlude keskpunktide hulge vorrand,
8.151. Veenduda, et kaks ellipsit n2x2 + m2y2 m?na
=0, mx" + n2y2 - m2n2 =0 (m #£ n) loikuved neljas punk-
tis, mis asetsevad ringjoonel, mille keskpunkt on reeperi

alguspunktis, Leida selle ringjoone raadlus R .
2

8,152, Koostada ellipsi 23 ¥E vasakut fookust
1&b1vate koolude keskpunktide hulga vgrrand.
2
8.153. Koostade ellipsi Zm + & = 1 foksalteljel mit-
& b

teasetsevast tipust léhtuvate kodlude keskpunktide hulge vire
rand.

8.154., Ellipsi kodlud loikavad ellipsist vélja  antud
pindalaga segmendid. Koostada selliste kodlude keskpunktide
hulge vorrand,

8,155, Toestada, et kolmnurga pindala, kui  kolmnurge
tippudeks on eilipsi tsenter ja kaasdiameeirite 1oikepunktid
ellipsiga, ei soltu kaasdiameetrite paari valikust.

Ellipsigse ja tems iimber joonestatud kujundid

8,156, Antud ellipsisse joonestade ruut.
. 8.157. Arvutada ellipsisse joonestatud ruudu kiilje pik--
kus,

8.158. Umber antud ellipsi joonestada ruut,

o]

.159., Koostada ellipsi é— +~§— = 1 imber joonesta-
tud ruudu kiilgede vorrandid.

8.160. Tdestada, et ellipsi ilmber joonestatud rombi ti-

pud on ellipsi simmeetriatelgedel.
2

8.161. Ellipsisse %E + %— = 1 on Joonestatud korra-
Pédrane kolpnurk, mille iikks tipp iiktib parempoolse fokealti-

Puga. leida kolmnurge kahe uleaaanud tipu koordinaadid.
2

8.162., Ellipsisse vg %z on joonestatud ristkii=
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lik, mille kaks vastaskiilge l#bivad fookusi. Arvutada gelle
ristkiiliku pindala,

8,163, Rombi kitlje pikkus on 5 cm ja kdrgus on 4,8 cm,
Kahte rombi vastastippu l&bib ellips, mille fookused iihtivad
rombi kahe iilejdénud tipuga. Koostada ellipsi vorrend, vot-
tes rombi diagonaslid reeperi telgedeks. '

8,164. Mi#rata antud r&dpkiilikusse Jjoonestatud suurima
pindalaga ellips.,

8,165. Toestada, et suvalisest kolmnurgest, kolmnurga
sisse joonestatud ellipsist ja viimasega sarnasest, sama kesk-
punktiga léhtekolmnurga iimber Jjoonestatud ellipsist koosrpeva
korfiguratsiooni raskuskese on ellipsite keskpunktis.

Reeper on nihutatud

8.166. Ellipsit pooltelgedega a ja b on nihutatud
nii, et tema keskpunkt iihtib punktiga C(xo, yo), aga teljed
on paralleelsed reeperi telgedega. Missugune vorrand m#irab
ellipsi uues asendis?

8,167. Kirjeldada voimalikult tdpselt antud vorrandi-
tega miiiratud koveraid, teisendades eelnevalt nende vSrran-
did lihtsamale kujule:

1) 12 + 32 -2X + 6y =« 5 = § ;
2) x° + 4y2 + 4x ~» 16y = 8 = 0 ;
3) x2 + 2y2 + 8Xx - 4=0.
8.168. Ellipsi fokaalteljeks on sirge Yy+6=0 ja

ellipsi itheks tipuks punkt B,{3,~1). Koostada ellipsi vir~
rand, teades, et tema eksisentrilisus e '

]

¢

8,169, Leida ellips, mis on gimmeetriline ellipsigs
X - e e
;? + %2 = 1 punkti So(xo, yo) suhtes. Koostada elllpgl'uﬂp
gede vérrand,

Liikumised

8,170. Midrata punkti M trejektoor, kui ta oma liiku~
migel ji#b punktile PF(-1,0) kaks kordas ldhemale kui girgele
X = 4, .
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8.171. Konstanise pikkusega 1oik AB 1libiseb oma otge
tege modda tHisnurga haarasid. Votte 1oigul suvaline punkt M
ja leida punkti M tirasjektoor 1oigu kirjeldatud liikumisel,

8,172. Ieida punkti M trajektoor eelmises iilesandes
kirjeldatud liikumisel, kui punkt M asetseb 15igu AB pi-

kendusel.
8.173. Joonisel (8.9) on kujutatud elliptiline sirkel,

millel on voimalik kruvide abil
muuta joonlaua AB pikkust Jja

1A . pliiatsi kinnituskohta M , Kui-
& das seada sirkel, et joorestada
- ellipgid:
: 2
R 2 SRR
2
2
2) %‘E'* y =1
Joon, 8.9, 3) x2 + 3’2 = 25 ?

8.174. Liikumetu alusega kolmnurgs tipp muutub nii, et
kolmnurge imbermoot s&ilib, Leida tipu trajektoor tingimusel,
et alus on 24 cm ja imbermdot 50 cm.

8.175. Liikuv punkt P joonestab ringjoone, Milline
on teise liikuva punkti M trajektoor, kui punktide X Jja

P abstsissid on vordsed ja ordinaatide suhe A, = const?
2 2

8.176. Ellipsi £2‘ + 12 = 1 sisse on joonestatud kolm-
a b '

mark ABM, mille iks kiillg AB iihtib ellipsi fokaalkodluga,
Tipp M 1liigub mdsds ellipsit. Leida trajektoor, mille JO0=
nestab kolmnurga ABM raskuskese.

8,177, Kolmmurga ABC tipud on A(0,0), B(2,2) ja
C(-2,2). pPunkt M 1iigud nii, et punkti M kauguste ruue
tude summs kolmnurga ABC kolmest kiiljest jd#b konstantseks
Ja vordub 16 thikuga., Ieida punkti M trajektoor.

B.178. Xoostada punkti A(3,0) Ildbivate ja ringjoont

X + 5y =25 puutuvate ringjoonte keskpunktide hulga vor-
Tand, Teha joonis.
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8,173. Reeperi alguspunkti ilimber pé§rleb varras OP = P
markkiirusega w y Umber punkii P poorleb teine varras
PQ = q nurkkiirusega (5 . ILeide punkti Q trajektoor, tea-
des, et algmomendil molemad vardad ithtivad x-teljega ja punkt
P asub O ja Q vashel, Vaadelda eraldi juhte, kui p > q,
P<q ja p=4q.

8,180. Ruudu kiiljed on mifiratud vorranditega x = 41 ,
¥y = 1 . Ruudu tippe ldbivatele ellipsitele on tommatud pm-
-~ tujad punktist Mo(x e Koostada puutepunktide hulgsa
yorrand,

o? yo

B8.181., Antud ellipsai iiks fookus liigub mddda tHisnurgs
{iht kiillge ja ellips puutubqselle tdisnurga teist kiilge. Miid-
ratakse ellipsi keskpunkti trajektoor.

8.182. Ellips, mille vdiksem pooltelg on b, osutudb
ringjoone (raadiusega R = 12) projektsiooniks. M#drata nurk
tf s Wmis on nende tasandite vahel, kus asuvad ellips ja ring-
Jjoon.

8.183. Piistpotrdsilinder, mille alusel diameeter on 12
cm, on l#bi 1ldoigatud tasandiga, mis moocdustab nurga 30°, Lei~
da loike~ellipsi teljed ja ekstsentrilisus,

8.184. Niidatae, et podrdkoonuse loige tasandiga, mis ei
ole paralleelne alusega, on ellips juhul, kui ta on kinnine
Jjoon, '
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9. peeatikk
M

HUPERBOOL

Definitsioon. Hiiperbooliks nimetetakse tasandi koigi
gelliste punktide hulka, mille kauguste vahe tasandi min-
gist kehest fikseeritud punktist ¥, ja F, on absoluut-
vaiirtuse poolest komstantne nullist erinev suurus, mis on
viiksem punktide F, je F, vahelisesti kaugusest,

Punkte F1 ja P, nimetatakse hiiperbooli fookusteks,

Valime ristreeperi tasandil nii, et x-teljeks on vali-
tud sirge F,F, ja y-teljeks loigu F,F, keskristsirge, Sel
korral fookuste koordinsadid on F1(-c,0), Fz(c,o), F,F, =
=2c, ¢ O. -

Tagandi punkt X(x,y) asetseb hiiperboolil parajasti
giis, kui . R
I|F1x| - lFEXl\ = 2a , (9.1)
xus ‘28 on definitasioonis esinev konstant ning on tdidetud
tingimus

agZc ., (9.2)
Valitud reeperis vorrand (9.1) omab kuju
lV{x - c)° + y2 - PQx + ) 4+ y2f= 12a ,

Viies teise liidetava paremale poole ja vottes ruutu, saame

32 4+ CX = *a /(x + c)2 + y2 .

Vottes veel kord ruutu, saame

(02 - 32)x2 - a2y2 = a2(c2 - 8a") .

Kuns ¢ » a, siis leidub reaalarv

e
b2 = ¢ - 8.2 ’ (9.3)
mille ssendamisel eelmisesgse vorrandisse saame
2 2
Iy - Ly =1, (H)

= b
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Vorrandit (H) nimetatakse hiiperbooli kanooniliseks vorran~
diks, sest vorrandid (H) ja (9.1) on ekvivalentsed, s. t.
(H) &> (9.1). o

Hiiperboolil on kaks slimmeetriatelge, nn. hiiperbooli tel-
ge, mis valitud reeperi korral on vodetud selle telgedeks,
Telge, millel asetsevad fookused, nimetatakse fokaalteljeks
ehk reaslteljeks. Teise teljega (y-teljega) hiiperboolil ei
ole resalseid loikepunkte ja seda telge nimetatakse imagi-
naarteljeks., Reaalseid tippe (fokaaltippe) on kaks: A1(-a,0)

™~ | l 3

004 ;D,\

N\

Y
_'\
/
=

x|

Joon. 9.1.

ja As(a,0), Arve a ja b hiiperbooli kanoonilises vdr-
rendis (H) nimetatakse vastavalt resal- (ehk fokaal-) je
imaginaarpooltelgedeks, Sirgeid

y=%2x (9.4)
nimetatakse hiiperbooli asgimptootideks.
Suurust
e=2, e>1 (9.5)

nimetatakse hiiperbooli ekstsentrilisuseks., Sirgeid

X = t '2’ - (9!6)
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ni'@tatakse hiiperbooli juhtsirgeteks ehk direktrissideks (vt

joon. 901 s:.rged 31 ga 32)0
Kui M on hiiperbooli suvaline punkt, giis

E_zaz=e, (907)

r ja T on punkti M fokaalraadiused, s. t. fo-
kus 1 2
xaalraadius vektorite P1! Ja §;§ pikkused .

r, = IF1M| = ex+a,7r,= gf;ii = ex -~ & (9.8)

ja d1 Jja d2 on punkti M kaugused vastavatest juhtsir-
getest Jy da Jjp (dy =MD, ; &y = MDy).
Hiperbooli parameeiriks nimetatekse suurust

b2
P =83 =457 (3.9)
kus q on hiiperbooli fookuse kauzus vastavasi juhtsirgest
q=2. (9.10)

, c
Kui hiiperbool on midratud kanoonilise vorrsndigae (H), siis
hiiperbooli puutuja vorrandi saame pooliti asendusvottega

xx Yy
-g— "g— ’ (9.11)

kus M ofEor T,) om puutepunkt, Hilperbooli punkti M, lébi~
vat sirget nlmetatakse hiiperbooli normaaliks, kui ta.on.ris-

-/ ti punkti M, 1lHbiva hii-
perbooli puutujaga. Hii-
perbooli (H) mnormaali
vorrand on

Yo o
\ Fx-e-;-zy:
/ , (9.12)
c
./ ) azbz *o¥o -

Sirge sihti, millel aset-
Joon. 9.2. sevad hiiperbooli paralleel-
| gete kodlude keskpunktid,

nimetatakse koolu sihi kaassihiks ehk kongugeerltud sihiks
antud huperbooli suhtes. Ristuvaid d kaessihte nimetatakse hii-
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perbooli peasihtideks. Enese kaassihti nimetatakse hiiperboo-
11 asiimptootiliseks sihiks., Iga hiiperbooli korrel eksistee-
rib parajasti iike paar peasihte ja ilks paar asimptootilie:
aihte,

Sirget, millel asetsevad hiiperbooli paralleelsete k38-
lude keskpunktid, nimetatakse hiiperbooli diameetriks, tdpse-
malt - k33lude sihi kaasdiameetriks ehk k&38lude gihige
konjugeeritud kaasdiameetriks. Xui hilperbooli paralleelsete
k38lude t3us on k, siis kB33lude sihiga konjugeeritud dia-
meetri vOrrand omad kuju 0

- D 3
¥ _Ex . (9-13:

Kaht diameetrit, milledest kumbki poolitab teisega pa-
ralleelsed k38lud (vt. joon. 9.3), nimetatakse kaagdigmeet-
riteks ehk konjugeeritud diameetriteks. Kaasdiameetrite t&u-
sud k, ja k, on seotud vB3rdusega

R |

Joon. 9.3.

Peasihilisi diameetreid nimetatakse hilperbooli peadia-
meetriteks ja nad iihtivad hiiperbooli siinmeetriatelgedega (tel-
gedega). Hiiperbooli foksalteljega ithtivat peadiameetrit ni-
metatakse ka fokamldiameetriks. Pokasldiameeciril asetsevat
hiiperbooli k331u nimetatakse fokaalk38luks. Fokealkddlu pik-
kus on 2p.




Hiiperbooli fokaallaiuseks nimetatakse hiiperbooli foo=-
yust lébiva ja fokaalteljega ristuva koolu pikkust,

vorrandid
-} x = acht, X = —E—? ’
ja cos (9.15)
Yy = bsht ¥ = btant

on ekvivalentsed hiiperbooli kanooniliste v5rranditega (R)
ja neid nimetatakse hiiperbooli parameetrilisteks vorrandi-
teks., Parameetirilised vorrandid on ekvivalentsed vastavate
vektorvorranditega

Z = (acht, bsht)
ja 5 (9.16)
X = (EE%? , btant) ,

kus t on parameeter.
2

2 .
Hiiperbooli EE - XE = 1 Kasashiiperbooliks nimetataksae
a b _
2 2
niiperbooli T ~ Ly = -1,
a b

Punkti Po(xo, yo) polaariks hﬁpfrbooli (H)} suhtes mw
metatakse punktist Po hiiperboolile tommatud puutujate puu-
tepunkte P.i ja P, ihendavat sirget PP, (punkt P, aset-
sed viljaspool hiiperbooli). Punkt P, on sirge P,P, poo-
lus antud hiiperbooli suhtes.

Hiperbooli iga punkti Po polaariks on hiiperpooli pm-
tuja selles punktis ja hiiperbooli iga puutuja pooluseks on
puutepunkt. Kui punkt Po on hiiperbooli sees, siisg sellest
punktist ei saa tommata hiiperboolile iihtegi puutujat. Sel
korral vorrand

_'2'——'-2'=1 (9-17)

Ridrab punkti Po polasari, mis asetseb valjaspool  hiiper-
booli,

3.1. Ileida hiiperbooli vorrand, kui ta reaal- ja ima-

&innarpoclteljed on



1) a=5, b=23;

2) a=4, P =6 ;

3) a=23,2, b=2,3; .
4) a =2 5 , b=23 g.;

5) a=3 , b=V¥T ;
) a=1, b = 0,7 .

2 2
.2, Joonestada hiiperbooli X - = 1 fookused ja
3

asiimptoodid.,
9.3. Leida vordhaarse hiiperbooli teljed, teades, et hii-

perbool 12 - y2 = a2 18&bib punkti
2) (3,1).

9.4. Koostada hiiperbooli kanoomiline vorrand, teades,
et ta labib punkte
1) A(8,-6) , B(6,-3) ;
2) K(6,-1) , L(=8, 2¥V2) ;
3) P(-5,2), 25, V). ,

2
9,5, ILeida hiiperbocli z§5 - ¥I = -1 fookuste koordi-

naadid ja koostada asimptootide vorrandid,
2

9.6. lLeida hiiperbooli T%I - EF = 1 poolieljed, <foo~
kuste koordinmadid, ekstsentrilisus ja astmptootide vorran~
did.

9.7. Koostada hiiperbooli kanooniline vorrand, kui hii-
perbooli fookusteks on punktid F1(~10,0), F2(10,O) ja hii=-
perbool 1lé&bib punkti M(12,3 ¥5 ). |

9.8, Leida antud hiiperbocli poolteljed, fookused, eks-
tsentrilisus ja parameeter:

2 2
‘]) x%-’*g:‘l;
2) 4x® - 932 = 36;
3) 32 - y° =12 ;
2

4) 312 - ng =6 ;
5) -.§g + %5 = 1 ;
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6)
7)
8)

9)
- 10)
11)

1)
2)
3)
4)
5)
6)

15 ‘ = 40 ;

E- ?”

-6x° + 10y° = 60 ;

Mo

<2 - 2y2 =1 ;
12 -y° = 3
2x° - 3y2 =8 ;
5x2 - y2 =13
3y° - 5x° = 12 4
4y2-x2 = 18 .

9.10. Hiperbooli teljed ihtivad reeperi telgedega, Koos~

tada hiiperbooli vorrand, kui

1)
2)

3)

4)

1)

2)

3)
4)
5)

1)
2)
3)
4)

fookustevaheline kaugus on 10 ja tippudevaheline kaugus
on 8;

fokaalpooltelg on 5 ning tipud poolltavad keskpunkti ja
fookustevahelised loigud;

fokaalpooltelg on 6 ja hiiperbool 1&bib punkti A(9,-4);
ekstsentrilisus on V2~ ja B(-é,B) on hiiperbooli punkt.

9.11. Leida hiiperbooli kanooniline vorrand, kui
a+b=50, c =10 V73 ;

a2- b=1, c = V227 ;

¢ =70, p=23;
c=5, b =24 ;
a=2,5, P = 4,5.

S.12. On antud hiiperbool %E - %é =1, Leida
fookuste koordinaadid;

eksatsentrilisus;

‘asimptootide ja juhtsirgete vorrandid;
kaashiiperbooli vorrand ja selle ekstsentrilisus.
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9.13. Koostada hifperbooli vorrand, kui on teade tema
ekatsentrilisus e = % , iks fookus F(5,0) ja vastav juht-
girge 5x - 16 = 0 .

9.14. Kooatada hiiperbooli vorrand, voites reasltel-
jeks x-telje, imaginaarteljeks y-telje ning teades kaht pa-
rameetrii:

a) a=8, e 1,25 ;
B) b=5, e = lmb;

c) e=3¥5, = 0,5 |5 ;
d) a= %, e = 0,6 V5 ;

e)";=2, E=2=

i

[14]

9.15, Ieida hiiperbooli poolteljed, kui

1) fookustevaheline kaugus on 8 ja juhtsirgetevaheline kau-
gus on 6;

2) fookustevaheline kaugus on & ja juhisirgetevaheline kaue
gua on 10;

3) fookused asetsevad 5 ihiku ksugusel tsenirist js asimp-
tootide vorrandid on y = ¥ 2x;

4) fookustevaheline kaugus on 10 je asimptootide vorrendid

on x=12y=u.

9,16, Koostada hiiperbooli kanooniline vorrand, kui om
antud hiiperbooli asimptootide vorrandid ja hiiperbuool  1ébib

[e) .
1) 5y =23x, M (10,-3 V3) ;
2) 2y=2x=0, M (12,313 ;
3 y=%3x, M,(6,9) ;
4) sx¥1zy =0, m(24,5);
5) y-‘-i%I, Mo(%s"1)°

 9.17. Koostada hilperbcoli kanooniline vorrand, teades

et hiiperbooli fookused esetsevad x-teljel js

1) hiiperbool on vordhaarme ning juhtsirgete vorrandid on x =
=12,

2) juhtsirged on mi#ratud vorrandiga x = 2 3 V2 ja asiimptoo-
did on =1iati;
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3) astmptootide vorrandid on 3x
vorrandid on 5x £ 16 = 0 ;

4) juhtsirgete vorrandid on 3x
hiiperbooli punkt.

4y = 0 ning juhtsirgete

¥y ning H1(—3, %) on

9.18. Koostada hiiperbooli kanoonilime vorrand, kui
1) juhtsirgetevaheline kaugus on %3 ja ekstsentrilisus e =
=T ;
7 o
2) asilmptootidevaheline nurk on 60 ja ¢ = 2¥3 .
9.19. Koostada hiiperbooli kanooniline vorrend, lkui
tema fookused asetseved ordinsatteljel simmeetriliselt ree-

peri algusrunkti suhtes ning

1) fookustevaaellne kaugus on 2¢ = 10 ja ekstsentrilisus

e = 3
)
2) asimptootide vorrandid on y = %; x ja tippudevaheli-
ne kaugus on 45;
3) ;uhtslrgetevaheline kaugus on 7% je ekstsentrilisus

50

"+

4) asﬁmptootlde vorrandid ony = % ja juhtsirgetevaheli-
ne kaugus on 6w-
2 ,
9.20, Arvufada hiiperbooli K_ &— agimptootide

| ja sirge 9z + 2y - 24 = G poolt mocdustatud kolmnurge pind-
ala.
9,2i. Kirjutada hiiperbooli asiimptootide vorrendid ja
arvutads asiimptootidevaheline nurk, mille sees oxn hiiperbool:
2 2 ,

a) - - %— = 13

%
b) ?3{_-3:2=1 3
2 2
0) %‘-%"21’
2 2

d) - %— + %— =1.

9,22, 1) Leida soltuvus hiiperbooli ekstsentrilisuse ja
tema asiimptootide vahelise nurgas vahel;

2) vidljendada hiiperbooli pooltelgede suhe ekstisentrili-
suse abil. Kuidas ekstsentrilisuse suurus avaldab méju  hii~
Perbooli kujule?
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9,23. leida hiiperbooli asimptootide vaheline nurk, kui
1) ekstsentrilisuse e = 2 ;
2) fookusteveheline kaugus on kaks korda suurem juhtsirgete-
vaheliseat kaugusest.

9,24. Leida hiiperbooli ekstsentrilisus, kui
1) asimptootidevaheline nurk on 60°;
2) asimptooedid on risti;
3) reaaltelg on ndha antud hiiperbooli fookusest 60° nurgs
all. )

9,25. leida sirged, mis lébivad punkti A(2,-5) ja on
paralleelsed hiiperbooli 12 - 4y2 = 4 asiimptootidege.

9,26. Reeperi teljed ihtivad hiiperbooli telgedega. Koos-
tadas hiiperboali vorrand, kui on antud hiiperbooli ihe asiimp-
toodi ja ilhe juhtsirge 1dikepunkt P(3,2; 2,4).

9,27. On antud vordhaarne hiiperbool x° - y2 = 8, Lei-

da punkti M(-5,3) l&biv konfokaalne hiiperboocl.
Miirkus. Teist jarku koveraid nimetatakse konfokaalse-
teks ehk kasasfokaalseteks, kui nende fookused ithtivad.

9,28. Koostada kahe keashiiperbooli vorrand, teades, et
esimese hiiperbocli juhtsirgete vaheline keugus on 7,2 ja te-
ma keashiiperbooli juhtjoonte vaheline kaugus on 12,8.

9.29. Koostada hiiperbooli vorrand, kui hiiperbool 1#bib
ellipsi fookusi ja hiiperbooli fookused iihtivad ellipsi +tip-

2

- 2 2 2
pudega: 1) g— + E— =1 3 2) %Gg + ¥ZZ =1 .

9.30. Hiiperbooli foockused iihtivad ellipsi fookustega.
Koostada hiiperbooli kanooniline vdrrand, kui on antud ellip-
gi kanooniline v3rrand ja hiiperbooli ekstsenirilisus:

2 2 x2 2

1) ;-5-+§—=1,e=2; 2) E+h=1, e = 1,25 .

12

2
) 9.31. Veendude, et ellipsi =gy + %— = 1 Jja hiiperbooli
%? - &~ - 1 1Bikepunktid on ristkiiliku tippudeks. Koostade
-~ ~ .

selle ristkiiliku kiilgede vOrrandid.
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9.32. Toestadm, et hiiperbooli suvalise punkti M Kau3
gus fookusest F on vordne seda punkti lébiva asimptootili
ge sihiga sirgel asetseva loigu pikkusega, mis on piiratud
punktiga M ja fookusele F vastava juhtsirgega.

Antud tingimusi rahuldavad hiiperbooli punktid
9,33, Ieida hiiperbooli ja sirge ldoikepunktid:

1) EE‘- EE =1, Y=x+1;

2) 2'.:2-3y2=15, Yy=x=1;

3) 12 - 3y2 =1, X4+2y -1 =0 ;
4y -l a9, y =2x =4 ;

5) x°-3° =6, y=3;

6) y2 ~x2 =7 ' y=2

9.34. Leida hiiperbooli 5; - §§ =1 Jja jdrgmiste sire
gete loikepunktid:
1) x =5y =0 ;

2) 2x +y - 18 =0 ;
3) x=y+5=0; -
4) ¥VYT0x -5+ 15 =0 .

9,35, Toestada, et hilperbooli asimptootidega ja puutu-
‘Jaga piiratud kolmnurga pindala ei soltu puutepunkti asen=
-dist hiiperboolil.

; 9.36. Joonestada hiiperbool, ldhtudes jérgmisest defi-
nitsioonist,

Hiiperbooliks nimetatakse tasandil asetseva kolmnurkade
parve kolmnurkade F1F2M tippude M hulka, kui kolmrurkadel
on iihine alus F1F2 = 2¢ ja ilejddnud kiilgede wvahe absoluut-
vildirtus on konstantne (2a).

9,37. Toestada, et hiiperbooli suvslise punkti keuguste
-korrutis hiiperbooli asimptootideni on konstantne suurus.

9.38. Punkti nimetame hiiperbooli suhtes sisemiseks, kui
ige sirge, mis 1Kbib seda punkti ja ei ole paralleelne kum-
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magagi asimptootideat, 10ikab hiiperbooli kahes (erinevas)

punktis, Missuguse tarviliku jIa piisava tingimuse korreal

2
punkt M (xo, ¥, )} on hiiperbooli —2 IE = 1 suhtes sige-

punkt?

2.39. Missuguse tarviliku ja piisava tingimuse korral
on k3ik 13igu 311{2{ My(x1571) Ja Mp(xp,¥,) | punktid  hu-

: x2
pexrbooli -2-- In = 1 sisepunktid?

3.40. Ieida punktide 4(4,1), B(1,-2), C(VZ,1) asend
hiperbooli 12 - y2 = 1 suktes.

3:41, Missuguses punktis on hiiperbooli 2512 ~ 9y2 =

= 225 abstsiss ja ordinsat vordsed?

2
9.42, Hiperbooli 55 EE punkti M abstsiss on
10 ja ordinpat on positiivne, Arvutada punktlst H lEhtuva-
te raadiusvektorite pikkused ja nendeveheline nark.

2:.43. HMBErata hiiperbooli %— - %E = 1 punktid, mille

kaugused vasaku fookusgeni on 7.

2

3.44. Hiiperboolil %; - 5— = 1 leids punkt, mille kar-
ral
1} foksslreadiusvektorid on risti;
2) punkti keugus vasaku fookuseni on kaks korde suurem puni-
11 keugusest parema fookuseni.

2.45. Arvutada hiiperbooli
abstsiss on
1) 10;
2) 1

fokaglraasdiusvektorite pikkuseda
b e

9.46, Hiperboolil %ﬁ - Eﬁ = 1 on antud punk: H1UO,

~¥5 ). Koostada virrandid sirgetele, milledel asetsevad

punicti ¥, Tfokmalrsadiused, '

e
”ﬁu

9 >

3.47. Lleida kiiperboclil Kn %— punkt, mis on
dhesgt asumptoodist kolm kords kaugema ¥ui telsest,
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9,48, Millist tingimust peab rshuldams hiiperbecoll

-‘E? = 1 ekstsentrilisus selleks, et tema paremsl harul
a b
eksisteeriks punkt, mis aseiseb vordsel kaugusel paremast

fookusest je vasakust juhtsirgest,

9.49. Hiijperboolil eke tsentrilisus e = % » keskpunkt
asub koordinaastide alguspunktis, iiks juhisirge on antud vor-
rendiga x = -8 . Arxvutada antud juhtsirgele vaestava Zfoo-
¥use kaugus punktist M1, mille abestsigs on 10.

2.21. Poestada, et hiiperbooli juhtsirge lddbib vasta-
vast fookusest asiimptoodile tommatud ristsirge ja asimptoo~
di 1dikepunkti, Leida fockuse kaugus asimptoodist.

9.51. ILeida valem, mis sech kahe kasshiliperbooli eks-
tgentrilisusi., Selle valemi pohjsl méirata vordbaarse  hile
perbooli ekstgentrilisus.

9,52, Toestada, et hiiperboeli juhisirgete poolt viHl-
jaloigatud asimptootide 1digud on vordsed hiiperbooli fokaal-
tippude vahelise ksugusege Za. Kesutades toodud omadust,
konstrueerida hiiperbooli juhtsirged.

Pautujad 5

2
9.53. Koostada hijperbooli 55 - %g = 1 puutujas Je&
a

normsali vorrandid huperbooll punktis M, (X,s Fo)
9.54. Koostada hiperbooli =— = f- = 1 punkti A(5,-4)

liébiva puutuje vorrand. ) )

9.55. ILeida hiiperbooli §3 - g— = 1 puutujad tems loi-
Xepunktides girgega 3X - 5y = 0.

9,56, Millist tingimust peab rahuldamaﬁkﬂrdaga B, et

girge y = % x + m oleks huperboolile § 3% = 1

1) loikajeks;

2) puutuks teda;
3) ei omsaks hiperboclige lihiseid punkie,

'
Fy
wn

t



9,57. Milliste tingimuste korgal on voimalik punktist
2

- x
M, (x, y,) tommata hiiperboolile - fz = 1

1) kaks puutujat;
2) aimmlt ilks puutuja.

Koostada molemal juhul puutujate vorrandid.
2 2
9.58. Hiiperbooli EZ -'Ié = 1 juhtsirgete ja reaalw
a b

telje 1oikepunktidest on tommatud puutujad antud hiiperboo-
lile., Koostada puutujate vorrandid ja leida puutepunktid,

9.59. Koostada punkti M(1,4) l#bivate hiiperbooli

. 2 ,
y2 - *_ = 1 puutujate vorrandid.
x2 2
9.60. ILeida hiiperbooli T - %— =1 puatujad, mis ldw

bivad antud punkti: 1) A(2,0); 2) B(-4,3); 3) C(5=1).

9.61. Koostada antud hiiperbooli puutuja ja normaali
vorrandid, kui puutuja 1l&bid antud punkti P

1) x° - 2y° a8, P(1,1) ;
2) 472 - 12 = 20 , P(~8,~1) .
9,62. ILeida antud sirge poolus antud hiiperbooli sub~
teas
* 2 2
1) I=4, g—-%—=1 H
2) 2ZX =y ~=6=0, x2 - yz =9,

9,63. Ieida punkti 1(2,0) polsar hiiperbooli 9x2 -

< 8y° = T2 suhtes.
Leida antud punkti polaar hiiperbocli suhtes:

1) P(2,0) , 9x® - agz =72 ;

2) P(-8,-8) ,  4y° - x° = 20 ;
x2 2 .

3) P(1,-10) , F-%=1.

9,64, Toestada, et iga sirge, mille poolus asetseb hii-
perbooli asimptoodil, on paralleelne asiimptoodiga ja  {ihtib
asimptoodiga, kui asimptoodil asetsev poolus on lopmata kau--:
gel. '
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9,65, Toestada, et hiiperbooli puutuja hiiperbooli punke
‘tis X moodustab vordsed nurgaed sirgetega F.X Jja F,X, kus
'y1 ja F, on hiiperbooli fookused.

2
2:66. Leida punktist (x_, y,) hiiperboolile iz-fz=
= 1 tommetud puntujate vaheline nurk,

.~ 9.67. Toestada, et kui ellips ja hiiperbool on kesasfo-
paalsed, siis on nad ortogonaslsed.

Mirkus., EKahte teist jérku koverat nimetatakse kaagsfo-
kealseteks, kui nende fookused iihtivad. Nurgaks kahe kovera
vahel nimetatakse nende koverate puutujate vaheligt nurka
nende koverate loikepunktis. Kui kahe kdvera vaheline mrk on

gF-, siis koneldskse, et koverad on ortogonaalsed.

9,68, Toestada, et kaks vordhaarset hiiperbooli on or-
togonsalsed, kui nende keskpunktid itihtivad ja iithe hiiperbooli
asimptoodid on teise hiiperbooli siimmeetriatelgedeks.

2 2
9.69. leida hiiperboolil F- = § = 1 punkt, mida 1&-
biv puutuja moodusiab abstsissteljega nurga .

.70, ILeida tarvilik ja piisav tingimus hiiperbooli
2 i
- 12 = 1 ja sirge
b

ﬂkjﬁw

1) AX+By +C =20 ;
2) y=kx +m
puutumiseks.

9.71. Missuguse tarviliku ja pi%savaztinginnsc korral

punktist M _(x_, y.) hiiperboolile EZ - = 1 tommatud pun-
070’ Yo _ a b
tujad puutuvad erinevaid hiiperbooli harusid?

%2

9.72. 1Ieida hiiperbooli TS - EE = 1 puutujad, mis on
1) paralleelsed sirgega X + y -7 = O ;

2) paralleelsed sirgega x - 2y = 0 ;
3) risti sirgega x - 2y = 0 .

3.713. Koosiada hiiperbooli 5x° - 4y2 = 20 puutuja ja
normaali vorrandid, kui puutuja on paralleelne sirgega 3x -
-2y =0 .
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9.74. Leida hiiperboolil x° - 4y2 = 12 puutuja je nor-
maali vorrandid, kui puutuja on risti sirgega x +y - 1=0.

9,75. Leida sirgege 2x + 4y = 5 paralleelsed hiiper-

2
booli %t - ﬁ— = 1 puutujed ja arvutada  puutujatevaheline

kaugus 4 .
9,76. Ieida normaal hiiperboclile

1 paralleelselt sirgega 18z - 10y + 7 = 0 ;

-
~—
HN.EHH
|
HN \‘le‘\)
"

= 1 risti sirgegse 13x - 12y = 0 .

9,77. ©On antud hiijperbeoli fookused F1§4,2), FzGﬂfﬂo)
ja poutuja 3x + 4y -~ 5 = 0 . ILeida hiiperbooll poolteljed.

9.78. Hiiperbeool puutub sirget s punktis M, . Koos-
tada hiiperbooli vorrand:
1) (8) x~-y~-2=0, ¥(42);
2) (8) xx-y~=3=0, NJ(52).

9,79. Koostada hilperbooli vorrand, kui hiiperbooli foow
kused asuvad abstsissteljel simmeeiriliselt reeperi  algus-
punkti suhtes, sirge 15x + 16y -~ 36 = O on hiiperboeli puu=-
tuja ja fokasltippudevaheline kaugus 2a = B ,

9.80. Koostada hiiperboolil kancomiline vorrand, kui on
antud hiiperbooli asimptootide vorrandid y = % 0,5 ja hi-

perboeli iihe puutuja vorrand 5x - 6y - 8=0.
Q

9.,81. - Leida hiiperbooli §— %3 = 1 sgelline puutuja,
mis asetseb vordsel kaugusel keskpunktist ja paremsst fooku-
sest,

9,82. Toestada, et hiiperbooli suvalise puutuja 10ik,mis
on piiratud asimptootidega, poolitub puutepunktis,

9.,83. Toestada, et hiiperbooli suvalise punkti fokaal-
raadiuste korrutis on jdidv suurus.

2 2
9.84. Toestada, et hiiperbooli ;E iz = 1 fookuste
kauguste korrutis puutujast on b .
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9.85.
2 2

1) ILeida hiiperbooli EE - ZE = 1 fookuste kaugus astmptoo-

© aist. & b

2) Toestada, et hiiperbooli suvalise punkiti kauguste korru-
tis asimptootideni on TWv suurus.

9,86. Koostada téisnurkade tippude hulge vorrand, kui
tdisnurkade kiiljed puutuvad antud hiiperbooli,

9.87. Ieida hiiperbooli fookuse projektsioonide hulk kil
perbooli puutujatele,

)
9.88. Kas antud hiiperboclil -2- x? ekgisteeri-

vad puutujad koikides sihtidea? Eltava vastuae korrel leida
tingimused, mide peatb rahuldams hiiperbooli puutuja tous,

9,89, On antud hiiperbool ja puutepunkt:

1) Xy =m, MO(xO’ 30)3
2) Xy 8 ) M0(2’4);
3) Xy = 12: M0(3’4)v
Koostada puutuja vorrend.

Diameetrid

9.90. Ieide hiiperbooli fokaallaius.
Mirkus., Hilperbooli fakaallaiuseks nimetatakse hiiperboo-

1li fookust l#biva ja foksalteljegs ristuva 1555111 pikiust.
%2

9.91. 'Toestada, et hiiperbooli —? 12 paralleelsete
kodlude keskpurktide hulk on sirge. b '

9.92, Hiperbooli 7=~ y° = 1 k331, mis labib punkti

A(3,-1); poolitub selles punktis, Koostada vaadeldavet kKoo-
lu kandva sirge vorrand.

9.93. Lgida girgega 3X = 4y + 6 = 0 paralleelsete

hiiperbooli ’3‘-— %— 1 koolude sihiga konjugeeritud dia-

meetri vorrand.
x2 2
9.94. Kontrollids, et hiiperbooli Iy - Ly = 1 teljed
a b
osutuvad ainsateks diameetriteks, mis on risti nende koolu-

dega, mida nad poolitavad.
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9.95. Naidata, et hiiperbooli koclu otspunktidest t0r.
matud puutujad ldbivad ilhte ja sama punkti diameetril, m:g
poolitab koolu.

9,96, On antud hiiperbooli asimptoodid ja iks tema di .

meetriteat CD . Joonestada se%le diameet{ri kasasdiameete:
2

9.97. Leida hiiperbooli =w - %2 = 1 kaks kaasdiamee' .
a
rit, mis moodustavad omavahel nurga <A .,
2 2

3.398., Ieida hiiperbooli %— - g— = 1  kesasdiameetrit:
vaheline nurk, kui on teada, et reaalsel diameetril asetsec -
kool on kaks korda suurem fokaslkoolu pikkusest (fokaalkoc.
lu pikkus om 2a). .

9.99. Ieida hiiperbooli

1) 22 - 3% =1

2 2 _
2) -4 =1 R
keasdiameetrid, millede vaheline nurk on 45°.

9,100. Leida hiiperbooli 9x° - 16y° = 576 diemeeter,

millel asetseva koolu pikkus on 20 cm.
2 2
9,101, Leida hiiperbooli %5 - & =1 diemeeter, mil-

lel asetseva koolu pikkus on 2)29.

3.102, Toestada, et hiiperbooli puutuja on puutepunkt.
lébiva diameetri kasssihiline sirge.

9.103. Hiiperbooli tasandil on fikseeritud kake punkt:
A ja B . Koostada sirgete AM ja BM  loikepunktide ¥
hulga vorrand, kui sirged AM ja BM on hiijperbooli kaas-
sihilised.

9.104. Toestada, et iga kolmnurk, mille tipud esetse-
2 2 '

vad hiiperboolil 52 - x? = 1 , on tdisnurkne.
a b
2 2
9,105, Ruudu tipud asetsevad hiiperboolil EE - E? =1.
a b

Leida ruudu tipud, Uurida, millistesse hiiperboolidesse oL
voimalik joonestada ruutu.
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_2.106. Antud diemeetril asetseva koolu AB ja diameet-
yastava kaassihilise koolu DE jérgi joomestada hilper-

rile
pool.

£
=

a

2,101. Koostada punkti A(a,0) 1lébivate hiiperboolide

zz = 1 koikvoimalike koolude keskpunktide hulga  vor-
b

b

| 2.108. TPoestada, e} kui rodpkiiliku kiiljed puutuvad hiie
perb°°1i: giis tema diagonamslid on hiiperbooli kaasdiameetri~

tekﬁ-

9.109. Koostada hilperbooli 52'- %2 = 1 paremast foo~
yusest léhtuvate fokaalreadiuste stkpunktide hulgse vorrand.

9.110. Lebi  hiijperbooli kashe suvaliselt fikseeritud
punkti A ja B on tommatud asimptootidega paralleelsed
girged. Toestada, et nii tekkinud rddpkiiliku

‘1) dks diagonamalidest 1&bib hiiperbooli keskpunkt;

2) keskpunkti ldbival diagonaalil asetseva koolu pool  pike
kust on keskmine vordeline roopkiiliku keskpunkti keuguse-
ga punktist, kus vaadeldud diagonaal loikab punkti A li-
bivat hiiperbooli puutujat, ja rodpkilliku keskpunkti kaue
gusega hilperbooli tsentrist;

3) keskpunkti l#bival diagonaalil asetseva k6dlu pool  pik-
kust on kegkmine vordeline r&6pkiiliku keskpunkti kauguse
tega punktidest, kus roopkiiliku teine diagonasl loikad hii-
perbooli.

9.111. Lébi tasandi punkti A on pandud sirge, nii et

13ikab hilperbooli punktides P ja Q . Toestada, ot AEs2Q .

r
= const, kusjuures r on vaadeldava 10lkajega parslleelne
hiiperbooli fokaalraadiusvektori pikkus.

Peljed on teisendatud

9,112. Koostada hiiperbooli vorrend, kui on teada tema
Poolteljed & ja b , keskpunkt C(xoyo) ja fookused asu-
vad sirgel,
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1) mis on paralleselne x-teljega;
2} mis on paralleelne y-teljega.

9,113, Teisendada antud hiiperbooli vorrendid kanocolili-
sele kujule:

1) 9x° - 255° < 18z - 100y - 316 = O ;
2) s5x° - 65° + 10x - 12y - 31 = 0 ;
3) x° . 4y° + 6Xx + 5 = 0 ;
4) 3x2 - y2 + 12X = 4y -~ 4 = O ;
5) x° - 4y° + 2x + 16y - 7 =0 ;

6) x° - ¥ - 4x 4 6y - 5 =
MdHrata hiiperboolide keaxpunktid Ja poolteljed.

S.114. Veenduda, et igaiiks Jdrgnevaist vorrandeist mid
reb hiiperbooli, ja leids tema keskpunkti ¢ koordinsadid, pml-
teljed, ekstsentrilisus, asimptoctide vorrandid Ja juhtsirge
vorrandid-

1) 16x° = 9y2 - 64x = 54y -~ 161

= Q0 ;
2} 9I2 - 1632 + 90 + 32y - 367 = 0 ;
3) 16x° - 9y° - 64x - 18y + 199 = O .

9.115. Hiiperbooli tsenter asetseb punktis Q(-15,0) ja
lks fookustest iibtib reeperi alguspunktiga. Koostada hiiper-
booli vorrana kui on teada, et ta 10ikab erdinsatteljelt 10i-
gu pikkusega 32 thikut.

2

9.116. On antud vordhaarse hilperbooli vorrand x2 -y =
= a2. Leida tema vorrand uues reeperis, vottes reeperi tel-
gedeks tema asimptoodid.

Iiikumine

22117, M#drata punkii M(x,y) trajektoor, kui ta ja#b
oma liikumisel sirgele x = 1 kaks korda léhemale kui punke-
tile P(4,0) .

3.118. On aniud punktid A(-1,0) ja B(2,0). Punk:t I
liigub nii, ei kolmnurgas AMB nurk B Jadb kaks kords suu-~
remaks nurgast A , Médrata trajektoor. '

3.113. ©Sirge liigud pii, et Sirge Jja 7reeperi telgede
poolt moodusisiud kolmmurga pindale ;&b kogu liikumise jook-
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sul konstaniseks., Punkt M asub sirgel ning jagab sirge ja
‘reeperi telgede vahelise 10igu suhtes 7 . Koostada punkti
¥ hulgas vorrand.

9.120. Tdisnurk liigug nii, et tems kiilljed kogu aeg

- 22 = 1 . Leids tdisnurga tippude

utuvad hiiperbooli
pe b

hulga vorrand.

2.121. Koostada ringjoonte keskpunktide hulga vorrand,
kui ringjooned loikavad kahelt ristuvalt sirgelt vélja ane
tud pikkusega loigud (2s ja 2b).

ENLN

9.122. Toestada, et ringjoonte keskpunktide hulk on
huperbool kui ringjooned puutuvad vidliselt antud ringjoont
ja "1gbivad fikseeritud punkti,

3.123, Vordetegur tagandi thtlasel kokkusurumisel y-

telje sihis on g. Tehs kindlaks, milliseks kEveraks teige-
2
neb sellel kokkusurumisel hiiperbool ;5 6—

9.124., Mé#rasta vordetegur gq taaandl uhtlasel kokkua-

a’-

- surumisel x-telje sihis, kui hiiperbool %3 %E teigew
: %2 2
neb hiiperbooliks e - = 1

2 2
. 125, Hiiperbooli 5? - I? = 1 puutuja s puutub hii-
a b
- perbooli punktis Mo . Koostada hiiperbooli fookusest puu~
tujale s tommatud ristsirge ja hiiperbooli tsentrist PUU~
‘Vepunktiga M ihendavae sirge ldikepunktide hulgs vorrend.

3.126. XKaks sirget pdbrlevad kahe liikumatu punkti iim-
- ber vastassuundades ja ithesuguse nurkkiirusegsa. Iiikumise
algul iiks sirgetest iiktib punkte ihendava sirgega ning tei-
Be on sellega risti. Koostada nende sirgete l3ikepunktide
hilga vérrand.

J:127. Kaks varrast, mis piorievad vastassuundades ka-
be lijikumatu punkti 4 ja B umber, moodusiavad kogu aeg
sirgega AB nurgad, mis tdiendavad iteineteist t&isnurgani»

leida verraste loikepuukiide hulk,
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9.128. Poeatada, et sirged AM Jja BM, mis ithendavad
hiiperbooli kahte fikseeritud punkti A4 ja B sama hiiper-
boolil suvalise punktiga M, 1loikavad hiiperbooli  asiimptoo-
dist vdlja konstantse pikkusegs loigud, mis on vordsed samal
asimptoodil asetsevate loikudegs, mis on vélja loigatud tei-
se agiimptoodiga paralleelsete ja antud punkte A ja B lé~-
bivate girgeie poolt.

9,129, Ileide rodpkilliku pindala, kui iikks ro&opkiliku
2 2
+ipp on hiiperbooli 52 - 17 = 1 punkt ja kaks killge asuvad
a b”
hiiperbooli asimptootidel.

9.130. Ieida hiiperboolide teiste fockuste hulk, kui hie
perbcolidel on same fookus F ja hiiperboolid libivad kahte
antud punkti A ja B .

9.131. Ellipsitel (hiiperboolidel) on iithised iiks foq~
kus ja kaks puutujat. Koostada nende teiste fookuste hulga
vorrand, Lahendada snaloogiline iilesanne juhul, kui on antud
fookus, iks punkt ja puutuja. '

9.132. Sirged MM, j? MM, on hiiperbooli puutujad ja
ja 12 puutepunktid. Toestada, et
' 2
S BN S
- - ]

1°7172 1*727 2 b2
kus R ~ nelja sirget MqFl, H1F2, M2F1 ja M2F2 puutuva
ringjoonezraadius, b 5- hiperbooli imaginaarmse pooltelg;

MP MP
2) 1 - 2 .
11‘ ¢ Iﬁ2 15“1 ¢ I2n2
3) loigud il1 ja MM, suhtuvad nagu nende sirgetega pa~
ralleelsed hiiperbooli fokaalraadiusvektorite pikkused.

My

9,133, On antud kaks ristuvat sirget AB jja CD. Koos-
tade hiiperboolide fookusie hulga vorrand, kui hiiperboolide
astmptootideks on Birge AB ja nad puutuvad sirget (D punk-

tia P.
2,125. ABC on hiiperbooli sisse joomestatud kolmnurk,

- 54 «



mille kaks tippu on liikumatud. Leida kolmanda kiilje kesk~
punktide hulgs vorrand.

J.135. Joonestada graafik, mis kujutab 1 tonni hapniku
ruumala ja rohu vahelist soltuvust 15 °c juures,

10, peatiikk

PARABOOL
§ 1. Parasbool

1. Definitsioon. Parebooliks nimetatakse tasandi sele
liste punkiide hulka, mille kaugused ithest kindlagt punk-
tist F - fookusest -~ ja ithest kindlasgt sirgest J = =
Juhtsirgest - on vordsed (joon. 10.1).

Seome paraboolige or-
tonormeeritud kanoonilise
reeperi jargmiselt: x-tel~

-~ Jjeks valime juhtsirgega ris-
tuva sirge, mis lébidb foo-
kust P, y-teljeks valime
loign FD keskristsirge,
kus D on x-telje ja juht-

X joone 1Gikepunkt. Telgede
suunad valime joonisel (10.1)
pdidatud viisil. Tihista-
des fookuse kauguse juht

“~ Sirgest tdhega p - par-
booli parameeter (p > 0)
Joon, 1C.1. on valitud reeperis parsa-
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booli fookuseks punkt F(§ , O) ja jubtsirge (e. direktris-
gi) vorrand omab kuju x = = % . 0Olgu X{x,y) parabooli su-
valine punkt, r = XF punkti X kaugus fookusest ja d = XP
punkti kaugus juhtsirgest, liéhtudes definitsioonist saeme
giis

r=4da. (10,1}

2 ) t
Euna r = y{x - g) + y2 » 4 = lx + gi ’
siis, asendades secoseasse {10.1) ja lihtsustasdes, samdakse pe~
rebooli kanooniline vorrand’

32 = 2pX% . (P)

2. Parsboeli kuju uurimine. Parabool on rittetsent-
raalne kover (pinnal keskpunkti ei eksisteeri), Pareboolil
on aimult iks simmeetriatelg, mis valitud kanoonilise reepe-
ri korral on vdetud x-teljeks., Paraboolil on aimult iks tipp
(kovera loikepunkt simmeetriatejsga ) 0(0,0).

Poolintervallis 0g¢ X < +©< on y kasvav funktsi-

oon, kusjuures 1limy = +o©. Parabool y2 = 2px p >Q ei
X - +

oma x-telje negatiivsel osal ilhtegi, punkti. Parabool (F) on
stmmeetriline parabocliga y° = ~2px ja molemsid paraboole
voit epitada ihtse vorrandiga

y2 = 8x , a# 0. (10.2)

3. Parabool on kumer kover, sest ta asetseb  tervikuna

thel pool ige oma puutuje suhtes. Parabooli (P) puutuja vor-
rand parabooli punktis Xo(xo, yo) omab kujn

Jo¥ = P(x + x) . (10.3)

Parabooli puutuje parebooli punktis X, moodustab  vérdsed
hurgad parabooli teljega ja sirgega FX kus F on para-
booli fookus. Viimest omadust nlmetatakse sageli paraboodi
optiligeks omaduseka: kui valgusallies on parsbooli fooku-

T y3rrendid (10.1) jg (P) ou exvivelentsed, kuna vore
randiet (10.1) jdreldub vorrand (P) ia v11masestvbrrana(ﬂlil
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2055 giis paraboolilt peegeldunud kiired on kdik paralleel-~
ged parabooll teljega.

4, Sirget, millel asetsevad parabooli peralleelsete
xoolude keskpunktid, nimetatakse parabooll diameetriks ehk
tépsemalt kOneldes paralleelsete k36lude sihi kaasdiameet-
riks. K80lu sihti ja keamsdiameetri sihti nimetatakse kaag-

gintideks ebk konjugeeritud sihtideks antud parabooli suh~

tes8.
Parabooli kdik diameetrid moodustavad teljegs paral-

1eéisete sirgete ebskimbu.
Parabooli diameetri vorrandi voib iildjuhul esitada ku-
Jul |
my - pl=0, (10.4)

xus 8 = (1,m) on paralleelsete k351lude sibivektor ehk .
¥y = E 3 C (10.5)

kus k = % on paralleelsete kdolude tous.

Suhet o = % nimetatakse koonuseldike ekstsentrilisu-

seks, kui r on punkti kaugus fookusest ja d on  punktl
kaugus vastavast juhtsirgest. Parabooli kui koonuseloike
ekstsentrilisus e = 1 . |

Tasandi punkti M nimetatakse antud parabooli subtes
sisepunktiks, kui punkti M 1&biv suvaline sirge, mille
suund erineb parbooli telje'aihist, 1¢ikab parabooli ka-
hes erinevas punktis. - -

Ki_ma punkt P asetseb‘vél‘jaspoo_l parabooii\.',siis punk-—
t1i .Po golaariks_antud parabooli suhtes on antud punktist
paraboolile tOmmatud puutujate puutepunkte thhendav sirge
PlPa‘(vt. joon. 10.2).73unkti Po(xog 35) polsar midratak-
vorrandigsa

Y y=p(x+x) . (10.6)

Sirge PP, poolus on punkt P, . Xul poolus P, on para-
_boolll, siis on polaar parabooli puutuja selles punktis Py
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Kui punkt P0 on
parabocli sees, siis
vorrand (10.6) esitab’
punkti P0 polaari,
mis asetseb vdljaspool
parabooli,

Polaari on lihtne
konstrueerida kahe va-
balt voetud 1loikaja

&0

abil {ansloogiliselt
ringjoone juhuga, vt.
joon, 8,2).
Joon. 10.2.
10.1., Mddrata parabooli x2 = 4y fookuse koordinsadid,

10.2. Koostada parabooli kanooniline vSrrand, kui on
‘antud parabooli parameeter:

1) p=43; 2) p=3; 3) p=2F; p=32.

10.3. Koosteda parabooli y2 = 6x juhtsirge vorrand,

10,4. Leida fookuse koordinaadid ja juhisirge vdrrand
paraboolidel:

1) 32 = 5x ; 3) y=x ;

2) y% = -2x ; 4) x° = 3y .

10.5. Koostada parabooli vorrand, kui on antud fookuse
koordinaadid F(3,0) ja juhtsirge vorresnd x = -1 .

10.6. Koostada parabooli vorrand, kui parabooli tipp
asetseb reeperi alguspunktis, parabool on siimmeetriline X=-
telje suchtes ja

1) l&bib punkti A(9,6);

2) lébid punkti B(-1,3);

3) 1l&bib punkti C(2,-4);

4) 1#bid punkti D(-2,4);

5) fookuse jea tipu vaheline kaugus on 4 pikkusiihikut;

6) fookuse ja tipu waheline ksugus on 3 pikkusithikut;

7) fookus asetseb punkiis F(5,0).
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10.7. Koostada parabooli vorrand, kui parabool on sgiip-
meetriline y-tel}e suhtes, parabooli tipp aesetseb reeperi el-
guspunktis ja parabool
1) 1débib punkti A(1,1) ;

2) 1#bidb punkti B(4,-8) ;

3) ldbib punkti C(4,2) ;

4) liébib punkti D(-4,-2) ;

5) fookus asetseb punkiis F(0,3) ;
'6) fookus asetseb punktis F(0,2) .

10.8. MHérata parabooli y2 = 2pXx parameeter, teades,
et fookusest kuni punktini, kus x = 3 , tommatud fokaal~
raadius on 5.

Reeper on nihutatud

10.9. Koostada parabooli vorrand, kui on antud tema
fookus F(4,3) ja juhtsirge y + 1 =0,

10.10. Koostade parabooli vorrand, kui parabooli juht-
‘airge on voetud ordinaatteljeks ja fookus asetseb punktis F:
1) PR(5,0) ; 2) P®(3,0) .

10.11. Koostada parabooli vorrand, kui parabooli juht-
8irge on valitud abstsissteljeks ja fookus asetseb punktis

F(0,3) .

10,12. Parabool on slimmeet-
riline x-telje suhtes, 1l8ikad x~
teljest vdlje loigu a ja y~tel-
Jest 1loigud b (joon. 10.3). Koos-
tada parabooli vorrand.

10.13. Koostada parabooli
vorrand, teades, et tema tipp
asetseb punktis A(a,b) , para~
meeter on p , telg on paralleel-
ne x-teljega ja parabool ulatub
‘1opmatusse
1) x-telje positiivses suunas;

2) x~telje negatiivses suunas.
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10.14. Koostada parabooli vorrand, kui parabooli telg
on paralleelne y-teljega, telje suund iihtib y-telje suuna-
ga, tipp asetseb punktis A(a,b) ja parameeter on p . lLa-
hendade iilesanne ka erijuhul, kui 4(1,-2) ja p=3.

10.15. Parabool on sﬁmﬁéetriline y-telje suhtes;'lai-
kab abstasissteljest viilja loigud ¥a ja ordinasatteljest
loigu b ., Koostada parabooli vorrand.

10.16. Parabool on simmeetriline x-telje suhtes, tema
tipp asetseb punktis A(-5,0) ja parabool loikab ordinasie-
teljest vélja koolu pikkusega 1 = 12 . Koostada parabooli
vorrand), | :

10.17. Kooastada parabooli vorrarnd, teades, et tema
tipp on punktis C{=2,1) , siimneetriatelije suund iib%tib y-tel-
je negetiivase suunaga ning parameeter p on vordne ellipsi
3x2 + 4y2 ~ 48 = 0 juhtsirgete vahelise kaugusega.

. 10.18. Antud on parabooli tipp A(6,-3) ja juhtsirge
vorrand 3x - 5y + 1 = 0 . Leida selle parabooli fookus F.

10.19. Veenduda, et igaiikks jérgnevatest vorranditest
- miiirab parabooli ning leida tema tipu A koordinaadid, pa-
remeeter p ja juhtsirge vorrand:

1) y° = 4x - 8 ; 2) ¥°

3) x° = 6y + 2 ; 4) x°
10.20. Md#rata tipp, 4, loikepunkiid x-teljega ja baa-
rade suund Jjdrgmistel paraboolidel:

4 - 6% ;
2-yc

1) y = x2 - Tx + 10 ;
2) y=5+ 4x - x° :
3) y=2x°-3x-8;
4) ¥y = 3x2 + 5x + 4 ;

¥ = 5x = 3 - 2x2 .

5)

Kindlaid tingimusi rshuldavad punktid

10.27. Paraboolil y2 = 8z leida punkt, mille fokaal-
kaugus on 20.

10.22. Arvutada persbooli y° = 20x punkti M fokaal-
kaugus, kui punkti k ebstsissz on T.
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10.23. Paraboolil y2 4x leids punktid mille ab-
gtsiss ja ordinsat on vordsed.,

10.24. Parabooli y° = 4,5x punkti M(x,y) keugus
jubtsirgest on 4 = 9,125 . Arvutada punkti X k:éugus pa~
rabooll tlpust

' 0.22. Leida tunnua mille jérgi voib mé&rata punkti
la(xo’ yo) asendi parabooli y2 2px suhtes.

10.26. MHdrata punktide A(3,1), B(4 2), €(2,2) asend
parabooli x° = 8y suhtes.

10.27. Missuguse tarvilikm ja piisava tingimuse puhul
girge AX + By 4 C = 0
1) 13ikeb parabooli y° = 2px ?
2) ei 1lo0ika parabooli y2 = 2px?

. 10.28. leida parabooli y° = 18x je antud sirgete 1di-
kepunktid:

1) 6xX +y -6 =20 ;

2) 9x -2y +2=0;

3) 42 -y +5=0;

4) y -3 =

10.29. Ieida parabooli ja sirge loikepunktid:

)]

1) y° = 9x , ¥y =2x - 2 ;
-2) yz = 4x , 12y - 16x = 9 ;
: y° = -6x, y = =3x + 0,5 ;
4) x° =25y, y- x+4=0;
2) y2 = bx , 3x -2y +6 =0,
- . x2 2 "
0 10.3 . Masdrata hiiperbooli 5 - %— = =1 Jja parabooli
¥ = 3x loikepunktid, ) _

2 x2
10.31. ILeida parabooli y° = 12x ja ellipsi zp + 4p=

1 loikepunktid.

]

10.32. On antud parabool ja tema teljega ristuv sirge
1 . Leida paraboolil niisugune punkt P , et parabooli suva~
lipe punkti N kauguste ruutude vahe gellest punktist Ja
sirgest 1 ei soltuks punkti ¥ valikust.
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10,33. Ringjcone keskpunkt asetsed parabooli 32==4x-+2
fookuses ja ringjoon puutub parabooli juhtsirget. ILeida ring-
joone ja parabooli loikepunktid.

Parabooli joonestamine

10.34. Joonestada parabool, léhtudes tema definitsioo=-
nist,

10.35, On antud tdisnurkne kolmnurk ABC keatetitega

a ja b . Molemad kaatetid on jmgatud n vordseks osaks.

Jaotuspunktid kaatetitel on nummerdatud, kaatetil & alates

teravourge tipust ja kaatetil b alates t{disnurga tipust

(vt. joon., 10.4). Liébi kaateti a jaotuspunktide on iomma-

o tud kaatetige b paral-

4 _JJ} leelsed sirged; kaateti b

jaotuspunktid on iihende«

tud kaateti a sama mmb-

riga Jjeaotuspunktigea, Koos-

tada sama numbrit kandva-

te Jjaoctuspunktidega mésd-

ratud sirgete loikepunkti-
de hulga vorrand.

¢ )
12 3 4 56 F &

Joon, 10.4.

10,36, Milliseid kolmnurki peaks kasutama, et koosko-
las eelneva iilesandega konstrueerida parabooii y2= bx. Kui~-
das tdiendada konstruktsiooni, et saada punkte vdljaspool
kolmnurka.

13.37. Joonestada paraboolile y2 = 2px normaal Vil
jaspool koverat asuvast punktist M .

Parabooli puutuja

10.38. Ieida parabooli y2 = 10x puutujad, mis Jébi=-
vad antud parsbooli ja sirge 4x - y - 5 = 0 loikepunkte.

10.§2é Koostada antud pu?kti Mo(xo, yo) lédbivate pa-
rabooli y° = 2px puutujate vorrandid, kui 1) M, on para-
booli punkt; 2) Mo on parabooli suhtes viline punkt.

-
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10.40, Toestada, et parabooli y2 = 2px puutuja, mis

puutub parabooli punktis X (x,, ¥,) 1oikab abatsisstelge
punktig A(-x_, 0) ja ordinmattelge punktis B(O, %2 ) .

10.41. Toestada, et parabooli x2 = 2px puutuja pa-
rabooli punktis Xb moodustab vordsed nurgad parabooli tel~
jega ja sirgegs L%, kus F on parabooli fookus.

10.42. Sirge x+ 3y + 9 = 0 on parabooli y2= 4X pmi~
tuja. ILeids puutepunkt.

10.43. ILeids parabooli y2 = 2px parameeter, kui pa-
rabool puutub antud sirget
1) x=-3y+9=0; 2) x =2y +5=0,

10.44. Leida antud parabooli puutujad, mis l#bived
antud punkti P

1) ¥ =8x, PG5 -7) ; 4y ¥° =6x, B2, -2V7);
2) y;‘ = 36x , P2, 9) ; 5) y° =6x, P(5,5) .
3) y =6x, PO, 3); ’

10.45. Punktist P(-3, 12) on asetatud paraboolile
: y2 = 10x puutujad. Arvutada puutepunkte ilhendava koolu kaue

gus punktist P ,

10.,46. Leida parabooli y2 = 2px suvalist punkti
Xo{xys ¥,) 1lébiva normsali ja parabooli telje 1oikepunkt.

10.47. Ieida parabooli y2 = 9x puutujas ja normaali
vorrandid, kui puutuje 1ldbib punkti P,(~8,3) .

10.48, Ieida parabooli x2 = 6y puutuja ja normeali
vorrandid, kui puutuja 1&bib punkti P, = (5,~4) .

10.49. On antud parsabool y2 = 12x ., leida tema puu-
tujad, mis
1) 1ébivad punkti, mille abstsiss x = 3 ;
2) on paralleelsed sirgega 3x - ¥+ 5=0;
3) on risti sirgega 2x +y -~ 7 = O ;
4) moodustavad sirgega 4x - 2y + 9 = O nurga T .

10.50. Leida pasrabooli y2 = 12x sirgege 3x - 2y +

+ 30 = 0 paralleelne puutuje ning arvutade antud sirge Jje
leitud puutuje vaheline kaugus.
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10.51. Ileida parabooli y2 = 16x puutuja ja normasli
vorrandid, kui puutuja on risti sirgega x -y - 7 =0 .

10.52. ILeida parabooli ya 2x puutuja ja normaali
VOrr&ndld kui puutujae on paralleelne 8irgega 2X -y~ 2 =0,

10.53. Leida parabooli

2
1) ¥~ = 3x puutuja, mis on paralleelne vektoriga & _(1 «6);
2) y2 = 16X puutuja, mis on paralleelne 8irgege 2X -y +5=
.'.'.-.-O;

3) .y2 = 2x puutuja, mis on risti sirgega 2x + Y-1=0,

10,54, leida tingimus, mille korral sirge y = kx + b
puutub parabooli y2 = 2px .

10.55. Leida paraboolil y2 = 12x niisugune punkt, kus

puutuja moodustaks parabooli summeetriateljega nurga ‘%

10.56. Parabooll 3y = 8x puutuja tous on 1 3. Leida
puutepunkt, puutuja ja normasal.

10.57. ILeida parabooll y2 = 12x puutuja vorrand, kui
puutuja tousunurk on g

10.58., Ieida antud ellipsi je antud parabooli tihised

puutujad: ’
2 2
1) §~+§—=1, y2=4x;

2) %; + Eé =1, y2 = %9 X .
10.99. Kirjeldade antud sirge Ja parabooli vastastikust
agendit:
1) x - J+2=0, y2 = 8x ;
2) 8 + 3y -15 =0 s x2 = <3y ;
3) 5x -~y -f15 =0, ¥° =-5x,

10.60. Leida parabooli y2 = 64x: ja sirge 4x + 3y-+36=
= 0 wvaheline lithim kaugus. ' '

10.61. Toestame, et parabooli suvalise puutuja 19ik
puutepunktist kuni puutuja ja Juhtsirge.lo;kepunktlni on néhe-
tav fookusest tdisnurge all,

-
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10.62. Poestada, et juhtsirge punktist paraboolile tm-
patud puutujate vaheline murk on % ]

10.63. foestada, et parabooli y2 = 2px Tfookusest pua-
tujele téamatud ristsirge 13ikab puutujat y-teljel.

10.64. Leida punkti P_ = (1.1) polaar parabooli y° =
= 2x suhtes.

10,65. Ieida Birge 2x - y - 2 = 0 poolus parabooli
’2 = 9x. guhtes,

10.66. Toestada, et parabooli diemeetril asetsevate
punktiide polaarid on paralleelsed ja diemeetri poolus aset-
seb seega lopmatuses., |

10,67. 1leida sirgete, millel asetsevate parabooli koo~
lude otspunktidest voetud normaalid 1dikuvad paraboolil, poo-
luste hulk,

10,68. Toestada, et parabooli fookus ja juhtsirge msu-
valisest punktist paraboolile tommatud puutujate puutepunke
tid on kollineaarsed.

10.69. "Tdisnurk liigub nii, et teme Laatetid kogu 1lii-
kumise jooksul puutuvad parabooli. MhiHrata tHisnurga tipu
trajektoor.

10.70. Paraboolil y° = 12x on voetud 3 punkti 4, B,
C, mille ordinaadid on vastavalt y, = 6, Yo = 2, ¥y = -3.
Arvutada kolmmurga ABC ja antud punkte lHbivate puutujate
poolt moodustatud kolmnurga pindalade suhe.

10.71. Toestada, et parabooli suvaline puutuja 13ikeb
Juhtsirget ja teljega ristuvat fokeslkoolu punktides, mis on
vordsel kaugusel fookusest.

10.72. Toestada, et parabooli fookusest puutujale tom-
matud ristairgete ja puutujate 151kepunktide huik on  para~
booli tippu ldbiv parabooli puutuja.

10.73. Téestada, et paraboolid, mille fookused iihtivad,
teljed on samasihilised, kuid vastassuunalised, loikuvad ris-
ti.
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10.74. Ieida t#isnurga tippude geomeetriline koht, kui
selle kiiljed puutuvad vastavalt kahte konfokaalset paraboo-
1i. | '

Midrkus. Kahte parsbooli nimetatakse konfokaalseteks, kui
nende fookused iihtivad ja telged on samaaihilised, kuid vas-
tassuunalised.

Parabooli koolud ja diameetrid

10.75. leida 31rge, miilel asetseb parabooli y2 = 18x
ja ringjoone (x + 6) 2 = 100 iihine kool. :

10.76. Toestada, et parabooli koik diameetrid moodus-
tavad parabooli teljega paralleelsete sirgete ebakimbu.

10.77. Toestada, et parabooli ja diameetri 1dikepunk-
tist tommatud puutuja on paralleelne kooludega, mide diemee-
ter poolitab.

10,78, Toestada, et parabooli kdolu otspunktidest tom-
matud puutujad loikuvad koolu . poolitaval diesmeetril.

10.79. Parabooli y2 = 2px kool moodustab parabooli
teljega nurga 45°. Leida vaadeldud kodlu kassdiameeter.

A10.80, leida parabooli y2 = 8x diameetri vorrand, kui
diemeeter moodustab kooludegs, mida ta poolitab, nurga 450.

'10.81. Ieida 51rgega 4X - y -5=0 konjugeefitud;n»
rabooli x~ = 6y diameeter. ' '

10.82. Leida sirge, millel asetsev parabooli kool poo-
litub punktis

1) A(2’1) H 2) B(3'1) .

10.83. ILeida sirge, millel asetseva parabooli y2 = 6x
koolu keskpunkt on | | o
1) K(4,1) ; 2) IL(5,5) .

10.84. ILeida parabooli y2 = 8x koolu kandvs sirge
vorrand, kui kool 1ldbib punkti Po(5,2) Ja teda poolitab dia-
meeter .y = =3 .

10 10.85, Paralleelsete sirgete kimbu sirgetel asetsevaid
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perabooli ¥° = 3,5x kodle poolitab diemeeter y =2,5. Koos-
4¢ada sirgete kimbu vorrand,

10.86. Koostada parabooli ¥° = 3x ' dismeetri vorrand,

kui diemeeter poolitab 31rgel 3x -« Ty + 2 = 0 asetseva pa-
yabooli kodlu. ’

10.87. Leida parabooli .y2 = 2px joonestatud vordkiilg-
ge kolmnurga kiilje pikkus.

10,88. Parabooli y2 = 8% on joonestatud kolmnurk,

mille iiks tipp iihtib parabooli tipuga ja kolmnurga korgused
1oikuvad parabooli fookuses. Koostada kolmnurga kiilgede vor-
randid.

10,89, Ieida parabooli parameetrilised vorrandid, kui

muutuvaka parameetriks votta parabooli diameetri kaugus +t
z~teljest.

10.90. Koostada parabooli fookust ldbivate koohide kesk-
punktide hulga vorrand.

10.91, ILeida parabooli y2 = 2px ordinaatide keskpunk-
tide hulk.
10.92. Toestada, et parabooli suvalise fokaalkoalu ota—

punktidest parabooli teljele langetatud ristloikude plkkuste
korrutis on konstantne suurus,

10.93., Tdestada, et parebooli ja tema koolu vahelise
segmendl pindala on vordne koolu otspunktidest tommatud puu-
tujate ja selle koolu vahelise kolmnurga 3 pindalags.

Mitmesuguseid ulesandeld
10.94., Ieids punktlde hulk kus iga punkti kauguste sume
ma voi vahe antud punktist ja aentud sirgest on kindel suurus.

10,95. Silla kaarel on parabooli kuju. Mi#érata paraboo-
1i parameeter, kui silla kaare alus on 24 m ja kdrgus 6 m.

16;26. Autolambi paraboolse peegli diameeter on 20 cm
Ja sligavus 15 cm. Leida peegli lab1101kes saadava parabeoli
vorrand.
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10,97. Parabooli punkti M fokaalraadius on T « Avale~
dada parabooli punktia XM _voetud normealil asetseva  paré-
booli koolu pikkua parannetri p Je fokaalraadiuse r kau-
du.

10.98. Kivi visatakse horisontaaltasandi suhties terav-
murga all. Kivi trajektoor om parabool. Kivi kukub 16 m kau-
gusele laéhtepunktist je kivi lemnnw meksimaalne kargun on
12 cm. Miirata parabooli trajekicori perameeier.

10.93. purskkaevust vdljuval veejoal on parsbooli k-
ju, mille parameeter P = 0,1 m. Midérata veejoa xorgus, kui
tg langeb basseini 2 m kgugusel lhhtepunktlst

10,100. Taismurga tipp intib paraboclli tipuga. TE18-
nurk poorleb ilimber oma tipm parabooli tasandil. Toestada, et
pellise pGorlemise korral girge, mis {hendab parabooll ja
tdisnurge haarade 1ldikepunkte, povrleb samuti imber pareboo-
1i teljel asuva punkti,

10.101. Leida ringjioonte keskpunktide hulk, kui ring~
jooned l&bivad antud punkti je puutuvad antud sirget.

10.102. Ieida ringjoonte keskpunktide hulk, kui ring-
jooned puutuvad ordinaattelge ja ringjoont x2 + y2 =1 .

10.103. Parabooli y2 = 12 fookusest on suunatud val-
guskiir, mis moodustab parabooli teljega nurge £ (K - terave
nurk). Joudnud pareboolini, kiir peegeldub sellelt., ILeida
sirge vorrand, kus asub peegeldunud xiir.

10.104., Rippsilla tross on paraboolikujuline. Kirjuta-
da tema vorrand joonisel 10.5 niidatud telgede suhties, kui
OA = a ja kaaTe

pikkus B0 = 2b. B A f,_ L c
INNg 3 B
|| T
2 &> 5 &

Joon. 10.5.
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10.105. Terastross on riputatud kahest otsest sema kor-
gnsega sammaste kiilge, mille kaugus teineteisest on 20 m, (vt.
joon. 10.5). Samba alusest 2 m kaugusel, mootes mddda  hori-
gontsali, on trossi ldbipaine 14,4 c¢m. MHérats trossi maksi-
msalne l#bipaine, arvestades, et tross on ligikaudu parabooli
kaare kujuline,

10.106. Toestada, et parabooli diameetriga paralleelse-
te valguskiirte kimbu kiired peale peegeldumisi paraboolilt
xoonduvad parabooli fookusesse. |

10.107. Prozektori peegelpind on moodustatud parabooli
- pborlemisega imber tema simmeetriatelje. Peegli diameeter on
80 cm ja tema siigavus on 10 cm. Kui kaugele parabooli tipust
tuleb asetada valgusallikas, et paraboolilt peegeldunud kii-
red moodusgtaksid parelleelsete kiirte kimbu.

§ 2. Koonuseloike polaarvorrand

Ellipsi, hiiperbooli ja parabooli veorrandid omavad po-
laarkoordinaatides iihesugust kuju

P = Tetesy - (10.7)

mids nimetatsakse koonuseldike polaarvorrandiks. Siin p ja P

on kovera suvalise punkti X polaarkoordinaasdid, p -~ kovers
fokaalparameeter, mis on vordne poolega kovera fokmallaiusest
{s. t. teljega ristuva fokamlkoolu pikkus on 2p) ehk

Iis g om fookuse kaugus vastavast juhisirgest ja e on koo=
nuselcike ekstsentrilisus

e =%,
" kus r on punkti kaugus vastavast juhtsirgest.

Polaarreeper on valitud nii, et pocluseks or voetud iiks
fookustest: ellipsi korral vasakpoolne {vt. joom. 10.6), hii-
perbooli korral parempoolne (vi, joon. 10.7). Polaarteljeks
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on voetud vaadeldud koonuseloike fokamsltelg. Valime polaar—
telje positiivseks suunaks suuna juhtsirge poolt vastava foo-

Joon., 10.6,.

kuse poole (vt, joon.10.8). Kui

koonuseloike fokaalvorrandis |

(10.7) e = 0, . siis saadud I

vorrand midrad ringjoone kesk- l
]

punktiga F ja raadiusega § . T
Ringjoon on seejuures vaadel- j'

dav ellipsi piirjuhuns, kui -

ellipsi fookused iihtivad el- Joon. 10.8.

lipsi keskpunktiga.

10.108. Koostada ellipsi polaarvorrand, vottes fokaal-
telje polaarteljeks ja paigutades pooluse ellipsi
1) vasakusse fookusesse;

2) paremasse fookusesse, ) )

10.109. Koostada ellipsi 52 + fg =1 polaarvorrand,
a

kui ellipsi keskpunkt asetseb pooluses ja ellipsi fokaaltelg
iihtid polaarteljega (polaartelje suund ellipsi keskpunktist
parema fookuse paole).

10.110. Koostada ringjodne vorrand polaarreeperi suh~
tes, kui ringjoone raadius on a ja keskpunki asetseb

1) pooluses; |

2) punktis A(a,0) ;

3) punktis B(S’o,po) . 2

10.111. On antud ellipsi vorrand EB %E » KooS-
tada tema polaarvorrand, kui polaartelje suund ifhtib absteiss-

- T0 =



telje suunaga ning poolus asub
1) ellipsi vasakus fookuses:
2) paremas fookuses. " o
‘ 2
10,112, Ieida ellipsi %— + %— = 1 polaarvorrand.

10.113. Ileida ellipsi p= »—2kor poolteljed ja £oo-

kuste vaheline kaugus,

10.114. Veenduda, et vorrand .P = 14003 médireb el
lipsi ja leida tema poolteljed, ?

12
3 - VZosy

10.115. Ellipsil $=
del pelaarraadius on 6,

leida punktid, mille-

10.116. HMillise nurga moodustab fokaalteljega ellipsi
2 _ 288
P 16 - 7coszp

kool, mille pikkus on 10 thikut,

10.117. Koostada hiiperbooli polaarvorrand, vottes  po=-
laarteljeks hiiperbooli foksaltelje ja paigutades pooluse hii~
peébooli parempoolgesse fookusesse (polaartelg suunats parem-
poolsest fookusest vastava juhtsirge poole).

_ 10.118. Koostada ellipsi ja hiiperbooli polaartippvorran~
did. | |

Markus. Koonuseloike polaartippvorrandiks nimetatakse
koonuseldike polaarvorrandit juhul, kui poolus asetseb koo-
nuseloike tipus.

10.119. Leida hiiperbooli polaarvorramd, kui  pooluseks
votta iiks fookustest Jja polaartelg suunata fookusest  hiiper-
booli keskpunkti poole,

X2

_ 2
10.120. Koostada hiiperbooli - %2 = 1 polaarvarrand,

a
kui ta keskpunkt ithtib poolusega ja reaaltelg' - polaartelje=
ga, valides podaartelje suunaks suuna hiiperbooli keskpunktist
parempoolse fookuse peoole (vt, joon. 10.9). '
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" x Joon. 10.9.

2 2 |
10.121. Koostada hilperbooli %’E - %= = 1 polaarvir-

rend.
10.122. Koostada antud ellipsite ja hiiperboolide tipp-

vorrandid:
12 2
1) '2-5+¥-6=1 :
2 2
SN
2 2
3) 6_4'%-:10

10.123. Koostada hiiperbooli kangoniline vorrand, kui
on antud f{ema polaarvorrand p = 1":—5355?‘
10.124. Koostada hiiperbooli _P 2

asimptoo-

H

tide ja juhtsirgete vorrandid. T - VZeory

10,125, Koostada paraboeli polaarvorrand, vottes poo-
lugeks parabooli fookuse, polaarteijeks parabooli telje ning
valides polaartelje suunaks suuna

1) juhtsirge poolt fookuse poole;

2) fookuse poolt tipu poocle.

10.126. Koostada parebooli polaarvorrand, vottes  hii-
perbooli fokaaltelje polaarteljeks ja paigutades pooluse hii~
perbocli tippu.

10,127. Ieide parabooli polaarvorrand, kui  pooluseks
votta juhteirge ja simmeetriatelje ldikepunkt ning polaar-
telg suunata sellest punkiist parabooli tipu poole.

- 72 -



> . _ 6 .
10.128, Koostada forrandxga P = 1'3'3337F' midratud
parabooli kancomniline vorrand.

10,129, Paraboolil P = 2225 1eida punkt, mille

fokaalraadius on v3rdne selle punkti kaugusega Juhtsirgest.

10,130, Leida jirgmiste k3verate kanoonilised v8rran-
did kanoonilise ortonormeeritud reeperi suhtes:

: 25 1
1 = ; 2) = :
» 8 13 = 12cos8 Y ¥ 3 - 3cosy
2 4
= H 4 =
5 4 ~ 5comy ) 8 Y5 - cosy

11. peeaetikk

PEIST JAREKEU JOOEE
ULDINE TEOORTIA

§ 1. Teist jlirku joone keskpunkt. Teist jérku joone
vorrandi lihtsustamine reeperiluxvs teel

Teist jédrku joone (koonuseloike) iildvorrand iildise afiine
se reeperi suhtes omad kuju

a11x? + 28,5y + 322y2 + 2a13x + 2&23y + 833 =0 (11.1)
ehk lithidalt

Mx,y) = 0 . (11.1)

Kuns vorrandi poolt méiratud kover ei muutu, kui vor-
randit korrutade mistshes nullist erineva arvuga ja 8k By
i,k = 1,2,3, siis vorrand (11.1) sisaldab 5 sdltumatut kore
dajat Biy o Teist jérku joon mé&ratekse viie tingimusega
(nditeks viie koveral asetseva erineva punkti abil),
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Vorrandi (11.1) kordajatest moodustatud simmeetriline

maatriks omab kuju _

811 892 B3

F = llaqp 8pp 8331 -

813 823 833

Meatriksit F nimetatakse vorrendiga (11.1) médratud
teist jérku kdvers maatriksiks antud reeperi korral.

Determinanti

811 812 %13
A = laj; 8y 8y,
213 %23 933
nimetatakse teist jHrku joone diskriminandiks ehk teist jir-

ku joone determinandiks.
Determinanti

§ . 1 812
812 822

nimetatakse ruutliikmete diskriminandiks ehk ruutliikmete de-

terminandiks.

Kendes reeperi alguspunkti reeperi liikkke (roopliikke)
teel punkti 0!(x1, y1) reeperi telgede suundi muutmata,
s. t. teostades teisenduse x =x' +Xx,, ¥ = y' + Yq» tei-
seneb teist jdrku joone vorrand (11.1) jérgmiseks:

a1ix'2 + 2a121'y' + a22y'2 + 2Fx!x',+ EFF,y' + 2F' = 0 ,

(11.2)
kus
2P = x2 2 x 2+2 X, + 28 + &8
=841%q F 280X Y+ BopY g + cBy3Ry 23Y1% 833,
2Fx1 = 2(&11x1 + 8,57, + a13)’ (11.3)
2Fy = 2laggXy + 8oy ¥ 853},

v . - 2
s. t. vorrandi (11.1) ruutliikmete osa (a,,X" + 2a12xy+a2?f5
kordajad ei mutu, lineamsrsete liikmete kordajaieks on vor-
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randi (11.1) parema poole osatuletised vastava muutuja jér-
gi, kus suvalise punkti koordinaadid on asendatud reeperi
‘une alguspunkti koordinsatidega; vorrandi (11.2) vabaliige
on vordne vorrandi (11.1) vasaku poolega, kus suvalise punk-
" 4i koordinaadid on asendatud reeperi uue alguspunkti koor=-
dinaatidega.

Kui teist jdrku joomnel (11.1) eksisteeribdb simmeetria
keskpunkt - joone tsenter - ja reeperi alguspunkt on vii-
dud kovera tsentrisse ¥ (x,, ¥y,), siis teisendatud vor-
rand ei voi sisaldada linesarseid liikmeid ja omab kuju

a11x'2 + 2a1zx'y' + azay'z +2F, = 0. (11.4)

Kuna keskpunkti koordinaadid muudavad nﬁlliks avaldised 2F

_ ' . 0

ja 2Fy s 8iis keskpunkti koordinaadid rahuldavad vorrandi-
o
slisteemi

,fa11xo + 810V, t 843 =0,
;a12x0 + Boo¥, + a23 2 0 .

Méirkasime, et teist jarku joone keskpunkti miirave siisteemi
kordajateks on joone mastriksi kahe esimese rea elemendid. La~-
hendades siisteemi (11.5), saadakae

(11.5)

x = 812823 = 892843 4 842 843
o~ - i
891822 = &892 8 85 854 (11.6)
213812 * 891893 i 813 844
y°=—— ? =(S »
811822 = &892 82 892

dso0.

Teist jarku joont nimetatakse tmsentraalseks jooneks, kni
tal on iiheselt mddratud keskpunkt. Seega joon on tsentrasalne
joon, kui vorrandisiisteem (11.5) omsb iihese lahendi, s. t.

d #0.

Teigt jdrku joont, mille korral ei eksisteeri uheseli
madratud keskpunkti, nimetatakse mittetsentraalseks jooneks,
Mittetsentraalse joone korral
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S =o0.

Mittetsentraalseid teist jérku jooni on kahte tiiiipi:
a) d =0 ja siisteem (11.5) pole kooskolas, Sel kor-
ral joonel ei eksisteeri keskpunkti ja kover on parabool.
b) d=o0 ja stisteem (11.5) on kooskolas:
211 _ 212 _ 843
812 8z 833 °

Sel korral siisteemi vorrandid on lineaarselt sdltuvad Jje
joonel on lopmata palju keskpunkie, mis asuved ilhel sirgel.
Keskpunktideat koosnevat sirget

844X + 8,57 + 843 = c,

nimetatakse joone kesksirgeks, sest iga antud sirge punkt on
antud joone simmeetriakeskpunktiks, Vaadeldud teist jérku
joon on kollineaarsete sirgete paar.

Kui reeperi alguspunkt asetgedb teist jdrkm tsentraalse
joone keskpunktis, siis A

Fo = F

o
ja joone vorrand (11.1) omab kuju

a x'2 + 28 'y' + 8 12 + JQL = Q (11.8)
11 1255 22Y g "¢ .

kus ruutliikmete osa vordub ldhtevorrandi (11.1) ruutliikme-
te osaga ja ka vabaliilkme voib otseselt arvutada  léhtevor-
randist diskriminantide kaudu.

Peist jirku jooned e. koonuseloiked jagatakse kahte riih-

I. Teist jérku koverad (e, kidumata teist jirku jooned):
ellips, hiiperbool ja parabool. ' '
II. Sirgete paarid (e. kidummd teist jérku jooned):
a) ldikuvate sirgete paar (resalsed voi imaginaarsed);
b) kollineaarsete sirgete paar (parslleelsed voi iih-
tivad).

11.1. Leids kovers

2+ xy + 2y2 - 7x - 12y + 10 =0

ja reeperi telgege lalkepunktid.

-— 1D -



11.2. leida kovera
12 - 2Xy - 3y2 -4x -6y +3=20

10ikepunktid sirgetega:
1) 5x-3y-5=0
2) X+ 2y + 2 =0 ;
3) x+4y-1=0
4) x-3y=0.

11.3. Millise nurga moodustavad abstasissteljega sire-
ged, mis loikavad koverat

12 - 2Xy + y2 -4x -6y +3=20

aimiit iihes punktis?
11.4. Millisel parameeter A vilrtusel loikad kover

12 + 2Axy - y2 +5x - 9 =0

-

sirget 2x - 3y + 7 = 0 aimalt ithes punktis?

11.5. Milline on teist jéirku joome vorrand, kui teda
loikavad ilhes punktis

1) sirged, mis on paralleelsed x-teljega;

2) sirged, mis on paralleelsed y~teljega;

3) girged, mis on paralleelsed iihe reeperi teljega?

11.6. ILeida sirged, mis ldbivad reeperi alguspunkti ja
loikavad koverat

6x - Xy = Y° + 5% = 3y + 2 = O
ainult ilhes punktis.

11.7. Leidas sirged, mic l#%ivad punkti A(2,0) ja 15i~
kavad koverat

2

xT - Txy + 2y2 + 6x - 4y -5 =0

ainult ithes punktis. Ieida nende sirgete vasheline murk.

11.8. Leida viit antud punkii ldbiva teist jarku kove-
ra vorrand

1) 0(0,0), A(Q,1), B(1,0), C{2,~5), D(-5,2) ;

2} 0(0,0), K{0,2), L{~1,0}, M(=2,1), H(=1,3) ;

3) 0(0,¢), P(0O,3), @6,0), R(2,2), 5(-2,1).
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- 11.9. leida punkte (0, 0), (0, 3), (6, 0), (2, 2) ja
(4, 1) 1l&biva teist jirku joone vOrrand,

11.70. ZLeida teist jirku kovera vorrand, kui kover 1i.
bid punkte Py = (o, 0), P, = (0, 1) ja P3 = (1, 0) ning
kui keskpunktiks on K = (2, 3).

11.11. On antud neli punkti (0, 15), (3, 0), (5, 0) =
(2, 3). Leida antud punkte libiv paraboolset tiitipi kdver.

11.12. PTeist jarku joonm lébib punkte (0, 0), (0, 2),
(2, 4) ning 1oikab sirgeid 3x - 2y + 1 =0 ja2x+y-5 =0
" ihes punktis. Koostada selle kdvera vorrand.,

11.13. Koostada teist jiérku kovera vorrand, kui kdver
lébid punkti A(2,~1), B(~2,2) ja 13ikeb reeperi telgi ainult
reeperi alguspunktis,

11.14. Milliseks teiseneb antud teist jérku kovera vor-
rand, kui reeperi alguspunkt kanda punkti :

1) x2 - 4xy + 3y2 -2x+ 1 =0, o' (1,0) ;
2) Xy =-6X +2§y«3=0 ’ 0 (2,6) ;
. 3)--:2 +6xX -~ 8y +1=0 ’ 0r (=3,-1) .

115, Kontrollida, kas antud koverad on ‘tsentraalged
koverad ja leida iga kSvera keskpunkt :

1) 3:2 + 5xy + yz ~-8x-1y-7=0;

2) s5x° 4 4xy + 2y° + 20x + 20y - 18 = 0 ;

3) 9% - 4xy - 792 - 12 20 ;

4) 212 - bxy + 5y2 + 22x - 36y + 11 =0 .

11.16. Kontrollida, kes jérgmised vSrrandid on tsent-
raalsete teist jiérku kiéverate vorrandid, Milliseks teisene~
vad antud koverate vorrandid, kui reeperi alguspunkt kands
kovera keskpunkti:

1) 2x° «~ 6xy + 5y2 -2x + 2y -« 10

2) 3x* - éxy + 2y2 “4x + 2y + 1 =0 ;

3) 6x° 4+ 4xy + y° + 4x - 2y + 2 = 0 ;

4) 4x° 4+ 6xy +3° ~ 10x- 10 =0 ;

4) 4x° + 2xy + 632 + 6x - 10y + 9

11.17. ILeida antud teist jérku koverate keskpunktid:

]
]

+ +
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1) 5x° - 3xy + y2 +4=0;
2) 3x° - 2xy + 4 = 0 ;

3) Txy=-3=20;

4) 9x° - 12xy + 452 -1 =0.

11,18, Leida antud teist jarku koverate keskpunktid:
#1) x° - 2xy +2y° - 4x - 65 +3 =0 ;
$2) 3x° - 2xy + 3y2 +4x + 4y - 4 = 0 ;
t3) 2x°% - 3xy - yz +3x + 2y =0 ;

4) z° ~2xy + ¥ - 4x -6y +3 =0 ;

5) X° 4+ 2Xy + y> +2x + 2y - 4 = 0 ;

6) 2x° - 4xy + 5y2 -8 +6 =03

7) x2 - 2x37 + 3y2 -~ 4x - 6y + 3 =0 ;

8) x° 4+ bxy - 9" + 4x + 12y - 5 = 0 ;

9) 9x° - 6Xy + ¥  +2x = T =0 ;

10) x2 - 4Xy + 4" + 10x - 20y + 25 = O ;
1) 512 + 8xy + 5y2 - 18x - 18y + 11 = 0 ;
12) 2xy - 4x + 2y + 11 = O ; '

13) 4x2 + 4xy + y2 - 10x - 55 + 6 = 0 ;
14) x° - 2xy + y2 ~3x4+2y-11=0.

[AV I \V IS

11.19. Selgitada, millised antud teist jarku joontest
on tsentraalsed jooned (s. t. omavad iiheselt midiratud kesk-
punkti), millised‘joontest ei oma keskpunkti ja millised
joontest omaved lopmatu palju keskpunkte: '

1) 3x° - 4xy - 2y° + 3x = 12y =T = 0 ;
2) . 4x2 + 5xy + 3y2 -X+ 9 - 12 =0 ;

3) 412 - 4xy + y2 ~6x +8y +13 =0 ;

4) 4x° - 4xy + 32 - 12x + 6y = 11 = 0 ;
5) x° - 2xy + 4y2 +5x - Ty + 12 = 0 ;
6) x° - 2xy + y2 - 6x +6y-3=0;
7) 4x° - 20xy + 255° - 14X 4+ 2y - 15 = 0 ;
8) 4x2 - 6xy - 9y2 +3x~-Ty+12=0.

11.20. Kontrollida, kas koik antud teist jérku jooned
omavad lopmata palju keskpunkte. Koostade keskpunktide hul-
ga vorrand:

1) x2 - bXy + 9y2 - 12x + 36y + 20 = 0 ;
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2) 4:2+4xy+y2-8x-4y-21=0;
3) 25x° - 10xy +y° + 40x - 8y + T =0 .

1.21. Milliste a je b vHirtuste korral vérrand

1) x° + 6xy + ay2 +3x +by=-4=0;

2) ax2 + 12xy + 9y2 +4x + by - 13 =0
milreb

a) tsentraalse teist jérku joone;

b) tsentrita teist jédrku joone (parabooli);

¢) lopmata palju keskpunkte omava teist jérku joone (kalw
lineaarsete sirgete paari).

b

11.22. Kasutades reeperi nihet, lihtsustada antud ko-

verate vorrandeid:
¢ 1) 72° + 4xy + 432 - 40x - 325y + 5 = 0 ;

2) x° - 2xy 42X 4 2y + 1 =0 ;

3) 6x2 - 4xy + 9y2 -4x - 32y -6 =0 .

11.23. Leida koigi teist jérku joonte, mille keskpunkt
on (x_, ¥,), iildvorrand.

11.24. Teist jirku kover ldbib reeperi alguspunkti ning
punkte A(0, 1) ja B{1, 0) . Kovera keskpunkt on C(2, 3).
Leide selle kovers vorrand.

11,25, Teist jiérku kovera keskpunkt asetseb punktis
(0,-1), kover ldbib punkti (3, 0) ning loikeb sirgeid

2x - 3y +1 =20 ja X+y-5=0
ainult iihes punktis. Ieida selle kovera vorrand.

11.26. Koostada antud kolmnurga iimber joonestatud vord-
haarsete hiiperboolide keskpunktide hulge vorrand.

11.27. Koostada hiiperboolide keskpunktide hulga vor-
rand, kui hiiperboolid l#bivad kaht fikseeritud punkti ja neil

on semad astmptoodid.
11.28. Koostada teist jdrku joone
12 + 2Xy = y2 - 28X + 4ay + 1 =0

keskpunktide hulge vorrand, kui a on muutuv parameeter.
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11,29, Leida koigi tsentraalsete teist jarku joonte
keskpunktide hulge vorrand, kui need koverad ldbivad nelja
punkti (0, 0), (2, 0), (0, 1), (1, 2).

11,30, On antud kover
5x2 + 12xy - 22x - 12j - 19 =0,

Jeida selle kovera tippvorrand.

Mirkus, Kovera kanoonilist reeperit nimetatakse tipp-
kanooniliseks reeperiks, kui kovera telgedest Uks on voetud
abetsigsteljeks, reeperi alguspunkt asetseb ithes abstsiss-
teljel asetsevas tipus ning ordinaatteljeks on voetud +ip-
pu ldbiv kovera puutuja. Teist jérku kovera vorrandit tipp-
kenoonilise reeperi suhtes nimetetakse kovera tippvorran-
diks.

11.31. Leida antud teist jérku koverate tippvorrandid:
1) 22Xy + 3x -~y - 2 =0 ;
2) X2+2}"2-16=0;

2 2

3) ig - fg =1 .

11¢32. Koostade ellipsi vorrand, kui x-teljeks valida
ellipsi fokaeltelg ja reeperi alguspunkt asetseb ellipsi pa-
rempoolses fokaaltipus.

11.33. Koostada ellipsi vorrand, kui abstsissteljeks
valida ellipsi fokaaltelg ja reeperi alguspunkt asetseb el-
lipsi vasaku juhtsirge ja fokaaltelje ldikepunktis. (Abstsiss-
telje positiivseks suunsks valida suund vasakust juhteirgest
vagtava fookuse poole.)

§ 2. Teist jirku kovera puutuja
Teist jirku kover

2 , 2 =
814X + 28,5XY + 8,57 + 2a13x -+ 2a23y + 854 = 0] (11.9,

éa sirge
Ax + By + C =0
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ildigelt koneldes omavad Jaks loikepunkti, mis voivad olla
reaalsed, imeginaarsed voi thtivad. Kui teist jérku kovera
ja sirge loikepunktid iihtived, siis sirget nimetatakse ko~
vera puutujaks antud punktis ja ihtiveid ldikepunkte nime-
tatakse puutepumktiks, Teist jérku kovera (11.9) puutuje
kovera punktis M (x,, y,) midratakse vorrendiga

(anxo + 8,57, + 313)x + (a12x + 855¥, + a13)y +
849X, + 8p3Y, + 833 = 0, (11.10)

mille me saame antud teist jirku kovera vorrandist (11.9)
kergesti pooliti asendusvotte abil, Pooliti asendusvotte
korrel tuleb asendada pooled tundmatud kovera vorrandis puu-

tepunkti koordinaatidega, s. t. teostada asendused xgapx.x

xzay.yo; Xy ® XY + Xy, ; 2X-3 X+ X

o’

o3 BCY-MY + Y, .

11.34. Koostada antud koonuseloigete
1) 2x2 + azyz ab = 0 ;

2) bz 2 _ 32y2 - ab = 0 %

3) -2px=0;

4) xy =

puutujate varrandid.

11.35. Ieida kovera

x2 - 2y2 - 5X + 4y + 6 =

puutujad selle kovera ja reeperi telgede loikepunktides.
11.36. Leida kovera

x2 - 2y2 -~ 5x + 4y + 6 =

puutujad, mis lébivad xovera ja abstsisstelje ldikepunkte.

11.37. Millist tingimust peavad rahuldama teist jédrku
kovera vorrandi kordajad, et kover puutuks

1) x-telge;

2) y-telge;

3) x- ja y-telge.

11.38. On antud teist jdrku kover

4x° - 4xy + yE + 6X + 1 =20.
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Kontrolllda, millise kordaja 'k védértuse korral sirge y = kx
1) loikad antud koverat ilhes punktis;
2) puutub antud koverat ;
3) 10ikab antud koverat kahes erinevas punktis,
4) ei loika antud koverat.

11.39. Uurida antud koverate asendit reeperi  telgede.
suhtes

1) x° + 4Xy = 4x - y + 4 = 0 ;

2) x2 - 4x -~y +3 =0 ;

3) z° + bxy + 9y2 - 18y = 0.

11.40. Leids kovera

| 3x2 + 2Xy + 232 +3x -4y =0
puutujad kovera punktides, mille abstsiss on -2.

11,41. Koostads kovers

222 4+ y2 - 4xy - 2x + 6y - 3 =

puutuja vorrand, kui puutuja lébib pumkti P(3, 4).

11.42. Koostada antud punkti l&bivate kSverate puutu-
jate vorrandid:

1) o{o, 0) , 3x2 + Txy + 5y2 +4x + 55y +1=0;

2) A(3, 4) , 2x? . 4xy + y2 - 2x 4+ 6y -3 =

11.43. ILeida kovera
x° + Xy + y2 +2x +3y~-3=
puutujate hulgest abstsissteljega paralleelsed puutujad.

11+44. On antud teist jérku joon

4x° + 4xy + y2 -6x + 4y + 2 =
Ieids selle joone puutujad, mis on paralleelsed y-teljega.
11.45. Leida kovera
2.+ xy + y2 +2x + 3y ~ 3 =

puutujad, mis on paralleelsed sirgega 3x + 3y = 5 = Q.
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11,46, leide antud teist jérku joonte

1) 3x2 + 2y + 2y2 + 3x = 4y = O ;
2) 2x2 - Xy - y2 - 15x -~ 3y + 18 = 0

puntujad, mia lébivad punkti A(-2,1) , ning selgitadea, miks
me kummelgi juhul voime sasda ainult iihe puutuja.

11.47. Koostada teist jérku kovera vorrand, kui kovera
keskpuﬁkt asetseb reeperi alguspunktis, kover lidbib punkti
M(6, ~2) ja puutub sirget x -~ 2 = 0 punktis N(2, 0) .

11.48. Punkt ©P(1, -2) on teist jédrku kovera kesk-
punkt, kover l#bib punkti Q(0, -3) ja puutudb x-telge ree-
peri alguspunktis. Koostada kovera vorrand.

11.49. ILeida reeperi alguspunkti lébivat, sirget
O

i

4 + 3y + 2
punktis (1, =2) ja sirget
X=-y=1=20
punktis (0,~1) puutuva teist jdrku joone vorrand.

11.50. Koostade teist jérku koverate, mis puutuvad ab-
stsisstelge punktis (2, 0) ning ordinsattelge punktis (0, 1),
keskpunktide hulga vorrand.

§ 3. Teist jHrku joone diameetrid, peateljed
ja asimptoodid

Olgu teist jérku joon m#dratud {ildvorrandigs (11.1). Kui
teist jirku joone paralleelsete koolude tous om k, siies koo-
lude poolt mé#dratud diameetri (s. t. sirge, millel ssetsevad
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koolude keskpunktid) miidradb vorrand
(311x + 8,57 + 313) + k(a12x + 85,7 + a23) = 0 (11.11)
ehk

F_ o+ kFy =0, (11.111)

Tsentraalse teist jidrku joone koik diameetrid  lébivad
kovera tsentrit. Parabooli diameetrid on paralleelsed para-
booli teljega.

Teigt jirku kovera kodlude sihti ja koolude poolt mié~
retud diameetri sihti nimetatakse Xxaas~ ehk konjugeeritud
gihtideks antud teist jarku koveras suhtes. Keassihtide tou-
sud rahuldavad tingimust -

ayq + a12(k + k') + azzkk' =0 . (11.12)

Enese kaassihte nimetatakse asimptoctilisteks sihtideks, Eass-

8ihilisi diameetreid nimetatakse kaasdiameetriteks. Ristuvaid
kaggdiameetreid nimetatakse peadiameetriteks.

Ristreeperi korral teist jérku kovera peasihid médratak-
se vorrandist

P
311k + (311 - 322)k - 8,5, =0 (11.13)
ehk
2&12
tan 2 @ = ——— (11.14)
1 811 7 82

kus ¥ on x-telje ja ithe peasihi vaheline nurk.
Kaldreeperi korral teist jarku kovera peasihid mi#dratak-
se vorrandist

2
(a12 - 32200803)k + (311 - a22)k - (312 - a11cos¢0) = 0 .
(11.15)

Ige teist jdrku kover omab kaks ristuvat peasihti. Eran-
di moodustadb ainult ringjoon, mille korral peasihid on médra-
mata.

Parazbooli koigi diemeetrite tous masdratakse seosest

a,
; LR - (11.16)
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enk



ol
K =« =, (11.17)
o 2 _x P 2
8 8y =, 8 =P, ay =p ",
Parabooli peatelg m#idratakse vorrandist

Pr -
P +IF =0, (11.18)

Parabooli teime peasiht om risti peadiameetriga, teist
peatelge paraboolil ei ole,

Kui reeperi teljed on kaassihilised, siis teist jidrku
kovera vorrandis ei eksigteeri tundmatute korrutisega liiget
{(s. t. 845, = 0 ). Liseks kaob parabooli korral ke iks tund-
matu  ruuduga liige (s. t. a,, = 0 v3i 8,5, = 0) .

Kui teist jérku tsentraalse kovera korral reeperi tel-
~gedeks on peateljed, siis kovera vorrand omab kuju

a11x2+a22y2+§= Q. (11.19)

Teist jérku joone vorrandi leidmist, kus reeperi telge-
deks on peateljed, nimetatakse kovera vorrandi taandamiseks
peatelgedele, '

Parabooli lihtsama vorrandi saame, kui paigutame reepe-
ri.alguspunkti parabooli tippu, s. t. telje ja barebocli 13i-
kepunkti (a}j = 0), votame parsbooli telje abstsisstel jeks
(aéB =0 aj, =0 ja al, = 0) Jja ordinaatteljeks paraboo-
1i puutuje parabooli tipus. Saame

aézyz + 28,53 =0, (11.20)

Kui tsentraalse kovera korral fokaaltelg valida abstsiss-
teljeka ja ordinaatteljeks kovera puutuja tipus, siis kovers
nn. tippvérrand omab kuju

2 2
aj X + al ¥y + 2a§31 =0, (11.21)

Teist jédrku joone asimptootiliste sihtide (enese kasg-
gihtide) +tOusud mHHratakse seogest

ag, + 2&12k + a22k2'= 0 . (11.22)

Teist jérku koveras asimptoote vdib veadelda kui asgiimp-
tootilise sihiga diameetreid., Asimptoodid voivad eksisteeri-
de aimult tsentramlsete joonte korral. Hiiperboolil on  kaks
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reaalset asimptooti, ellipsil kaks imaginaarset asimptooti,
loikuvad sirged osutuvad ise asimptootideks.

Kui aesilimptoodid valida hiiperbooli korral reeperi tel-
gedeks, siis hiiperbooli vorrand omab kuju

28,,Xy + a4, = 0 . (11.23)

Hiiperbooli vorrandit (11.23) nimetatakse hiiperbooli asiimp-
tootiliseks vorrandiks, Hiiperbooli vorrandi (11.23) leid-
mist, kus reeperi telgedeks on asimptoodid, nimetatakse hii-
perbocli taandamiseks asiimptootidele.

11.51, On entud kover
2x2 - 4xy + 5y2 -8 +6 =0,
Leida sbstsissteljel asetseva koolu pikkus,
11.52. Millisel parameeter M vié#rtusel kover
2x° - 3xy + y2 -TxX+Ay+4=0

1) eraldab ordinaatidel koolu pikkusega 3 iihikut;
2) puutub ordinsattelge.

11.53. Leide teist jédrku kovera
5x2 - 3xy + y2 -3 +2y-5=0

dismeeter, mis ldbib selle kovera ja sirge x -2y - 1=0
loikumisel tekkinud kodlu keskpunkti.

11.54. On antud teist jirku kdver
4Xy ~ 5y2 +2% + 6y + 1 =0,
Leida selle kovera diameeter, mis ldbib punkti (-4, 2) .

11,55, Leida antud teist jérku kovera diameeter, mis on
paralleelne antud sirgega:

1) 5x2 - 6xy + 3y2 -2x =0, 2x - 3y = 0 ;

2) 2x2 + 4Xy + 5y2 -~ 8x +6 =0, 2Xx =y + 5 =0.

11.56. Leida kovera
6x2 - Xy - 2y2 + 4y =0

diameeter, mis moodustab abstsissteljega murgsa 45°,
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11.57. Leida kovera
5x2 - 3xy + y2 -3xX+2y=5=0
diameeter, mis ldbib selle Kévera poolt sirgest x = 2y =1 = O
véilja loigatud koolu keskpunkti.
11.58. Leida antud kovera
2x° + 4xy + 3y2 ~3x -3y =0
poolt sirgest X + 3y - 12 = 0 vidlja loigatud koolu keskpunkt

4 11.59. ILeida kovera

x2 - 2Xy + 2y2 - 4x ~ 6y + 3 =0

kaks kassdiemeetrit, kui iikks <neist 1l#&bib reeperi alguspunkt.
! 11.60. Kovers
3x2 - 2Xy + Byz + 4x - 4y - 4 = 0
diameeter ldbib punkti A(3, =2) . Koostada diemeetri ja tema
kaasdiameetri vorrandid.

11.61. On antud kover

2

2x" + 5xy - 3y2 + 3x + 16y = 0 .,

Leida selle kovera absteisateljega parelleelne diameeter ning
selle kassdiameeter.

4+ 11.62., ILeida kovera
Xy - y2 - 2X 4+ 3y -1=20

kaks kaasdiameetrit, kui iiks neist on paralleelne ordinaat-
teljega.

11.63. On antud parabool
£ - 6xy + 9y2 - 12x + 14y = 7T = 0 .

Koostade selle parsbooli diameetri vorrand, kui diameeter
1) 1l#bidb reeperi alguspunkti;
2) on x-telje sihilise koolu kaassihiline;
3) on y-telje sihilime koolu kaaassihiline;
+ 4) moodustab oma keassihiga nurge s %?;
5) on risti oma kamgsihigs.
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11,64, On antud kover

e

3z + 2xy + 2yd + 3% - 4y = 0

ning ta ks dismeeter
X + 2y -~ 2 =0.
feida selle diemeetri kaasdismeeter.
11.63. leida kovera
sz - OXy + 532 - 4x - 6y + 10 =0
kaasdiameetrid, mis moodustaved ocmavahel nurge 45°,
11,66, On antud teist jédrku joon
5x2 - 3Xy + y2 - 23X 4+ 2y =~ 5 =0

ja kaks vunkti: 4(2, 1) ja B(1, 4) ., Leida selle joone kodl,
mis 1libib punkti B Jjo on punkti A ldbivae diemeetri kass-
diameeter.

11.67. On antud kover

A i

3x2 + TXy + 5y2 +4x + 5y + 1 =0,
leida

1)} x~teljega,

2) y=teljega,

3) sirgega x + y + 1 = 0 paralleelsete koolude kesak-
punktide vorrandid.

11,68. ILeida mneljes punkti A(1, 0), B(3, 2), C(0, 2)
ja D(0, -2) lébive teist jérku joone vdrrand, kui koolude
AB ja CD sihid on teineteise kaasssihid.

11.69, On antud parabooli vorrand

2 . —
(dx +py)~ + 2&13::: + 2a23y + 843 = o,
& p

8,3 833 £ 0 .

Leida parabooii"puutuja vorrand suvalises punktis (xo, yo)
ning vastava kaasdiameetri vorrand.

11,70« Leida -antud teist jdrku joonte peateljed (siim~
meetrigsteljed):
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1) 3;2 +2xy + 3y° + 6x - 23 -
2) 5:2 + 24xy - 232 + 4x ~ 1
3) x° - Xy + ¥  +1=0 ;
4) 5x° + 8xy + 55° - 187 + 9 = 0 ;
5) 2xy -~ 4x + 2y = 3 = 0 ;

6) x° - 4xy + 4y° - 5% + 10y + 6
7) 2x° + 3x7 = 2y° + 55 = 2 = 0 ;
8) x° - 4xy + 4y2 -5x+6 =0,

11.71. leida parabooli

12 - 2Xy + y2 +X=-2y+3=0

wn
it
o

0 ;

]
Qo

telg.

11.72. TBestada, et iildvorrandiga mésiratud parabooli
telje vorrandi voib esitada kujul

819X + 8,57 + 8,4 851X + 855F + 853
842 849 813 819 =0.
820 891 8s3 854

11.73. Ieida parabooli simmeetriatelg ning tipp:

1) xz + 4y + 4y2 -6Xx =2y +1=0;

2) 9x2 - 12Xy + 4y2 - 8x = 0 ;

3) 332 +2x -6y +5 =20,

Mirkus. Parabooli tippu voib vaadelda kui parabooli je
ta telje loikepunkti,

11.74. ILeids kidunud tsentraalse teist jédrku joone (15i-
kuvate sirgete paari) peateljed.

11.75. Ieida tingimus, mille korral kshel {ildvorrandi-
gae médratud teist jdrku joonel on iihed ja samad peasihid.

11.76. Leida kahe antud kovera ithine diameeter:

1) x° - Xy = y2 -X-y=0 ja x° + 2xy + y2 -X+y=0;
2) xz-zxy-yz-2x-2y =0 Jja x2-2:y+y2 -2Xx - 2y = 0 .,
11,7]. On antud kaks teist jérku joont:
3x2 - 2Xy + y2 + 6x - 10 =0,
3x2 - 2Xy = y2 + 6y - 10=0.
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jeida molema kovera kamsdiameetrite paar, nii et iihe paari
diameetrid oleksid paralleelsed teise paari diameeiritega.

11.78. Ieida reeperi alguspunkti l#biva teist Jarku
joone vorrand, kui on teada selle kaks paari kaasdiemeet-
reid:

(x - 3y~-2=0 ja 5y + 3 =0
5X = 5y - 4 =0 X -y~1=0

11.79. On antud kaks paari sirgeid

2x - 3y = 0 ja X-~-y=0 ,

X+ 2y =0 3x -5y =0
mis on teist jirku joone kaasdiameetriteks, lLeida selle joo~
ne vorrand, kui ta lébidb punkti (1, 1).

11.80. Toestada, et kui kolmnurga
1) iimber joonestatud,
2) sisse joonestatud

teist jarku joone keskpunkt ithtid kolmnurge raskuskeskmega,
glis teist jHirku joon on ellips,

11.81. Toestada, et teist jirku joone imber joonesta-
tud roopkiiliku diagonaalid on selle kovera kaasdiameetrid.

11.82, Teist jarku joone
sz- 6xy + 32 + 4 = 0

sisse on joonestatud roopkiilik, mille iiheks kiiljeks on Sire
ge X - 1 = 0 . leide iillejdénud kiilgede vOorrandid.

11.83. Toestads, et roopkiiliku 1) imber, 2) sisse joo-
neatatud teist jirku joon on alati tsentraslne ning ta kesk-
punkt tihtib roopkiiliku diagonaalide ldikepunktiga.

BHiiperbooli asimptoodid

11.84. ILeida jérgmiste hiiperboolide asimptoodid:
1) 3x2 + 2Xy - y2 + 8x + 10y + 14 = 0O ;

2) 3x2 + 10xy + 7y2 +4X + 2y + 1 =0 ;

3) 10xy - 2y2 + 6x 4+ 4y = 21 = 0 ;

4) 2x2 - 3Xy =X+ 3y +4 =0 ;
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5) 10x° + 21xy + 997 « 41x - 39

J

6) 22 - 3Xy - TOyg + 0x - & =0
7) 3x° + 2Xy - 32 + Bx + 10y = 14 = 0 ;

3]

O

My Mo

8) 3z° + TXy + 4y + 5% + 2¥ -
G)y 10Xy - 2y2 + 6x + 4y + 11 =
 11.85. Kcostada teist jédrku joone vorrend, kui e osu-
tut hiiperbooli
3x2 + 10xy + 7y2 + 4% + 2y + 1 = O
agimptcotide paariks ning leida need asiimptoodid.
11,86, Toestada, et

1) koigil teist jérku koveratel, mille vorrandid erine-
ved iiksteisest aimult vebaliikme pooclest, on ihised astmp-
toodid; S

2) kui kahel koveral on ihised asimptoodid, siis mnends
vorrandite xoikide liikmete, vdlja arvatud vabaliikmed, vas-
tavad kordajad on vordelised.

Leida kovera

2x2 + 3Xy - 2y2 + 3x + 1ty + AL = ¢
asiimptoodid erinevate /A vddrtuste korral.

11.87. Kahe hiiperbooli illdvérrandid on

n

2 2
X + 2&12X} + 8o0y  t 2&13x + 2&23y + 83q o,

811

2 . 2 -
8,4% t 2&12xy + 8,5¥" 4+ 2a13x + 2a23y + b33 =0 .

Milline on tervilik ja piisev tingimus, et need hiiperboolid
asetseksid nende iihiste asimptootide poclt moodustatud erine-
vates tippnurkades.

11.88, ILeida koverate, mille esimptootideks cn

~ -
AX + E:j + v = U on
A - e
- N _
--['\- + _1_,)’ + . - i "
P it - '
Wil LVOTIEIDG,
-
o P S VR \ -~ 2 ey = Trgn el e 1 B P
T1e 5%, LOD3TRln NLperLooLr VoITonwn, LUl NuberascIil LCO-
. - e G - R —y T S e e Y
vLo asetgen purktis NM-Z, xm) o atlperdeol aglimnicotile



W)

"R

= { Je

+ g .

fl

Z -y 41

ey = 1

11,90, Teist jirku joon l&bib punkti (1, -1) ning te
asimptootideks on kaks sirget:

¢ Jjs
0 .

ZX + 3y - 5
5 + 3y - 8

leida selle joone vorrand.

11.91. Kocstada hiiperbooli vorresnd, kuil ta asimptoo-

sl
)

tideks on sirged

T~1=0 ja 2 -y + 1 =20
ning ta puutub sirget
| 4 + ¥ + 5 =

11.92. Leida hiiperbooli vorrand, kui fookus on F(-2,2)
ning sirged |

2X -~y +1=0 ja xX+2y~1T=
on asgimptootideks,

11.93. Millist tingimusi peavad rahuldams hiiperbooll
iidvorrandi kordsjad, et hiiperbool oleks vordhaarne?

11.94. Toestads, et vorrand

_ 2 2
(4% +_Biy + 007 = (4% + By + Cx)" =1,

A B
{ # 0 , midrab hiiperbooli ning leida {ta easimp-
Ay Ba

toodid.

§ 4, Teist j#rku joone vorrandi lihtsustamine
reeperi pdtrde sbil

Ole teist (nrka tsoentraslne joon nilZratud mingi riste
. =2=va
recuyerli subtes vorrandizzs
- . z yay )
e. . + 2o, X + TLLFTT O+ = G . {(11.8)
. - L
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Kui teostada ristreeperi ptdre nmurga & vorre, siis punkti
koordinaadid teisenevad jérgmiste valemite jérgi:

' = X cosel = Y gind, (11.24)
¥y* = X sind 4+ Y cogl ,

Asendades seosed (11.24) joone vorrandisse (11. 8), saame tund-
matute korrutisega liikme kordajaks

aj, = (8.22 - aﬂ)cosd.sinot. + a1z(c0520<.. sinad\)
ehk
ajo = % (322 - a11)sin2°l- +.8,,C082 ,

Kui reeperi teljed on kaassihilised, siis teist jéarku
kovera vorrandis ei eksisteeri tundmatute korrutisegs liiget
(s. t. a.‘z = 0) .

Kune enne psoret ei ole teljed kovera peasihilised, s. t.
a,, # 0 , 8iis on alati voimelik valida nurke f nii, et
peale pédret al, = 0, 8. t. tuleb votta

cot 20U = a’;a 22, (11.25)
12

Kui teist jérku tsentraalse joone korral reeperi telge-~

deks on peateljed, siis joone vorrand omab kuju

A,1x2+ 12y2+-£‘—=0. (11.26)

Saadud vorrand on peasegu kanooniline vorrand, millest iile-
minek kanoonilisele vorrandile on vidga lihtne.

Ruutliilmete kordejad A , ja 2. , vOime leida ka va~
hetult teist jdrku joone karakteristlikust vorrandist.

811 = A 849 =0 (11.27)
842 820 =N

ehk
712-S.ﬂ+05=0, (11.28)

kus.S=a11+a22. .

Kordajad R , ja 7, on karakteristliku vorrandi la-
hendid, nad on alati reaalsed ja neid on voimalik arvutada
vahetult l¥htevorrandist.

Mirkus. x° kordajaks voib votta Ukskdik kumma lahendi-
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test A voi A o « Valik s0ltub ainult sellest, kumba
telge me nimetame x-teljeks ja kumba y-teljeks, mis on age
ebaoluline, )

Poordenurge <« leidsime valemi (11.25) voib teisenda~
de kujule

- 8
k= tanok = 2l 11 (11.29)

12
kugs k on esimese peatelje (simmeetriatelje) tous.
Parabooli lihtsama vorrandi ssame, kui paigutame ree-
peri alguspunkti parabooli tippu, s. t. telje ja parabooli
1oikepunkti (a3; = 0) ja voteme parabooli telje abatsiss-
teljeks (aé3 =0, aj, =0 ja ajy = 0) ning ordinaattel-
jeks parabooli puutuje parabooli tipus., Saame

aézyz + 2a131 =0. (11.30)

Kui tsentraalse kovers korral fokealtelg valida abstsiss-
teljeks, reeperi alguspunktiks iks fokaaltipp ja ordinasat-
teljeks kovera puutuja tipus, siis Xkovera nn., tippvorrand
omab kuju » >

a$ . x° + aézy +2a)3x =0 . (11.31)

Ellipsi voi hiiperbooli asend mi#dratekse l#htereeperi
suhtes jdrgmiselt:
a) kovera keskpunkt leitakse vorrandisiisteemist

a11x + a12y + 313 =0, a12x + 855¥ + 323 =0,

b) kovera fokaaltelje (uue x~telje) tous leitakse seo-

gest
¥ = 113‘ 814 )
12
kus A ;, on karekteristliku vOrrandi lahend (ellipsi korral
absoluutviéilirtuselt vidiksem lahend, hiiperbooli korral see la-
hend, mille miirk iihtib A miérgiga). Kovera peamegu kanooni-
line vorrand omab kuju
.n.1x2 + 71232 + {} =0 .

Parabooli asendi mdiramiseks leiame parabooli tipu kui

parabooli telje.
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B .8, + 8,5
- 11713 12723
a,.X + 8,07 + -~ = Q
) 11 12 B,, * 8og
voi
. o, ZppPp3 * 840845
512}2 “+ azzj + e"]'; T 822 = 0

ja parabooli loikepunkti,

f1a., & e, a,.,|
Vektor g = | e T2 , ml X 1‘i§ on paralleelne
\le&13 %2 843 8p3ly

parabooli teljega ja on suunatud tema négususe poole (pogi~
tiivne suund), Parabooli parameeter midratakse valemist
=Xu-ja
3
Hiide 1. Ieida jérgmise ruutvorrandiga médratud koo-
nuseldike tiitip, esend ja kanoomiline vorrand

6xXy +‘8y2 - 12X = 26y %+ 11 = 0 .
0 3 ~E
Iahendus. A ={ 3 8 13| =81 £0, 5 ='9 g§= ~3<0,
—_—— -6 =13 11 7
vl 44 T

Joon. 1.1

Ieieme karakteristliku vorrendi N 2 - 8A - 9 =0 ., Seegs
selle lahendid on N, =9, N, =<1 . Tema peanegu kanoo-
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niliseks vorrandiks on

Jja kanooniliseks vorrandiks

2
XZ“%"':'io

Keskpunkti m##rab vorrandisiisteem

3y =6 =0,

32 + 8y ~ 13 =0,
Keskpunktiks on punkt (-1, 2), fokaaltelje t3us

- &8
]\1 11 =9=3 Botoe tanal,=3,
B12 Ef ’

Néide 2. Leida koordinastide teisendusvalemid, mis tei-
sendavad 1, ndites antud hiiperbooli vorrandi kanooniligelsé
kujule,

Lehendus, Hilperbooli keskpunkt esetgedb punktis G{.1, 2)
 Ja fokaaltelje tous k = 3 (n#ide 1), Seega

k =

cos =—L—— si =-—2_.
Py *f "7

Jarelikult koordinastide teigendusvaelemid on

x=%=3% 4 yoeXEY L,
Y10 V1o
ning
¥ X2+ 3y -5 , Yy-z2X+ ¥ =5
Y70 V10

Naide 3. Leida koonuselSike
| 6Xy + 8y2 - 12x = 26y + 11 = 0

fookused ja juhtsirged.
Lahendus. Kover on hiiperbool, mille kanooniline vdrrand
2
on x2 - %— = 1 . Koordinaatide teisendusvalemid Wleminekuks
kanooniliselt vorrandilt léhtevdrrandile on
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x - 242 = g, . Y= =3x + ¥y -2
V10 Y10

Fookuste koordinaadid kenoonilises reeperis on
KF1 = -ﬁoi YF2 =0, XF2 = yi0 , YF2 = 0

Juhtjoonte vorrandid kemoonilise reeperi suhtes on

i
Y = & o—
Y30
ning ldhtereeperi suhtes
X 4+ 3y =5 _ 1
ALY 10

ehk
x+3y-4=0, Z+3y- 6 =0

Niide 4., ILeide ruutvorrendiga
x2 - 4Xy + 4y2 + 4x = 3y =T =0

mésratud koonuse loike tiilip, asend ja keanooniline vorrand.
lehendus. S =0, O =- %—5- . Jirelikult kdver on pe-

rabool. FPerameeter p = 7 22 T = ;5 ning kenooniline vor-
, . 5 5

rand Y2 = 1 x . Telje vorrand on X - 2y + 1 = 0 . Pare-

booli tipu madrab stisteem Y

x=-2y+1=0,

{ﬂx + 3y -6 =0
ja tipp on A(3, 2)., TPe-
rabooli ndgususe poole
suunduva paraboolil pea~
telje sihivektoriks on
q = (-2, =1) . Joonise te-

gemisel on kesulik arves-
tada, et kui X =F5, siis
Yy =31,




Hdide 5. Ieida parabooli
x2-4n+4y2+4x-3y-7=0

fookus ja juhtsirge.
lahendus. Antud parabooli tipp on A(3, 2), parameeter

1
215

his). Siis

p = ja telje sihivektor G = (-2, ~1) (positiivses si~

2 . ' 1

cos = - =S sin - ——

'70 ? ‘P = v’

kus nP on x~-telje ja X-telje vaheline nurk. JHrelikult ree-
periteisendugvalemid omn

2% + Y ~X - 2Y
Vs ’ %3

ehk
x=-2!-}+8' Y=2z2Y+ 1

Vs | s

Fookuse koordinaadid kanoonilises reeperis on
1

4¥5

Ja léhtereeperis x = 2,9; y = 1,95 . Juhtsirge vorrand ka-
-noonilises reeperis on

X =

s I =20

1

x=--—-_

447

Ja léhtereeperis 8x + 4y - 33 = 0 ,
Kiide 6. Leida ruutvorrandige

x2-51y+4y2+x+2y-2=0

miifiratud koonuselcike tiiilp ja asend,

Lahendus, & = - -2- <0, A =0, Vorrand miérsd 1di-
kuvate girgete paari. Kasutades rilbmitemise votet, ssame nene
~de sirgete vorrandid:

X-y~-1s0, x«~4y+2=0.
11.95. Teist jdrku kovera vorrand on

2

61y+8y - 12X - 26y % 11 = 0O .
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Poestada, et see vorrand miirab hiiperbooli. Leida lihteree-
peri suhtes fookuste je tippude koordinsadid, juhtsirgete
vorrandid ja hiiperbooli tippe lébivate puutujate vorrandid,

11.96. Leida antud telst jérku koverate kanoonilised
vorrandid, kasutades reeperiteisendusi. Kirjeldada antud ko=
verate asendeid lidhtereeperi suhtes:

1) x2 + 2y2 + 4x - 4y = 0 ;

2) 4x° - 32 ~8x = 6y - 4 = O ;
1) 4x° + 4x + 2y -1 =20

N

4) 6x2 + 8y2 + 3x -4y + 1 =0 ;
5) 2x2 - 3¥2 -6X + 9y «2=0;
6) 2x2 + 6x + 3y +6 =0 ;
7) 4y2 + 4x - 2y + 1 =0 ;
8) 3x2 - 2y2 + 6x +4y + 1 =0

9) Xy +x+y=0.

11.97. On antud teist jdrku jooned:

1) 3:2 + 2xy + y2 -7 =0 ;

2) 5x° +3y° +x-2=0 ;

3) x° + 3y2 + 4x -~ 5y = 0

4) x° - 2y2 + 3 =0 ;

5) 3x° - 43> + 2y + 5 = O ;

6) 8:2 - 3y2 +2x -5 +1=0.

Selgitadsa koverate asendite isedirasusi reeperi telgede suh-
tes.

11.98. Leida antud teiet jérku joonte kanconilised vor-
randid, kasutades reeperiteisendusi. Kirjeldade teist Jirku
joonte asendeid vana ja uue reeperi suhtes.

1) 32x2 + 52xy - 7y° + 180 = O ;
2) 5x2 - bxy + 5y2 - 32 =0 ;

3) 17x% - 12=y + 832 =0

4) 5x2 + 24xy - 5y2 = 0 %

5) 512 - 6Xy + 5y2 + 8 =0,

11.93. Joonesiada entud tsentraalsed koonuseloiked, Lei~
da koordinsatide teisendusvalemid {ileminekuks antud reeperi:’

-

1
teist jirku Jjoone kanconilisele reeperile:
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1) 3x2 + 10xy + 3y2 - 2x - 14y - 13 = 0

2) 25x° - 14xy + 25y° 4 64x - 64y - 224 = O ;
3) 4xy + 35° 4 16x + 12y = 36 = O ;

4) Tx° + 6Xy -~ y° + 28x + 12y 4 28 = 0 ;

5) 19x2 + bXy + 11y2 + 38x + 6y + 29 = O ;

6) 5x° - 2xy + 53° - 4x + 20y + 20 = O .

11.100. Joonestads actud mittetsentraalsed teist jErku
iooned. Ieids koordineatide teisendusvelemid {lleminekuks an
tud reeperilt teist jirku joone kanconilisele reeperile:

1) 9x° - 24xy + 16£2 ~ 20x + 110y = 50 = O ;
2) 9x2 + 12xy + 4y = 24x - 16y + 3 = 0 ;
3) 16x° - 24xy + 9y° - 160x + 120y + 425 = O .

11.101. On antud kover
2x2 - 12Xy = 732 + 8x + 6y =0 .

leida kovera vorrand, kui reeperi telgedeks on koévera  siime
meetriateljed.

11.102. On antud koverad
1) 9x2 - 4xy + 6y2 + 6X - 8y +2 = 0 ;
2) 32x2 + 60xy + 7y2 - 16x =« 2y + 1 = 0 ;
3) 2x% + X =-y=2=0;

4) 5x° + 4xy + 832 - 32% - 56y + 80 = O ;
52 5x° + 12Xy - 22x -~ 12y - 19 = 0 ,

Leida nende koverate vorrandid, kui reeperi telgedeks on ko=

vera pesateljed.

11.103. Leids iga jdrgmise vorrendiga médratud tsent-
raglse teist jérku kovera keskpunkt, fokaaltelje tous ja ka-
nconiline vorrand: '

1) 5x2 + 4x3 + 8y2 - 32x - S8y + 80 = O ;

e
2) 5%° 4 8xy + 55° = 18x = 18y + 9 = O ;

- -~ .
3) 5x° + 6xy + 5y° = 16 = 16y = 16 = O ;

2 .

4) bxy + B8y - iZx - <ty + 11 = O
5 7x2 + 16Xy = 23y2 - 14x - 16y ~ 218 = 0 ;
6} 77X - 24xy ~ 38% 4+ 24y + 175 = © .

PR
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11.104. Kasutades reeperiteisendusi, kontrollida, et
iga jidrgnev vorrand midrad loikuvate sirgete paari. lLeida sin-
gete vorrandid ldhtereeperis:

1) x° - S5xy + 45° 4+ X + 2y = 2 = 0 ;
2) 4x2 - 12xy + 932 - 22+ 3y -2=0

11,105, Teisendada antud parabooli vorrandid lihtsama-
le knjule:

1} 9:2 + 24xy + 16)'2 - 40x + 30y = 0 ;
2) 12 + 2xy + y2 -8x+4 =0,

11,106, Mifirata antud koverate tiiilp je asend, lihtsus-
tades eelmevalt koverate vorrandeid reeperiteisenduste ebil

1) 2:2 - 4xy + 2y2 + 3x = 5¥ + 2 =0 ;

2) x° - 2xy + 32 + 4x - 5 =0 ;
11.107. Ieida igs jérgneva virrandiga miéiratud para-
booli tipp Q , parameeter ja telje siht:

1) y° -~ 10x -~ 2y - 19 = O ;
2) y2 - 6x + 14y + 49 = 0 ;
3) yz +8x-16 =0 ;

4) X « X ~ 4y + 29 = 0 ;

5) y = AX® + Bx + C ; L£0
6 ¥y = x° - 8x + 15 ;

7) y = x° + 6x .

11.108. ILeids antud paraboolide kanooniline vorrand, ti-
pu koordinaadid ja stmmeetristelje sihivektor:

1) 9x° + 24xy + 163° =~ 230x + 110y = 475 = O ;
2) x° - 2xy + y° = 10x = 6y + 25 = 0 ;

3) 912 + 24xy + 16y2'- 40x + 30y = 0 ;

4) x4+ 2xy+ y° -~ Bx + 4 =0 ;

5) 4x° -~ 4xy + yo - 2x - 14y + 7 = 0 .

11,109, . Selgitada reeperi telgede paiknemist antud pa=-
rabooli auhtes:

1) 12 - 2X¥ + y2 +2X - 6y =0 ;
2) 22° + bxX =y - 1=0;

- 102 -



3) 3x° -4y +5=0;
4) 4y -2x ~ 3 =

11.110. Teades parabocli parameetrit, koostada paraboo-
1i vorrand, kui reeperi telgedeks on parabooli fokealkoolu
otspunkti ldbivad puutuja ja normaal.

11.111. Parabooli parameeter on p . Koostada parabooli
vorrand, kui reeperi telgedeks on parabooli fokaslkoolu ots-
punktides voetud puutujad.

11,112, Ndidata, et kover

y = ax2 + 2bx + ¢ {a # 0)
on parabool, mille telg on paralleelne y=-teljega.
11.113. Leidas antud parabcoli

(x cos t.+ y sin t)2 =2p{x sin t - y cos t + q)

(q% 0, 0Lt 4 —?- ) kanooniline sorrend. Kirjeldada para-
booli asendit antud reeperi suhtes. Koostade antud parabooll
telje vorrend ja puutuja vorrand parsbooli tipus.

11.114. Toestada, et vorrand

2 o 12
(A1x + By + C1) + (AX + Boy + G5} = 1,
B,
B,

1
2
Koostada selle ellipei kanooniline vorrand ning mi#irata ia
asend léhtereeperi suhtes.

,A
kus

N =1 ja AA, + BB, = 0, midrab ellipsi.

11.115. Toestada, et vorrand
Ve - 202 + (5 - v 2 = e lax + By + CI

YaZ ¥ B2

kus O < e { 1 , mifirab ellipsi. Leida fookuste koordinaadid

ping juhtsirge vorrand.

11,116, Taestada, et vorrand

L2 i + By !
Vix - x Dy -y = Ax + By 4 ©°

VAZ + B
¥us e > 1 , misrab hiiperbooli. Leide fookuste koordinaedid ja
juhtsirge vorrsnd.
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11.117. Kui palju teise astme 1liikmeid ja millised
kuuluvad 1) ellipsi; 2) hiiperbooli; 3) parabooli vorrandis-
ge?

11.118. Leida kovers
- BXy + 55° ~ 12x + 6y =
fookused ja juhtsirged,
11.119. Ileida parsbooli
9x2 - 24Xy + 1632 - 16X = 12y - 4 =

fookus ja juhtsirge.

11,120, Ieida iga jérgneva teist jsrku Joone keskpunkt,
simmeetriateljed, fookused, juhtsirged, puutujad kdvera tip-
pudes, hiliperboolide asimptoodid ja ige kovera  kanoomiline
vorrand:

1) 5x° + 5y° + 8xy ~ 18x - 18y + 9 = 0 ;

2) 5%° + 85° + 4xy = 32x = 56 3 + 80 = 0 ;

3) 2Xy - 4x ~ 2y + 3 =0 ;

4) 8y2 + 6:3 - 12X = 26y + 11 = 0 ;

5) 16x2 + 9y + 243y ~ 170x + 310y - 1025 = 0 ;
6) x° + 2 + 2Xy - 8x + 4 = ;

7) x2-+32- Xy - 1,3x + 6,8y + 13,03 = © ;

8) 5:2 + 532 - 6xy + 8X + 8By + 20 = 0 ;
9) x° 7+ Xy = 0 ;

10) 20xy - 15y° ~ 8x + 16y = 4 = 0 ;

1) 4x° - 95° - 12xy - 8% + 12y - 60 = O
12) 5x° +~5y2 + 6xy - 16x = 16y = 16 = 0 ;
13) 13x + 4y2 + 12xy - 50x - 28y - 11 = 0 ;
14) x2 + 7y2 - 8xy + 6x = 6y + 9 = 3

15) 413 +4y - 1=0 ; ‘

16) 9: + 16y% + 24xy - 230x + 110y = 0 ;
17) 4x + 9y2 + 12Xy +.2x - 10y ~« 1 =

11.121. ILeida hiiperbooli

I
o
.

1) - 6x+4y-1=0 ;
2) 2x° - 12xy -~ Ty° + Bx + 6y = O
asimptootiline vorrand,
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Mérkus. Kui reeperi telgedeks on hiiperbooli asimmptoo-
did, siis hliperbooli vorrandit nimetatakse asiimptootiliseks
vorrandiks.

11.122, ILeida reeperiteisendus ja kcordinaatide tei-
sendusvalemid, mille tulemusana hiiperbooli kanconiline vdor-~
rand teisenedb hiiperbooli asiimptootiliseks veorrandiks.

11,123. Kaldreeperis on koonuseldiked miératud jirg-
miste vorranditega:
1) 3x° ~dxy + 45% - 2x -4y +2 =0 ; 0 = 120°
2) x° 4 Iy + y2 - 2% - 4y - 12 = 0 ; W= 60° .
Leide antud koonuseldike vorrandid, kui reeperi telgedeks
voita koonuseldigete peateljed.

11.124. Kui reeperi telgedeks on kove“a kaks diameet-~
rit, mis moodustavad teineteisega nurgs 3 , 8iis kovera
vorrand on

x2 + y2 = 4 .

Leida kovera vorrand juhul, kui reeperi telgedeks om kove-
ra peateljed.

11.125. Paraboolid on médratud kaldreeperi suhtes jérg~
miste vorranditega;

1) x2 + 2xy + y2 - b6X +2y -~ 3 =0 ; W = 60° .
2) x2+y=0; « = 120° .

Leida antud paraboolide vorrandite lihtsemad kujud.

11,126, Afiinses reeperis (311 = 9, 312 = 36, 8op
= 169) on teist jérku kdver midratud ruutvorrandiga

18x° + 189xy + 41852 ~ 3x = 17y =~ 1 = 0 .

leida kovers peateljed.
1i1.127. ILeida teist jarku joone

50::2 - 2y2

-5 +5y~1=20
peateljed, kui 8qq = 25, 810 = 3, &5 = 1 .

11,128, Koostada parabooli
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4x2 + 28xy + 49 y2 +12x = 1 =0
telje vorrand, kui 819 =4, 8o=8, g5y =25.
11.129. Ieida parabooli '
x2 - 4x37 + 4y2 - 4x - 4y = 0
simmeetriatelg ja tipp, kui 8qq = 1, 810 = = % y 8o = 1.

§ 5. Invariantide kasutamine teist jarku joone
{ildises tecorias

Oigu teist jérku joon (kvadrik) mi#iratud ildvorrandige
(11.1). Koik teist jérku jooned jagatakse kéigepealt kahte
riihma.

I. Teist jédrku koverad ehk kidumata teist jirku jooned:
ellips, hiiperbool, psarabool.

II. Sirgete paarid ebk kidunud iteist jérku jooned.

Kdvera tiiipi on koige lihtsam kindlaks teha, kasutades
teist jdrku joone invariante.

Iga poliinoomi, mis on koostatud teist jérku joomne  voOr-
randi kordéjatest ning mis jddd muutmatuks iileminekul iihest
ristreeperist teisele, nimetatakse teist Jjérku joone ortogo-
naglaeks inrarian%iks. Invarianti F(a11, Bios see, 333)ise~
loomustab seega vordus

F(a11, 312’ co oy a33) = F(a.'”, 8..12 y eneg 3'55) ’

kui aik on sama teist jirku joone vorrandi kordajad uue
ristreeperi suhtes.
Teist jirku joone ortogonaslseieks invariantideks on
1) teist jéarku joone diskriminant
841 812 843
A = 8 83 8531 &

_ 843 823 %33

2) ruutliikmete diskriminant



3) ruutliikmete diskriminendi jéilg
S = 841 + 85 o

feist jéirku joome tiiibi milremiseks invariantide abil voib
kasutada jérgmist taebelit:

meist jdrku koverad Sirgete paarid
A #0C A=0
ellips imaginesarsed sirged, mis
g>(3 (reaakne voi imagi- loikuvad reaalses punktis
nagIrne) .

kollineaarsed sirged (pa-
d=0 parabool ralleelsed voi {ihtivad,
regalsed voi imaginsarsed)

d <o hiiperbool reaalsed loikuvad sirged

Invariantide korval tuleb monikord kasutada ke nn, gemiinve-
riante, &, t. selliseid polinoome teist jérku joone vorrandi
kordajateat, mis jddved muutmatuteks ristbassi poiremisel sa~
ma alguspunkti lmber, kuid mis reeperi ealguspunkti nihkel
{ildjuhul muutuvad. Teist jirku joone puhul on selliseks se-
miinvariandiks nditeks

811 843 B22 823
213 933 823 %33
Kui teist jérku joon on méiratud iildvorrandiga afiinse
reeperi R = O, Ei suhtes ning 83 = Eiéj , 8iis teist
jdrku joone afiingeteks invariantideks on
811 812 843
A= 1 8., 8-, &
r 12 822 8231 >
813 823 ®33,
d .1 % %
- :
€& 1842 822

841 812' jg11 842
&12 820

(

-3
S = g

).

842 822
- 07 -



2
kus & = 89183 ~ 892 -
Afiinsed invariandid ei muutu ileminekul ilhelt afiin-
selt reeperilt teisele.
Afiingeks semiinvariandiks on

) 811 %12 %13 |211 812 813
o =g | [®12 822 %3] * |%2 822 %3 |-
0 8,3 833 813 0 833
Peigt jHrku joonte klassifikatsioon koos kanooniliste VOr=
randitega:
Peist jarku koverad | Sirgete paarid
A0 A=¢0C
- ellips kaks imagipsarset 1dikuvat sir-
3A< 0 SA>0C get, mis loikuved resalses puni.
reaalne imaginaarne xz 2
d»o ellips 2elligs tis = + I? = 0
L e
a b a be
= 1
Kollinesarsed sirged:
0 = 0 0
parabool kaks paral-|kaks iih~ | kaks
5‘_ 0 YZ = 20X leelset gir-} tivat sir- | imag. pa-
B = <P get get ralieeli-
2 _ 2 2 _ set 8ir-
X =8 x" =0 get )
x“ = &
hiéiperbool keks loikuvat sirget
2 2 2
x 1 X
g(C =y - lz- = 1 = - IZ = Q
a b a b

Veatame léhemalt ortogonmalset inveriantide kasulamis:
teist jArku joone kanoonilise kuju leidmiseks. Inveriandid ar-
. vutame alati lghtevorrandist. '
1Y & £C, ¢ £0. Jarelikuit on meil tegemist teeni
raslse teist jeérku koveraga (ellipsi voi hilperbooliga). Mole-
mal jubul voime pessegu kanoonilise vorrendi kirjutada kujul
a§112 + aéEYE + aﬁB = 0O .
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leides invariandid ka saadud vorrandist, saame kordajate
ajys 835 Ja ab; leidmiseks vorrandisiisteemi

351 ] ] s 351 0
A= |0 as, 0 ‘ o= o el S=  aj,+ al,
4] 0 a§3

ah*a‘éz*aﬁd; =4,
ehk 814+ 835 = .
. 8l * 8hy = 5

kus 4 , é ja S on antud arvud {leitud lihtevorrandist).
Lahendades siisteemi, leiame, et aﬁq = éL Ja &i4 Jja al, on
karakteristliku vorrandi 2> - SA + 0 = 0 lahendid.

2) A £#0 d=0, s. t. kiver on parabool. Perabooli
peamegu kenoonilise vorrandi voime kirjutada kujul

aézyz - 2855 = 0 .

- Analoogiliselt juhuga 1)

iO o -ald .|

14
13
A= lo ay, 0 | Ss=a, £0.
~af; 0 0
A

Siit &by = S, a%% =7 ning kanoonilisele vorrandile iile-_
minek ei paku enam raskusi.

3) Kui reeperi telgedeks votta hiiperbooli asimptoodid,
siis hiperbooli asgimptootiline kenooniline vOrrsnd ehk liihe~
malt asimpiootiline vorrand omeb kuju

xX'y' = a (11.32)
ehk 2&52 Xy - aéB = 0. g
Kuju {11.32) leidmiseks sasme vorrandisiisteemi
o al, 0
| 12 !
A = ajs 0 Of ; (5 = - &
0 0 aéjg

millest leiame

n 1o

]

]
Cos
A4

<
b

29

1i.120. Xasutades iuvariante, midreta jErgmiste teigt
— e J

JE&rku Joonte iiubid:
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1)
2)
3)
4)
5)
6)
1)
g)
9)
10)
11)

2+ oxy + y2 +6x +2y-1=20;
- 257 + 332 + 4x + 4y -~ 4 = O ;
x° ~ 4xy + 3y2 +2x - 2y = 0 ;
+ 5Xy = 14:2 = ;
-Xy - Y -X-y=0;
y2-4x-6y=0;

V?'+ V5 =Va;

2
2
I2

- 4xy + 4y2 + 2x -2y - 1 =0,
2y + 8x + 12y - 3 =0 ;
9:2 - 6xy + 32 -6x +2y =0 ; ‘
412 - 4xy + y2 + 4x - 2y + 1,=0 .

11,131. Kasutades invariante, midrata jirgmiste

jérku joonte tiiiibid:

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)
10)
1)
12)
13)
14)
15)
16)
17)
18)
19)
20)
21)
22)

- 2xy + 2y2 - 4x - by + 3 =0,
-81!4-7321-81-—153-&-20-?-0;
5x2 + 14xy + 1132 + 122 = 7y + 19 = 0 ;
8:2 - 12Xy + 17y2 + 16X « 12y + 3 = 0
522 - 6xy + 932 - 4x + 18y + 14 = 0 ;
%2 - 2Xy - 2y2 -4z -6y + 3 = 0 ;
2x2 + 10xy + 12y2 - TX + 18y =« 15 = 0 ;
322 - 2xy - 3y° + 12y - 15 =
(x +2y)% = 3y° = 1 ;
Rx -y)(x=-y)~1=0;
12 + 2X¥ + y2 +y=0;
- 2xy + y2 - 4x -6y + 3 =0;
x° - 4xy + 4y2 + 7x - 12 = 0 ;
2512 - 20xy + 4y2 - 12x + 20y - 17 = 0 ;
2x° + 3xy - 2y2 + 52 + 10y = C ;
x° - 2xy - 2y2 - 4x - by - l% = 0 ;
x2 + 2Xy + y2 + X +y=0;
4:2 - 12xy + 9y° - 25 = 0 ;
9x + 30Xy + 25¥° = 0 ;

it

41 - 4Xy + y2 4+ 12x = 6y + 9 =0 ;
- 2x37 + 2y2 - 4x - 6y + 29 =0 ;
Sx - 2Xy + Sy - 4x + 20y + 20 = 0 .
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11.132. Kasulades invariante, teisendada antud tsent-
realsete teist jérku koverate vorrandid kanoonilisele kuju-
le:

1) 12 + 2x35 - y2 + 8x + 45 - 8=0;

2) Tx° - 24xy - 38x + 24y + 175 = 0 ;
3) 5x° + 8Bxy + 5y° - 18x ~ 18y + 9 = O ;
4) 5x° + 12xy - 22x - 12y = 19 = 0 .,

11.133. Kasutades invariente, teisendada antud teist
jérku koverate vorrandid kanoonilisele kujule:

1) ?412 + 24xy + 2132 - 4x + 18y - 139 = 0 ;
2) 11x° - 20xy - 43° - 20x ~ 8y + 1 = 0 ;
3) 29x% - 24xy + 36y° + 82X - 96y = 91 = O ;
4} 4!? + 24xy + 1132 + b4x + 42y + 51 o ;
5) 41x° + 24xy + 9y° + 24x + 18y - 36 = O .

11.134. Toestads, et suvalise teist jirku elliptilise
vorrandi (d4 > 0) korral kumbki kordajatest a,, Jja a5,
ei voi muutude nulliks ja nad on sama mirgiga arvud,

11.135. Toestada, et teist jérku elliptiline vorrand
(& > 0) msdrad

1) reaalse ellipei parajasti siis, kui a,, Ja A on
erimargilised arvud;

2) imeginaarse ellipsi parajasti siis, kui 844 ja A
on samamirgilised arvud;

3) kidumud ellipsi (punkti) parajesti siis, kui 4 = 0,

11.136. Kontrollida kesutamata reeperi teisendusi, et
iga jHrgnev vorrand méHrab ellipsi, Leida ellipsite peatel-
Jed:

1) 41x° + 24xy + 9¥° + 24x + 18y ~ 36 = 0 ;
2) 8x° + 4xy + 5y2 + 16x + 4y - 28 = 0 ;

3) 13x° + 18xy + 3Ty° - 26x - 18y + 3 = 0 ;
4) 1312 + 10xy + 1332 + 46x + 62y + 13 =0 .

11.137. Reeperiteisendust kasutamata kontrollida, et
iga jdrgnev vorrand méirab ainult ithe reaslse punkti (ima~
ginsarsete sirgeie paari, mis loikuved reasalses punktis).
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Leida punktide koordinaadid:

1) 512 - 6xy + 2;2 ~ 2%+ 2= 0 ;

2) x° + 25y + 2 + 6y + 9 = O ;

3) 5x° + 4xy + 32 -6X =2y +2 =0 ;

4) x° -~ 6xy 4+ 10y° + 10x - 32y +26 = 0 .

11,138, Toestada, et teist jérku hiiperboolne vorrand
(6< 0) mikirab

1) hiiperbooli parajasti siis, kui A # 0 ;

2) ldikuvate sirgete paari parajasti siis, kui A= 0.

11,139. Komtrollida, et iga jirgnev vorrand miiirab hii-
perbooli, kasutamete reeperiteisendusi. ILeida hiiperboolide
poolteljed:

1) 4x2+24xy+113.2+64x+423+51ao;
2) 12x° + 26xy + 12§° = 52x - 48y + T3 = 0 ;
3) 3:2 + 4xy - 12x + 16 = 0 ;
4) x° - 6xy - Ty° + 10x - 36y + 23 = 0 .
11. 140, Toestada, et vorrand
k.x + b1
AR v
2k + Do
miédrab hiiperbooli.

11,141, Milline on hiiperbooli vorrand, kui iiks ta tel-
gedest voi molemad teljed on parmlleelsed asimptootidega?

11,142, Invariante kasutades léida antud hiiperboclide
asimptootilised vorrandid:

1) 2x° + 3xy -~ 2y° - 8x - 11y = 0 ;
2} 4:2 - 2Xy -iyz + 66X + 2y + 3 = 0 ;
3) y2 - 2Xy = 4X = 2y -~ 2 = 0 ;
4) 8y° 4 6xy - 12x - 26x - 26y + 11 = 0 .
11, 143. Kehe hiiperbocli fildvorrandid erinevad sipnlt

vabaliikmete poolest, Leida sellele faktile geomeetriline =i~
su,

11.144, Toestada, et kui hliperbooli iildvorrandis asen~
dada vabaliige arvuge Q , mis on médratud tingimusest
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841 892 844
1821 822 8231 =0,
a31 332 Q

siis sasme antud hilperbooli asimptootide pasri vorrandi.

11.145. Toestada, et suvalises teist jirku paraboolses
vorrandis (6 = 0) ruutudega liikmete kordajaid a,, Jaay
el ole voimalik teisendada sanaaegeelt nullideks.

11,146, Toestada, et suvaline teist jérku parsboolne
vorrand ( § = 0) miiirad parabooli parajasti siis, kuid¥¢ 0
Je parabooli parameeter leitakse valemist

P \/ =8
= 2 -
(ayy + 855)

11,147. Reeperiteisendusi kasutamata toestada, et iga
jirgnev vorrand mikrab parabooli, ja leida parabooli pars-
meeter;

1) 9x° + 24xy + 16y° ~ 120x + 90y = O ;

2) 9x° - 24xy + 165> ~ 54x - 178y + 181 = O ;
3) x2-21y+y2+6x-14y+29=0;

4) 9::2-6:y+32-50:+50y-275=0.

11.148. Konirollida, et iga jérgnev vorrand mikrab pa~
rebooli. Invariante kasutades leida mende paraboolide kanoo-
nilised vorrandid:

1) x° - 2xy + y° ~ 10x = 6y + 25
2) 4:2-4xy+y2-21-14y+7
3) x2-2xy+y2—-x-2y+3=0;
4) 4x2-4xy+y2-x-2=0.

11.149. Toestaua, et suvalist teist jérku paraboolset
vorrandit (O = 0) voib viia kujule:
2
A =
(*x + by + 283X + 2853Y + F = 0

0 ;
0 ;

5

ja tema diskriminant svaldub valemige A = —(313p - 8.23::‘-..) .
Toestada samuti, et elliptilist ja hiiperboolset vorrandit sel-
lisele kujule teisendade ei ole voimalik.,
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11,150, On antud vorrand
(clx+py+y')2+2(n+33+c)=0.

Poestada, et
1) mee vorrand miirab parabooli;
2) sirge x +2y + f/ = 0 om parabooli diameetriks;
3) sirge Ax + By + C = O on parabooli puutujaks pare-
booli ja diameetri loikepunktis.

2 Lo

11,151, Teisendada jkrgnevad teist jirku paraboolsed
vorrandid eelmises {ilesandes tcodud kujule.

1) x2+4x;y+4y2+41+3’-15=0;

2) 9:2-6xy+y2-:+2y-14=0;
3) 25::2-20xy+4y2+3x-y+11=0;
4) 1612+1ny+4y-51+7)f=0;
5) 912-4hy+4_93' 4+ 3x~-2y-24=0,

11,152. Toestada, et paraboolse teist jérku vorrandi
(x +_Py)2 + 2&.131 + 2a23y +F =0

0 o
voib teisenduse
R x + x' cosf - y' sing ol
' ' 1 r tthP =
y=2Xx ain)a+y °°8"P" p

abil viia kujule

a'223'2 + 23%31: + ZséBy + F* =0,
kus

2 2 + -A
I I e
‘ 11.193. Milliseid tingimusi peab rahuldama teist jérku
vorrend aijx1y3 =0, i,j = 1,2, et ta miliraks parabooli,
mille telg on paralleelne 1) x-teljega, 2 y-teljega.

11.154. Toestada, et kui teist jirku joone iildvorrand
milirab parsbooli, siis vorrandi vabaliikme muutumisel saeme
uue parasbooli, kusjuures simmeetriatelje siht ja nogususe
suund ei mmutu.

Fl

11,155. Toestada, et vorrand JX + V¥ = /& mikirab pa-
rabooli.
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11.156. Toestada, et iga homogeenne teist jérku vor-
rand kahest muutujast
2 2
84X + 2a1zxy + 8,57 = 0
milirab reeperi alguspunkti lébivate sirgete paari.

11.157. Reeperiteisendusi kasutamata kontrollida, et
iga jirgnev vorrand mi#rab loikuvate sirgete paari. lLeids
nende sirgete vorrandid:

1) 3x2+4xy + y2 -2x=~-1=0; 2) 12.-6xy + 8y° 4y - 4 =0;
3)x2+4xy+3y2-61-12y+9=0; 4):2-4xy+3y2-0.
Milliste parsmeetrite a vElirtuste korral wr-

11.153.
rand ‘

1) 12+2ay2-x+y=0; 2) 12+2m+y2- 5 = Ty +6 = 0
mé#rab a) parabooli; b) sirgete paari,
11,159, Millised teist jérku jooned miiiratakse vorran~
diga
12_-213+A32-4x-6y+30 .
parameetri A erinevate vidriuste korral?
11,160. Milliseid koveraid kujutab vdrrand
2x° 4 5xy - 35° = 3x +4Ay ~ 2 = 0
parameetri A erinevatel vidldrtustel?
11.161. Millise teist jdrku joone milravad tingimused
A¥0 ja 5=027

11,162, Tiestada, et tingimused 3° = 48 ,AS< 0 on
tarvilikud ja piisavad selleks, et teist jérku joone iildvor-
rand mddraks ringjoone,

11,163, Toestada, et kui teist j&rku joome invariant
S =0, s8ils joon on tsentraslne,

11.164, Milline on tarvilik ja piisav tingimus, et hii-
perbool, mille iildvorrand on 2F = 0 , asetseks tema asimp-
tootide poolt moodustatud teravmurgas, '

11.165. Ruutvormid, mis kuuluvad kahe hiiperbooli iild-
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vorrandi vasakule poolele, erinevad konatantse kordaja poo-
lest, Kuidas tolgendada seda geomeetriliselt?

11.166., Toestada, et ruutvorrand kahest muutujast mik-
rab sirgete paari parajasti siis, kui A = 0.

11,167, Kasutamata reeperiteisendusi, konircllida, et
iga jérgnev vorrand milrab paralleelsete sirgete paari. lei-
da sirgete vorrandid:

1) 4:2 + 4xy + y2 - 12X = 6y + 5= 0 ;
2) 4x® - 12xy + 97° + 20x = 30y = 11 = 0 ;
3) 25%° - 10Xy + J° + 10x = 2y =~ 15 = 0 .

11,168, Teist jérku joom, mille {ildvorrand on 2P = 0,
laguneb paralleelsete sirgete paariks. Milline on tarvilik ja
piisav tingimus, et antud punkt M (x,, y,) asetsecks nende
vahel?

11,169. Teist jhrku joome iildvorrand miirab kaks pa~
ralleelset sirget. Leida nende sirgete vaheline kaugus d .

11.170. EKasutamatae reeperiteisendusi, veenduda, et iga
jéirgnev vorrand milirab ihe sirge (ihtivate airgete paari),
Leida sirge vorrand:

1) z? - 6xy + 9y2 + 4x - 12y + 4 =0 3
2) 9x° + 30xy + 257 + 42x + T0y + 49 = 0 ; .
3) 16:2 - 16xy + 432 - T72x + 36y + 81 = 0 .,

11.171., Teist jérku joon, mille {ildvorrand on 2F = O,
laguned 1l3ikuvate, kuid mitte ristuvate sirgete paariks. Iei-
da tarvilik ja piisav tingimus, et antud punkt lb(xo, yo)
asetseks nende sirgete poolt moodustatud teravmurgas.

11,172. Teist jérku joon, mille iildvorrand on 2F = O,
laguneb 1dikuvate sirgete paariks. Milline on tarvilik ja
piisav tingimus nende sirgete risiumiseks?

11.173. Milline konstant tuleb lisada vorrandi

2

2x° + 5xy - 3y2 +3x + 16y =0

vasakvle poolele, et saadav uus vorrand miédraks sirgete paa-
ri.



| 11,174, Milliste parameetrite a ja b vidrtuste kox
ral vorrand
12 + 4xy + ayz - 3x + 2by = 0

millirab paralleelsete sirgete paari.

11.175. EKasutades vorrandi vasaku poole teguriteks la~
hutamist, selgitada geomeetriline sisu:

1) xy - bx - ay + ab = 0 ; 2) 12 -2Xy + 5x = 0 ;
3) x° - dxy + 4y° = 0 ; 4) 2x° + 3xy - 552 =0 ;
5) 10:2 - Ixy + 32 a 0 ; 6) 5:2 -4xy +y =0.

11.176. Kasutades teise astme hulkliikme ruutude sum-
meks teisendamise Lagrange'i meetodit, midrata jérgnevate
vorranditega miéiratud teist jérku koverate tiiibid:

1) 12 - 4xY + yz ~4x +2y-2=0;
2) X° = 2xy + 4> 4+ 2Xx -2y =420 ;.
3) x° + 4xy + 4y2 - 6x -8y =0 ;

4) 2x? 4 3xy + 432 -5x+2y-1=0;
5) 4x° - 4Xy + Yo ~ BX + 6y = 2 = O ;
6) 2xy - 4y2 +6x+6y+1=0.

11,177, Easutades lagrange'l telse asime hulkliikme
ruutude summaks telsendamise meetodit, ndidata, et  igaiiks
allpool toodud vorranditest miirab sirgete paari. leida nen=
de sirgete vorrandid:

1) 2x° = 5xy - 1252 = x + 265 - 10 = O ;

'2) M rxy-2y° -5x+55y-220;

3) 4:2 + 16xy + 15y2 - 8X = 22y - 5 20 ;

4) 4x° - 4xy + y* - 6x +3y-4 = 0.

| 11.178. Virrand a,,x° + 28,57 + 8,,7° = 0 mkirad
ldikuvate sirgete paari (a,.a,, -~ 8,,< 0) . Toegiada, et
ristreeperi korral antud sirgete vahel asuvate nurgapooli-
tajate paari vorrand on jérgmine:

814X + 8957 8p X + 8557
x y
afiinse reeperi korral
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B9 F 827 S X ¥ 87 0
814X + B4,Y *
11 12 81X + 850¥

11.179. Kaldreeperis on teist jédrku jooned m#dratud
jirgmiste vorranditega:
1) x° - 3xy + ya +1=0, w = 60° ;
2) 2x° + 232 -2x-6y+1=0, W= 60° ;
3) 4x° - dxy + ¥ ~4x -4y +T=0,  =120°,
Easutades afiinseid invariante, lihtsustada antud teist jdr-
ku joonte vorrandid. MiHrata joonme tiiiip.

11.180. Kaldreeperis (reeperimurk <w= %;) on teist
jérku kover midratud vorrandiga x° + 3% = 4 . Leids antud
kovera peakanooniline vorrand (kanda antud kover peatelge-

dele). i
11.181. Ieida teist jérku joone
20x° + 124xy + 221y° ~ 36x - 126y + 9 = O

kanooniline vorrand, kui 8,1 =4, 8&yp =25 . Miarata joo-
ne asend afiinse l#hiereeperi suhtes. '

11,182, Teist jérku kovera vorrand afiinses reeperis

(Bj1 =14+ 82 =05, 8&p=1) on
x2 - 3xy + y2 +5=0.
Leida kovera kanooniline vorrand.

11.183. Teist jirku koveras vorrand afiinses reeperis
(84 =4, 8p=1) on
2xy - 4x + 2y + 1 .

Leida antud kovera kanooniline vorrand, keskpunkt ja fokeal~
telje tous.

11.184. Leida parabooli
49x% + 112xy + 643° + 30x + 30y + 6 = O
kanconiline vorrand, kui 849 =25, 812 =8, &> =4.
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§ 6. Poolus ja polaar

Punkte P ja Q nimetatekse polaarselt konjugeeritud
punktjdeks ehk polaarselt keaspunktideks ehk kaaspunktideks
antud koonuseloike (teist jiérku kivera) suhtes, kui neid punk-
te ilhendav sirge PQ loikab koverat punktides M ja N, mis
jagavad hermooniliselt antud punktipaari P ja Q {(joom. 3).
Antud punktile P antud
koonuseloike subtes vastad
lopmata palju kaaspunkte,
mis koik aseisevad sirgel
P , mida nimetatakse ane
tud punkti (pooluse) P po=_
laariks antud koonmuseloi-
ke suhtes, Kaaspunktide
paari korral kumbki aset-
sedb teise polaaril. Kaase

I~
,l ~ - sirgete paari korral umb-
ki 1&bib teise poolust.
Joon. 11.3. Punkti P(x', y') polaar

ildvorrandiga méératud koomuseldike suhtes mélratakse vorran-
diga
(a11x +a,y' + 8 3)x + (a 2: + 855" + a23)y +
+ (313x + 8545 + & 3) = 0 (11.32)
Eui punkt P on koveral, siis tema polaariks on kovera puu-
tuja punktis P .
Igal sirgel
AX + By + € = 0
on iitheselt mi&ratud poolus antud koonuseldoike suhtes, Poo-
luse koordinasdid miidrataskse tingimusest

844X' + 8,5¥" + a3 _ a X' + a%?y' + 8oy )
T = — =

a8 ' + a ' + a.
137 QL (11.33)

Kui kshest sirgest dks 1dbib teise poolust, siis ka teine 1H-
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bib esimese poolust. Sellist sirgepaari nimetatakse kaas-

ehk konjugeeritud sirgete paariks antud koonuseloike suhtes,
Kolmmurksa, mille iga tipp on vastaskiilje pooluseks, ni-

metatakse gutepolaarseks kolmnurgaks antud teist jhrku ko-
vera suhtes.

11.185. Koostada punkti P(2, -1) polaari vorrand ko-
vera Xx° + 6xy + yz + 6x + 2y - 1 = 0 suhtes.

11.,186. Ieida antud punkti P polaar antud kovera sub~

tes:
1) ?(-3, 5) 4x° + 2xy - y2 +6x+2y+3=0;
2) ®(0, 1) 6x° - xy - 2y° + 4y = 0 ;
3) B(1, ~2) 2x° -4xy +55° ~8x 46 =0 ;
4) P(7, 5) x° - 23y + 2y2 ~4x -6y +3=0;
5) 2(0, 0) X% o 2Xy + 2y = 4x = 6y + 3 = 0
6) P(0,0) a1112 + 2a1zxy + a22y2 + 23131 + 2a23y4-333=
2 2 =0
7 E=xy, ¥y) T %g =13
2 2
8) P(5, 3) e+ =1;

9) r(-B' 2) y = 12x ; 5
10) P(1, 1) x° - 4xy + 3y +2x -2y =0,

11.187. Ieida sirge x - 6y + 8 = 0 poolus kovera
312 - 6xy + 5y2 -4x -~ 6y + 10 =0

NN

suhtes.

11.188. leida antud sirge poolus antud kovera suhtes:
2

1) 18X = 17y = 41 = 0 ; 2X = Xy = 3y2 - X =~ 0y - 15 = 0 ;
2) swbstaipstelg, 2x2 - 4xy + Syf - BXx +6 =0 ;

3) 15z + 4 =0, 9I2 - 4xy + 6y + 6Xx -~ 8y + 2 = 0 ;
4) x+3y+1 =0, 3x" + Ixy + 532 + 4 + 5y 4+ 1 =0 ;
5) xT=-3y+3=0, 2§2 + gxy - 35" 4+ 3% 4+ 16y = 5 =0 ;
©) XX -4y - 12 =0, %F + g_ .1

7) 2x +55-10=0, ¥ =6x.
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11.189. EKovers x° - 2Xy + J° 4 2x = 6y = 0 ja sirge
3x = y + 6 = ¢ loikepunktidest on tommaiund selle kovera
puutujed. Ieida puutujate loikepunkt,

11.19 s Punktist M(3, 1) on tommatud kaks puntujat
koverale 3x° -~ 2xy + 3y2 + 4 + 4y - 4 = 0 . ida puute-
punkti tlhendava airge vorrand.

11191, ieida sirgel 4x + 3y = 12 = O punkt, ais
oleks reeperi alguspunkti keaspunktiks kavera

912 + 24xy + 16y2 - 40x + 30y = O
suhtes,
11.132. leida sirgel
4x = ¥y + 30 = ©

punkt, mis oleke punktiga P(5, 1) polaarselt koujugeeritud
punktike jérgmise vorrandiga miliratud kovera suhtes:

2% - 6Xy + 95° - 12X + 147 = T = O .
11.193. Ieida punkti M(O0,3) l#biva kovera
2Xy « 6x + 4y - 1 = 0
guhtes sirgegam
X=3y+4+22=20
polaarselt konjugeeritud sirge.
11.194. Jeids tingimus, mille korral kaks sirgei

AX + By + C =0 Jja A1x + B1y + 01 = 0
on kaassirgeteks kGvera

2 2
a,4x" + 2a1zxy + 855F + 2a13x + 2&23y + 837 = 0

suhtes, Milline on tingimus siis, kui kover on miliratud kene
noonilise vorrandiga.

11.195. Toeatada, et punkti polaar ringjoome suhtes on
risti sirgega, mis ilihendab seda punkii ringjoone keskpunkti-
g8:

11.196., Toestada, et kui keks punkti on kaaspunktideks

ringjoone x2 + y2 = R2 suhtes ning asetsevad samal raasdiuve
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gsel, siis nende kaugused ringjoone keskpunktist rahuldavad
tingimust
-.R2
.9.91- .
11,197. Toestada, et diameeter, mis jageb kdolu poo-
leks, 1&bib selle k3dlu poolust, 8. t.,ta on selle kooluga
polaaregelt konjugeeritud sirgeks. '

11.198. Kontrollida, et teist jidrku kovera juhisirge
mistahes punkti polasr lébib selle kovera fookust. ,
Mirkus. Kovera vorrand votia kenoonilisel kujul,

11,199. Toestada, et igas kaks polaarset konjugeeritud
girget, mis ldbivad fookust, on teineteisega risti,
Mirkus. Kovers vorrand votta kanoonilisel kujul.

11.,200. Toestada, et hiiperbooli asiimptoodi mistahes
punkii polear on paralleelne selle asiimptoodiga.
2

2
11.201. Ellipsi gﬁ + %F = 1 liilhema telje otspunktid

on ithendatud ellipsi fookustega. lLeida sasdava rombiga po-
' laarne kujund antud ellipsi suhtes.

Mirkus, Antud hulgagae polasrne kujund koosneb kiilgede
poolustest ja tippude polaagidest.

2
11,202, Hiiperbooli %— - £5 = 1 sisse on joonestatud
kolmnurk, mille tipud on A(4, 6) ; B(4, -6) ja C(-2, 0).
leida selle kolmnurgsa polaarne kaaskujund antud hiiperbooli
suhtes.

11,203, Ieida r%ngjogne 12 + y2 = 9 puutujate poo-
luste hulk ellipsi #- + §~ = 1 suhtes.
x2 2
11.204. Leida ellipsi - %2 = 1 puutujate poolus-
=1

2 2
te hulk hilperbooli %y - &Ly = 1 suhtes.
a b

11,205, Kui ihendade mistahes punkt P(x,, y,) ellip-
si fookusega P ning tommata punktist F sellele loigule
ristsirge, siis see ristsirge, punkti P polaar p ja foo-
kusele F vastav juhtsirge ldikuvad iihes punktis. Toestada
gee teoreem asnalilitiliselt ja geomeetriliselt (vt, joon 17.4)
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Joon., 11.4.

11.206. Leida teist jérku kover, mille keskpunkt aset-
seb punktis M(8, %) ning kolmmurk 0(Q, 0), A(=1, 1), B(- 3 3
on autopolaarne otsitava teist jidrku kovera suhtes.

11.207. Ordinsattelg on punkti (5, 0) ja abatgisstelje
punkti (0, 3) polaariks teist jHirku kovera suhtes. Ieida
selle k3vera virrand, kui te libib pumkte M(1, 2) ja M0,Z)

11,208, Leida sirge

_ X =-y+6=0
poolus koversa

x2 + y2 ~ 2Xy + 2x -~ 6y = 0O
suhtes.
11.209. leida punkti P_ = (7, 5) polaar kovera
| x2 + 2y2 -2Xy - 4x -~ 0y + 3 =0
guhtes.

11,210. Leida puunkti P, = (1, =-2) polaar kovera

2

2x" + 5y2 - 4xy - 8 +6 =0

suhtes.

§ 7. Teist jérku kovera vorrandi koostamine

11.211. Koostada teist jidrku kovera vorrand, kui ta

ekgtsentrilisus e = R ning fookused on F1(0, 0) ja

FE(-g s %’) .
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11,212. Ellipsi fookused om F.(1, 3), Fy(~1, 2) ning
iikks ta puutujatest on x « y + 4 = 0 . Koostada ellipsai
vorrand.

11,213, Kas on voimalik leida eelmise iilesande pohjal
hiijperbooli? )

11.214. Koostada ellipsi verrasnd, kui ta keskpunkt ox
¢(2, 1) ning kassdiemeetrite otspunktid on A(5, 12; B(O, 3.

11,215, =RUopkiliku kolm <¥ippu asetsevad punkiides
0(0, 0), A(4, 0), B(2, 2), kusjuures 4 Jja B on veasias-
tipud. Koostads réUpkiiliku sisse  joonestatud ja kiilgede
keskpunkte puutuve ellipsi vorrand.

11.,216. Koostada ellipsi vorrand, kui te keskpunk!
asetsed punktis ¢C(2, 1) ning sirged

F-2=s0 ja X~3=20
on puutujateke kaasdiameetrite otspunkiides.

11.217. Koostada ellipsi vorrand, kui ta keskpunk?
asub punktis C(4, 3), iks tipp asetseb reeperi alguspunke-
tis ja teine, sellega mitte korvuti olev tipp asetseb y-tel-
jel.

11.218, Leida ellipei, mille sinmeetriatelgedeks on
sirged .
X +y=-1=0 (fokaaltelg) ja x-y + 1 =20

ning mille poolieljed on a =2, b =1,

11,219, HBiidata, et kui teist jérku joon puutub tems
{imber joomestatud roopkiiliku itht killge selle keskpunktis,
s8iis ta puutub selle rddpkiiliku kSiki iilejdanud kilgi nende
xeskpunktides ning see kdver on siis ellips.

11.220. Teist jarku joone
2x2 - 4xy + y2 -2X + 06y =3=0

iizber ou joonestatud roopkitlik, mille tUks tipp asetseb punk-
tie A(3, 4). leicda selle rcéopkiliku iilejesinud tipud.

11.221. Leids hijperbooli vorrend, kui on antud kaks
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fookust F,(x,, y4) Ja F, (x5, ¥,) ning puutnja vorrand om
AX + By+C=0.
11.222. Leide vordhaarne hiiperbool, mille juhtsirge onm
X+y=-1=20
ning vestava fookuse koordinamadid on x =1 ja y=1.

11,0223, Hiperbool ldbib punkti 4a(2, 0) ning ta foo-
kused on F.(2, 3} js PF,(1, 0) . Koostada hiiperbooli FOTw

. . . . -~ . 1 1
11.224., leids punkte (2, 1), {~1, =2) ja (%, - x}
i&biva hiiperbooli vorrend tingimusel, et iiks ta asimptocsi-
dest tintiks abstisissteljega.

11,225, Koostada hilperbooli vorrand, kxui hiiperbool li-
bib punkti A{0Q, 1) , hiiperbooli fookus asetseb reeperi al=-
guspunktis ning sirge x - 1 = 0 on hiiperbooli asimptoodiks.

11.2260, Leida sirget
4x +y + 5 =0

puutuva kovera vorrend, kui selle kovere asimptootideks on
girged x - 1 =0 ja 2x -y + 1 =0,

11.227. lLeida hiiperbooli asimptoodid, kui ta keskpunkt
asetseb punktis C(2, 1) ja ta puutub x-telge punkiis A3, 0)
ning 1oikab y-telge ebapunktie.

11,228. Koostada hiiperbooli vorrand, kui ta puutub x-

telge punktis A(3, 0) , y=-telg on talle asiimptoodiks ning
ta ldbib punkti M(1, 1) .

11.229. Koostada hiperbooli vorrand, kui on teada ta
giimmeetriatelg 2x - y + 2 = 0 , asimptoot y =0 ja ta
punkt (1, 1) .

11,230, Koostada teist jérku joone vorrand, kui on tea-
de ta ekstsentrilisus e = ¥5 , fookus F(1, 1) ja vastav
juhtsirge

X+ 2y -1 =20,
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11.231. On antud kovera kaks fookust P (1, 1) ja
P,(-2, =2) ning juhtsirge x + y - 1 = 0. Koostada kive-
T8 vorrand.

11.232. Koostada parabooli vorrand, kui barabooli foo-
kus asetseb punktis PF ja parabooli juhtsirgeks on antud

girge:

1) F(zi 1)' 31-\4-1=0;
2) F(-1, =2) , X-yY+8=0;
3) M-3,-%, X -3y +8=0.

11,233, Koostada parabooli vorrand, kui tipp asetseb
koordinaatide alguspunktis ning fookus punktis F(1, 1) .

11.234. Leida parabool, mille teljeks on sirge
X+y+1=20
ning mis lébib punkte (0, 0) ja (0, 1) .

" 11.235. Sirge
2XxX =y + 1 =0

on parabooli juhtsirgeks. Parabool 1ldbib punkte A(2, 0) ,
B(12, 0) . Koostads parabooli vorrand.

11.236. Eoostada parabooli vorrand, kui ta libib punk-
ti A(2, 1) ning tema juhtsirgeks on x ~ 2y = 5 = 0 ning
sinmeetriateljeks 2x + y - 1 =0 .,

11.237. Ieida x-telge punktis A(3, 0) Ja y=-telge
punktis B(0, 5) puutuva parabooli vorrand,

11.238. Koostada parabooli vorrand, kui sirged
X=-¥Y=-1=0 ja x+2y - 1=20
on parabooli puutujateks ja kui fookuseks on punkt F(1, 1),

11.239. Koostada parabooli vorrand, kui parabool li-
bib punkti A(O, 1) , parabooli diameetriks on sirge x - 2y=
= 0 Ja sirge x +y = 0 on parabooli puutujaks diameetri
ja parabooli loikepunktis.

11.240. Xoostada parabooli vorrand, vottes x-teljeks
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tema mingi diameetri, y-teljeks puutuje diameetri ja para-
booli loikepunktist.

11.241. On antud kolmnurk ABC : A(4,2), B(8, 2),
C(4, 5). EKoostada selle kolmnurga itmber joonestatud para-
booli vorrand, nii et tippu A 1l#biv kolmnurga mediaan oleks
parabboli diameetriks. -

11.242. Koostada kolme punkti 0{(0, 0), A(4,0), B(0O, 2)
lébiva parabooli vorrand, tingimusel, et punktid A ja B
oleksid siummeetrilised parabooli telje suhtes.

11.243. leida punktide hulk, nii et nende punktide

iilhendamisel kahe antud punktiga sesadud sirgete tousud antud
sihi suhtes oleksid vordsed.

11,244, Teist jérku kover ldbib reeperi alguspunkti, ta
keskpunkt asub punktis C(1, 2) Je Jjuhtsirgeks on sirge
X +2y-1=0. Koostada kovera vorrand.

11.245. Koostada teist jérku kovera vorrand, kui ta
fookus on F , vastav juhtjoon j ja kover libib punkti M.

1) F(0;1)3 (j):x'y+3=0’ M('T,O)'

’
2) F(xy, x). (j) 1 xcos®+ysin6-p=0, M(x,, ¥5) -
11,246, Teist jérku joone vorrand on
312 - 2xy + y2 +6x«9=0,

Leida kover, mille simmeetriateljed ithtivad antud kovera tel-

gedega ning poolteljed on kaks korda pikemad kui antud kove-
ral,

11.247. On antud kolmmurk AOB : O0(0, 0) ; A(8, 0) ;
B(0, 6) . Leida selle kolmnurga tippu O liébiva, kiilgi OA
ja OB 1ldikava ning kiilge AB keskpunktis puutuva teist
jéirku joone vorrand.

11.248. Teist jiérku joon, mille keskpunkt asetseb punki-
tis (0, -1) , 1&bib punkti (3, 0) ja loikab sirgeid

2x - 3y + 1 =0 ja x+y=-5=0

ebapunktides. Leida selle sirge vorrand,
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11.249. Leida teiat jirku joome vorrand, kui ta 1loi-
keb x-telge punktis (1, 0) Jja ebapunktis mning y-telge
punktis (0, 1) je ebapunktis ning 1ldbib punkti (1, 1).

11.250. On antud kolmnurk ABC : A(6, 0) ; B(0, 4) ;
c(6, 4) . leida selle kolmnurge tmber joonestatud teist jar-
ku joome vorramd, kui keskpunkt asetseb punktis M(4, 3) .

i1.251. Leids teist jérku joon, mille siimmeetriatelge~
deks om sirged

x + ¥+ 1=0 ja X-y+1=¢C
ning mia 1ldkib punkte 11(-2, -1) ; 12(0, «2) .

11,252, Leida teist jirku joone vorrend, kui ta  thel
peateljel asetsevad itipud on A1(2, 1) Jja A2(10, 7) ning
ta lébib punkti B(0, 7) .

. Exrimevaid iilesandeid

11,253. Ieids efiinne teisendus, mis Jktab inveriant-
gseks amtud ellipsi
2 2
Z L=
a b
11,254, Leida afiinne teisendus, mis jdtab antud  hi-
perbooli invariantseks.

11,255. ILeida punktide hulk, mis voiksid olla antud
kolmnurga timber joonestatud ellipsi keskpunktideks.

11,256. ILeida tasandi punktid, mis voiksid olla antud
kolmnurga tmber joonestatud teist jérku joone keskpunktideks
erinevat tidpl teist jérku koverate korral.

11,257, ILeida antud ildvorrandigs

2 2
8143 + 231213 + 850 t+ 2313x + 2&23y + 833 = o,

A4 0, 570 mitiratud ellipsi pindala.

11,258, Libi kehe koonuseloike

sz + 2Bxy + Cy2 4+ 2Dx + 2Ey + F = O ,

2
Ax® 4+ 2B 3y + 0132 +2D.x + 2B,y + P, = O
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loikepunktide asetada parabool, mis l&bib reeperi alguspunk-
ti. Millal see on veimalik.

11.259. Sirgete kimbu y = kx iga sirge jaoks mé#dra-
takse kaasdiameetrid kahe erineva teist JjHrku joone 2F =@,
2 = 0 suhtes. Koosteda diameetrite loikepunktide hulga
vorrand.

11.260. On antud teist jédrku joone vorrand 2F = O ning
punkt S(xo, yo). Koostada kimbu S sirgete ja nende sirgete
kassdiameetrite loikepunktide hulge vorrand.

11.267. Teist jdrku koverate parve koverad ldbivad pumk-
ti S (x,, ¥,) Je parve xoverad on médratud iihise vorrendi-
ga 2F(x, y) = ¢ . Koostada parve koverate koolude keskpunk-
tide hulge vorrand.

11.262. On antud kaks teéist jérku joone vorrandit 2F=0Q,
23@ 0 ning nende joonte teineteisega ristuvate puutujate
tousud k ja -~ E . Koostada nende puutujate kassdiameetri-
te loikepunktide hulga vorrand.

11.263. Loikuvate sirgete kimbu tsenter on S _(x,, ¥,).
Kimbu sirgetele kuuluvate loikude otspunktid asetsevad sir-
getel

Koostada koolude keskpunktide hulga vorrand.

11.264. Xaks konstantse suurusega nurka pbdrlevad vas-
tavalt oma tippude iimber nii, et esimese nurge iks kiilg 10i-
kub teise nurga iihe kiiljega antud sirge punkiides. Koostada
teiste kiilgede ldikepunktide hulga vorrand.

11. 265. Panra lébi entud teist jérku kovera (ellipsi,
hiiperbooli voi parabooli) ige diameetri ja antud sirge 16i-
kepunkii sirge, mille siht oleks paralleelne kaasdiameetri
gihiga. Leida sel viisil konstrueeritud sirgete méhisjoon.

11,266, Tcestadas, et kui kahe kolmnurga kiiljed puutu~
vad teist jérku koverat, siis 14bi nende kolmnurkade kuue ti-
pu voib panna teist jérku joomne.
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11.267. Toestada, et kui teist jirku kover lébib kolm-
nurgs tippe ja korguste loikepunkti, siis see kover on vord-
haarne hiiperbool.

11.268. Toestada, et kui kaks vordhaarset hiiperbooli
15ikuvad neljas punktis, siis iga punkt nendest on kolme iile-~
jéiinud punkti poolt moodustatud kolmnurge korguste loike-
punkt.

11.269. Samasse kimpu kuuluvate sirgete ja reeperi tel-
gede loikepunktidest on joomestatud ristsirged vastavatele
telgedele., Koostada ristsirgete loikepunktide hulga vorrand,

11,270, Verras pddrleb iimber liikumatu punkti P Jja

Joon. 11.5.

tSukab téisourkset kolmnurka ABC , mis libiseb mddda  sir-
get KL (joon. 11.5). Koostada varda RQ ja sirge AB, millel
asetseb kolmnurgas hupotenuus, loikepunktide M hulga vorrand.
Durida sasdud vorrandiga mesratwd keverat., Teha joonis. Tei-
gendada ssadud kovera vorrasd kemeemilisele kujule,

11,271. Tasand of liigub mooda ha-m tasandit 2 nii,
et tasandi ol kaks punkti liiguvad
m86da ksht ristuvat liikumatu ta-
sendi sirget (vt, joon.11.6). Koos-
tada liikuve tesandi mistshes punk-
ti C +trajektoori vorrand, uuride
trajektoori geomeetrilist kuju.

Joon. 1l.b.



- 11.272. Poestada, et eelmises iilesandes punkti C poolt
kirjeldatud ellipsi teljed ilhtivad sirgetega OA' ja OB' ,
mig ilhendavad reeperi al-

‘g guspunkti ringjoone OAB
i B selle diameetri otspunk-
tidega, mis ldbid punkti
C (joom. 11.7). Leida
ellipsi poolteljed. Milli-
sed liikuva tasandi punk-
tid kirjeldavad Uhtivate

- - - — —— — pooltelgedega ellipseid.
! Al - x Millised punktid Toodus-
tavad vastavelt vordsete

_dJoon. 117 pooltelgedega ellipsid.

11,273. Ringjoon veereb libisemata teise liikumatu ring-
joone sees, kusjuures viimaese ringjoone raadius on kaks kor-
da suurem podrleva ringjoone raadiusest. Milline on pddrleva
ringi suvalise punkiti trajektoor?

11,274. Veatleme kolme punkti, mis on summeetrilised
kolmnurga kilgede suhtes mingi punktige M, mis ssetseb selle
kolmnurga tesandil, Olgu punkt M' neid kolme punkti  labiva
ringjoone keskpunkt, Toestada, et

1) kui punkt M kirjeldab sirge 1 , siis punkt M’ kin-
jeldasb teist jérku kovera C ; leida sirge 1 asend, mille
korral sirge 1 on kovera C puutujaks, uurida kovera C tiili
pi (ellips, hiiperbool, parabool) olenevalt sirge 1 asendi-~
test;

2) kui sirge 1 1liigub paralleelselt iseendage, sils ko-
vera C teljed jddvad paralleelseteks kahe antud sirgega.

Joone C keskpunktide geomeetriliseks kohaks on sel ju-

hul semuti teist jirku kover C, . Ieida kovera C, keskpunk-
tide huik sirgel 1 erinevate sihtide korral.
11,275. Kolmnurge ABC kaks kiillge CB =a ja CA =D

on jaotatud punktidega M ja N suhtes A ja % (arvates
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iihisest tipust). Leida sirgete AM ja BN loikepunktide
hulge vorrand muutuva I\ korral.

11.276. Leida kolmnurga imber joomestatud rimgjoone
keskpunkti trajektoor, kul iliks kolmnurga tipp jé&b liikuma~
tuks ja vastaskiilg, mille pikkus ei muutu, libisedb moGde sir-
get.

11,277. Liigendmebhanism (joon. 11.8) koosneb kahest
liikuvast vardast AB ja CD ning liikumatust joonlauast
AL . Varras AB on kinnitatud liigendi B abil varda CD

Joon. 11.8.

kiilge, kusjuures AB = CB ja podrleb liikumatu punkti A im-
ber. Varda CD otspunkt C libised mSbda liikumatut joonlauda
AL . ILeida vardal €D oleva suvalise punkti M trajektoor.

11.278. Toestades, et liigendmehhenismi OABCDM (joon.
11.9) punkt B liigub sirg-
jooneliselt,

Selgituseks joonisele:
pupktid O ja M on liiku-
matud, nende i{imber pidrlevad
vardad QA , OC ja MD; koik
gseitse varrast on omavahel

ilhendatud liigenditega. Var-
raste pikkused on QA = OC =
= 1 ; AB = BC = CD = DA = a; Joon. 11.9.
MD = OM = b .




Vastused
8. peatiikk

RINGJOON JA ELLIFS

ele 1) x° + y2 - 20x - 8By

2

0; 2) (x+ 3%+ (y-4)° =25,
. 1) x° + v - 12x + 4y + 30 = 0; 2) %° + (y - 4)2 = 169.
B (x-Fary-32=5 20 (x+ 1% +(y-3%= 5.
e 1) €(4,=3), r =2; 2) C(2,0), v = 2; 3) C(0,=3), T = 4;
) e-1,5 =5 5 0c3 1), r=3V58 8.5 1) xf+y°=9;

2) 12 + y2 - 6x = 0, Punkt A on ringjoone keskpunki.Punkt

B asetseb ringjoonel. 8.6. 12 + y2 = 49, 8.7. Kuni F = 0,

siis rinjoon libib reeperi alguspunkti. Kui D = 0 (vdd E =0),
siis ringjoon on sitmmeetriline ordinaat~ (voi abstsiss-) tel-
je suhtes, s. t. keskpunkt asetseb ilhel reeperi teljel. FKui
A = 0, siis antud vorrand ei kirjelda ringjoont., 8,8. 1) x-
telg loikab ringjoont punktides A(0,0) ja (B(8,0), y-telg
loikab ringjoont punktides ¢€(0,0) ja D(0,-6); 2) A(3,0)
(puutub), ¢(0,1), b(0,9); 3) A(2,0) (puutub), €(0,-2) (puu-
tub); 4) reaamlseid loikepunkte ei ole., 8.9. 1) (x + 3)2 +
+ (y + 2)2 = 25; 2) poutud omadustega ringjoont ei ole, sest
punktid asetsevad ilhel sirgel., MHrkus. 1) Ringjoone  kesk-
punkti voib leida kui kahe koolu, ndit. AB ja AC Xkeskrist-
girgete loikepunkti; raasdiuse kui keskpunkiti kauguse ithest an-
tud punktist) 2) Otsitavae ringjoone vorrandi voib kirjutada
kujul (x = a)2 + (y - b)2 = r2, mis sisalded kolm otgitavat
a, b ja r. Koik kolm antud punkti peavad rahuldams emtud vor-
rendit. Seame kolimeat vorrandist koosneva sisteemi kolme tunde
matu leidmiseks. 8.10. 1) xa + {y + 1)2 = 10; 2)(x-~ 3)2+
#(y~4) =25: 3) 7x° + 7y - 15% + 5y - 70 = 0; 4) punk-

o0

jos]
.
n

|

@

oo
-+
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tid om tiael ﬂirgel. 80110 C(3"’2), R= 10, 8012. I +y2‘-

- 6y - 41 = 0. 8.13. c(%,o) (1-3) +y2_
-g?'-. 8.14. (x - 3)2 + (y - 5)% = 25.  8.15. 5x° + 5y° +
+ & + 5‘-’ - 197 = 0. 80160 R(0,1), 8(0,6, "0,8).

_80 Io P(1,1), Q(--1,2; -1,2)0 _$Q_1'§_o K(2,75; 1,25). 50_20
4x + By - 35= 0. 8,20. 3x + y i- 10 = Q, 8.21. (x - 5)2 +

+y 2 SYE')2 = 50, Mirkus. Kui ringjoon puutub x~telge, siis
keskpunkti abstsiss on vordoe puutepunkti abstsissiga, kesk-
punkti ordinaat on absoluutvilirtuselt vordne ringjoone raa-
diusega. Seega otsitava ringjoone vorrand omab kuju: (x - 5F+
+ (y 2 :|:')2 = 12, Ringjoone ja y-telje ldikepunktide (x = 0)
leidmiseks seame vorrandi y2 I ory+ 25 = 0. tilesande tin-
glmuste jérgi on saadud ruutvorrandi lahendite vahe vordne
10 thikuga, s. t. ¥y =3 = 10 ehk 2V1:'2 - 25 = 10, kust
leiame ringjoone raadiuse. 8.22. 12 + (y - 2)2 = 4, Mir-
kus. Kuna ringjoon puutub x~telge reeperi alguspunktias, siis
y~-telg Iﬁbib r:ms;joone keskpunktl. 8.23. M(2,10). Q._zi.
(x - 2)% + (x - 3)2 =4, (x+2)%+ (y+3)°=4. &25% I° +

+ 3y + 37X + 54y + 243 = 0. 8,26, 4x° + 4y° - 4x - 28y+1=0;

2 2 2. 2 _¢°
4" + 4y + 244x + TT72y + 3721 = 0 % 8.:[.x-+y=-2-—2-.
A™+B

8.28. x° + y° = 2x - 6y + 8 = 0., 8,29, (x-a)2+(y-éf =
=& 8:30. 1) C,(1, =1), T = 1; Cy(5,-5), T, = 5; 2) €,(2,2),
r = 2; €,(10,10), r = 10; 3) C,(17,17), r = 17; C5(5,5), © =
=5 8:31.20x-21y=0, y=0, 8.32.2x+3y~-13=0;
3x = 2y + 13 = 0.  8.33. 5. 8.34. x°4+ y°- 10x =10y +25=0
x° 4 3% - 2x -2y + 120, 835 (2x- )%+ (2y = 7)%= 50,
(18x - 13)% + (18y = 13)% = 50.  8.36. €,(-3, =5); Cp(5,~5).
837T. 1)x-325ax0; 2)x-y3y*{yI0=o0. 8,38, 3x-4y -
-2 = 0, Mirkus. Jou toime lakkamjsel punkt M jétkab liiku-
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\

mist sirgjooneliselt selles sihis, mida ta omas jou lakka~
mise momendil. Punkti M liikumisel mdoda koverat punkti
liikumise suunas igal ajamomendil mi#rab kovera puuntuja.
8.39. A(-0,4; 8,8), kui punkt liikus mdoda ringjoont vastu-
kella, B(6,4), kui punkt M liikus périkella. Mirkus,lles-
anne taandub ringjoone nende puutujate leidmisele, mis li-

‘bivad punkti Q (vt. eelnev iilesanne), 8.40. € = 60° .

8.41. X(x,¥), 5% = 1 - 4/2T, Sy = -2 + 2/2T.  8.42. x° +

y2 = 21‘20 8.43. 12 + 3’2 - 10x - By + 37 = 0. 8.&&. Rins-
joon, mis puutub sisemiselt antud ringjoont punktis M ja

mille readius R = A a1t +A). 8.45. (x - 22+(r - 2)2 a

=1 ja (x-2,8724+(y-0,4)°=1. 8.46. 4x - 3y ~10=

1, _ I .
== 2) J = ~»— . Mirkus, Ringjoontevaheliseks mur-

gaks nimetatakse ringjoonte puutujate vahelist nurka ring-
joonte 13ikepunktis. B8.48. (a, = 8,)° + (b, - b)%= 25 +

+ rg . Mirkus, Kui ringjooned on ortogonaalsed, siis ring-

joonte keskjoon ja ringjoonte loikepunkti kulgevad raadiue
sed moodustavad tdisnurkse kolmnurgs. 8.49. (x + 1)2 +

2 41.2 3,2
+(y=-3)"=9 Ja (I-w)+(3‘-w)=9. 3_.2.(1’5
~5,02. 8.51. 1) 16x -5y - 34 =0, d = =4 ; 2) 5x4+
VZsT
+2y-7=0,d=v-%. 8,52. 5x - 3y - 16 = 0, 8.53. x =

-2y - 4=0. B8.04. P (3, -4,5). Mirkus. Sirge (polaari)
pooluseks antud ringjoone suhtes on polaaril vabalt valitud
kahe erineva punkti polaaride loikepunkt, 8.55. d = B.
8.56. 1)d8=1; 2)¢= -17; 3)J= 14; 4)d= 4; 5)I=0. &5
(x - 5)° + (v + .2)Z = 25 - antud ringjoonega kontsentri-
line ringjoon, mille raadius R = Vrz + 42, 8.58. 1 12 +

+32+8x-26y=0; 2)x2+y2+16x-42y=0 - ring-

joon, mis lébib antud ringjoonte loikepunkte; 3) X = 2y = O~

sirge nn. kahe antud ringjoonte potenisioon (e, radikaal-
2

telg). B.23. 1) x=2; 2)x==-&; 3)2x ¢+ Ty +8=0;
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4) 4x + 4y + 5 = 0; 5) 2(31-a)x+2(b3-b)y+a2-a$+

+ b2 - bf - ¢ 4 r? 0. Mirkus. Kui ringjoonte vorrandid
on esitatud kujul PF(x,y) =0 ja F, (x,y) = 0, kus ruut-
liikmete kordajad on vordsed iihege, 9115 potentsjoone vor-'
rend omab ku;u P (x,y) - P(x,¥) = 0. 8.61. (x ~ 2) +
+ (y + 6) = 13. H.h.rkus. Otsitava ringjoone keskpunkt aset-
gseb ringjoonte potentsjoomel ja ringjoone raasdiuse raut on
vordne otsitava ringjoone keskpunkti potenteige ilhega antud
ringaoonte suhtes. 8.62. 1) M(=2,=2); 2) M(=3,~T). 8.63.
1) (x+2) + (y = 3)2__; 2) (x+3) + (y+7)2 = 41.
Mirkus. Otsitava ringjoone keskpunkt Uhitib aniud ringjoonte
potentspunktiga je raadiuse ruut on vordne POtenthuﬂkti po-
tentsiga koig:n entud ringjoonte suhtes. g,65. (x ~ 2)
+ (y - 6)° = 50. 8,67. Ringjoon, mille raadius R = -2- R
keskpunkt asetseb punkii P ja kirjeldatava ringjoone kegk~
punkti thendave 10igu keskpunktis, Punkt P on molems ring-
joone sarmasustsenter, 8,68. Graafikuks on poolringjoon,
mille dismeeter on p (vt.

2
joon. 8.10). 8.69. 1) ’E— +

+%E=1; 2)%-2-;-%’:—.-:

|
| 2
r1 s 1) 275x° + 676y° = 1561 ;
: 4) 100x° + T29y°=36; 5) 4x°+
x +25y =1;6)2x+5y2=
7)x2+7y2=49; 8) x2+
Joon. 8.10. + 10y = 1. 8.70. 1) a=5,

b =4, F,(3,0), e = 0,6; 2)a=12, b=2 F(0,47), =

2 12 2 x? 2 12
-‘ga 80711: 1)'?’:*‘&':1, 2)'1'3"'%_:1? 3) E"}’
2 2 b Z 2 2
Een 0B Rt 9 E e 0 e e

x” Z X2 2 L2 Z
= 1, 8,72, %)W+—§g='§, 2) '2‘;“*%‘5"1,3) 'Tgi-%--"-
2 2 z .2 2 2 ”
x X v x
= 13 4)‘21)"*%“"""1, 5)2‘54’%:19 C)m‘i %"—"?.M&r\;
kus. 8 = 106, e =<, e =0,8, ¢) = 0,8 = 8, b° = a° - o°=



2
=100-64=36 8B73x=%9, 874 1)§-+y2=1;

vl e NE et OEE .. 85 1) &+
+}§=1; 2){;;4-};-1 voi ’f;+§=1. 8_.'L6.§%+§§-=
1. 8.77. cx ¥ 82 = o, Ma_o-;i=m., 8.79.8) e =
B me-LT, oe-1. e

8:80. Ne=pn; 2)ea=

2 2
. ¢ - x° -
"277" ;}e_gﬂ 8.31, 10. §_g___¢‘r5+'¥—’_ = 1. 8:83.

= 0,03, 8,84 ¢ = 0,08. 8,85 S =TT &b ~ 127 . 10°Km2,

e o

8.86. 2¢ = 5 miij. km, b = 149,58 milj. km. L = 932,43 milj.
8:87. b = 149 977 465 km; p = 149 954 933 Im, 8.89.

Punktid 31 Jja A6 asetgsevad ellipsil, A.z, A4 js Ae aget-

sevad ellipei sees ning punktid ‘&3' AS’ A7, A.9 je A‘IO aget=

sevad viljaspooi ellipsit, 8:90, Punktid 4 ja E aset-

sevad ellipsil, B ja G asgetsevad ellipsi mees, punktid €

Ja D asetsevad viljaspool ellipaeit. 8.91. (35, .'i‘z)_

éﬂ‘ lf(- lg ) 2? ) Ja .2(" lg’ 3y - Zﬁ) - 8.220 80

8.0¢4. Ellipsi fokaaltipud. 8,95, (¥3, X4)., 8.96. d = 4g.

8.97. sbi?_ « 8.98. Ringjoon x° + :r2 = a4 be. 8.99.
!/az + be

=02 de o (L HD . mace. T, 1 g

(0, =1). 8.101. Mirkus. Kasutame sellise kolmnurgs konste
rueerimise votet, mille ifks kitlg om 2¢, nurk ¥ ja kahe iile-

' Jédnud kiilje summa on 2a (vt.
ﬁeon, 8.11). Eui murkx muu-

__,,i _ tub, tipp X kir%eldab 815
VU .2
s‘“’" lipai. 8,102, ¢“ = 8° - b

(joono 8012). 80102. m-
kus. Votame vabalt kake pa~

AL
2c A -~ ralleelset ellipsi koolu.Eoo-

Joon, B.11, lude keskpunkte ifhendav sire
18 ~ 137 =




- ge on ellipsi diameeter. Analoogiliselt - leiame veel mingi
teise dismeetri. Diameetrite loikepunkt on ellip81 taenter.
Tombame imber ellipsi tsent-

ri sellise ringjoone, mis y

loikab ellipsit neljas punk-

tis. Ellipsi Jja ringjoone ,J'

15ikepunktid on siimmeetrili- 3o .

ged ellipai simmeetriatelge-~ \,’ ¢ / -

de (ellipsi telgede) suh- 1-;\0 F, x
tes., Kui ellipsi teljed on

leitud, on fookuste leidmine
juba lihtne. 8.104. 1) Sir-
ge 1oikab ellipsit kahes eri-
nevas punktis; 2) sirge on Joon. B8.12.

ellipei puutuje, puutepunkt M°(6,1). 8,105. x = 2y - 8 =0,
8,106. 1) Mitte ihtegi; 2) kaks; 3) iks., 8.107. (5, -4) .

2 .2 - 12
8. 108. 3x2 + 2y% = 14, 8,109, 32‘-5 {— = 1. 8.110.(3‘-4;5‘—)--»

*E4 = 1 -111- X - 8 M.
i——ggl— _LET5_21 . 8.113. filesandel on kaks lahendit:

2 2
1)2‘5 ;—1 (4,5), 2)%—+¥5=1; (%.1'65).8.114.

y =3, 12x + 7y + 51 = O. Mérkus. Esimene voimalus. Punkti
A libiva sirge kimbu vorrandi voib esitada kujul y - 3=

= k{(x + 6). Kimbu sirge tousu k saame leida tingimusest,
et sirge 150ikab ellipsit kahes iihtivas loikepunktis  (ruut-

vorrandi diskriminant on vordre nulliga). Teine voimalus.

V3ib kasutade ellipsi puutuja vorrandit _T5 —g- ja

médratae puutepunkt Mo(xo, yo) tingimustest, et ta 1) eset-

sel puutujael ( T+ g = 1); 2) esetseb ellipsil (— +
2 15

+ o= 1) 8.l A%a2 4 %2 - ¢2. 8.116. 1) 2x-yii2=

= 0. MFarkus, Esimene voimalus., Iga entud sirgegs paralleel-

ge sirge vorrandi voib esitecs kujul 2x - y + C = C. Fare-

- 1.5 -



meeter tuleb valida nii, et sirge 2x - y + ¢ = 0 loikaks
antud ellipsit kahes iihtivas loikepunktis (puutumise tingi~
mus). Teine voimalus. Voib kasutada antud ellipsi puutuja

vorrandit XoX J of 1  ja m#drst % 3
~g T P = ja mdérata puutepunktid tingimus-

x Y
test, et puutuja on lleelne antud si 0 = e
» et puutuj para ud_sirgega (o7 =570

X Y
ja puutepunktid asetsevad ellipeil (3% + 2-% = 1) &11% 3x~
~y¥7=0., 8.118. 1) 24x - 5y 2 180 = 0; 2) 17x+51y ¥
iBVEBI:o' 8.112. d:w- 80120- 12:- 13y1-169=00
8.121. 23 % 4y + 15 = 0 (neli puutujat). 8.122. x¥5 =0,
2

8.123. 1)-@—5-523+§3=1 voi Eigiﬁ+?;§-5=1,
2) LE—EBQlE + ;2 =1 voi LEL%gélE + %ggz = 1, soltuvalt

sellest, kas sbatsissteljel asub ellipsi suurem voi véiksem

telg, 8.124. g + &= = 1. 8.125. 1) x +y £ 3 =0, x -~
-y gl R 0; 2)2x + Yy X 5=0, 2x - ¥ ts = 0; 3) x+

+2y¥f9-0, x-2y%9=0. 8,128, 2x + 11y - 10 = O,
8.130. Mérkus. Diameetri otspunktid on simmeetrilised el-
lipsi tsentri suhtes. Kui ellips on millratav kanoonilise
vorrandiga, siis ellipsi tsenter ithtib reeperi alguspunkti-
gé ja diameetri otspunktide vastavad koordinaadid on abso-

luutvidrtuselt vordsed ja vastupidiste mérkidega. 8.132.
y1+y2 DX, + X L.li2

Y = 3 X = - 8.1220 X +
X1Xp Tq992 o - A al
1+ 2 + s 1 +  + ™
5 b b
*b = 1. 8.134. V(x-x1)2.+ (y - y1)2+1/(x-x2)2+(y-)é)2'=
1/2 2
= 2¥c° + b, kus 2¢ = l/(xp - x1) + (yo = y1).. M, M=
2b2 ‘
== . 8.,136. 1) 5x + 6y - 11 =0; 2) 5x+ 12y - 23 =
Mirkus. Otsitav sirge kuulub kimpu, mille keskpunktiks on

punkt A , s.t., tema vorrand omab kuju y - 1 = k,(x - 1) .
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Jiib leida ainult sirge tous Xk . Otsitava koolu kaasdia-
meeter 1#bib punkti A ja poolitab koolu. Koolule vastava
keagdiameetri vorrand on X - y = 0 , 8. t. ky = 1 . Sirge
1dbib punkti A ja ellipsi keskpurkti 0(0, 0}. FKegu tea-
da, on koolu kaasdiameetri tousud seoctud tingimusega

2
k, = - —%;—- . Antud juhul k, = - £ . Asendades kimbu v3r-
2

randisse, seamegi antud tulemuse. 8.137. 4x + 9 = 13 =0 .

8.12. 21-:-3?..5:0. 301‘22. 48‘¢ 8,140. e=-2ﬂég‘

8,741, d = « V30, Mirkus. Keasdiameetri tousud on  sectud
B.341 g Barous

tingimusega k, = - —g—— . Kuna kaassdiasmeetri tous ky =

(nu.rga, poelitaja), siis k2 = - ? ning dismestri varrand on
y= - 'E X. Edasi tuleb leida diameetri ja ellipsi  loike-
punktid, mis on otsitava koOlu otspunktid, 8,142. ¢ = 60°,

801&3. 23' = 4%; 2b’ = 2”- Bo1ﬁ&o yazkob 8.142. a=11l,

b - 3, 8,146, 5 = b -g- x. M#rkus., Molemad diameetrid aset-

sevad simmeetriliselt reeper.’aL telgede suhtes. JHrelikult
2

b . 2 [+ S a

k1 ""k2' Euna k1k2=-:2-, si::.s-k1 =-;?3ak1 = By

b ] .2 . 8

kzﬂ-E. 8.14'. k1=z,k2--1, %-lﬂ'. __.__8‘148'
3 5 260 i

k1=z’k2.-ﬁ,1”2§' 8.142.@0%M0h05-

tame sellise afiinse teisenduse, mis telsendab antud ellip-

si ringjooneks. Selle iteisenduse tagajirjel kaasdiameetrid

teisenevad r oone rigtuvateks dismeetriteks, Saame

% = —- = T @ « 150. Kaapdiameetrite otspunktide
koordlnaadid on I.I(acose, bsine), lz(asine, -bcosd). Eegk-
x

+
punktide jeoks ssame: x = —3--2-1—% = g(cose + 8in@), ¥y =

Yo + ¥ A
e "2 - 2(5in6 - cose). Siit Zw + Iy =5 . &5 R =
“ - & b
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- B2 g q5p, X(x ¢ +2=o. 8.153. Ellips
ookl

n
2 2 2 2
% 2y - b b 4 Y
+ = %} 8012&. _—z + = 1. 8, 1 »
a b (at) (bt)
¥Hrkus, Eksisteeridb afiinne teisendus, mis viib ellipsi sa~
maks ellipsiks, aga telsendasb tema kaasdismeetrid telge~
deks. B8.156. O = AC = a2 + "c2 , CG AE. 0G on vordne
pooliege otsitave raudu kiiljeat. 5.157, cab . B.158,
‘J P 2
& + b
2
£31lipai xeskpunktist readiusege ¥&“ + »°© Jjoonistada ring-
joon, mis loikab teligi otaitava ruudu tippudes. 8,159, x =

-37%320, x+y¥3=0. 8.161. A(6,0), B(%,EF),
2 2
(%, - l@). 8,162, S = 68.‘-} . 8.163. .’2‘5- + % = 1 voi

2 2
%-5’ + g—- = 1, soltuvalt sellest, kas eilips 1#bid rombi awa-

reme voi vHliksema diaegomsali otspunkie. 8,165. MHrkus.
Ellipsite afiingel teisendamisel ringjooneh;a teiseneb vaa-
deldav kolmnurk vordkiilgseks kolmnurgaks, mille keskpunkt

. 2 e 2
ihtib ringjoonte keskpunktiga. 8.166. SXEL_ ., 11::}-)- -
&a
2 2
=1o 8016101)%+"¥&L‘=1, 1131, y1--3’
| 2 2
3=b=m; 2)'{21'%)_""'('%)_:11 I1=—2, 31-19

2 2
a=4,b=2, 3 xtd +*-6-=1,x1=-4; y.l-O, a-EVS,

b= yT0. 8,168. x° + 252 - 6x + 24y + 31 a O. 8.169.
(2x, - x)° (2, - )
+ - '- [ d
I be =1, 2x°-x = 0, 2yo-y = Q.

2 2 2 2
8.170. 7~ + i— = 1. 8.171. Ellips Z5 + &x = 1 v3i ring-
a b

joon z° + yz = &° , kui punkt ¥ on loigu AB keskpunkt

{(joom. 8.1%), TEisnurga hsarad voetakse reeperi telgedeks
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jaﬂﬂa,mzb.

= gind., ‘E: cosd.,

= ‘ OAB. 8.1 -

= “ml“m & miIn
+

2
§z= 1. 8.173. 1)

=5, AM = 3; 2) AB = 5,

AM = 4; 3) AB = 10, AM = x x

=5, 8,174. Ellips

pooltelgedega 13 cm _ja Joon. 8,13.

© 5 cm. Kolmnurga aluse juures elevad tipud on selle ellipsi
A+ 1 e 2

2
fookusteka. 8,175, ET"’
r r-A
OM

tingimuste jérgi gp =X . (joon. 8.14) QP otspunktide

¥°=1, Mirkus. Ulesande

koordinaadid on Q(x, y1), P(x, ¥,), kus ¥y = 0 ja y, leiaw
vgz - 1:E

me ringjoone vorrandist ¥y = » Kuna punkt M ja-

gab loigu PQ suhtes A, i

. ANE -2 L P
8iis y = T o o« Vil
mage seose lihtsustami- n M
sest seamegi ellipsi vor-
I‘andi . 801 6. —-x"""—" + 0 a I

(- H?
2

+ 4> =1. 8,177 El-

(3‘) Joon., 8.14.

lips tsentriga punktis Q(0,1) ja pooltelgedega a = V7%,
b = ¥7. Ellipsi teljed on paralleelsed reeperi telgedega.

2 2
8.178. (joon. 8.15). Ellips -(%-3—3)— + 4= <1, Ellipsi
fookugteks on antud ringjoone keskpunkt ja punkt A.

- 142 -



%2 12
2102 (p + @)% * (p-q)° )
=1, 8, t. ellips pooltel-
p gedega p + q ja p - q. Kui
M P> q, 8iis punkt Q JoO=
0 nestad ellipsi, liikudes
A T vagstukella; kui p ¢ g, Biis
punkt Q 1liigub mdbda elw
lipsit vastupidises suunas.
Kui p = q, siis punkt Q var-
da OP +tdispobrde viltel
lébib keks korda x-telje
Joon. 8.15. 1oigu pikkusega 2(p + q).
8.180., Ruudu tippu lébivate ellipsite jaoks kehtib seos -’;_, +

+ -1-2 = 1, Puutepunkti koordinaadid (x, y) rahuldavad vorrane
o x ¥ 2 2

deid =25+ =2y =1, Xy 4 Ly o1, Mahirates siit 1y , Ly ya

a b a b a b
agendades need tingimusge ] + . = 1 saadakae Jo~ ¥ +
e 2t T2

x-xo

t ¥y, - x9)

= 1, 8,181. Liikugu ellipsi fookus F modda

sirget & , kusjuures ellips ise puutub sirgega b punktis M,
Konstrueerime hetkelise kegk-
punkti €2 ning iihendame sel-
/a le ellipsi keskpunktiga o .
;) M/ P 4 Sirge 0S50 on otsitava tra-
-
—

P Jektoori normaal. Tdhistades

Y, 5;_/1_ sirgete a ja F'M loike-

V4 S puankti tdhega Q , saame, et
sy PQ = PP, kuna MNP poolitab
%ﬁ/ 0 nurga FMQ . Edasi MH = FH

ja ¥'O0 = FO . Jarelikult
a sirge ORP on sirge ©P'Q
paralleelne sirge. Jidreli-

kult trazjextoori normaal
Joon. 8.16, | G St 1lébib liikumatut punk-
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t1 P, s. t. otaitav itrajektcor en ringjoon., Et leida ring-
Joone readiust, tarvitseb psivrata ellipsit nii, et tems tei-
me fookms P' langeks sirgele a . Siis on kerge nkha, et
readius vordub suurema pool-
teljega. 8.182. Y = 60°,
8.183. 2a = 8/ cm ~13,9 c=;

2 =120me=n. 8,184
Enjundsme koomusessez kaks
af8iri, nii et tkes puutud
koomuse pinde m&6ds ringjoons
&b ja loikab tasamdis oL
punktis ¥y, “eine puutud
koomuse pinds mBda ringjoont
a'b' Jje loikab tasandit .
pusktis F, . Votame 13ike-
Joonel suvalise punkti X ja
#hendame selle punktidega P,
bL F2 tesandil o ning aseta~
me iH#bl selle punkti koonusge Joon, B.,17.
moodustajs loikumiseni ring-

Joontega punktides 4 ja B. Saame MF, + MF, = AB, kus AB

on konstent (vt. eelm. #i1.). Seega koonuseldige on ellipay
¥F, tMF, = AB (vt. joon. 8.47),

Qe peniiiki
HUPERBOOL

9.1, 1)§-§E=1; 2)%2..,.%:1; B)m%-g%
4) 225c% - 100y = 36; 5) Tx° - 332 = 215 6) z° - 10y° = 1.
2.2. Vt, joom. 9.4, 9.3. 1) 28 = 16; 2) 28 = 41/?#},66,
S.4. 1) 272° - 283'2*-720; 2)*?;"5'2"‘ 1 3)%‘?&’%"'“ Te
2:2- #,(0, 17), Fy(0, -17), & ¥ 155 . o, 9.6, & =12, b =
=5, Pi(=13, 0), F5{13, 0), & = 48 , 5z 1 12y = 0. 9.7. -

1;
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- JOON, 90 4,

-§§=10 Moo 1)3=6,'b=4, c=2m, F1(-2m, 0) ]

F2(2V1"5,0),3=§VT3,P=2%; 2)8=3.b=2-°=m-
= = =6;

e=§V1-3,p=;éz;-3)a=2,b=2V3,c 4, e = 2, P

4)3=V5,b= vc=VEse=vE§.$p“1%'zi 5) B=5,

b=T, °2 = T4, F1(0°, -8s6) FZ(O; 8v6)s e = %m! P=9:8§
2 -

5)&=%,b=1,0=%VEo e"@:?"‘;; 7) a=1,
2ye 2=“2

b=1, c=VE e=VZ p=1; s)a=v-§.b-lf'5.c 2,
2

e-_—@,p:ﬂ; 9)_3=V5,b=V3.°=2V?. e"""g

2Y? V2 L,

P=V—.‘3§; 10)&=m,b=vg,0=4se= sy P =

5 _ 27 .
11)a=12,b=9,c 15, e = § + P =7 » i._g‘i)x

¥ . i’ = 03
IVi¥ =0; 2)x2y=0; NVEIVIF=0; 4)5x~7

2

2 2 2 2 5 2
> L ’ x - = 13 - =16.
gLt D=1 HE -7

- 145 =



2

2 .2 2

1 D -Hat - O -Fa1, 5
2 gl 2

= 1; 5)%—’-23-“5-5=1. Iﬁrhs.pa-z— ehkp=eA,kuB

O on fookuse kaugus vastavest juhtsirgest ja e on " eks-
tsentrilisus, 9.12. 1) F1(5, 0), 1'2(-5,0); 2) ezg»; 3) ym

2 2 '
ui%:,x 1’%; 4)%-%—:1;9'=%. 9 z.é-ﬁfl.,
2 2 2 2 2
el4. NDigg-T=1; Dig-F=1; NF-§=1 4)

2 .2 2
§—-i—=1; 5)x2-"3’-—=1. 9.15. 1) & = 2)/3; b = 2; 2)a=

=115, b= Vi0; 3)a=V5 b=2Y5 4)a=2f5 b=y5

9.16. 1)’;‘;-53=1; 2)§§-§3=1; 3)%%3+¥§ -1
4){‘%-%’-§=1; 5)%3-§E=1 ja %’ff--g-gg—z-au 9.17.
1) 2% - 3° = 8; 2) x° - y° = 36; 3)§-§5=1; 4)%-;-
“F e s 1)%—2-511; 2)§E-§3=1. 9.19.
-1)1‘-§-§§-=-1; 2)%-%-&-1; 3)§;-§§-=-1; 4)

12 2 ‘o

3~ - %5 = -1,  2.20. 12 piomaihikut. 9.21. 1) X -y =0
ja x+y=0, 2% =290° 2)x-y3y=0 ja xfﬁy-'=o;
2¥ 260% 3)2x /70y = 0 ja 2x I |/T0y = 0, 29 = 64%18";
4) 3x - /755 = 0 ja 3x +\{15y = 0, 2y =~98°14r. 9.22,
1) ecos®=1; 2)2=Ve? 1. 9.23. 1N =120% 2) o

= 9000 20210 1) e = 7“;; 2) e = V—z—; 3) e = Vi". Eo X -

[

I2 2
-2y - 12 =0 Jja x4+ 2y + 8 = 0, 0:.26.1-6-_%-.—.1 ja
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2 2 2
Egg =1, 9.27. T5 -4 = 1. Q.28 §§ - gi =1 Ja

r
2 2 2 2 2
E; - %F = 1. 9,29. 1) %}-- §— - 1; 2) ;5 - *11 = 1.
2 2 2 2

9.30. 1) = - §5 = 1; ) Fp-F =1, 23l.x=-4, x =
=4, y==1 ja y =1, 8.33. 1) A{(-ﬁ, =5); 2) ed 161111;
3) 4,01, 0), A,(=T,4); &) AGzE, -39 5 5) A,W5, 3) .
A,(=y75, 3); 6) ei 1oikm. 2.34. 1) A(10, 2), B(~10, -2);
2) sirge puutub hilperbooli punktis C€(10, -2); 3) reaslseid
loikepunkie ei ole; 4) D(- 12/10 ); - %J, girge en paral-

leslne iihe asimptoodiga ja teist loikepunkti ei ole. 9.35.
Vt. joon. 9.5. ILeides tekkinud kolmmurga tipud ja arvutades

| 3

al

Joon. 9.5.

kolmnurge pindala, saame, et S = ab, 9.36. Joon. 9.6. Mire
kus. Kasutame kolmnurga konstrueerimise votet aluse 2c jhrgi,
¥kui kolmnurga {iks murk on ¥ ja kahe iilejHénud kiilgede vahe
on 2a . Korrates sama konstruktsiooni erinevate murkude kor-
ral, seame leida erinevaid hiiperbooli punkie. Hiiperbooli va=
saku heara sasme, vottes parema fookuase kolmnurge suurima kiil-

- 147 =



je juures oleva murga tipuks.
2,2
a'b

2:31. §; §p=5 . Mx

kug. Veadeldud omedust voib
votta ka hiiperbooli definit-
siooniks: hiiperbeoliks nime-
tatakgse punktide hulka tasane
dil, mille punktide kauguste
korrutis kahe loikuva sirgeni
on konstantne, Vaadeldud sir-
ged on hiiperbooli- asimptoodid.

2 2 x°
8 Xo Jo 1 1
202 - ;2‘ - ? ) . 2-22- ;?‘ -
> o Joon. %.6.

3? X2 2 . -
- ;2 > 1, =3 - ;2 >1, x,X, > 0. 9.40. A - sisemine, B ~ vi-
a

limine, C -~ hiiperbooli punkt. 9,41. Punktides (= %2», - iz),

.19, 942, r =9, 7, =19, tanp = ZUZ . 9.43. (-,
4@ Jja ("6! "4V3): Mo ‘[) I'—'—i%m, y:i’,‘l,s (4. pu_nkﬂ);
2) x=9,6; y = d %\/TT§ (2 punkti). Miérkus. Kui hiiperboo-

1i mingi punkti korral fokaalraadiused on risti, siis fokaale
raadiused koos fookustevahelise loiguga moodustavad tédisnurke

se kolmnmurga, mille korral kehtid seos 402 = r? + rg e 3.45.

1) ry, = EgE§-+ V3, r, = gg§§ - V3; 2) antud hiiperboolil ei

ole niisugust punkti. 9.46. x + 45y + 10=0 ja x - 10 =
. 9

HEI‘]CHB- K\m&:a;a e, giis EH= e, ust x=as1+ez.
e —e
Paremsa haru korral x > &, Saame 121—2,3,1. Saadud seosest
e - e

leiame e , arvestades, et e > 1. 9.43. 27. 9.50. d = b.
xXx
9,51, =% +2—;_- = 1. 9.52. Vt. joonm. 9.7.  9.53. Rutuje— -
S 2 ' a
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j -

Joon. 9.7.

Jo a2x 'b“"3 2
—?=1,n0maal—x:+§:2=-’c. 20§.x+y=1g Mz.

X=y=2=20; x=y+2=0, 9.56.,1) [m|]y4,5; 2) ms=
2 2 2 2

=%4,5, 3) m< 4,5 9.57. 1) %-%41, kuid-‘-z-l.z,t
' a a
xi yg z2 2
# 0, puutujate psari vorrand (-7 - -d ) (&5 - :2-
a a
XX ToY 2 xg y<2>
- (—-2-— - ——? - 1) = O, 2) a) "‘2‘ - '? = 1, 5118 puutuja
a b a b ”
2
v XX yoy x0 Jo 2 2
vorrand 31-1-?-1:0’ b);-2-~-b?=0, x°+y°#0,
8. t. punki asetseb asimptoodil, kuid ei iihti keskpunktiga,
2

' v o, x Ic2> 2“0
giis puutuja verrand (1 "'"2')5"' (1 -—?)E-T=O,hﬂd
a a

2
yo=-§xo. 2.5.3cx3ay=az, (3c;f:—). 9.59. ) x=
=1; 2)5x =2y + 3 =0, 9.60. 1) 3x 2 2y -6 =0; 2) 3x+
+ 2y + 6 ainult ikks puutuja, kuna punkt asetseb  hiiperboo-
1il; 3) reamlseid puutujaid ei eksisteeri, kuna punkt aset-
seb hiiperbooli sees. 9.61. 1) X +y=-2=0,5x~T7Ty+ 2=
20, X=Y~6=0, TX +55 +210=0; 2) x~ 37+ 5= ’
3x + 21y + 45 =0, 3x+y =15 =0, 2lx - 3y - 35 = 0.
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9.62. 1) P(2, 0). Mirkus. Sirge pooluseks teist jérku kove-
ra subhtes on sirge ga kovera loikepunkte ldbivate puutujate
loikepunkt; 2) P(3, 3). 9.63. 1) x = 4. Miirkus. Punktist
A htiperboolile tommatud puutujate puutepunktid om M, (4, 3),
M, = (4, -~3) ja polaariks on punkte M, Jja N, labiv Bll‘-
ge; 2) x + 4y - 16 = 0, puutepunktid M,(4, 3), ll2(3-. 3-),

£ y2

28 - —5 + =5 + 1
3) 2x + 57 = 16 0. 9.66, tan = el o

4
X, + ¥, -8 +D

9.67. Mirkus. Uhtivate fookustega hﬁperboole ja ellipseid

void esitada jérgmiste vorranditega: ...2. T'LZ' ja
2 2 p—
i.2+ﬁ=1. 22620 (Egs 2@)) ("%2 -g) m"
' 2
Y
2% - 3%? = ¢%; 2) x%a® - b2 = m°.  9.T1. fg < 0.
a

9.72. 1) x+y+3 =0 ja x+y~-3=0; 2) antud gihis
reaalseid puutujaid ei leidu. 9,73, Puutuja 3:;-2y3 4 = Qs
9.74. Puutujad x - y Y3 0, normaalid X+y ts5=-0.

9.15. x+ 2y =-4=0, x+2y+4=0, d=9§. 9,76. 1)

312 = 2e11. @ =

= 1; 2) %-§3=1.

t+

18x - 10y ¥ 225 = 0; 2) 12x + 13y
| 2
.@ . 9.73.1)%:_
2/5 ' 5 '
x2 2 x2 o + —
213 g - & = 1. 2.80. - y°=1. 2.81. 8xIyiiy-20=
= 0. 2.83. 4, . d, = b° ehk hiilvete kaudu J, .0d, ==~b°.

Mirkus., Miinusmiirk nditab, et hiiperbooli fookused asetsevad
tema  suvalise puutuja suhtes esinevates pooltdsandites.
9.85. 1) b; 2) tdhistades hiiperbooli suvalise punkti koor-
dinaadid (x, y) ja selle punkti kaugused asiimptootidest d,

Jadz, saame d1=35-é—'-"—§1§ ja d2=M,kuatdd2=

*‘I"’m

,
a + b a2+b2

2.2 2.2 2,2
E_I__EJ_/ ag . 9.86. 12+y2=a2-b2.
a2 + b ¢ -
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9.87. Ringjoon. 9.88. i!k‘z % . 9.83. 1) mx + xgy = 2::9;

2
2) 2x + 3 = 8; 3) 4x + 3y = 24, 9.90. d =2, 9,91, y -
2
= -5; x, kus k on paralleelsete kddlude tous.  9.92. 3x =
a ,

w4y » 5 = 0. 9.93., 16x - 15y = 0. Mirkus. Kasutada vale-
mit (9.12). 2,96. Olgu CA ja
CB asimptoodid, Asetseme girge
MN CB, see girge loikadb asimp-
tooti CA punktis N, antud dia-
meetrit punktisa M . Asetame W N=
= MN; kaasdiameetriks CM'. 2.97.
Otsitavate diameetrite tousud on

Joon, 9.8.

2 .2 . 2 .2 2 2.2
N +b)tanokfl_/(az+b)tan + 4a°b 9, 98.

1,2 oa y

L{x = a.rcsin-} . Mirkus. Hﬁpgrbool% korgal kehtib JjHrgmine
Apolloniuse teoreem: &~ - b = a'” = b’ Ja ab = a'b' sind{,
kus & ja b on hiiperbooli poolteljed ja 2a' ja 2b' kass-
diameetritel aseisevate koolude pikkused., $9.99. 1) y =
= (2¥1)x ja y=WZ+1)x, y==(2+1)x; 2) 2x-3=
0, x-3y=0 ja 2Xx+y=0, x+3y=0, 9.100. 9x
4/34y = 0 . Mirkus, Milirame diameetril asetseva koolu ots-
punktid kehest tingimmsest: a) need punkiid asetsevad hilper-

boolil; b} punktid asetsevad 10 cm kaugusel hiiperbooli taent=-
rist. J.101. 5yt 2x = 0. 9,102, Hiiperbool. 9.105. G

_8b
V-2
Age-

=+

+ . ab

). {lesanne on voimalik, kui b > a, 9,106,
o2, o2

tame GF jj DE, DG AC (vt. joonist 9.9). Jaotame DG ja CD
vordseks arvuks osadeks. Punkti A ihendame CD jaotustega,
punkti B ihendame DG jaotustega. Sirgete loikepunktid on

2 2
(x ~ %) 2 (x=%)
hiiperboolil. 9.107. — s - _LE = 1. 9.109. —— -
(%) (%) )
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Joon. 9.9.

2 (x = 2 - v 2
- -%—z = 1. 9.112. 1) = 1220) - (x .:2) =1;
(= &

2 (:I::--::g)2 (y-n_)z_ ] 13, 1) (x-1)%  (3+2)°
A 5 3¢

2 2
=1, Q1,2),8=5 ja b=3 2) E£I_ G,

2
-1, =1) a = W& ja b =¥5 3) &EF£2_ 4% o1, 30

2 2
a=2 ja b=1; &P G2 .4, g2, -2)

2
aaz,b=2yF 5) Wml L EH 1Ly (g, 2), re-

saltelg on paralleelne y-teljega a = /2 ja b = 2/2;
6) (x - 2)2 -(y - 3)2 = 0 - - loikuvate sirgete paar,

9,114, 1) C(2, =3), a =3, b =4, & = g , juhtsirgete vor-

randid on 5x « 1 = 0, 5x - 19 = ¢, asimpicotider vorrandid
on 4x - 35 - 17 =0, 4x + 3y + 1 = G; 2) C{(~5; 1), a = 8,
P=6b, 8= i,25, juntairgete vorrandid on x = =11,4 ja
x = 1,4, asimptootide vorrandid om 3x + 4y + 11 = 0 ja 3x =
~ 4y + 19 = 0; 3) C(2, =1), a =3, b=4, & = 1,25, juht-
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Sirgete vorrandid on y = ~-4,2, y = 2,2, astmptootide vorran-

2
did on 4x + 3y - 5= 0, 4x - 3y - 11 = 0. 9,115, =gl _
o 9
- -I? = 1, M#rkus., Antud juhul on mugav kasutada fokaaltel-

12
2
. 2b
jege ristuva fokaalraadiuse pikkuse avaldist 1==—4 . 3116,

2 2
xy = %— vana reeperi pooramisel -45° vorra, xy = - g—- vansa

2 2
reeperi potramisel 45° virra. 9.117. 7— - ¥z = 1. XN, Hi-

perbooli x° - §E = 1 parempoolne haru. 9.119. Punitide kmlk
on hiiperbool (1 +3\)2 Xy = 22 8, mille assilmptoodid ihtivaad
reegeri gelgedega. ja VS on kolmmurga pindala. 9,120, 12+y2=
= &8 = b-, Mirkus. Vordhaarse hiijperbooli korral vaadeldud
nuik koosneb ainult ilhest punktist - hiiperbooli tsentrist.
Kui a < b, siis hiiperboolil ei eksisteeri itihtegi paari ris-
tuvaid puutujaid. 9.121. Vordhaarnme hiiperbool x° - 12 =
= a2 - b2, Vt. joon. 9.10. 9.122. Mirkus. Antud ringjoone
keskpunkt ja antud ringjoo-
ne suhtes viiline punkt on
#g otasitava hiiperbooli fookus-
teks. Antud ringjoone raa=-
dius on vordne  hiiperboeli

foka.alkaglu pixkusega 2a.
2

x

2:123. Fp -% =1. 124, g =

=§. 9.125. Hiperbooli
juhtjoon, mis vastab selle-

x le fookusele, kust om tom~
metud ristsirged. 9,126, 2 -

- y2 = a.2, kui antud punke

tide koordinaadid on (a, 0O)
Joon. 9.10. je (~-a, 0). 9127 2 - 32 -

= a2, ‘s, t. vordhasrne hil

perbool, mille tipud tihtivad punktidega A Jja B. Midrame
punkti M ordinsadi kahest kolmnurgast AMN ja BMN (joon.

9.11). ¥ = (x + a)tan ¥ Jay = (x -~ a) cot ¢ , Nendest ka-
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Iy

pat .
/4(-;,0) 0 bBo0) N = x

Joon, 9,1t.

hest vorrandist elimineerime parameetri.,  J.129. -3’-1-’-. 9% 130.
Fookuste hulk on hiiperbool, kui FA - FB # 0. 9,131. Teine
fookus on vordsel kaugusel punkiidest, mis on siimmeetrilised
antud fookusega puutujate suhtes, Otsitav punktihulk on sir-
g®. Kui on antud fookus F,, punkt M, ja puutuja 1., siis
FoMy + M, F = M,'F, Xkus M, on punkt, mis on punktiga Fo
simmeetriline puutuja . subtes. ldahendab Mo' ~ Fl, =
= conat, Otsitav punktiihulk on hiiperbooli (fookustege M, ja
M,') haru. 9.133. Votame puutujaks x-telje, asimptoodiks y-
tol;e.:OJ.gn punkti P abstsiss x = a. Siis vorrand (x-fi)‘?-i-
+ (y - Q) = (lx + my + n)2 miirab hiiperbooli, mille foo-
kuseks on punkt (§ , 7 ) ja me saame otsitava hulga vorrandi
kui olinincer:!ne 1, m, n neljast vorrandist (a-;) + 22 =
=(la+n) , n=1‘l, iz:fn, 1a(2+2nar.+ln a O,
9.134. Hiiperbool. 9.135. p.v = oRT, kus T on absoluutne
temperatuur, R on gaasi universaalne Kkonstant R =
- 8,3.10° 22— . Arvestades, et 15°C = 288,3K ja 1 tom
bapnikku on 31,25 kg-mol, saadaskse pv=31,2.8,3. 103. 288,3=
= 7,5 . 107 Bm. Soovitatekse votts rohu teljeke (p) ebstsiss—
telg 1 jact-= = 1 « 107 = ja ruumala teljeks ordinmsitelg |
jaotus - 1 . 10%p°,



10. peatiikk
PARABOOL

10.1. (0,1).  10.2., 1) 3° = &x; "2) y% = 6x; 3) y° = 5x;
4)y2.~z6,4x. 10..1:-%. 10.4. (%, 0), x=-;.
2) (-3, 0), x =g 3)(0, 1), T=-g;i 4) (o,-?),
y =% 105, y° =8x-8 106, 1) 3° =4x; 2) 3 =

= =9x; 3) Y2=8E_; 4) .v2=-81; 5) 32=16x; €) ¥2=

T o12x; ) y2 = 20m. 10.7. 1) X2 =3; 2) x° = - 2;

2 -8y; 4)x°=-8y; 5)x°=12y; 6)x° = 8y, W8
P=4 10.9. y=%12-x+3. 10.10. 1) y2=101-25;
2 2 x . y°
2) ¥ 3 6x - 9. 10,11. x° = 6y - 9.  10.12. a--:%z =1 ;
vordle sirge vorrandiga telgloikudes, Mirkus., Kune x~-telg
on parabooli teljeks ja tipp asetseb punktis A(a, 0), siis
parabooli vorrand omab kuju y° = 2p{x - a). Parameetri
lejdmiseks arvestame, et punkt B(0, ») on parabooli punkt,
10.13. 1) (7 - ¥)% = 2p(x - a); 2) (3 - )% = -2p(x-4a) .
Mirkus. Kanneme roopliikke teel reeperi alguspunkti punkti
-A(a, b)., Uues reeperis parabooli vorrand omab kuju 3'2 =
= 2x'. Minnes tagasi ldhtereeperisse, punkti koordinmati-

de 'teisendusvalemid omavad kuju x' = x - a, y' = y = b,
Teostades asenduse, saamegi toodud kuju, 10, 14. (x—a)2 =

2 x°
= 2p(y-b), (x-1)° = b(x+2). 10.15. Zy + £ = 1, 10, 16,
a

2 S
-4 dp =1, 10417, (x +2)° = =32(y - 1). 1G,18. F(9, -8).
10,19, 1) A(2, 0), p=2,x=-1=0, 2) A(g, 0), p= 3
6x - 13 =0, 3) A0, - ), p =3, 6y + 11 = 0, 4) A0, 2),
P=g, 47-9=0. 10.20. 1) (% - B, By(2, 0), B,(5,0)
y-telje positiivne suund; 2) A(%, - Z.g,), 31(-1,0), 32(5;0)-
y-telje negatiivne suund; 3) A(g—, - Z&) B1(Lz—m s 0),
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Bz(z—iiziz , 0), y~telje pesitiivne suund; 4) A(- g, %%),
x-telge el 1loika, y-telje positiivme suund; 5) A(%, -<%) ,

B,(1, 0), B,(8, 0), y-telje positiivme suund. 10.2% K18,12),
B(18, =-12), 10.22, 12. 10.23. A,(0, 0), Ay (4, 4). 10.24.

CK = 10, 10,25, Kui punkt lo on parabooli punkt, siis
teme koordinaadid peavad rahuldema paxabooli vorrendit, &. t.
yi - 2pxa = g. Kui punkt T kuu%ub parabooli asisepiirkone
de, sils 7y - 2px0‘< 0. Kui Yo ~ 2;:6:> 0, giis punkt
kunludb parsbooll viilispiirkonda. 10,26, B on parabooli
punkt, A on sees- ja ( vEljaspool parabooli. 10,27 1) Bp >

> 24C, 2) B°p < 24C. 10,28, 1) My(2, -6), My (%, 3);

2) Ho(g, 2) sirge on parasbooli puutuja; 3) reaalseid 10i~
kepunkte ei eksisteeri; 4) H(%,-B), sirge on paralleelne

parabooli teljega. 10,29. 1) 4A,(4, 6), Az(% s - %) ;
2) M(z8 , 8); 3) A= £, 1) 4) 4,(20, 16), 4(5, 1); 5)
reaalseid 1ldlkepurkte ei eksisteeri.  10.30. (10, V30),

(10, -¥30), (2, VB, (2, -VB). 10,31, (3, 3¥i%) ja kake
imaginaarset loikepunkti., 10,32. Kui y© = 2px on antud
parabeol ja x = k on antud sirge, siis otsitav punkt on
A(p+k, 0).  10.33. (0, ¥2).  10,34. Vt. joon. 10,10, Mir~
kus. Otsime parabooli punkti parabooli

teljega paralleelsete sirgete parve
sirgetel. 10,23, Parabool 32 -.%3 X,

10,36. Vt. joon. 10.11. Konstrukisioo-
nig voib kasuteda erinevaid téisnurk-
seid kolmmurki, niiteks kaastelgedega
aab=5 voi a =10, b = 20,  voi F
a = 15, b = 45 jne., kui aimlt g2 =5,

Joonis on tehtud 1. juhule. Punktide saa-
miseks vHEljaspool kolmmurke pikendatakse
molemat kastetit molemsle poole ja kan-
takse pikendusiele samad jactused nagu kas- Joonm. 10.1C.
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tetitel. Punktide mummer-
demist jhitkatakse joomisel
10.11 néidatud viieil.
10.37. Mirkus. Punktist M
langetame ristloigu MH pa-
rabooli teljele. Punktist H
kanname teljele loigu HJ = p
(p - parameeter). Libi pa-
rabooli tipu A ja punkti
| J Jjoonegisme ringjoore,
% mille keskpunkti ordinssat

on QK = %El. Sagdud ring-

Joon. 10.11. joon loikab paraboeli ot=

sitavas punktis N . Sirge MN ongi otsitav parabeoli nor-

maal., 10.39. 1)} 3,3 = (p(x+x,); 2) (y2-2px)(y§-2pxo) -
- [yoy - p(x*xo)}z = 0, y'fy = P(I + I?)- Mo Er_k_u_a.
Y Parabooli 32 = 2px puutuje
omab kuju y ¥y = p(x + x,),
kusjuures puutepunkt en pa~
rabooli pumkt, 8. t. ys =
= 2px°. 10.41. Vt. Jjoon.
10.13.  10.42. B (9, -6).
Miérkus. Parabooli puutuje
vorrandi sasme peoleldi
asendusvottega, s. t. emab
kuju y .y = 2(x + xo). Kuna
ke sirge x + 3y + 9= C on
q sama parabooli puutuja, siis

6 ‘
42 7 _f, Joona 10013.

Joon, 10,12,

i
un
-



sirged peag:d iihtima, s. t. tundmatute kordajad on vordsed
2= =252, 10.43. 1) p=2; 2) p = $.. Markus, Aval-
dame puutepunkti koordinaadid tundmatu parameetri p kaudu,
Parameetri p leiame tingimusest, et puutepunkt on para-
booli punkt. 10.44. 1) x+y+2 =0, 2x + 5y + 25 = 0;
2) 3x~-y+3=0,3-2y4+12=0; 3)x= 0, x=2y + 6 =

= 0; 4) 3x + <f3y + 6 = 0; 5) ei eksisteeri. 10,45, d =

yo
= 13-1% . 10.46. (- =2, 0). 10.47. 3x - 8y + 48
8x + 3y - 164 = 0; 3x + 4y + 12 = 0, 4x - 3y - 34 = O,

10.,48. 4x - y - 24 =0, x + 4y - 180 = 0, 2x + 3y + 2
9x - 6y + 22 = 0, 10.49. 1) x+y ¥ 3=0; 2) 3x-y+ 1
=0; 3)x-2y+12=0; 4)3x+y+1=0, 10.50. 4 =
=2/13. 10,51. x+y+4=0;x-y- 12 = 0. 10,52, 8x -
-4y +1=0; 8x+ 16y -~ 9= 0. 10,53. 1) x = 6y + 27 =
=0; 2)2x-y+2=0; 3)x-2y+2 =0, 10.54. b =
2bk.  10.55. (9, 6/3).  10.56. A(% , 1), 8x=-6y + 3 =0,
24x + 32y - 41 = 0. 10,57. x~ V3y + 9 = 0. 10.58. 1)
1123+4=0; 2)11'3y+15=0. Mirkus, Puutujate koor-

dinaadid on lihtne leida sirge ja kovera puutumise tingimu-
sest: puutuja omab koveraga kaks ithtivat loikepunkti. 10,59,
1) puutub parsbooli; 2) 1oikab parabooli kahes punktis;
3) asub véljaspool parsbooli. 10,60, d = 2. Mirkus, EKui
- girge ei loika paratooli, siisg sirge ja parabooli ~vaheline
lthim kaugus on vordne sirge kaugusega parabooli punktist,
mida ldbiv puutuja on paralleelne antud sirgega (vt. joon.
10.13).  10.64. x - 7 + 1 = 0.  10.65. P(-1, 2,25). 10,67
Sirge. Lahendus. Olgu yz = 2px antud parabool, IK; 'Y ) ot-
sitava hulga suvaline punkt, siia punktile P vastava po=~
laari vorrand on y#n = p{x +§ ). Polaaril asetseva paraboo-
11 koolu otspunktist M, tommatud normsali vdrrend omsb ku-
Jju XX +py ~ X ¥, - PY, = C. Xuna normaal peab lébima pa-

0,

0,

it

J N

0" 0
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raboolil asetsevat koolu otspunktides voetud normaslide 1oi-
kepunkti K(a,b), siis saame koolu otspunkti leidmiseks ver-
randisiisteemi ,
+ J,(p-a)-dp=0,

o

2
Vo = 2%,
b2 = 2pa

tundmetute x_  ja yo' guhtes. Kuna punktid ¥, ja ¥ on
erinevad, siis y_ ~ b # 0 ja peale suurusega Yy - b lébi-
jagamist sasme koolu otspunktide M,(x,, y,) Ja My(x,, ¥5)

ordinaatide leidmiseks ruutvorrandi yg + byo + 2p2 = 0, mile

lest y, + ¥, = -b, 9o = 2p2. Teiselt poolt, punkti P pelaa-
ri vorrandi vdime koostada kui punkte M,(x,, y,) ja 5L, %)
Y - ¥, X = x,

- millest Y =
Yo =¥ Xp-x7

ldbiva sirge vorrandi

¥4
= —<P _ X =-—3—2—. Kuna iks ja sama sirge ou miliratud
Yy 3o Yy + ¥

kahe vorrandiga, siis vastavate tundmatute kordajad ‘peavad
olema vordelised. Smame 24 =¥, + Yp» 2P§ = ¥;¥. Kokku-

vottes, arvestades eespool saasdud seoseid ¥, Ja ¥, korral

seame ; = p, B, t. otsitav hulk on sirge. 10,69. Paraboo-
1i juntsirge x = ~ &+ 10,70, S, t S, = 2. Parabooli sis-
se joonestatud kolmnurgs pindsla on 2 korda vidiksem vastava
parabooli imber joonmestatud kolmnurga pindalast., 10.7J3. Mire
kus, Koveratevaheliseks mrgaks nimetatakse koverate puuto~
jate vahelist murka nende loikepunktis. 10.74. Sirge, mis
on paralleelne paraboolide tipus voetud puutujatege. 10.75.
x-2=0., 10.79. 3 -p=0. 10,80, y =24 , Mirkus. Pe~
rabooli y° = 2px diameetri vorrand on y =f , kus k om
diameetrit poolitava Dparabooli k660lude tdus. Kahe sir-

_ K-k
ge vebhelise nurga valemis tan ~f =2 3ﬂl . kus\,f) = 45° Ja
1

k, =0 (diameeter on paraslleelne parabooli teljega), sas«
dakse: k = ¥ 1. 10.81.x - 12 = 0, 10.82. 1) 2Xx~y=-3=0f
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2 2x -y - 5=0, 10.83. 1) 3x = y = 10 = 0; 2) 3x - 5y+
+ 10 = 0, 10.84. 4x + 3y - 26 = Q. 10.85. y = 0,7x + %,
10,86, y = 3,5, -10.87. & = 4p¥3. MHrkus. Kcl.nurk asetseb
simmeetriliselt parabooli telje suhtes: iks kolmnurga tipp
asetseb parabooli tipus ja tema vastaskiilg on risti paraboo-
1i teljega. 210.88.x-1o=o, 2x - y¥5 = 0, 2x + y¥5 = 0.

10,89, x = ;-5 , ¥=t. 10.90. Parabool, milie tipp asetseb

antud parabooli fookuses ja parsmeeter on kaks korda viiksem

antud parabooli parameetrist. 10.91. y2 = B-x. 10,92, &'&.-—-
2

= D, 10.94. Parabool. 10. 95, = =12, Vt. joom. 10.13.
2 2
10026. y = _Q? . 10:2 . '(—Ri‘l— 1092 . lpi:‘ 2% .

p(f -8
10.99. b = 5 m« 10,100. Sirge psorleb imber punkti Q2p, 0).
10.,101. Parabool, mille fookus on antud punktis %‘a jubhtsir-
geks on aniund sirge. 10,102, Kaks parabooli y° = ¥2x + 1,

10,103, y - 18 = 0, 3J. 10.104. y = -:-.zxz . 10.105. 40cm.

)4 . =
10,107, 4(2) CR. 10,108, 1) fa T=7¢ cosy’ 2) ‘1_'L_+e2005~p '
b ‘ b
kf“ P = g~ on ellipsi parameeter, 10,109, j? = - e2oonip

10.110.1) p= a; 2)_,:) = 28 cos)o; 3)_9 _- 2?Ogcos(F-fo)
2 2 16
= A ""J:o N 100111. 1)-P 5_ BCOB? H 2)-9 5"'3003? .

. 10,113. a =22, b = V6, 2¢ =

10.112. © =
‘-P 3 - Vs-coa\)o
= 22, 10.114. 13, 12. 10.115. (6, %), (6, L;). 10.116

t]O = & arcocos (3 g-). 10,117, f = g epcosup kus p=

10,118, = —2R 98 . _ | Mgrius, Libtudes ellipsi ka-
1 - e“cos™ ¢

noonilisest vorrandist ja kandes reeperi alguspunkti ellipsi

tippu, saame 7'2 = (ea - 1)x'2 + 2px', BEdasi tuleb minnsa

ifle polaarreeperi, kasutades secat x' = { cos LF y' = ein'xfk
10,119, f = 1= epcos? 1°"2°'j’ s 'bz 75 10,121,

EDIO‘

1 - @7cos
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- 22 o 160 cos ¥

$ =TTy 10122 NP el 2) p -
l2oos ¥ ., 3) pa—20008Y  mpas v, @
16 - 25 coaqa 9 - 5cos~P

10,120, arveatades, et p = «:i—- ,e=%. 10,123, 'ﬁ" -

. 2 .
= 1, 10, 124. Asimptoodid: © = F— ja -
5 sin (\F- i-h-) -P

2

juh‘csirgedf: = -

"'Lr o § -y

2
ey -4
10.125. 1) @ = 1—-%&?

=~ SR2S8L 10:127. o = 1
sin L-F i
= 12x.  10.129, ¥(3, arccos 33) - Xaks punkti, stmmeetrie
| 2 2
lised polaartelje subtes. 10.131. 1) %‘Gg + %3 =1 3
, 2 2 2 2
2) yzx%x; N F-F=1; &) e

11. peatiixk
PEIST JARKU JOOHE ULDINEG TEOCRIA

11.1. (5, 0), (2, 0) ja (0, 5), €0, 1}, 11.2. 1) {1, 0} Ja

(3, - 3); 2) 13ikepunktid on sbapunkiid; 3) sirge pautud
koverat punktis (1, 0); 4) (i, &), sirge 13iked tdverat wi-

nult tthes punktis, 11¢3. ’*f = % . ‘®rkus. intud vorrand
kujutab parabooli, koik ndidatud sirged on parallesised sim-
meetriateljege ning jHrelikult ikaseisega paralleslsed.

=0 (kdl:O, 844 = 0); 2) 31112-&2312:@-!- 2&13x+23233 + a33 = 0

(k, = o0, a5y = 0); 3) 28,,%y + 28,,% + 28,47 + 899 = 0
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(k,=0 ja ky=c2, a,,=0 ;ja'az;_, = 0). 11.6. y=2x ja y= -3x.
Mirkus. Otsitavate sirgete tousud void médrata vorrandist
a,, + 2a12k + 322k2 =0 M7 3x=-y~6=03jax-2y =
~2=0; =T . 11.8. 1) 5x° + 16xy + 55° - 5x - 5y =
0; 2) 3x2 + 2xy + 2y2 + 3Xx - 4y = 0; 3) x2-+4xy + 432 -
- 6x - 12y = 0, Mirkus, Lihtume teist jérku kovera Hldvor-

. .2
randist (311x + 2&12xy + a22y2 +2a13x + 2&23y + 844 = 0) .

Kuna antud punktid asuvad koveral, siis nende koordinas-
did peavad rahuldama vorrandit., Smame viis tingimust, mida
peavad reshuldema vorrandi kordajad &., « Saadud viiest seo-
sest médrame viis kordajat kuuenda kasudu, asendame vVorran~
disse ja jagame lédbi tundmatu kordajaga. 11.9. Midrkus, Ot~
sitav teist jdrku joon ei ole iiheselt mé##ratud, kuna neli
viimast punkti asetsevad iihel sirgel x + 2y = 6 = Q. Jédre- .
likult otsitav teist jdrku joon saadb olla ainult sirgete
paar, millest iks on antud sirge ja teine sirge 1ldbib ree-
peri alguspunkti. Thhistades ;%% =\ , voime otsitava teist

jédrku joone esitada jhrgmise vorrandiga: 23\x2 + (40 + 1)xy +
+ 2y2 -12x <6y =0 voi (x + 2y ~6) (CAx +y) =20 .

11,10, 5%° - 5xy + 2y° = 5% = 2y = 0. 11.11. Ulesande tin-
gimust rehuldavad kaks paraboolset tiilipi koverat: 12-8x -

-3+ 15 =0, 9x° + 6xy + y° - T2x - 24y + 135 = 0, 11.12.
6x° - xy - 2y2 + 4y = 0. 11.13. Xy + 4x + 6y = O. 11.14.
2-4xy+3y2-4y=0; 2) Xy + 15 = 0 3)x2-8y=0-
.15. 1) (3, =2); 2) (0, ~5); 3) (0, C); 4) (-1, 3).
11.19. 1) 2x°- 6xy + 5y2-11=:0; 2) 9x° - 18xy + 6y2 + 2 = 0;

1) x

3) 6x° + 4xy + 32 -7=0; 4) 4x° 4 oxy + 32 -5 =0 5)

4x2 + 2xy + 6y2 + 1 = 0, Midrkus. Mugav on kasutada kovera
vorrandit jubul, kui reeperi alguspunkt on kovera taentris

A

2 2 _ . . .
844X + 2&121y + 850Y  + gr = 0, Jarelikult ruutliikmete
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osa vorrandis ei muutu (2x° ~ 6xy + 532), dra tuleb jHtte li-
neaarsed liikmed ja vabaliikme leidmiseks on piisav arvutada
kaks determinanti A = =11, & = 1. 11,17. 1), 2), 3) Kesk-
punkt on reeperi alguspunktis; 4) keskpunktidest koosnev sipe
ge 3x ~ 2y = 0. 11.18. 1) (7, 5); 2) (=1, =1); 3) (0, 1);
4), 9), 14). keskpunkti ei eksisteeri; 5) x + F+1=0 =
keskpunktidest koosnev sirge; 6) (lg, %); 7) (%, - %); 8) x+

+ 3y + 2 = 0 ~ keskpunktidest koosnev sirge; 10) X =~ 2y + 5=
= 0 -~ keskpunktidest koosnev sirge; 11) (1, 1); 12) (-1, 2);

13) 4x + 2y = 5 = 0 - keskpunktidest koosnev sirge. 11,19,

1), 2), 5), 8) tsentraalsed koverad; 3). 7) ei oma keskpunk-

ti; 4), 6, omavad keskpunktidest koosneva sirge 11.20. 1 x-3y-
~6=0; 2J2X +y=-2=0; 3) 5x -y +4 =0, 11.21. 1) vorrand
néfirab tsentraalse teist jérku joonme (juht (a)), kui a #9,
parabooli (juht (b)), kui a = 9, b £ 9, joone korral cksistee-
rib keskpunktidest koosnev sirge 2x +6y+3 = 0, kul a = b = 9;
2) (a) a #4 iga b korral; (b) a =4, b # 6, (c) a = 4,

b = 6. Mdrkus, Ulesande lahendamine taandub keskpunkti miiki-

rava slisteemi

2x + 6y +3 =0,  johendite olemasolu uuri-
6x + 2ay + b = 0 misele,

11.22. 1) 7x2 + 4xy + 4y2 - 83 =0; 2) 22 -2y + 4 = 0; 3)

6x° - ixy + 9y2 -~ 40 = 0. 11.23, Mirkus. Lihtuda vorran-
dist (i1.8) je minne tagasi esialgsesse koordinaataiisteemi.

11.24. 5x2 - 5xy + 2y2 -~ 5x = 2y = 0, 11.25, 2x2 - xy-3y2-

- X - by -~ 15 = 0, 11.26. Ringjoon. 11.27. Sirge, Mir—
kus. Koostade hiiperbooli vorrand reeperi suhtes, mille telge-
deks on antud punkti ldbivad ja antud agimptootidega paral-
leelsed girged. 11.28. Sirge 3x + y = 0, Mirkus. Koostada
vorrandid keskpunkti koordinaastide méiramiseks. 11.29. 4x° -
- 8xy - 2y° + 9y ~ 4 0. Mirkus. Nelja antud punkti L&bib
lopmatu teist jérku joonte hulk, mis on esitatavad vorrandiga

212 - 4xxy + (4N + 1)y2 - 4x = (4X"+ 1)y = 0, kusjuures A
on muutuv parameeter. 11.30. 9x2 - 4y2 ¥ 36x = 0. Mirkus,

~ 163 =



Viimase liikme miirk seliub sellest, millises kilperbooli ti-

pus asstseb resperi alguspunkt. 11:31. 1) yz'a :2 + Vex ;
2 2

2) x2+232-8::=0; 3) y2=22—1+b7x2. Mirkus, An-
a a

tud joon on hilperbool. Tems peateljed on X +y + 1 =0 ja

X=-Y=-2=0. Teisel teljel on kaks reaslset tippu: (Q -2)

Jja (1, =1), kenname reeperi alguspunkti teise tippu ning

potrame reeperi telgi nmurga o = %- vorra, 11.32. y2 =

= 2pX + (e2 - 1):2. 1133, y2 = 2¢x + (ez- 1)x2-q2, kus

q on fookuse kaugus vestavast Juhtmirgest. 11.34. 1)
bzzox"' azyey - ab = 0; 2) bzxox - azyoy ~ ab = 0; 3) yoy -
- #(x, +x) = 0; 4) XY + Xy, = m. 11,35, 5x + By - 24 =
= 0; 51-8y-8=0;x:~4y-25=0 ja X +4y=-3 = 0,

11436, X = 4y = 2 =20 ja X + 4y - 3 = O. 11.2:1..1)an=
=853 =05 2) 8y =ay3=0; 3)a, =ay =a;=ay;=0.

11.38. 1) k = 25 2) k; = =1, ky = 5; 3) koigi k # 2 kor-

rel, mis rahuldavad tingimust -1 { k € 5; 4) k< ~1 ja k>5,
11,39. 1) Kover puutub sbstsisstelge punktis (2,0) ning 1di-
kab ordinastteige aimult ithes punktis (0, 4); 2) abstsisa-
telg loikab koverat punktis (3, 0) ja (1, 0). Ordinaattelg
‘on parallesline selle parabooli teljega ning loikab seda ai-
mlt pwmktis (O, 3); 2) kover puutub x-telge reeperi al-
- guspunktis ja loikab y-telge reeperi alguspunktis ja punk-
t1s (0, 2). 11.40. 7x + 4y + 10 = O punktis (~2, 1) ja
3x ~ 4y + 18 = 0 punktis (-2, 3). 11.41. 7x -~ 2y - 13=0,
X =3=0, 11,42. 1) 2x+55=20, 2x +3y=0; 2) xX =3 =
=0, Tx=-2y=- 13 = Q. 11.43. y+ 4 = 0 ja 3y - 4= 0,
Mirkus, Puutepunkti koordinaadid miélirame vorrandist P, = O
{(x-teljega paralleelse puutuja vorrandis on abstsisskordaja
mll) ja F, = O (puutepunkti koordinmadid rehuldavad kove-
ra vorrandit). 11.44. Tx + 1 = O, 11.45. x + y=- 1= 0,
3x + 3y + 13 = 0. 11.46. 1) Punkt (-2, 1) asetseb antud
koveral ning seetottu voime 1dbi selle punkti panna ainult
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the pumtuja, mille vorrend om 7x + 4y + 10 = 0; 2) antud vor-
rand médreb loikuvate sirgete paari, mis loikuvad punktis
(3, -3). Koik selle joons puutujad, s. o. koik sirged, mis
loikavad joont kehes iitivas punktis, peavad ldbima punkti
(3, ~3). Seege ld#bi iga punkti voib antud joenele panna ai-
mult iike puutuja. Erandiks on aimult punkt (3, -3), wmidas 18-
bib lopmatu srv puatwjaid. Punkti (-2, 1) l&biva ainsa puu-

tuja vorrand on 4x + 5y + 3 = O. 11.47. 12-8y2-4=0 .
2

11.&'.1 +xy+y2+3y==0. 11449, 6::2+313-32+21 -
- ¥y = 0. Mirkus. Kuna otsitav kover 1liébib reeperi algus-
punkti, siis peab vorrandi vabaliige olema vordne mulliga
(a3 = 0). Kovers ja sirge 4x + 3y + 2 = 0 puutumise tottm

8,. = 28.,+ & 8n, = 28,, +
punktis (1, -2}, sama 11 12 L Ry %2 a.2..23:

a Za 4
1 2 - . .
u-}—?—L.Kovom;;aslrgex-y-1 = 0 puutumisest
-8 + a - + 8 -
punktis (0, -1) sasme —2 13 . 7722 7 723 —;%2 —
¢est vOrrandist avaldsme otsitava vOorrandi viis kordajat kuu-

enda kaudu. 11.50. XEw 4}72- 2X + 4y =0, g, o, teist jirku

kdver -~ loikuvate sirgete paar x - 2y = 0 ja X + 2y - 2=0,
Mirkus, Ulesande tingimust rashuldad lopmatu hulk  koveraid,
koik nad on esitatavad vorrandiga x2+ 2AXy + gz- Ax - By+4=
= 0 parsmeeter )\ erinevate viddrtuste korral. 11.51. 1=2.
11,52. DA =25; 2) A a4, 11.53. 17x -4y -4=0.
11.54. 2Xx + ¥+ 6 = 0, 11.55. 1) 4x ~ 67 + 1 = 0; 2) 2x -
-5 ~8=0, 11,56, 49x - 49y + 44 = O, 11,57, 1Tx =4y ~
- 4 = 0, Mirkus. Otsitav diameeter on antud sirge sihl nas-
sihiline. 11.58. (=3, 5). Otsitavat punkti om liktne lei-
de kui entud sirge ja sirge ksasdiameetri loikepunkti. 11,60,
xX+2y +3 =0 ja Tx~55+2 =0, 11.61. y = 1 =0 ja
4 + 57 + 3= 0. 11.62. x=-1=0 Ja x=2y+3=0.
11,63, 1) X~ 3y =0; 2)x=3y-6=0; 3) 3x-9y-T7= 0;
4) 5x - 15y ~ 8 =0 ja 5x - 15y - 19 = 0; 5) 10x - 30y -
-~ 27 = 0.  11.64. x + 1 =0, 11.65. Ulesande tingimust ra-
huldavad kaks paari kaasdismeetreid: 6x ~ 12y + 11 = O ja
IX = Y« 7 =0 voi 2y =-5=0 Za 3x ~ 3y = 2 = 0, Mir-

s, Otsitevaite digmeerri*te tougud midratakce kshest vorrsi-
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dist: 3 - 3(k + k1) + 51:k1 = 0 (kaassihtide tdusude vOrrand)

k -k
. 1 . T
ja -1—+-EE'- = 1 {diameetritevaheline nurk on I )e 11.66.

Tx =y =3= 0, 11.67. 1) 6x + Ty + 4 = O; 2) Tx + 10 +

+5=0; 3)x+3y+1=0, 11.68. (x - 2)% = (x - 7)°=0
voi sirged 2x - y - 2=0, y -2 =0, 11.69. Diameetri
vorrand on (a,,x + &,,¥) - (&8,4%, + 8,,¥,) = 0. Puutuja Vor- -
rend on (843 + 814%, + 815¥)x + (853 + 8%, + 85,7, )+
+(a1310+a23yo+333)=0, kus aﬂ=o(2, PP =o{{/33 .
azzaﬁz. 11.70. 1) 2x + 2y + 1 =0 ja X~y + 2 = 0;
2) 28x + 21y + 4 =0 ja 33x - 44y -6 =0; 3) x+y=0
Vja X~Yy=20; 4)x+y=-2=0 ja x«-y=0; 5)x+y-~-
-1=0 ja X=3y+3=0; 6)2x-4y~5=0; T)3x+y5~

«1=2=0 ja X=3y+3=0; B8)2x -4y~ 1=0, Mirkus.
Peatelgede tousud voib méidrata vérrandist 84 2k2+ (ta11 -3.22)k-

- a;5, = O. Asendades ihe telje tousu diameetri vorrandisse
P, + ku = 0, saame teise telje (esimese kaastelje) vorran-
di. 11.71. Koigi antud parabooli dismeetrite tous om k=1.

Parabooli telg on diameeter, mis on kaasdieameetriks sellega
ristuvatele kdoludele, s. o. kooludele, mille tous on k, =1,

Selle parabooli iga diameetri vorrand on 2x - 2y + 1 +
+ k(=2x + 2y - 2) =0, kui k = -1, siis saame telje vor-
rendi 4x - 4y + 3 = 0. 11.72. Antud vorrandi voib asenda-

da jiargmisegsa (a”x + 84,7 + 8..13) + f— (3.211:-1- a22y+a23)=0,
apq =4 %y mpp=dp , ey =B S 1073 1) x+25-1=0,
(%.%l; 2)39:-26y-12=0,(-.|%%,--1-g%); 3) y - 1=0,
(=1, 1). 11.74. Loikuvate sirgete paari peateljed (siimmeet-

riateljed) ilhtivad nende sirgete poolt moodustatud nurksade
a -8 b - b

nurgapoolitajatega. 11.75. 1;3 > 22 sz 22 | 11.76.
1 12

5x = 5y + 2 = 0. Mirkus. Esimene kover on tsentraalne, dia~
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meetrite kimbu vorrand on 2x = X = 1 = k(x+2y+ 1) =0, Tei-
ne kiver on parabool, mille dismeetrite tusud Ik, = - £ 5
= -~ 1. Et leida kashe kovera ithist diameetrit, on kﬁllal£;ne |
leida iilaltoodud kimbust see diameeter, mille tous on =1;
2y y=x~-1s 11.77. 1) 3x =y +3=0,2y+3=0; 2)3x-~
~-y=0, 4y =9 =0. 11.78. Kaasdiameetrite tousud ra-
huldavad vorrandit a;; + 845(k; + k) + ay,k.k, = 0. Antud

. . -t 1 .
diameetrite tousud on k1 =5 Ja k2 =1, k% = Q, ké = 2,
Asetades need viirtused vorrandisse, saame 3a,,+ 48,5+ ay5=
sitava kovera keskpunktiks on kahe ksasdiameetri ldikepunkt

Q(%, - %). Reed koordinaadid peavad rahuldams vorrandeid
Exo = 0, Fyo = 0, mis antud jubul on 2x0 ~ ¥y *t 843 = 0
Ja -x, - 2y0 + 223 = 0, Asetame X, Jja Yo agemele nen

de vélirtused ning seame &, = -1 ja &,5 = ~1. Kuna kover

16bib reeperi alguspunkti, siis &35 = O ning kovera vVOIe-

rand on 2x° - 2xy - 2y2 - 2x -2y =0 véi x° - Xy - ¥ -

- X ~y=0. 11.79. 19x° = 56xy + 43y° - 6 = 0.  11.80.
Miirkus. Leiame selle kovera vorrandi reeperi suhtes, kus
reeperi alguspunkt ihtib kolmmurge raskuskeskmega, ks telg
ihtib mediaaniga ning teine telg on paralleelne kaht iile-
jéanud tippu iihendava kiiljegs. 11,82 ¥y = 3x + 2, y=3x ~
-2, T+ 1 =0, 11.83. 1) Sirged, mis illhendavad vastas-
kiilgede keskpunkte, on kovera diameetrid; 2) sirged, mis
ithendavad vastaskiilgede puutepunkte, on kovera diameetrid.
11.84. 1) 6X -« 2y + 19 =0 jn 2x + 2y -~ 1 = O 2) ox +
+ 14y + 11 =0 ja 2x + 2y =-1=0; 3)5 +3 =0 ja 25x-
-~ oy+13=0y 4 fx-li+1=0 ja X = 1=0; 5)2x + 3y -
~-5=0 ja 5 + 3y -8=0; 6) Tx~- 35y ~22 =0 ja Tx +
+ 14y + 20 = 0; T)6x =2y + 19 =0 ja 2x + 2y - 1 = 0 ;
B) 3x + 4y + 14 =0 Jja x+y~3=0: 955 +3 =0 ja
Z5x - 5y + 13 = 0. Markus. Asimptootide vorrandid saame

diameetrite kimbu vorrandist P+ kry = 0, kui k on asimp-
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tootilise sihi tous, mille me leiame vorrandist Byq+ 28,5k +
+ azzkz = 0. 11.82; 121:2 + 40xy + 28y2 + 16X + 8y - 11 =0,
2x + 2y - 1 =0, 6x + 14y + 11 = O. 11.86. 2x = y + 5 = ©

ja x +2y -1 =0 koigi parsmeetri vidrtuste korral, Mir-
kus. Ruutliikmete kordajate vordelisus jdreldub molems kove-
ra asimptootide paralleelsusest, esimese astme liiikmete kor-
dajate vordelisus jhreldudb astmptootide ihtimisest. 11.87.

1811 ®12 #43 211 812 843 ‘
821 822 823 | ¢ 8z 8y 8y 1<i 0-
831 833 833 | 831 832 P33

11.88. (Ax +By+C) . (Ax+By+C)+N\ =0, kush on
suvaline paramester. Mirkus. Ylesande lshendamisel kasutame
esiteks asjaolu, et ilhised asimptoote omavate koverate vor-
randid erinevad ainult vabaliilozete poolest (pErest korruia-
misgt mingi konstantse teguriga) ja teiseks Xkaks sirget on
teist jlirku joonre erijuhuks, dusjuures need kaks sirget on
selle Jjoone asimptcootideks. 11.89. 4:2 + 6xy ~ 4y2 -
~ 26x + 18y ~ 39 = 0. Mirkus. Antud hiiperbool on vord-
haarne, kuna asimptoodid onr risti. Jérelikult e = {2, Liht~
Re on réidata, et hiiperbooli Juhtsirge 1#bibd hiiperbooli foo-
kusest asimptoodile tommatud ristsirge aluspunkti (asimptoo-
di ja ristsirge l5ikepunkti), lesande edasiseks  lahendami-
seks voib kasutada sirgete kimbu vorrandit. Teine voimalus,
lesande tingimusiest voime vahetult viHlja kirjutada kesk-
punkti koordinaadid, fokamltelje vorrandi ja fookustevahelise
kauguse, Kuns fookuse kaugus astmptoodist on vordne  imagi-
naarse posolteljega b , cn ekstsentrilisust lihtne leida.
Juhtsirgete leidmiseks arvestame, et juhtsirged 1dikavad
asiimptootidest vdlje loigud, mille pikkus on 2a. 11.% 10x° +
+ 12xy + 932 - 41x = 39y + 4 = 0. Mirkus. On sobiv kasutads
eelmige illemande lahendust. 11.91s 2X "= Xy = X + Y +5 = Qo
11.92. 4z2 + bxy - 4y2 ~ 26x 4+ 18y - 39 = 0. 11.93. £aq -
- 28,0080 + &,, = O, Mirkus. Vordhaarse hiperbooli asimp-

+

toodid on teinefeisegs risti. 11.54, (£.x + B,y + C )

wr——_
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Ly (Aax + Bzy.+ 02) = 0. 11.95. Pipud A (——— - —2— +

vﬁl—.o , V"lO
+2), Ay(=t -1, =2 4+ 2), fockused on F.(0, 5), Fy(-2,

V10 yi0
-1). Juhtsirge vorrandid on X + 3y = 6 = 0, X + 3y-4 =
= Q. Asimptootide vorrandid om 3x + 4y -5 = 0, y=2 = C.
Tippude puutugate vorrandid x + 3y - 5 = V1O 11.96.

7) Ellips E“ %— 1; keskpunki on 0! (-2,21), 2fokaal-

telg on paralleelne x-teljega; 2} hiiperbool %— - %— = 1,
keskpunkt on 6'(1, =3}, reaalielg on paralleeige y-teljega;
3) parabool Y = -2X2, tipp on 0! (- %, 1), telg paralleel-
ne y-teljega, paraboolil on kumerus iilespoole; 4) 1magl-
naarne ellips; 5) hiiperboel, mille keskpunkt on O'(?, ?),
! y. D """_"1__..“
2V3 2 /2
6) parabool, tipp on O'(- % - %), parebooli telg on pa-~
ralleelne y-teljega, parabool on kumer ﬁlespoole, paramee-
ter on %, 7) parabool, mille tipp on O'(- Tg’ I)’ telg on
paralleelne x-teljega, on kumer paremsle poole, parameeter
on %; 8) kaks punktis Q' (-1, 1) loikuvat sirget ¥3 (x + 1)+
+2 (y-1)=0 ja V3(x+1)~VZ (y=~-1)=20; 9) hi-
perbool, mille keskpunkt on 0'(-1, ~1), asimptoodid on pa-
ralleelsed reeperi telgedegae. 11.97. 1) Reeperi alguspunkt
iihtib kovera keskpunkiige; 2) abstsisstelg iihtib ilhe kove-
ra dismeetriga, ordinaatvtelg on parsiieelne kaasdiameetri-
ga; 3)reeperi teljed on paralleelsed kahe kaasdiameetriga
ja kover liébib reeperi alguspunkti; 4} reeperi teljed iih-
tivad kehe kaasdiameetriga; 5) ordinsattelg iihtib ilhe dia~-
meetrige ning abstsisstelg on paralleelne kaasdiameetrigs;

reaaltelg on paralleelne y-teljega, & =

6) reeperi teljed on peralieelsed kaasdiameetrite paariga.

11.98. 1) E%— - zi— =1, cogsd = —fg , 8in o = = —5§ i 2)

2 .2
%é_ + 1%“ =1, A= 450; 3) x'2 + 3'2 = 0, imaginsarsete
loikuvate sirgete paar, cos=L = -1—-, ain J_= 2. 4) xﬂz_

— — Y

vV
- yf2 = 0, loikuvate sirgete paar, cosd = —%: s 3ind = _E_;
169 /13 /13
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!2 - '2
5) £4'-+3r."3=.--1, imaginaarne ellips, < =45°, 11.99, 1)1,2_2 -1,

hiiparbool,x=i’+2,?=y-1.f=-z-:—:v—,ér-,f=?—v.:;:'1"‘v

y

(joon. 11.10); 2) ellips

X! f A
._f.6+ =1, x=x-1,

~ ~— T o 1
y=y+1, x=3=Jd.

~ Ve
y = E=J (joom. 11.11);

e 2 2
3) hiiperbool T - 13-5 &

=1,I=;+3,y:?-4’

(joon. 11.12); 4) loiku-
vate sirgete paar 1,2 -

2

-4y' =.O, I=i-2,y=

N adE g x! 4 ' —
=3 X =7 y = Joon. 11.10.
] 7 ﬁé . A
= zgx_'i/;—“()n (joom. 11.13); 5’" y
5) imsginasrne ellips s | y' X

+ 2Y'2 = =1, x=X=1, 7V,

1
FEA' | § . TR AY,
VAT \*1G ' =
t) imaginasrsete sirgete 0
paar, mis loikuvad reege- | 0

ri alguspunktis 2x1° 4+

~

+ 3?'2 =0, x= ;s 3=;-2,. 4

A _ x' - :El N_ xt + zl

X = — s ¥ = .
2 vz |

11.100. Parsbool y"2 = Joon. 11.11.

= 2x'', teisendusvalemid 5x = ~4x' + 3y*', 5y = «3x! - 4y' ja

X' = X' = 3 y' =y'* + 2, (joon., 11.14); 2) paralleeisete

sirgete paar y''° = 1, teisendusvalemid V73x = 3x' - 2y,
Y3y =2x" + 3y' ja x' =x'' + i: s Y' o=yt (Joom 11.15);
/2
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Joon. 11.153.

Joon,
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3) y"e + 1 =0, 8. t. mingit reaslset geomeetrilist objek~

ti vorrend ei mlira. Teisendusvalemid 5x = 3x' - 4y', 55 =
= 4x' 4+ 3y' ja x' =x'1', y' = y'' - 4, 11101, 10x° -
- 5y2 - 1 = 0, Mirkus. Paigutame reeperi alguspunkti kove-
ra keskpunkii, vorrand on siis 2:2 - 12xy -~ 7y2 + 1= 0,
Seejérel leiame kovera telgede peasihid vorrandist a12a2 +

+ (84, = 85,0k = 8,, = 0, mis antud juhul on 2k° - 3k =2 =

= 0. leides k, =2 ja k, =-%, on killaldane posrata
reeperi telge nurga x = arc tg 2 varra, et nad ihtiksid ko-
vera peatelgedega. Vastavad koordinaatide teisendusvalemid
on I:E:;_?aﬂ. a'a F-_g-a—x—'_-'.'_ﬂ.
V5 Vs
teigendame kovera keskpunkti kantud kovera vorrandi peatel-
gedele kantud kivera vorrsndiks.  11.102. 1) 5x° + 10y° =

y kasutades neid vale-

2 2
= 1; 2) 13y2-—52x2=1; 3)2:2-232=‘l1; 4)§—+%—=
2 2 2
=1; 5)F - g = 1. 11.103. 1) C(2, 3), k = - 5, %— +
v> X2 .2
t= 1 2) ¢(1, 1), k = =1, g+ Y =1; 3) c¢(1, 1),
2 .2 2
k=-1, Fpage=1s o1, 2), k=3 L 15
s .2
61, 0, k=g, B -dp=1 6c0, -1, k=%, 5 _

2
- 5— =1, 11.104, 1) X =y =~1=0, T =4y +2=0; 2)
2x - 3y +1=0, 2x~3y=2=0, 11.105. 1) y° = 2x.
Mirkus. Leiame peatelje tousu: k = - £ .. %-. Peatel je

vorrandi saame diameetrite kimbust 9x + 12y -~ 20 + k'(12x +
+ 16y + 15) = 0, kuil esendame k' = - % = % . Lahendades
paraboolli ja peatelje vorrendi, veendume, et parabboli tipp
ihtib reeperi alguspunktiga, seega illesande lihtsustamiseks
on killlaldane pltrata reeperi telge nurga ol = arctg (- %J
vorra. Vastavad koordinaatide teisendusvalemid on x =

23K E I ja oy -2 LA ) 4% . ooyEx.. 114106,

1) Parabool, tipp Q(1% s 2) P = Kg y teljeks on girge 4x -

-4y + 1 = 0; 2) parabool, tipp Q(1, 2), p = =/Z, 4teljeks
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on sirge X-y+1=0. 11.107. 1) Q(=2, 1), p = 5; 2) @(0,=T).
P=3;3) Q2 0, p=-4 4 3,5, p=2; 5 Q- g

= . H 6 1"1\’ = 0,5; —-ly -
> 1l ) Q(4 Js P 5: T) Q{=3, =-9),

p=0,5. 1) = 3) telg on paralleelne x-teljega; 4)- 7) telg
on paralleelne y-teljega. 11.108. 1) Y° = 10X, tipp A(~1, 2),
= (4, =3); 2) Y° = 43X, tipp A(2,1), B =(1,1% 3) Y =

- 2 .
2%, tipp Q(C, 0), S = (4, =3); 4) Y = 2§/2x, tipp A(3, 1),

2 6 . L 1 3
(1$ “1): 5) Y = x, tlpp A(“ s )' g E (1’ 2).
v 2

wh

-
8

11,109, 1) Parabool liébib reeperi alguspunkii; 2) ordinaat-
telg on peralleelne parabooli teljega; 3) ordinaattelg ﬁhtib
parabcoli teljega, parabooli tipp asetseb punktis Q(O, 1)
4) abstsisstelg iihtib parabooli teljega, tipp asetsedb punk-

tis Q(= 2, 0) 11.110. (x + y)° + #/Z py. Mérkus. Pere-
booli puutuja fokaalkoalu otspunktis moodustab teljega murga
45°, Otsitava vorrandi saame paraboeli kanoonilisest vorran~
dist, kandes esiteks reeperl alguspunkti pumkti Q(g P Bt

vorrand omab kuju y' + 2py' = 2px', ning seejdrel teostades
reeperi poédrde nu}:gd 2_% vorra. 11,111, (x ~ y)2 -
-2VE p(x + y) + 2p° = 0.  11.112. Antud vorrandi voib kir-
. . b b° o 2

jutada kujul y = a(x + 3g) + ¢ - g Vol y - £ = a(x L),
kus /3 = C =~ 2—2- y ol = = -E . Kandes rddpliikkke teel reeperi
alguspunkti punkti o'(aL P)’ antud vorrand teisemedb kujule
y' = ax'z voi x'2 = — y'. Jérelikult antud vorrand mfiirab

parabooli. 11.113. Y2 2pX, x cos t + y sin t = 0 on tel=
je vorrand; x sin t - y cos t + q = O on punitnja vorrand ti-
pus. Tipp on {q sin t, -q cos t). Vektor @ = (sin %, - cos %)
on paralleelne teljega. 11.114. Kanooniline vorramnd on

(Af + B?)I2 + (Ag + B%)Y2 = 1. Peatelgede vorrandid on Ax +
+ B,y + Cy =0, A,x + B,y + 0, = O 11,115, Uks fookustest
on F(x_, y,) ning vastave juhtsirge vorrand on Ax + By + C =

= Q. 11.116. Uks fookustest on F(x,, yo) ning vasiava juhi-
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- girge vorrand onm Ax + By +C = 0. 11.117. 1) Ellipsi.'ﬁar-' .
‘randisse vdivad kuuluda k3ik kolm teise astme liiget voi
kaks koordinaatide ruutu (kﬁ-i reeperi teljed on kaassihili-
sed), Uhe teise astme liikmega vorrand ei ‘sae olle ellli'psi
vorrandiks. 2) Hiiperbooli vorrandisse voivad kuuluda  koik
kolm teise astme voi kaks neist mistahes kombinatsioonis; mo--
lemad liikmed on koordinastide ruudud, kuireeperi teljed on
kaessihilised voi iiks on ruutliige ja teine koordinsatide
korrutis, kui iikks reeperi telg on paralleelne  hiiperbooli
asimptoodiga. Lopuks hiiperbooli vorrand voib sisaldeda ainult
Uht teise astme liiget, koordinastide korrutist, kui mole~
mad reeperiteljed on paralleelsed asiimpiootidega. 3) 'Pa:_c'a-r
booli vorrand sisaldab kas kolm teise astme liiget voi ithe
koordinaadi ruudu, kui iiks reeperitelg on paralleelne para;
booli teljega. 11.118. P.(4, 3), F,(0, =1); 2x = 2y =15 =

0 ja 2x+27+ 3 =0, 11.119. F(0, 0); 4z + 3y + 2 =
0. 11.,120. 1) 0*(1, 1), siimmeetri_atel;jed: X-y=0 Jja

X+y=~-2=0, Fi(3, ~1), Fz(- 3), jubtsirged: 2x -2y +9-
= 0, puntujed: T+~ 2 = |/2-= 0, x-3y¥ 3T -0, ka
.noomllne vorrand x”2 + 1-9-— 1; 2) o'(2, 3), glimmee t-
riateljed: 2x - y -~ 1 =10, x+2y- 8 =0, P (2, 4Lir(o 8,
" juhtsirged: 2x -y - 1 1 9 = 0, puutujed: x+ 2y - 8 % 2V—..

2
=0, 2x =y~ 1% 3/5 = 0, kanooniline vorrand x'; -Y“

= 1; 3) 0'(1, 2), simmeetriateljed: x =y + 1 =0, x + 3y -
- 3 =0, F,(0, 1), Fy(2, 3), juntsirged: x +y - 311 =0,
puutujad: x + y - 3 TVE = 0, asimptoodid: x - 1 =0, §J =~
.- 2 = 0, kanooniline vorrand x"2 -3t 2 . 1; 4) 0' (-1, 2,
simmeeetriateljed: 3x = y + 5 =0, x + 3y = 5 = 0, F,(=2, =1),
F2(0,5), juhtsirged x + 3y -~ 5 g 0, puutujad: x + 3y iy
I 70 = 0, asiimptoodid: 3x + 4y « 5 =0, y - 2 = 0, Kkanoo-

niline vorrand x”e - 'Y-é— = 1; 5) 0'(=2,6, 1,8) sglimmeet-
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riatelg: 4x + 3y + 5 = 0, F(=0,5; ~1), juhtsirge: 6x - 8y +

+ 65

y!!z

0, puutuja: 3x -« 4y + 15 = 0, kenooniline vorrand

il

n

14x''; 6) 0'(1,1), simmeetriatelg: x +y -2 =0,
F(1,5; 0,5), juhteirge x - y + 1 = O, puutuja: x ~ y = 0,
kenooniline virrend y'+° = 2¥Zxt+%; 7) 01(-1,4; -4,1), sest

2 2_

podrde o = 45° korral on kanooniline vorrand x'‘'2 + 3yt

= 0; 8) 0'(~2, =2) ja poorde o = 45° korral on kanoonili-
ne vorrand 10x't° + y"2 = =2, 8. t. mingit reaaleet punk-
tide hulke ei mééira; 9) nullpunktis loikuvate sirgete paar
G=Vo)x-(1-Vi)y=0, (x=V3)x+ (3-V5)y =0; 10)
punktis 0'(-C,2; 0,4) loikuvate sirgete paar 4x - 3y + 1 =
= 0, 25y = 7 = 0; 11) paralleelsete sirgete paar 2x - 3y -
-238=0; 12) 00(1, 1), simmeetriateljed x + y - 2 =0,
x-y=0, F,(1+V6, 1-V8), Po(1 - VB, 1 +VB), juntsir-
ged 3x+33r"'|f§_ 0, puutujad: x - y- 4V’é- 0, x+y -2 1%
Z 2/2 = 0, kxanooniline vdrrand I" %_5_ = 15 13) 0 (1, 2),
simmeetriateljed 2x + y - 4 = 0, x - 2y +3=0, F.(1+ 2V3,
2 - 4/3), (1 - V3, 2 + 4V_), juhtsirged 3x - 65+ 9% 36)3=
= 0, puutujad x - 2y + 3 - 8V§ =0, 2+ ¥y =4 = 2V§=(L ko=
nooniline vorrand __Z" xgz— 1; 14) 0+(1, 1), simmeetria=
teljed x -2y +1=0, 2x+3y-3=0, F,(1 - 2)2, 1-V3),
Fo(1 + 2V2, 1 + /2), juhtsirged 4X + 2y = 6 + 9Y2Z = 0, puu~
tujad 2x + y - 3 z 2/5 = O, asimpioodid X -y =0, x = Ty +
+ 6 = 0, kanooniline vorrand Elé— - y"z =1, 15) 0'(~1, 0},
simmeetriateljed x = y + 1, P, (- % Ve - 1, - %-V?), FZ(%VE -
% V2), Juhtsirsed 2z + 2y + 2 : V2= 0, puutujad x +

+y =0, X +y+ 2 =0, asimpioodid x + 1 =0, y = 0, kanoo~

rniline vorrand Zoee = L = 1; 1eo) itipp (0,52; 0,86), stim~
0,5 0,5
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meetriatelg 3x + 4y - 5 = 0, F(2,52; =0, 64), juhtsirge 4x -

- 3y + 13 = 0; puutuja 8x - 6y + 1 = O; kanooniline vorrand
2

yr*< o= 10x't; 17) tipp (1%- , 1-13), simmeetriatelg 2x + 3y -

-1 =0, F('E'Z' ’ 1%), juhtsirge 6x -~ 4y - 3 = 0, puntuja 3x-

2

- 2y - 1 = 0, kanooniline vorrand y''" = ~ xtt,

V13
11.121. 2xy + 11 = O. Mirkus. Kuna antud vorrandil puuduvaed

koordinaatide ruutudega liikmed, siis reeperi teljed on pa~-
relleelsed aesimptoctidega. l/lesande lahendeamiseks piiseb ree-
peri alguspunkti kandmisest hiijperbooli keskpunkii; 2) A0xy =

2
= 3, 11.122, xy = __T_a + b Mirkus, Uuteks reeperi telge-
deks on asiimptoodid. Reeperi teisenduseks on x-telje poore
nurge ol = erctan (- --) ja y-telje pddre nurga B = arctan (—-)

vorra. Vastavad teisendusvalemid x = 9‘3—’——‘7—'-}- Jja Yy =
. EL2 + b2
ozh(xt =3') | 41,123, 1) Ellips 3 z° + 4y° = 1; 2) ring-
a + bz
joon x2 + y2 = 16, MErkus, filesandes 2) pole peassihid mék~
rataved, peatelgedeks voib vallda mlstahee teineteisega rig-

tuved diemeetrid, ~11.124. X 5— + %— 1. Mirkus. Kuna kove-
ra keskpunkt {ihtib reeperi alguspunktiga, siis lilesande la~
hendamiseks on kiillaldene teostada 1.2peri pbore. Leides pea~
sihtide tousud ning arvutades leitud tousude jérgi peatelge-
de kaldenurgad abstsisstelgede suhtes ning leides koordinage
tide teisendusvalemid, tuleb meeles pidada, et esmlgne ree-
per oli kaldreeper (W = Jg ). Ioplikud teisendusvalemid on
jérgmised: x = E‘-—'—I—'E je ¥y = _x__'__‘i'_l_'_ﬁ . 11,125 1 y2 =
V3 V3
= 6x; 2) F = % x. Mirkus. lshendus on enaloogiline eelne-
ve iilesande lshendamisega. Kannanme algul reeperi elguspunkti
parabooli tippu, geejirel pdOrame reeperi teljed peasikhilis-
teks., Tdhelepanu tuleb pddrata asjaolule, et meil on tege-
mist kaldreeperiga. 11.126. 45x + 205y - 4 = 0, 15x~ 15y -
-2 = 0, 11,127, 152 + ¥y - 2 = 0, 5x + 3y - 4 = 0. 11128,
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2x + Ty - 4 = 0. 11.129. Simmeetriatelg x - 2y + 1 =0,
tipp S(- ¢, 7). 11,130, 1) Huperbool (A = 16, &= -8);
2) ellips (A = 64, § = 8); 3) resalsete loikuvete sirge-
te paar (A = 0, d = -1); 4) reaalsete 1dikuvate sirgete
pasr (A =0, &= -8, 5) nuperbool (A =-3 d ==
6) ellips (A: = =13, 5-—- 1); 7) parabool ( & = -452, d =
0); 8) parabool (A = -1, d =0); 9) parabool (A =

= =32, 5 = 0); 10) reaalsete paralleelsete sirgete paar
( = 0, = 0); 11) iihtivate sirgete paar (A= o, S= 0).

11.131. 1) = 4) ellips; 5) imaginsarnme ellips; 6) - 10) hii
perbool; 11) - 14) parasbool; 15) = 16) loikuvad sirged;
17) - 18) paralleelsete sirgete paar; 21) - 22) imaginaar-
sete loikuvate sirgete paar, mis loikuvad reaaslses punktis.

2 2 2
11,132, 1) x° = ¥° = 11/Z; 2) Fp - & = 1; 3)§—+y2=1;

4)%3'§E= 1o 11.133. 1) 2 + 652 = 30; 2) 9x° - 165° =
=5; 3) 4x2 4+ 95% = 36; 4) x° - 4y° = 4; 5) x°+ 95" = 9.
11.136. 1) 3 da 1; 2) 3 ja2; 3)1jags 4)3 ja2

11.137. A(2, 3); 2)B(3, -3); 3) c(1, =1); 4) D(-2, 1).
11.139. 1) 2 da1; 2)53a1; 3)4ja2; 4 1 ja p.
11.141. the koordinaadi ruutliige puudub (a,; = 0 véi 8yp =

= Q) voi puuduvad molemad koordinaadi ruutliikmed (a4 =

8y, = 0)e 11,142, 1) x¥ = 1,2; 2) xy = _%3' 3) xy =

= Zﬁ; 4) xy = g-. 11.143. Hiiperboolidel on ithised asimp-
toodid. 11,144, Miérkus. Antud Q korral D = 0. 11,147

1) 3; 2)3; 3)VZ; 4) V0. 11.148. 1) y© = 4 V2x; 2)

yz =.—§- x; 3) Yz = i'I-; 4} 32 = --1-—x. 11.150 Afiine

Vs V2 5¢5 -

sel teisendamisel x' =X x +B8y+§ , ¥y' = Ax +By+ C,
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joone vorrand saab jErgmise kuju: x'2 + 2y'2 = 0. 11.151.
d —_—

1) (x+2y)2+4x+y-—15=-0; 2) (31-}’)2-x+2y-14=
= 0; 3) (5x-—2y)2+3x-y+11=0; 4) (4x+2y)2-5x+
+ Ty = 0; 5) (3x-7y)2+3x-2y-24=0. 11.157. 1) x +
+¥y-1=0; 3x+y+1=0; 2)x-4y -2 =0, X - 2y +
+2=0; 3)T+y~3=0,%x+3y+ 3

0; 4)x=-y=20,
X - 3y =0. 11.158. 1a) a =0, 1b) a -%; 2e) a4 = %
ja &y = %, 2b) &, = 1 ja &, = =1. 11,159, Vdrrand midrab

B

ellipsi, kui AN 7> 1, parabooli, kui XA = 1, hiiperbooli, kui
A< 1, A # =24, loikuvate sirgete paari x - by - 3 ja x +
+ 4y = 1, kui\ = =24, 11.160. Vorrand kujutab hiiperboo~
1i parameetri N\ koikidel vdirtustel; juhul XA , =5 jad,=
= ~12,5 hiiperboolid lagunevad loikuvate sirgete paariks.
11.161. Vordhaarnme hiiperbool. 11.162. Mirkus. Kuna A # 0,

S #0, & #£ 0, 8iis on meil tegemist teist jdrku tsent-
raalse koveraga (kidumata teist jdrku joonega), mille ka-
rakteristliku vorrendi lahendid on vordsed. Kover on reaal-
ne kover, kuna AS< 0. 11.164. SA < 0. 11.165. Hiiper-
boolidel on ilhised asimptootide sihid. 11._167. 1) 2x +3 -
-5=0,2x+y=-1=0;2)2x -3y ~1=0, 2x ~ 3y + 11 =

=0; 3)5x~y=~3=0,50-3+5=0, 11.,168. 2F(x,3)
S O 11.162.d2=-5§:. 11.170. 1) X = 3y + 2 = O;

S
2) 3x + 5y + 7 =0; 3) 4x -2y - 9 = 0. 11171 2F(x,, ¥,)

S < 0. 110172- S = 0. 11.173. 8-33 = -5- 11-174; as= 4,
b = =3. 11,175. Kaks reeperi teigedega paralleelset sir-
get x-a=0 ja ¥~-Db=0; 2) ordinaattelg x = 0 ja sir-

ge x - 2y + 5 = 0; 3) sirge x -~ 2y = O (kaks Uhtivai sir-
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get); 4) loikuvate sirgete paar x - y = 0 ja 2x + 5y = O;
5) loikuvate sirgete pear 5x - y = 0 je 2X = y = O; 6) ima~
ginasrsete sirgete paar, mis loikuvad reeperi alguspunktis;
7) paralleelsete sirgete paar x + y £ 1 = 0. 11.176. 1),
6) hiiperbool; 2), 4) ellips; 3), 5) parabool. 11.177. 1) 2x +
+ 3y -5=20,x-4y+2=0; 2)x+y=2=0, 3x=-2y +1=
0; 3)2x +5y+1 =0, 2x + 3y =5=20; 4)2x -3 + 1 =
=0, 2x=-y-4

+ yz = 1; }) 32

<2
0. 11179.1)151-y +3=0; 2)% 4
2 T

V3. 11, 180.5- §— .« 11.181. El-

. = ¥ -
lips 3— «+ - =1, kgskpunkt o' (B' s I)’ z~telje tous k = 2,

11.182. Hiiperbool %—5 - X2 = 1, keskpunkt iihtib reeperi al-

guspunktiga 0(C, 0), x-telje itous om -1,  11.183. Hiperbool
%{E - %—; = 1, keskpunkt 0'(-1, 2), x-telje tous k = =2,
11.184. Y° = pb X.  11.185. x + 3y + 2 = 0. 11.186. 1) 4x+
+ Ty +1=0; 2)x=-4=0; 3)x-6y+1=0; 4) kovera

+

keskpunkt ei oma polaari; 5) 2x + 3y -3 = 845X +
x,x

+323Y+333=0; 7):2—+;2—=1; B)g— 11—1'9)31-

-y ~-9=0; 10) polaar on miliramata, kuna kover kidub sir-

gete paariks: x ~ y =0 ja X « 3y + 2 = 0 ning antud punkt
(1, 1) on sirgete 1dikepunkt. 11,187. P(1, 0). 11.188. 1)
P(5, 1); 2) P(%, - %). Mirkus. Kuna x-telje vorrand on y =
= 0, siis pooluse koordinsatide leidmise vorrandi siisteem
814X' + 895F' + 833 = 0, 8,5X" + 8,57 + 833 = 0; 3) P(=2,0);
4) sirge on kovera diameeter ja reaalset poolust ei ole (dia-
meetri otspunktides voetud puutujad on paralleelsed; 5) poo-
lus on mé#ramata. Pooluseks voib votta sirge 9x - y + 19 =.0

mistashes punkti. Antud koonuseloige on sirgete paar, mis koos
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antud ja leitud sirgege moodustavad harmooniliste sirgete ne-
liku; 6) P(4, -3); T7) (-5, -7,5). 11.183. (-3, 1). Mir-
kus, Otsitev punkt on antud sirge poolus. 11.190. 5x + 3y +
+ 2 = 0, Mirkus. Otsitav kool on punkti M polaar. 11.191.
(g-, 2). MHArkus. Otsitav punkt on antud sirge ja reeperi al-
guapunkti poleari loikepunkit. 11.192. Sirge 4x - y + 30 = O
ige punkt on punkti (5, 1) kaaspunktiks, kuna see sirge on an-
tud punkti polaariks. 11.193, x + 5y - 15 = 0. Mirkus. Ot-
sitav sirge 1#bib punkti M(O0, 3) Jja antud sirge X~ 3y +
+ 22 = 0 poolust P(~5, 4). 11.194. tildjuhul
B4 84, 8By A Kui ellips on antud kanoonilise vore
11 ™2 713 o
821 Bop 823 B _ randiga, siis X, + LZ = 1, giis +tine
Bas Bqn 8aq C| 7 0. al b
31 832 833 8
IB1 C1 0 2

gimis on jdrgmine: Aj.8" + BB1b2= CC,.

l;éirlcus. Egimese sirge pooluse koordinaadid peavad rahuldama

8q1%q + 84034 *+ 813 8%+ ?%231 t 853
+ = =

) 834%) + 83p¥y + 835 N
& =

tingimust

ehk 814X, + 8,5 + 313-- AA= O,
854Xy + 855Y + 853 - BA = O, 841Xy + 835¥ + 833 - CA= 0.

Peale selle vastevalt iUlesande tiﬁgimnstele peab esimese sir-
ge poolus asetsema teisel sirgel, 8. o. semad koordinaadid
(xys ¥,) peavad rehuldama veel neljandat vorrandit: Axy
+ Byyq + €4 = 0. Saadud neljast vorrandist koosnev siisteem
peab olema kooskdlas. Viimane noue ammab otsitave tingimuse.
11,195, Miérkus. Toestus lihtsustub, kui kasutada ristreepe-
rit, mille alguspunkt asetseb ringjoone keskpunkiis. 11.201.
Ristkiilik, mis koosneb kahest lithema pooltelje otspunkti puu~
tujast (y = %4) ning kehest ellipsi juhtjoonest (x = $10).
11.202. Kolmnurk, mille kiilgedeks on hiiperbooli kolm  puutu-
jat: 2x E y-2=0,2x+y~-2=0 ja x+2=0, 11.203.

2
Ellips 3— + §— = 1. Clgu M (x,, J,) Tingjoone punkt. Ringjoo-

ne puutuja vorrand selles punktis on xx_ + ¥y, = 9 = 0. lLeia-
me selle sirge pooluse P(x,, y.l) ellipsi .suhtes. Punkti po-
lgsar antud ellipsi suhtes peab olema jirgmine: 6x1x+ 9y ¥ =HA=
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= 0. Seega on iihel ja gamal sirgel (punkti polaaril) ksks
virrandit. Jarelikult vorrandite kordajad peavad olema VOr-

: _ _ ” . . 2
delised —I'—o' = -—3'_-; =g millest 11 IO Ja y1 = 3- yO .

Kuna M, on ringjoone punkt, siis x§ + yi = 1, Asendades

viimasesse vorrandisse seosed xf = xo, y % ¥y sasme
2 ¥°

15plikult pgoluste hulge vorrandi gl Il 1. 11,204, Se~

me ellips —g + 12 = 1, kusjuures ellipsi mistiahes puutuja
pooluseks on sama ellipsi punkt, mis on summeetrllzne puup

tepunktiga abstsisstelje suhtes. 11,200 206, x2 & 2xy + By -
- 4x - 6y + 1 = O, Miérkus. Tingimusest, et reeperi algus-

punkt on sirge 2x + 3y - 1 = 0 pooluseks, jadreldub, et -%2
a a

= -%2 = -%% . ‘ingimus, et punkt (-1, 1) on sirge 2x + ¥ =

-a11+a12+a.6

0 pooluseks, annab ainult ihe uue vorrandi:

-8 + 8 + 8
. - 23 peale selle keskpunkti koordlnaadld

(%, %) peavad rahuldama vorrandeid Fx =0 ja Fy = 0. See-

ga 3a,q + 8o + 2a13 =0 Jja 3a,, + 835 + 2323 = (0, Saadud

viiest vorrandist avaldame otsitava joone vdrrandi 5 kordajat
kuuenda kaudu. Asendame vOrrandisse Jja jagame 18bi. 11.207.
7%° + 2xy - 6x - 10y + 15 = O, 11,208, P(-3, 1). 11,203.
Polaar on lopmatus. 11,210, x = 6y + 1 = O. 11,211, 9x2+

+ 4y + 6y2 4+ 2x = 4y - 1 = 0, Mirkus. Oisitav kover on el-
lips (e < 1). Vorrandi koostamisel ldhtume definitsioonist
ry + Ty = 2a, kus r, ja T, on ellipsi suvalise punkii fo-

kaslrasdiuste pikkused, Fokaalpooltelje aga leiame eksisent-
rilisuse ja fookuste vahelise kauguse kaudu. 11.212..512 -

- 4yx + 8y2 + 10x = 40y + 41 = 0. Mirkus. leiame koigepealt
antud puutujae ja otsitava ellipsi puutepunkti. EKasutame &8=-
jaolu, et puutepunktist léhtuvad fokaalraediusvektorid moo-
dustaved puutujaga vordsed nurgad ehk teisiti Yeldes, iihest
fookusest puutepunkti tommatud raadiusvektor l#bib  punkti,
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mis on siimmeetriline teise fookusega puutuja suhtes. 11.213,
Ei saa, kuna molemad fookused F,(1, 3) ja Fy(-1, 2) asuvaa
semal poolel puutujast x - y + 4 = 0, mis on voimalik ainult
ellipsi pubul, 11,214, 4x° + 8xy + 1352 — 24x - 42y +
+9=Oo 11.21 .12-231}]'+5y2-4x-4y+4=0- 11.216.
12 - 2Xy + 2y2 -2x + 1 = 0. 11.217. 337x2+ 1683y + 2883;'2 -
- 3200x - 2400y = 0. 11.218. 5x° 4 6Xy + 5y° = 6% ~ 10y =

-3 =o0. 11,220. B(2, %), ¢€(2, 0), D(3, ;). 11,221.

V/(x - 11)2 + (y - y1)2 - V/(x - x2)2 + (y - y2)2

o o (Ax] + B};r1 + C)(Ax2+By2+C)
= ;/Z;z ~x)" + (yp - y)" - 4 i .

A° + B
11.222., Xy = %. Miérkus. Vordhaarse hiiperbooli ekstgentrili-
sus on e = V2.  11.223. 3x° - 6xy - 5¥° + 24y = 12 = Q. Miir-
kus., Kasutame hiiperbooli definitsiooni ,r1 - ry| =2a.

11.224. 353y - 34.‘{2 - 34y - 2 = 0, 11.225. 3:_:2 + 4Xy - 8X =
-4y +4=0, 11.226. 2x° ~xy-x+y+5=0, 11.22].
X=-2=0,X+2y -4 =0, 11.228.x2-4xy-6x+9=0.
11.229. 4xy + 3y° + 4y ~ 11 = O,  11.230. 4xy + 3y° - 2y -
- 1 = 0. Mirkus. Kasutame teist jirku joone jadrgmist oma-
Gust: r : 4 = e, 11.231. X° = 6Xy + Y2 = 2Xx = 2y + 5 = O .
Mirkus. Arvutame fookuste kaugused antud juhtsirgest 6'1 -

-~ ja 52=-é. Kuna 51 ja {2 on erinevate mir-

V2

kidega, siis fookused asuvad erineval poolel juhtsirgest,
jirelikult otsitav kover on hiiperbool. Arvestades, etlcg 1! <

(‘SQI , voime jdreldada, et antud juhtsirge on konjugeeritud
esimese fookusega. Kovera vorrandi koostamiseks on vaja tea- '
da veel ta ekstsentrilisust ja fokealtelge. Molemad suurused
saaame arvutada, te'ades fookustevaheliast kaugust ning fookuse
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ja vastava juhtsirge vahelist kaugust, 11.232, 1) 1611:2 +

+ 24Xy + 9y2 -~ 94x - 58y + 124 = 0; 2) x2 + 2Xy + yz- 12x +
+ 24y - 54 = 0; 3) x2+2xy+y2-4x+8y-6=0. Mirkus.
Kasutada vahetult parabooli definitsiooni. 11.2.32. 12 -

- 2xy + ¥ - 8% - 87 = O 11.234. X° 4 2Xy + Yo+ 5x - ¥ =

0. 11.235. Ulesande tingimust rahuldavad kaks parabooli:
:2+4xy+4y2- 14x + 22y + 24 = 0 ja 12+4xy+4y2 -
- 14x -~ 18y + 24 = C. 11.236., Ulesande tingimust rahulde-

vad kaks parabooli: 4x2 + 43y + y2 - 10y - 15 =0 ja 412 +
+ 4xy + 3'2 + 12x - 34y - 15 = 0. 11.237. 25:::2 2 30xy+ 93?2-

~ 150x - 90y + 225 = O (kaks parabooli). 11.238, 912 +

+ 6Xy + y° - 16x = 32y + 16 = 0. 11,239, x° - 4xy + 4y° -

- 4x - 4y = O., 11.240. y°°= 2px.  11.241. 9x°- 24xy+ 163~

- 60x - 16y + 256 = 0.  11.242. 4x> - 4xy + y° = 16x = 2y =
= 0. 11.243. Vorghaarne hiiperbool.  11.244. 11x° = 20Xy -

- 4y2 + 18x + 36y = 0. Mirkus. Otsitav kover on hiiperbool,
mis ndhtub sellest, et keskpunkt ja ;joone punkt asetsevad ane
tud juhtsirgest erinevatel pooltel. Kirjutades reaaltelje
vorrandi, veendume, et ta lébib reeperi alguspunkti, s. t.
reeperi alguspunkt on iiheks otsitava hiiperbooli tipuks.

11.245. x2+2xy+y2-6x-2y-7=0.

V(x-x1)2+(y-y1)2 | x c0s@ +ysin® - p .
V(12-11)2+(.Yz-y1)2 ‘xz cos P + ¥, 8in@ - p

11.246. 632 - 4xy + 2y° + 12x - 99 = 0. Mirkus. N : N =4,
11.247. 9x° + 16y° = 36x - 48y = 0.  11.248. 2x°- xy- 3y° -
- X -6y - 15 = 0. 11249, Xy = xX = ¥y + 1 = O, 11.250.

x2+2xy+2y2-14x-20y+48=0. 11.251. x2+xy+y2+

+2x +y ~ 2 = Q. 11.252. 66x° + 24xy + 5932 -~ 648x -~ 4By+
+ 161 = Q. 11,253, Olgu otsitav afiinne teisendus esitatud
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kujul x' = a,,X + 8., + 84, y' o= 8yX 4 a55Y + 85+ Asendades

2 2
. (8, .X+a,,y+&,) (8, X+8,,T4+85)
seosed vorrandisse, saame 1l , 12 L + 2} 2277%2

el2 . -b2 -
2 2
a a 8.8 8,,8
11 21 2 11712 21722
=1 ebk| =+ =2 | X + 2 + ’ Xy +
(a b ) ( a® ‘Pd )
332 agz 2 84841 . 22824 84812  B883p
* o+ o ¥y o+ 2 + y X +2[=—m— + —7—|T*
a b a2 ‘132 a b
<, 3 ,
+ - + ;2- = 1. Kuna saadud vorrand mi#rab sama ellipsi, siis
a
2 2 -
e a3
vorrandite kordajad peavad olema vordelised: ] + -:2_;1— =)_-1-2 ’
b a
a,.8 e al a2 a a.a
11212 21%22 _ 12 222 o M8, 22721
’ - ? E 2 L 2 "2 - ’
32 ;2 a b .1;2 a b
2 2
a.a 8.8 a
1212 . 84892 1. % . s
+ = 0 + -1==A. Feljandast ja vii-
8’ % GPCI
endast vorrandist jéreldub, et &, = a, = 0, kuna siisteem
. 841 824
on homogeenne Ta. b"z_ _ 1 a_” 321 40
ja determinant a a = —?Tb .
erineb mnullist _;3 q‘?zg &
f a b 812 822

Kuuendasat secsest saasme, et A = 1., Nii otsitav teisendus

omab kuju x' = a.4% + 845, ¥y = 8y4% + 8557 ja siisteem amab
2 2 2 2

a 8 a..a a..8 a a

. 11 21 1 11712 21722 12 22 1

kuja - + =5 = -7 + - =0 + = v
a b a ? az ' ’ a2 b2 ‘o‘d

ehk &, + (gapy)® = 1, (2 a;)% + 85, = 1, &gy Sap+
811 B 2
% 812 822

gonaslmaatriks, Téhendab, voime voita a,, = cos i , %321=

+ % 854800 = 0. Ilmneb, et maeatriks on orto-

-=-sin§0,£-a12=sin\f3, a22=003\P vZSiaH =cos\|0 '
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%321 = sin'f ’ -3-&112 = sin? » Bgo = = coa\f . Seega otsi-

tav teisendus on x! =xcostf--2-y ainsP ’ =Fxsin‘f+
+_ycos'f' voi x'=xcostf+%ysin\f, y'=gxain\f-
- ycosy . Saadud teisendust voib vaadelda kui kolme tei-
senduse \ ,<y ja X korrutist, kui |
x1=§, 12-::1005\?-31512\{3-, i3=az2,
y, ¥

g =

V:

Yo = X4 ain\f' + ¥, cos \P) Y3 =by, .

Teisendus V teisendab amtud ellipsi ringjooneks raadiusega
1, mille keskpunkt thtib ellipsi tsemtriga. Teisendus Y- op
pstre murga P vorra imber ringjoene tsentri (ringjoon tei-
seneb péoratud ringjoone lLiéhiteellipsiks. Teisendust x' =

= cosYf + -I';‘- ¥y sin)o y' o= %x sin\P - ¥ cos'\p voib vaadelda

kui nelja teisenduse korrutist.

X, = =, = X X, = X,CO08 - gi
\,3{1 % F’{ L ' 3 20\{) y2 n\P:

¥y 32--y1,\k J3 = xzain\Q + 3, coap,
,x 4 = 8%3,
g4 = BY3-

Teisendus \) teisendeb entud ellipsi ihikringjooneks, mille
keskpunkt {ihtib antud ellipsi keskpunktiga. Teisendus . on
simmeetria x-telje suhtes ja teisendab ringjoome S iscene-
seks, Teisendus 4f’ on pbire nurga \-f vorrs immber ringjoone
keskpunkti ja teisendab ringjoone S iseeneseks. Teisendus
X teisendab ringjoone S antud ellipsiksa, 11.204. Olgu
xt! = a,4X + a, oy + a4, y' o= 854X + 8,57 + 8, otaitav afiinne

teisendus, Kui hiiperbooli kujutis on antud asiimptootilise
vorrandiga x'y' = C (1), siis originaali invariantsuse tot-
tu saame hiiperbooli, mille vorrandiks on (31 1% + 840 + a.l)-

2
(ayyx + 8,5 + a,) = 0 ehk 811851 + (848,55 + 845854 Jxy +
+ (31321 + 32a11)x + (32a12 + a1a22)y + 8,85 =0 (2). Kuna
- 185 =

24



vorrandid (1) ja (2) mi#iravad sama hiiperbooli, siis vorran-
di kordajad peavad olema vordelised. Sasme a,.8,, = O,
810855 = 0, 8483 + 838, = 0, 8485 + 858y = 0, 8,58,
+ 84,800 = A, 8,8, -C= -2AC. EKuna teisendus on regulasr-
ne, siis a,,8,5, -~ a,58,, # 0 ja saame, et a, = a, = 0. Jé~
relikult A = 1 Ja viimane siisteem lihtsustub a,,e,; = O,
815855 = G, 845859 + 84855 = 1. Vaatame erinevaid voima~

luei: a) a,, = 0, s8iis a,,855 = 0, 28,485, = 1, 8iit jée

21

reldub, et a,, # 0, tdhendad a,, = O, Voites k ,

&1 =

sgame &,, = % ja vaadeldud teisendus omab kuju x! kx,

y' = %rx, kus k on suvaline nullist erinev reaalarv; b)
olgu 815 = 0, wmiis 84854 = Oy &84485, = 1, kust 814 $
# O, <Tdhendab a,, = 0 ja saame seama teisenduse; c¢) kui
a;, = 0, siis &85, = 0, ay58;; = 1. Tdhendab a,; # 0,
ay, # 0. Jérelikult a,, = O. Vottes a,, = k, saame x' =
=ky, y' =g X; d) 8y, = O teandub juhule c).  11.255..

Keskpunktide hulk koosneb sellise kolmnurge sisepunktidest,
mille kiilgedeks on antud kolmnurge kesksirged, Jja viimase

kolmnurga marksde tippmurkade sisepunktidest. 11.257. S =

-
= iLQ’. 11.258. Midrkus, Olgu antud koverate vorrandid =

sYS
=0 ja ;=0. B3iis otsitava koonuseloike leidmiseks saa~-
me kolm vorrandit: } - k}1 =0, P - k.F1 = 0,
(4 - XA,)(C - kC,) ~ (B - kB,)® = 0, Otsitav koonuseldige

ekeisteerib, kui saadud siisteem on kooskolaline. 11.259.

F F
l b & il: C. 1?.260. (x - xO)Fx - (y - yo)Fy = 0., 11.2610
X

- - YP_ = =
(x - x )P, + (y. yo,Fy 0. 11.262. Fx?i + Fy§y = 0,

11.263. Vorrsnd on
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A1(A21 + By + 02) + A2(A1x + B,y + 01) vy -3, [
B1(A2x + BoY + 02) + 32(A1x + Bjy + CT) -(Xx = xo)
11.264. Teist jdrku joon. 11.265. Teist jarku joon. 11,269.
Xy - ¥4X - x,5 = 0, kus (x1, yj) on sirgete kimbu keskpunkt,

Qtsitav hulk on hiiperbool, mille kegkpunkt iihtib kimbu keske
punktiga ning asiimptoodid on paralleelsed reeperi telgedega.

11.270. ay2 + bxy - a(b + d)y + abd = 0, Markus,. Reeperi
telgedeks votame sirge KL ja punktist P sirgele XL joo-
nestatud ristsirge. Tdhistame punkti P kauguse sirgest KL
tdhega d . Otsitava

b vorrandi koostamiseks
kasutame kesht paari
sarnpeseid kolmnurki,
nimelt OPC ~ NMC

ja  ABC ~ MKB (joon.
11.16), Uurime, Otsie

tav kover on hiiperbool,

x Abstsisstelg on iiheks
asimptoodiks (joon,
11.17). Teine agiimp-
Joon, 11.16. toot on paralleelne
liikuve kolmnurga hiie
potenuusiga k2 = - 2»
Hiiperbool 1oikab ordi-
naattelge kahes punk-
tis P(0, d) ja R (0, b).
Kovera keskpunkti koor-

dinaadid on xo =

. ab + g) , y=0.

Hiiperbooli kanooniline
vorrand on (¢ - a)x® -
- (c + a)y° - 2abd= 0,

)

K

Joon. 11.17. Hiperbooli asimptooti-
line vorrand on bxy =
2,2 2.2 2,2 ._”

= ~acd, 11.271. Dx™ + a”y" = 2¢ch . x3y = (pq ~ h “e o MED=
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kus. BReeperi telgedeks valime liikumatu tasandi ristuvad sir-
ged. Kovera parameetriteks voivad olla punkti C ja sirge AB
vaheline kaugus h ning
risteirge CD poolt asel-
lel sirgel eraldatud
loignd p ja q (joon.
11.18). Otsitava trajek-
toori vorrand en (p2 +
+ h:a)::2 + (q2 + 112):,r2

- 2n(p + q)xy = (pq-ha)a.
Kui a, b jaé on kolm-
mrgae ABC killjed, saa~
me vastuses toodust tun-
duvalt lihisema vorran-
di., Uurime. Liikuva ta-
sandi iga punkt C joo-
nestad ellipsi, mille
keskpunkt asetseb reepe-~ Joon. 11,18,

ri alguspunktis. Erandiks on aimult ringjoone, mille 16ik AB
on diameetriks, punktid, Need punktid paiknevad sirgete kime
bu, tsentrigs reeperi alguspunktis, sirgetel. Kui punkt C
asetseb semal sirgel punktiga A ja B (h =0, 8 =gq, b = p),
giis vastave ellipsi teljed iihtivad reeperi telgedega ning
poolteljed on vordsed liikuva punkii kaugustega pohipunkti-
dest A ja B. Vaadeldavat tasandi liikumist nimetatakse el-
1iptiliseks. 11,272, Pikem pooltelg on %-{- m ja liihem
§-m, kus m on punkti C Lkaugus 10igu AB keskpunktist.
15igu AB keskpunkti lébival sirgel asetsevad punktid kir-
jeldavad ihtivate telgedega ellipsid. Punktid, mis asetsevad
samal kaugusel 1digu AB keskpunktist, moodustavad vastavalt
vordsete pooltelgedega ellipsi. Miérkus. Tasandi elliptili-
gsel liikumisel punktid A' ja B' 1libisevad mooda sirgeid
OA' ja OB' ja punkti C trajektoori voib vaadelda kui
13igu A'B', mille otspunktid libisevad métda keht ristsir-
get, mingi punkti trajektoori.  11.273. Koik ringi punktid
kirjeldavad ellipsid, véija arvatud veereva ringjoone punk-
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tid, mis libisevad liikumatu ringjoone diameetreid mddda.
Miirkus, llesandes kirjeldatud liikumine miirab antud tasan~
di elliptilise lijkumise. Selles veendumiseks koostame ta~-
. sandi suvalise  punkti

w- - P(x, y) liikumise tra-

jektoori parameetrili-~
sed vorrandid, Valime
ristreeperi alguspunk-
tiks liikumatu ringjoo-
ne kegkpunkti (vt. joon.
11.19) ja parameetriks
péordenurga ¥ = QOP,,
kus Po on punkti P
algasend x~teljel. Kuna
liikumine toimub ilm
11biaen.ata, giis ! R =
MR Ja liikumatu nng-

| Jjoone raadius on  kaks

Joon. 11.19. korda suurem veereva

ringjoone raadiusest, siis £ MQR = 2 Y. Eui Q= A,
kus r on veereva ringjoone raadius, siis x = QA + AB, y=
=.r - 5Q. Kolmnurgast PQS leiame, et AB = X r sin o, ,
SQ = Arcosd, o = ']T-d\F-(gE \P) %-\P.Aeen-
dades saame punkti P liikumisel kirjeldatud ellipsi pa~
rameetrilised vorrandid: xar(l+ A ) cos VY, y=
= r(1 ~A) sin \p Erijuhul, kui punkt P on lijkumatu ring-
joone punkt N = P=M. 11.275. »2x? +azy2+abxy-
- 2ab2x - 2a2by + a2b2 = 0, kui reeperi telgedeks on voe-
tud CB ja CA. Otsitav kover on ellips, mis puutub kolme
nurga kiilgi CB ja A.B tippudes B ja A . 11,276, Para-
bool 4x2 - 8hy + (4h - 32) = 0, kus a on kolmnurga alus
ja h - korgus. Mirkus. Ristreeperi abstsissteljeks on woe-
tud sirge, mide mtéda libiseb kolmnurga alus, ordinaattelg
ldbib liikumatut punkti, 11.277. Ellipsi kaar, mille kesk-
punkt asub punktis A ning tks telg on suunatud mooda sir-
get AL. Pooltelgede pikkused on MC ja |MC - 2ABf. Mir-
kus. Ossl vardast CD, mis asetseb liikumatu joonlaua AL ja
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sellega risti oleva sirge AN wvahel, on jé#v pikkus, mis on
vordne 2AB. Seega tasandi elliptiline liikumine leisb aset,
kui jdidve pikkusega loigu BC iiks ots libiseb mtdda eirget
ja teine mlode ringjoont, mille keskpunkt asetseb samal sir-
gel ja raadius on vSrdne libiseva 13igu pikkusegs (vt. joon.
11.20}. 11.278. Lahendus. Kuna
virdhaarsetel kolmnurkadel AOQC,

ADC, ABC on ihine alus AC, eiis

kolm tippu O, D, B asetsevad
samal sirgel. Edasi néenme, et

OD . OB = 1° - a° = comst, kui

punkti O aste ringjoone suhtes,
mille keskpunkt on A ja raadius a.
Punkt D kirjeldab ringjoone,
mille keskpunkt on M je raa- Joon. 11,20.

diue MD = b, mille v3rrand polasrreeperis (v8ttes O poo~-

luseks ja OM polaarteljeks) on JD = 2b cos Y’. Punkt% B tg?-
okt Hivat e am . . _dc -~ =8
3 ) 00r mHHYA ak:g polgarreepells jdrgmiselt: JP ) YR
(vordusest OB =

2 2

1" - 8 s L saess .
Ssame x = —p—— » S« O. abstsiss on jH#dv; vastav joon on

-8 P .
) voi ristreeperis, kuna fcos ¥ = x.

gsirge, mis on risti polaarteljega.
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