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~
Eessonaéag

mapnaltiitilise geomeetria praktikum" I-IV on koostatud
eeskatt TRU matemaatikateaduskonna vajadusi arvestades ning
on moeldud kasutamiseks koos .Luniste ja EK.arive oplkuga
wppeluutiline geomeetria". Suur osa gellest on kasutatav ke
geistes teaduskondades, kus Spitakse analuutilist geomeet~
riat iseseisva ainena vo1 korgema matemaatike osana. Lihtsa-
mad tlesanded sobived kasutamiseks talendave materjalina
xeskkooll patemaatika tundides, eriti aga matemaatika ringis.

Varem {1munud "Analuutilise geomeetria praktikumi® I osa
(1978) sisaldab vallku ilesandeid vektoralgebra, 11 osa -
sirgete ja tassndite (1975) ja IIL osa tels?t jarku joonte
kohta (1980). Kaesolev, IV os& sisaldab valiku iilesandeid
teist jsrku pindade kohta.

{l1esannete kogu kasutamist lihtsustavad vajaliku teoree-
tilise materjali 1ihiesitused ja niitelilesanded paragrahvide
voi punkti uksikute cineloikude ees, age samuti napunaited
#lesannete vastuste juures. _

wjpnaliutilise geomeetria praktikumi™ koikides osades
kehtid jargmine xokkulepe: kui ulesande tingimustes el  ole
nimetatud reeperit, siis celdatakse, et antud reeper on
ristreeper.



12, peatukk

SPFPLXAR, POORUPINTD

§1. Sfasr

Sfaariks nimetatakse fikseeritud punktist (sfaari kesk-
punktist) vordsetel kaugustel asuvate punktide hulka  ruu-
mig. Kui X {X) on sfasri suvaline punkt ja C(T) sfaari
keskpunkt (tsenter), siis sf@dri vektorvorrand on

(5 - 5)% = 8%, (12.1)
kue R on sfaari raadius
ning X ja © vastavalt
punktide X ja ¢ kohavek-
torid (joon 12,1). Eri-
juhul, kui valitud reeper

on ristreeper (ortonor-
meeritud reeper) ja ,//
X(x,y,z), C(a,b,c), siis 5&
sfaari vorrand (12.1) on Joonis 12.1

(x - a)2 + (y - b)2 + (z - c)2 = Rz, (12.2)

Sfaari verrandit (12.1) nimetatakse sfaari kanooniliseks

vorrandiks.

Erijuhul, kui reeperi slguspunkt agub sfaari keskpunk-
tis, ssame sfdari normealvorrandi

x° + y2 + 2° = R°. (12.3)

~ L3 - ~ »
Avades vorrandis (12.2) sulud ja arvestades, et vorrandit
voib labi korrutada suvalise wnullist erineva arvuga, gJasme
sfaari uldvorrandi

o > >
. . Sl < . . . . -
Ay4K7 + Agqy ¢ a4% + Eaﬁix + 2a24y + a334z Foas, O

(12.4)
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Osutub, et Uldine ruutvorrand kolmest muutujast
2 2 2
844X + 8pF ¢ 8442 + 2a12xy + 2&13xz + 2a23yz + 2a14x +
+ 2&24y + 23342 + 84y = 0

miareb sfaari, kui ruutudega liikmete kordajad on vordaed
ja erinevad nullist (s.%. 844 = 855 = a33 £ 0) ning vorran-
dig ei esine tundmatute korrutistege liikmeid (s.t. 84-=
= B43 = B3 = 01.1

Kui pinna vorrand F(x,y,z) = O on pinna suvalise punk-
$i koordinaatide suhtes n-asstme polunoom, siis pinda nime-
gatakge n-jarku algebraliseks pinnaks. Seega gfaar on teist
jarku algebraline pind.

Kui reeperi alguspunkt asub sfdari keskpunktis, giis
sfasiri parameetrilised vorrandid on

y = R sin u cos v, (12,.5)
\z =R sin v,

§x = R cos u cos V,

ku's parameetrid u ja
v on geograafilised
koordinaadid: u -
geograafiline leius,
v - geograafiline
pikkus, R - sfaari
raadius, (vi. joon.
12,2) 0¢ u £ 2%,
- & sve—ge, R 0.

Toepoolest, ol-
gi sfaari suvalise ,
punkti X(x,y,2) |
projektsioon Joon. 12.2

_T351tuvalt vorrandi kordajatgst voib_veadeldud vorrand
masrata ka imeginearse sfaari. Vorrand maarab reaalse sfaa-
ri, kul & - a a 5
—agy v (DT (2H?% + (2H° > o
& “11 82 33

-5 -



xy-tasapdile punki M(x,y,0), siis taisnurksest kolmnurgast
OMF (vt. joohs 12.2) avaldame
x = OM cos u,
y= OM gin u
Ja taisnurkseast kolmnurgast OXM saame OM = R cos v, % =
=XM R sin v. Asendades OM avaldise x ja y avaldistesse,
saamegi vorrandi (12,5), Parameetrilised vorrandid on sama-
vaarsed sfaari vektorvorrandiga
X = R(cos u cos v, 8in u cos v, sin v). (12,6)
Igale pargmeetrite paarile (u,v) vasteb sfaaril parajasti
uke punkt. ' -
sfadrl puutujeks sfadri punktis Xo(X,,¥osZo) nimetatak-
ge sirget (loikaja piirasendit), millel on sfaariga kaks
thtivat loikepunkti. Sféari puutujatasandiks tema punktis
X, nimetatekse tassndit, millel asuvad koik punkti X, labi-
vad sfaari puutujad.
Sfaari puutujatesandi vorrandi saame nn. poolitiasen-
dusvsttega1. Kul Xo(Xos¥0s%o) On sfaari punkt (puute~
punkt), siis sfaari (12.2) puutujatasandi vorrandiks on

(x, ~ 8)(x ~a) + (¥yo = b)(y = b) + (2, - c)(z -_c) =(¥§;7)

ja sfaari (12.4) puutujatasandl vorrandiks
811XoX + 8,4Fo¥ + 814Fo5 + afltx + X)) + 524(y + Yo) +

+ 334(2 + zo) + 344 = 0. (12.8)
Brijuhul, kui reeperi alguspunkt asub sfééri keskpunktis,
on gfaari (12.3) puutujatasandi vorrandiks

XX + YoV + %o2 = %, (12,9)

Sfaari puutujakoonus js polaartasand

Kul valjaspool sfaari asuvast punktist Po(X,s¥osZe) on
tommatud koik voimalikud puutujad sfasrile, siis seadud

1 Poolitiasendusvate geipab selles, et pooled tundmatud

pinne vorrendis tuleb asgndada puutepunkti vasﬁavate koor-
dinaatidega, s.t. teha vorrandisse asendused x“— XX}

Yo Yo zé—v ZoZy 2X —» X + Xoy 2X¥ = Xo¥ + X¥o Jne.
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puntujad moodustaved
poordkoonuse, mide ni-

metatakse sfiari pyu-
fnlakoenuseks  tipugs

?,. Xul sfaar oR mAR-

ratud normaslvorrandi-

& (12,3), siis sfedri

‘puutujakoonuse iipuge

P, vorrandiks om

(zog 3 VoY 4 o8 -
Ré) IE §

+ s§ - B )(x + 3 +.

+ 8 - R ) = O (12.,10)

stiari puutujakoonus R

tipusa P, puutub sfeari

mooda ringjoont, mille

poolt msaratud tesan-

dit (vt. joon. 12,3,

tasand o.) nimetatakse

punkti P, polaartasan- Joon.12.3

diks antud gfaari suhtes ja punkti P, polaartasandi poolu

peks. Kul punkt P, asub sfaaril, sils tems polaartasand la-

bib poolust ja on gfaari puutujatasandiks antud punktis,

Punktl P,(X,4¥0s%o) Polaartasandi vorrand normaalvorrandiga

(12,3) mearatud sfaarl suhtes on

XX + YoF + Zod = Rz.

Xui sfaar on masratud kanoonilise vorrandiga (12,2), sils
punkti polaartesandi vorrand on

(xg = 8)(x - 8) + (yo = D)y - b) +
+ (8o = ¢)(z = 0) = R2. {(12.,10)

Punkti potents sfaari euhtes, Redikealtasand,
radikaaltelg ja radikaaltsenter

Kui punkti Po(X,,¥or%e) ldbiv sirge loikab sfaard (12.2)
punktides P, Ja P,, mille kaugused punktist P, on vastavalt
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d1 ja d2, giis nende kauguste korrutis d1d2 on konstantne
iga sellise sirge korral. Seda arvu nimetatakse punkti P,
potentsiks antud sfaari suhtes. Punkti potents sfaari (12.2)
suhtes on
2 2 2 2
p = d4d, = (X - a)® + (yo = b)2 + (z, -~ ¢)° - R° (12.11)

kus 4 on punkti P, keugus sféari keskpunktist. Seega, kui
punkt on valjaspool gfaari, siis punkti potents antud sfas-
ri suhtes on positiivme je vordub antud punktist gfaarile
tommatud puutuje loigu (antud punktist puutepunktini) pik-
xuse runduga. Kui punkt on sfaaril, siis punktl potents
gfaeri suhtes on null. Nende punktide hulk ruumis, mille
potentsid kahe sfaari suhtes on vordsed, osutub  tasendiks,
mida nimetatakse nende afaaride radikaaltasandiks (ehk po-
tentatasandike). Kui sfadrid loikuvad, siis radikaaltasend
on sféaride 1loikeringjoonega masratud tasand. Radikaalte~
gsand on risti sfearide kesksirgega (sfaaride keskpunkte
lhendava sirgega). '

Kolme antud sféari korral tekib kolm redikaaltasandit,
mis 15ikuvad mooda sirget, mida nimetatekse nende ‘gfaaride
radikaalteljeks (ehk potentssirgeks). Radikaaltelg on risti
sfaaride kesktasandiga (keskpunktide pool? maaretud tasan-
dlga)o )

Nelja antud sfdari korral tekib neli radikaaltelge, mis
15ikuvad koik uhes punktis. Seda punkti nimetatakse antud
ofiaride radikealtsentriks ehk radikealpunkiiks (ehk po-
tentspunktika).

Néide 1. Arvutads punkti A(-2,6,-3) 1ihim kaugus antud
sfaarini x° + y2 + 2° = b

Lahendus. Otsitavaks kauguseks on loigu &B pikkus, -kus
B on entud punkti A ja sfasri keskpunkti C ithendava  sirze
AC ja tfaari loikepunkt (vt. joon.12.4). ©(0,0,0), i =

= (2,%6,3),
X
t
Z

2t ,
-6

} ( gsirge AC vorrandid )

I
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(26)% + (-6t)% + (31)%= "
ad, 49t° = 4, t =% 2

3,4, 1%, ),

By(~ 4, %, - 2). Otei-
tav punkt B = B,, kuna
[AB5{< {aB,| « A8 =

= 7(10,-30,15). IB® =

- (- f’f-;, 2)% 4 (1-2, —6)%
% (= ? + 3)2 = E% (100 +
+ 900 + 225) = l%%é }

- <5 - 5.

Vastus., Punkti a4 -
him kaugus sfaarini on
5 pikkueuhikut. Joonis 12.4

Naide 2. Leida antud ringjoone

(x - 2% 4+ (y ~T)% + (2 + )2 = 36,
3X + y~-2 -9 =290

keskpunkt ju raadius.

" Lahendus. Ringjoon on antud sfadri ja tassndi 1aikejoo-
nena. Ringjoone keskpunkti Q voime leida kui sfaari  kesk-
punktist C(4,7,~1) loiketasandile tommatud ristsirge ja
loiketasandi 1dikepunkti. Risteirge vorrandeist x = 3t + 4,
¥=t+ 7, 2= -t -1 asendame loiketasandi varrandisse,
saades 3(3t + 4) + (t + 7) - (-t ~1) - 9 = 0, Siit poa-
me leida loikepunkti parameetri t = ~1, Ringjoone keskpunkt
on Q(1,6,0) (vt. joon, 12.4),

Ringjoone rzadiuse r suame arvutade taisnurksest kolm=
nmurgact, .ille kaatetiteks on otsitava ringjoone razadius r
Ja loiketasandi kaugus 4 sfdéri keskpunktist, hilpotenuusiks
on sfaari rasdius R, Seega

g

¢ =2 T =9l Ay,
Y9 o+ 1 ¢ 1 V11
2 2 2 .
r"= R™ - d :-36—-11:25,
r = 5.
-— 9 -—



Vastus, Antud ringjoone keskpunkt on Q(1,6,0) ja raadius
r=50. ’

Naide 3. Koostada vorrandid tasaenditele, mis puutuvad
sfaari x° + y2 + 2° = 9 ja on paralleelsed tasandiga x +
+2y*25+15=00

Lahendus. Kui puutepunktiks on punkt X,(%,,¥0s2.), siis
antud sfaari puutujatasandi vorrandi seseme poolitiasendus-
vottega (vt. valem 12.9): X.X + Yo¥ + 202 = 9. Otsime puutu-
jatesandeid, mis on paralleelsed antud ftasandiga. Seege vas-
tavete tundmatute kordajad tasandite vorrandites peavad ole-
ma vordelised %ﬁ = %ﬂ = :%ﬂ. Peale selle punkt X, on sfaari

punkt, set. X2 + ¥2 + 22 = 9. Saime kolm vorrendit  kolme
tundmatu X,,¥, %o leidmiseks. Esimesest kahest vorrandist
gaame Y, = 2Xoy 2o = —2Xo, mis asendame kolmandasse vorran-—

disse, saame 9x; - 9, x2 = 1., Jarelikult x, = ¥1, yo= %2,
z, = +2 ning otsitavad puutepunktid on M;(1,2,-2) ja

My (=1,~2,2). Otsitavate puutujatasandite vorrandid on X +

+ 2y =22 = 9 ja -x -2y + 2z - 9 ehk vottes kokku, saame x +
+ ¥y -2 = iq,

Naide 4.Koostada sféari vorrand, kuil sfaar labid ring-
Joont X~ + y2 - 11 =0, 2z = 0 ja puutub tasandit x + y + 2 -
-5 = 04

Laherdus. Otsitava sfaari keskpunkt asub kindlasti sir-
zel, mis lébib antud ringjoone keskpunkti ja on risti ring-
joone tasandige. antud juhul on selleks z-telg (x = 0, y= 0),
sest antud ringjoon on saadud poordsilindri loikamisel  xy-
tasandiga. Seega, sfaari keskpunktiks on punkt C(0,0,2,).
Leisme sfaari keskpunkti kauguse antud tasandlst, mis ules-
snde tingimuste tottu peab olema vordne sfaari raadiusega

2 - s
R = iZ V:' ' , millest R® = Lég_g_il, Kuna sfaar labib an-
3

tud ringjoont, siis iga ringjoone punkt asub sfaari ke sk-
punktist kaugusel R, Leiame vabalt valitud ringjoone punkti
4(0,11,0) keuguse sfdidri keskpungtist: Gk = (0,11,-2), R°=
=402 = 11 + 2°. Seega,—Za£.2)_ 11 4 22 ehk 25 + 52+ 4=

- 0, millest z, = -1, 2o = -4. Jirelikult, RS = 12, RS = 27.
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Antud Ulesande tingimusi rghuldavad kaks sfaari: x° & yg +
+ (z + 1)2 = 12 ja x° + y2 + (2 + 4)2 = 27.

Naide 5. Xoostada sfasri vektorvorrand, kui sfaari kesk-
punkt on punktis C(X,) ja sfadr 1ldbib reeperi alguspunkti.

Lahendus. Sfasriks nimetatakse punktide hulka ruumis,
mis asuvad sfaari tsentrist konstantsel kaugusel R. Olzu
X(X) sfasri suvaline punkt. Siis Cx% = R® ehk (% - io)z - R,
Xuna reeperi alguspunkt on sfaari punkt, siis R = | OC)= | X¢|
ehk R? - EE. Asendades leitud R° vaartuse sfaari verrandisse,

geame (% - %,)° = %o ehk Fo- 2X%,= 0, millest X( - 2%,) = O.

1. Sfaar. Ringjoon

12,1, Koostada sfaari vorrand, kui

1) sfasri keskpunkt asub reeperi alguspunktis ja sfaari
raadius on 9;

2) sfaari keskpunkt asub punktis C(5,-3,7) je raadius on
2;

3) sfaari keskpunkt asub punktis C(4,-4,-2) ja sfdsr la-
bib reeperi alguspunkti;

4) sfaari keskpunkt asub punktis C(3,-2,1) ja sfaar la-
bib punkti A(2,-1,-3);

5) punktid A{2,-1,-3) ja B(4,1,=3) on otsitava sfaari
uhe diameetri otspunktideks;

6) sfaari keskpunkt ssub tasandil 2x + y - 2 + 3 = 0 ja
sfaar labib punkte M,(3,1,-3), M,(~2,4,1) ja My(~5,0,0).

12,2, Maarate punktide M,(2,-3,6), M,(0,7,0}, M3g3,2,§4),
H4(§,4,—5), Ms(3,~4,-5), M:{(2,6,~5) emend sfaari X~ + y° +
+ 2= = 49 suhtes,

12.3. ¥aarata punktide A(3,0,4), B(3,5,0), C{3,:
D(5,4,6) asend sfaari (x - 1)2 +{y+ 23" + {2z - (1" & 49
suhtes., Kirjeldads selle sfasri asendit antud reeperi suh-
tes.

12,4. Médreta punkti A(2,-1,3) asend jErgmiste sfaaride
suhtes:

- 11 -



1) (x - ) + (y + 1)2 + (z = 1f2 = 4,

2) (x + 14) + (y = 11) + (z + 12) = 625;
3) (x ~ 6)% &+ (y - 1% 4 (2 - 2)? = 253

2) x° + y° + '35 4x + 6y - Bz + 22 = 0;

5) x2 + y2 + 32 -X 4+ 3y =22 -3 =0,

12.5. Kontrollida, millised punktidest M, (3,4,-4),
M,(~3,2,4), M3(~1,-4,4), ¥,(2,3,~3) asuvad ringjoonel
_{(x - 1)2 + y2 + 2° = 36,
F+ 2 =0,
Kir;eldeda, milliste pindade loikejoonena on masaratud antud

ringloon.

12.6. Leida sfaaril x2 + y2 + zz = 9 punktid, mille

1) sbatsiss on 1 j& ordinsat 2;
2) abstsiss on 2 ja ordinaat 5;
3) abetsiss on 2 ja aplikaat 2;
4) ordinasat on 2 ja aplikaat 4.

12,7. leida ringjoonel
.{12 + y2 + 22 o 49,
12 + y2 + 22 - 47 -~ 25 2 0
punktid, mille 1) abstsiss on 3; 2} ordinaat on 2; 3) apli-~
kaat on 8.
12.8., Leida kolmé pinna 12 + y2 + 22 = 49, y~-3 = 0,
z + 6 = 0 loikepunktid.
12,9. Kontrollida, millised antud koveratest labivad

reeperi slguspunkti. Iselormustada geomegtriliselt neid ko-
veraid.

1) (x° + y? + 2% - 22 = 0,
y=0;

2) ((x = 3)2 + (y + N2 4 (2 - 2)% = 25,
x+y=0;

3) 0 (x = 1)2 + (y + 2)2 + (z + 2)2 = 9
X"ZNO.

12,10. Leida sfasri (x - a)2 + (y = b)a + (z - 0)2 = R
ja x=~telje loikepunktid.

-12 -



12.11. Arvateda punkti A liihim keugus antud sfasrini:
1) A(9,=4,=3), x> + y° + 52 + 14x - 163 - 245 + 241 = 0;
2) 4(1,-1,3), X° + 3° + 2° - 6x + 4y - 10z = 62 = O,

12,12. Koostads sféari vorrand, kul sfaari keskpunkt
asub punktis ¢(2,3,~1) ja sfaar loikab sirgest
5x = 4y + 3z + 20 = 0,
X -4y + 2 ~-8=0
valja 13igu, mille pikkus on 16.

2,12. Lelda afaari keakpunkt ja raadius:
1) (x - 3) + (y + 2) + (z - 5)% = 16;
2) (x + 1)2 4 (y ~ 3) 32 = 9;
3) 12 + y2 + 52 - 4x = 2y + 22 - 19 = 03
4) x° + y2 +2° -6z = 0;
5) x° + y2 + 2° 4 20y = 0.

12,14. Leida sfaari raadius ja keskpunkt, kui afaari
vorrand :

4

on

1) x° + yz + 28 - 2x + 4y - 4z ~ T = O3

2) x2 +-y2 + z2 - 12x + 4y ~ 62 - O3

3) x° + y2 + 2% ¢ Bx = 03

4) x° + y2 + 22 = 2x + 4y - bz = 22 = O3

5) 12 + y2 + 22 - 6z =T = 03

6) 12 + y2 + 2° - 6x + 10 = 0;

) 2%+ ¥+ z2 - 4z + 12 - 22 + 41 = 0;

8) 36x° + 36y° + 362° - 36x + 24y - T2z - 95 =

12415, Leida sfaari (x = a)“ + (y - b)2 + (z - c)2 2
keskpunkti kaugus tesandist Ax + By + Cz + D =0,

212,16. Kcostada sfaari (x - 3)2 + (y =~ b)2 + (z - c)
= r“ keskpunkiist tasendile Ax + By + Cz2 + D = O tommatud
normaali vorrand.

12417 Koostada parsmeetrilised vorrandid sirgele, mil—
1el aaub tasendiga 5x - y + 2z ~ 17 = 0 ristuv sfaari 12 +
+ y + 2° + 2% =~ 6y + 2 - 11 = 0 diameeter.

12,18, Koostada sirge kanoonilised vorrandid, kui sirgel
asub sirgega ¥ = 2%t - 1, ¥y = =3t + 5, z = 4%t + 7 paralleelne
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stEriﬂxa + 72 + 22 ~X+ 3y +2~13 = 0 diameeter.
12,19. Koostada tetraecedri umber joonestatud sfasri vor-
rand, kui tetraeedri iike tipp asub reeperi alguspunktis ja

ulejadnud tippudeks on punktid 4(2,0,0), B(0,5,0) ja ¢(0,0,3).

12,20, Koostada sfaari vorrand, kui sfaar 1abid nelja
punkti:
1) 0(0,0,0), 4(2,0,0), B(1,1,0), C(1,0,-1); |
2) M (1,-2,-1), My(~5,10,-1), M3(4,1,11), M,(-8,-2,-2).,

12,21, Leida sfaari keskpunkt Q ja raadius R, kui reepe-
ri alguspunkt ja punktid 4(1,3,0), B(0,0,-4) ja C(4,0,0) on
sfaari punktid.

522. Leida ringjoone
2 + ¥ + z R ’

AX + By + C2 + D = 0
keskpunkt

12,23, Leida ringjoone raadius ja keskpunkt:
1) {(x = 3)2 4 (y+2)2+ (z - 1)2 = 100,
2: -2y = 2% + 9 =
2) x° + y2 + 22 - 12x + 4y - 62 + 24 = O,
2X. + 2y + 2+ 1 =0,
12424. Koostada sfadride
2x? + 2y° + 22% + 3x-2y+2-5=0
12 + y2 + 22 “-X+ 3y -2z +1 =0,

laikejoonega maaratud tasandi vorrand,
2,25. Leida ringjoone keskpunkt ja raadius:

1){: +y + 2% = 49,

x + y + z2 - 4z = 25 = Q;
J’(g + 1) + (y + 2) + (g - 2)2 = 36,
(x° + (v + 2% 4 (2 - 1)2 = 25,

12,26, Sfaari keskpunkt asub reeperi alguspunktis ja
raadius on 3. Koostada sfédri je xz-tasandi loikejoone vor-
rand,

12,27, Sfﬁari, mille keskpunkt asub reeperi alguspunktis
je readius on 5, laigatakse tasandiga, mis on paralleelne xz-
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tassndiga, 1oikab y-telje negatiivset pooltelge ja asud xg-
tasandist kahs Ghikw kaugusel. Kcosteda antud sfaari ja
tasandi loikejoone vorrandiad.

12,28. Sfaari keskpunkt asub punktis C(5,~2 1) ja sfaari
raadius on 13, Koostada sfaari ja yz~tasandi loikejoons vor-
rand id.

 12,29. Koostada ringjocne vorrandid, kui rimgjoom labib
kolme antud punkti l1(3,-1,-2), 12(1 1,=2) Ja X (-1,3 0),
vtadeldea ringjoont kui sfaari ja tasandi loikejoont.

. 12,30. Punktid A(3,-2,5) ja B(-1,6,-3) on ringjoone uhe
dismeetri otspunktid. Ringjoon labib punkti C(1,-4,1). Koos-
tada ringjoone vorrandid.

12,31. Punkt C(1,~1,-2) on ringjoone keskpunkt. Ringjoon
loikeb sirgest
{2: -y4+ 2212 =0,
4x - 1y -2 + 6 =0
valja 8 Ghiku pikkuse 13igu. Eoostada antud ringjoone vor-
rendid.

12,32, Sfaaril (x - 12 + (v + 2)% + (2 - 3)% = 25 1lei-
da punkt M,, mis on 1him tasandile 3x - 4z + 19 = 0. Leida
punkti M1 kaugus d antud tasandist,

12,33. Maarata tasandite
1) 2x + 2y + 2 + 2 = 0,
2) 2x + 2y + 2 + 5 =0,
3)2x +2y+z2+ 11 =0
asendid sfdari (x - 1)% + (7 - 2% + (z - 4)2 = 25 = 0 suh-
tes,

12,34. Selgitada, kuidas asub tasend sfaari suhtes:
1) z = 3, x° + y2 + 2% - 6x + 2y - 10z + 22 = 03
2) y =1, x2 + y2 + 52 + 4x - 2y - 6z + 14 0;
3) x = 5, x2+y2+32—-2x+4y—22-4 0.

nn

12435. Selgitada, kuidas asub sirge sfaari suhtes:
1 xs-2t+2 Y -4 2=t -2,

x2 + y + Z2° + %X - 4y -3z +35= 03
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2) !-5-2 % ._;t!.i

z + y + 22 - 4x - by. + 22 - 6T = 03
3){&x=-y+ 22 -12 =0,
21-4?-&1-6:0,
2 2 2
T +y +8 - 2X + 25 + 42 ~ 43 = O,

12,36. Koostada sfaari vorrand kui sfaar labib punkti
A(0,-3,1) ja loikab xy-tasandit mooda ringjoont x° + y 16,
g2 = 0.

12,37. Koostada sfadri vorrand, kui sfaar 14bib reeperi
alguasunkti Ja ringjoont:
(X +5 + 2° = 25,
{21-3 + 52 - 5 = 0
(x -1+ (y - 2)% & (z + 2)° = 49,
{2: + 2y -2 + 4 =0,

12,38. Koostada sfaari vorrand, kui sfaar 18bib punkti
ja ringjoont: _
1) M(7,-3,1), ((x =32+ (y - 9%+ 22 . 36,
4x + y -2z -~ 9 = 03

2) ¥(1,-2,0), ((x+ 1)% + (3 =~ 2)° + (3 - 2)2 = 19,

'{2x + 2y -2+ 4 = 0;
3) P(2,~1,1), rxl y2 + 2% - 2x 4 3y -6z -5 =0,

i 5x + 2y ~ 2 - 3 = O,

,22 Koostade sfaari vorrand, kui sfaar labib kehte
ringjoont'

1){:: + 2° = 25, {x2+22=16,
y,= 2' ¥y = 3
x4 y = 9, ¢ x% 4 y2 = 25,
{2=0, ‘[2=2.

12,40, Koostade kahs antud sfaeri loikejoone vorrand,
kul uhe sfazri keskpunkt asub reeperi alguspunktis ja ras-
dius on 6, teise sfaari keskpunkt aga punktis C(1,-2,2) ja
rasdius on 5, Selgitada, kas loikejooneks on reaalne kover.,

12,41, Leida sfaari x° + y° + 22 = 100 je tasandi z = 8
laikejoone projektasioon xy-tasandile.
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12,42. Leida ringjocne
((x - 3)2 +(y-T7)" 4+ (2 + 1)2 . 25,
'{21 -y =22z =10 =0
projektsioon xz-tasandile.

12,43, Leida ringjoone
(x + 1)2 + (y + 2)2.+ (z - 2)°2 = 36,
x° + (3 + 2)% 4 (z - 1)2 = 25
projektsioon 1) xy-tasandile; 2) xz-tasandile; 3) yz-tasan-
dile.

12,44. Sfaari keskpunkt assub reeperi alguspunktis ja
sfaari raadius on 5. Koostada sfaari parameetrilised vorran-
did ja vektorvorrand,

12,45, Leida sfadri I = 6{cos u cos v, sin u cos v,sin v)
ja sirge x = % = =5 10ikepunktid,

24 SfEEri-puutujatasand

12,46. Punkt Xﬁ(xo,y,,zo) on sfaari punkt. Toestada, et
afasri x° + y° + 2° o R° puntujatasendi vorrandike punktis
I, On X X + YoF + 2o% = RS Ja sfaari (x - a)2 + (y ~ b)2 +
+ (z - ¢)® . g° puutujatasendi vorrandiks punktis X, on .

2
(xo -~ a)(x ~a) + (¥, =b)(y = b) + (5, - ¢)(z ~ ¢) = RS,

12,47. Kooetada sfaari x° + y2 + 2% = 49 puutujatasandi
vorrand, teades, et puutujatasand labib punkti NM(6,-3,-2),

12,48, Koostada sfaarl puutujatasandi vorrand, kui puu~
tujatasand labib punkti X : '
Dix-324+(y-1%4+(z+ 22224, X,0(-1,3,0);

2) (x=1%+ (y+ 3%+ (2 -2 =249, X, (7,-1,5).

12,49, Leida efaari (x + 2)2 &+ (y - )%+ (z+5)2 _ 49
puutujatasandid, mis labivad sfaari ja sirge x = 3% - 5,
¥ =5t - 11, 2 = ~4t + 9 loikepunkte.

12.50. Leida sfasri
{x = 6cos u cos v,

(Y = 68in u cos v,
z = 6ain v
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puutujatasandid, mis labivad sfaari ja sirge x z‘% = :;
181kepunkte.
12,51. Koostada sfaari )
= 8(co8 u cos v, sin u cos v, sin v) puutujatasandi vor-

rand sfaari punktis, mis vastab parameetri vaartustele

1) @ = V = —=;

2) u 3.9% v = j%a
12,52, Leida sféari (x - 2)% + (y + 1)2 + (2 - 3)?
puutujatasandid mis labived sfaari ja sirge _*— =
——z-—-loikepunkto. Selgitada, miks need puutujataaandid
on paralleelsed.

12,53. Koostada sfaari vorrand, kui sfadri keskpunkt
asub punktis C(6,~8,3) ja sfaar puutub z-telge.

12,54, Koostada sfaari vorrand, kul sfeari keskpunkt
asub punktis C ja sféar puutub tasandit:
1) €(0,0,0), 16x - 15y -~ 122 + 75 =
2) C(1,4,~7), 6x + 6y = Tz + 42 = 0;
3) c(3t“51"2)' 21 -y -3z + 11 = O,

12,55. Leida sraari 12 + y2 + 22 = R2 puutnjatasandi

loikepunktid reeperitelgedega, kui puutepunkt on Xo(Xes¥osZo)-

12,56, Sfaar readiusega R = 3 puutub kolme reeperitasan—
dit, Leida sfaari keskpunkt, kui ta asub 1) teises, 2) vii-
endas, 3) kuuendas, 4) seitsmendas, 5, kaheksandas kaheksan-
dikus,

12,57. Leida sfdari keskpunkt ja raadius, kui sfaar 1a-
bib punkti P(4,-1,-1) ja puutub koiki kolme reepsritasandit,

12,58, Koostada sfaari vorrand, kui sféari raadius on R
ja kui ta puutub koiki reeperitasandeid,
12,53. Leida tarvilikud ja piisavad tingimused selleks,
et tasand AX + By + Cz + D = 0 oleks sfaari x2 + y2 + 52 =
= R puutujatasandiks. Eeldades, et leitud tingimused om

taidetud, leida puutepunkti koordinaadid.
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12,60. Toestada, et tasand 2x - 6y + 3z = 49 = 0 on
staari x° + y2 + 52 = 4 puutujatasand. Leida puutepunkt.

2.61, Millise & vaartuse korral tasand x + ¥y + 2 = &
puutub sfaari x2 + 32 4+ 2° = 129

12,62. Koostada tasandiga Ax + By + Cz + D = O paralleel-
aete sfaari (x - a) + (y - b) + (z - c) = R® puutujata-
sandite vorrandid,

12,63, Koostada vorrandid tasanditele, mis puutuvad
sfasri ja on paralleelsed tasandiga~
Nx-32+(y+2)2%+(z- 1)2 = 25,

4x + 3z - 17 = 0; .
2) (x - )2 + ¥% + (z - 2)% = 225,
10x - 11y - 22 + 3 = O, '
12,64. Koostada vorrandid tasanditele, mis puutuvad
‘gfaari ja on ristl sirgega:

1) x° + y2 v 2° = 25, sl I-g-l = =%

2) (x - 3) + (y + 2)% 4+ (z - 1)2 4t + 1,
.JY"Bt"Bs
L z = ~l.

12,65, Sfaari raadius on 3 ja sfaar puutub tasandit
x + 2y + 2z + 3 = O punktis M(1,1,-3). Koostada sféari vor-
rand.

12.66. Koostada sfaari vorrand, kui sfaar puutub kahte
paralleelget tasandit 6x - 3y - 22 - 35 = O, 6x = 3y -
- 22 + 63 = 0, kusjuures uhte neist punktis M,(5,-1,-1).

12,67. Leids sfiiri raadius, kui sfddr puutub tasandeid
3 + 2y - 62 -~ 15 = 0, 3x + 2y = 62 + 55 =

12.68, Sfasri keskpunkt asub punktis C(4,5,-2) ja sfaar
x2 + ¥+ z2 - Ax = 12y + 36 = O puutub otsl*avat sfaari
geestpoolt. Koostada sfaari vorrend.

12,69, Sfaari keskpunkt asub sirgel
F2x + 4y -z - 1 =
i4x + 5y + 2z = 14 =
ja sfaar puutub tasandeid x + 2y - 2z - 2 = 0, X + 2y =
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-2z + 4 = 0, Koostada srﬁﬁri vorrand,

12,70, Leida sfaari (x - )% + (3 = )% + (2 - ¢)° = 2
Ja sirge x = x5, + 1t, y = Yo + mt, 2 = g, + nt puntumise
tarvilik Ja piisav tingimus,

12,71, Ledida tarvilikud Ja plisavad tingimused selleks,
et sirge
X =Xy +1t, ¥y=3o +mt, Z2 ez, + nt
ja sfaar
(x - a)2 + (y - b)2 + (% - c)2 = B2
1) ei omaks uwhiseid punkte,
2) loikuksid,
12,72. Leida sfagri vorrand, kul sfaar puutub sirget
X o VL _ X

+4_ 2z -6
' 7 (51)

punktis P, (1,-4,6) ja sirget

%_‘1 Lrl 5‘2 (8y)
punktis ¥, (4.-3,2).

12,73. Leida sfaari (x + 5)2 4 (y - 8)% + (z + 12 2 16
puuntujatasandid, mis labivaﬂ x-telge,

12,74. Leida sfaari (x - a)2 + (y - b)2 + (2 = c)2 = R2
puutujatesandid, mis labivad sirget x = x4y + 1t, y = ¥y ¢
+ mt, 3z =3, + at,.

12,75, Leida sfaari x° + y° + 2° - 10X + 2y + 262 - 113=
= 0 puutujatasandid, mis on paralleelsed airgetega

X+ 35 _ x_f 1 _2+13 , x+ 7 1 + 1 Z - 8
12,76. Toestada, et labi sirge
{81-11y+82—30=0,
X-y=-2z2 =0,
voib asetade kaks tasandit, mis puutuvad sfaari
x2 + 32 + 22 +2x - 6y + 4z - 15 = 0,
Koostadae nende puutujatasandite vorrandid.

12,77, Toestada, et labi sirge E—i-é =Y+ 3 =2+ 1
ei ole voimalik panna tasandit, mis puutuks sfaari

)2
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£° + y2 +2° - 4x + 2y - 43 + 4 = O,

12,78, Toestada, ot labi sirge x = 4t + 4, y = 3t + 1,
gz=t+ 1 voib pamma ainult the tasandi, mis puutub sfaari
12...,-2+.22-2x+6y+2z+8=0.

Koostada selle tasandi vorrand.

12.79. Koostada sfaari vorrand, kui sfaar labib ringjoont
_[z? + ¥y + 2° - 3x+ 6y + 22 -5 0,
x~-2y ~22+ 120
je puutub tasandit 2x + 2y + 2 = 7 = O,

12,80. Koostada kahte loikuvat sirget

x = x, + 1%, Jja ‘X - X5 + 1%,
{ ¥ =Ty Y =3z + mpt,

; = zé + nét Z = %y + n,t,
1y + my + ny = 1, 13 + 2 + ng = 1

puntuvate sfaaride keskpunktide hulga vorrand.

12,81. Koostada punktistzglxo,y,,so) sfaari x° + yz +

+ 2 . R puutujatasanditele tommatud ristsirgete alus-

punktide hulga vorrand,
Merkus. Tasandi ristsirge aluspunktiks nimetatakse tasan-

di je ristsirge loikepunkti,

12,82. Kgoetaga siggete hulgs vorrandid,kui sirged puutu-
vad sfaari x° + y° + 2° = 1 ja loikavad kahte antud sirget:

Ixsl" Ja .13-1,
Ly=0 (zﬂo.

3. Sfaari vektorvorrand

12,83. Leida sfaari x> - 2%(2I + J + 3E) = 35 keskpunkt
ja raadius.

12,84. Millisel lisatingimusel vektorvorrand X° + 2%h +
+ c = O moarab sfaari? Leida sfaari keskpunkt ja raadius,

12,85. Veenduda, et vorrand %2 « %(&8 + B) + ab = 0 maa-
rab sfaari, ning leida sfaari keskpunkt ja raadius.
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12,86. n entud kake punkti i(a) ja B(B). Leida punktide
bulk ruumis, mille punktidest loik AB on nahtav taisnurga
ell,

12282. Selgitada antud vorrsndite geomeetriline sisu:
1) x° + 8%k + 12 =03
2) ¥2 - 12%7 - 163k = 125.

12,88. Teades sfaari vektorvorrandit (%X - %,)° = R°

letada sfaari kenooniline vorrand.

y tu"

12,83. Milliseid tingimusi rshuldavad ringjoone punktide
kohavektorid, kuil ringjoon asub xy-tasandil, ringjoone kesk-
punktiks on punkt C(3I) ja ringjoone raadius on 57

12,90, Leida sirge X . ta ja efaari I° = R° 1oikepunktid;
arvutada loikepunktide koordinsadid tingimusel, et & = {1,m,n],

12,91. Leida sirge X = 51 + ta ja sfaari (X - xo)2 = R?
loikepunktide kohavektorid.

12,92+ Leida tarvilikud ja piisevad tingimused selleks,
et tasand Xn = ¢ ja sfaar (X ~ X,)° = R2

1) ei omaks uhiseid punkte;

2) puutuksid;

3) loikuksid,

12,93. Otsitava sfaari raadius on R, sfaari keskpunkt
asub sirgel X = E1 + td Ja ta puutub tesandit X _ c. Koos~
tada sfaari vorrend,

' —— ~ e - - 2 e

12,94, Tasand xn = ¢ loikab sfaari (x - xo)z = R~ mooda
ringjoont. L.eida ringjoone raadius,

12,95, Koostada sfaari (X - io)z = R puutujatasandi
vorrand sfaari punktis Mo(? 0)e

12,96, Koostada sfiari X° = R° puutujatasandite verran~

did, kui need tasandid on paralleelsed tasandiga o + D = Q.
Kirjutada need vorrandid ka koordinaatkujul (n = (4,B,C)}
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4, Punkti potents efaari suhtes.
Radikaaltasand, radikaaltelg, radikaalpunikt

12,97. Leida reeperi alguspun%ti nigg pungtide P1(0,2,3)
je Py(5,1,~4) potentsid gfaari 2x° + 2y° + 28 + x - ¥ +
+ 2z - 7T = 0 suhtes.

12,28. Leida sfaaride

'(x - 5) + (y - 3)° 4 (z + 1)% .
{x - 72 + y2 + (z - 2)% 216
redikaaliasand,

. 12,99. Leida sfaaride
T&Z + ¥y + 22 -2x =0,
_iz + 72 4+ 22 = 2x + 4y ~ 52 = O

Tradikaaltasand.

12,100, Koostada kahe antud sféari (X - %)% = B Ja
(x - x;) R% radikaaltasandi vorrand.

J 12,101. Sirgel, mis labib reeperi alguspunkti ja punkti
4(1,1,1), leida punkt, mille potentsid sfaaride

(x - 2)2 + (y - 5) 22 = 1, )

(x -4)% + (y - 3%+ (zb)2 +2=0 4

suhtes on vordsed.

12.102. Toestada, et kolme sfaari radiksaltasandid kuu-
luvad uhte 1loikuvate tasandite kimpu. (Kimbu telge nimeta-
takse radikasalteljeks ehk potentsairgeks). )

12,103, Leida punktide hulk, mille potentsid kolme antud
afaaril suhtes
x2 + y? + 22 + 10x -~ 2y + 21
x° + y2 v 2° 4 4y - 62 + T
12 + y2 + 22 + 2x - 82 + 8 =
on vordsed. Kontrollida, kas kolme sfasri radikaaltelg on
risti sfaaride keskpunktide poolt maaratud tasandiga.

12,104, Koostada kolme sfiri (X - g,)2 = = RS, 1 =1,2,3
radikaaltelje vorrandid,

0,

]

1t
o ol
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12,105. Toeatada, et nelja sfiari kuus radikealtelge kuu-
luvad uhte sirgete sidumisse. (Sidumi keskpunkti nimetatakse
nelja antud sfaari radikeselpunktiks ehk radikealtsentriks).

12,106, Leida nelja sntud sfiari (X - X,)° - B, 1=
- 1,2 3 4 radikaalpunkt,

125101. Leida sfaar, mis on risti nelja sfadriga:
x2 +y + 22 = 9,
(x + 5) +(y - 1%+ (z+2)° = 53,
(x+ D2+ 5%+ (2 +3)° = 39,
x° + (y + 1)% + (2 -~ 2)2 = 10.

5. Mitmesuguseid ulesandeid

124,108, Lelda punktide hulk, mille iga punkti kauguste
ruutude summa flkeeeritud punktideni F1(—a,0,0) ja F;(a,0,0)
on konstant 4a °

12,109. Kuubi tipud on A{-a,-e,-a), B(a,-a,-a),
C(-a,a,-a) ja D(a,a,a). Leida punktide hulk, mille iga punikti
kauguate ruutude summa antud kuubi tahkudeni on kongtant Baz.

12,110, Toestada, et kui sirge 1abib punkti P, ja loikab
sfaari punktides P, ja P,, siis sfaari puutujatasandid neis
punktides loikuvad mooda sirget, mis asub punkti P, radikeal-
tasandil.

12,111, Koostada punktis M(3 5,1) poolituvate sfaari
(x=-1D°+(y-4°%4+(z+1)2a25
koolude hulge vorrand.

122112. Koostade punkti S(x,,¥.,2%,) labivate sfaari
x2 + ¥+ z - R2 = 0 koolude keskpunktide hulga vorrand,

125112 Koosteda punkti P(~R,0,0) labivate sfaari
x + Y + z = Rz koolude keskpunktide hulga vorrend.

12,114, Labi punkti Xb(xoéyo,z ) on tommatud sfasari
(x -a)* + (y - b)2 + (z - = R° koolud. Koostada vorrand

punktide hulgale, millesse kuuluvad vaadeldud sfaari koo-
lude keskpunktid.
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12,115, Leida sirgete sidumi S, sirgete 15ikepunktid
vastavalt sirgetega ristuvate ja tasandite sidumisse 82 kuu-
luvate tasanditega. Toestada et sama punktide hulga saame,
kui leiame tasandite sidumi 32 tesandite loikepunktid tasan-
ditega rlstuvate ja sirgete sidumisse S1 kuuluvate sirgetega.

12,116, Sfaari x2 + y° + 22 = R° ja tasandite klmbu

AAyx + By + Cy2 + Dy )+ M(A,x + Boy 4+ Coz + D, =
tasandite loikejooned moodustavad ringjoonte parve,. Koostada
tekkinud ringjoonte parve ringjoonte keskpunktide hulga vor-

rand id,

12,117. On antud kaks sfaari
2
(x-m1) +(y-n1) +(z-p) R1s
‘-(x-m)2+(y-n2)2+(2-p2) RS,
mis loikuvad mooda tasandil o asuvat ringjoont. Toestada,
et antud sfaaride loikejoont labiva iga sfiari vorrandi ja
samuti tasandi o vorrandi Volb saada vorrandiat
?x - m )2 + (y=-n )2 + (z -p - R 1 + L(x + m )g
15 L 1) 1 a 2
+ (y - na) + (2 =-py)° -=R31=0
_ 8obiva arvude N ja M valikuga.

12,118, Koostada punktist A(Bé2,2) sfaari x° + y° + z°=

= 1 mooda ringjoont x2 + y2 +2 =1, 2X+ 2y + 2 - 1 =0
puutuvatele tasanditele tommatud ristsirgete zluspunktide
hulga vorrend.

Markus. Tasandi rigstsirge aluspunktiks nimetatakse ta=-
- sandi ja ristsirge loikepunkti.

12.113. Tasandid puutuvad sfaari (x - 1)2 + (y - 2)% &
+ (2 + 1)° -« 9 = 0 mooda sfaari ja tasandi x + y + z - 2 =0
laikejoont. Koostada reeperi alguspunktist vaadeldund tasan-
ditele tommatud ristsirgete aluspunktide hulga vorrandid,

12,120, Taestada, et kolme paarikaups loikuvat girget
puutuvate sfadride keskpunktide hulk on kashe teist jarku
pinna loikejoon.

12,121, Mitmest parameetrist soltub sfaaride parv, mille
iga sfaar
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1) l&bib antud punkti,

2) labid kehte antud puniti,

3) labib kolme antud punkti,

4) puutub antud sirget,

5) puutub antud tasandit,

6) puutub antud tasaendit ja raadiune on R,
7) omad tsentrit antud tasandil,

8) omeb tsentrit antud ringjoonel,

9) 1&bib antud ringjoont?

12,122, TasandzAx + By + %z +'2 = 0 loikab sfaari
(x -a)  + (y =Db)° ¢ (z - ¢)° =R",
Milline on tarvilik ja pilisav tingimus selleks, et punkt
Xo(X53¥0920) asuks antud tasandi poolt entud sfaarist valja-
loigatud vaiksemas segmendis ?

12,123, Toestada, et tldjubul eksisteerib ksheksa erine~
vat sfaari, mis puutuvad nelja paarikaupa loikuvat sirget.

12,124, Leida kolme antud tasandlt puutuvate sfaaride
keskpunktide hulk.

12,125, Inversiooniks antud sfaari x° + y° + 2° = R = 0
suhtes nimetatekse ruumi teisendust, mille korral ruumi iga~
le punktile X(x,y,z) seatakse vastavusse ruumi punkt
I*(x',y',z'), mis kuulub kiirele OX ja mille korral loigud
OX ja OX!' rahuldavad tingimust OX-OX' = RZ. Leida punktide X
ja X' koordinaatide vaheline soltuvus toodud inversioconi
korral.

125126. Leida pind, milleks teiseneb sfaar
x2 + ¥y + 22 - 2ax + 2by ~ 2¢2 s O
inversiooni korral sfaari
x° ¢ 32 + z° = R® suhtes (vt. eelnev iilesanne).

12,127. Leida pind, milleks teiseneb tasand Ax + By +
+ 0z + D = O inversioconi korral sfasri x° + y2 + 2% = R®
suhtes.

12,128, Milliseks pinnaks teiseneb tasand xn = ¢ inver-
siooni korral sfaari T2 = R° suhtes?
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12,129, Milliseks pinnaks teiseneb sfafr X% - 25X = O
anversiooni korral sfaari X° = R° suhtes ?

12,130, Milliseks pinnaks teiseneb sfidr (x - x,)° . a2

quversiooni korral sfaari I° = R° suhtes ?

12,131, Sfaari stereograafiliseks projektsiooniks nime-
tatakse projektsiooni sfaari suvalisest punktist S punktiga
8 diemetraalses punktis voetud sfaari puutujatasandile
{projektsioonitasandile). Toestada, et stereogreafilise
projektsiooni korral ringjoonele sfaaril vastavad ringjooned
Ja sirged projektsioonitasandil,

12,132, Milline telsendus stereograafilise projektsiooni
€asandil vastab sfaarl peegelkujutusele sfadri diametraalta-
sandil?

§2. Poordpind

Olgu xy-tasandil antud mingi kover
Px,y) = 0, z = O. (12.12)

Selle kovera poorle- |
misel umber xy-tasan-~
dil voetud mingi air-
ge nn, poordetelje
tekib poordpind,
Poordpinna loiget
telge labiva tasan-
dige nimetatakse me~
ridiaaniks ja loiget
teljega ristuva ta-
sandiga - parallee-~
1iks, Kui poorlevaks
koveraks (12,12) on
sirge voi teist jar-
ku kover ja viimasel
Jjuhul poordeteljeks
poorleva kovera sium- Joonis 12,5,
meetriatelg, siis poordpinnaks on teist jarku pind (kvadrik).
0lgu poordpind szadud kovera (12.12) poorlemisel umber y-
telje. Votame sellel pinnal suvalise punkti X(x,y,z) ja 1loi-
kame pinda ounkti X labiva y-teljega ristuva tasandiga.Pinna

j8  tusandi loikejnoneks (paralleeliks) on ringjoon, mille
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keskpunkt on C(0,y,0). Ringjoone raadius on CX s\rxz + 7.2 .

Raadius on age sama, mis Xy-tasandil voetud joonme F(x,y) = O
ja voetud paralleeli loikepunkt Seega voime joone vor-
randis x asendada avaldisegs t¥x° + z°, Saame vorrandi

P(i\fx2 + zz,y) = 0, (12.13)

Seda vorrandit rahuldavad nuud poordpinnal asuve mistahes
punkti koordinaasdid. Jarelikult maarab vorrand (12.13)
poordpinna, mis saadakse Xy-tasandil asuva kovera poorlemi-
sel umber y-telje. Seege, et saada poordpinna vorrandit, kui
gelle pinna moodustab xy-tasandil asuv kover poorlemisel um-
ber y-telje, tuleb joone vorrandis teha asendus

xﬁt\}x% v 22, (12.14)
Et seade poordpinna vorrandit, kui selle pinna moodustab xy-
tasandil asuv kover poorlemisel umber x-telje, tuleb joone
vorrandis tehe asendus |

y— i\{yz + 29, (12.15)

Naide 6. xy~tasandil esuv sirge x = & poorleb umber y-

telje. Tekkinud poordsilindri vorrand ont¥x® + 2z° . a  ehk

2 + 22 = &%,

Naide 7. xy-tasandil asuv sirge y = kx poorleb imber
y-telje., Xasutades asendust (12.14), saame poordkoonuse vor-

randi

ymﬂq;2+zz

y2 = k2(12 + 22);

ehk

Naide 8. Sirge y = kx, z = O poorleb umber x-telje. Ku~-
ne sirge asub xy-tasandil, siis saame poordkoonuse vorrandi,
kui kasutame asendust (12,15)
1\’y2+22=k::2.

ehk
y2 + Z = k2x .

Naide 9. xy-tasandil asuv ringjoon x° + y2 = 4 poorleb
fimber x-telje. Koostada tekkinud poordpinna vorrand, Kasuta-
des asendust

y2 _ y2 + 22'
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sasme ringjoone poorlemisel tekkinud sfaari vorrandi

x2 + yg + 52 = 4,

12,133, Koostada sirge Y =4, 2 =0 poorlemisel umber
g-telje tekkinud poordpinna vorrand. Kirjeldads tekiinud
pindﬂ-o

12,134, Sirge z + 2y ~ 2 =0, x = 0 poorleb umber s-tel-
jo. Koostada tekkinud poordpinng vorgand. Teha joonis,

2,135. Koostada ellipsi x + I? =1, 2=0 poorlemisel
fimber 1) x-telje; 2) y-telje gekigngd poordpinna vorrsand.
12,136. Koostada ellipei xg + -? =1, x=0 poorle-
misel umber y-telje tekkinud poordpinna vorrand.
 12,137. Ellips pooltelgedega 5 ja 3 poorleb umber suure-
ma telje, mis uhtib y-teljega. Ellipsi keskpunkt asub reepe-
rl alguspunktis, Koostada tekkinud pinnazv%grand.
12,138. Koostada huperbooli —2 - 22 i y=0 poorlemi-

: b
-sel umber 1) z-telje, 2) x~telje tekkinuﬁ poordpinna vor-

rand, :

12,139. Hiiperbool poolteljega 3 Ja 4 poorleb umber ima-
ginaarse telje, mis ihtib z-teljega. Huperbooli keskpunkt
whtib reeperi alguspunktiga.xoostada hiiperbooli poorlemi-
pel takkinud poordpinna vorrand, Teha jJoonis.

~ 12,140. Kahe paralleelse girge vaheline kaugus on 2
dhikut, Uks parelleelsest sirgest poorleb umber teise.Koos-
tada tekkinud poordpinna vorrand.

12,141. xy-tasandil asuv kover y = £(x) poorleb um-
ber x-telje. Koostada tekkinud poordpinna vorrand.

12,142. Toestada, et pind, mis moodustatakse kovera
\P(x z) = 0, y = O poorlemisel fmber z~telje, maaratakse

vorrandigea
| \f(t V% + y2, z) = O.

- 29 -



13. peatukk

ELLIPSOID

Ellipsoidiks (reaalsoka)_nimetatakae pinda, mis teatava.

ortonormeeritud reeperi korral miaratakse vorrandiga
2 2 2 s :
b 4 2z
+ + = 1 . . (13.1)
B A
Vorrandit (13.1) nimetatakse ellipsoid:lz. kanooniliseks  var-
. . T—-—_—_

randike, Xul xy-tasandil asuv ellips 5& + gﬁ =1, 2z = 0 {vt.
a

joom. 13.1) poorleb umber y-telje, safme p&érdpinna
2 2 2
x° 4+ z
—T-"I' = 1
b
xé1 1; 2° 3 z
ehk + + s Ty
a2 w2 T a2

mida nimetatakse poord-
ellipsoidiks. Poordel-
1lipsoidi erijuhuks a =
= b korral on sfaar,
mille vorrand on x° +
+ ,2 + 32 = 32. Kui
poordellipsoidi suruda
kokku (venitada) x-tel-
Je sihis, saadakse el-
lipsoid (13.1). Ellip- ' .
soid on kinnine pind, Joonis 13.1
mis asub risttahukas kulgedega 2a, 2b ja 2c. Suurusi a,b ja
¢ ellipsoidi vorrandis (13.1) nimetatakse ellipsoidi pool-
telgedeks. Kul ellipsoidi poolteljed on erinevad, siis ras-
gitakse ka kolmeteljelisest ellipsoidist ning tema suurest,
keskmisest jJa vaikesest poolteljest.

Pinda, mille korral eksisteerib ainult iuks keskpunikt
(tsenter), nimetatakse fsentggalaegs pinnaks, Ellipsocid on
tsentraalne pind, Kui ellipsoidi vorrandil on kanooniline




gggﬁ (13.1), siis reeper on valitud jargmiselt: reeperi al-
sn'pnnkt on ellipsoidl keskpunktis, reeperitelgedeks on el-
1ipsoidi summeetriateljed (neid on kolm) ja reeperitasandi-
teks on ellipsoidi summeetriatasandid (ks kolm) (vt. joon.
13.1).

Ellipsoidi loikejooni tema summeetriatasanditega nimeta-
gakse ellipsoidi peaellipsiteks, Pinna summeetriatelgl nime-
gatakee pinna telgedeks. Ellipsoidi loikejooned tasanditegas
on ellipeid, mis erijumul voivad osutude ringjoonteks, El-~
18psoidi 1oige tasandiga voib koosmeda ka ainult uhest punk-
$ist (kui tesand on ellipsoldi puutujatasand). Pinna 13ike-
;mmkte summeetriatelgedega nimetatakse pinna tippudeks. El-
3ipsoidil on 6 tippu.

Bllipsoidi parameet-
rilised vorrandid on

X = 8 Co8 u Cos Vv, _

y = b gin u cos v, (13.2)

Lz = ¢ 8in v,
kus perameetriteks on
purgad u = . KOX' ja
¥ = X'0X (vt. Jjoon.
13.2), 0 £ u £ 2%,
-‘§L & vg . El-
lipsoidi parsmeetrili-
ged vorrandid on sama-
vaarsed ellipsoidi.
vektorvorrandiga Joonis 13.2. .

X =(acosucosv, b sinucos v, ¢c gin v). (13.3)

Ellipscidil diameetriks nimetatakse sirget, millel asu-
vad ellipscidi paralleelsete tasandite loigetena tekkinud
ellipsite keskpunktid, Ellipsoldi diameetertasandiks nime-
tatakse tasandit, millel asuvad ellipsoidi paralleslaete
koolude keskpunktid. Ellipsoidi diameetri mearamiseks tuleb
fikseerida mingi riht (paralleelsete tasandite ihine riht)
ning diameetertasandi masramiseks mingi siht (paralleelsete
sirgete Uhine siht), £llipsoidi (13.1) diameetri vorrand on
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b 4 Y z
1 = = ﬁ ’ 1 -
As Bb Ce (13 4)

kus n = (A,B,C) on paralleelsete 1oiketasandite normsalvek-
tor Jja a, b, ¢ ellipsoidi poolteljed. Bllipsoidi koik dia-
meotrid labivad @llipsoidi keskpunkti. Kui ellipsoidi paral-
leelsete koolude sihivektor on § = (1,m,n), siis ellipsoidi

diameetertasandi vgrrand on
: 1x = nz . o. .
2 + ;g + ;E 0 | (13.5)
Diemeetrit, mis on ssadud ellipsoidi 1dikamisel tasanditega,
mis on paralleelsed mingi diameetertasandiga, nimetatakse
selle diameetertasandl kaassdiameetrika.

Diameetertassndit, mie on saadud ellipsoidi loikemisel
sirgetega, mis on paralleelsed mingi diameetriga, nimetatak-
se selle diameetrl kaasdiemestertasandiks. Seega, ellipsoidi
diameetrile (13.4)
vastave kaasdiameet -
tertasandi vorrand
on

AX + By + Cz = 0,
Ellipsoidi dismeeter-
tasandi (13.5) kaas~
diameetri vorrandid on

f=f=2. 13.1)
Ellipsoidi puutujeta-
pandiks tema punktis
Xo{Xo9¥09%o) nimeta- Joonis 13.3
tekse tasandit, millel amsuvad koik punkti X, labivad el-
1ipsoidi puutujad. Ellipsoidi (13.1) puutujatassndi vorrand

tema punktis X (x,,¥.,%,) saadakse kergesti nn, poolitiasen~
dusvottega' ellipsoidi vorrandist

iﬁg + ZQZ + Eﬁg = 1.

Neide 1, Koostada ruumi selliste punktide hulge JX}
vorrand kus selle hulga igs punkti X korral kasuguste swmma

1 Vt., asfaari puutujatasand.



xahe antud ruumi punktini F, ja ¥, on vordne konstandiga 2a,
jasjuures & > O ja 2a on suurem punktide F1 J= F2 vahelisest
ksugusest,

Lahendus. XKuna reeperi valik on vaba, siis on ulesande
lahendamist voimalik tunduyalt lihtsustade ortonormeeriiud
reeperl sobive valiku teel, Valime z-teljeks sirge F2F1
(telje positiiveeks suunoks vektori F.F, suuna) ja  asetame
reeperi alguspunkti 15igu F,F, keskpunkti, Kuil B, 5,] = 2c,.
siis F,(0,0,~c), F,(0,0,c) Ja otsitavate punktide hulga vor-

rand on lquI + !F;XI = 2a, mis valitud reeperl korral koor-
dinaatides saad kuju erz + y2 + (z + c)2 + Vxﬁ + y§+(z -c)g
= 28. Lihtsustamiseks viime teise ruutliikme paremale, vota-
me ruutu, koondame sarnased liilmed ning jegame neljaga:

2
a’ ~ ¢z = a\ﬁxg + 35 + (z - c)z.
Vottes veel kord ruutu ja koondades sarnased liikwmed, saame
N .
azxg + a2y2 + (32 - cz)z2 = az(af_» 02),

Kuna eelduse kohaselt az - 02 > g, saane
2 .
x ¥ z
+ +  m—— 510
at- ¢ a® - ¢ o°
Otsitav punktihulk on poordellipsoid, mille poordeteljeks on

Vsirge FQFQ.

1. Ellipsoid. Bllipsocidi loiked

13.,1. Toestada, et vorrand
X = {(a cos u cog v, b sin u cos v, ¢ sin v)
on ellipsoidi vektorvorrand ja vorrendid
X = & Cos U Ccos v,
J
Z =¢ ginv
on ellipooidi paramestrilised vorrandid, Millized koversd

H

b =2in u cos v,

maargtokse vSrranditega u =

conat ja v = const?
2 2 2
o oz . x" Z : T
»13,2. Zeida ellipsoidi 16 + ¥§ +top o= 1 ja girge ,mﬁ_i =
- I
‘ z P
= 440 -wigﬁ loikepunktid,



13,3, Leida tervilik ja piiaav tingimus selleks, et punkt
Xo(Xy3Fo0s%,) asuks ellipsoidi Zw + I'z + &5 = 1 sisepiirkomnas.

13,4, Leida tarvilik Ja piisav tingimus selleks, et ta-
gand AX + By + C% + D = 0 loikaks ellipsoldi
2 2 2 '
Seh g
& b’
13,5, Leida ellipsoidi X +n}5 -9- 1 pealdiked (1oi-

ked eummeetriatasanditega), tipud %a poolteljed.

2
13,6, Uurids ellipsoidi -g -V-z Zs - 1 10ikeid tasan-
ditega, mis on paralleelsed reeperitasandltega.

2

137 Naidata, et paralleelsed tasandid loikavad ellip~
Soidi mooda sarnaseid ellipseid. _

Markus., Kahte ellipsit nimetatakse sarnaseks, kui nende

vastavad poolteljed on vardelised.

2
12=8e Ellipsoidi X 25 5— I- 1 on loigatud xz-tasan-

diga ja tasandiga, mis asub xz~tasendist kahe uhiku kaugusel.
Leida loikejoontena tekkinud ellipsite telgede suhted,

252. Kontrollida, et tasand x -~ 2 = O loikab ellipsoidi

*2 + 3— 1 mooda ellipsit. Leida loikejoonena tekkinud

ellipsi poolteljed ja tipud. 2
2 2

13,10, Leida ellipsoidi —? + I? + —2 = 1 Jja tasandl
Ax + By + C2 + D = 0 101kejo%ne kBskpuﬁkt.

13,11, Leida ellipsoidi x° + 4y + 1622 = 16 ja tasandi
X + 4z - 4 0 loikejoone kesgpunkt.

13.12, Leida ellipsoidi T? ‘*u = 1 ja tasandi
2x - By + 4z = 11 = 0 loikejoone keskpunkt. 2 5 >
13,13. Leida tasand, mis loikab ellipSOidi + Z? + Eg=
b c
x

- 1 mooda ellipsit, mille keskpunkt asub punkti XolXos¥or2Zo) -
Punkt X, asub antud ellipscidl sisepiirkonnas,

13,14. Pohjendada, et antud kover
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2 2 2

el b

x =-2 =0

on ellips ning leida tems poolteljed ja tipud.

. 2
13.15. Teha kindlaks, milline kover on ellipsoldil %% +

2 2 .
+ g- =1 ja tasandi 2x ~ 3y + 4z ~ 11 = O loikejoon.
Leida loikejoone keskpunkt.

13,16, Leida ellipsoidi x> + 4y° + 16z° = 16 ja tasandi
x + 42 - 4 = 0 loikejoone projektasioon xy-tasandile,

13.17. Toestada, gt kn% elléps pooltelgedega u ja v
gaadakse sllipsoldl 52 + %g + 27 =1, a)> bdc}> 0, ja te-
8 c-
ma tsentrit labiva tasandi loikejoonena, siis a > uj} b >
3 V2 C.

2

13,18. Leida kolme pinna x2 + y2 + (z - 2)2 5 X~ +

y° + 2- = 9 jJay - 2 =0 1oikepunktid.

13.19. Taestgda, gt ku% tasand Ax + By + Cz + D = 0 104~

kab ellipsoidi EQ + Xé + EE = 1, siis vorrand
a c

b
2 2 2
EE + xﬁ ¥ E? -1 - A(Ax + By + Cz + D) =0
a b c

masrab iga » korral ellipsoidi, mille teljed on paralleel-
sed antud ellipsoidi telgedega ning mis 1l&abib antud ellipsol-
di ja tasandi loikejoont.

13,20. Koostade ruumi sellise punktihulga vorrand, mille
iga punkti kauguste summa kahe antud punktini F1 ja F, on 2a,
a> 0:

1) F1(O,O,~4}, F2(0;0,4), 2a = 10;

3) F1(-5’Og9)’ Fz(:?;':}'{)), ga = ;6; 5

13.21, On antud ellipsoid E? + 1? + 53 = 1 ja tasand
a b c

. £ + 2 = 0. Leida selline eilipsoid, mis 1&bib antud el

lipgoidi ja tasandi ljoikejoont, mille teljed on paralleelsed
antud ellipsoidi telgedega ja mille poolteljed on poole pi-
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kemad antud ellipsoidi pooltelgedeat.

13,22. Leida selline ellipaoid, mille teljed uhtived
reeperitelgedega ja mis loikadb xz- ning yz~tesandit moods
koveraid

2 2
X < — g
+ 15 =1‘ sa g—%-'.rs =1,
Yy=90 x=0,
13,23. Ellipsoidi teljzd uhtivad reeperitelgedega  ja

o11ipsoid 1&bib-ellipsit %~ + *G =1, 2z =0 ning punkti
M(1,2, Y23). Kooatada ellipsoidi vorrand,

2, 4. Koostada ellipsoidi vorrand, kui ellipsoidi tel-
Jed uhtivad reeperitelgedega, ellipsoid 1abib ringjoont
x* + 2+ 3% 2 9, 2 = x ja punkti M(3,1,1).

13,25, Ellipeoidi tipud on C,(0,0,6) ja C 5(0,0,=2) ning
xy-tasand loikab ellipsoidl mooda ringjoont, mille raadius
on 3. Koostada ellipscidi vorrand.

13426, Leida koik tasandid, mis loikavad ellipsoidi
<2 2 2 _
'E + lf + 22 =1 (ad> b >o)
mooda ringjoont. |

13,27, Toestada, et iga kaks ringjoont, mis on saadud
ellipso*di loikamisel kahe mitteparalleelse tasandiga, asu~
vad ithel sfaaril,

12,28. Leida kahe antud ellipsgidi 5

2
5-{- = 1 Je f2+§2+:’1

1nikejoon, kui a) b. 2 2
1329, Toestada, et uldiaeaellipsoidi =+ x? .2.= 1
voib saada ellipsi + Ig + =1, zZ = 0 poorlemisel um-

ber x-telje ja sellele jargneval ruumi koklkusurumisel z~tel-
Je sihis.
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2. Ellipsoidi diameetrid ja diameetertasandid

e -
1 O, Leida sirge, millel asuvad ellipsoidi =5 + iz +
1o

a
‘,._2 = 1 Ja tasandiga‘hx + By + Cz = 0 paralleclsete ike-

,joonte keskpunktid, 2
' 1. Leida sirge, millel asuvad ellipaoidikz-' 5— +
+ 15 = 1 ja tasandiga x -~ 2 = O paralleelsete tasandite loi-

ajoonte keskpunktid,
kedoosrie = 2 y2 g°

13,32, Leida ellipsoidi ng— + §5 -1-5 = 1 sellised dia-~
meetertasandid, mis loikavad teda mSodazringJooni.

12,22. Leida ellipsoidi I- + g— + T-'“ 1 diameetri é =

= §_= t% kaasdismeetertasand ja diameetertasandi 3x - 5y +

+ 2z = 0 kaasdiameeter,
x2' 2 2
13,34, Ellipsoidi 5 +'¥t i el 1 diameetertasand poo-

1itab vektorige & = (2,1,2) paralleelsed ellipsoidi koolud,

Koostada diameetertasandi vorrand, P 2

2 .
13,35. Toestada, et ellipsoidi 'E + IE + “2 = 1 korral

sihi 8 = (1,m,n} poolt maarstud diameetertasandi vorrand on

nz _
ii + f; + :2 = Q.
: 2 2 2

13,36. Leida ellipsoidi Xy + Iy + Zx =1, a) b> ¢,
a® b»° |
diameetrid, millel asuvad ellipsoldi loikeringjoonte kesk-

punktid. .
,13:37. Leida sirged, millel asuvad ellipsoidi 55- + ¥ +
+§- =1 k35lud poolituvad punktis A(2,1,-1).

13.38. Koostada sirgete hulga gorrand, kgi on {eada, et
hulgs sirgetel asuvad ellipsoidi E$.+ IE + a2 1 koolud
a o2 |

°n

poolituvad punktis X;(X;,¥1s%¢),
) 13§22. Koostada punkti Xo(X,,¥os%o) labivate ellipsoidi
2 -~
52 + 22 + % = 1 koolude keskpunktide hulga vorrand.
a b ¢ _
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2 2 2

2,& « Koostada vorrandiga X "? 1& + 52 -1 -
b e

- AAx + By +C2 +D) = O maaratud ellipsoidide keskpunkti-
de hulga vorrand kni 7\ on antud ellipsoidide parve para-
meeter,

3. Mitmesuguseid ulesandeid

12,&1. Sgaari x +2y2 + 22 = RZ puutujatasandid loikavad

ellipsoidi -E'+ zt + -2 = 1 mooda ellipseid. Koostada saadud
ellipsite keskpunktide hulga vorrand.

13,32. Tgesta%a, et pooluse X, (X,,¥54%,) korral ellip-
soldi -§ I? + 'E = 1 polaartasandi vorrandiks on -AE- +

+ xgx —g~ - 1.
2 2

2
3 &2 Koostada elllpsoidi 7T+ %5 + "E 1 polaartasan-
ai vorrand kul pooluseks on punkt X,(8,-5,8),

2,&; Leida ellipsoidi

”7 5 ;z“’

2) x° + 2y2 + 322 = 1

1oikamisel paralleelsete tasanditega

1) Ax + By + Cz + X = 0,

2) X+y+2+ A =0
tekkinud laikeellipaite Bﬁmmeetriatelgede poolt moodustatud
pinne vorrand (A, on reasalarv),

13.45. Leida ellipsoidi vorrand, kui reeperi alguspunkt
on ellipsoidi keskpunktis, x- ja y-telg asuvad tasandil, mis
1abib ellipsoidi keskpunkti ja loikab teda mooda ringjoont,
ning z-telg asub xy-tasandi poolt maaratud diameetril.

13,46, Toestada, et elllpsoidi Ié + = 1 iga kol-

me punkti korral, mille kohavektorid on paarlkaupa risti,
kohavektorite pikkuste ruutude poordvaartuste summa on kong-
tant.

- 38 -



- 2
13.47. Mocde liikumatut ellipsit Eg + Ez =1, x = 0 1i-

b c
pisevad deformeeruva ellipsi kaks tippu nii, et libisemises
oleva deformeeruvae ellipal tasand jaab kogu protsessi vealtel
ristuvaks y-teljega ja pooltelgede suhe on konstantne ning
vordub 2. EKoostada libiseva ellipsi poolt kirjeldatud pinns

orrand.
Yorr 5 5 o

13,48, Toestada, et ellipsoidl Zy + Ly + &5 = 1, c<b(
a b c

< a keskpunkti labib parajasti kake tasandit, mis loikavad
antud ellipsoidi mooda ringjoont.

13,49, Toestada, et erinevate pooltelgedega (a > b > ¢)
e1lipsoidil on tapselt kolm summectriatasandit.

13.50. Koostada pinrna vorrand, kui pind on saadud sfaa-
rigt x° + y2 + z° = 25 ruumi ubtlasel kokkusurumisel moonde-

tegurige % risti yz-tasandigs. )

ELQLE_. leida pind, milleks telseneb ellipsoid %K + %; +
+ %E = 1 kolme uhtlase kokkusurumise tulemusena reeperitasan-
dite suhtes, kui moondetegurid on xy-tasandi suhtes %, Xz~
tasandi suhtes % ja yz-tasandi suntes 3

13,52, Ruumi uhtlasel kokkusurumisel moondeteguritega g,

Ja q, vastavalt xy- ja xz-tesandi suhtes sfaar x° + y2 + 2 =

o 2
= 25 teiseneb ellipsoidiks %s + ¥g +-§- = 1, Leida moondete~-

gurid,
13,53. Tahistame ellipsi keskpunkti véhimat ja suurimat

kgugusg elligsini vastavalt r ja R. Toestada, et ellipsoidi

52 + I? + %5 -1 (a> b >e) kolgi loikeellipsite korral r
a e

L . -
minimsalne vaartus on ¢, R maksimaslne vaartus on a; r maksi-

maalne vaartus ja R minimaalne vairtus on vordsed ning vordu-
vad =11ipsoidi keskmise poolteljega b.



14, peatukk

HEOPERBOLOID

1. Ohekattene hiiperboloid

Uhexatteseks hiperboloidiks nimetatakse pinds, mis kind-

la ristreeperi valiku korrgl masratakse vorrandigs
X z
| 3+§ =1, (14.1)

kus a, b jJe c on positiivsed
konstandid, Vorrandit (14.1)
nimetatakse uhekattese hu-
perboloidi kanooniliseks vor-
randiks jJa valitud reeperit
kanooniliseks reeperiks, Xui
yzntasgndil asuv huperbool

%2 - %5 = 1 poorleb dmber z-
¢
telje (vt. poordpind), seame

uhekattese BESrdhﬁgerbgloidi
z
gz-l‘bﬁv ;-2-71,
millest omakorda kokkusurn-
misel (venitamisel) x-telje
sihis saame uhekattese hu-
perboloidi (14.1). Uhekatte-
ne huperboloid on tsentraal-
ne pind kolme summeetriata-
sandiga Ja kolme summeetria-
teljoga. Summeetriatelgi ni-
metatakse uhekattése hilper-
boloidi telgedeks, Valitud Joeonis 14,1
kanoonilise ristreeperi korral, mil uhekattese hiuperboloidi
vorrandil on kuju (14.1), on reeperitelgedeks valitud pinna
teljed ja reeperi alguspunktiks on uhekattese hiperboloidi
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 Eui t muutub vahemikus

xeskpunkt (tsenter) ning reeperitasanditeks tema summeetria-
"tgéandido Kaks telge loikaved pinda ja maaravad tema neli
tippu, kolmas telg pinda ei loika. Joonisel 14.1 on mitte-
loikavaks teljeks z-telg. Vastavalt sellele, kas telg l1dikab
ghekattest hiperboloidi voi mitte, koneldakse kas rezal- vai
imaginaarteljest. Suurusi a ja b vorrandis (14.,1) nimetatak-
‘pe reaslpooltelgedeks, suurust ¢ imaginsarpoolteljeks. {he-
kattese huperboloidi loikeid summeetriatasanditega nimeta-
takse pealoigeteks. Loikamisel tasanditega x = 0 ja y = O

gasme loigeteks hiiperboolid, mida nimetatakse pesahiiperbooli-
deks, ning tasandiga z = O ellipsi, mida nimetatakse kael-
ellipsiks. Kaelellipsi pooltelgedeks on uhekattese hiiperbo-

loidi reasslpoolteljed (vt, joon. 14.1). Loigates Ghekattest

hiiperboloidi tasendiga z = t, saame loikejoonena ellipsi

pooltelgedega

_g_-r—cg . 82, _E_V02+ 2.

(~00 , + o0), siis loike-
na saadud ellipsi pool=-
‘ﬁgljed muntuvad, kuid
'Jﬁﬁv&d vordelisteks kael-
éiliﬁai pooltelgedega a
ja b, Seega voime uhekat-
teat huperboloidi vaadel-
;Qg'kui pinda, mis saadakse
deformeeruva ellipsi 1ii-
kumisel nonda, et ellipsi
tipud kulgevad mooda hu-

2,2

perboole Ty - Zx = 1 ja
z : .

- = 1 ning liikuva
7
ellipsi tasand jaab kogu
liikumige vzltel paral-
leelseks xy~tasandiga.

‘Selliselt liikuv deformee- Joonis 14.2,

- 41 -



ruv ellips jaab sarnaseks xy-tasandil asuva kaelellipsiga
(Vto JOOn. 14.2).
fhekattese hgperbgloid%ga (14.1) seotud koonust

X z \
;E+fz-:2=o (14.2;

nimetatakse uhekattese hiiperboloidi sgumptootiliseks koonu-
geks (vt. joon. 14.2). Uhekattene hiiperboloid asub ome
asumptootilise koonuse valispiirkonnas. Uhekattese hiiperbo-
loidi loige tasandiga, mis on paralleelne asamptootilise
koonuse uhe ja ainult tihe moodustajage, on parabool.

Pinda nimetatakse doonpinnaka, kuil ta gsasdekse sirge 1ii-
kumisel ruumis. Kui leidub girgete hulk, mille iga sirge
asub antud pinnal, kusjuures pinna igs punkti 1abib parajas-
ti uks sirge sellest hulgast, siis seda sirgete hulka nime-
tatakse antud pinna sirgjoonsete moodustajate parveks, Veen-
dume, et uhekattene hiperboloid on Joonpind. Olgu thekattene
huperboloid maarstud vorrandiga (14.1) Ja olgu punkt
X (x59¥0s2%0) pinna gunkt2 5

pA
f% ¥ %@ % - |
Otsime sirgeid, mis labivad antud punkti X, ja asuvad pinnal.
Koik punkti X, labivad sirged on esitatavad vorrandi tega
{x 1t + x5,
y =nt + y,, , (14.3)
iz = nt +'z°,
kus 8 = (1,m,n) on sirge sihivektor. Et sirge on pinnal, asiis
sirge iga punkti koordinasdid peavad rahuldams pinna vorran—
dit

{1t + :nc‘,)“'3 {mt 4 ya)2 (nt + za)z_ ]
P + 7 = =

a b c2
ehkz 2 2 { 2 2 2
rl m n 2 FEX m nz. ‘X 25
ﬂ + - T o+ 2 + - 2t + =2 - ~ 1]=0.
2l e e - (B G5

Kune punkt g  on pinna punkt, siis sasdud verrandi vabaliige
on null, Ef sirge on pinnal, siis seadud ruutvorrand peab
olema semaselt rehuldatud sirge iga punkti korral. Jareli-

kult, vorrandi kordsjed peavad olema nullid. Saame kahegt Li-
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peaarses’t vorrandist koosneve ruutvorrandisisteemi piuna
Birgjoonsete moodustajete sihivektorite leidmiseks:

S 2; - nc 0
: = Ny
Y
; (14.4)
e B8 Lo,
La® b c“
Kuna sirge sihivektor g mearatekse kordajo tapsusesza, siis

gaadud susteem ma&arab kaks sihivektorit.
Jarelikult, uhekat-
tese huperboloidi igat
punkti 18bib parajasti
kaks sirgjoonset moo-
dustajat. Thekattesel
huperboloidil asuvate
sirgete hulk koosneb
kahegt sirgjoonzete
moodustajate parvest
(vte joon, 14.3). Sus-
teemi (14.4) esimesest
vorrandist jareldub, et
n # 0, sest vasgtasel
korral oleksid sihivek- Joonis 14.3.
tori koik koordinaadid nullid. Kuna sihivekior méaratakse
kordaja tapsusega, siis votame n = c ja susteem {(14.,4) omab
kuju

il II.' - .1
Vot ;? -
g
4 (14.47)
{é;eﬁ_ m-—!%':‘ = -?-f-‘- -
L a B C
Kui valiidae & = & sin\p jam = b cos { : 3iisz esimene voTr~
rand on rabruidatud, isendades susteemi (14,4 173 teise vorran-
disgse, viies esimese liikme paremsle js vSttec runtn, soane
ruutvorrandl sin ' maframiseks:
IXC YE \‘ 2 v = Zg g
kwg + &3 Join®y - 2 £aZa ging + Zg - i3 = 0,
a b : c b
millest

- 43 -



Brt g
sinyf = —S—p—y

5. 5

a b
Seega, uhekattese hiiperboloidi punkti X,(x,,¥.,z,) labivate
sirgjoonsete moodustajate sihivektorite 8, ja 8, koordinaa-

did on
fl = a(gﬂ%ﬂ’ %n'),
Lm b(%;%ﬂ ¥ f;), (14.5)
n c(f& + ﬁg)

ning sirgjoonsete moodustajate parameetrilisteks vorrandi-
teks on

ti
i+

- af XpZo +
x = g(ZaZa ¥ %a)t + X,

y = b(fa2a ¥ Xa)t 4 y,, (14,6)
2

2 = °(§2 * %; )t + Cqe

a
Margime, et numbriliste ulesannete korral on lihtsam leida
sirgjoonsete moodustajate sihivektorid vahetult susteemist
(14.4), kui hakata tuletatud kohmakaid valemeid meeles pidama.
Sirgjoonsete moodustajate perameetrilised vorrandid  voime
saada ka pinna vorrandist jargmise ruhmitamise Jja parametri-
seerimise vottega. Uhekattelise hilperboloidi vorrandist

2 2 2 :

X Z X . zZiX & .
et h oem (F43)F-2)-0-80+8)
geame sirgete paarid ’

{-§+%=u(1 +%),
] (1407
. u(g--ﬂc—) = 1 -% )

ja

%‘ V(1 "%),

{V(é - -i-)= 1 + %,

kus u ja v on suvalised parameetrid. Vaadeldud szirged asuvad
uthekattesel huperboloidil, sest kui punkti koordinaadid ra-

] b
<+
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huldaved sirge vorrandit, siis rahuldavad nad ka hiperboloi-
di vorrandit. Vorrandid (14.6) Ja (14.7) on uhekattese hi-

perboloidi sirgjoonsete moodustajate parvede vorrandid,

Naide 1. Huperbool pooltelgedega 3 ja 4 poorleb umber
ome imaginaartelje, mis uhtib z-teljega. Huperbooll ke sk~
punkt asub reeperi alguspunktis. Koostada huperbooli poorle-
misel tekkinud poordpinna vorrand,

Lahendus. yz-tasandil asuva huperbooll vorrandiks on

Jrg- =1,

Kasutades poordpinna korral tuntud asendust y_ﬁ.ivyz + x2 ’
gname hgperbgoli poorlemisel tekkinud poordhuperboloidi vor-
2 2 z2

randi 3 + & - = 1.

N&ide 2. Leida pinne §- - 7 = -1 sirgjoonsed moo-
dustajad, mis labivad pung-i X,(~6,2,4).

Lahendus. Veendume, et punkt X, on pinna punkt. On tea-
da, et labl ige pinna punkti kulgeb kaks sirgjoonset moodug~-
tajat, Vaatame kaht voimalust iilesande lahendamiseks:

1) ('1esande vahetuks lahendamiseks koostame punkti X,
l@bivate sirgete kimbu virrandid 248 . X=-2_2-% enk

fx =1t - 6,

{ysmt+2,

z = nt + 4.
Braldame kimbust vélja sirged, mis asuvad pinnal. Kuna sirg-
Joonne moodustaja asub kogu ulatuses pinnal, siis tems koi~

kide punktide koordinaedid peavad rahuldama pinna vorrandit.
Asendades sirge pasrameetrilised vorrandid pinna vorrandisse

2 2 a
Qt - 6)° _ me_i_al_ - iEﬁ_i_il. = -1, peab pinna vorrand

olema samaselt rahuldatud iga parameetri t vaartuse korral.
Jarelikult, parameetri t suhtes saadud ruutvorrandis

(812 - Im° - 9n)t° - 12(41 + 3m + 6n)t = 0 koik kordajad
peavad olema nullld

(4 - 9m - 9n° = 0,

L4l + 3m + 61 = O,

4
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Teisest vorrandist leitud 1 = :ljgﬁ;;ggl asendame esimesse,

2
saame 4 [ - 212_&_%&1] - 9n° n® = 0 ehk (Om - 4n)m = 0.

Seega, my, = 0, 1.l = g‘n Jja m, = % n, 12 = - g n, Kuna

sihivektor maaratakse nullist erineva kordaja tapsusega,siis
volme sihivektori koordinsatidest the valida vabalt (ulesan-
de tingimustega koige paremini sobiva nullist erineva arvu).
Votame vastavalt ny =2 ja n2 = 6, saades sirgjoonsete moo-

dustajate sihivektoriteks s By = (EB 0,2}, 32 = (-15,8,6) Jja

ka.noonilisteks vorranditeks x—"j-—- = L 5 2 24 Jja

2) Kasutame sirgjoonsete moodustajate parameetrilisi vor-
randeid (14,7)

rx = u(2

i3t 5-uE+n), ‘{3 +% = v(§ - 1),
{_u(%--%) =-§- 1, \v(-j %) (-2--4- 1)

Ja leiame parameetrite u ja v vaartused tingimustest, et
punkt X, asub pinnal, Esimene susteem

{-§+§=u(§+1),
u-5-%=4-1,
enneb u = - §. Analoogiliselt leiame teisest siisteemist v =
= ~1. Asendades leitud u ja v parve vorrandisse, sasamegi ot-
sitavate sirgjoonsete moodustajate vorrandid

2x + 3y +2z+ 2=0, (2x + 3y + 32 -~ 6 = O,

2Xx - 3y + 92 - 18 = 0 Ja 2x - 3y + 3z + 6 = Q,
Teisendades leitud vorrandid kenoonilisele kujule, saame

xX+6 y~-2 z=4 X+ 6 y~2 3z -

B ae e e s -
Leitud vorrandid dhtivad tGepoolest 1. juhul saadud varrandi-
tega.

' 2 2 2
Naide 3. Koostade iihekattese hilperboloidi v Ly 2 2y 09
a b c
kaelellipei punkti X (xo,y »0) labivate sirgjoonsete moo-
dustajate vorrandid,
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Lahendus., Lahtume susteemist (14.4). Susteemi esimesest
vorrandist jgreldub, et n # 0, kuna n = O korral jareldub,

et m = 1 = 0 ja moodustaja sihivektor oleks nullvektor. Ku-
na sihivektor masratakse kordaja tapsusega, siis voime vot-
ta n = ¢ ja kuna X, on kaelellipsi punkt, siis z, = O ning
gusteem (14.4) lihtsustub

f12 2

a2 * ”E

a—+zﬁ—=0.

a2 b

Esitame kaelellipsi vorrandid parameetrilisel kujul. Siis
=8 cos~€, ¥y = b siny ja susteemi teisest vorrandist

gaame
1;05\_13 +m§in‘§ ={;}eh.klc§s§£ = Siny o
giit
1 =22
{ cos
m;—.m.
Asendades susteemi esimesse vorrandisse, leiame A2 =

singq\? 0082\? sy A= ¥ gin Y Co8Y  ja
1 ta sinv ,
{m T bocosy .
Jarelikult,kaeléllipsi punkti X, iabivate girgjoonsete moo-~
dustajate sihivektoriteks on

31 = (a sin Wy ~b co3 g, c)y
32 (~a gin s b cos \{, Cle

Soovides elimineerida parameeirit ¢ sisaldavad siny Jja cos
avaldame nad valemeist X, = a cos¥, y; = b sing . Seega,
kaelellipsi punkti X, labivate 51rgjoonsete mcodustajate si-
hivekt bx ( 1 bx1
oriteks on 81— (511, - =1, c) Jja 82 - -% s C)e
Uhekattese huperboloidi kaelellipsi punkti X (x1,y1,0) labi-

vate sirgioonsete meodustajate vorrandid on

Blx = %) aly = ¥y) olx - %) aly —yy) 4

=
= .

c

!
E
3 RO

s ;’

Ay, ~DX4 : -2¥ 4 - b,
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1. Uhekattese hiiperboloidi vorrand., Loiked

2 2
14,1. Koostada huperbooli X 3 - -? =1, ¥ = 0 poorlemise;

umber z-telje tekkiva pinna VOrrandé

14.2. Toestada, et vorrandiga —2 +

2
= 1 maaratud
2 2

uhekattese hiperboloidi voib saada huperbool 5

ml“m

= 0 poorlemisel umber z-telje ja jargneval ruumi kokkusn.x-~
rumisel (venitamisel) yz-~tasandi suhtes.

14,3. Toestada, et uhekattese hilperboloidi 15ige tasan-
diga, mis on paralleelne tems asumptootilise koonuse ihe ja
ainult uhe moodustajaga, on parabool.

%2
151&. Uurida uhekattese huperboloidi % T+ %— - 22 = 1 ja

tasandi 4x - 3y - 12z - 6 = 0 loikejoont, pProjekteerides |
selle reeperitasanditele.

4 14,5, Pohjgndadg, et tasand 2 + 1 = 0 15ikab ihekattest

hiiperboloidi = T - *g + 2— 1 mooda huperbooli, ja leida

101kegoone poolteljed ning tipud. 5

2 2
14.6. Madrata ihekattese huperboloidi 5; + %— - %— =
ja tasandi x = 5 10ikejoone thiup, poolteljed ja keskpunkt
(kui see leidub),
2

14.7. leida uhekattese huperboloidi 3; + *— = 1
loikejooned reeperitasandite ja viimastega paralleelﬁote e
senditega, mis asuvad reeperltasandltest molemale poole 1,
2y 3, 4 ja 5 thiku kangusel, Joonestada xoigi nende glkaw
Joonte projektsioonid vastavatele reeperitasanditele,

14,8, Toestada, et uhekattese hiiperboloidi ja tema
asumptootilise koonuse puutujatasandi 1Aikejoone projektsi~-
oon kaeleliipsi tasandile puutub kaelellipsit.

14.9. Koostada sirgehulge vorrand, kui hulge sirged 13i-
kuvad sirgetega

‘T =1, ja [ x = =1,
y=0 z = O,



14,10. Koostada uvhekattese poordhiiperboloidi parsmeetri-
1ised vorrandid. |

14.11. Koosteda Uhekattese hiperboloidi paramestrilised
vorrandid ja vektorvﬁrrand, vottes parameeterjoonteks‘sirg-
joonsed moodustajad,

14,12, Leida punktihulk, mille iga punkti kauguste suhe
kahe antud kiivsirgeni on jaav suurus k; k £ 1,

2. Mhekattese hiiperboloidi sirgjoonsed moodustajad

2 2 2
14,13, Leida pinna é— + i; - %F = 1 sirgjoonsed moodus-

tajed, mis labivad punkti 4(6,2,8),

14.14. Leida pinna x° + 32 = 2(2% 4 1) punkti Q(1,1,0)

labivad sirgjoonsed moodustajad. )

2 2
. - o x z
14,15. Leida uhekattese huperboloidi I + %m - = 1

punkti A(4,3,2) labivad sirgjoonsed moodustajed.

14,16. Leida lhekattese hiiperboloidi x2 + y° - 22 = 1

suvalisel? fikseeritud punkti labivate sirgioonsets moodua-
tajate vaheline nurk,

2 2 2
i4.17. Leids uhekattese hiperboloidi %— + gm - %g = 1
sirgjoonsed moodustajad, mis on paralleelsed tasandige

6x + 4y + 3z - 17 = 0O,
14,18, Toestada, et t%sand 4x ~2§y - 102 - 20 = O 15ikab

. 2
uhekatteat hupsrboloidl %ﬁ + ¥§ - %~ = 1 mooda sirgjoonseid
moodustajaid. Xoostads nende sirgjoonsete moodustajate vor
randido

14,19, Toestada, et suvaline tasand, mis 1abib thekatie-
88 huperboloidi airgjocnsst moodustajat, loikab pinda  veal
mooda teist sirgjoonset moodustajat teisest parvaest,

14,20. Chekattene hitperboloid on maaratud parameetrilis—
te varranditega X=2cC8V, y=usgivv, gz= % u2 - Te
Mdarats paremeetrite u ja v vaheline soltuvue sirgloonsete
woodustajate korral,



14,213 Koostada ihekattese hiperboloidi = i Ty - Zy a1
b o
keelellipsi punkti X (zo,ya,o) labivate sirgjoonaete moodus~

tajats parameetrilised torrandid, kusjuures
Xq acosyo,
Yo = b Sin‘Pos
Zo = 0, OS 9< 20 ,
14,22, Leida, millise nurga all loikab uhekattese  hu-
perboloidi x? + yé - 22 = 1 suvaline sirgjoonne moodustaja

kaelellipsit,

14,23, Uhekattese hiperboloidi sirgjoonsed moodustajed
projekteeritakse kaelellipsi tasandile., Kuidas asuvad nende
projektsioonid kaelellipsi suhtes, o

14,24, Toestada, et ihekattese huperboloidi 5; + I? -

2 a b
EE = 1 sirgjoonsed moodustajad projekteeruvad reeperita-

¢
sandile vastavate pealoigete puutujateks, 2
i, D Toestada, et uhekattese hilperboloidi & BE + *g -

--g— = 1 girgjoonsete moodustajate projektsioonid xz~tasan-
dile on peahuperbooli

f’za' 5--1-

puutujateka ja on antud uhekattese huperboloidi ja xz-tasan-
di loikejoonteks.

14,26, Toestada, et ihekattese poordhiiperboloidi  voib
saada sirge poorlemisel umber telje, mis ei asu antud sirge-~
ga samal tasandil. 2 » >

14,27. Leida tihekattese hiperboloidi = S+ v Ly - 5 2 g
c

b
punkti Xo(Xo, Fo»Zo) labivate 51rgjoonsete moodustajate si-

hlvektorid.
2 2

14,28. Leida uhekattese huperboloidi EI gz T =
punkti X.(9,0,0) labivate sirgjoonsete mooductajate 31h1-
vektorid.,
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2 2 2
. Leida tthekattese hiperboloidi Zw 4 Ly - Z. - 1
1429 2P
kaelellipsil mitte asuvat punkti X (xo,yo,za) labivate sirg-

joonsete moodustajate 1oikepunktid kaelellipsiga,

14,30, Toestada, et Uhekattese haperboloidi sama parve
keks erinevat sirgjoonset moodustajat on kiivairged.

14.31. Toestade, et ihekattese hiperboloidi iga kaks
girgjoonset moodustajat erinevatest parvedest asuvad uhel
tasandil ja on paralleelsed parajasti siis,kui nad lgbivad
kaelellipsi diameetri otspunkte.

14,32, Toestada, et ilhekattese hiiperboloidi iihes sirg-
joonsete moodustajate parves el leidu kolme sirget, mis
oleksid paralleelsed uhise tasandiga.

2. Kahekattene hiperboloid

Kahekatteseks huperboloidiks nimetatakse pinda, mis kind-

la ristreeperi valiku kgrralzmﬁaratakse vorrandigs

X Z <
= - = 1' (1408)
2R |
Kui yz-tagandil asuv hu-

perbool E? - xg
c b

poorleb umber z-telje,
saame kahekattese poord-

hﬁgerboloidié

2z X
- - =1 (1409)
2R

(vt. joon. 14.4). Teos-
tades kokkusurumise {ve-
nituse} x-telje sihis,

saame kahekatteae huper-

boloidi vorrandi
2 2

2 .
y
- - = 1,{(14.10)
2 ;2 ;2 {

mig erineb vorrandist |
(14.8) ainult tahistuse Joonis 14.4.
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poolest, VSrrangi (13.9) g3ib kirjutada ka kujul

x 3

:z*%z = | (14.11)

Uurime kahekattest hiperboloidi, ishtudes verrandist

(14.11), Kahekattene hiiperboloid on tsentraalne pind, kolme
summeetriatasandi ja kolme sumneetriateljega — pinnateljegsa.
Vorrandi (14.11) korral on summoetriateljed ja surmeetriata-
sandid valitud vastavalt reeperitelgedeks ja ~tasanditeks,
Pinnatelgedest ainult iks 15ikab pinda, mistStty tippe on
alnult kaks ja reaaltelgi uks (2-telg). Loikejoonteks reaal-
telge labivate summeetriatasanditega on peahuperboolid. Loi-
ked tasanditega, mis on paralleelsed reaalielge labivate
summeetriatasanditege, on omevehel sarnased huperboolid.Loi-
ge resalteljega ristuve tasaendiga on kas ellips, uks  punkt
(hiperboloidi tipp) vai tihihulk, Reaalteljega ristuv  sim-
meetriatasand kahekattest hﬁperboloidi el loika. Temast ka-
hele poole jaab uuritava pinna kaks omevahel loikumatut osa
- selle pinna kaks katet (vt. joon. 14.4). Kahekattese hu-
perboloidi (14.11) asumptooti- . '
line koonus (vt. Joon. 14,5) |

maaratakese vorrandiga
2l z

x< 2 '
;2-4-11;22 z=0. (14.12)
Kahekattene huperboloid asub
oma asumptootilise koonuse si-
sepiirkonnas. Kahekattese hi-
perboloidi loige tasandiga,

mis on paralleelne asumptooti-
lise koonuse uhe ja ainult iihe
moodustajage, on parabool. Kui
uhe~ ja kahekattene poordhuper-
boloid on ssadud kaashiperboo-
lide poorlemisel, siis on neil
uhine asumptootiline koonus,
Semasugune on olukord the- ja
kahekattese huperboloidiga, kui Joonis 14,5.
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pende teljed uhtived ning uhe reaalpooltelg on teise imagi-
pnaarpoolteljeks,

Hﬁperboloidi (thekattese vol kahekattese) diameetriks
(mitteasﬁmptnotilise gihiga)] nimetetakse sirget, millel
asuvad huperboloidi paralleelloigetena tekkinud tsentraslse-
te teist jarku koverate keskpunktid. Ige huperboloidi  dia-
meeter 1abib pinna keskpunkti. Hiuperboloidi paralleelsete
xoolude keskpunktid zsuved tasendil, mida nimetatakse huper-
bololdi diameetertasandiks., Huperboloidl diasmeetsrtasandiks
on ige huperboloidi keskpunkti labiv tasand. Huperboloidide

2 2 2

x z &
R L (14.13)
Beh-&
diameetrid mearataise vorrandiiege

X 3 7 .
e m Ry @ ey (14.14)
Aa Biﬁ ~e? "

us n = (4,3,C) on paralleelsete loiketasandite normsali si-
hivektor ja dimmectertasandid mesaratakse varranditega

F+H-8.0 (14.15)
a

b c
¥us 8 = {l,myn) or paralleelsete koolude sihivektor.
Huperboloidi dismeetri keasdismeetertasandiks (ehk dia-
meetriga konjugeeritud diameetertasandike) nimetatakse dia-
meetertasandit, millel souved apnptud diameetriga paralleelse—~
te pinnaknolude keskpunktid.
Huperboloidi diameetertesandi kuasdiameetriks (ehk dia-

meetertasandiga konjugeeritud diameetriks) nimetatakse dia~
meetrit, mis labib diameetertasandiga paralleelsete tasandi-
te loikena tekkinud teist jarku koverate keskpunkte. Huper-
boloidide (14.13) diameetri (14.14) keasdiameetertasandi
vorrand on

AX + By ~ Cz = O (14.16)
ja diameetertasandi (14.15) kaasdismeetri vorrandid om

X _X . _2

I = m = -n . (14017)

Sihti 5 = (1,m,n) nimetatakse antud teist jarku pinna pea-
Sihiks, kul selle sihi kaasdiameetertasand on risti  antud
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sihiga, Peasihi kangdiameetertasandit nimetatakse antud pin-
na peadiameetertasandike ja ta uhtib rinna summeetriatasan-
diga. .

aide 4. Leida xy-tasandiga parallee%eed tasandid, Limis

1laikavad kahekattest huperboloidi T; + g— = ~1 mooda
koveraid mille poolteljed on kaks korda pikemad vastava
pealoike pooltelgedest.

Lahendus, Pealoikeks y
xyugasangiga on huperbool '
{i—-—%ﬂ,

%z =0
reaalpoolteljega a = V_
Ja 1mag1naarpoolteljega
b =2V3 (vt. joon. 14.6).
Loigates antud pinda xy-
tasandiga paralleelge

ehk
r_ﬁ - z° = 1
Z P4 R ¢
2(h"+ 4{(h"+9)
2 = h, Joonlg_]A. a

Saadud loikehuperbooll poolteljed on a! ‘Jj(h +9), b' =
V-g(h + 9). Kooskolas uleeande tingimustega &' = 2a, bt =
= 2b ehk a'® « 4a ’ b

3(h + 9) = 24, n? 4 9 = 36, millest h = 27, h = % 3V3-

Kontrolliks arvutame b2 %(27 +9) =412 = 43 = 2b. See-
ga leidudb kaks tasandit, mie on parelleelsed Xy~tasandige ja
rahuldavad nlegande eeldust,

= 4b - Asendades a' ja b', gaame
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1. Kahekattene huperboloid

14,33, Leida yz-tasandigp Daraliaelaed ta;andid, mis

jodkavad kahekattest hitperboloidi T:(; i— -9— = -1 mooda
xareraid mille poolteljed on kaks korda pikemad vastawva
g.aloike pooltelgedest.

14,34. Leida reeperitasanditega paralleelsed Zuanndid,

mis 1oikevad kahekattest huperboloidi X 5+ E— t- = =1
mooda koveraid, mille poolteljed on poole plkemad vastava
paaloike pooltelgedest. 2 2

14.35. Maarata antud pinna I" *; g- = =1 Ja sirge
L 3 .Y r 1. 2 € vastestikune asend. Leids pinna ja
sirge lo1kepunktid kui need leiduvad,

14436, Uurida, milliseid koveraid on voimalik saada
1) uhekattese huperboloidi,
2) kahekattese huperboloidi loikamisel suvalise tasandi-

ge.

14,37. Teha kindlaks, millise m vaartuse korral tasand
x + mz - 1 =0 loikab kahekattest hiperboloidl 1) mooda el-
lipsit, 2) mooda huperbooli. ) )

14,38, Leida kahekattese huperboloidi g— - i— - 22 = 1
ja sirge X3 € - L3 -221 13s5Kepunktid,

14,39, Leida tarvilik ja piisav tingimus selleks, et
pgnkt X5(xoéyo,zo) oleks kahekattese huperboloidi

EE + xg - —? - =1 sisepunkt.
a b e 2 2 2

14,40, Toestada, et vorrandiga EE + Ié - 22 = -12mE§rg-
c
X

tud kahekattese huperboloidi voib saada huperbooli EE —2—
= 1, ¥ = O poorlemisel umber z-telje ja seejargsel Fuumi®
kokkusurumisel (venitamisel) xz-tasandi suhtes.

14.41. Koostada ruumi punktihulga {X} vorrand, kui iga
punkti X kauguste vahe absoluutvaartus kahe fikseeritud
ruuwni punktini F, ja F, on vordra konstandiga 2a, kusjuures
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1
14,42, Leida punktihulk, m}lle iga punkti kaugusgte vahe

abgoluntvairtus kahe Tikeeeritud punktini F,(0,~5,0) ja
¥,(0,5,0) on vordne arvega 6,

14:43; Koostada kahekattege pa‘a‘rdha‘perboloidi para-

meetrilised vorrandid Ja vektorvGrrand.
14.44. Koostada kahekattese hiiperboloidi. parameetrilised
vorrandid ja vektorvorrand,

2, Hiperboolide diameetrid jg diageetertasandid

4 X z A
xgﬁjgg» Argutgda Plnna & + & - g = 1 kodlu pikkus
punktl 4(4,- §» ¥ ) labival diameetrii,

-.;,‘1_1.553) Koostada sirg:ga ¥ -Yﬁ'-z—‘2 = 242 paralleelseto
ﬂeh\iiéae hﬁpérboloidi 7+ 'z— - f— = 1 koolude keskpunkti-
4o hwlga vorrand,

14,47. Koostada 8irgega

sirgzjoonne moodustaja,
14,43, Koosteda hekattess hiperboloids g‘; + *62' ~F =1
diameetertasands 5y . 4y - 4z = ¢ kaasdiameetr% vargand.
14,50. Koostada kahekattese hiperboloidi 7+ f - =
= ~1 dimeetertapandi X -2y -0 kaasdiameetr% vSr.gand.z
1 + Koostada ihekattege huperboloidi %—5 + i— - -5— = 1
diameetri f = 'E = :‘;‘- kaasdismeetertasandi viSr;z-and.2 ,
14,52. Koostada kahekattege hiperboloidi % + {-— -~ -5-— =
= ~1 diameetri _—f = :‘E = g- kaasdiameetertasandi vorrand,
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14.53. Parve tasandid puutuvad sfaari x° . v° & 22 = 1
mooda sfadri ja tasandi x + y + 2 = 1 = O 1oike Joont. Koos-
tada antud parve tasanditega konjugeeritud diameetrite hul-

‘ga vorrand pinne x2 +¥Y -2 =1 korral.
. - o

. 22 2 2
14.54. Uhekattest hiperboloidi Iz +-§- n.g_ =1 on 16§~
gatud tasandiga 3x - 4z = 0 paralleelsete tasanditega., Kas
tekkiv tasandiparv maarab huperboloidi dismeetri? Maarata
parve tasandi Ja antud pinna 18ikejoone tiip.

~ 14.55. Koostada punkti x,(xo,go.zo) labivatel sirgetel
asuvate uhekatiese huperbololdi x° + y° - g2 , . koolude
‘keskpunktide hulga vorrand,

3. Mitmesuguseid ulesandeid
1&.;5. Taestaga, et nii whe- kui ks kahekattese huperbo-

2 k
lodidi 52 + fz - 52 = £ 1 korral leidub parsjasti kolm sum-

a c -
meetriatasandit (a > n),

14,57, Leida ringjooge ragdius, kui ringjoon asub  fhe-

kattesel huperboloidil g- + f— - 22 = 1 ja puutub kaelellip~
sit,

14.58. Paarikaupa ristuvatest tasanditset moodustatud

- kolmetshulise nurga tahud puutuved 1) Uhekattest hiiperboloi-
d41,2) kahekattest huperboloidi. Taestada, et selliate kolme-
tahuliste nurkade tipud kirjeldevad sfaari, mille keskpunkt

¥htib pinna keskpunktiga.

14,59, Koostada sirgete hulga vorrand, wui hulga sirged
labived teist jarku pinna kegkpunkti ja el ome pinnngs re-
8alseid ega imsginaarseld liikenunkie,

14.60. Koostada pinna vorrand, mille kirjeldab sirge
libisemisel mooda kolme sntud sirget % = 1;5_3 a~F,
515~§ - ¥‘= Z § = E;ﬁ—l = %, millest ukski paar ei esu

- k|
uhel tasandil.



15. pa.tﬁkk

PARABOLOID

§1. Elliptiline paraboloid

Elliptiliseks paraboloidiks nimetatakse pinda, mis tea-
tud kanoonilise ortonormeeritud reeperi korral maaratakse

vorrandiga
2 2

§.+g..=2z (p>0, @>0).  (15.1)

Vorrandit (15.1) nimetatakse
elliptilise paraboloidi ka-

nooniliseks vorrandikg., Kui

ys-tasandil asuv parabool

2
Y = 2pz,
x =0

poorleb umber z-telje (sum-
meetriatelje), siis tekkinud
poordpinna vorrand on  (vt.
poordpind) x2 + y2 = 2p%z,

1 Z

-

Saadud poordpinda nimetatak- /7T
se glliptiliseks pgordparabo-
loidiks (vt. joon. 15.1). El- Joonis 15,1.

liptilise paraboloidi saame kergesti elliptilisest poordpa~-
raboloidist ruumi kokkusurumisel (venitamisel) kas x~- voi y-
telje aihis,

Elliptilise paraboloidi loigeteks tasanditega on ellip-
sid voi paraboolid, Elliptiline paraboloid on mittetsent~
raalne pind, tel on kaks summeetriatasandit, uks summeetria-
telg ja uks tipp. Kui elliptiline paraboloid on maaratud
vorrandiga (15.1), siis xz- ja yz-tasanditeks on pinna sim-
meetriatasandid ja z-teljeks pinna summeetriatelg, nn. pinna
Ielg ning reeperl alguspunkt asub pinna tipus (pinne 15ike-
punktis summeetriateljega).
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Naide 1. Teist jarku pind on madratud vorrandiga
T- %— z., Teha pinna joonls. Millise pinnaga on meil te-

- gemlst?
Lahendus. Antud pind on elliptiline paraboloid. Joonise

tegemiseks leiame koigepealt loiked reeperitaaanditega.

Loige yz-tasandiga on parabool

‘{y = 9z,
x =0,
mille tipp on reeperi algus-
punktis, teljeks on z-tele ja
parameeter p = 4,5.

Loige xz-tasandiga on pa-
rabool

= 4
‘\y' = 0,
mille teljeks on z~telg, tipp

asub reeperi alguspunktis ja

Z

Zy

parameeter p = 2. xy-tasand on 2
antud pinna puutujataesandiks Joonis 15.2.
pinna tipus. Laige xy-tasandiga paralleelse tasandiga gz =« H
on gllipg
{%E"-%E:‘I,’
z = h,

mille poolteljed on a = 2fh{, b = Mn . Leitud 13ikejoontest
on kullalt pinna joonise tegemiseks (vt. joon. 15.2).

1» Elliptiline vparabsleid
15.1. Leida kovers

x2 + y2 -z = 0,
X~-2-=1=20

projektsicon xy-tasandil. Milliste pindade loikena on tekki-
nud zntud kover?

15.2., Millise m vaartuse korral tasand x + my = 2 = O
loikab elliptilist paraboloidi

- 59 -



&
5-«+ §~ =y 1) mooda ellipasit, 2) mooda parabooli?
15,3, Leida elliptilise paraboioidi y2 + 32 = x ja ta-

sandi x + 2y - z = O loikejoone projektsioonid reeperitasan-
ditels. |

5,5 Leida elliptliliss paraboloidl 3 = I- +—§E pealoi~

ked ja pealoigetegs parslleelsete loigete ristprojektasioonid
reeperitasanditele.

15,5. Toestada, et poordparaboloidi ja teme poordetelge
loikava tasandi 1oikejoone projekteioon tasandil, mis  on
rieti poordeteljega, on ringjoon.

15,6, Leida tarvilik ja piisav tingimus sell ekg, ot
2 .
punkt Xo(Xs 47020 aauks elliptilise paraboloidi = 3+ %— =
= 2% (p> 0, q > 0) sees.

2
15,7« Leida elliptilise paraboloidi~§— + %- = 2g
(p> 0, g > 0) sisepunkti X,(x,,¥0s%0) labiv tasand, mis
loikab pinda mooda ellipsit, keskpunktiga gunkt%a ) S

15,8. Leida elliptilise parsboloidi J— + #~ = z punktid,
mida labivad puutujatssandid on paralleelsed paraboloidi
ringjoonsete loigete iasanditega.

15,9, Millised teist jarku jooned saadakse elliptilise
paraboloidi loikemisel vabalt voetud tasandiga?

15,10, Parabool, mille tipp asub reeperi alguspunktis js
teljeks on z-~telg, poorleb umber oma telje. Koostada tekkiva

poordpinna vorrand,
2 ’
15,11. Toestada, et vorrandigs §_ + L - 2z ma3fretud

elliptilise paraboloidi voib saada paraboolil 12 = 2pz, y = O
poorlemisel umber z-telje Ja seejargsel ruumi kokkusurumisel
z~telje sihis.

15,12 Pinna punktid asuved vordsel kaugusel fikseeritud
tegandist ja temsl mitteasuvast fikesseritad punktist., Xoos-
tada selle pinna vorrand.
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15,13. Leida sellise sfadriparve keskpunktide hulge vor-
rand, kui parve %ga sfaar puutub xy-tasandit ja sfaari
12 +y + z“ = a,

15414. Kooda yz-tasendil antud liikumetut perabooli

y2 = 292 liblgedb teise muuntumatu kujuga parabooli tipp. Lii-
xuva parabooli parsmeeter on p Ja ta liigub nii, et paraboo-
14 tesand on kogu liikumise valtel risti y~teljega ja para-
booli telg on parallieelne z-tellega. Koostads liikuva para-
booli poolt kirjeldatud pinna vorrand,

2. Huperboolne paraboleid

Huperboolseks paraboloidiks nimetatakse pinda, mis ftea-

tud kanoonilise crtonormeeriiud reeperi korral méaraiakse
varrandiga

2

2
%- - g; =28 {p> 0, ¢ > 0). (15.2)

Vorrandit (15.2) nimetatakse huperboolse paraboloidi kenoo-
niliseks vorrandiks.

1

Joondls 15.4.

Huperboolssd osraboleoidld on alinukesed teist jarka pinnad,
mille hulgse =1 i2!iu poordpiondu. Iuperboolne paraboloid on
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mittetsentraalne pind, tal on kaks summeetriatasandit, ks
surmeetriatelg ja fiks tipp. Viimast nimetatakge pinna krii-
tiliseks punktiks. Hiperboolse paraboloidi l5igeteks tasan-
diga on loikuvad sirged, paraboolid voi huperboolid,
Huperboolne paraboloid on Joonpind, mille kirjeldab .gir-
ge liikumisel ruumis, Hilperboolse] paraboloidil on kaks par-
ve airgjoonseid'moodustajaid.-
Osutub, et huperboolse paraboloidi iga punkti 1abib pa-
rajesti kaks sirgjoonset moodustajat, '
Olgu Xo(x,,¥042,) hiiperboolse paraboloidi suvaline punkt
Ja 8 suvaline seda punkti 18biv sirge, mille sihivektoriks
on vektor 8 - (1,m,n) ja mis maaratakge parameetriliste vor-
randitega
x =1t + x,,
Y=ot + y,,
Z =nt + z,, )
Selleks, et sirge s asuks taielikult pinnal, on tarvilik ja
piisav, et sirge Ja pinna lSikepunktide leidmisel saadud

ruutvorrand (%— - sh)tz + 2(Eal ~ dall n)t = 0 parameetri t
suhtes oleks Samaselt rehuldatud, s.t. kdik kordajad peavad

alema nullid:
.2 2
i _m- _ o,

P "3
Xol _ Fom _ _ 0.
) qg ~ =0

Avaldame saadud susteemi esimesest vorrandist m . 3‘4% 1 ja

asendades teige vSrrandisae, saame n - (Zo— Fday 1l 1,

.. A VD q VP
Kuna sihivektori koordinaatidest ihe voib valida vebalt,
s1is antud juhul votame 1 = Vp ., Sihivektori 5 koordinsati-
de jacks saame kaks viirtuste susteemi:

11=m1:n1=\f§ : Vg i (Fam . o)

o Vg
Ja
1, s my, tn, =ip (-yq) : (B, —EPJ.
22 e VP ¥q

Seega, huperboolse paraboloidi ige punkti X, 1abib kaks sirg-
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joanaet moodustajat, mis maaratakse varranditega. Huperbool-
pe paraboloidl (15.2) punkti Xo(x4,¥os2,) labivate sirgjoon-
sete moodustajete vorrandid on

2o X Y -Ya_2 -3 (15.3)
s va Ea. . Ja_
P Vo

ja
x_:.50=L:_lo=§;_za__

VP -{q Za_ . )
') V‘

Markeme, et koik sirgjoonsed moodustajad (15.3) on paralleel-
sed tasendiga 2 - L. 5 ¢ ja sirgjoonsed moodustajad

(15.4)

(15.4) on par&lleelseg tasendiga £— 4 I~ = 0,

Labi huperboolse paraboloidi iga pugg;i kulgeb tapselt
uks sirgjoonne moodustaje kummastki sirgjoonsete mooduataja—
te parvest,

Iga kaks erinevatesse parvedesse kuuluvat sirgjoonset
moodustajat loikuvad, Iga kaks samasse parve kuuluvat girg-

. Joonset moodustajat on kiivsirged.

Huperboolse paraboloidi voime saada iithe parabooli 1iiku-
misel ruumis paralleelselt iseendaga ja tipuge mooda  teist
parabooli (vt, naide 2).

Paraboleidide (15.1) jJa (15.2) (nii nagu koigi teist
Jarku pindede) paralleelsete koolude keskpunktid asuvad ta-
sendil, mida nimetatakse antud pinna diameetertasandiks,
tapsemalt antud koolude sihi kaasdiameetertasandike (ehk
koolude sihiga konjugeeritud diameetertasandiks ehk koolu
8ihile vastavaks diameetertasandiks),

Clgu paralleelsete koolude sihivektor & = (1,m,n), El~
liptilise paraboloidi (15.1) korral eeldatakse, et antud
siht ei ole kollineaarne paraboloidi teljega., Huperboolse
paraboloidi (15.2) korral eeldatakse, et antud siht ei ole
paralleelne tasanditega

X

hi
\'p T

= U. (15.5)




Farelleelsete koolude poolt maaratud diameetertasandi vor-
rand elliptilise paraboloidi korral on

;§ + E% = n (15.6°

ja huperboolse paraboloidi korral
D M = \i
P g = D (15.7;

Paraboloidide korral koik diameetertasandid on peralleelsed
paraboloidi teljega,

Peiat jarku pinna dismeetriks nimetatakse girget, millel
asuvad pinna tsentraalsete paralleelloigete keskpunktid., Kui
A= (4,B,0), C 4 0 on paralleclsete loiketasandite normaali
sihivektor, siis tacandite parve poolt maaratud diameeiri
vorrand elliptilise paraboloidi korral on

x=-80, y--Bg (15,8)

Ja huperboolse paraboloidi korral

x=-28,y=88. (15.9)

Selleks, et tasand loikaks pareboloidi miids tsentraalset ko-
verat (reaalset vol imaginaarset), on tarvilik ja piisav, et
tasand 15ikeks parabololdi telge. '

Elliptilise paraboloidi (15.1) korral leidub kaks parve
paralleelseid tasandeid, mis ldikavad peds paraboloidi mdo~
da ringjooni, s,%t. elliptiiisel paraboloidil leidub kaks
parve ringjooni. Vaadeldud paralleelsete tasandite parved
madratakse vorranditega

po VETTTTJ1 Yy + VQ; Z + 1:VE; =0, % <\£Lé}—9 .

kus ¥ on muutuv reaalne parve parameeter,

Kui p = q, &lils need parved Ghtivad,

Niide 2. Telst j&rku pind on miiratud virrandigs y° -
- x° = 82, Teha Joonis! Millise pinna msarab antud vorrand?
- Lahendus, Pind on vordhaarne hiiperbooine paraboloid,
Joonise tegemiseks leiame pinna 1giked reeperitasanditega,
Loige yz~tasendiga x = O on parabool y = 82, x = 0, mille
summeetriateljeks on z~%elg, telje positiivme suund Uhtib z-
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telje positiilvse
guunage ja para-.
meatel L = 4 (vt,.
joors 15.5). Loi-
ge xz-tasandiga

y = 0 on parabool
x2 = -8z, y = 0,
mille summeetria-
teljeks on z-te2lg
Ja telje positiiv-
" ne suund uhtib z-
telje negatiivse
suunaga, Laige b ¢ 25
tagandiga paral-
leelse tasandiga Joonis 15 5.

¥y = h on parabool, mille summeetriatelg on paralleelne A
teljega, telje positiivne suund uhtih z-telje nggatiivse

suunaga ja parabooli tipp asub punktis X,(h, O,g-) Seege, an-
tud vordhaarsn huperboolse paraboleoidi kirjeldab parabool

2 - 8z + h y = b liikumisel ruumis nii, et tema tesand
jaab kogu liikumise viltel paralleelseks yz-tasandige ja pa-
rabooli %ipp M, libiseb mooda xz-tasandil olevat parabooli
y2 = 8z, x = O, Liikuvate paraboolide parve parameetriks on

h (1oiketasandi kaugus xz-tasandist -~ <o <h < o),
. n . 2
Naide 3. Toesiada, et huperboolse paraboloidi %% - %— =

= 2z voime saada parabooli liikumisel ruumis jiregmiselt:
liikuve parabooli tipp liigub mooda teist parabooli, liiku-
va parabooli telg on igal liikumise momendil vastessuunalie
ne liikumatu purabooli teljega ja liikuva parabooli tasand
on risti Iiikumatu parabooli tasandiga ning liikuva paraboo-
1i tasandid moodustavad paralleelsete tosandite kimbu. Teha
Joonis juhul, kui p = 4, q = 2,

Toestus. Uurime pinna 15ikeid tasandiga. Loige yz-tasan-
diga x = O on parabool



L -- | :
J 2 (15.10)

mille telje positzivne suund uhtidb z-telje negatiivse suuna-
ga ja mille parameeter on q (vt. joon. 15.,5). Loige xz~-ta-
gandiga y = O on parabool

2 15.11)
%_gh, (15.11)
y =0,

mille telje positiivne suund uhtib z-telje positiivse suune-
ga ja parameeter on p. Paraboolide (15.10)3a (15.11) tasandid
on risti ja paraboolide teljed vagstassuunalised,

Loiked tesanditega y = h on kongruentsed paraboolid

2
{12 = 2p(z + %a), (15.12()
y

h,
mille tesand on paralleelne xz-tasendiga (s.t. parabooll
(15,11) tasandiga), telje suund uhgib z~telje positiivse suu-
nage ja tipp esub punktis Q(O h,%—), mis on parabooli (15.10)

punkt, Seega, toepoolegt, aniud huperboolset paraboloidi -
kirjeldab parabool (15. 12) xirjeldatud liikumisel mooda para-

booli (15,10), Joonise 15.5 korral p = q = 4«

1. Ohekattene huperboloid2
15,15.}Leida huperboolse paraboloidi §- %—5 = 22 ja

sirge ——'é-— I - Z =2 13ikepunktid.
15,16, Toestada, et huperboolsel paraboloidil el leidu
elliptilisi loikeid, 2

2
15,17, Lelda, huperboolse paraboloidi 1— I_ ¥y pea101—

ked. Teha joonis.

15,18, Joonestada huperboolse paraboloidi I - y2

pealoiked ja peatelgedega paralleelsete lrigete progektsioo-

nid, reepertasandile.

'5 15419, Veendudg, et tasand y + 6 = O 1oikab huperboolset

2
paraboloidi 5— - %— 6z mooda parabooli. Lelda loikeparaboo-

1i parameeter ja tipp.
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15,20, Millist koverat mooda 13ikab2tasand 3x - 3y +
2
+ 4z + 2 =0 huperboolset paraboloidi E' 3— : y 7 Tsent-
raalse loikejoone korral leida 1loikejoone keskpunkt.

15,21, Toestada, et vorrand z = xy maarab huperboolse
paraboloidi.

15,22, Toestada, et huperboolse paraboloidi parameetri-
listeks vorranditeks on

x -Vp (u + v),
y:ﬁ(u—v), p» 0, g »O,
Z, =.2UvV,

‘kus u ja v on suvalised reaalarvud. Millised koverad madra-
vad vorrandid u = const ja v = ccnst,

. 2. Paraboloidide diameetertasandid ja dlgmeetrid

§ 3. Koostada elliptilise paraboloeidi E- +~%—

(p> 0, q> 0) loikamisel paralleelsete tasanditega Ax +
+By +Cz+A=0 (-20< N4 00, C£O0) tekkinud 1loigete

keskpunktide vorrand, ) )

15.24. Leida hilperboolse paraboloidi %—- - Yq—- = 22

(p> 0, q > 0) loikamisel paralleelsete tasanditega Ax +
+By +Cz+ A =0 (-oc0<n<oy C # 0) tekkinud 1oigete

keskpunktide vorrand.,

15.25. Toestada, et elliptilise paraboloidi 53 + I_ = 2%
(p> 0, g > 0) loikamisel kahe kaasdiameetertasandiga tekkl-
nud laikeparaboolide parameetrid p' ja q' rahuldavad — seost
P' + q' =D + Q.
Marius. Kahte diameetertasandit nimetatakse kaasdiamee-
tertasanditeks, xui kumbki labib teise kaasdiameetrlt.

15.26. Toestada, et huperboolse paraboloidi X . Z;
loikamisel kahe kaasdiameetertasandiga 1oikeparaboolige pa-
rameetrid p' ja g' rahuldavad secst p' - q' =P - q.
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- - 2 2
15,27+ Toestada, et huperboolse paraboloidi %L - %r-= 22

(p> 0, q > 0) loikamisel kahe ristuva diameetertasandiga
loikeparaboolide parameetrid p' ja ' rahuldavad seost

1 _1 _1_1
TP’

-3, Huperboolse paraboloidi sirgjoonsed moodustajad

J 15,28. Veenduda, et punkt M(1,3,~1) asub huperboolsel
paraboloidil 4x2 - 22 = Yo Koostada punkti M labivate sirg-
joonsete moodustajate vorrandid.

4'15, 9. Veegdudaé et punkt A(~2,0,1) asub huperboolsel

pareboloidil fL - %— = z, Leida punkti A labivate sirgjoon-

gete moodustajate vaheline teravnurk.
‘ 2

H . 2
N 15,30, Leida hiperboolse paraboloidi %E - %— = z punkbi

A(6,-1,2) labivad sirgjoonsed moodustajad,
2

15,31, On antud huperboolne paraboloid x° —'f- =z Ja
uks tema'puutujataaanditest:-10x -2y - 2 - 21 = 0, Koostada
sirgete, mida mooda puutujatasand loikab entud pinda, kanoo-
nilised vorrandid. )

15,32, Toestada, et tasand 2x - 12y - z + 16 = O loikab
huperboolaset paraboloidi x2 - 4y = 2z mooda sirgjoonseid
moodustajaid. Koostada nende sirgjoonsete moodustajate vor-
randid.

2

: 2
15,33, Leida paraboloidi %E - %— = z sirgjoonsed moodus-
tajad, mis on paralleelsed tasandiga 3x + 2y - 4z - O.

15,34. Koostada huperboolse paraboloidi x2 - ya = 22

ristuvate sirgioonsete moodustajate loikepunktide hulga vor~

rand,
2 2

15.35. ‘Koostada huperboolse paraboloidi 5— - %— = 2%

ristuvate sirgjoonsete moodustajate loikpunktide hulga vor-
I'and- .

15.36. Toestada, et suvaline tasand, mis 1&bib huperbool-
se paraboloidi sirgjoonset moodustajat ega ole nurallee;ne
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selle pinna teljega, labib veel huperboolse paraboloidi
teist sirgjoonset moodustajat, kusjuures see tasand on pinna
puutujatasandiks vaadeldud sirgjoonsete moodustajate 1oike~

punktis,
2 2
15.37. Leida huperboolse paraboloidi -g— -l 2 2g

(p> 0, ¢ > 0) sirgjoonsete mooduatajate projektsioonid xy-
tasandil,

2
15.38. Toes‘l:e..da, et pinna-ﬁ—-bqv— 2z (p » 0, q > 0)
sirgjoonsete moodustajate projektsioonid xz-tasandile puutu-
vad parabooli x2 = 2pz, ¥y = O.

15.39. Uurida, kuidas asuvad hiiperboolse paraboloidi

2 2
%s - 56 = z sirgjoonsete moodustajate projektsioonid reepe-
ritasanditel pinna pealoigete suhtes.

15.40. Leida huperboolse paraboloidi sirgjoonsete moo~
dustajate projektsioonid pinna tippu labivale puutujatasan-
dile.

15.41. Toestada, et hiiperboolse paraboloidi sirgjoonse
moodustaja projektsioon huperboloidi tippu labival puutuja-
tasandil on paralleelne vaadeldud puutujatasandil asuva
Birgjoonse moodustajaga.

15.42. Toestada, et hiiperboolse paraboloeidi ige kaks
sirgjoonset moodustajat 1) erinevatest parvedest 1loikuvad;
2) uhest ja samast parvest on kiivsirged.

15.43. Toestada, et hiiperboolse paraboloidi tippu 1abiv
pinna iga puutuje poolitab sirgjoonse moodustaja loigu, mis
jaab selle pinna kahe summeetriatasandi vahele,

15.44. Koostada sellise sirgehulga vorrand, kus hulga
. 2 2
iga sirge labib paraboloidi %; ¥ 53 = 2 ainult tema tipus
Ja seejuures ei ole tema puutujaks.

15.45. Kahel kiiveirgel on voetud vordsete vahemikega
uksteisele jargnevad punktid: sirgel a punktid 1,2,3,¢4e,
sirgel a' punktid 1',2',3% .00 Taestada, et sirged
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111,22',33',44',... asuvad uhel Ja samal huperboolsel para-
boloidil. Sellel omadusel pohineb huperboolse paraboloidi
niitmudeli konstruktsioon.

4. Mitmesuguseid nlesandeid

5 46, Leida ruumi punktihulk, mille jiga punkt asub
vordsel kauguael kahest antud kiivsirgest.,

15,47. Koostads kahest antud sirgest xx I =0 Ja
x (1+73)=-T+ 7 vordsetel kaugustel asuvate punktide
hulga vorrand vektor- Jja koordinaatkujul,

15.48. Koostada punktihulga vorrand, kui hulga iga punk-
t1 kauguste suhe kahe antud kiivsirgeni on etteantud arv De

15.49. Leida hilperboolse paraboloidi vorrand, kui reepe-
ri alguspunkt asub pinna suvalises punktis X,, x- ja y-tel-
jeks on punkti X, labivad girgjoonsed moodustajad Ja z-telg
on paralleelne paraboloidi teljegsa.

15550. Leida punktil X (X,,¥0s%o) labiva paraboloidi

%‘— - g— = 2z selline loiketasand, mis annab 15ikeks tgent=
raalse kovera keskpunktiga punktis X..

15.51., Koostada sirge liikumisel ruumis kirjeldatud joon-
pinna vorrand, kui liikuv sirge toetub paraboolidele
fy = 2x, ja .{22 = -2x,
12 =0 y =0
ning jaab kogu liikumise valtel paralleelseks tasandiga
Yy -2 =20,

5,52. Sirge libiseb mooda sirgeid ——3—— g -—f—l Jo

§7= L E 8 Z : 4 paralleelselt tasandiga 2x + 3y - 5 =

Koostada tekkive joonpinna vorrend.
15,53, Paralleelselt iseendaga libiseb parabool x2 = 2pz,

Y = O oma tipuge mooda teist parabooli y° - -2q2z, X - O.
Koostada tekkinud pinna vorrand,
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15.54. Toestada, et ukskoik millised kolm antud tasandi-
ga paralleelset paarikaupa kiivat sirget me ka ei vataks,
alati on antud sirgeid 15ikavate sirgete punktide hulk hi-
perboolne paraboloid,

15.53. MG3da kehte sirget 252 . F=251 3 % -
- 1L§%1-= E-%-l liiguvad kaks punkti lthesuguse konstantse
kiirusega, nad lgbivad‘samaaegselt xXy-tasandi, kuid uks alt
ules, teine iilalt alla. Koostada pinna vorrand, mille kir-
Jjeldab sirge, misg uhendab kahte kirjeldatud liikuvat punkti,

15.56. Paarikaupa ristuvatest tasanditest moodustatud
kolmetahulise nurga tasandid pundutavad elliptilist parabo-
loidi. Toestada, et selliste kolmetahuliste nurkade tipud
méaravad elliptilise paraboloidi teljega ristuva tasandi,

15.57+ Paarikaupa ristuvatest tasanditest moodustatud
kolmetahulise nurga tasandid puudutavad huperboolset parabo-
loidi. Toestada, et selliste kolmetahuliste nurkade tipud
maaravad huperboolse paraboloidi teljega ristuva tasandi,
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6. peatukk

KOONUS. SILINDER
§1. Koonus .

1. Poordkoonus. Ruumi koigl selliste punktide X hulka,
mille punktide korral antud punktist S suunduved vektorid 5X
moodustavad antud sihi vektoritega aniud nurga &K, nimeta-
takse poordkoonuseks (Joon. 16.1,). Punkti S nimetatakse
koonuse tipuks, punkti S labivat, antud sihiga sirget - tel-
jeks (poordeteljeks). Poord- '
koonust voib vaadelda kui
poordpinda (voi joonpinda),
mille kirjeldab koonuse tip~-
pu labiv sirge poorlemisel
umber koonuse telje. Sirgeid,
milledest poordkoonus koos-
neb, nimetatakse koonuse
girgjoonseteks moodustajateks
ehk lihtsalt moodustajateks.
Tipp jagab poordkoonuse ka-
heks osaks, nn. ketteks. Olgu
poordkoonuse suvalise punkti
X ja koonuse tipu S kohavek-
torid vastavalt X =(x,y,z),

8 = (Xg,¥01%0) Ja telje sini-

dhikvektor ¥ = (1,m,n), siis Joon. 16.1.
koonuse vektorvorrand omab kuju *rix ‘_i) = cos K
'X - B
ehk . i
[? (x - Eljz - (x - 8)%cos’& = O. (16.1)

Poordkoonuse vorrand ei soltu telje sihivektori suuna vali-
xust. Poordkoonuse vorrand (16.1) on ristreeperi korral kir-
jutatav kujul

-T2 =



[1(x = x,) + mly - y5) + n(z - Zol]e -

-{tx - x¢)2 + (y - yo)Q + (z = z°)2J cos%x =0, (16,2)
Poordkoonuse vorrand (16.2) on eriti 1thtne, kui ristreeper
on valitud selliselt, et poordkoonuse Tipp on reeperi algus-
punktiks 0(0,0,0) ja p53rdeteljeks on z-telg (sihivektor fa@,
k =1(0,0,1)). Kirjeldatud reeperi valiku korral poordkoonu-
se vorrand (16.,2) omab kuju

x° + y° - z2ten?a - O, (16.3)

Tahistades ten X = k, saame

x2 + y2 - kzzz =0

ehk
2 2

fz + iﬁ - 22 = 0.

Vorrandit nimetatakse poordkoonuse kanooniliseks vorrandiks,

Poordkoonuse loiget tasandiga, mis el 1abi knonuse tippu,
nimetatakse koonuseloikeks (joon. 16,2-4), Phordkoonuse 10i-
keks poordeteljega ristuva tasandiga z = h on ringjoon, mil-
le keskpunkt asub z-teljel ja raadius on R = | h tanax),

2, Koonus. Koonuseks ehk kooniliseks pinnaks nimetatakse
. pinda, mille kirjeldab liikuv sirge (moodustaja), 1lZbides
kogu liikumise valtel kindlat punkti S (koonuse tippu) ja
loigates mingit koverat (juhtjoont).

Kui koonuse juhtjooneks L on reaalne mittelagunev teist
jarku kover ja koonuae tipp S ei asu juhtjoone tasandil,siis
sirgete hulk, mille sirged uhendavad punkti S juhtjoone koi-
kide punktidega, on teist jérku koonue (mdaratakse ruutvir-
randiga). Teist jarku koonuse kanooniline verrand on

2 2 2
X + -2, .0, (16.4)
peidis B

Teist jarku koonuse erijuhuks on poordkoonus. Kui yz-tagsane—
dil asuv sirge

"

O,
= 0

i

X oln
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poorleb umber z-telje (vt.
joon. 16.2), siis tekkinud
poordkoonuse vorrand on
(vt. poordpind)

x° 1; z° 0'

+ - = .
b2 2 c°
{lldise teist jarku

koonuse (16.4) voime saada
poordkoonusest ruumi kokku-
surumisel x-telje sihis:

x=2%y-Y 2=2
Teist jarku koonusel
(16.4) on kolm summeetria-
tasandit, kolm summeetria-
telge ja uks summeetria-
keskpunkt (koonuse tipp).

Koonuse teljeks on summeet-

riatelg, mida labivad sum-
meetriatasandid loikevad

puutujaks, nimetatakse antud

Joonis 1043,

Joonis 16.2.
koonust rohkem kui nhes punktis,

Teist jarku koonuse loiked tel~-

- T4 =

ge lébivate tasanditega on 16ikuva-
te sirgete paarid, teljega loikuva-
te tasanditega aga ellipsid,
boolid voi hiiperboolid. Loige
sandiga, mis 1oikab koonuse koiki
moodustajaid, on ellips (vt. joon.
16.2). Loige tasandiga, mis on pa-
ralleelne parajasti uhe moodustaja-
ga, on parabool (vt. joonis 16.3).
Teist jarku koonuse loige tasandi-
ga, mis on paralleelne parajasti
kahe moodustajaga, on huperbool
(vt. joonis 16.4). Koonust, mille
iga moodustaja on antud pinna

para-
ta-



pinna puutujakoonuseks. Antnd
pinna puutujakoonuseid on 1lop-
mata palju.
Naide 1. Koonuse tipp

asub punktis S(a,b,c¢) ja koo~
nuse juhtjoone vorrandid ~n

£,(x,5,2) = 0O,
'{fz(x,y,z) = 0,

(16.5)

Koostada koonuse vorrand.
Lahendus. 0lgu X(x,y,z)
koonuse juhtjoone suvaline
punkt je P(X,Y,Z) punktiga X
ja S maaratud koonuse moodus-
taja suvaline punkt. Otsitava

koonuse moodustaja vorrandid
omavad kuju

X-8 Y-bh _ 2 ~c¢
x_a=y_ﬂb-z_c'(1606)'

Elimineerides vorrandisustee= Joonis 16.4,
mist (16.5) ja (16.6), mis koosneb neljast vorrandist, juht-
joone punkti koordinaadid x,y,z, saamegi otsitava koonuae
vorrandi.

Markus. Kui kaonuse tipp asub reeperi alguspunktis, siis
koonus maaratakse homogeense vorrandiga.

Naide 2. Koostada koonuse vorrand, kui koonuse tipp asub
reeperi alguspunktis ja juhtjoon on masratud vorrandisistee-
miga
{x2+y2+(z-5)2=9s

z =.4.

Lahendus. Olgu P(X,Y,Z) juhtjoone punkti X(x,y,z) 1abiva

koonuse moodustajes suvaline punkt., Siis koonuse moodustaja

vorrandid on % = é = % « Elimineerides vorrandisusteemist
4 y°-(z-572%20,
Z=4,
_X_.2
X"y 2z
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juhtjoone punkti X koordinsadid x, y, zZ, saamegl otsitava

koonuse vorrandi Xa +'Y2 - %— = 0.

Markus. Elimineerimine on lihtne, kui teisendada moodus-
taja vorrandid parameeirilisele kujule ja korrutada pinna.
vorrandit parameetri ruudugs.

Naide 3. Koostada teist jarku pinna F(x,y,z) = O puutu-
jakoonuse vorrand, kui koonuse tipp asub punktis S{a,b,c).

Lahendua. Otsitava koonuse moodustaja kanoonilised vor-

randid on 22 = & = bz = S, millest saame parameetrili-
sed vorrandid

x = 1t + a,

y =mt + b, (16.7)

z = nt + c.
Kuna iga otsitava koonuse moodustaja omn antud pinna puntujaks,
gils moodustaja omab pinnaga kaks thtivat loikepunkti. Asen-
dades moodustaja parameetriliaed vorrandid pinna vorrandisse,
sagme parameetri t suhtes ruutvorrandi

At%2 + Bt + C = 0, (16.8)
mig peab ilesande eelduste jargi omeme kaks uhtivat lahendit.
Jarelikult, vorrandi diskriminant peab olema null:

B% - 4AC = O, (16.9)
Elimineerides siusteemist (16.7),(16.9) moodustaja sihivekxto-
lr1 koordinsadid 1, m, n ja puutepunkti parameetri t, saame-
gi otsitava puutujakoonuse vorrandi. Meenutame veel, et moo—-
dusteja sihivektori koordinaatidest uhe voib alati valida
vabalt (sobiv nullist erinev arv, naiteks uks), sest Bihl—
vektorit voib alati korrutada nullist erineva arvuga.

Markua. Kui huvitab ka puutujakoonuse moodustaja ja pinna
puutepunkt, siis selle paremeetrl leiame vorrandist (16.8),
arvestades seost (16,9) ¥ =- gI‘ Asendades leitud t veartuse
moodustaja parameetrilistesse vorranditesse, saamegi otsitava
puutepunkti,

Naide 4. Koostada reeperi alguspunkti labivate sfaari
(x - 5)2 + (y + 1)2 + z° = 16 puutujate hulge vorrand,
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Lahendus, Iga sirge, mis labib reeperi alguspunkti, voib
esitada worranditegza f = %-= % ehk x = 1t, y = mt, z = ni.
RKuna sirge puutub sfaari, siie girgel on sfaariga kaks ih-
tivat loikepunkti (puutepunkti), Jarelikult, vorrandisisteem

(sirge vorrand pluss sfiari vorrand) peab omama kaks reaal-
set ja uhtivat lahendit g.t. susteemi lahendamieel tokkiva
ruutvorrandi (1t - 5)° + (mt + 1) + (nt)? « 16 diskrimi~
nant peab olema vordne nulliga. See ongl tingimus, mida
~peavad rahuldama puutuja sihivektori koordinaadid:

2 + 0%)t2 - 2(51 - m)t + 10 = O,
A = (51 - m)2 - 10(12 + m° + nz).

Jirelikult, (51 - m)? - 1022 + m® + n°) = 0.

Asendades viimases vorduses 1l jan nende avaldistega moodus—
taja vorrandist 1 = f, m= % n = ? ja korrutades saadud
vorrandit t°, saamegi otsltava puutujate hulga vorrandi

(5z - )2 - 10(x2 + y° + 2°) = 0. Otsitav puutujate hulk om
koonus, mida nimetatakse sfaari puutujakoonuseks.

(12 + I

1. Koonus

16,1. Poordkoonuse tipp asub reeperi alguspunktis, z-
telg on koonuse teljeks js punkt M(3,-4,7) on koonuse punkt.
Koostada koonuse vorrand.

16,2, Koostada poordkoonuse vorrand, kui koonuse tipp
asub punktis S, koonuse telg on paralleé¢lne vektorige e
ning moodustaja ja telje vaheline nurk on :

1) S(Xos¥o0920)s 8 = (a,b,c),.' 4 = \Po, 2) 8(1,2,3), @& =

= (2,2,-1). v =5
16.3. Leida koonuse 1) <2 4+ ¥° = g2 s 2) x° + y 3- a0
poordetelje ja moodustaja veheline nurk.

2

16.,4. Sirge ——3—- % E poorleb umber x-telje. Koos-
tads sirge poorlemisel tekkinud pinna vorrand.

16.5. Hulga sirged l&ébived punkti A(3,0,5) ja moodusta-
vad xy-tesandige nurge 4%L . Koostada sirgete hulga vor-
rand.
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16,6. Koostada koonuse vorrand, kul koonuse tipp asub
punktis 5(1,2,4) ja koonuse moodustajad moodustavad tasandi-

ga 2x + 2y + z = 0 nurga 45°,

16.7. Leida koonuse x2 + y2 - z2 = 0 moodustajate ja ta-

sandi 5x + 10y = 11z = O vaheline teravnurk.

16,8. Koostada koonuse vorrand, kui koonuse tipp asub
punktis 5(x,,¥,,%,) ja koonuse moodustajad 1oikavad tasandit
a.x+by+cz+d=0nu.rgaf5 all,

16.9. Koosteda koonuse vorrand, kui koonuse tipp asub
reeperi alguspunktis ja juhtjoon on maaratud vorrandisistee-
<l 2

miga 2 2 2
1) (X s Ly = 9 2)(Zy 4 Z _ 1, 3)[E, 4+ 2 - 4
2 et D)Fraan »[heshan,
X

z=0, y:b, =$.

16.10. Koostada koonuse vorrand, kui koonuse tipp asub
reeperi alguspunktis ja juhtjoon on masratud vorrandisustee—
migs

x2 -2z +1 =20,
'{y'- zZ+1=0.

16,11, Poordkoonuse tipp asub reeperi alguspunktis, y-
telg on poordkoonuse teljeks, poordetelje ja moodustaja va-
heline nurk on 60°., Koostade poordkoonuse vorrand.

16,12, Koostada poordkoonuse vorrand, kui poordkoonuse
moodustajateks on reeperiteljed.

16.13. Koostada poordkoonuse vorrand, kui tema tipp asub
punktis '§(1,2,3), poordetelg on risti tasandiga 2x + 2y -
~ 2 + 1 = 0 ning poordetelje ja moodustaja vaheline nurk on
30°.

16,14. Koostada esimeses ja seitsmendas oktandis asuva
poordkoonuse vorrand, kui x~ ja y~telg on koonuse moodusta—

Jateks, aga z-telg moodustab koonuse poordeteljega nurga 2%.

16.15. Poordkoonuse juhtjooneks on xy-tasandil asuv
ringjoon raadiusega r. Koonuse telg on risti juhtjoone ta-
sandiga, tipp asub z-teljel ja tipu kaugus juhtjoone tasan-
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dist on h, Koostada poordkoonuse vorrand. Teha joonis.

16,16, Poordkoonuse juhtjooneks on ringjoon raadiusegs
5, poordételg on risti juhtjoone tasandiga ja tipp asub
juhtioonest 7 ihiku kaugusel. Koostada poordkoonuse vorrand,

16517+ Koostada koonuse vorrand, kui en antud koonuse
tipp S ja juhtjoone vorrandid:

2 2
1) Sfo’o’c) ja-!z + b% = 1, z = 03
a

2) 5(3,-1,=2) ja x° + 32 - 22 =1, X=-Y+ 2= 03

3) $(-3,0,0) j&a 3x° + 6y° =x =20, X+ ¥ + 5 = 1.
16,18. Koostada punktist S(4,0,-3) ellipsit

2 2
g§+'§—31’
= 0

projekteeriva koonuse vorrand.

16.19. Koostada koonuse vorrand, kui koonuse tipp asub
punktis S(2,3,6), xy-tasand 15oikab otsitavat koonust mooda
ellipsit, mille teljed on paralleelsed x- ja y-telgedega ja
ellips puutub reeperitelgi.

16,20, Sirge labib punkti S(0,b,0) ja libiseb mooda hi-

"perbooli
s 2

c a
{y=0.
Koostada liikuva sirge poolt kirjeldatud koonuse vorrand,

16.21. Sirge labib punkti A(0,0,2) ja libiseb moeda hu-
perbooli ‘

{f'r-%
2 = J. _
Koostada liikuva sirge poolt kirjeldatud koonuse vorrand,

16,22. Koostada koonuse vSrrand, kul koonuse tipp asub
punktis 5(0,0,a) ja juhtjooneks on hiiperbool 2xy = a2, z =0.

16,23+ xy-tasandil asuva parabooll tipp en reeperi al-
guspunktis, parabooli teljeks on x-~telg ja telje suunaks x-
telje positiivne suund, parameeter P = 2. Koostada koonuse

79



vorrand, kui koonuse tipp.asub punktis S(0,0,8) ja juhtjee-
neks on kirjeldatud parabool.

16,24. Koostada koonuse vorrand, kui koonuse tipp asub
panktis 5(0,0,p) ja juhtjooneks em parabsol y° = 2px, z = O.

16,25. Koonuse tipp asub punktis €(0,0,2R) ja koonus la-
bib ring%oant
(x + 55 + 2° = 2Rz, .
Iax + by + ¢z + d = 0,
Koostada koenuse vorrana.

. 15126. Poerdkoonuse teljeks en sirge-E—E—Q = !:5:1-=
— Ja tipp asub yz-tasandil, Keostada koonuse verrand,

teades, et punkt M(1,1 -'g) asub poordkoonugel.
16,27. Toestaaa, et keenuse 55 It £y = 0 suvaline
nermaal lsikab koenuse telge,

16,28. Teestada, et koonus, mille tipp asub pssrdparabe-
loia1 meridiaanloike fookuses ja juhtjooneks on sama poord-
paraboloidi suvaline tasandiline loige, on poordkoonus, .’
Markus. Poordpinna meridisanloikeks nimetatakse pinna loiget
pooraetelge labiva tasandiga.

16.29. Tﬁes%ada, et vorrand z2 = xy maarab koonuse, tipu-
ga reeperi alguspunktis.

16,30. Toestada, et koonuseloiked paralleelsete tasaendi-
tega on sarnased. (Valjas arvatud koonuse loiked tippu.labi-
vate tasanditega, mille korral teist jarku koverad kiduvad
xas sirgete peaariks voi punktiks.)

16,31. Toestada, et teist jarku koonus, mille tipp.asub
reeperi alguspunktis ja mille juhtjooneks on kover f£(x,y) =
= 0, & = 1, maaratakse homogeense vorrandiga. Vaadeldud koo-
nuse koik punktid, valja arvatud reeperi alguspunkt, rahul-
davad vorrandit f(%, %) = O.

2. Puutujakoonus

16,32, Koostada sfaari (x+ 2)2 + (y - 102 + (2 -~ 3)2 «
= 9 puutujakoonuse vorrand, kui koonuse tipp asub reeperi
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alguapunktis.

16,33, Leida sfaari. x° +. y2 + 32 = RZ puutujakoonuse
vorrand, kui koonuse tipp asub punktis €(0,0,c), e r.

16,34. Koonuse tipp asub punktis S(5,0,0) ja koonuse
~ moodustajad puuntuvad sfaari

1) x° + y2 + 2% = 1,

2) x2 + y? + z2 = 9,
Koostada Xoonuse vorrand.

16,35, Leida sfaari (x = a)2 + (y - )2 = (5 - ¢
puutujakoonuse vorrand, koonuse tipp on S(Xo Yo sZo)e

16.36. Koonus puutub sfaari, mille raadius on 6 ja kesk-
punkt asub punktis C(0,4,1). Koonuse tipp asub punktis
5(8,0,0). Koostada koonuse vorrand.

)2=R2

16,37. Koonuse tipp asub punktis S(X,,¥.,2,) ja koonus
puutub sfaari x° + y° + z° = R°. Millises subtes Jjagad ring-
joon, mida msada koonus puutub sfaari, sfaari pinda?

2 2

__6_._2_. Koostada punkti S(5,1,0) labivate pinna 'B_ E— +
+ 1_ = 1 puutujate hulga vorrand.

x°  y2 42 |
_ ,22 Koostada ellipsoidi 5 + *5 tg = 1 puutujakoco-
' nuse vorrand, kui koonuse tipp asub punktis S(6,0,0).

” 16.40. Koonuse tipp asub punktis 153 03 O 5) ja koonuse
f koik moodustajad puutuvad ellipsoidi T+ %— 3— = 1. Koosg~

tada koonuse vorrand., ”

2 2
16.41. Toestada, et ellipsoidi 52 + Zé.+_§? = 1 puutu-
8 b c

A
jakoonuse vorrand on

(I+y° +52_1)&~_( Z _1)I.+
EgE T 2R G
52

"'0191):

kui koonuse tipp on punktis S(xX,,¥5s20)e ” ,
16,42, Koostada uhekattese hﬁperboloidi.f; + §— - 2% =1
puutujate hulga alamhulga vorrand, kui alamhulga sirged moo~

dustavad reeperitelgede sihivektoritega vordsed nurgad.
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16,43, Koostads koonuse vorrand, kui kooaus puatmb kah-

te antud sfaari
P 12 + :2 - & = 0, ,
x4 ,2 + (2= 192 -1 . 0.

2 2 2
16,44. Koostada ellipsoidi 32 + 12 + 52 = 1 puutujakoo~
a B .

nuse vorrand, kul koonuse tipp asub ellipsoidi valispunktis
S(IOOyg t‘g)o

16,45, Koostsda kocnuse vorrand, kui koonuse tipp asud
punktis S(z,,yﬁ,s.)zja kganul on uhekattese voi kahekattese

hiiperboletdi Zy + iz - £, = 1 1 puutujakoonuseks.
a c

16446, Sirgete hulgs sirged 18bivad teist jarke pinna
xeskpunkti ega oma teist jarku pinnaga thtegl ihist reaal-
set loikepunkti., Koostsda sirgete hulga vorrand.

‘ 2
16447. Punkt 8(X,s¥os%0) on elliptilise paraboloidi %7 +

+ %E = 25, p> 0, q > O,valine punkt. Koostada teist jarkw
Xoonuse vorrand, kul koonuse tipp asub punktis S Ja ¥oonus
on antud elliptilise paraboloildi puutujakoonuseks. Koostada
punkti S polasrtasandi vorrand antud elliptilise paraboloi-
di suhtes.

Mirkus. Punkti 3 polaartasandiks sntud teist jarku pimna
suhtés nimetatakse tasandit, millel asub sntud pinna j& an-
tud pinns puntujakoonuse puutepunktid, kul puutujakoonuse

tipp asudb antud punktis,

16,48. Koostads poordkoonuse vorrand, kui koonus puutub
x5~ ja ys~tassndeid mooda x- ja y-telge.

16,49. Poordkoonus puutub esimeses j& seitemendas oktan-
dis xoiki koime reeperitasandit. Koostads poordkoonuse vor-
ma. ’ V

§2. Silinder

S3lindriks ehk silimdriliseks pinnaks nimetatakse Joon-
pinda, mille kirjeldad sirge (zilindri mooduszaja) liikumisgel
ruumis, jéddes kogu liikumise vialtel paralleelseks mingi fik-
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geeritud sirgega ja loigates
kogu liikumise valtel mingit
kindlat koverat (juhtjoont).

Iga joont, mis asub s8i-
1indril, nimetatakse silind-
ri jubtjoomeks, kui silindri
iga mcodustaja loikab seda
joont fhes ja ainult uhes
punktis. Juhtjoont nimetatak-
se tasandiliseks juhtjooneks,
xui ta on silindri js mingi
tamandi loikejoon. Silimdrit
voime defineerids kui algebra-
1ist pinda, mille vorrand so-
bive reeperi korral ei sisal-
da uhte muutunjatest x,y,s.
Naiteks f(x,y) = O (ei sisal-
da muutujat z). '

Xui silindri juhtjooneks L
on reaalne mittelaguv teist Joonis 16,5
jarku kover ja moodustaje si-
hivektor & ei ole paralleelne
juhtjoone tasandigs, siis
juhtjoome L koiki punkte labi-
vate j& vektoriga E paralleel-
sete sirgete bulk om teist
jarku_silinder. Teist jariku
gilindreid (maaratakse ruut-
vorrandiga) on Xolme tuupi ja
nende kanoonilised vorrandid
on vastavalt:
1) elliptilins silinder (vt.
Joon. 1645 }:

12
-5 + = 13 (16.10)
a- b .
2) hEésrboolne silinder (vt.
joon. 16,5): Joonis 16. ¢
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2 2

Ey =Ly = 1; (16.11)

a b .
3) paraboolme silinder (vt,
JOOn 1607):

yz = 2pX.
Bliiptilise silindri eriju-
huks on poordsilinder. Poord-
silindri voime kergesti saada
sirge poorlemisel umber enda-
ga paralleelse telje (vt,
poordpind). Kul poordsilindei
telg on paralleelne g-=teljega,
siis poordsilinder loikab xy-
tasandit mooda ringjoont. Xui
gelle ringjoone keskpunkt asub
punktis C(a,b,0) ja ringjoone
rasdius on r, eiis poordsilind- Joonis 16,7
ri vorrand on

(16412)

2

(x - )? + (y - »? -1 .o0. &
Najde 5. Silimdri juhtjoo- /
neks om kover SRR
(2. ( ) =0 M
{ 1(%:5,2) = 0, (16413)
Ja silindri moodustaja on pa- ¢
ralleelne vektoriga 8 =

= (1,m,n). Koostada silindri

vorrand.
Lahendus. 1) Otsitava si-
lindri moodustaja vorrandid on '~ Joonis 16,8
Igr-tox 22, (16, 14)

kus X(xz,y,2) on juhtjoone suvaline punkt ja P(X,Y,2) on moo-
dustaja suvaline punkt (vt, joon. 16,7). Elimineerides nel-
jast vorrandist koommevast susteemist (16.13) ja (16.,14) si-
hivektori koordinaadid 1,m,n, sasmegi otsitava silindri vore
randi, :
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Narkus, {llesande lahendamine lihtsustub, kui teisendada
moodustdaja vorrandid (16.714) parameetrilisele kujule.
§aide 6, Koostada silindri vorrand, kui silindri juht-
jooneks om kover :
{12 - y° = 25,
z =0
ja moodustajad on paralleelsed y- ja z-telje vahelise nurga
poolteljega. Teha joomris,
lLahendus. y- ja z=telje vaheline nurgapoolitaje moodug-
tab reeperitelzedega vastavalt o= 90°, P‘-“ J'- = 45¢
(vt. joon. 16.9). Vaadeldava murgapoolitaja sihivektoriks on

Joonis 16, 9
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a =.(cosci,co8 pH,co8 y-)s Kuna cosq = Co8 0" = 0,.C08 3 =

= cos j- = cos 45° = “§., siis a = (0,-2. -2) )| (0y151)+ See-
ga,otsitava gilindri moodustaja .sihivektoriks voib votta
vektori 3 = (0,1,1). Silindri moodustajaks on ;,5_; -
I—'-,I'-I -z-i'—-‘-. Elimineerime juhtjoone ja moodustaja vorran-
ditest x,y,z. Avaldame £ = 0, ¥y =Y - 2, X = X ja asendame
juhtjoone esimesse vorrandisse, paamegl otsitava sllindri

vorrandi T2 - (Y = 2)° =25ehk12-12-22+21'2-25

Naide 7. Koostada silindri vorrand, kui silindri moodus-
taja on parglleelne sirgega Z—7 1.3 5 ] 3- ja juhtjooneks
on kover y- = 4%, % = O¢

Lahendus. Moodustaja parameetrilised vorrandid on X =
=t+x, ¥T=a2t+y, 2 3t+z.Tundmtutex,y,zjat
elimincerimiseks avaldame moodustaja vorranditest x, ¥y, % J&
asendame Jjuhtjoone vorranditesse

(Y - 2t)2 2 4(X = t),

\z - 3t =

viimasest vorrandist t = 3 2 ja otsitava silindri vorrand on
(Y-gz) = 4(X - 33) ehk 9!2-12YZ+4Z - 36X ~ 122 = O,

§aide 8. Koostada silindri vorrand, kui silindri koik
moodustajad puutnvad teist jarku pinda
P(I,J‘,z) = 0 (16(15)

(Bete .on antud pinna puntujasilindriks) Ja s1lindri moodna~
taja on paralleelne vektoriga ? = {1l,m,n)e

Lahendus. Ha.a.rale otsitava silindri noodustaja kanoonie
liste vorrsnditega E Xo = I; Jo - & = 50, millest saame
peremeetrilised vorrendid

x = 1t + X,,

y =mt + ¥,

2z = nt + Zo-
Kuna silindri moodustaja puutub antud pinda, siis moodustaja
ja antud pind peavad omama kaht fhtivat loikepunkti. Asenda-
des sirge pa.rueetriliaed vorra:ndid pinns vorrandigse, saame
parameetri t suhtes vorrandi At + Bt + C = 0. Bt susteemil
nleks kaks uhtivat lahendit, peab vorrandi diskriminant ole~
na vordne nulliga:
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-MC -0 (16417

Elimineerides -u-teenist (16.?6-17) loodustaja suvaliselt
fikseeritud punkti X, koordinaadid X, ,YoZo, sasmegi otsitava
ailindri vorrandi,
7 ;gg Xuna punkti X, valik noodlstadal on suhxeliaelt
vaba, siigé voime votta punkti X, whe koordimsadi vabalt ette.
Naiteks kuwi moodustajs. el ole paralleelms xy-tasandiga, voi-"
me . votta Zow 0, S.t. moodustajat miasravaks pwaktiks on voetud
antnd nooduutaja ja xy-tasandi loikepunkt.
dide 9, Koosteds sfiari x° + y°.+ 2° = 1 pnntudalilindri
vorrand, kui silindri moodustaja moodustab vordsod nurgad
 koigi kolme reeperiteljega.
Lahendus. 1) Olgu FM ot-
gitava puutujasilindri suva-
line moodustaja, kus P(X,Y,Z)
on moodustaja suvaline punk?t
ja M(x,y,2z) moodustaja ja si-
lindri puutepunkt, é.f.x2.+
+ y2 + 22 =1 = 0 (vt. joon,
16,10)« Moodustaja sihivekto=-
riks voib votta vektori
8 = (1,1,1) ja moodustaja
vorrandid on
X=t+x, ¥Y=1%+ Y,
Z =%+ 2. (16018)
Sirge PM ja sfaari loike-
punktide parameztrite leid-

mise ruutvSrrand on

3t + 2t (x + ¥ + z) Joon,. 16,10
kust t, = 0y ¥, = 5 (x + y + z) = 0. Et sirge oleks sfaari
puutujaks, peab t, = t, = 0, St X+ ¥y + 2 =0, Seega, si~-
lindri juhtjoone vorrandid on

?xz + y2 + Z2 = 1, (16.19)

, "x +y+ 2=0,
Elimineerides susteemist (16. 18-19) jubhtjoone punkti M koor-
dinaadid ja parameetri t, saamegi silindri vorrandi
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2%2 4+ 2Y2 4+ 22° - 2XY - 2X2 - 2YZ - 3 = O,

2) Kuna x, y, 2 vorrandites (16.16) on sfaari punkti

koordinaadid, siis

X-t)2+ (¥ -1t24+(2-1)F° =0
Et silindri moodustaja oleks sfaarile puutujaks, peab saadud
ruutvorrendil olema kaks ihtivat lahendit, s.t. vorrandi
diskriminant peab olema null:

(X+ ¥+ 2)% =322 + Y2+ 2%) = 0,
Saadud vorrand ongi silindri vorrand, sest punkt P on si-
lindri suvaline punkt,

1. Silinder

16,50. Koostada poordsilindri vorrand, kui teljeks on
girge x = t, ¥ = 2t + 1, z = -2t - 3 ja punkt 5(1,~2,1)
asab poordsilindril. :

16,51, Poordsilindri poordeteljeks on sirge x = 3% + 1,
y=-2t <2, 2=t + 2 japoordsilinder labib punkti
S(2,=1,1). Koostada poordsilindri vorrand.

16,52. Koostada silindri vorrand, kui silinder labib ko-
verat
(x=-1%4+ (y+ 3%+ (z - 2)% = 25,
X+y~2+2=0
ja tema moodustaja om 1) paralleelne x-teljega; 2) paralleel-
ne sirgega x =y, 2 = Co.

16.53. Koostada silindri vorrand, kui silindri moodusta-
ja on paralleelne vektoriga I - (2,-3,4) ja juhtjooneks on
Kover x° + yz =9, z=1,

16,54, Poordsilimdri juktjooneks om ringloon readiusega
R = 8,Leida antud poordsilindri ja tasandi loikejoonena tek-
ximwd ellipsi poolteljed, kui loiketasandi ja silindri poore
detelje vaheline nurk on -‘Eh .
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16,55. Poordsilindri juhtjooneks on ringjoon rasdiusege
R = V3. Vasdeldud poordsilindri loige tasandiga A on el-
lips, mille suurem pooltelg & = 2. Leida poordsilindri telje
ja tasandli A wvaheline nurk,

16,56, Koostads silindri vorrand, kui silindri juhtjoo-
neks on ringjoom
(22 + y2 = 25,
{5-0
ja moodustaja sihivekior 8 = (1,m,n) on maaratud suhtega

l:a:n=5:3:2,

16,57. Silindri jubtjoonsks on kover X = y> + %2, X =
= 28 je moodustaja on risti juhtjoone tasandiga. Koostada
silindri vorrand.

16,58. Koostads silindri vorrand, kui silindri juhtjoo-
neks on kavcr.xa - ’2 =%, X+Yy+ 2 =0 jamoodustaja on
risti juhtJoone tasandiga.

16.59. Koostads silirdri vorrsnd, kui silinder on rimg-
Joont |
{xi + (Z + 2%2+ (z - 1)2 = 25,
x° + Y + 25 =16
ortogonaalselt
1) xy=-vasandile,
2) xs-tasandile,
3) yz-tasandile projekteerivaks silindriks.

16,60, Leids silinder, mis projekteerib kovera

{:xz + 32 +3y2 -2x + 3z -3 =0,
y-2z+1=20

xs-tasandile (paralleelselt y=-teljega). Leida antmd kovera
projektsioon xz-tasandile.

16,61. Koostada silimdri vorrand, kui silimdri moodustae-
ja on paralleelne eirgega X - y = z Ja juhtjoons maarab ver-

randisusteenm

{x2+’2+ 52 - 1.

X+y+2=20,.
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1_,!3 On antud kolm sirget: x =y =2, X+ 1 =Yy =2~
-t1jax~-1=y+1=2=2, Koostada antud sirgeid labiva
poordsilindri vorrand.

2. Puntujasilinder

6‘52. Koostads teist jarku Bilindri vorrang, kui silind-~

»1 moodustajad puutuvai ellipsoidi =g + Ié + .z =1 ja ei-
s
1indri moodustaja sihivektoriks oa vektor a = (l,n,n).

16.64. rGontada§ ot ol 1-%11 sellist poordsilindrit, mis
oleks ellipsoidi X9 + Ly + Z5 = 1 (a>b > ¢) puutujasilind~

: a c
rﬂl.

16465, Koostada sfaari x2 + y2-+ zz = 1 puutujasilimdri
yorrand, kui silindri moodustajad on risti tasandiga x + ¥ -
- 2’ - 5 = 0.

16.66. Koostada sfaari x2 + 12 + 32 - 2x + Ay + 22 = 3 =
=0 puutujasilindri vorrand, teades, et silindri moodusiaja

on paralleelne sirgega x = 2%t = 3, ¥ = -t + T, 2 = ~2%t + 5.
16,67. Koostade silindri vorrand, kui silinder on kahe
sfaari
(x-2)°%+ (y~ 1) + 22 = 25,
12 + ,2 + 2 a25
puutujasilindriks,

16,68. Koostada silindri vorrand, kui silindri moodusta-
jad pwituvad sfaare
(g - 1%2 + (y - 2)2 + (z + 2)2 = 36,
X +y + 22 - 36.
6.69. Koostada 1) uhekattese, 2) kahekattese huperboloi-

a1 3y + o7 - -21 = ¥ 1 puutujasilindri vorrand, kui moodusta-
a

ja on paralleelne vektoriga a = (l,m,n), Eeldatakse, et vek-
toriga @ masratud siht ei ole pinna asumptootiline siht.
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16470. Koostads silindri vorrand, kui silindri moodwstsa-
Ja on paralleelne vektogiga g8 = (1,myn) ja silinder on el-

liptilise paraboloidl ;— + I_ = 2z puutujasilinder.

3, Mitmesuguseid ulesandeid

16,71. Toestada, et kui poordparaboloid ja poordsilinder
ioikuvad ja nende poordeteljed on paralleelsed, siis nad
16ikuvad mooda ellipsit. Saadud ellipsi suurem telg asub ta-
sandil o, mis 1abib poordsilimdri ja poordparaboloidi telgi,
vaiksem telg on risti tasandiga o.

16,12. Koostada koonuse 12 + y2 - z2 = 0 koolude kegk=

punktide hulgsa vorrand eeldusel, et sirged, millel asuvad
vaadeldavad koolud, labivad puakti %}xb,yo,z,).

1 . Koonus tipuga S (Xg9¥os%o) loikab koonust x? +
+ 3° = z° = O nid, et 1oikejoone igat punkti lZbivad kummagi
koonuse moodustajad on omavahel risti. Leida loikejoone vore
rand,

!6.1i§ Nﬁigata, et iga pooluse P (x,,¥,s%0) Xorral koonu-

ge E5 + iﬁ - iz = 0 polaartasand labib koonuse tippu ning
el - x z
maaratakge vorrandiga ?— + -:gl - iﬁ- = 0,

16,75, On antud poordsilinder (3 - X)2 = ¢° ja sirge T =
= T. + Bt. Leida tarvilikud ja piisavad tingimused selleks,
et girge
1) ei loikuks silindrigs,

2) loikaks silindrit,

3) puutuks silindrit,
4) oleks antud silindri moodustaja.

16,76, On antud poordkoonus (&%)° = 3%F2coam (o = const).
Millised on tarvilikud ja piisavad tlngimused selleks, et
girge X = X, + tb
1) ei loikuka koonusega,

2) labiks koonuse tippu,
3) oleks koonuse moodustajaks,
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4) loikaks koonust,
5) oleks koonuse puutujaks ?

6.77+ Milline or tarvilik Ja plisav tingimus selleks,
et punkt 11(11) asuks poordkoonuse (ax) = azxzcoagx (X =
x const) sees,

16,78. Koostada poordkoonuse poordetelje vorrand, kui
Xoonuéé tipp asub punktis X,(X,) ja kolme koonuse moodustaja
sihivektorid on X,,X,, 53. Koostada ka poordkoonuse vorrand.

16,79, rSestada, et kui silindri moodustajad on paral-.
leelsed” sirgega I’ é ='§ (n £ 0) ja juhtsirgeks on xy~-ta-
pandil aswy kover P(x,5) = 0y 2 = 0, siis silindri vorrand
on kujugs \P(x-}-z,y--z)

16,80, Mitmest parameetrist soltub koigi poordkoonuste
hualk ruumisa?

16,81, Mitmest parameetrist s6ltub koigl poordsilindrite
hulk ruumis?

16,82, Mitmest parsmeetrist soltub koigl poordsilindrite
hulk ruumis, kul
1) poordsilindrid on antud sfaari puutwjasilindrid,
2) poordsilimdrite rasdiused on vordsed,
3) poordsilindritel on ssma poordetelg,
4) poordsilindrid labivad antud sirget.

16483, Toestada, et iga kolme muutujaga homogeemne teise
astme vorrand maaradb koonuse, tipuga reeperi alguepnnktis,voi
reeperi alguspunkti labivate tasandite paari,

16484, Poestada, et jga elliptilise silindri korral lei-
dub selline tasand d, mis 1loikab elliptilist silindrit moo-
da ringjoont,

16,85, Leids sirge, mis labib punkti A(5,1,2) je loikab
2
pinda + %— - 52 . 1 thes punktis,
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1. peatukk

PEIS?T JIRKU PINDADE
PUUTUJATASANDID

Teiet jarku pinna puntujatasandiks pinna punktis X, ni-
metatakse tassndit, millel asuvad koik punkti X, labivad
pinna puutujed. Puutujatagandi ja pLhHrns @hist pumkti nime-
tatakse puutepunktike,

Xoigi teist jarku pindade korral puutepunktis
Xo(Xo s¥0 980 ) saadakse pinna puutujatasandi vorrand nn. pooli-
tissendusvottegs.

" Poolitiasendusvote seismeb selles, et pinna vorrendis
tuleb igast liidetavast pooled tundmatutest asemdada puute-
punkti vastavate koordinastidega, s.t. teha vorrandisse
asendused: -

12'9'ont 72"" YooY 52")50’9 2X =5 X + Xg; &F =P ¥ + Yo»

22 =3 T + T4y 2XY > XY + XYoy 2X% = X8 + XZgy 2YF N>
-.’V“'ﬂot

2 2
Bllipsoidi _x? + %;,4- -E! = 1 (17.1)
a“ ]
puutujatasandi vorrand pinna punktis X,(X,,¥0,%s) on
Ig! Zo%
3§ b o | *
o x° P
Huperboloidide =w + -z 1 (17.3)
. & é
puutujatasandi vorrand pinma punktis X, on vastavalt
X, X ZoZ 4 4
+ - - 1e (17.4)
oo
' Paraboloidige .
-xfz t xz = 2% (1705)
a b

puutujatasandi vorrandid punktis X, on vastavalt
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525115; = 2+ Zg, (17.6)

a b
Kui punkt X, on pimma suvaline punkt, siig vorramdid (17.2),
(17.4) ja (17.6) maaravad vastavalt ellipscidide, hmperbo-
loidide ja paraboloidide puutujstasandite parved.

Najde 1., Koostada punkti A{5,4,~3) lébive uhekatteses hu-

2,2 .
perboloidi + *F -§ = 1 puutujatasandi vorrand.
Lahendus. Punkti i koordinaadid rahuldavad pimna vorran-
dit, Jarelikult punkt A on otsitava tesamdi je antud pinns
puutepunkt. Kasutades vorrandit (17.4), saame g§‘+ Sfélx e
L=§5!- = 1 ehk 12x - 157 + 20z - 60 = O,
2 2 5
- & %

Baide 2. Leida ellipsoidi §— + @ = 1 puutujatasan-
did, mis on paralleelsed tesandiga 2y + z ~ 5 = 0.
Lahendus. Otsime ellipsoidi puutujatazamdite parvest

Aﬁgﬁ—a-lél + 2,2 = 1 v&lja tasandid, mis on parallieelsed an-
tud tasandige. Kake tesandit on parallselsed psrajasti siig,
xui tundmatute kordejad on verdelised

S i

milleat saame x, = 0, y, = 122,. Kuna puuntepunkt % ,(Xg,s¥cs%0 )
asub ka ellipsoidil, siis tema ¥oordiraadid peavad rahuldama

- 152 2 + 1
ellipscidi vorrandit ° + 2, = 1, millest z, = ~ 0 3eega

puutepunktide koordinsadid on xo(o,lgfé) ja X} = (O,wrlg,-fﬁ)
Asendades leitud puutepunktide koordinasadid puutujatasandite
parve vorrandisse, saamegl otsitavate puutujatasandite vor-
randid 12y + 63 + 30 = O,

1 Lahenduse kaigus tasendite normaalvektorite suhete
korral esinés meil nulliga jagamime, Sihivekiori uks (voi
ka kaks) koordimasati voivad olla vebalt nullid, Siin midagi
korrast ara ei ole, Meenutame, et seda tulsb tolgendade

jergmiselt: suhe g on maavamatus ja on vordne iga arvugsa.

Selleks, et kehtiks seos 5 = %, peab eslmene suhe olema %-
5iit o = 0 ja x, = O,
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<2 72 '
17,1. Koostada ellipsoidi + ﬁ + 715:1 puutujatasandi

vorrand, kui puutujatasand lab:lb punkti A(3,2,5). |
1742. Poestada, gt tasand 4x ~ 3y + 122 = 54 2 0 on el-

2 2
lipsoidi Fy + 55- + §- = 1 puutujatasand. Leida pumtepunkti

kXoordinaadid.

17+3. Toestada, et kui puut;punktika gn punkt
2

Xo(Xo0s¥0r20), 8iis ellipaocidi 52 + -_:7 + !'2 = 1 puutunjata-
a c
sandi vanmdm5f+fgl+3§§ = 1
a ¢

no

2= a

Z 2,2
- 1 puutujatasandi vorrand on 5&-— ZQX —Q—

z = e

Cc
kui puutepunktiks on Xo(Xe,¥o420)e

2 .
1745. Kooatada kahekattest huperboloidi + - {- =
= ~1 punktis M(-6,2,6) puutuva tasandi vo mﬂ
2

17.6. Toestada, et kahekattesge huperboloidi 5-2 I! -
2 D
c

22
- = 1, puitujatasandi vorrand on 5}— ZQI
7 ’ a b

o~y - L 2
17.4. Toestada, et uhekattese huperboloidi -x-z + Zz -
b

——
-

kus puutepunktiks on Xo(xo,y,,z.,).
Z
1,1 Leida koonuss ¥ T +§— - zz = 0 puutujatasandid,

mis labivad punkti A(4,-6, 4). .
2 2
17.8. Toeatada et koonuse 52 + 52 —2 = 0 puutujata=-
sandi vorrand on 55— 121 -ﬁ— = 0, kui® uheks puutepunk-~

tiks on X, (x,,¥, ,zo )

17.9. Kgostada punkti A(9,3,18) labiva elliptilise pa-

2 - 22 puutujetasandi vérrand.

2 2
17.10. Toestada, et elliptilise paraboloidi ;- + %— -

= 22z puutujatasandi vorrand on 3—%— +Lal - 5 + Z,, kui

puutepunktiks on X,(x,,¥.,20). e

2 2
17.11. Koostada huperboolse paraboloidi .’f- - g— = 22
puutujatasandi vorrand kui puutujatasand labib punkti
0(7,"'5 1)0

raboloidi -’5‘— + ¥
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17.12. Toestada, et hiiperboolse paraboloidi 5 - L -2

puutujatasandi vorrand on ;g; - !al = 2 + Zy, kui puutepunk-
tikes on punkt X, (X,,¥.,%0).

17,13, Koutrollida, kas sirge 1'-—3'—5 =Llyd.22l o

hﬁperboloidi'f- - *— - 32 = 1 puutujaks. Jaatava vastus
korral leida puutepunkt, _
17.14. Masrata, militce m vigrtuae korra% tasand x - 2y-

. 2 ) :
- 25 + m = 0 puutud ellipmoidi X . + & = 1.
™y LT

17,15+ Elliptilise paraboloidi §- + *—'= 2z puutujata-
sandi normaalvektoriks on & = (2,-1,~2). Koostada selle
puutujatasandi vorrand. :

. ; 2 2
211,‘_]_ 6. Toestada, et kahekattesel huperboloidil g— + i— -

—%:-1 on tasendiga 5x + 2% + 5 = 0 ainult fiks Hhine
punkt, Leida selle punkti koordinaadid.

17,17. Toestada, etztasagd 2x =2y =2 -10=0 on - el-

1iptilise paraboloidi é— + %— = 2y puutujatasandiks. Leida
puutepunkt.,

2 g2 42
17,18. Koostada ellipsoidi B+ i— + 3= = 1 normaali

vorrandid, kui normeal 1ibib  punkti X, (2,1, %)e
2

x2 2 g
17219. Leida olliploidi.zT'+ %- + I~ = 1 puutujatasan-
'did, mis on paralleelsed tagandiga 2x + 2y -~ 3z = 0.

17:20. Leids ellipsoidi 4x° + 16y% + 822 = 1 puutuje-
tasendid, mis on paralleelsed tasandiga x - 2y + 2z + 17 =
= 0, Arvutada leitud puutujatagandite vaneline kaugus.

2
1721+ Leida paraboloidi %2 + *— = £  puptujatasandid,

nis on paralleelsed tasandige x - y -~ 2z = 0,
- 2 2 2
17,22, Toestads, et koonuse 5 4 iy - %y = 0 puutu-
a; b c
Jjatasand tema suvaliges punktis labib koonuse tippu.

17,23. Milliseid tingimusi peavad rahuldama ellipsoidi
2 2 2 .
L {? + =3 = 1 poolteljed, et ellipsoidi koik normsalid
a [+
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labiksid reeperi alguspunkti ?
<2 2 72
17.24. leida ellipsoidil S + Ly + %5 = 1 punktid, mida
a b c
labivad pinnanormaalid loikavad z-telge.
2

1.25. Leida gilindri ¥ B+ %? = 1 sellise puutujatasandi
vorrand, mille kehe esimese telgloigu (x~ ja y-teljel) suhe
0n5-4o 5 2

17,26. Toestada, et silindri Ly - Zy = 1 kiik normsalid

b ¢
on paralleelsed uhe ja sama tasandigsa.

17.27. Toeatada, et teist jarku pinna iga kaks puutuja-
tasandit, mille puutepunktid asuvad selle pinna mingil dia-
meetril, on paralleelsed, ja vastupidi, teist jarku pinna
iga kahe omavahel paralleelse puutujatasgandi puutepunktid
asuvad selle pinna mingil dismeetril,

17.28. Leida tarvilik ja piisav tingimus selleks, et

tasand Ax + By + Cz + D = 0 puutuks ellipsoidi
2 2

2
+ gﬁ + fz = 1,

M

"

17.29. Milliseid tingimusi peavad rahuldama tasandi
vorrandi AX + By + Cz + D = O kordajad, selleks et tasand
puutuks 1) tsentraalset pinda; 2) paraboloidi

2
t 5 -
17.30. Koostada sfaaride keskpunktide hulga vorrand,

kui sfaarid puutuvad xy-tasandit ja sfaari x° + 72 + 22 2

= 820

17¢31. Leida sfasri x° + y° + z° = 1 selliste diameet—

rite hulk, mille diameetrid on konjugeeritud koverate

% 4 y2 - 2% = 1, X+ y + 2 =1 punkte labivate pinna

224 y? o g2

i

1 puutujatasanditega. 5

<2 2
17.32. Leida dhekattese hiperboloidi = 3T+ ;- - §~ =
puutujatasandid, mis labivad antud girget:

nF-I32-4
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Selgitada, kuidaa need sirged asuvad antudzpinn; suhgea.

17533 Leida xahekattese huperboloidl'g— + i— - TE
puutujatasandid, mis labivad sirget y = 0, 2 = 1. Leida
puutepunktid.

1734, Kuidas peab asums sirge teist jarku pinna

1) 52 + I? + 52 =¥,
a by ¢
IR TR Tl

guhtes, et labi tema saaks pamna kaks erinevat ja reaalset
antud pinna puutujatasandit ? '

17.35. Toestada, et {hekattese huperboloidi iga puutuja-
tesand loikab pinda mooda sirgjoonseid moodustajaig.

17.36. Koostada huperboolse paraboloidi x2 - *— = 2 ja

tema puutujatasandi 10x - 2y =2z =21 =0 loikesirgete vor=
I‘andid .

1737+ roestada, et iga tasandi korral, mis on paral-
leelne kahekattese huperboloidi gsuvalise puutujatasandiga,
“kehtib uks jargmistest voimalustest:
1) ei 1loika antud pinda,
2) omab pinnaga uhe ihise punkti (puutujetasand),
3) loikab pinda mooda ellipsit. 2

2
17,38, Koostada ellipsoidil -E + I? + —2 1 puutujata-

gandite ja ellipsoidi keakpunktist puutujatasanditele lange-
tatud ristsirgete loikepunktide hulga vorrand.
x2

2
ATe32. Ellipsoidil 1) 'z * Iz + -2 1, 2) 3w +.¥5 +
+ z -1 =0 lelda punktid, mlda lablvad puutujatasandid
on ellipsoidi keskpunktist vordsel kaugusel d.

17.40. Ellipsoid liigub nii, et puutub kogu aeg kolme
vagtastikku ristuvat tagandit. Koostada 1iikuve ellipsoidi
xeskpunktide hulga vorrand,
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17.41. Ristuvatest tasanditest moodustatud kolmetahulise
nurga tasandid puutuvad ellipscidi. Koostada koigi selliste
kolmetahuliste nurkade tippude vorrand.

1 2. Pinna x2 + y2 = 2z puutujatasandid loikavad gfas-
i x° 4+ y° + 22 = 1 = 0, Koostada 1oikejoonte keskpunktide
hulge vorrand,

17.43. Ohekattese huperboloidi asumptootilise koonuse
puntujatasand 15ikab ortogonaalselt ellipsoidi. Toestada, et
1oikejooneke oleva ellipsi pindala ei soltu puutujatasandi

valikust.
2 2

17s44. Koostada paraboloidi §~ + %— = 2z koikvoimalike

kolme vastastikku ristuve puutujatasandi loikepunktide hulga
vorrand.

17.45. Toestada, et iga tasandi korral, mis on paral-
leelne elliptilise paraboloidi suvalise puutaujatasandiga,
kehtib uks jargmistest voimalustest:

1) ei loika antud pinda,
2) puutudb antud pinda,

3) 15ikab pinda mooda e%lipsit.
2
17.46. Ellipsoidi %y + fz + 55 = 1 sisse on joonestetud
8" . ¢
kuup je kuubi sgisse gfaar. Toestada, et iga tasand, mis on

maaratud ellipsoidi kolme sellise punktiga, mille raadiue-
vektorid on paarikaupa risti, on ulalnimetatud sfaari puu-
tujatasendiks.

.47. Toestada, et koik tasandid, mis labivad ellipsoi-

2 2
ai X —? 12 + “2 1 kolme paari gaupazkaaagiameetri kolme
otspunktl, puutuvad ellipsoidi —2 XE + —5 = % » kusjuures
b

tasandite puutepunktid teise ellipsozdiga on esimede ellip-~
s0idi ja vastava tasandi loikejoone keskpunktiks.

17.48. Ellipsoid poorleb umber oma keskpunkti nii, et
puutub kogu meg etteantud tasandit. Leida ellipsoidil punk-
tid, mis saaved margitud liikumisel olla puutepunktideks ja
leida kover, mille kirjeldab puutepunkt etteantud tasandil,
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18, peatukk

PRIST JKRKU PINDADE ULDINE TEOORIA

51. Peist jarku pinna uldvorrand. Reeperinihe.
Keskpunkt

1. Teist jarku pinna iildvorrand. Teist jarku pinnaks ehk
xvadrikuke kolmemootmelises ruumis nimetatakse pinda, mille

iga punkti X koordinaadid x, y, %,leituna mingi reeperi
{0,8,, 85, 5} suhtes, rahuldavad vorrandit!

2 2 2
ay4% + 8s0Y  + a332 + 2a12xy + 2a13xz + 2323yz + 2a14x +

+ 28,,7 + 23342 + 8By, = . (18.1)

Verrandit (18.1) nimetatakse teist jarku pinna uldvorrandiks.
Kui vorrandi (18.1) vasakut poolt tahistada PF(x,y,z), - siis
seame teist jarku pinna vorrandi kirjutada luhidalt

P(x,7,2) = O. Teist jarku pinna uldvorrandi (18.1) kordaja-
test moodustatud meatrikseid

1 minti tanistatakse punkti X koordinaate (x',x°,x°),
mistottu teist jarku pinna uldvorrand saab kuju 311(11)2 +

2.2 2
+ 322(1 )© o+ 333(13) + 2812X1X2 + 2a13x1x3 + 2a23x2x3 +

+ 2a14x1 + 232412 + 2334x3 + By = Os (18411)

Kasutades Einsteini summeerimiskokkulepet, on viimane vor-
rand kirjutatav )

A
- adPI x[? = 0; O\".-ﬂ'= 1,243,4

aidxixj + 2‘1411 + a44 = 0, i,d.ooo = 1,2’3, (1801“)

kusjuures tuled nouda LKV asx ja x* = 1. Ruutvormi F =
= B,y 2 nimetatakee teist jérku pinda (18.1) maaravaks
ruutvormiks jea ruutvormi P= aijxlxj teist jarku pinna
ruutliikmete rautvormiks.

100



a a a a
11 12 %13 %44
849 242 3

a a a a
212 B22 8p3 8y _
A=fa" a al a B=lla;, &y 854
I 13723 "33 734 a a a
B4 fpy Bay B 13 823 %33

4 -
nimetatakse vastavalt teist jarku pinna maatriksiks ja ta
vorrandi ruutliikmete maatriksiks. Maatriksi A determinanti
a a a a
11 212 3 %14
A = a1p Bpp 823 824
213 223 B33 %34
a a a a
14 224 234 %44
nimetatakse teist jgiku ginna digkriminandiks ja maatriksi

B determinanti

1 %2 *3
6=1%82 822 %23
213 %23 ®33
teist jarku pinna ruutliikmete diskriminendiks’.
Kuna kaesolevas peatikis vaatleme ainult teist jarku
pindu, 8iis teksti lihtsustamiseks kirjutame teist jarku
pinna asemel pind. Teist jarku pind tarvitame ainult teoo-
risosades, kui tahame monda reeglit voi omadust tapsemalt
valja tuua, '

2.Reeperinihe. Tehes reeperinihke (rooplikke), la-
heme reeperilt {0,31,32,535 ule uuele reeperile
%0',31,32,53}. Kui uue reeperi alguspunkti O' koordinaa-
te vapa ruumi Suhtes tahistada x',y',z',siis teist jarku

1 5, srminandid A ja J sailitavad marki reeperi
teisendamisel, olgugi et kordejad a,, teist jarku pinna
dldvorrandis (18.1) muutuvad. Seega on A Ja g margi
gailitamise mottes teist jarku pinna imvariandid. Riat-

reeperite korral A Jja ] on koguni muutumatud, Invari=-
ante 2\ ja nimetatakse teist jarku pinna ortogonaal-

gseteks invariantideks.
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pinna @ldvorrand (18.1) teiseneb kujule'

a 12

2 2
11 + 322Y + a332 + 2a12IY + 2&13X2 + 2a23YZ +

2F* = a11x'? t aazy'z T a33='2 + 2a12x'y' + 2a13x'z' +
L} 1
+ 2323y z' + 2a14x + 2324y + 2a23z + 8

xt = 311x: + a"IEy: + a132: t By {18.3)
Fy' = BeoX! + By + a23z + Boy
Foo = 313x' + a23y' + 83320 4 B840

Valemis (18.2) on punkti X koordinaate uue reeperi suhies
tahistatnd (X,Y,Z). Seega reeperinihke korral pinna uld=
vorrandi ruutliilmete kordajad ei muuiu, kull aga muutuvad
lineaarliikmete kordajad ja vabaliige. Linesarliikmete kor-
dajateks uues vorrandis (18,2) on pinna esialgse uldvorran=-
di(18.1) vasaku poole PF(x,y,z) osatuletised vastava muutuja
jargi voetuna kohal O'(x',y',z'):

1 Kasutades indekstahistusi ja Einsteini liihendatud sum-
meerimiakokkulepet, saame vorrandid (18.2-3) kirjutada ku-
jul
oy XX 4+ 2F X+ 2P =0, (18.2%)
kus X

2F = aiﬁix"r'ﬂ
Ja .
Px.i = ai'}xvﬁ" (1843%)

kus 01(1'1;x'2,x'3) on uue reeperi alguspunkt ning punkti X
koordnaadid uue reeperi suhtes on (X1,X2,X3). Peist jarku
pinna keskpunkti c(x),x2,x2) koordinaadid leitakse vorran-
disusteemist

aidxg + ai4 = 0' (1804")
mille voidb luhidalt kirjutada ka kujul
| P, =0, (18,4 )
%o
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x y 9!’
'2/ Fz' !_’D ng"a,x' ,zZr)

. ning vabaliige 2P' = F(x',y',2').

3. Keskpunkt. Teist jarku pinna keskpunktiks nimetatak-
ge pinna summeetriakeskpunkti. Pinna keskpunkti
C(Xos¥or2o) koordinaadid leitakse vorrandisisteemist

811%o + 8yo¥o + By3do + By, = 0, .
810%o + Byo¥o + 8p3%c + 8y = 0, (18.4)
843%c + 853¥e + 83q%; + By, = O,
mille kordajateks on pinna maatrikei esimese kolme rea ele-
mendid, Kuna pinna keskpunkti C koordinaadid muudavad nul-

lixs P_ , P. ja P, , siis pinna keskpunkti maarava sustiee-
Xo Yo Zo

mi saame lihidalt kirjutade ka kujul (vordle seosed (18.3))

f?x = 0,
-]
F = O’ (1804')
(-Fyo -0

Zo
Pinna keskpunktide arv on vordne susteemi (18.4) lahendite
arvuga.

1) Kui ¢ # 0, siis susteemil on ainult uks lahend, Sel
korral on teist jarku pinnal (18.1) ka sinult uks keskpunkt
(tsenter), Pinda, millel on ainult uks keskpunkt, nimeta-
takse tsentraalseks pinneks. Tsentraalse pinna keskpunkti
C(Xos¥osZo) koordinaatide leidmiseks vorrandisusteemist
(18.4) voib kasutada naiteks Crameri valemeid, mille koha-

selt
D D D
Xo = 'é-’ Yo = -‘); y 2y = -f! (18.5)
kus :
~814 12 33 | 811 "84 %13
Dy = [ 824 B22 %23l Dy = ! 312 “Bp4 823 >
“834 8p3 B33 | 813 T834 833
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%11 12 '“14
i 812 Bzp 84
%13 °23 34
Tsentraalseteks teist jarku pindadekas on ellipsoidid, huper-
boloidid Jja koonus.

2) Kuli § = 0, siis vorrandisusteemil (18.4) lahend puu-
dub voi on lahendeid enam kui uks.

Pindu, mille korral kas keskpunkti ei eksisteeri vol on
neid rohkem kui ke, nimetatakse mittetsentraalseteks pinda-
deks.

Peist jarku mittetsentraalne pind on keskpunktita, Ikui
susteemil (18.,4) puudud lashend,s.t. r < r' (vt. Kroneckeri-
Capelli teoreem'). Selliseid pindu nimetatakee keskpunktita
(D ;4 0, & = 0) ja paraboolne silinder (A = 0. d = 0).

Teiast jarku mittetsentiraalsel pinnal on enam kui uks
keskpunkt, kul ststeem (18.4) on kooskolas (r=r', r<mn).Sel
korral on teist jérku pinnal lopmata palju keskpunkte, mis
r = »' = 2 korral moodustavad sirge ja r = r' = 1 korral
tasandi. Esimesel juhul susteem (18.4) koosneb kahest, tei-
sel juhul ainult uhest soltumatust vorrandist. Sellisteks
teist jarku pindadeks on elliptilised ja huperboolsed si-
‘1indrid, loikuvate tasandite paarid (r = 2) ning paralleel-
sete tasandite paarid (r = 1),

Kui teist jarku pinnal eksisteerib keskpunkt, siis ree-
peri algnspunkti kandmisel reeperinihkega pinna keskpunkti,
pinna teisendatud uldvorrand ei sisalda lineaarliikmeid:

1112 + a22Y2 + 8232 + 231212 + 2a1312 + 2a 3YZ +
+ 2F° = 0.(18,6)

Tkroneckeri~Capelli teoreem. Limeaarme vorrandisusteem
on lahenduv parajasti siis, kui susteemi maatriksi astak r
on vordne siisteemi laiendstud maatriksi astakuga r'. Seejuu-
res on lineaarsel vorrandisisteemil ainult uks lahend pars-
jasti siis, kui r = n, kus n on tundmatute arv susieemis
(vt. (1], 1k. 69).
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- Tsentraalse teist jarku pinnms korral vorrandi (18.6) vaba-
liige avaldub lahtevorrandi (18.1) kordajate kaudu jargmi-
selt:
- 2F° = gi. (18.7)
Kokkuvottes, kui .tsentraalse teist jarku pinna korral ree-
peri alguspunkt asub pinna keskpunktis, siie pinna vorran-

dil on kuju ‘
8,4X° + 8,,Y° + 8,222 + 28,7 + 2,.XZ + 2a,.Y2 +
11 22 33 12 13 O 23
“"‘-5:- = 00 (18.8)
Kidunud teist jErku pinnaks nimetatakse pinda, mille korral
ﬁ = Oo (1809)

Sellisteka pindadeks on koonused, silindrid ja tasandite
" paarid. Kui susieemi

844X + 8,55 + a135 + a.14 = 0, |
849X + 8p5¥ + a23z + a5, = 0, (18.10)
843X + 8547 + 8342 +
814X + 8y,¥ + B4p% +

maatriksi ja laiendatud meatriksi astakud rahuldavad tingi~
must r = r' = 3, siis vorrand (18,1) mairab koonuse, mille
tipuks (keskpunktikas) on susteemi (18.10) lahend,

1841 Millise kuju omandab pinna vorrand x2+ 2y2 + z2 -

- 4xy - 2x2 + byz + 10x = 5 = 0, kui reeperi alguspunkt
kanda punkti O (-1,1,2)?

834 = Oy
844 = 0

18,2. Milliseks teiseneb pinna vorrand x2 + 5y2 + 4:2 +
+ 4xy ~ 4xXz ~ 2yz - 2x - 10y + 42 = 0, kui reeperi algus-
punkt kenda punkiti 09(3,0,1)?

18,3. Lelda pinna 12 + y2 + 22 + 2Xy + Etx2 -~ PyZ + 2x -
-—i

- 6y ~ 2z = O keskpunki. Milliseks teiseneh pimnsa vorrand,
kui reeperi alguspunkt kanda pinna xeekpunkti?
a - y
18,4, Milliseks teiseneb pinna vorrand x° - 14y~ +
+ 1027 =~ 4xy + 6x2 ~ 24yz + 2x + 20y + 8z - 9 = O, kui ree-
peri alguspunkt kanda pirna keskpunkti?
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18,5. Kasutades reeperi alguspunkti nihet, lihtsustada
jargmiste tsentraalsete teist jarku pindade vorrandeid:

1) x2 + 2y2 + 222 + 2Xy - 2x = 4y - 4z = 0,

2) y2 + 3xy + X2 + 2yz2 + 3x + 2y = 0,

3) x2 + 2y° - 22 + 2x - 4y + 22 + 1 = O.

18.6. Leida antud pinna keskpunkt ja maarata keskpunkti-
de arvu jargi pinna tuup: .

1) 412 + 2y2 + 1222 - 4xy + 12xz + 8yz + 14x - 10y + T=0,
2) 5x2 + 9y2 + 9z2 - 12xy - byz + 12x = 362 = 0,

3) 5x2 4 2y2 4 2z° = 2xy + 2xz - 4yz - 4y = 42 + 4 = Oy
4) 12 - 2y2 + 22 - 4xZ + 6yz - 8x + 10y = 0,

5) 412+ y2 + 922 - Axy + 12xz - 6yz + 8x ~ 4y + 12z~ 5=0,
6) 12 + 4y2 + 522 + 4xy - 12x + 6y = 9 = O,

7 3:2 + 2y2 - 2xz + 4yz - 4x - 8z -8 = 0,

8) x2 + 2592 + 92° = 10xy + 63z - 30yz = 2x = 2y = O.

it

18,7+ Veenduda, et vorrand 212 + 4y2 - z2 - 8xy + 8x =~
- 8y + 4 = O maarab reaalse koonuse ja leida tema keskpunkt.

18,8, Milliseks teisenedb pinna vorrand 4xy + 4xz = 4y -
- 42 - 1 = 0, kui reeperi alguspunki kanda pinna keskpunkti.
<as antud pinnal eksisteerib ilheselt maaratud keskpunkt?

18.9. Sfaarid raadiusega R loikavad ellipsoidi x° + ?y2+
4+ 3z° = 1 = 0 mooda ringjooni. Koostada nende sfaaride kesk-
punktide hulga vorrand.

18.10. Leida teist jarku pinna dldvorrand, kui pinna
keskpunktiks on punkt C(X,9YosZole

18.11. Leida paraboloidi LA.(A,X + B,y + cdlz)2 N

2 .

+ (A2f + Boy + sz) = AgX + By + 032 + Dsy tipp, kui funkt-
sioonid £, = Ax + By + Cqi2,y b o =;A2x + Boy + €,z Ja f3 =
= A3x + BBy + 03z on lineaarselt soltumatud.
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2. Teist jarku pinna tuubi ja asendi maaramine
invariantide abil

1o Pinna tulp. Teist jarku pinna ortogonaalseks invari-
endiks' nimetatakse avaldist pinna uldvorrandi kordajatest,
mis ei muutu uleminekul uhelt ristreeperilt teisele. Aval~
disi vorrandi kordajatest, mis jaavad invariantseks ainult
ristreeperi poorde korral, nimetatakse ortogonaalseteks
poolinvariantideks (ehk semiinvariantideks),

Teist jarku pinna, mis on maaratud mingi ristreeperi
suhtes vorrandiga (18.1) ortogonaalgeteks invariantideks on

211 ™2 B3 By 11 %12 %43
812 B2 823 8y 6 = 242 822 823
P 893 823 833 83y 813 8p3 833
‘814 %24 %34 %44

A =

]

I, = |11 312] . % B3] %22 %23
12 822 1813 8330 " lap3 a3

Teist jarku pinna kearakteristlikuks vorrandiks nimeta-
takse vorrandit

{IB- AE| =0 (18.11)
ehk uksikasjalikult
849 A a2 213
PPN 8o by = 0, (18.11')
843 33 83374
mis on N suhtes kuupvarrand:
PR S S A0 WS (18.12)

Kuna karskteristliku vorrandi kordajateks on ortogonaal-
ged invariéndid, 8iis on karakteristlik varrand, aga jare-
likult ka vorrandi lahendid 5%, Ay da 'KB { cmavaartused)
teist jarku pinna ortogonaalseteks invariantidoks, Kui meid

Yguna kiesolevas peatilkis vaatleme ainult ortogonaal=-
geid invariante, siis teksti lihtsustamise huvides tarvita-
me termini "ortogonaalne invariani" asemel "invariant"”,
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huvitab ainult teist jarku pinna tuup ega huvita kanoonili-
ne vorrand, siis ei ole meil vajadust karakteristlikm vor-
randi lshendamiseks., Piisab taielikult, kui m&arame vorran-
di (18.12) lahendite arvu ja margid (vt. tabelid 1-7)
Kui teiat jarku pind on isentraalne, siis maatriksi A astak
on 3 ning karakteristlikul vorrandil on kolm nullist erine~
vat lahendit, muudel juhtudel aga vahem, Positiivsete ja
negatiiveete lahendite arvu saame maarata vorrandi (18.12)
vasaku poole kuju jargi, kasutades Descartes®i margireeglitl
Teigt jarku pinna ortogonaalseteks poolinmvariantideks

on
g - |81 4l ]322 224 %33 %349
2 Bi1q4 244 824 244 B34 844
21 292 %14 431 243 843 8on Boy 8oy
Ky = 815 8pp 8oy} +[8q3 By3 By 83 833 By
814 %24 ®a4 814 234 %44 Bo4 834 P44

Rui A=0 ja §=0, siis on K, ortogonsalne invariant, kuy
A= & = I, = K3 = 0, 8iis ka K, on reeperinihke suhteg_ o=
togonaalne invariant. Kesutades ortogonaalseid invariante,
on lihtne méarata Uldvorrandiga (18.1) antud teist jarku
pinna tGipi. Ortogonaalsete invariantide A ja O jérgi ja-
gatakse teist jarku pinnad koigepealt nelja pohiklassi (ta-
bel 1). Tabelid 2-7 mnnavad teist jarku pindade pohiklasside
detailsema jaotuse. Seejuures tabelites mark "+" voi "-" ta-
histab vaadeldava suuruse marki.

YDescartes'i margireegel. Reaalsete kordejatege polinoo-

mi £(x) = e,x" + a1xn'1 + eee t 8, 8 £ 0 positiivsete
lahendite arv, loetud vastavalt iga lahendi kordsusele, vor-
dub margimuutude arvuga selle vorrandi kordajate jadas
BosByseesrly voi on sellest paarisarvu vorra vaiksem. Nega-
tiiveete lahendite arvu leidmiseks tuleb Descartes'i margi-
reeglit rakendada polincomile £(-x) (vte 17, k. 325).
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Tabel 1. Teist

jarku pindade pohiklasaid

Kidumata teist

Kiduaud teist

Nimetus jarku pinnad jarku pinnad
L #£0 A'-:'. 0

Tsentraalsed | Ellipsoidid, Koonusged
teist jarku &4 0 | huperboloidid
pinnad
Mittetsent- Paraboloidid Silindrid,
raalsed teist §=0 tasand_te
Jarku pinnad paarid

Tabel 2. Ellipsoidid ja h@iperboloidid (A # 0, J # 0)

i+
i+

= ,
31 32 )1 T Nimetus
+ o T Reaalne ellipsold
+ + + + Imaginaarne ellipsoid
+ + 7 - Uhekattene huperboloid
+ + < + Kahekattene huperboloid
Tabel 3. Paraboloidid (A # 0, &= 0, Ay = 0)
A, Lhz Nimetus
+1 + Elliptiline paraboloid
1 Huperboolne paraboloid
Tabel 4. Koonused {A = 0, é"f 0)
A1 12 3}2 Nimetus
T T | = Koonus
) £ Imaginaarne koonus
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Pabel 5. Silindrid ja tasandite paarid (A = 0, & = 0)

Elliptiline voi Paraboolne silinder
K3 £0 huperboolne
silinder
Loikuvate K, # 0 K, = 0
K3 =0 tasandite
paarid Paralleelsete |Uhtivate tal
tasandite paa-|sandite
i rid paarid

Tabel 6, Blliptilised ja huperboolsed silindrid

([——-‘ (5‘=0'12‘0’K3*0g '>\3=0)

R
9‘1 3\2 K2 Nimetus
2
p : ¥ Elliptiline silinder
+ + + Imaginaarne elliptiline gilinder
+ - (£0 Huperboolne silinder
Tabel 7. Loikuvate tasandite paarid
11 32 Nimetus

-+

+1

Loikuvate tasandite paar

+

4+

Imaginaarsete loikuvate tasandite
paar
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Pabel 8., Teist jarku pindade kanoonilised ja
peaasegu kanoonilised vorrandid ortogonaalsete
invariantide kaudu

Nr. Nimetus Kanooniline Peaaegy kanoo~
vorrand line vorrand
' -l a
° Y .2
1. Ellipsoid + + =1
i ? '.:Z :2 o
l 2l Z
. X Y Z L
2. Imaginaarne + + m-
4  |ellipsoid ;; b2 o 4w
3|3 hexattene -, Yz o
. buperboloid Bt T2" na
ey a b C (Jf"\
o|2 | xanexattene -, ¥ 2 ;
“la huperboloid :2' T;Z ::2' = o
: x° . Y _z° =
S5el 84 Koonus + - = 0 M
£ B +
6ol B Imaginearne X< . e + zZ< - 0 e
® koonus 222 <
c Vel
Te} o Elliptiline ) S 4 N 7
89 | paraboloid p. 9 *° 2z 3\112 + 7\2Y‘1
o o 2 2
«~ | Huperboolne X _ X _ o T _
8s E;g paraboloid P q 2z TE z =0
P4 c
9.1 % Elliptiline X° . X
@1 | silinder Tz o
O+ i
10.} S o | Imaginaarne x° + Yo -1
g+ | elliptiline Sz +g= "‘{_'N
o o " a b Es
o b silinder
45 2.7 '
11.] <4 | Huperboolne X _ = 1 oy
o silinder P b2 bt
12.] @ 4 Loikuvate r_x =
119 9 tasandite a2 TR ° N+
B8 opaeas >~ g
13. -HE'U Ipaginaarsete | X +? _ 0 =
a3 5 loikuvate ;2 "t? -
Mmnal girgete paar
14. Paraboolne 2 _
gilinder x” = 2p¥
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Nr. é Nimetus Kanooniline | Peaaegy kanoo-
vorrand line vorrand
15. 3 Paralleelsete 12 - a2 a 0
o | tasandite paar
16. oL Imaginaarsete xz + az =0 I?X2 + K2=0
@ paralleelsete
:%g | tagandite paar
17.| fa¥ | Ohtivate tasan- =0
S843 | dite paar

Reeperit, milles teist jarku pinna vorrandil on kenooni-
line kuju, nimetatakse antud pinna kanooniliseks reeperiks.
Viimasest tabelist naeme, et koigi tsentraalsete teist jar-
ku pindade vorrandid (tabelis klassid 1-6) saab kanoonilise
reeperi korral esitada samasegselt uhise vorrandigs

2 2
ah\lz + aézY + 3532 + ah =0
ehk invariantide kaudu A
Ax? e My2 ?\322 + 5 =0, (18.13)

millest on kerge saada juba kanoonilist vorramdit. Analoogi-
liselt saab paraboloidid (klassid 7 - 8) maarata vorrandiga

vodi s o /
AN+ AyYy- I 2 -2 4 = 03 (18.14)
1 2 12

elliptilised ja hﬁgerboolsed gilindrid ning loikuvate tasan-
dite paarid (klassid 9 - 13) vorrandiga

2

1

2
ahx + aéz‘f + ai4 = 0
° 2 > K
:r\ . m . 1
1x + -)*2Y + 1-22 03 {18.15)

paraboolse silindri (klass 14) vorrandigas

2
a.!”X + 2aé4Y =0

K
2 +
X= - 2y~ Y = 0; (18.16)
SEE
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paralleelsete tasandite paarid (klassid 15 - 16) vorrandiga

2
a'11x + 3'44 = 0

ehk
2.2
X+ Ky = 0 (18.17)
ja ubtivate tasandite paari (klass 17) vorrandiga
2 20 (18.18)

Nimetame teist jarkw pindade vorrandeid (18.13-18) teist

Jarku pindade peasegw kenoonilisteks vorranditeks,
2, Teist Jarku pinna asend. Selleks et masrata pinna

asendit antud ristreeperi suhtes, milles on antud pinna vore
rand, on vaja leida pinna kanoonilise reeperi alguspunkt Ot
Ja reeperitelgede sihivektorid, milledeks on pinna peasihi-~
lised vektorid. Pinna peasihilisteks vektoriteks on ruut-
1iikmete maatrikei B omavaartustele (pinna omavasrtustele)
vastavad omavektorid (vt. ruutvormid [1], 1lk. 446). Pinna
omavaartused leitakse pinna karakteristiikust vorrandist
(18.11') voi 18.12). Pinna omavaartuséle * vastava oma=
vektori § = (1,m,n) koordinaadid leitakse vorrandisisteemist
({11, 1k. 370):

(a11 -~ A}l + a 2m + 8,90 = 0,
a3l + a 3m + (a33 -2 )n = 0.

it

Stisteemi homogeensuse tottu on pinna omavektorid maaratud
nullist erineva kordaja tapausega. Seega saab alati vajaduse
korral valida sellised kordajad, et saadavad omavektorid
oleksid uhikvektorid. Pinna erinevatele omaviartustele vas
tavad omavekiorid on ortogomaalsed (kui simmeetrilise tei-
senduse erinevate omavaartuste vastavad omavektorid (vie fil
lk. 434)). Poordpinna korral on kaks omaviartust vordsed ia
poordetelje sihivektoriks on erinevale omavaartusecle vastav
omavektor,

Kui pinnal eksisteerib keskpunkt (keskpunkt ei pea oleme
ubeselt madratud), siis kanoonilise reeperi alguspunktiks O
voetakse pinna mistahes keskpunki, Pinna keskpunkil koordi-
nasdid leitakse susteemist (18.4). Kui pinnal eksisteerib
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keskpunktidest koosnev sirge, siis see sirge osutub pinna
teljeks, ' -

Peist jarku piana (18.1) korral sihi 8 = (1,m,n) kaas-
diameetertasandi vorrand on

1rx + mFy + nF, = 0, (18.20,

Pinna peasihtide kaasdiameetertasanditeks on pinna summeet-
riatasandid.

Selgitame pinna asendi ja kanoonilise reeperi maaramist
lahemalt pinna tuupide kaupa.

Tsentraalsete pindade korral (tebel 8, klassid 1 - 6)
on kanoonilise reeperi asiguspunktiks pinna keskpunkt ja ree-
peritelgedeks pinna teljed.

Paraboloidide (elliptilise paraboloidi voi huperboolse
paraboloidi, tabel 8, klassid 7 - 8) peasegu kanooniline
vorrand omab kuju (18.14), kus A, Ja A, on karakteristli-
ku vorrandi nullist erinevad lahendid. Paraboloidi telje si-
hivektoriks suunaga pinna nogususe poole on vektor

E = 11 (A1 :AQ!AB)';
kus 11, Az, 13 on jargemooda determinandi A elementide
8149 B4 8, 8lgebralised taiendid:

812 843 By 211 %13 844
- 83 833 84y 813 833 834

%11 %12 %14
812 %22 B4
: 843 823 83y
Paraboloidi tipp maaratakse vorrandisiisteemist

1 2

B,.X + BoaY + B..Z + 8
1757 P2 T PR P T, (e
2 2 2 ’
844X + 8p5Y + 843 + 2&12xy + 2313xz + 2323yz +

133-

r2314x + 2a24y + 23342 + 344.ﬁ 0.
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Kanoonilise reeperi saamiseks tuleb reeperi alguspunktiks
votta pinna tipp, reeperivektoriteks I'* ja J'* nullist erine-
vatele omavaartustele A ja '\2 vastavad normeeritud oma-
vektorid ja vektoriks k' pinna nogususe poole suunatud telje
sihivektor

—

E' — .

Ipl

Elliptilise ja huperboolse silindri ning 1l3ikuvate ta-
sandite paari kamoonilise reeperi saamiseks viiakse reeperi
alguspunkt keskpunktide sirge (pinna telje) mistahes punkti,
z~teljeks valitakse pinna telg, x- ja y-telgede sihitihikvek—
toriteks I' ja J' on nullist erinevatele omavaartustele Ay
ja ‘Az vastavad normeeritud omavektorid.

Selleks et maarata paraboolse silindri asendit (tabel 8,
klass 15), on piisav, kui teada

1) silindri moodustajaga paralleelset summeetriatasandit;

2) #ilindri puutujatasandit, mis on risti aelle summeet-
riatasandiga;

3) vektorit, mis on riati vaadeldud puutujatasandiga ja
suunatud silindri noguanse Poole.

Kul paraboolne silinder on maaratud uldvorrandiga (18.22;
siis tema vorrandi voib umber kirjutada kujul

(~x + AT + J}z) + 2a14x + 2324y + 23342 + 8y, 0 (18.23)
ehk
(Xx + py + pz - n)? - [2(na~ & 8y)x + 2(mA - a5,y +
+2mi + ay)n 4 n® - a44J =0,

Paraboolse silindri moodustajaga paralleelse summeetriata-
sandi vorrand on

oXx + Py + X’a +m =0, (18.24)
kus
8 !o( + a24(5 + By
. “ A"+ (?:2 + ‘5{“2 )
Tasand

2(men - l‘a14)x + 2(m(b - a24)y + 2(ma= - a 4)3 + m2 -
- 8y = 0 (18.25)

on pa.raboolse 8ilindri puutujatesand, mis on risti leitud
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summeetriatasandiga; vektor
fa(am=-2a, o8-a,, ia- a3,) (18.26)

on rigti leitud puutwjatasandiga ja suunatud pinma nogususe
poole,

Kui teist jérku pimna uldvorrand (18.1) maarab tasandite
paari, siis tasandite asendi maaramiseks on vaja teads ta-
gandite vorrandeid eraldi. Need vorrandid me saame, kui ja-
game vorrandi (18.1) vasaku poole mingil viisil lineaartegu-
rite korrutiseks. Selleks et teist jarku pinna aldvorrand
(18.1) miaraks tasandite paari, on tarvilik ja piisav, et
maatriksi

| | 211 *12 213 %14
§ 12 822 823 B4
| 813 %23 833 %34
814 824 %234 44
astak oleks 2 vol 1,

Vorrandi vasaku poole esitamiseks korrutisena kasutatak-

ge Lagrange'i meetodit (vt. {17, lk. 118).

3. Reeperi teisendusvalemid. Olgu kolmemootmelises ruus.
mis antud kaks reeperit R = {0,31,32,33}, mida nimetame va-

naks reeperiks, ja R' ={O',3'1,3'2,35}, mida nimetame uueks

reeperiks, kusjuures uue reeperi alguspunkt ja baasivektorid
avelduvad vana reeperi kaudu jergmiselt:
3{ (1qsmqemy),
Eé = (1pyMysnp), (18.27)
85 = (13ymg,m3)e

Olgu ruumi suvalise punkti X koordinaadid vana reeperi
suhtes (x,y,z) ja uue reeperi suhtes (x',y',z'), siis punkti

X uued jJa vanad kXoordinaadid on seotud valemitega1

O’(a: b;c’) ’

!

1 Kasutades maatrikssumboolikat, saab baasvektorite ja
muutujate teisendusvelemid anda lihtsalt ja meelde jaaval ku-
jul. Tahistame
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X = 11x' + Ly + 131' + at,
R R AR 133' + b, (18.28)
g = n1x' + nzy‘ + nBz' + c',

31 3; x
E = 82 , E' = 8&“ s Xall yll, X' =
i 33

x'
y'
27

siis uued baasvektorid vanade baasvektorite kaudu avalduvad
= C B - (18.271)

ja punkti vanad koordinaadid uute koordinaatide kaudu
X = CX', (18,28*)

kus CTon maatriksi C tramsponeeritud mastriks (vt. (1}, 1lk.
348). Kasutades indekstahistust ja Einsteini aunneerimiskok-
kulepet, sasme valemid (18,27! - 28') kirjutads umber jarg-

nevalt: _—
Ei = Ci ejg i’J = 1'2’3 (18021')
ehk nkaikaajailkult - 3w
V8L = 8, + cZ8, + €38 85, (18.,27"*)
18y = ¢35, + ¢35, + €385 |
<t = cidd' s arl (18.28")
ehk uksikasjalikult ‘
11 = C}x'1 + C;x'z + C;x'3 + 31,
(x% = cdxr? 4 c x' + 03x13 4 8, C (18.28m)
FERI I WE I S D)

kus punkti X koordinaadid vana reeperi suhtes on (x ,x2,13),
uue reeperi suhtes (1'1 x! x'j) Ja uue reeperi alguspunkti
vanad koordinaadid on (a1,a ,8 ).

Maatriks
el ¢} 2
c =l c§
¢; ¢ o3

on koordinastide teisendusmaatriks,
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kus maatriksit
11 12 l3
C = l.] m, !3
n, n, Ry /,
mille veergude elementideks on wute baasivektorite koordi-
naadid vanal baasil, nimetatakse koordinaatide teisendus-
maatrikeiks. Koordinaatide teisendusmaatriks on regulaar-
maatriks, s. t.
get Icll 4o,

Kui reeper )3t ,e1,32,e3} on pinna (18,1) kanooniline
reeper, siis vorrandid (18,28) on pinna punkti koordinaatide
teisendusvalemid uleminekul uldvorrandilt kenoonilisele vor-
randile. Asendades x,y,z valemitest (18.28) pinna Uldvorran-
disse (18.1), saame pinna kanoonilise vorrandi. Kanoonilise
vorrandi leidmist kahel teel (ortogonaalsete invariantide
abil ja reeperiteisenduste teel) voib kasutada arvutuste
oigsuse kontrollimiseks.

Naide 1. Maarata pinna tiilp ja asend, kui pind on teatud
ristreeperi suhtes maaratud vorrandiga
x2 + 532 + z2 + 2Xy + 6x2 + 2yz - 2x + 6y + 2z = O.
Leida pinna kanooniline reeper,
Lahendus. Leiame
1 1 3 =1

1 1 3
A= 19 V3 L3630, §= |1 5 1| =-364o0.
31 1 1 301 1
-1 31 0

Pind on kidumata teentraalne pind, seega kes ellipsoid voi
biiperboloid (vt. tabel 1). Seet3ttu on meil ette teada, et
tema karakteristlikul vorrandil on kolm lahendit.
Kuna
I = 1 + 5+ 1 =

l |5 1, o
-1 5| 3 .1 1 o1 5
sils karakteristlik vorrand on Praegu kujuga

A -72% 4 36 = 0.
Kasutades Descartesti mErgireeglit, leiame, et pinnal on kaks
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positiiveet ja uks negatiivme lahend. Kuna -%-( 0, siis
pind on uhekattene hiiperboloid. Karakteristliku vorrandi la-
hendite 2, = 3, 32 = 6 ja 33 = =2 abil saame uhekattese
huperboloidi peaaegu kanoonilise vorrandi (vt. 18.13)
.1112 + 3' + 3322 + %}- = 0

ehk antud juhul

322 + 6¥° - 222 = 1 = 0.
Jarelikult, pinna kanooniline vorrand on

2

X . Y2 ) z2 4
- Ry S Wt Al
(VF (VE) (VE)
gee juures ]

Pinna asendi maaramiseks leiame susteemist (18.4)
"X+ y+ 32z ~-1=0,
X+ 5y +2 + 3 0,
3XxX+y+2+1 =0
pinna keskpunkti, milleks on C(- 4, - z, %). Siisteemist
(18.19)
(1 - 3)11 +my + 3n1 o,
1, +(5=3m + ny =0,
311 + my o+ (1 = 3)31 = 0
maarame X-telje sihivektori E; = (1,,my,n,). Saame
ey = (1,-1,1). Siin E; on omavaartustele A = 3 vastav
omavektor. Analoogiliselt leiame &} = (1,2,1) ja 35 =
= (1,0,=1), mis on vastavalt Y-telje ja Z~telje sihivektorid.
Kuna omavektorid on maaratud kordaja tapsusega, siis peale
normeerimist saame pinna kanoonilise reeperi sihivektorid
I = JE" (1,=1,1)y J* = —== (1,2,1), k' = 7%7(1:0:'1)-

Kerge on kontrollida, et saadud vektorid on toepoolest risti,
nagu Gige lahenduse korral peabki olema.

Pinna kanocniliseks rceperiks on -[0',1',3',E'}, kus
0' = C ning I' = Té- 1 hA ez.

i

|eé‘
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Naide 2. Maarata antud pinna
2

2x° + 25° + 322 + 4xy + 2x2 + 2y2 ~ 4x + by - 22 +
+3=0
tuup ja asend. _
Lahendus. Antud pinna korral
2 2 1 =2 2 2 1
A= 2 2 1V 3 4 o.es, 0= {2 2 1| =o.
T 1 3 =1 11 3
-2 3=-1 3

Seega, pind on paraboloid (vt. tabel 1). Invariantide
I1=2+2+3=7’
2 2 2 1 2 1
I =' + l = 10
27 {2 2 13 1 3]
abil saame karakteristliku vorrandi
22 =722+ 104 =0,
mille lahendid on
7\122, 1225’ J\azo.

Seega, antud pind on glliptiline paraboloid (vt. tabel
3). Kasutades vorrandit (18.14), saame elliptiliee parabo-

loidi vorrandiks

2% + 5Y% - 2Y- =82 7 . 0,

Jarelikult, axaatud elliptilise paraboloidi kanooniline vore

o+

rand on :Ex— + —g—— = 2%, seejuures p = E‘E_-s——, q = 715-.
2Vz2 V2 -

Paraboloidi telje sihivektoriks suunaga nogususe poole
on vektor p (vt. seosed (18.20~21)).

2 1 =2 2 1 -2 2 2 2
p=7(-l2 1 3 Iz T3 -2 2 o=
1 3 =1, {1 3 -1, 1 1 1

= 7(25,'25,0)1‘1‘ (19"190).
X-telje sihivektori e, = (1,,m,n,) leiame susteenist
(2 - 2)1, + 2m, + n, = 0,
211 + (2 = Z)m1 +n, =0,
11+m1+ (3-2)111 = 0,
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kust 1, = 1, m, = T, ny = =2 ja jarelikult, X-telje sihiveke
toriks on &, = (1,1,~2). Analoogiliselt leiame susteemigt
(2 = 5)1, + 2m, + n, = 0,

Y-telje sihivektori 85 = (1,1,1), Tipu koordinaadid maarame
vorrandisisteemist (18.22), mis antud Juhul omab kuju

X + 2y + 2 =2  2X 4+ 2V + z t 3 _ X+ ¥ + 3z = 1
{ > - *igs T
2 + 2y2

2x + 322 + 4Xy + 2X2% + 2yz -~ 4x + 6y = 2x + 3 =0

voi
2X 42y + Z = 2
X+ Y+ 32 = 1 ’
2x2 + 2y2 + 322 + 4Xy + 2%z + 2y% - 4x + 6y - 22 + 3 = 0,

kust leiamq tipu 0 (= 1%, - %8, %). Pinna kanooniliseks ree-

periks on‘{O',i',i',Ef}. kus O' on pinna tipp ning I'- TéTE',
. 8
1

~(2x + 2y + z + 3),

-—d

/ - -
J = T—:r €5, k' = TéTT el.
2 3
Naide 3. MAdrata antud ninna
5x° + 2y° + 52° - 4xy ~ 2%z - 43z + 10x = 4y =22 4+ 4 2 0
tudp ja asend.

Lahendus. Antud pinna korrsl

A = 0 = 0, Jarelikult, vaadeldud pind on kas gilindex
voi tasandite psar (vt. tabel 1), Pinna tuiibl tépsemaks mis-
ramiseks kasutame tabeleid 5 Ja 6 ning arvutame selleks T

= 36, I1 312:}&1{3:—36.

Kuna I, # 0 ja Ky £ 0, siis on pind kas elliptiline v3i
huperboolne silinder (vi. tabel 5)e Karakteristliku vorran-—
a1 A2 = 1222 £ 367\ = 0 lahenditeks on Ay =R, =56 ja
X3 = 0. Kuna ¥§ € 0, siis pind on elliptiline silinder

|

2’

(vt. tabel 6), Et Aq = Moy Biis antud pind on p3srdsilin-
der , mille peaaegu kshooniline vorrand on (vt, valem

(18,15)) 6x2 + by - 1

"
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fiimasest ssame silindri ksnoonilise vorrandi x° + 12 = % .

pisrdsilindri resdius on § o Silindri telg, mis on keskpunk-
tidest koommev sirge, maaratakse vorrandisusteemist
5x - 2y - 3 + 5 = 0,
-{-21 + 2y 23 =-2=0,
wx = 2y +52 + 1 = 0, .
nis sisaldab kaks soltumatut vorrendit.

Naide 4. Maarata antud pinna
x“ + ¥+ 432 + 2xy + 4x3 + 4y% - 62 + 1 =0
tuap ja asend. :
Lahenduse A = & = O. Jirelikult, pind on kidunud mitte-
tsentraalne pind, s.t. kas silinder voli tasandite paar (vt.
tabel 1). Invariantide I, = O, Iy, = 6 ja

1 1 O 1 2 0 1 2 0
K3= -1 1 ol + 2 4 =3 + 2 4 -3 = =18
0o o0 1 0 =3 1 0 =3 1
abil seame, et vorrand mearab parabooloe silindri (vt. tabel
5). Oteime paraboolse silindri vorrandit kujul X° = 2pY ehk

peasegu kanoonilisel kujul ay,X° - 2a§,Y = 0. ldhtudes viims-
gest vorrandist, kirjutame uuesti valja invariandid I1 = 8149

KB' 0 ? 84l * 0 o 0 + 0' 0 0 3%
0 8oy 0 0 0 0 854 0 0

gaame vorrandi kordajate a;, ja aé4 suhtes

{ "?21 = Ly

1 .
59385’31'1 = 6, 32'4 = V; .
Asendades a;, ja a§4 peasegu kanoonilisse vorrandisse,
saqme 6x2 -2V3 Y = 0. Seega, otsitava paraboolse silindrl

kanooniline vorrand on x2 = v:— Y.

Markus. Kaqoonilise varraadi oleksime saanud ka vahetult
valemiast (18.16). Me aga naitasime ka teise vahetu lahendami~
gse voimaluse, Pinna asendi mAsramiseks kasutame valemeid
(18.22-26). Pinna vorrandi kujust (vi. 18.22)

(x + 5 + 25)2 -6z +1=0
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Baaneq,s.(s =1, f=2, ma-i,

Paraboolse silindri moodustajaga paralleelse summeetria+
tasandi vorrend om x + ¥ + 2z = 1 = 0 ning temaga ristuva
puutujatasandi vorrand on x + y = z = O. Leitud puutujata-
sandiga ristuvaks Ja pinna nogususe poole suun2tud vektoriks
onn = (=1,=1,2).

Naide 5 Maarata antad pinna
2Xy + 4XT + 2y% =~ 4x - 2y = 0
tunp ja asend.
- Lahendus. Kuna
0 1 2 =2

111 - | o 1 2
A= 2 1 o o =0 § = 1 1 1 =0,
2 1 o0

-2 =1 0 0
giis pind on kidunud mittetsentraalne pind, seega kas silin-
der voi tasandite paar (vt. tabel 1), Leides invariandid

0 1 =2 0 2 =2 L
-K3 ={ 1 1 =1 + 2 0 0 +]1 1 0 0] =0,
-1 0 =2 0 o -1 0 o
I = l ) 0 2' + I1 1| a =6,
1 2 0 o)

saame teada, et tegemist on loikuvate tasandite paariga (vt.
tabel 5). Edasi tuleb veel selgitada, kas meil on tegemist
reaalsete loikuvate tasandite paariga vol imaginaarsete
loikuvate tasandite paariga., Pinna karakteristlik vorrand on
A - A% . 6a =0, sest I, =1, siit  A; =3, A= -2
ja '33 = 0. Seega,pind on reaalsete loikuvate taaand;te paax.
Selleks et leida nende tasandite vorrandeid jagame vorrandi
vasaku poole lineaartegurite korrutiseks (Lagrange'i meeto-
dil). Kui ruhmitamine ei ole lihtne, leiame tasandite 10i-
kesirge kui keskpunktidest koosneva sirge susteemist
y+ 2z =2 =0,
X+y+ Z2=1=0,
2X + ¥+ 2 =1 = Q. .
Kuna susteemi astak on 2, siis valime susteemist kaks line-
parselt soltumatut vorrandit, Votame esimese ja kolmanda
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vorrandi kui suhteliselt lihtsamad:
{ y+22-2z0,
2X+y=~2=1=0-:
Leiame susteemi kuuluvate tasandite normaalvektorite
'1 = (0,1,2),.
n2 = (2,1,1)
abil 15ikesirge sihivektori n, x I, = (=2 ,4,-2) |j (1,~-2, 1).
Loikesirge uheks punktiks om C(0,0,1). Tasandite loikesirge
vorrand on

== -

Pasendite 1loplikuks maaramiseks on piisav, kui 1e1da kummal-
gl tasandil punkt, mis el asu 15ikesirgel, Naiteks punkt
A(0,2,0) rahuldab pinna vorrandit ega asu loikesirgel. Mag-
reme tasandi X vektoritega TX = (0,2,-1) ja 8 = (1,=2,1)
ning punktiga C. Seega normaalvektoriks on 8 x UK = (0,1,2)
ja tasandi & vorrandiks y + 22 = z = 0. B(1,-2, 0) on pinna
punkt, mis ei kuulu tasandile o. Analoogiliselt tasandi <
juhuga saame tasandi [> vorrandiks 2x + y = O. Tasandlite o
ja @ vorrandid voime kiatte saada kimbust  u(y + 2z - 2)+
+ YEx+y-1)= mille teljeks on tasandite loike-
sirge, maarates parameetrid ® ja V¥ nii, et antud pinna
vorrand oleks rahuldatud.

Vastus. Antud vorrand maarab reaalsete loikuvate tasan-

 dite paari, mille vorrandid on y + 2z = 2 =0 Ja 2x + y = O.

1. Pinna tuup
18.12. Kasutedes invariante, midrata antud pinna tuup:

x° - 2y2 - 4xy - BxZ + by = 5 =

8,12. Miarata jargmiste pindade tuubid:
1) 3x° + y2 - 22 4 6xz = 4y = O,

2) 2x2 + y + 322 - 4yz + 2x = 62 + 1
3) x2 + 2y2 + 322 + 2x =4y - 12z + 8 = 0,
4) 4x° - 922 + 2xz - 8x - 4y + 36z = 32 = O,

5) 412 + 2y° + 22 - 4xy - 2yz - 2y + 22 - 4 = O,

i}
(o]
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18.14. Millise A vaartuse korral vorrand 1% 4 3y2 +
+ 2X2 + 2AyZ - 2x ~ 8y = 22 - 3 a 0 maarab koonuse?

18,15, Msarata A ja M nii, et vorrand x° - y2 + 32° +

+ (Ax + /Ay)z ~ 1 = 0 maaraks poordsilindri.

18,16, Leida tingimus, mille korral vorrand a(12 + 2yz)+;
+ b(yz + 2x2z) + ¢(z° + 2xy) = 1 mAArab poordpinna.

18,17, Toestada, et vorrand y° + (2° - 2z)(1 = %) 4
+ 2Axz - 2x = O maarab poordpinna. Koostada poordetelje
vorrand,

18,18. Maarata kordaja k nii, et koonus x° - 2Yy + k2° =
= 0 oleks poordkoonus., Leida poordetelg,

18,19, Uurida pinna x2 + (21!12 + 1)(32 + 2:2) - 2Xy = 232~
- 2yZ - 2m2 + 3m - 1 = 0 muuturist soltuvalt parameetri m
muutumisest - X< m < + o ,

18,20, Teisendada antud paraboloidi vérrand 2x° + 10y° -
- 22" + 12xy + 8yz2 + 12x + 4y + 82 -~ 1 = 0 lihtsamale kujule.
Leida pinna peasihid. '

18,21, Lihtsustada antud pimna vorrand 2x° + 2y° + 32° +
+ 4Xy + 2x2 + 2y2 = 4x + 6y = 22 + 3 = O,

18,22, Selgitada, millised jargmistest vorranditest maa-
ravad koonuse, silindri voi tasandite paari:
1) 9x° ~ 4y° - 9122 + 18xz = 40 yz = 36 = O,
2)x2+2y2+322-62+3=0,
3) 2;2—322+4xy-5xz+2yz-81-12y+17z+6=0,
4) x2-522+31y+2yz-7:-6y-22+10-—-0,
5) x2+2y2+422-2xy-4yz+2x-2y-4=0,

6)12+3y2+8x2+21y+8yz-4x+82+6a0.
18,23, Maarata teist jarku pinna tump:

1) 6x2f9yz+22+6xy-4xz=0,

2) 4x° - 2y° - 1222 + 4xy + 12yz = O,

3) x2-3y2+4xz-—2yz=0,

4)x2+4y2+22-4xy+2xz—4yz=0,

5) 4x2+2y2+ 1022-—4xy+ 12xz - 8yz = 0.
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18424, Lihtsustada jargmiste pindade vorrandid, Miarata
pinna tuup: . , , .
1) 6x°. - 2;2 + 63° 4 4xz + 8x - 4y - 82 + 1 = O,
2) x° - + 22 + 4Xy = 8XE = 4y% = 14X ~ 4y .+ 142 + 16 = 0,
3) 22 + + 5:2 - 6Xy + 2x2 = 2y% - 4x + 8y - 12z + 14 = 0,
4) 4x® 4+ 5:2 + 63° - 4y + 4y% + 4x + 6y + 42 - 27 = 0,
5) 2x° + 5y + 282 = 22y - 4xz + 2y3 4+ 2% - 10y = 22 = 1 = 0.

2. Lagrange'i meetod

18,25, Kasutades Lagrange'i taisruutudeks teisendamise
meetodit, maarata iga jirgmise vorrandige madratud pinna
tuup: ' ' | '

1) 412 + 612 + 422 + 4x2 -8y = 4z + 3 = 0,
2) x° + 552 + z:+ 2Xy + 6X% + 2yz - 2Xx + 6y = 10z = 0,

3) x° + Yy = 3% =2xy -6xz - 6yz + 2x + 2y + 43 = 0,

4) x° - 2:2 + 22 + 4Xy = 8X2 ~ 4yz - 14x = 4y + 142 + 16 = O,
5) 2:2 + y2 + 2z2 ~2XY = 2¥Z + X = 4y = 32 + 2 = o,

6) 12 - 212 + 22 + 4xy ~ 10xz + 4y2. + X + yYy=-z =0,

7) 2x? &+ y2 + 282 - 2xy .- 2yz + 4x - 2y = O,

8) 12 - 2:2 + 22 + 4xy - 10Xz + 4y2 + 2x + 4y - 10z = 1 5 0,

9) 12 + y2 + 422 + 2XY + 4XxZ + 4y2 - 62 + 1 = Q,
10)4IJ+21:+43'-62-3=0,

M) Xy + X2 + 3z + 2x + 2y - 2z = 0,

18,26, Kasutades Lagrangd®i meetodit, p3h;jendada, et
-Jargmised vorrandid maaravad tasandite paarid., Leida tasan-
dite vorrandid ja maarata tasandite vagtastikune asend igal
toodud juhul: ,

1) y2 + 2xy + 4X% + 2yz - 4x - 2y = 0, .
2) x° + 412 + 9:2 ~4xy + 6X2 = 122 - X 4 2y = 32 = 6 = 0,
3) 3:2 - 4y2 + 382 + 4xy + 10xz - 4y2 + 6x - 20y -~ 14z =240,
4) 5::2 + 4:2 + 3:2 + 9xy + Bxz + 752 + TXx + 6y + 5% + 2 = 0,
5) 4x2 + 49y2 + 2% o 28xy + 4xz ~ 14yz + 8x - 28y + 4z + 30,
6) 16x° + 9y° + 10082 + 24xy + 80xz + 603z + 56x + 42y +

+ 140z + 49 = O,
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3. Pinna tuup ja asend

18,27, Leida pinna kanooniline vorrend ja maarata asend:
1) x + 53 + 22 +.2Xy + 6x2 + 2yz -~ 2x + 6y + 2z = O,
2) 2x? + y2 + 252 2xy + 2yz + 4x ~ 2y = 0,
3) 12 + y2 + 43 + 2Xy + 4XZ + 4y2 ~ 6% + 1 = O,
4) 4:2 + 9y + 2% - 12Xy + 4x2 -~ 6ys + 4x ~ 6y + 22 - 5 = O,
5) 7x° + Gy + 5z2 - 4xy - 432 - 6x -~ 24y + 182 + 30 = O,
6) 2x2+ 2y% = 522 4 2xy = 2x = 4y - 4% +.2 = O,
7) x 2y2 + 22 + 4Xy = 8X% = 4yZ = 14X = 4y + 142 + 16 = 0,
8) 2x2 + 2y2 + 32 + 4xy + 2x2 + 252 - 4X + 6y - 22 + 3 = O,
) 212 + 5y + 222 -2Xy - 4x% + 2YZ + 2X = 10y = 22 = 1 = 0,
10) 12 + Sy + 52 + 2Xy + 6xz + 2yz ~ 2x + 6y + 22 = O,
1) 5x° + 2y° + 52% = 4xy = 2%z = 4y + 10x - 4y = 25 + 4 =0,
12) x 2 2y2 + z2 + 4xy ~ 10XZ + 4y2 + 2X + 4y -~ 10z - 1 = O,
13) 5: y2 + 2° + 4xy + 6x2 + 2X + 4y + 6% - 8 = O,
14) ax + 10y2 - 222 + 12Xy + 8y2%2 + 12x + 4y + 82 =« 1 = O.

18,28, Leida antud pinna 712 + 6y2 + 5:2 = 4xy = 4yZ -
- 6x - 24y + 18z + 30 = 0 kanooniline vorrand. Leida koordi-
naatide teisendusvelemid.

18,29, MRarata pinna tip js asend, kasutades reeperi-
teiaendust voi liikmete rubmitamist Lagrange'i meetodil:
1) 2z 2x - 4y - 6x + 8y + 1,

2) z = x° + 3y -6y + 1,

3) x° 4 2y2 - 322 + 2x + 4y - 62z = O,

4) x2 + 2y + yz - z2 = 0,

5) 2% = 3x + 4y + Sé
6) z = x° + 2xy + y° + 1,

7) 2% = x% &+ 2xy + y2 + 1,

8) x° + 432 + 92° - 6x + 8y -~ 18z - 14 =

9) 2xy + 2° =22 4+1 20,

10) x + y2 2 -2xy +.22 - 1 = 0,

1) x° + 4y - 22 - 10x = 16y + 62 + 16 = 0,
12) 2xy + 2X + 2y + 22 = 1 = 0,

13) Bx + 6x ~ 8y + 62 - 7 = 0,

14) x + y2 + 222 + 2xy + 4z = 0,

15) 3x + 3y + Bz -62 + 4y - 1 =0,
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16) 3x° + 3y° - 6r + 4y - 1 = 0,
17) 3x° + 3y° - 322 - 6x + 4y + 4z + 3 = 0,
18) 4x° - y° - 4x + 4y - 3 =
18,30. Teisendada antud pinna vorrand 5x° + 8y2 + 5g°
+ 4xy = 8xz + 4yz - 27 = 0 lihtsamale kujule. Leida koordi-
naatide telisendusvalemid.

53. Peist jarku pinna loikumine sirgega.
Asumptootilised sihid, Asumptoodid.
Sirgjoonsed moodustajad. Puutujatasand

Sirge

it

x =1t + x4,
{ny mt + yo, (18.29)
z2 =nt + z,
Ja teist jarku pinna (18.1) loikepunktide leidmiseks asenda-
takse sirge paramectrilised vorrandid pinna vorrandisse,

mille tulemusena saadakse ruutvorrand loikepunktide para-
meetrite leidmiseks o ,

Bt + 2Pt 4+ G = O, (18.30)
kus

1 Kasutades indekstahistust, saame valemid (18 29=33)
esitada Jargnevalt-

sirge = xo + el (i =1,2,3)
ja teist jarku pinna
:L..’x:l:x::J + 2a.i4xi * 8y, = 0
%$%k;g??ktide parameetri leidmiseks saadakse ruvutvorrand
L

B = ay sisdj
2F = a, (xis + xgni) + 2ai4si, (18.31')
Sihti 8 =(4s ,a B nimetatakse pinna esumptootiliseks si~-
hiks, kui
ijsiaj - 0. (184331)
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2 2 -2
E = a111 + 8,,m" + ag3n” + 23121m + 2a131n + 2a mn,(18,31)

F = 11121o + 8, may + a33 25 + a12(lyo + mx,) +
+ 845(1z, + nxo) + ay5(mz, + ny,) + 814l + ay,m + 84,0,

2 2
G = 844X + azzy + 834%, + 2a12x°y° + 2a13xozo + 2a23y°zo +

+ 2a14x° + 2&24;o + 2a3429 + 8440

Kui E # 0, siis sirge (18.29) loikab pinda (18.1) kahes
punktis (reaalses voi imaginaarses), Tingimus E £ O on sirge
(18.29) sihivektori 8 = (1,myn) koordinaatide vaheline tin~
gimus. Sel korral ka koik antud sirgega paralleelsed sirged
loikavad pinda kahes punktis.

Iga sihti 8 = (1,m,n), mis rahuldab tingimust E £ 0 ehk

2 2 2
a111 + 8,51 + 8gm” + 2a121m + 2&131n + 2a23mn # 0)(18.32)
nimetatakse teist jarku pinna (18.1) mitteasumptootiliseks

gihiks,
Sihti 8 = (1,m,n) nimetatakse pinna asiumptootiliseks si-
hiks, kui E = O, s.t.

2 2 ) | '
8,41% + ayom” + a33n + 2a121m + ?a131n + 2a23nn = 0,(18,33)
Iga asumptootilise sihige sirge kag

1) loikab pinda enam kui kahes punktis (loikepunktide

leidmise vorrand on sameselt rahuldatud, s. te E = F = G =0).

Selliseid sirgeid nimetatakse pinns sirgjoonseteks moodusta-

jateks;
2) loikab pinda iihes punktis (E = O, F # 0);

3) ei loiku pinnaga (E = F = 0, G £ 0).

Selliseid pinna keskpunkti labivaid asimptootiliss sihiga
sirgeid, wis ei 1oika pinda, nimetatakse pinna asimptooti-
deks. Pinna koigl astmptootide hulk moodustab koonuse, mida
nimetatakse antud pinne asumptootiliseks koonuseks. Asumptoo-
tilised koonused on olemas uhe~ ja kahekattesel hiperboloi~
dil.

Sirget, mis loikab pinda (18.1) kahes uhtivas punktis,
nimetatakse antud pinna puutujaks antud punktis, Pinna Jja
puutuja uhist punkti nimetatakse puutepunktiks. Pinna (18,1)
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punkti Xo(XesYosZo) labivad ¥oix puutujad asuvad tasandil,
mida nimetatakse pimna puutujatasandiks pinna punktis Xse
pimma (18.1) puutujatasandi vorrandi pinna punktis X, sacme
xergesti pinna vorrandist nn. poolitiasenduav3ttega1:

844XoX + 835¥0Y + 853%2 + a12(xoy + X¥o) + 313(x°z.+ X%go) +
o+ aZB(yog + yz,) + 314(x + Xo) + a24(y + Yo) + 323(z + Ty) +
+ Bqg = 0, mille sarnaste liikmete koondamisel saame .

ehk ukeikasjalikult:
(a.“xo + 8,5Y0 + 813%0 + 314)x + (3121o + Byp¥o + 83330 +
+ a24)y + (313x° + 853Y + 853%0 + a34)z + (B4,% + 8p430 +
+ 83450 + 344) = O :
Sirget, mis 1labib pinna punkii X, ja on risti punkti X,
labiva pinna puutujatasandiga, nimetatakse pinna punkti X,
18biveke pinna normaaliks. Pinna normaali sihivektoriks on

vektor

VF = (Fxo,F

yo’on). (18.34)

1. Pinna ja sirge loikepunktid. Sirgjoonsed moodustajad

18.31. Leida pinna 4x2 + y2 + 912 + B5xz - 3yz - 10x +
+ 122 + 4 = O loikepunktid reeperitelgedega.

18,32, Leida pimna 2° + Xy - y2 = 5% = 0 loikepunktid
Birgega.

18,33, Leide antud pinna 1loikepunktid sirgega:
1) 5x° + 9y° + 922 - 12xy - 6xz + 12x = 36z = O, i-_- % -2
2) x2 - 2y2 + z2 - 2xy + 4x2 - Y2 + 3X = 52 = 0O, -iz = g

18434. Milliseid tingimusi peavad rehuldams teist jarku
pinna fldvorrandi kordajad, et abstisisstelg

kS

oy

"1 poolitiasendusvote seisneb selles, et pooled tundmatud
pinna vorrandis tuleb asendada puutepunkti vastavate koordi-
neatidega jargmiselt:

X —a» X X, y2--a- ¥Yo¥» 22—-?' Z,2
2L —>Xo, + Xy 2¥ —>Y¥o + Yo 2Z —=Z, + Z,
2XY XY + X¥oy 2XZ—=XoZ + XZoy 2¥Z-—>¥Zo + Yoo
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1) puutuks pinda,

2) oleks asumptootilise sihiga airge antud pinna suhtes,
3) oleks pinna asumptoodiks,

4) oleks sirgjoonne moodustaja,

5) ei omaks pinnaga reaalseid loikepunkte?

18435, Millist kuju peab omame teist jérku pinna vorrand,
et '
1) pind loikeks koiki kolme reeperitelge,
2) koik kolm reeperitelge oleksid pinna  asumptootideks.?

18,36, Leida pinna x2 + y2 +.22 + 2Xy - 2X2 - y2 + 4x +

+ 3y - 5% + 4 = O sirgjoonsed moodustajad, mies labivad punk-
ti A(=1,=1,1).

18,37 leida sirged,'mia labivad reeperi alguspunkti jJe
asuvad tﬁieliknlt pinnal y2 + 33Xy - zZX + 2y2 + 3Xx + 2y = Oe

18438. Lelda pinna 12 + 32 +_Sz2 - 6xy = 2XZ + 2y2 - 12=
= 0 sirgjoonsed moodustajad, mis on paralleelsed sirgega
X -1 + z
=z = -4

18039, Leida pinna x2 + 3y2+ 322- 2xy - 2Xx2 - 2yz - 6 = 0
suvalist punkti labivate sirgjoonsete moodustajate vorrandid.

18440. Leida pinna xy + x2 + X + ¥ + 1 = O sirgjooneete
moodustajate vorrandid.

18441. Leida pinna y2 - 2xy = 4x2 + 2y2 -~ 4x + 2y - 1 =0
sirgjoonsed moodustajad.

18,42, Koostada pinna vorrand, kul on teada tema kolm
sirgjoonset moodustajat:

{y.—.o, {I ¥ {x=0!
z = 0, z2 =1, z = 2. .

18.43. Leida ithekattesel hilperboloidil punktid, mida ld-
bivad sirgjoonsed moodustajad on risti., Leida leitud punkti
labiva pinna puutujatasandiga paralleelse tasandi ja pinna
loikejoon.

18,44, Toestada, et teist jérku Joonpinna suvalise moo~
dustaja punktides voetud pinna normaalid moodustavad huper-
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boolae parabololdi.
2. Asumptootilised sihid. Asumptoodid

18,45+ lLeida pir .. Zxy - X2 + yZ - 2x + 2y - 3z -2 =0
xorral reeperi alguspunkti labivate asumptootiliste sihtide~
ga sirged,

18,46, Leida pinna 2x - 3z2 - Xy = XZ + 4y%Z +.5x -
- 3y + 7 = O korral reeperi alguspunkti labivad asumptooti-
liste sihtidega sirged.

2 _ 2

18447+ Leida sirged, mis labivad reeperi alguspunkti ja
loikavad pinda x2 +. 2y2 + 4z -2xy + 4y2 + 5x =2 + 3 =0
ainult uhes punktis,

18448. Leide pinna 2x2 + y2 +2xy -3x+2~-1=0 kor-
ral punkti A(1,~1,3) labivad asumptootiliste sihtidega sir-
ged,

18,49, Milliseid tingimusi peavad rahuldama sirge sihi-
vektorizkoordingadid, e; sirge oleke pinna
1) 844X" + 855F + 8432 + 28, XY + 2a1312 + 28,42 + 284 4 X+
+ 2a34y +22a34z + a44 = 0,
2)52'+Lz+ 1,

a b

o°
2 2
X . L
3)p7 q_=22
" asiimptootilise sihiga sirge?
a,go. Millised sirgetest 1) -zt = X ;.? =% 2 %=

) - Z - 4
- L2 - '31 s sl
5) E.%IQ;E —* on asumptootilise sihiga pinna x° -

- 4xy + byz + 22 = 5 0 korral?

18.51, Kas leidub 81rgeid mis oleksid asumptootlllse
sihiga antud pinna x2 + 4y - 32 - 4Xy - ¥xX2Z + 5y + 3 =
korral ja samal ajal oleksid risti z-teljega? Kas leidub an-
tud pinnal z-teljega ristuvaid sirgjconseid moodustajaid?

18.52+ Koostada pindade

1) x +y2+z2+2xy+6xz-2y2+2x-6y-2x=0.
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2) 9x% 4 365° + 43° = T2x + 24z - 144 = 0,
3) 2:2 + 6y2 + 2:2 +8xz2 = 4x -8y + 3 =20
asumptootiliste koonuste vorrandid. | |
18,53, Uurida antud pinna x° + 2y° - 3z° + 2xz - 2y2 +
+ 4x = 0 asumptootilist koonust,

gii Leida koonuse 32 + 2Xy + 2x3 + 2yz = 0 moodusta-
jate vahéline suurim nurk ning koonuse telje ja reeperi tel-
gede vaheliwed nurgad,

3. Puutujatasand. Normaal

18.55.‘Kooatada antud pinna 5x2 - y2 + 22 + 4xy + b6x2 +
+ 2x + 4y + 6z = 8 = 0 puutujatasandi ja normaali vorrandid
Punktiﬂ XO(O’-4’4).

18456, Koostada antud pinna 4x + 5y + 92 - 8x + 182 +
+ 12 = O puutujatasandi vorrand pinna punktis X,(1,0,=- 3)
ning maarata pinna ja puutujatasandi loikejoone tuup.

18,57+ Leida pinnal x2 + 5y - 22 - 4xz + €6x - 20y ~ 2z~
-1 = 0 punktid, kus normaal on risti ordinaatteljega,

. Leida tasandiga X+ 2y + 7 =0 paralleelsed pinna
+ 6y + 4z + 4x2 - 8y - 4z + 3 = 0 puutujatasandid.
18,59, Leida pinna 2x2 + 5y + 2z2 - 2Xy + 6y2 = 4x -
- ¥ - 2z = 0 puutujataesandid, mis labivad sirget

4x - 5y = 0,
Z.."1=0.

412

18.60. Leida pinna 5x° - 8y2 + 522 4 632 + 4x - 22 = 0
puutujatasandid, mis labivad ordinaattelge,.

1§_gl. Millist koverat mooda loikab iihekattest hiiperbo-
loidl 1? -? 1 tema asumptootilise koonuse puutuja-
tasand°

18.62. Leida sirged, mis on paralleelsed z-teljega ja
puutuvad pinda x2 + 2y2 + 222 + 2Xy = 2x - 4y = 42 + 2 = O.
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18,63, Leids pimna x° + 2y° + 22° 4+ 2xy - 2x - 4y =
- 42 + 2 = 0 puntujad, mis labivad reeperi alguspunkti.

. 18,64. Leida kover, mida moodas eelmises ulesandes leitud
koonus puutud antwd pinde, Leida tasand, millel asub puutu=-
jakoonuse ja pimna loikejoon.

18465, Milliseid tingimusi peavad rahuldame teist jarku
pinna tldvorrandi kordajad selleks, et pind puutuks reeperi-
tasandeid?

18,66. Toestada, et kui kaks tasandit puutuvad teist
jarkm koonust mooda moodustajaid, siis koonuse koolud, mis
‘on paralleelsed nende tasandite loikesirgega, poolitatakse
tasandi poolt, mis labib veadeldud moodustajaid,

4, Diameetrid ja diameetertasandid, Peasihid

0lgu teist jarku pind maaratud ortonormeeritud reeperi

suhtes uldvorrandiga (18.1)
a11x2 + azzya + a33=2 + 2312xy + 2a1312 + 2a23yz +
+ 2a14x + 2a24y + 2a34z + 8y = 0.

Fikseeritud sihiga 8 = (1,m,n) paralleelsete pinnakoolude
keskpunktid asuvad tasandil, mida nimetatakse selle sihi
kaasdiameetertasandiks, ta maaratakse vorrandiga

) lFx + mry + nrz =0 (18.35)
ehk uksikasjalikult: '

10244 + 8957 + 8438 + 84,1 +

+ m(a12x + 8o + 899% + 824) +

+.n(a13x + 837 + 8337 + a34) = O.
Teist jirku pinna koik diemeetertasandid lebivad pimna kesk-
punkti,

Kahe erineva diameetertasandi loikesirget - keskpunkti
18bivat sirget - nimetatakse diameetriks. Seejuures tasandi
{(18.36) puhul diameetrit sihivektoriga 8 = (1,m,n) nimetatak-
ge selle tasandil kaasdismeetriks, Uldiselt tasendi

Ax + By + C2 + D = 0
kaasdiameeter mAaratakse vorranditega

- (18.36)
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. .3111 + 8123 + a13_z‘+ aM _ 3.121 + aaay + .233 + 324 n
- A B
B, 4X + 8B,,F + 8Boa% + 8
e Al 23 - X . SN (18.37)

Pinna (18.1) kassdiameetritekg nimetatakse kahte diameetrit,
millest umbki asub teise kaasdismeetertasandil.

Vektoreid 51 = (11,m1,n1) ja 32 = (lz,ua,nz) nimetame

kaasgihilisteks tedst jarku pinna (18.1) suhtes, kui nende
vektarite koordinaadid rahuldavad vorrandit
(a141y + @qomy + 84304015 +
+ (89514 + 8oy + ap3nyimy +
+ (a1311 + 323m1 + 84504 )n2 = O. (18.38)

Teist jarku pinna (18.1) peasihiks nimetatakse sihti,
mis dn risti oma kaasdiameetertasandiga. Peasihtide kaasdia-
meetartasandeid nimetatakse pinna peadiameetertasanditeks.
Pinna, peatelgedeks (telgedeks) nimetatakse pinna peasihilisi
dismeetreid,

Pinna peasihtide leidmiseks fuleb lahendada koigepealt
pinna karakieristlik vorrand (18.11). Sellel kuupvorrandll
bn alati kolm reaalset lshendit, mis on maatriksi A gg
tugteks. Need omavaartused on reeglina erinevad. Vordsed
pmavaartused on ainult poordpinna korral. Igale omavaartuse-
;e vagtab maatriksl A vektgg mis maaratakse susteemist
(18.19). Pinna omavektorid on pinna peasihtide sihivektori-
teks,

Kui reeperiteljed on paralleelaed pinna peatelgedega,
piis pinna vorrandis ei esine muutujate korrutisega liikmeid.

1B, 67. Leida

1) sirge —3—2 % =

2) x-telje,
3) y-telje,
4) z-telje
kaasdlameetertasand pinna
2x° + Sy + 82° & 2xy + 6%z + 12yz + 8x + 14y + 182 = 0
korral.
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18.68. Leida plnna
x2 + By + 227 = 4xy - 6x2 + 2yZ + 8x ~ 16y + 1 = O
selline diameeter, mis labib reeperi alguspunkti. Koostada
antud diameetri kaasdiameetertasandi vorrand.

18,69, Leida pinna
412 + 6y2 + 42" + 4x23 - 8y - 42 + 3 =
diameetertasand, mis labib reeperi alguspunkti ja punkti
A(3,6,2). Maarata siht, mille kaasdiameetertasandiks on lei-
tud diameetertasand.

18,70. Leida pinna
6x2 + 9y2 + 27 + 6xy -~ 4x2 ~ 2y - 3 =
diameetertasand, mis on paralleelne tasandiga
X+ 3y -z24+5 =0,
Koostada otsitava diameetertasandi ksasdiameetri vorrand.

18,71. Leida pinna
x? + 322 -6xy +8x + 5 =
diameetertasandid, mis labivad 31rget 5?5—2 E

18,72, Leida pinna
3x2 - 5y2 + 4xy - 6y2 + 4x + 2y = O
korral y-telge labiva diameetertasandi ja tema kaassihi va-
helise nurga koosinus,

18,73. Leida kolme pinna
x° + y2 + 2% - 2x 4 4y -1 =0,
3y + 4xy - 8xz + 62 +5 =
8x 2 3y + 72 + 4xy - sz - 15 =
whine diameetertasand.

18,74. On antud teist jarku pind
- 2y2 + 322 + 4x2 - 6y2 + 8x ~ 2z + 3 =

ja uks tema diameetertasand y - 2z + 9 = 0. Leide antud dia-
meetertasandiga ristuv kaasdiameetertasand.

18,75. On antud pind

y2 + 322 - 6xz + 12x + 5 = O,

Leida kolm paarlkaupa kaasdlameetertasandit milledest uks
labib sirget £ -—5—- % ja teine ~ reeperi alguspunk-
ti.

2

2

2
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18.76. Leida pinna
2x? + 2y2 - 522 + 2Xy - 2Xx = 4y - 4z + 2 = 0
peasihid, -

18.77. Leida pinna
x° + y2 + 52° - 6xy - 2x2 + 2yz =~ 6x + by - 62 +

peateljed.

18,78. Leida pinna
x° + y2 - 3z2 - 2xy ~ 6x2 - 6y2 + 2X + 2y + 4z

peadiameetertasandid.
18,79+ Leida pinna
x2 + 2y2 - 22 “ 2Xy = 2XZ = 2yZ = 4x - 1 = 0
diameetertasand, mis on paralleelne tasandiga x + y + z = O,

It
O

18.80. Leida pinna
x2 + 2y2 - 22 - 2%y + 2x2 -~ 2yz - 4x - 1 = 0
diameetertasand, mis labib punkte 0(0,0,0), M(1,1,0). Leida

otsitava diameetertasandi ksasdiameetri sihivektor.

18.81. Leida pinna
%% - Xy + 2yZ2 + x -2 =0
punkti A(1,1,1) labiv diameetertasand, mille kaasdiameeter
on paralleelne xy=-tasandiga.

18,82, Leida tasendi x = O kaassihi sihivektor pinna z =
= xy korral. '
18.83. Koostada pinna
x2 + y2 + 22 -2y2 - 2x ~y + 1 =20
diameetri x = 1, y = 2z kaasdiameetertasandi vorrand.

18,84. Koostada pinna
4x2 + 6y2 + 422 + 4x2 + 8y - 42 + 3 =0
korral y-teljega paralleelse diameetri vorrand.
18,85. Koostada pinna
x2 + 2y2 - 22 - 2Xy + 2%x2 - 2yz2 - 4x - 1 = O
diameetertasandi o
x+y+z+1=20
kuasdiameetri vorrand.,



=86. geidﬂ pinna 5
2x° + 5y + 82 + 2xy + 6x2 + 12§z + 8x + 14y +
diameetertasand, mille kaassihi vektor a = (3,2,=5).

78,87, Vaadeldakse koikvoimalikke teist jarku pindu, mis
1apivad antud tetraeedri kahte vastaskulgede paari. Toestada,
et selliste pindade keskpunktid moodustavad sirge, mis labibdb
tetraeedri kolmanda vastaskulgede paari keskpunkti,

18,88, Naidata, et kahe teist jarku pinna teljed on paa~
rikeaupa paralleelsed siis, kui pindade vorrandite ruutosa
kordajatest moodustatud maatriksid kommuteeruvad.

18,89, Toestada, et elliptilise paraboloidi korral tema
15iked mistahes kahe ristuva diameetertasandiga on sellised
paraboolid, mille parameetrite poordvaartuste summa on kons-
tantne.,

18,90, On antud teist jarku pind ja sirgesidum keskpunk-
tiga S(a,b,c). Sidumi iga sirge korral leitakse loikepunkt
tema kesasdiameetertasandiga. Leida tekkinud loikepunktide
hulk. |

18,91, Toestada, et teist jérku pinna dieameetertasandid,
mis vastavad tesandiga o paralleelsetele sihtidele, kas

15ikuvad mooda mingit sirget S voi on paralleelsed, Diamee-
tertasand, mis vastab sirgele S, on paralleelne tasandiga ol.

18,92, Le%da teist jarku pinna
2
844X + 8o5F + 333z + 2&14x‘t 2a24y + 2a34z + 8 =0
diemeetertasand, mis on sihi 8 = (1l,m,n) kaasdiameeterta-
pandiks.

5. Teist jarku pindade tasandilised loiked

Teist jarku pinna, mis on maaratud uldvorrandiga
2 2
811X + 850y + 83322 + 2a12xy + 2&13xz + 2a23yz + 2&14x +
+ 2&24y + 2a34z + 8By = 0,

loikamisel erinevate tasanditega

Ax + By + Cz + D = 0, kus A° + B°

+ C #1,
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tekkinud loigete uurimiseks saab moodustada terve rea orto-
gonaalseid invariante. Nendeks on

211 212
x 840 87
A = 813 823
A B
. 211 2
8: 812 85p
A B
« %11 82 4
I - lagp 8y B -
A B O

8419 84p B4y A
Kg= - 212 %22 824 B
B1q 224 244 ©
A B C 0

844
313
A

a11 a13 314 A

a1y

A

B

C

D

01l 4

A 850 323 B
H - a23 a33 ¢
0 B C 0

>

8o 8oy 8oy B
B

213 833 234 B} - | 8p3 83383 C

B14 B34 344
A B C

C - a24 a34 344 D
0 B Cc D 01.

Loikekovera kuju magramine ja kanoonilise vorrandi leidmine
invariantide ,_f&"" ¢ , I:, K; jargi toimub samade valemite
jargi kui teist jarku kovera uurimisel tasandil invariantide
[y , 0, Iys K, jérgl. Nii nditeks teist jirku 1loikek3vera
karakteristlik vorrand omab kuju
7\2 - I:Ih + 5u
mis on saadud vorrandist

%19 ‘75 812 843
842 8pp~ X 8p,
843 853 833~\
A B C

Selleks et loikejoonena saadud teist

A
B
C

0

raalne, on tarvilik ja piisav, et
x

£ 0.
Tsentraalse loikejoone peaaegu kanooniline vorrand on

3\:1{2 + >\; Y2 +

Al

' 4

= 0, (18'39)

0.

jarku kover oleks. tsent-

= 0, (18.40)

kus X ; & N 5 on karakteristliku virrandi (18.41) lahen-

did,
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Kui loikejoon on tsemtraalne, siis tema keskpunkti koor-

dinaadid leitakse susteemist

.a11xv+ 81p¥.+ 84330+ 844 = At,

815X+ 8po), + 8p32,+ By = Bt, (18.42)

843X+ 8p4¥, + 834Z,+ 84y = ct,

Ax + By + Cz + D = O,
Loikejoone telgede sihivektorid 8§ = (1l,m,n) maaratakse sus-
teemist

(a4 = > )1+ a;m+an-4p =0,

a5l + (a5, = ™ Jm + ayq0 = B¢ =0, (18.43)

a131+ ap4l + (a33->‘)n-0ﬁ a 0

Al + Bm + Cn = 0,
kus A on karakteristliku vorrandi (18.,41) lahend, Kui loi~
kejooneks on parabool, siis vektor a

(1314 212 293 A 811 By g3 A
5 =] (324 822 93 B 342 8y 8p3 B
234 %23 833 © 313 83 833 ©

P B ¢ 0 ol,

, A~ B ¢
811 812 B8y Af
840 835 8y B
815 &3 333 C
A B c 0
on paralleelne parabooli teljega Jja on suunatud parabooli
nogususe poole, Parabooli telg maaratakse vorrandisusteemist
{.Ax + By + Cz 4+ D =0, (18.44)
1(a11x t 8157 + 8932 + a14) +
+ m{ay,% + 855) + 853% + a24) +
+ n(a1§f + 855y +"a332 + 334) = 0, .
kus 1, m, n madratakse sisteemist (18.43) ja A, = I,. Pa-
rabonli tipu médrame kui parabooli telje ja pinna loikepunk-
ti.
18.93. Tasand ol 15ikab teist jarku koonust. Tasand p
on paralleelne tasandige oA ja ldbib koonuse tippu. Toesta-
da, et
1) kui tasandil B ei ole koonusega teisi uhiseid punk-
te peale tipu, siis tasand o loikab koonust mooda ellip-

sit:
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2) kui tasand 4 loikab koonust mocda kahte moodusta-
jat, siis tasand o loikab koonust mooda huperbooli;
3) kui tasand (4 puutudb koonust, siis tasand o loikab

koonust mooda parabooli.

18,94. Leida ellipsoidi
x° + ya +42° -1 =0
ja tasandi x + y + 2 = 0 loikejoonena saadud ellipsi pool-
teljed.
18,95. Leida parabooli

x° + 2y2 s 2% 4 Axy -~ 2xz - 4yz + 2x - 62 = O,
' x~-2=20

Y

parameeter,

18,96, Leida pinna
x2 + 5y2 + 2° + 2Xy + 2%z + 2y2 + 2Xx + 6y + 22 = O

ja tasandi x + 2y + 2 - 1 loikejoone keskpunkt.

18.97. leida teist jirku pimnna 1oikejoon tasandiga. Maa-
rata loikejoone tuup:

1) 3x2 + 4y2 - 522 + 2xy - 3y2z + 5x - 8 = O,
xy-tasand; '

2) x2 + 322 + 2xy + 4x2 + 2yZ2 + 5x - 2 -1 = 0,
yz-tasand;

3) x2 + y2 - 2Xy + S5yz + X2 - X + 3y -~ 2 =0,
xz-tagand, -
18,98. Uurida pinna
| 392 + 42° + 28x + 12y - T2z + 360
ja tasandi x - y + z = 1 loikejoont.

18,99, Mddrate tasandi 2x - y + z = 0 ja pinna
x° & 5y2 + 2% 4 2Xy + 6%z + 2yz2 - 2x 4+ b6y + 22 = O
1oikejoone ttip.
18.100. Uurida pinna ja tasandi loikejoont:
1) x° - 3y2 + 28 - ny +2yz -3y +z-1=0
2x -~ 3y -z + 2 = 0O
2) x° + y2 + 2° - 6x - 2y + 9 = 0,
X +y =2z -1=20,
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18 101.2Kaa huperboolse silindri
2
X
- = 1
2V
loikamisel tasandiga
Ax + By + Cz + D =0
voib saada 10ikejooneks vordhaarse huperbooli?

18,102, Leida tingimused, mille korral tasand
AX + By + Cz + D =0 -
15ikab tildvorrandiga antud teist jérku pinda mooda kahte
sirget. ' '

18,103, Toestada, et tasand x + y + 2z + 5 = 0 1oikab
pinda
z2 -2%xy - 4x - 2y + 22 - 3 =
mooda sirgete paari. Leida nende sirgete vorrandid.

18,104, Leida tasand, mis 1abib punkte A(0,-2,2) ja

B(~1,0,0) ning 1loikab koonust x2 +y - 22=C)m33da parabooli.

18,105, Leida koik tasandid, mis labivad punkte A(0,-2,2)
ja B(=1,0,0) ja l1oikavad koonust x2 + yz - 22 0 mooda el-
lipﬂit .

18,106. Lelda tagand, mis labib sirget 2x = 2y = z ja
19ikab pinda 4%° - ¥° + z = 0 mooda vordhaarset huperbooli.

18.107. Pinna
x2 - 2y2 + zz + 4xy - 8x2 ~ 4yz - 2Xx + 8y - 4z -
-2 =0
ja tasandi 16ikejoone keskpunkt asub reeper1 alguspunktis,
Koostada 10iketasandi vorrand.

18.108. Leida silindri y°

- 1 = 0 13ikejoone kanooniline vorrand ja parameeter ning
méarata 10ikejoone agend antud reeperi suhtes. |

= 2x ja tasandi x + ¥y + 2z -

18 109, Leida ellipsoidi
. x2 + 2y2 + 322 -1 =20 _
ja tassndi 2x +y + 2z = O loikejoone kanooniline vorrand,
Maarate kovera asend,

18,110, Leida parabooli x> + y° - 22°

- 2z - 1 = 0 telje vorrand,
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18.111. Tasandiga y - 2 = O paralleelsed tasandid loika-

vad pinda
y2 + 2z2 -2x =0
mooda paraboole. Leida tasand, millel asuvad vaadeldud para-

boolide summeetriateljed,

Ringjoonloiked

18,112, Millise kuju omab iihekattese hiiperboloidi vor—
rand, kui xy-tasandiks votta tasand, mis 1&bib reeperi al-
guspunkti ja on paralleelne ringjoonloike tasandiga ja z~
teljeks votta

1) xy-tasandi kaasdiameeter,

2) xy-tasandi normaal ?

18.113. Millise kuju saab kahekattese huperboloidi vor-
rand, kui xy-tasandiks vatta reeperi alguspunkti labiv ring-
joonloike tasandiga paralleelne tasand ja z-teljeks votta

1) xy-tasandi ksasdiameeter,

2) xy-~tasandi normaal ?

18,114, Leida tasandid, mis loikavaed pinda

2x2 + y2 + z2 + Xy - X2 - 2x =0
mooda ringjonni,
18,115, Leida tasend, mis 1labib punkti A(0,-1,3) ja loi-

kab ellipsoidi
x2 + 3y2 + 1222'- 2x - 12y - 722 + 109 = 0

2000

mooda ringjoont.

18,116, Leida pinna z° + 6xy = 1 ringjoonloigete tasandid,

18.117. Koostada ellipsoidi
x° + 2y2 + 222 +2xy -2x -4y + 4z + 2 = 0
ringjoonloigete keskpunktide hulgs vorrand.
18.118. Leida tasand, mis labib punkti M(-1,-1,-1) ja

loikab pinda
x2 + y2 + 22 + 2%y + X + 2y + 2z = O

mooda ringjoont,
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18,119, Konstantse raadiusega gfaarid loikavad ellipti-
list paraboloidi moode ringjooni. Koostada gaadud ringjoon-
te keskpunktide hulga vorrand.

18,120, Koostada silindri vorrand, kui silinder labib
ringjoont x2 + y2 = 1 = 0, 2 = O ja punkti 4(0,1,1) ning
mille korral leiduvad ristuvatel tapanditel asuvad ringjoon-
1311!3&. ' .

18,121, Toestada, et tasand x - y = 0 16ikab elliptilist
paraboloidi
252 4 22 = 2x = O
moada ringjoont ja leida selle ringjoone raadius.
18,122, Leida tasandid, mis 15ikavad teist jarku pindu
2

1) i; + %; + Eg =1,

z);—z+§2-=2z,

4) i; + i; - f; = =1,
2 2 2

mooda ringjooni.

18,123, Tagandid l8bivad teist jarku pimnna

2 2

1) L 4 Iy + &5 21,

2)x+ —z=1
2R3

xeskpunkti ja 18ikavad teist jarku pinda mooda ringjoont.
Leida loikeringjoonte raadiused.

18,124. Leide tasandid, mis loikavad huperboolset para-

2
. A
P q=l2Z

- - e
mooda vordhaarset huperbooli,



18,125.2Leidg tasgndid, mis loikavad koonust
a b ¢
mooda vordhaarset hiperbooli.

18,126, Toestada, et kui kahe teist jarku pinna 1oike-
punktide hulk sisaldab teist jarku koverat, siis ulejdanud
loikepunktide hulk (kui see el ole tiihi) on ka teist jérku
kover,

18,127, Toestada, et 1dbi kolme teist jarku kovera, mil-
le tasandid ei ldbi Ghist sirget ja kul kdverad paariksupa
omavad kaks uhist punkti, kusjuures iikski nendeat punktidest
el kuulu korraga kolmele vaadeldud koverale, voib panna
teist jarku pinna ja sealjuures ainult itihe,

182128.2Leidg e;lipsoidi

p.d 2

2t
kahe mitteparalleelse ringjoonloike tasandi vaheline nurk.
Millise tingimuse korral need ringjoonloigete tasandid on
vastastikku risti.

6. Teist jarku pinna vorrandi koostamine
1. Pinna vorrandi koostamine

184129+ Koostada kahest antud sirgest

X _ -1 _ 2 X -1 .2

3=ty==% §-153-"-3%
vordsel kaugusel asuvate punktide hulga vorrand, Iseloomus-
tada gaadud punktihulika geomeeiriliselt,

18,130, Koostada z-teljest ja sirgest x = 1, y = z vord-
sel keugusel olevate ja z-teijega mitfte unhel tasandil asuva-
te punktide hulga vorrend. Iseloomustada saadud punktibulka
geomeetriliéelt.

18131, Leida sirgetest
¥y = Kx, Yy = -kx,
2 = QC3 2 = =C
vordsel kaugusel asuvate punktide hulge vorrand.
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18,132, Koostada pinna vorrand, kui on teada pinna  uks
punkt X,(2,0,-1), keskpunkt C(0,0,-~1) ja pinna ning xy-ta-
sandj loikejoon x° - 4xy - 1 =0, z = O.

18,133+ Koostada poordkoonuse vorrand, kui koonus puutub
xz- ja yz-tasandeid vastavalt mooda x- ja y-telge.

18,134. Koostada teist jarku pinna vorrand, kui pind
loikab reeperitasandeid mooda huperboole
x=0,yz=48a; y=0, X2 =Db; 2 =0, xy = ¢C.

18,135, Koostada teist jarku koonuse vorrand, kui koonus
loikab yz-tasandit mooda ringjoont x = 0, y2 + 2° = 2ry ja

rz-tasandit mooda parabooli y = 0, 2° - 2px = Q.

18.136. Koostada teist jarku koonuse vorrand, kui koonus
labib ringjooni
x = 0, y2 + 22 - 2by

0;
y =0, ¥ + 22 - 2ax = O,

18.137. Koostada teist jarku pinna vorrand, kui pind 1loi-
kab xy-tasandit mooda sirgete paari, xz- ja yz-tasandit moo-
da ringjoont raadiusega r, puutub z-telge reeperi alguspunk-
tis, Loikeringjoonte keskpunktid asuvad positiivsetel pool-

tasanditel.

18.138. Koostada teist jarku pinna vorrand, kui pind
16ikab xy~tasandit mooda ringjoont
| X° 4+ y° - 12x - 18y + 32 = 0, z = O
ja xz— ning yz-tasandeid mooda paraboole, mille teljed on
paralleelsed ja samasuunalised z-telje sihivektoriga, kus-

juures xz-tasandil asuva parabooli parameeter on 1,

18.139. Koostada poordparaboloidi vorrand, kui parabo-

loid labib ringjoont
x -z =0, x2 + y2 + 2° - 2x - 22 = 0
ja punkti A(1,1,0).

18,140. Koostada teist jirku pinna vorrand, kui pind la-
bib z-telge ja loikab reeperitasandeid xy-tasandit mooda
ringjoont raadiusega r; puutub y-telge reeperi alguspunktis;
xz-tasandit mooda sirget, mille telgloigud on vordsed ja
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Positiivsed; yz-tasandit mooda sirget, mis moodustab y~ ja
z-telje positiivsete pooltelgedega vordsed nurgad.

18.141. Koostada paraboloidi varrand, kui paraboloid 1la-
bib sirgeid

X =0, ja Yy = 0,
Z = 2 Lz = <2

Ja punktid A(0,1,-1) ning B(1,-1,0) on paraboloidi punktid,

18,142, Leida kolme ringjoont
x2 + y2 1y 2 = 03
x° + y2 =3y, 2 = 13
x2 + y2 =5, 2z =2

o . . -
labiva teist jarku pinna vorrand.

18.143. Teist jarku pimma keskpunkt asub punktig
€(0,0,~1), pind 18bib punkti A(2,0,~1) ja 13ikab xy-tasandit

mooda koverat x2 -4xy ~1 =0, 2 = 0, Koostada pinna vor-
rand, ‘

18.144. Milline on thekattese hiperboloidi vorrand, kui
reeperi alguspunktiks valida pimna punkt X,s X- ja y~teljeks
antud punkti labivad pinna sirgjoonsed moodustajad ja z-tel-
jeks xy-tasandi kaasdiameeter ?

18,145, Koostada hilperboolye paraboloidi vorrand, vottes
reeperi alguspunktiks pinna mingi punkti Loy X~ ja y-teljeks
punkti X, labivad sirgjoonsed moodustajad ja z-teljeks punk-
ti X, ldbiva pinna diameetri.

18.146. ¥Milline on kahekattese hiiperboloidi vorrand, kui
reeperi alguspunktiks valida suvaliselt fikseeritud pinna
punkt 0, x- ja y~teljeks kaks sirget, mis asuvad pinna punk-
tis © voetud pinna puutujatasandil Ja on kaassihilised pinna
16ike suhtes, mis on sasadud pinna 1oikamisel vaadeldud puu-
tujatasandiga suvalise paralleelse tasandiga, ja z-teljeks
valida punkti 0o ]ébiv pinna diameeter <

18,147, Tasandidr

X+ ¥y +2z2-1-0, x+ Yy =22 =0, x -y 4+ 1 = 0
on ellipsoidi sﬁmmeetriatasanditeks, ellipsoidi suur telg
asub esimese ju teige tasandi IBikejoonel Jda ta pikkus on 8,
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keskmine telg asub esimese ja kolmandé tasandi loikejoonel
ja ta pikkus on 4, vdike telg asub teise ja kolmanda tasandi
10ikejoonel ja ta pikkus on 8., Koostada ellipsoidi vorrand.

18,148, Tasandid

X+y5y+2=20,2x=-y-2~-2=0,y=-2+1=0
on teist jarku pinna stummeetriatasanditeks ja punktid
A(1,0,0), B(1,1,-1) ja C(0,~1,0) on pinna punktid. Koostada
teist jarku pinna vorrand,

18,149, Tasandid
X+y5+2=20,2k-y=-2=0,y~2+1=0
on teist jarku pinna summeetriatasanditeks ja punktid
0(0,0,0), 4(1,0,0)}, B(1,1,~1) on pinna punkiid. Koostada
pinna vorrand.

18.150. Koostada paraboloidi varrand, kui paraboloid la-
bib ringjoont
x2 + Yy = r2, z =0
ja ta telg on parélleelne vektoriga 8 = (1,m,n).

18,151, Leida pinna vorrand, kui pind kirjeldatakse muu-
tuve ringjoone liikumisel, nii et ringjoone tasand jaab kogu
liikumise valtel paralleelseks tasandiga x + y = O ning see
ringjoon loikab kogu aeg x~- ja y-telge ja sirget y = x, 2z =
= 8,

18.152. Koostada teist jarku pindade keskpunktide hulga
vorrand, kui vaadeldavad pinnad labivad antud ellipsit ja
kahte antud punkti, mis on summeetrilised antud ellipsi ta-
gandi suhtea,

18,153, Koostada kolme antud sirget
{;2x +y~-2-1=0, 2x - 2
2ZX -~y + 2 -1 = 0; { T+ y

loikavate sirgete hulga vorrand.

it
)]

il
o

0, {2x + 2z
0; 1T -y

i
O

[}

18,154, 11dvorrandiga antud teist jarku pinna igale puu-
tujatasandile on tommatud reeperi slguspunktist ristsirge.
Koostada puutujatasandite ja vaadeldud ristsirgete loikepunk-
tide hulga vorrand.
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18.155. Ristuvate tasandite paari tasanditest esimene
tagand 1abib sirget y = kx, z = ¢ ja teine sirget y = -kx,
z = -c, Koostada sellise omadusega tasandipaaride tasanditse
lﬁikesirge poolt moodustatud pinna vorrand.

18.156. Kolm vastastikku ristuvat ja uhises punktld,*qi-
kuvat sirget loikavad parabooli
y2 = 2px, 2 = O.
Leida selliste sirgekolmikute uhise loikepunkti poolt kirjel-
datud pinna vorrand.

2, Teist jarku pindade uldisi omadusi

18157, Toestada, et iga teist jérku reaalse pinna VQib
maarata vorrandiga
x° + hzy + 33z2 + 2bz = O,
kusjuures moned kordajatest ?ﬁ, Xoy 2 ja b voivad olla
nullid, Avaldada kordaja b pinna invariantide kaudu juhnl,

kui pind on tsentraalne,

18,158. Vorrand

11F + m1Fy + n1 z = 0
. maarab teist jarku pinna peatasandi, mis vastab karskterist-
liku vorrandi lahendile A= 11 ja tema normeeritud omavek-
torile §; = (1,,my,ny). Leida antud tasandi vorrandit nor-

meeriv tegur,

18,159. Millise kuju omab resalse mittekidunud teist
jarku pinna uldvorrand F(x,y,z) = 0, kui xy-tasandiks votta
pinna mingi puutujatasand, puutepunkt votta reeperi algus-
punktiks ja x- ja y-telje sihivektoriks votta xy-tasandiga
paralleelsel tasandil asuva loikekovera peasihilised vekto-
rid ?

18,160. Leida uldvorrandiga maaratud ellipsoidi ruumala.

18,161. Teist jdrku pinna tildvorrand maarab ellipsoidi,
Milliste punktide koordinaadid rahuldavad tingimust

F(X,y,2) - -%—- = 0!
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18.162. Ellipsoid on antud Uldvorrandiga. Mis toimub el-
lipsoidiga, kui pidevalt muuta vorrandi vabaliiget ?

18,163, Toestada, et plnd .
F(x,5,2) - {}[(x - 2)% + (7 - )% + (2 - )]+ }i5'=

koosneb kahest tasandist, mis loikavad ellipsoidi F(x,y,z) =
= 0 mooda ringjoont ja ldbivad ellipsoidi keskpunkti. Siin

A, on ellipsoidi F(x,y,z) = O karakteristliku vorrandi kesk-
mine lahend, C (a,b,c) ~ tema keskpunkt, A ja 5 - ellip-
soidi invariandid.

18,164, TSesgada, et2kui vorrand
844X + 850y 4+ 842" + 2a12xy + 2a23yz + 2&1315 +
+ 2a14x + 2a24y + 2a34z + 8y = Q
maarab huperboloidi, siis vorrand
11x2 + a22y2 + a3322 + 2a12xy + 2a13xz + 2a23yz +
+ 2a14x + 2a24y + 2a34z Ay = =
masarab tema asumptootilise koonuse.

18.165. Milline on tarvilik ja piisav tingimue sellcks,
et kahel erineval huperboloidil on uhine astmptootiline koo~
nus ? '

18,166. Teis; jarku pinna uldvorrand

: 2 2

849X + 8507 + 8332 + 2a12xy + 2&23yz + 2313xz + o
maarab uhekattese huperb0101di. Millise pinna maareb uug vor-
rand mille me saame antud vorrandlst, asendades vabaliikme
a44 suurusega b44?

- 18.167. Teist jarku pinna uldvorrand mdarab hiperboloidi.
Leida tarvilik ja piisav tingimus selleks, et punkt
Xo (X0 9¥092o) asuks huperboloidi ja tema asimptootilise koonu-
se veahel, ‘

18,1€3. Millist koverat mooda 10ikab thekattese hilperbo-
loidi puutujatasand tema asumptootilist koonust ?

18.169. Millist koverat mooda 1loikab kahekattese hiiper-
boloidi puutujatasand tema asumptootilist koonust ?

18,170+ Millised on tarvilikud ja piisavad tingimused
selleks, et teist jarku pinna uldverrand maaraks

150



1) poordsilindri,
2) poordkoonuse,
3) sfaari?

18,171. Teist jarku pinna uldvorrand F(x,y,z) = O maarad
elliptilise silindri. Milline on tarvilik ja piisav tingimus
selleks, et punktXo(Xos¥o9s2o) asuks silindri sees?

18. %72, Teist jarku pinna uldvorrand maarab elliptilise
silindri. Mis toimub pinnaga, kui ‘
1) muuta vabaliiget,
2) muuta lineaarliikmete kordajaid?

18,173. Lehendada eelnev ulesanne juhul, kui pinna uld-
vorrand maarab paraboolse silindri. :

18,174. Milline on tarvilik ja piisav tingimus selleks,
et punkt Xo(X,,¥0sZo) asuks uldvorrandiga antud elliptilise
voi huperboolse silindri teljel? '

18,175, Teist jarku pimma uldvorrand F(x,y,z) = O madrab
hiiperboolse silindri. Millise pinna masdrab vorrand

K
P(x,y,2) - —2 - 07

1
18,17b, Teist jarku pinna uldvorrand F(x,y,z) = O maarab
paralleelsete tasandite paari. Leida tarvilikud ja piisavad
tingimused selleks, et punktXo(X,s¥osZo,) @suks antud tasan-
dite vahel,

18,177. Teist jarku pinna uldvorrand madarab paralleelse-
te tasandite paari. Leida tasanditevaheline kaugus,

 18.178. Millistel tingimustel teist jirku pimma ildvor-
rand maarab ristuvate tasandite paari?

18.179. Teist jarku pinna uldvorrand F(x,y,z) = O maarab
loikuvate, kuid mitte ristuvate tasandite paari. Milline on
tarvilik ja piisav tingimus selleks, et punkt X, (X5,¥0s20)
asuks nende tasandite poolt moodustatud teravnurgas ?

18,180, Teist jarku pinna uldvorrand F(x,y,z) = O maarab
loikuvate tasandite paari, Leida nende tasandite vahelise

nurga tangens.
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vastused
12. peatukk
SFAAR

12,10 1) 22 +y2+z2=81-2)(x-5)2+(y+3) +(z-7)2
= 4; 3) (x -4)% s (y + 8)° 4 (z 4+ 2)2 = 36; 4) (x - 3)°
+(y+2) +(z-1) =18-5)(x-3) +(y+1) +(z-1)—-
2213 8) (=12 + (y+ 2%+ (2 ~3)% =49, 1242, Punktid
11,I2 ’ !4 aguvad sfaaril, punktid H Ja u6 on sfiari sise-
punktid je punkt EE sfaari valiapunkt Markus. Staari punk-
t1d rahuldavad sfaari vorrandit, sfaari sisépunktide korral
punkti kaugus afasri keskpunktist on veiksem kui sfaari raa-
dius. Kui punkt on sfdari valispunkt, siis ta kaugus sfaari
xeskpunktist on suurem kui ragdius. 1243+ A, D = sisemised,
B - valine, C on asfaari punkt. Sfaarj keskpunkt asetseb puni
tis Q(1,~2,1) ja sfdari raadius on 7. 12,4. 1) Spaari valis-
piirkonnas; 2) ja 5) sfaaril; 3) ja 4) sfdari sisepiirkonnas.
12,5.Punktid M Ja HB asuvad antud ringjoonel, M, ja M4 el
asa ringjoonel. Ringjoon on saadud gfaari loikemisel tasandi-
ga. 12.6. 1) (1,2 »2) Ja (1,2,~2); 2) ja 4) antud pinnal sel-
list punkti ei leidu; 3) (2,1,2) Ja (2,=1,2)s 12¢7+ 1)
(3,2,6) ja (3,=2,6); 2) (3,2,6) ja (~3,2,6); 3) entud ring-
joonel selliseid punkie ei eksisteeri. 1248, (2,3,-6),
(=2,3,=6)s 12,9 Kovera puhul 1) ja 3) lébivad reeperi al-
guspunkti. Koik koverad on ringjooned, mis on saadud gfaari
loikamisel tasandiga. 12 10.x=a“-’-Vr Rac—bzncz.
12.13. 1) 213 23 7. 12.12. (x - 2)2 4 (v -3)% 4+ (24 1)° =
= 289. 12.13. 1) C(3,-2,5), * = 43 2) C(~1,3,0), * = 3; 3)
C(2,1,=1), T = 5; 4) C(040,3), T = 35 5) €(0,~10,0), = = 10«
12.14. 1) R = 4, €(1,-2,2); 2) R.= T, C{6,-2,3); 3) R = 4,
G(-4,0,0); 4) R = 6, C(1,=2,3); 5) R = 4, €(0,0,3); 6) ima-
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ginaarne sféﬁr, kuna R = V-1° 7) R 0, ainult uks reaalne

- Aa + Bb + Gc + D D X = a -b _z

5 > = 012316. —r = _ —-—E—-.
VA + B~ +C X - .
121.x=5t-11,y=—t+3,z=2t-05. 1218.T=

- I 3 - 2. 1219, (x = 1%+ (y-8)2 4 (2 -2 -

= 2%. Markus. Koik tetraeedrl tipud peavad rahuldams sfagri

vorrandit (x - a) + (y - b) + (z - c) R2. Nii saame 4
vorrandit neljg tundmatu a, b, ¢ ja R 1eidmlseks. 12420,
D2 ey ea® - 2220 2) (x4 2)2 4 (5 - 4)2 ¢ (5 - 5)%

= 81. 12,21. Q(2,1,-2), R = 3. 12.22. ( ZAD
A” ¥ B + C
BD cp

- 12,23, 1) C(=-1,2,3) = 8.
22 + B2 s c2' T 12 B2+ cz) 12,23 ’ ’

Mirkus. Vt. naide nr. 2; 2) c(lg, l%, g), r=3. 12,24, 5x-
-8y + 52 -7 =0. 12,25, ¢(0,0,6), r = Yi3 . Markus. EKui
lahutada esimesest vorrandist teine, taandub ulesanne Juhule,
kus ringjoon on maaratud sfaari ja tasandi 101keaoonena x2 +
+ y2 + 2% = 49, z = 6, Edasi vt, ndide nr, 2; 2) C(% -2 y- g),

r . B-Vﬁ_ . 12,26, x° + y2 + 2 = 9 ¥ = O. 12427, x2 +
y ¢ 22 25, Y+ 2=0. 12.28. (x - 5) + (y+2)2,
t (2= 1)2 = 169, x - o. 1229, (x - 2)% 4 y° (5 - 3)?
=27, X +y =22 0, 1 §0.(x-1)+(y-2)+(z-1)
36, 2x =z = 1 = 0. 12431, (x - 1) + (y + 1) + (z +2) =
= 65, 18x - 22y + 5z = 30 = 0. 12,32. M, (-2 -2,7), d = 3,
12.33. 1) Loikab; 2) puutub punktisg (- 7 j’ % : 3) ei loi~
ka., 12,34. 1) Tasand ja sfadr loikuvad; 2) tasand on antud
sfaéri puutujatasand; 3) tasandil ja sfEdril ei ole uhiseid
punkte. 12,35. 1) Sirge loikab sfaari; 2) sirge ja sfdar ei
oma uhiseid punkte; 3) sirge on sfaari puutujaks. 12436,
x2 4 y2 + (z + 3)2 = 25, Markus. Otsitava sfiari kegkpunkt
peab asuma z~teljel (tasandilise loike keskpunkti lébival
loiketasandi normaalil), seetdottu otsitava sfisri verrand
omab kuju x° + y2 + {z -~ c)2 = R2, mig sisaldab ainult para-
meetreid ¢ ja R. Kuna sfaeri loige tasandiga z = O annab an-
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tud ringjoone, siis R2 = 16 + 02. Edasi jéﬁb ainult arvesta-
da, et punkt A on sfaari punkt. 12.37. x° + y2 + 2% - 10x 4
+ 15y = 252 = 0; 2) x2 + y2 + 22 + 22x + 16y = 6z = 0. 12,38.
1) x2 + y2 + 22 - 14x - 10y + 22 + T = 0. Markus. Otsitav

gfaar kuulub kimpu x° 4 y2 + 22 —6x -8y ~11 + Al4x + y -
-~ 2 = 9) = 0., Parameetri A vaartuse leiame tingimusest, et

gfagr labib antud punkti. 2) x° + y2 + 2% + 27x + 21y - 2gz-i-

+ 10 = 03 3) x2 + y2 + z2 + 13x =9 + 9z - 14 = 0. 12,39,
1) x2 + (y + 2)2 + 22 = 41; 2) x2 + y2 + 22 - 102 = 9 =
12.40. x° + ¥° + 2% = 36, (x - 124 (y+ 22+ (z-2)7%=
= 25, L01kejooneks on reaalne ringjoon. 12.41. x° + y2 =36,
12,42, Ellips 5x + 52 - B8xz - 74x + T0z + 274 = 0; y = Q.
12.43. 1) 8x + 4y -3x + 16y = 3 =0, 2 = 0} 2) 2x - 22 =
-7 =0,y =0; 3) 4y2 + 822 + 16y + 20z -~ 31 = 0, X = O,
12,&&. x=5c¢co8ucos vy, y=5gsinucosv, 2 =5 8in v ehk
= 5(cos u cos v, sin u cos v, 8in v). 12,45, M, (2 24s=4),

Mz(-2 -4,4). Markus. Antud sfasri kenooniline vorrand omab

kuju x~ + y2 + 2z = 36, Teisendame sirge vorrandi parameet-
rilisele kujule x = 4, y = 2t, z = =2t ja leiame loikepunk-
tide parameetri 9t - 36, t = £ 2, Asendades parameetri sir-

ge parameetrilistesse vorranditesse, saamegi otsitavad punk-
tid. 12,47. 6x - 3y - 22 = 49 = 0.12.4Bs11)2x =y -2 + 5 =
=03 2) 6X + 2y + 32 = 55 = 0o 12,49. 3x = 2y + 6z - 11 = O,
" 6x + 3y + 22 = 30 = 0. 12,50. 2x + 4y ~ 4z = £ 36, 12.51.
1Y 2x + 23 v + V3 z = 64; 2) x + V3y+ 2z - 16Y2 =

12,52, x -y + 22 -3 =0 Jja X =y + 2z - 15 = 0. Markus.
Loikepunkti leidmiseks on soovitav teisendada sirge vorrand
parameetrilisele kujule. Edasi on lihtne kasutada sfaarl
puutujatasandi uldvorrandit (12.9). 12, 5?. (x - 6)

+ (y + 8) + (2 - 3)2 100. uﬁLii; 1) + 32 + 2° = 9; 2)
x-12 4+ (y-82+(z+D2=121; 3) (x=3% 4 (y+ 5%

2 2 2

+ (2 + 2)% = 56. 12,55. P (5-,0,0), P P_(0,% 1572005 P00, o,r )e
12,564 1)(=3,3,3); 2) (3, 3,-3) 3) (=3,3,-3)3 4)(-3,-3,-3),
5) (3,-3,-3). 1257 c(3,—3 3), R = 3. 12,58, (x = R)Z

2

s (v B2+ (z £ R)? = RZ. 12,59, R2(A% 4+ BZ + C°) - 2

=0
s
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2 2 2
puutepunkt X,(- é%, -5, ). Markus. Otsitava tingimuse

gaame, valjendades analuutiliselt, et sfaari keskpunkti kau-
gus tasandist on vordne sfdari raadiusega. 12,60, (2,-6,3).
12,61. a = £ 6, 12,62, A(x -a) + By =b) + C(z -~ ¢) £

£ rVA% + 8% + 0% - 0. 12,63. 1) 4x + 3z - 40 =
4x + 32 + 10 = 0. Merkus. Otsitava tasandi
vorrand omab kuju 4x + 3z + D = O, Vabaliige maaratakse tin-
gimustest, et puutujatasand asub - sffdri keskpunktist
0(3,-2 1) raadiuae kaugusel, Antud juhul r = 5, Vordusest

+ 34D _tg saame Dy = 10, D, = -40. 2) 10x - 11y -

416 + 9

-2z + 189 =0, 10x = 11y - 22 -~ 261 = 0, 12.64. 1) 2% +

+ 2y - z £ 15 = 0. MBrkus. Antud sirge sihivektor on otsita-~
va tasandi normaalvektoriks, s. t. tasandi vorrandi voime
votta kujul 2x + 2y -~ 2 + D = O, Vabaliikme leiame tingimu-
sest, et puutujatasand asub  sfddri keskpunktist 0(0,0,0)
raadiuge kaugusel, r = 5. D =X 5, D = t15, 2) 4x+

Va 4+ 4 + 1 o
+ 37 + 24 = 0y 4% + 3y = 36 = 0. 12,65, (x - 2) + (y =3)%

v (z+1)% = 9Jax2+(y+1) + (z + 5)% 9. 12,66.

(x+ 1%+ (3 =22 4+ (2 - 102 _ 49, 12.67. R = 5. 12,68.
(x - 4)% + (y - 5)° + (z + 2)° = 25, Mirkus. Otsitava sfaari
raadius R = r + d, kus r onrn antud sfaari raadius Ja d on '
keskpunktldevahellne kaugus. 12,69, (x + 1) + (y - 3)

+ (2 = 3)2 = .2 12,70. (12 + + n°)R? 5
= fa“xo PVol "y | P¥o ©mBol T, |C=Zo B<Ef | 15 91, 1)
1 m m n n 1
2 2 e
b=y, C~=Z, C=Z, a=X a~X, b=y 2,.2 2 .2
- 1 . LI . . 1 ] L 1 1 m 4 > RE(1° + m® +n%);

2) loikuvad, kui osas 1) toodud seostes mirk > asendada
margiga < o 12.72. (x + 5)2 + (y - 3)2 + 2° - 121. Markus.
Otsitava sfaari keskpunkt asub kolme tasandi 1dikepunktis.
Kaks tasandit on risti puutujatega (s;) ja (s,) ning ldbivad
vastavalt puutepunkte P1 ja P2. Kolmas tasand on risti puu-
tepunkte P, ja P, uhendave loiguga ning labib 1digu Py P,
keskpunkti. 12.(3. 3y + 42 = 0, 5y -~ 12z = 0., Markus. X-
telge labiv tasandi vorrand on By + Cz = 0. Tuleb leida kor-~
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dajad B Ja C tingimusest, et tasandi kaugus sfaari keskpunk-
tist C(-5,8,-1) oleks vordne sfiari raadiusega r = 4, s.t.

otsitavate kordajate suhe maaratakse seosest 8B -C__ _#,

a-xy b=y; c-z, 2 | >¥87+C 5

12,74, X=Xy Y=Yy 2-2%4| = R2HY-y1 Z-Z{ + ﬁ;z1 x;xJ +
1 m n n n

X=Xy ¥-¥4 2 , o
1 o e 12475. 4x + 6y + 52z - 103 =
' 4 + 6y + 52 + 205 = 0. 12,76. 2x - 3y +
+ 42 - 10 = 0, 3x - 4y + 22 = 10 =2 0. 12,78, X =y - 2 =~

: 2 2 2
-2=0. ,:[?x«a— +z-2x+4y-4 0 Ja x° + y°«
+ gs 16 j‘g‘é Z ™ _65 = 0. 12, 80. I;I1 y-y12+
1 M

+

2 2 2
. . z-z{ +| 2=% X=Xy x-x2 y=Yo l +
my g 0 14 1, m,
, y=yo 2=2 Z=Z, X=X

2
+ y(y - yo) + 2(z = zo)] = R[(x - %)% + (y - Yo) +
+ (2 - 25) ] 12 82. 12 4 2yz = 1. 12,83, Keskpunkti koha-
vektor 8 =21 + T+ 3K, R = 7. 12,84, 1 2> o, C(-A), R =

R - 12 5. c@42), 8= 1]z - 5. 12.86. %2 -
- x(8 + b) + 86 = 0. 12,87. 1) Sfaar keskpunktiga C(-4K) ja

raadiusega R = 2; 2) sfaar raadiusega R = 15, keskpunktiga

c(6F + 8k). 2288. (x - x°)2 + (y - y°)2 + (z - zo)2 = R%,

12,89, X° - 6%T = 16, xk = 0. Markus. Esimene v3rra.nd maarab
sfaari raadiusega 5 Ja keskpunktiga C, teine on xy-tasandl
Rl

vorrand, 2.2.x1=-ia x2=-—-§-a; Xy =
a

a 2 2 .2

17+m™+n

Rm ‘
¥y = =" 3 3 Xo = "Xy Yo = Ve 2p =
V 12+m2+na \/12+m2+n2

= -2y, 12,91, x1 + —% 5{-—&(3: - %) % l(Rzaa -[E(x.| - x032.

a
12,92, 1) (Xofi - ¢)® > RA%; 2) (Fof - ¢)? = 325 ﬁlzf ,
cC - X, = n
(X,n - c)_?( R°HZ, 12,93, (X - %, - & 1__ ) = R°.

12,94, V82 (&l =) | 43,95, (% - Fo)(Fo = Do) = 0.
n
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Ax + By + C2  p _ O 12.97. -7; 23; 73. 12,98. 4x - 6y +
VA2+B2+C2

+ 62 = 11 = 0s 12,99, 4y = 5z = ?. 12,100, 26&1 - ¥)f =
= -K 4 X5 + R5 - %5, 12,101, (45, 95, $9). 12,103, Radi-
kaaltelg {Sx -3y +3z2+7=0, ’

2x = 4y - 2z + 1 = 0
120104, 2(x; - X,)X = -R1 R2 + xﬁ x2, 2(xy - 3)1 =
= -Rf + R§ + x? - xg 12,106, Radikaaltsentri raadlusvektor

on R = zr—z-';-;(RgnR'la-i1-ig)i -4+(R2-R$+i$"‘
)r2r4 + (R - R? + xf - X )r2r3, kus 51 - x2 =7 21 -
Xy = r3 - X =TF,. 12, 101 (x = 1)+ (y - 4)
+ {2z - 3) = 17. Markus. Otsitava sfasri keskpunktike on nel-
ja antud sfaari radikaaltsenter, S.t, punkt,mille korral puu-
tuja loigud -mis on tommatud antud punktist koigile neljale
sfaarile, on sama pikkusega. Igauks nendest puutuja loikudest

on vordne otsitava sfaari readiusega, 12,108, x2 + y2 + 52-

= a2. 12,109, x + y2 + 22 = a2. 12,111, 2x + y + 22 = 13=
= 0. 12,112, Sfadr x(x - x,) + Y(¥ = ¥o) + 2(z - 2,) = 0.
12,113, Sfadr x° + y° + Rx = 0. 12.114. Sf&Er (x - ) (X=X, )+
+ (y = by = y5) + (2 = ¢c)(z - Zo,) = 0, 12,115. Sfaar, mil-
le diameetriks on S155. 12,116, —& = L =
A u B u
1 1 1 1
. 2 u, 32 u
= —2%— . kus u = A1x + By + 01z + Dy uy = A% 4 B,y +
C u
BIE
Co uy
o+ Crz 4 Doe 12, 118. (x - 3) + (y =~ 2)2 + (z = 2)2
=) =X -3 , (2x + 2y + 2 - 12) =5 -« x - x, 12, 119. x + y +
+z =0, 9(x° +y2+z)—rx(x-1)+y(y-2)+z(z+1)]2
12,121, 1) 3; 2) 25 3) 1; 4) 3 5) 3; 6) 2; 7) 3; 8) 2; 9) 1,
12,122, (x, - a) + (y, - b) + (z, ~ c) < R (Aa + Bb +
+ Cc + D)(Ax, + By, + Cz, + D) < 0, 12. 121. = (A9x + B4y +
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+ C.z + D, ) = % (A,x + Boy + Coz + D,) = g (A3§ + Béy
+ C3z + Dy ) (neli sirget), millg korral A = 1

3 +oB;
(1212,3)0 124 122 X""?—sz—z—, y'-%,z’:

2 X+y +2 X +y +2

R 2 . 12,126. 2ax + 2by + 2cz - B> = O. 12.127.
X +y 42

ey +le Gx+By+€2)r® =0, 12,128, seEEr ¥ -
2 —sems=e P

§-~ . 12,129, BX =

% (tasand), 2.13 .

staar (a® xo)x + 2X,XR %R® - Y-

= 0. 124133. ¥° + 22 = 16 -
poordsilinder. 12,134.

toVx? 4 y2 -2 =

ehk 4x2 + 4y2 - 22 + 22 -
- 4 = 0, Poordkoonus, mil-
le tipp asub punktis
C(0,0,2) (vt. Joon. 12, 6 e

12.135. ”'*2*%2"’2
- 2 2 " 2
=1;2) I+ Ly v B =1,
a, b a
x 2 z2
12,1360 =y + Loy + 2y = 1,
¢ b c
2 2 2
120137, 5~ + %5 + 3~ = 1. Joonis 12.6.
| 2 27 .2
12,138. 1) Eg + IE - E? = 1 Uhekattene pohrdhiperboloid;
2 08" 5 a ¢ )
2) EE.- Eé - EZ = 1 kahekattene poordhiuperboloid. 12,139.
a c ¢
2 22 i N 2 2
T+§--T-G=1.Markus. Juhtjoone vorrand ong—-Tg=1,
x = 0,
kui juhtjoone tasand on valitud yz-tasandiks (vt. joon.14-1)°

Asendus yv—€>i x2 + y2 e 12,140, x2 + y2 = 4., Markus.

fileganne lihtsustud tunduvalt sobiva reeperi valikuga. Vali-
me sirgete poolt miaratud tasandi yz-tasandiks ja sirge,
mille umber toimub poorlemine, valime z-teljeks., Siis teise
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antud asj orrand on y = 2, x = O, Edasi asendus y —n

— & x2 + y2 . 12.,141. Yz + 22 =[f(x)1?.

13. peatukk

ELLIPSOID
2 2 g2
13.2. P1(2,-3,0), P,(0,0,2). 13,3. Z» + i’ + 5w 1. 13.4.
a c -
a®a® + b2B°% 4+ c2¢2> D2, 13.5. Simmeetriatasandid dhtivad

reeperlgasanéltega. Koik loiked on elllpséd. Lgige xy-tasan-

diga: TE + §¥ _21, 22- 0; xz-tasandlga. £ fg-_ 1, ¥y = 0;
yz~tasandiga: ¥G + %— =1, x = 0, Tipud: A1Qﬂio,0),

A,(-6,0,0), B4(0,4,0), B,(0,~4,0}, C4(0,0,3), C5(0,0,-3).
Poolteljed:a = 6, b = 4, ¢ = 3, 13,6. Loiked tasanditega z=
= h, h< b on ringjooned. Loiked tasanditega x = h (voi y =
= h),h< a (h { b), on omavahel sarnased ellipsid. Antud el-
lipsoid on poordellipsoid, mille poordeteljeks on z-telg.
Markus. Kahte ellipsit nimetatakse sarmasteks, kui nende
vastavad poolteljed on vordelised. 13.8. 88 =¢C1:0 =
=3 :V5 . 13.9. Teljed: 3 jaV3; tipud 44(2,3,0),

A (25-3 ,0), B B4 142,50 V“), B,(2,0,-V3). 13.10.

(- aAD b BD _c CD)’ us A = 2 2 +b2B2 0202.

3.1 . Qdflo,g). 13,12, Ellips, keskpunkt (2,~1,1). Mirkus.
Kovera keskpunktiks nimetatakse pinna sﬁmmeetriakeskpunkti.

13013, Xﬂ(x - xﬂ iﬁhiﬂ—g~xﬂl -ﬂi—zr——dkl 13.14.

3’ V—B_; (2!3!0)! {L!‘3so)v (230’\]_)v (2,0,-\[_)- __30_12¢ El~
lips, Q(2,=1,1) = ellipsi keskpunkt. 13.16, Ellips.

l" x= o+ 2y - 4X 8, 12-180 (1 ,2.'2)’ (-1!2!2)‘ J.}.i-’
L Z a '

Ui

2 2 2 2 2 .2 2 2 .2
1)§—+'§-+%5=1'2)37c— *6"".'?""'1'3)%1*?92*%9'1"
Mérkus. Vt. niide 1. 13.21. Kaks ellipsoidi i___EE_ <

2 2 _24a -
- X
—-L———)- S——T)' .22- zg'f' % TB‘= 12.220

2 ‘2 z x° e L2 o x2
é"-ﬁ-%-’l‘%:'}- 2.2-1? &*ﬁ-m:‘]o 1202501'2""
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i !

- 2 !{2 2 '
+ﬁ+%#l=1. ,2,cj;b tab_c Z +
’ \f 2 2
- c Va“- ¢
+ l.ac = 0, kus * on absoluutvdértuselt whest vaiksem suva-
line reaalarv., 13.28. L01kejoon koosneb kahest ellipsist.

, . z
1272 + Diameeter ;5:— = —%- = C . 13.31. % = —%g, y=0.

12.2.16xt132=00 12 iz.x-Z—O,'g -g 4|
32x + 9y + T2z = 0. 13,.36. Kaks diameetrit x = aVa - b~ %,
y=0, 2 = p cvgz - c2 t. 13.37. Selliseid sirgeid on 13p-
matult palju ja koik nad asuvad tasandil 288x + 225y - 400z~

-~ 1201 = 0, Markus. Otsitav sirge maaratakse vorrandisiis—

teemiga S 2. L ; 1.z ? 1, otsitavateks on sirge sihivek-

tori koordinaadld m ja n, Sirge ja ellipsoidi 101kepunkt1de

leidmiseks tuleb lahendada vorrandisusteem, mis koosneb el-
lipsoidi ja sirge vorrandist. Avaldades sirge vorrandist x
Ja y, asendades ellipsi vorrandisse ja arvestades veel lisa-

eeldust, et kool poolitub punktis A, s,%t,.
Zq + Zp

= -1, saame m ja n maaramiseks ainult uhe seose

228m + 225n - 400 = 0, mida peavad rahuldams sirge sihivekto-
ri koordinaadid., Elimineerides m ja n susteemist, mis koos-

neb viimatl saadud seosest ja sirge vorrandist, saamegi ot~

sitavate sirgete hulsa - tasandi vorrandi.
2 22

2
o X y1 ' '
02 . + + '-2'_ ( ;2““ "c-12') 1202 -

.13£€54522 31)L.1£&L2 ELE—Iighhl Oe 13.40. Sirge, mis on

2
kongugeeritud tasandiga Ax + By Cz 5 D 20 ellipsoidi & 'E +
+ fé + EE 1 suhtes. 13.41. (52 + Xz + 52)2 - R (-z-+"
> c2 a c
Z
+=7) = 0, 13.43. 5x - 8 20z = 40 = 0. 13.44. 1)
M s 13.43 y + 20z _3_;_ 1
c(ﬁg-%)(%-%)(lg-lg) 5% - f@(—g By - e
c a c a c
P oG- -Bhd, . L 0 2) (32 - 29)(x 32 -
a c b a c b

- 2(3z - 2y(2y - x) + {x - 32){(2y -~ x) = O ehk x + 2- 23y~
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-2(6 - BV—)z =0, x+ (2 +2¥3)y ~ (6 + 3V3)z = 0. 13.45.

22 - ZZ + = 1. 13.47. Merkus. Liikuv ellips (vt. joon.
13.4) masaratakse >
tasandil y = 4 ! '
varrandiga 2 |
(.’iuat)2 c)
y = d-

Pooltelje c pikkus

on vordne suurusega |z} —
mis on arvutatud lii-
kumatu ellipsi vorran-
dist y = d korral,

b2 - g°
Saame D\z'———?—.
b
Seega igal tasandil
y = d liikuve ellips% 5 dJoonis 13.4.
vorrandiks on 52 + E? =1 = 22 « Otsitava pinna vorrandi

a c
seame, kuil suuruse d loeme muutuvaks. Jarelikult viimases

vorrandis tuleb d asendada muutujaga y, mille tulemusena

saamegi otsitava pinna vorrandi

2 “ . R
5? + ig + EZ = 1o 13.48. Toestus. Eelmise Ulesande pohjal
a b c

voime valta, et kui eksisteerib tasand, mis 1labib ellipsoidi
keskpunkti ja loikab ellipsoidi mooda ringjoont, siis loike-
Joone raadius on b. Vaatame sfaarl, mille keskpunkt asub

reeperl alguspunktls Ja raadius on b xz + y2 + 22 = b2 ehk
12 + = 1. Lahutades sfaari vorrandist ellipsoidi
; . 1 < 1 1 > A
vorrandl, saame (-—E- - — )X VTP - —)2% - 9. Kuna
. c b-
o} a .
¢ 7 o < a, giis lg lE‘> a, lg - lg > 0, Tahistame ;T'"
3 1 01 8’2 CEB 2_2 e 'O'-
- L. AT, 7~ —3 = U . Saame A"x" - C"z" = 0, Jarelikult,
a® c bd

vorrand mddrab tasandite paari Ax + Cz = 0 ja Ax -~ Cx = O.
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14, peatukk
HiiPERBOLOIDID

2 2 2
14e1. EE—ﬁEJE- - EE = 1. 14.4. Otsitav joon koosneb kahest
a c

16ikepunktiga Q(6,~2,2) loikuvast sirgest, s.t. antud tasand
puutub pinda antud punktis. 14.5. a =4, b = 3, (4,0,=1),
(-4,0,-1). 14.6. Huperbool, reaalpooltelg ¢ = % imaginaar-—
. ]
pooltelg b = T keskpunkt C(5,0,0), reaaltelg on paralleelne
z-teljega, imaginaartelg y-teljega. 14.7. Vt. joon. 14.7.
1) loikejooned xy~tesendiga paralleelsete tasanditege:
o .
= 1; Zm=2 y I =3
z={ z=4
= 1 2=0 z=3
¥

Z=O,

Zzi'l,

X
36
%
Z:-:tg, 3;;-{- 0§
i <
== 3 77
p x°

2z =24 a5+

=1;

Fo o wHh Tl

2 2
+ X I
zZ=%5 TET ¢ ¥T6— 13 Joonis 14.7
2) loikejooned xz-tasandiga pa-
ralleelsete tasanditega:

X2 %
y=0, Fp-g =l
s, 4x2 _ 422 _ 1z
y = "'".1$ 155 = 13 = H y:l, y =
2 2
+ X Z -
r B 3 5 Ig.a ‘\
y=.2 83 T 70
' 2 2
2 2
V=i5,“g‘}1:"+‘%§"=1,
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3) loikejooned yz-ta-
sandiga paralleelsete

tasanditega: 0 iz
x=0, ¥g -5 = 1;
X<
+ 2 g2 S
I=-1,?%6- "1’ A
%_ x40 ¥y / —

92 52 2
X=t2’T¥E—3T=1' .

92 O
X:iB, *2- %—:1;

2 2
x =4, o e =1

9 3

2 2 Joonis 14,9
X = 15, Z% - %T = 13

2 3
x:is’%—- %—:O.
14.9. Uhekattene hiperboloid x?si 2yz = 1. 14.10. X =

R , u k|

= {a ch u cos v, a ¢ch u 8in V’,ﬁﬁ,v)‘ 14.11. x = & g I )

LRV ~-u uv - 1 -
y =b T Z =cC Ty Vektorvorrand. X =

o= :‘T{“f}a(uv + 1), b(v - u), C(uv - 1)]- 1&.12. Uhekattene
X -5 y=2 Z - 8 X - b -

huperboloid. 14,13. > = = = 25— e E5—= =
Yy =2 7 =8 X - 1 .Y =1_ =z X
= ’8 = 20 . 14-140 1 = -1 —3‘ . 14.12. Z-I-
+§=1+§,§-—§=1~-§ja§-§=o,1-§=o. 14.16.

Kui antud pinna sirgjoonsete moodustajate parvede vorrandid

on antud kujul “x = z = u(1 - y) Ja x -2 =v(1 + y),
\,u(x 5 z) =1+ y vix + 2) =1 «y,
siis cos © = ¥ = 1) . 147, X L3z
| (e + 1)(v° + 1) el 7 O =27
5—-—'0'-—3= £- = . 14.18.{y + 2z - 0, {2:: - 5z = 0,
X -5 0; y+4 = 0,

- /B -
14.20. u cos v+ /u” -~ 1 =¢(1 ¥ u sin v),
_—— s}
clucos v3: -1 ) =14 usin v.



14,21, (x = a(cos ¢ + T gin ¢), x - a(cosy - t sin ¢ ),
iyzb(sinte-tcosnp), y=b(sin-.?+tcos ¢ ),
z = ct, z = ct.

14.22. 45°. 14.,23. On xeelasllipsi puutujad. 14.24. Markus.
Otsitavate progektsioonide vorrandeid on mugav leida, kasu-
tades teist jarku kovera j& sirge puutumise tingimust.

2o + X
14,27. 8 = (l,myn), kus 1 =28 f;é:f;ggét- , M = bE: 54_2 a2
a2y - g
n =c¢ ehk 1 = 3(5321 Iy %ﬂ), m = b(zgﬁn ¥ Eﬂ), n = c(f% + %;).
14.28. 5 = (0,%4,1). 14.29. x = 8% (f {a - Za®0),

Zo + ©
2bcz

=-;2—+'°';2‘(+a‘°"1%!“): "E"—“T(-%'i'x%) 43-x=
v ]

- £ 6, 14.34. Keks xy-tasandiga paralleelset tasandit y =

£ /18 ja kaks yz-tasandiga paralleelset tasandit x = t vz,
xy~tasandiga paralleelseid tasandeid ei ole vaja vaadelda,
xuna vastav pealoige on imaginaarne. 14.35. Sirge on pimnna
puutuja., Puutepunkt Q(4,2,9). 14,36. 1) Ellips, huperbool,
parabool, kaks loikuvat sirget, kaks paralleelset sirget; 2)
ellipsa, huperbool, punkt, imaginaarne kover. 14.37. 1)

12< iml \/‘ 2) Jm|< 1. 14.38. Puutepunkt P(9,4, 2)e 14.39.

-ﬁ xﬁ -& { -1. 14.41. Kahekattene poordhuperboloid

b
2 2 2

23 5 = - L = 1., Markus. Vt. pt. 13, naide 1.

%_

1]

ml

a sh u coa v,

i

a2

z2

1'5 ~1. 1404.2- X
y
z = ch u.

a sh u sin v,

il

Z = (a sh u cos v, & shusin v, ¢ shu).
14.,44. (x = a cos u tan v,

y=2D5 gin u tan v,
2=%Cos v °®

%X = (a cos u tan v, b sin u tan v, 33%—_7)' 14.45. 1 = 11 .
14.46. Diameetertasand x + 4y - 3z = O. 14,47. Diameeteria-

164



.sand 6x - 9y + 4z = O, 14.48. Kaks diameetertasandit: 4x -
-~ 32 = 0 ja 4x + 8y -~ 52 = 0, kuna labi punkti A kulgeb kaks

pinna sirgjoonset moodustajat 5—%—— = x'B 2 _Z - ja
X 5 6. 1% B e _ Egg-g . Kumbki otsitavatest diameetertaaandi—‘

test on maaraetud pinna keskpunktiga 0(0,0,0) ja uhega sirg-
Joonsetest moodustajatest. 14.49. % = % = :% . 14,50. %
= :% = %,. 14.51. 3x + 6y - 4z = O. 14,52, 3x + 6y - 42
= 0. 14,53. Xy - y2 - 2Xx - O (koonus)., 14.54. Antud tasan-
dite parv hiiperboloidi diameetrit ei maara,kuna 1oikejoonteks
on mittetsentraalsed koverad - paraboolid, 14.55. x(x -Xq )+
+ y(y = ¥yo) = 2(2 - 2,) = 0, 14.57. r = 6 . Markus, An-
tud pinna ringjoonsete loigete tasandid on paralleelsed abst-
sissteljega ja maaratakse parameetrit k sisaldavate vorrandi-
tega y iz =k, Ringjoonsed loiked voivad puutuda kaelellip-
sit ainult siis, kui ta labib uhte tema tippu, mis asub y-
teljel, s. t. labib punkti B1(O,-2 0) voi 32(0 2,0). Vasta-
vad parameetri véartused on k = ¥ 2, Koik neli rlngjoont,mls
rahuldavad ulesande tingimusi, asuvad kahel tasandil y I 3z=
= £2 ja koigi raadiused on vordsed. Raadiuse arvutamiseks
lejiame kaigepealt vastava loike keskpunkti (projekteerime ta
xz-tasandile). 14.58. Mirkus. Toestuseks on piisav naidata,
et koik poordparaboloidi sirgjoonsed moodustajad moodustavad
vordsed nurgad poordeteljega (z-teljega) ja et iga sirgjoon-
se moodustaga luhimet kaugust poordetelgest moodetakse kael-
ellipsi (x + y2 = az, z = Q) vastavat raadiust mooda ja
suuruselt on ta vordne selle raadiusega. Voib ka vahetult
tuletada pinna vorrandi kui sirge poorlemisel tekkinud pinna
vorrandl, kui poordetelg ei asetse antud sirgega seamal tasan-

L

ail. 14,59. n111p501di Iz _,z 1 korral otsitava gir-
- x 2 22
ge hulgaks on imaginaarne koonus - + I? + =y = 0, 8. t.
a b c
reaalseid sirgeid, mis rahuldakgid ulesande tingimusi, ei
Z

leidu; huperboloidi 52 + x? - = t 1 korrel saame the ja
sama koonuse 52 + XZ - E? = 0, mille moodustajad on pinna

b c oy
asumptorotideks. Seda koonust nimetatakse pinna asumptootili-
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seks koonuseks. Markus. Ulesandest jareldub, et ellipsoidil
el ole reaalseid asumptoote. Molemal hiperboloidil on lopma-
ta palju asumptoote ja asumptootiline koonus, mille tipp
asub pinna keskpunkiis. 14.60, Uhekattene hiiperboloid

%— + y2 - 22 - 1. Markus., Sirge libisemine maaratakse vor-
renditega X ; 2 . & ; y-b = %. Selle sirge ja antud sirgete
loikumige tingimused annavad kolm vorrandit, mis seovad pa~
reameetreid a,b,m ja n., Elimineeerides need neli parameetrit
saadud kolmest seosest Ja kahest sirge vGrrandist, saamegi

otsitava pimma vorrendi.

15. peatukk
PARABOLOID

121, x2 + y2 - x + 1 = 0. Antud kover on elliptilise para-

boloidi ja tasandi loikejoon. 15.2. 1) m £ 0 ja m > “'% ,
juhul m = - ¢ - ellips kidub punktiks; 2) m = 0. 15.3. Pro-
jektsioon 1) xy-tesandile x" + 4xy + 5y - x =0, 2z = 0; 2)
xz~tasandile x2 - 2XZ +_522 - 4x =0, y = 0; 3) yz-tasandile
y2 + 2° + 2y -2z =0, Xx = 0. 15.4. Loige xy-tasandiga
0(0,0,0); xz-tasandigs x2 = 4z (parabool), y =0; yz-tagsan-
diga y2 = 2z (parabool), x = 0, xy-tasandiga paralleclsete
lgigetg projektsioonid xy-tasandile on ellipsid

§5_+ %ﬁ =1, 2 = 0, kus h on loiketasandi z = h kauzus 'xy—
tasandist. xz-tasandiga (yz-tasandiga) paralleelsete loigete
proaekt51oonid vastavalt xz-tasandile (yz-tasandlle) on ga—

rabrolid: x = 4z - 2 (y2 = 22 - 0 Sh )e 15.6, == 4 %a <

< 220- 15.7- "A(x - XO) + In(y b yo) = & - ZO' 15 8

(O,—1 g) ja (0,1 ’E)' 12.9. Ellips, parabool, punkt. 15.10.
2
X + y° = 2pz. 15.12. Poordparaboloid., 15, 15.13. x° 4 vo o=

2
- 2 ~ .
- & £ 2az, 15.14. Elliptiline pgraboloid 2 - 3‘? P L v
= q
hiiperboolne paraboloid z = §3 - gﬁ soltuvalt selleot, kas
liikumatu ja liikuva parabooli teljed on sama~ voi vastag-

suunalised. Markus. Koostame liikuva parabooli vorrandi. Sel-

A
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leks viime sisse abi-
parameetri d - liiku-~
va parabooli tasandi
kaugus xz-tasandist,
Parabooli tipu kgordi-

naadid on (O, d'Z—)

(vt. joon. 15. 5)
parabooli vorrand

y =4, x° =t 2p(z - 2-).
slimineerides nendest
vorranditest abiparameet~
rid, saamegi otsitava
pinna vorrandi, 15.15.
P,(4,1,3)s 15,17, Loi-
ge xy-tasandiga x" = 4y,
= 0 on parabool. Loi-

-1
paralleelne antud tasandiga.

2)x+y=0,z=0. 15.35.
q - p (juhul p # q), juhul

(sirgjoonset moodustajat) z = 0, x

= ¢ « Parameetri k maarame tingimusest, et sirge

Z
keks xz-tasandiga on Joonis 15,6
kaks loikuvat sirget x -2 =0, y =0 jax + z = 0, ¥y = 0.
Loige yz-tasandiga on parabool 2° = -4y.15.19.15 (0,-6,- %).
15,20. Huperbool. Keskpunkt (1,~-1,-2), 15, 2 . = - y Y =
= - Eg- 15. 240 X = _.éE ] y ggo 15 28. T = y Z 1 = Z-E 1,
F=LF2 <253 15.29. arccos T7- 15.30. = L34
= E_E_i, % = & :12 = 2 I L « 12.31. Sirgjoonsed moodustajad
X~5 _¥Y=4_2-21 X=-5_ y~4 2z =21
| - T b 4 1 T - =17 *
15.32. ‘{2X - 12y -z + 16 = 0, 2Xx =12y = 2 + 16 = O,

X -2y + 4 = 0; X+ 2y -8=0,
19.33. 252 - Lpl o2 jaxgt, -‘L;%g.markus.vks
parv sirgjoonseld moodustajaid maaratakse susteemxga I %
=k, k(I %) = z, Viime kanoonilisele kujule X
.okt oz on

5 24. 1) X - y = O, 2 2 “20

Huperbool z
P
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z = 0, z = 0,
15,39, Sirgjoonsete moodustajate projektsioonid puudutavad
paraboolset loiget xz- ja yz~tasandil, aga xy-tasandil moo~
dustavad paralleelsete sirgete kimbud, mis on paral}eelaed
kahe sirgega, milleks laguneb pinna ja xy-tasandi loikejoon.
15,40, Kaks uheparameetrilist paralleelsete sirgete parve.
5,&& Molemal paraboloidil on uksainus tipp. Reepgrl alzusg-

punkt. Oteitav sirge hulk maaratekse vorrandiga E" g; =

= O, Elliptilise parabololdi korral on sirge hulgaks kaks
imaginaarset tasandit, mis loikuvad mooda z-telge, s.t.
z-telg on ainus reaalne sirge, mis rshuldab tilesande tingi-
musi. Huperboolse paraboloidi korral otsitavaks sirgehulgaks
on kaks reaslset tasandit, mis samuti loikuvad mooda z-tel-

ge. Kumbki tasand = + =L =0, X - L. _ 0 1&bib
2p 2q 2p 2q
xy~-tasandil asuvast pinna kahest sirgjoonsest moodustajast

uhte. 15.46. Huperbéolne paraboloid.
»
- - - 5 = 2
15,47. | © x Ti =-V—;_|xx(i+;|) +7-73] ehk x° -~ y° -
- 2xy - 42 + 2 = 0, 8. t. otsitavate punktide hulk on huper-
boolne paraboloid. 15.48. Uhekattene huperboloid (p #'1)
voi huperboolne paraboloid (p = 1). 15,49. z =-Axy, kus

3\ # 0' 15. éo. %n‘(x - xo) - qh' (y - yo) = Z =™ ZOI 15.51.
- y° + 2x = 0 = hilperboolne paraboloid. 15.52. Hiiperbool-
2 2 2225

ne paraboloid %% - *E = z. Markus. Joonpinna moodustaja

rre. r= b _2 = rahuldeb kolme tingimust: 1oikab keh-
te antud sirget ja.on paralleelne antud tasandiga. Eliminee-
rides saadud kolmest tingimusest moodustaja sihivektori
koordinaatide suhted (s. t. andes uhe koordinsatidest  va-
balt ette, elimineerime Ulejddnud kaks), saame lihe vorrandi,
mida rahuldavad moodustaja suvalise punkti li(a,b,c) koordi-
naadid, See ongi otsitava pinna vorrand. Pinna vorrandi saa-
miseks muutujetest x, y ja z tuleb a,,b ja,c asendada vagta-

valt muutujatega x, y ja z. 15.53. %— --%— = 2z, 15.55.
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2
Huperboolne paraboloid f— - y2 z. Markus, Leiama kehe 1iie+

kuva punkti asendid xy-tesandil. Reed on (1,- 2,0) ja
(—1,2,0) ja votame need punktid liilkuvate punktide algasen-
diteks liikumise algmomendil. Oletame, et mooda esimest sir-
get punkt toused (loeme positiivseks suunake ), aga mooda teist
sirget langeb (loeme negatiivseks suunaks). Siis on Birgete
vorrandid m?gav§m umber kirjutada kujul 5—5-1 = x—}-g g

x + 1 -z 2z

Jja % = 1 = o= ehk parameetriliselt
x = 2% + 1, X = 2’c1 -1,
{Y=t,"’}, {Y-t‘]*'z’a

Neis vorrendites parameetrid t ja t, on vordelised punktide
kaugustega algasendist., (lesande eelduste jdrgi need kaugu-
sed on vordsed igal Jliikumise momendil. Peale selle moleme

sirge korral L = 1 “zl-*____—-:—_—w— = '155 Seega
-l/ 2 2 2 \[ 2 2
1" + m~ + n® 11 + Wy + 1y

voib oletada, et & = t1. Liikuvaid punkie lebiva sirge vor-
rand momendil t on £=FE =1 ¥y ot + 1/2 228 gy
mineerides saadud,vorranditest parameetri t, saamegi otsita-

va pinna vorrandi,

16, peatukk

KOONUS, SILINDER
2,2
16, 1. 55 Z 16,2, 1) Jalx = x,) + by ~ y,) +

+ ¢z = z°)72 a2 + b2 + cz)T(x - xo)a + (y - yo) +

+ (2 = 24) %]cos . Markus, Kasutada koonuse telje. ja moodus-
taja SX vahelise nurga leidmise valemit, kusjuures X(X,¥s;%)

on koonuse suvaline punkt., 2) 11x2 + 11y + 233 - 327 +

+ 16%2 + 16yz - 6x =~ 60y - 186z + 342 = 0. 1§&2. 1) ? 4%;;
4%- Mérkus., Ulesande lahendamiseks voib loigata koonust

telge labiva tasandiga, nditeks xz-tasandigs ja leida telje

ja laikesirge vaheline nurk., Voib kasutada valmis valemit

T = arcian 5 . Vilmasel Juhul tuleb toestada toodud valem.

16,4. Koonus 40(x - 2) - 9y - 922 = 0, Markus. Antud girge

J
Pt
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15ikab x-telge punktis C(2,0,0). Jarelikult, otsitav poord-
pind on poordkoonus tipuga C. Moodustaja gihivektori koordi-
naate siduva tingimuse saame noudest, et kogu poorlemise
valtel jaab poordetelje ja moodustaje vaheline nurk vordseks
antud sirge a. x~telje vahelise nurgaga. 16,5. Koonus

(x =302 +5° - (=572 =0, 166, x° + 3 + 122 - 16xy -
- 8x2 ~ 8yZ + 62x + 44y - 32z - 11 = 0, 16,7. arc cos 121
__;_-A[E(x - X) + b(y - ¥o) + c{z =~ zo)] - [(x - £,)°% +

+ (y2- yo) + %z - Zo) J gaz + b2 +2c ) singfs = 0. %§=2'2

Z

';"Z % —vz=0.2) xvz+7 0-3)-—2+77+-;z=
- 0. 16410, X° + y° - z2 - 0. 16411. X° = 35° + 2° = O,
16412, Xy + X2 + J2 = O (koonus asub esimeses ja geitsmendas
oktandis); xy + xz - y2 = O (teine ja keheksas oktant); xy -
- xz - y2 = 0 (kolmas ja viles oktant); xy - x2 + y2 = 0
(neljas ja kuues oktant). Markus. Koonuse moodustajaks voib
votta ringjoone, mis 1oikeb koiki kolme reeperiteljege ja
asub suvalisel tasandil, mis moodustab reeperitasandiga
vordsed nurgad. Naiteks ringjoon, mis eraldab reeperitelge~-
dest 15igud pikkusega a, on antud susteemigs x° + 7o+ 2° =
= az, x+y+ 2z =a. KuiX(x,y,2) on juhtjoone suvaline
punkt ja P(X,Y,Z) punkti X 1abiva moodustaja suvaline punkt,
siis veadeldud koonuse moodustaja OX vorrand on % = % = %
voi X = xt, ¥ = yt, 2 = zt. Elimineerides vorrandisusteemist,
mis koosneb juhtjoone ja moodustaje vorrandist, juhtjoone
punkti X koordinaadid, saamegi otsitava koonuse vorrandi.
Elimineerimino on lihtne, kui korrutada juhtjoone esimest
vorrandit 2 ja teist parameetriga ¥ (xt) + (yt) + (zt) =
- (at) , Xt + ¥yt + 2t = at, giit ) G Y2 + 2% = (X + Y+ 2)
ehk XY + XZ + YX = 0. 27§x - 1) + (y - 2) + (z~3)§¥
=4(2x+ 2y -2 - 3) . 6 16,14, 2° + 2xy + 2 V2 xz + 2 /2 yz=

= 32
= 0, 16.15. Kaks koonust EL-iEI— - iﬂ—igﬁl- = 0. (Vt. joon.
Ir

2 .2 )
16,10)e 16216, 3L—§5x~ - E“igl 0. Markus. Antud ulesande

korral on reeperi valik vaba. Sobiv reeperi valik lihtsustab
tunduvelt lahendust. Valime juhtjoone tagandi xy-tasandiks
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ja koonuse poordetelje z-tel-
z jeks. Valitud reeperi korral
on guht.‘]oone vorrand x2 +
+y =25, 2 =0 Ja tipu
koord:l.naadid on (0 ,04 7).

16.17. 1)_2..,,12 '(—2')'2-0

= 0; 2) 3x° -.Sy + 722 -

- 6xy + 10x2 ~ 2y2 = 4x + 4y~
- 42 + 4 = 0; 3) 312+123y2+
+ 232% - 18xy - 22xz + 50y +
+ 1Bx - 54% - 6622+ 27T = 0,
16,18, 18y“ + 50z° + 75xz +

+ 225x = 450 = 0. Markus. An-
tud ellips on otsitava koonu-
se juhtjooneks ja antud punkt
koonuse tipuks. 6 1 .

- 0. 16,20 % 4 iL—z—l

2 8 2 b
Joonis 16.10 - -2- = 0, 16, 21. T+
2 2
%—21 -g- = 0. 16422, 2xy = (z - a)°. 16.23. 2y2 +

+ Xz - 8x = 0, Markus, Juhtjoone vorrandid on yz = 4x, 2 = 0.

Esimene voimalus: moodustaja vorrand on % = % =2 -2- 2. Moo-
dustaja sihivektori koordinaatide vaheline seos 2m“ = -1,
Teine voimalus. Kui M(xz,y,2) on Juhtjoone suvaline punkt ja
P(X,Y,2) on punkti M labiva koonuse moodustaje suvaline
punkt, siis moodustaje vorrandid on X=xt, Y=yt,2-8=

= t(z ~ 8). Viimagest seosest t = - rz + 1, ja korrutades
juhtjoone esimest vorrandit perameetri ruuduga, (yt)

= 4(xt)%, Ja asendades yt, xt parameetrilistest vorranditest
ja ervestades leitud parameetri t vaartust, ssamegi vastuses
toodud koonuse vorrandi. 16,24, Y2 + 2X(Z - p) = O. Mirkus.
Moodustaje vorrandid X = xt, Y = yt, 2 - p = t(z - p). Korru-
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tades juhtjoone vorrandeid tz, saame (yt) ='2(xt)pt, z = U,
Asendades parameetrilistest yorranditest Xt, yu, pt, saamegi
toodud koonuse vorrandl. 16.25. ig + Y+ (2 - 2R).(Z - 2Rks
w8+ bY+Cl+dm20R) m O 16,26, 35x° + 35y° - 522° -
- 232xy - 116xz + 116yz + 232x - 70y =~ 116z + 35 = O. 16,27.
Markus. Koonuse normaali vorrandid koonuse suvalises punkiis
Lo(Xo9¥09%0) ON XoX o LoJa _Z__'E'_Ep. Koonuse teljeks on
| 2t P
z-tolg, 8.t. sirge é 5 T . Kerge on kontrolliida, et an-

tud sirged loikuvad. :22' x + 4y - 422 + 4xy + 12x2 -
- b6yz = 0. 16.33. x° + y '1?"'1! (z - c)2 = 0. 1634,

¢ =-Dr
1) (x - 5)"’ 24(y% + 22) = 03 2) 9x° - 16y° - 162° = 90x +
+ 225 2 0. 16 [(x° - 8)(x - a) + (yo - b)(y - b) +

+ (’3 - e)(z - ° - [(13 - 3) +(y° - b) + (2o, = 0).]!(x -
-&)_-p(y-b) + (2.~ © -r)] 0. 16.36. 19x° = 29y
- 4422 - 64xy - 16xz + Byz - 304x + 512y + 1282 + 1216 =

2 2 2
16437, ot Yo+ 2o =B 16,38. Koonus: 10(x - 5)2 4

13 + yf + zg + R

# 20(x = 5)(y = 1) - 34(y -~ 1)% = 5522 = 0. 16,39.

12 2 2 2 2
(2'5-"*64-9-_-1)?5‘25-1 = 0, 16.&0.41-153’
- 62° - 12xz - 36x + 242 + 66 = O, 16§52. Silinder:

2(x - 2)% + 2(x - z)(y -.2) + 4(y - 2)° -7 = 0. 16.43.
Koonus: 8(x2 + y2) (z - 6) = 0. Teine puutujakoonus kidub
xaheks idhtivaks tasandiks z = 2.

2-

2 2 2 2 2 2
16t Gp v Tg v B - s Ty 2y 1) -
‘ ¢ a c
2 2 2
- (%A% & Ig% + 2%5 - 1)2% a2 o0. 16,45, (Ez + x! z° 4 1)(_%+
¢ a
¥ Ig 25 t1) - (E‘E + xﬂg - Eﬂ% i 1) = 0., Markus. Kui
a b

c

°-J

punkt S on huperboloidi keskpunkt, siis puutujakoonuse iga
moodustaja puutub pinda lopmate kauges punktis, s.t. on an=-
tud pinna asumptoodiks,ja puutujakoonus osutub pinna asump-
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2 2 2
footiliseks koonuseks. 16,46. Bllipsoidi 52’ + iz + EE = 1
a ¢

korral reaalgeid ulesande tingimusi rahgldavaid sirgeid el
2 .

ekgisteeri, saame imaginaarse koonuse 5-2- + 12 + 52- = 1, Hu=
a b ¢

2 42 g2 .
perboloidide Xy + i;‘r - =5 =11 korral sasme molemal juhul
2 % 2 ©
koonuse % + %2 - 5-2- = 0, mis on antud pinna asumptootili-
a ¢

seks koonuseks (vi. eelnev ulesanne). Markus. Antud ulesan-
dest jéreldub, et ellipsoidil ei eksisteeri reaalseid asump-
toote, hiperboolidel on lopmata palju asumptoote, mis moodus-

tavad asumptootilise koonuse, 16.47. (_x.z. + g 2.)(52l + #
P - P

- 22,) - (R el . 5 - 3,)° = 0. Punkti S, polsarsesen-

di vorrand on E-Lx—+la’—-=z+z..

|

P

n
I+

2xy. 16.49. x° + yz + 22 - 2Xy-

- 2%z = 2yz = 0. 16,50, 8x2 + 5y2 + 522 - 4:; + 4x% + Bys +
+ 16X + 14y + 222 = 39 = 0. 16451. 5x> + 10y° + 132° +

+ 12xy - 62 + 4y2 + 26x + 20y ~ 382 + 3 = 0, 16,52. 1)
2y2+222-2yz+12y-102-3=0; 2) (x - y) +322-
-B(x = y) =8z = 26 = 0. 16453. 16x° + 16y2 + 132° - 16xz+
+ 24yz 4+ 16x = 24y - 26z - 131 = 0. 16,54.16, B. 16,55,
60°. 16,56, Markus. Olgu X(x,y,z) juhtjoone suvaliselt fik-
seeritud punkt ja P(X,Y,2) punkti X labiv silindri moodusta-

ja suvaline punkt, siis moodustaja vorrand on -XT-—I = Y—E-L

16,48, z° =

=-Z—5—2 ehk X 2 X = 5%t, y =Y ~ 3t, 2 = 2 -~ 2¢, Kuna X on
juhtjoone punkt, siis viimased seosed rahuldavad juhtjoone
vorrandit (X - 5t)% + (¥ = 3t)% =25, Z = 2t = O ehk

(X-2202+ (¥ -3 2)% = 25, 16,57, (2x + 32)2 + 255° -
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- 10(2x + 2) = 0. 16.58. x 2 y2—2xz+2yz+x+y-2z-_

- 0. 16,59. 1) X2 + 5y° - 8y - 12 = 0, 2) 4x” + 52° 3 42 -
-60=0, 3) 2y =z - 2 = O, 1660.Silinder(x-1)+
+ 4‘ = 4, riatgro:jektsiogn xz-tasandile (x - 1) + 422 4,
y = 0. 16461. x +y +z-xy-xz-yz-15=0. 16,62.
(10:-5y-5z+2) + (-5:+10y-52+11) + (5x + 5y -

- 10z + 13)2 = 294. Markus. Silindri juhtjooneks on iga
ringjoon, mis asetseb antud sirgetega ristuval tasandil ja
1a‘gib selle gaaandi ga antud sirgete loikepunkte., 16,63.

(-2*12+ '1)(-2+-2+-z)'("z+5§ f%)z“'o'

_6_&2.5: + 53° +Zz - 2xy + 4xz + 4yz - 6 = O.
16,66, 5x2+8y2+ 52 + 4H+sz.—4yz+ 6X + 4y - 62 - 63=
= U.1656T. X° + 4y°+ 53° - 4xy - 125 = 0. 16.68.

x_x+2§-22) +(y 2x+2§-22) +(z+2x+2§-2z)2

= 36, 6262 (7_’_11 qut‘l)(j-i-—z -2)-

2 2 2 2
- ¢ _Bz 2 _ 4 N SR SR POYC SR
:Z"f; :2) 0. 16.70. (3 + 9 22) (3 +q)
- (§1£+ & n)% = 0. 16.72. x(x = X} + (¥ - ¥o) -

- 2(z - 2,) = 0. 16.73. Otsitav loikejoon on antud koonuse
ja sfadri x(x - x,) + y(y = ¥o) + 2(z2 =~ 2,) = O loikepunkti-

de hulk. 16,75 Tahistame p = [(Z x B) X (& x %,)]°

- c%(@x 6)°. 1) p> 0; 2) p< 0; 3) p = O, axx%zs'd 4)

axba 0 (a.a“::-‘,)2 = ¢2, 16,764 Tahistame p = :
{("5) - a2p? coszcﬁ-}{(axo) - azxg cos’ck -

- (ab)(ax,) - a (xo‘B)cos 02, 1) P 0; 2) X,xB =0; 3)

%, X B a0, (86)° = a®b%cos™ ; 4)p< 0; 5) (86)% -

= a2bcos® ; 4) p< 0; 5) ('a"o')2 - a%v%cos’d £ 0, p = 0.

16.77. (--1)z< azxfcosza. . 16.78. Telje vorrend:X = X, +

X
+ ?\(-—- - —2_). Koonuse vorrand:
| %, | 13|
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= - - — === 2
[P B T 1 R —%;5—(’:"'% 2
I%,1 |x3l Iz, 1% Xx5x]

kus X on koonuse suvelise punkti raadiusvektor Ja reeperi
alguspunkt asetseb koonuse tipus., 16.80. 6. 16,81. 5.

16482, 1) 2; 2) 4; 3) 1; 4) 2. 16,85, Selliseid sirgeid

on lopmatu palju, Nende hulk on koonus .(.3‘_'9‘_5). + -(:—}—1)— -
-~ {2 - 2)2 = 0. Sirged on koonuse moodustajad,

17. peatukk
‘TEIST JARKU PINDADE PUUTUJATASANDID

17.1. 10x + 157 + 62 = 90 = 0. 17.2. (6,-2,2). 17.5. 4x -
- 12y + 92 = 6 = 0. 17.7. X = 2y = 42 = O, Markus. Otsitav
tasand puutub koonust mooda antud punkti 1&bivat moodustajat.
17:9. 3x + 3y -2 =18 =20. 17alle X =~y =2« 1= 0. 17.13.
Puutepunkt P(9,4,2). 17.14. m = £ 18, 17.15. 2x -y = 2z =
-4 =0, 17.16. (3,0,-10). 17.17. (9,5,-2). 17.18. 5L§-3,=

L=d .22, 1719, 224 2 £ 3
= b A ——, side €X + 2y = 3z < 12 = 0. Markus. Puu-

tepunktide koordinaatide leidmiseks arvestame, et pinna puu~-
tujatasand.5§§ + Lpd 4 5&2 = 1 ja antud tasand on paralleel-

sed, 8.%. vastavate muutujate kordajad on vordelised. Kuna
puutepunkt asub ellipsoidil, siis puutepunkti koordinaadid
rahuldavad ellipsoidi vorrandit. 17.20. x -2y + 2z - 1 = 03
X -2y +22+1=0; % 17,21, x =y =22 -2=0, 17,22,

Markus. Koonuse suvalises punkiis X,(Xo,¥o,Zs) voetud normaali

vorrand on 2—Xa = IE%?é = £> 20 ja koonuse teljeks on z-
b o2 |
telg §'= 5 =T Saadud kaks sirget loikuvad, 11.22. a=ba=

Niﬁdr

N 2
= ¢, 8.t. ellipsoid on sfaar. 17.24.Pealdigete x = 0, &y +
b

2 2
z x z -
+ ;2 =1 jay=0, ;z + ;2 = 1 koik punktid, 1725, 4x +
+ 5y % 40 = 0, Markus, Antud silindri kdik puutujatasandid

on paralleelsed z-teljega. 17.26. Markus. Toestada, et antud
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gilindri koik normealid on risti silindri moodustajaga. Ja-
relikult on siis normaalid garalleelaed moodustajatega rilis-
tuva tasandiga. 17.28. & 2 b2B% 4 c 262 _ p°. 17.29. a)
22a2 4 3%p2 t 027 o £ 1% b) a%p t 8% = 20D. 17.30. x4
+ y2 = 82 % 28z - kaks poordparaboloidi. 17.31. z° + xy =~

- X% - y2 = 0. 17232 1) x =32 =0, 3x ~ 2y ~ 32 - 18 = 0;
girge loikab pinda kahes reaalses punktis; 2) selliseid
resalseid puutujatasandeid ei leidum; sirgel Ja tasandil ei
ole reaalseid loikepunkte; 3) x - 2y - 3z - &6 = 0; sirge puu-
tub pinda jJa 18bi tema on voimelik panna ainuit uhe puutuja-
tasandi. 17.33. V15 -y -2z +2=0ja Vi5-y+ 22 -2=0;
(0, 2/15,16) ja (0,~24/15,16). 17+34. Ellipsoidi, kahekatfese
hiperboloidi ja elliptilise paraboloidi korral ei tohi mirge
loigata pinda reaalsetes punktides, {fnekattese huperboloidi
ja huperboolse paraboloidi korral peab sirge loikama pinda
kahes erinevas punktis. 17.36. X. ; 5 Y -4 _2-21 44

k-5 o 4 z -~ 21 - °

T4 Markus. V01b leida antud puu-
tujatasandi j& antud pinna puutepunkti 16' Puutujatasand
punktis X, loikab pinda mooda punkti X, labivaid sirgjoonseid
moodustajaid. 17.38. (x2+ y2 + 2°)? = a’x® 2y2

+ by + 0222.
11,22 Antud ellipsoidi je ellipsoidi o
¢

kzjoon. zigo. Sfaar x? + yz + 22 = a2 + b2 + c2. 17.41.

x + 35 + =1, kus k ¥§ O, 17.42, (x + v )(1 + 2z2) +
+ 253 = 0,

Harkus. Pinna 12 + y2 = 2z puutujatasand pinna punktis
x;(xa,yo,zo) 16ikab sfaari mooda sirgjoont,keskpunktiga

Q(x,7,2), kus x= %%—n',‘__'f’ g = %‘%-o'n_ﬂ" z = 2"‘“'—'1"’ Vii-

2
mastest x, = - %, Yo= = %, Zo = — ZE'?'T $ kuna Xg + Yo = 2%

1}

P

A

Z 1
-+ x1 + = o= -E? loi~

AL

siis peale asendust saamegl toodud keskpunktide hulga vorran-~
di. 17.44. Tasand 2z + 2—5-9 0. 17.48. EKui ellipsoid on

miaratud kanoonilise vorrandiga (13.1) ja tasand vorrandiga
12= p, P = const, si;s poloidi vorrand on

2
X % x 2 1 . ~
+ + = 1 + + = =, ning herpoloidl vor-
ReprEch FTFIATR |
rgnd on
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p -2a by 5 Pz
X =P p PY - b P2
- 2 2
! P Py pz - ¢l .

Herpoloid on teist jérku kover. Markus, See ulesanne leiabd
rakendamist kove keha mehaanikas, kui kova keha liigub inert-
si toimel umber pusipunkti. Puutepunktid ellipsoidil moodus-
tavad kovera, mida nimetatakse poloidiks, puutepunktid ette-
antud tasandil moodustavad kovera, mida nimetatakse herpcloi-
diks.

18. peatiikk
PEIST JERKU PINDADE OILDINE TEOORIA

18.1. X2 + 25° + 22 = Axy - 2x% + b6yz + 20y + 122 + 12 = O,
18.2. x2 + 5y2 + 422 + 4xy -~ 4%x2 - 292 = 1 = 0. 18,3.

C(1,1,~1); =* 4 yg + 2% 4 2xy + 6xz - 2yz2 ~1 = 0, %Q&i.

%= 14y2 + 1622 - 4Xy + 6X2 - 24y2 - 5 = 0. 18s0. X + 2y2+
+ 222 + 2xy - 4 = 0; 2) y2 + 3%y + Xz + 2yz + 0,8 = 05 3)

x° + 2y2 ~ 22 -1 =0. 18.6. 1) (-1,%,0); tsentraslne pind,
a £ 05 2) keskpunktidest koosnev sirge: %- = E = 5—?—-3; A4 0;
kidunud teist jarku pind; 3) keskpunkti el eksisteeri A#£ O,
§ = 0, paraboloid; 4) (14,3,1), A4 0, teentraalne pind;

5) keskpunktidest koosnev tasapd: 2x - y + 3z + 2 = 0, paral-
Jeelsete tasandite paar; 6) keskpunkti ei eksisteeri, A £ 0,
parabeloid; 7) (0,2,-2), A= 0, koonus; 8) keskpunkti el ek+
sigteeri, A =0, § = 0, paraboolne silinder. 18.,7. A= 0,
tipp 8(0,1,0). Et tegemist on reaalse koonusega, naitab kas
voi naiteks see, et tema loige xz-tasandige on huperbool

px2 - 22 + 8x + 4 = 0, y = O. 18,8, 4XY + 4XZ - 1 = 0, kesk-
punktide sirge x = 1, y = ¥, 2 = =%, 18,0. 2%° - 62° =2 1 =

- 2R®, y = O. Kui R # ;%r, siis hilperbool; kui R = P%r, siis

kaks sirget. 18.10. a11(x - xo)2 + azz(y - y°)2 ¥
+ a33(z - zo)2 + 2&12(x - X Ny - Yo + 2323(y - Fo)(Z = 85 )+
+ 2a3,(z - 2,)(X - X,) + & = 0., 18,11

« B c A, a C
1 1 1 1 1 1
X = = 5l(’ 32 02 y=-5 Az (3 02‘
& By G5 Ay ¢ %3
177
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l 1 ok Ay By G
z::-ﬂ.& BZ?J D= |12 32 Czl
83 41, A By ¢

(n an)(nzx nL , . (n X nz)(n}x n1)
2A (n1x n2) 2 4 (n.' X 1:(2)r
kusjuures ni = (Ai,B ,c ), 1 =1, 2 v3, Y= ])3 +7\0\.

18,12, Kahekattene hupenboloid. Markus. A= -16, &= 32.
Jarelikult, meil on tegemist kidumata tsentraalse teist jarku
pinnaga, s.t. pind voib olla ellipsoid voi haperboloid (vt.
tabel 1). Rdasiseks pimme tuubi tepsustamiseks leiame pinna
karakteristliku vorrandi (18.12). Kuna 1} = -1, I, = =22,
siis karakteristlik vorrand on A7 + 22 - 222 - 32 = 0,
kinult pinna ttubi mAaramiseks, kul ei nouta kanoonilist vor-
randit, ei ole meil vaja karakieristlikku vorrandit lahenda-
da., Piisab, kui miarame lahendite mirgid. Lahendite mérkide
maaramiseks kasutame Descartes'i margil reeglit. Antud juhul
on karakteristliku vorrandi kordajate jads mérgld:+ + ~ =,
s.t, meil on uks margimuut (teise ja kolmanda kordaja vahel).
Kune antud juhul on karakteristlikul vorrandil kolm reaalla-
hendit (ellipsoid voi huperboloid), siis kerakteristlikul
vorrandil on uks positiivme ja kaks negatiiveet lahendit.
Suhe -%} on negatiivne.'Kasutades tabelit 2 saame, et pind
on kahekattene hiuperboloid, 18.13. 1) Uhekattene hiperbo-
loid. Markus. A# 0, 4 # 0, karakteristlikul vorrandil

A -2 3\2 - 37\ + 4 = 0 on kaks positiivset ja uks negatiiv-
ne lahend, j;'< 0; 2) kahekattene huperboloid. Markus. A# 0,
§ #0, %5>0; karakteristlikul vorrandil X - 6 2% £ T2 +
+# 2 = 0 on kaks pesitiivset ja uks negatiivne lahend; 3) el-
lipsoid. Mirkus. A # 0, &40, 4<0. K3ik karakteristli-
ku vorrendi - - 6A% + 11A = 6 = O lahendid on positiiv~
sed; 4) hiiperboolne paraboloid. Markus. A#£ 0, 6 =0

Ay> 0, H,<0, A;> 0. 5) Elliptiline silinder, Mar-
kue. A =sd =0, A,> 0, A,>0, A= 0, Piisab ka,
kul leiame, et A = 5' =0 ja pinna ja xy-tasandi loikejoo-

ol =

neks - 4x2 + 2y2 -4xy - 2y - 4 = 0, =0 on rea.alne ellip-
goid. 18.14. A = -2. 18,15, A= t 13 M= 2 . Mirkus.
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Parameetrid maarame tingimusest A= d =0, IE = 41,.
18,16. &b + bc + ac = 0. 18,17. y = 0, AX + Z + 3\-2 -

- A -1 = 0. Markus, Karakteristlikul vorrandil on kordne
lahend 2. = X, = 1. 18:18. Kaks koonust 2x° - 2y +

+ (1t ng)zz = 0, iihe koonnse poordetelg z = 0, (1+ Vo)x -
- 2y = 0, teise koonuse poordetelg z = 0, (1 = V8)x - 2y = O,

18.19. 1)~oco¢m < =1 korral pind on ellipsoid; 2) m ==l
¥orral elliptiline silinder; 3) =1 < m( %korral thekat-—

tene huperboloid; 4) m = % korral koonus; 5) %( n<1 ker-

ral kehekattene hiiperboloid; 6) m = 1 korral kaks ima-
ginaarset 1oikuvat tasandit; 7) m > 1 korral ellipsoid.

18,20, 14x° - 43° - —1—%— - 0. Mirkus. Kerskteristliku vor-
randi lshendid: >, = 14, A, = 4, X5 = 0. Peasihid: 5 =
= (2,4,1), &5 = (1,-1,2), 33 = (=3,1,2). Paraboloidi peaaegu

xenooniline vorrand on -7\1::2 + 323'2 tolfa- 3—14-'7‘; z = 0,

18.21. Elliptiline paraboloid. 2x2 + 5y° - 5 V2 z = 0. Mir-
kus. Vt. eelneva iilesande mérkust. 18.22. 1) Huperboolne
gilinder. 2) Imaginaarne koonus A4 = O,tipg $(0,0,0), loige
xy-tasendiga on imsginaarne ellips x° + 2y° + 3 = 0, z = 0s
3) Reaalsete loikuvate tasandite paar,ldikesirge x—:zl =

= L’fr—1 = i- , (A = 0, xy-tasand 15ikab pinda mooda kahte re-
aalset loikuvat sirget 2:2 + 4xy - 8x -~ 12y + 6 = 0): 4) Koo-
nus, keskpunkt (koonuse tipp) s(2,1,4), 4 = 0, yz-tasand
15ikab pinda mooda hiiperbooli).5) Elliptiline silinder (A =0,
keskpunkti el eksisteeri, xz-tasand loikeb pinda mooda reaal-
set ellipsit x° + 422 + 2x = 4 = 0, ¥y = O). 6) Imaginearsete
tasandite paar, mis loikuvad mooda reaalset sirget I—E—Z =

= Y—:zl = -?-. (Loige suvalise tasandiga, mis ei ldbi antud
sirget, loikab pinda mooda kehte imaginaarset sirget). 18,23,
1) Imeginaarne koénus tipuge reeperi alguspurktis. 2) Kaks
loikuvat tesandit, loikesirge -f- = :% = 2., 3) Koonus tipugs
reeperi alguspunktis. 4) Ohtuvate tasan.ﬂte paar. 9) Imagi-

nagrseteztasangite paar., 18.24. 1) Uhekattene huperboloid
4x +8y-22-5=0(11=43 7\2=8v1=‘2’ kesk-

punkt G(-1,-1,1)), 2) Pidrdkoonus x° + y° ~ 2z° = 0 (A, =

-
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= R, = =3, J\;2= 6, keskpugkt C(1,1,=-1). 3) Kahekattene
huperboloid 3x° + 6y 22 + 6 = 0 (:h = 3, = 6, 33 =
- -2, 45— = 6). 4) Ellipeoid 222 4 552 4 822 — 32 0 (A] =
=2, A, = 5, A, = 8, keskpunkt C(=1,=1,0). 5) Elliptiline
silinder x + 2y -2 =0, = 3, Jha = b, ~]3 = 0, kesk=
airge T I'U“" T . Kandes reeperi alguspunkti keskairge
ahte punkti, niaiteks punkti C(0,1,0), siig 2F' = =6), 18. Se
1) Ellipsoid; 2) uhekattene hiiperboloid; 3) kahekatiene hu=- -
perboloid; 4) koonus; 5) elliptiline paraboloid; 6) huper-
boolns paraboloid; 7) elliptiline silinder; 8) hiperboolne
silinder; 9) paraboolne silinder; 10) huperbnolne paraboloid;
11) Ghekattene hiiperboloid. 18.26. 1), 3), 4) loikuvad ta-
sandid, 2),5) paralleelsed tasandid, 6) thtuvate tasandite
paar. Tasandite varrandid: 1) 2x + ¥y = 0, y + 22 = 2 = 0; 2)
X ~2y +32 +2 =20, x=-2y+ 3z =3 =20; 3) X+ 2y + 3z +
+4a0,3x ~2y+2-6=0; 4)x+y+ 2+ 1 =0, 5x + 4y+
+ 32 +2=20;5)2x =Ty +2+3=0,2x=-Ty+2z+1=0;
5)2(41 + 3y 4 10z + 7)2 O. 18,27. 1) (Jhekattene huperboloid
_(;-1——-2- + T_ET__-)-? -(—1—-2' 1, keaskpunkt ("" %‘9 - %! %); ka-

)

V3 Ve Ve
noonilise reeperi uhikvektorid @} =( - %,-%) ,'Eé =

a(. V" Vg Vg , B3 =(t—, 0, —). 2) Elliptiline si-

vz V2

linder —L— + = = 1, simmeetriatelg x = t, y = 2 + 2t,
3_ |

z = =1 - t, x~-telje sihivektor'é{ = (- V% ’ V; V% )y Y-

;%—, 0, ;%—). B)Paraboolno silinder

6X° - 2V73Y = 0. 4) Paralleelsete tasandite paar 2x - 3y +
2 2 2
+2=-1%6 . 5) Ellipsoid 45— + —i— + &, = 1 keskpunkt

&

telje sihivektor 52' = (-

,e2 (§'§' j)’ e "(3’ 3 3) 6)EKahekat-

2
%
g?. - % = 1, keskpunkt (0, 1,- -5), 31 =
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- ( 1 - 1 o) -'_( -—-—’ O),e 2(001) 7)

VE ] Vz_ 4 VE V_
Pasrdkoonus X2 + Y2 - 22° = 0, tipp S(1,1,-1), telje sihi-
vektor2§ =(2,1,2). 8) Elliptiline paraboloid
§:_+ %— = 22, Telje sihl uhikvektor, suunagsa nagususe poole
/2 V2 _
(e, - Vl , 0), teljega ristuvate pealoigete peasihilised

2

V2

1
vektorid u = (1 1,-2),2v = (1 1,1), tipp S(- 15’ z% 2). 9)
Elliptiline silinder g— + T—-: 1, 4(0,1,0) = punkt silindri

teljel, 8 = (1,0,1) silindri telje sihivektor, teljega ris-
tuvate loigete peasihilised vektorid 2= (1,1,=1), ¥ ;

2 (~1,2,1). 10) Uhekattene huperboloid -y~ + —f— = —‘1"— = 1
3 [ Zz
tipp Of (- 5), telgede aihtide uhikvektorid §

={=

i-

1 s' 2
V3’ V3— ’ V3 : V_ Ve lf'

_( -, 0,- =L}, 11) PoGrdsilinder X° + ¥° = —, telje

vz V2

vorrend 5x - 2y - 2 + 5=0; X =y + 2 + 1 = 0. 12) Huper-
boolne silinder X2 - Y2 ='%, telje vorrand x + 2y - 52 + 1 =
=0, x=-y+ 2+ 1 =0, Pealoike reaaltelje sihivektor e; =
s Oy = -J—W, imaginaartelje sihivektor 32 =

|/2'
, - = ). 13) Hilperboolne paraboloid p = ——i=— ,
) V' 1011 7Vi4
- 2 i s( 5-91} - 12, D), peravoloidi ja Xz-ta-
sandi 15ikena tekkinud parabooli telje sihivektor u =

= (1,2,-3), mis maarab ka telJe positilvse suuna, X-telje

sihivektor e1 = (4,1,2), Y-telje sihivektor e2 a (=1,2,1)e

14) Huperboolne paraboloid 7X2 - 2Y2 - V;- = 0. Tipp

S(~ %%% - #g% 39%) X- ja Y-telgede sihivektorid vasta-

valt e1 = (2,4,1), 92 = (1,-1,2). Vektor 8 = (=3,1,2) on
guunatud mooda paraboloidi telge suunaga vaiksema parameet-
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riga pealoike poole (0'XZ-tasandiga). 18.28., Ellipsoid i
¢ 2Y° 4+ 32° - 2 = 0., Markus. Teisendusvalemite leidmiseks
leiame koigepealt pinna keskpunkti €(1,2,-1), mille voteme
uue reeperi alguspunktiks, Uue reeperi telgedeks votame pin-
na teljed (s.t. uue reeperi vektoriteks votame pinna peasi-
hilised vektorid), Pinna karakteristliku vorrandi  lahendi-
teks on A, = 3, A, = 6, -7\ = 9 ja lahenditele vastavad

peasihilised vektorid on e1 = (1 242}, 8, = (2,1,=2), ey =
= (2,~2,1). Uue Ja vana reeperi vektorite vahelised nurgad

on cos &, 3-, cos(b1 3-, cos fy = -3-, cos 12 = 3-, cosp2 =

= %-, cosr-z = - }-, 0090\3 = 3, cosB (53 - - 3', cos X‘B
Koordinaatide teisendusvalemid x ='%(X + 2Y + 22) + 1, y =
=d(2x+ Y-22) +2, 2= 52X - 2¢'+ 2) - 1. Pinna lihtsai-
ma (kanooniliae)_varrandi saamiseks ei ole vaja teisendusva-
lemeid., Karakteristliku vorrandi lahendid Ay Ny, :13 an-
navad ruutliikmete kordajad, vabaliikme saame, kuil asendame
keskpunkti koordinaadid pinne vorrandisse 2F, = ~-6. 18.29.
1) Hiiperboolne pareboloid Z = 2X = 4Y, tipp S(8, 1, %); 2)
elliptiline parsboloid Z = X2 + 3¥2, tipp S(0,1,-2); 3) koo=
nus X° + Y - 322 a 0, tipp S(=1,=1,-1); 4) tasandite paar
r+y %z =0; 5) paraboolne silinder 2Z° = 5X; 6) paraboolne

gilinder Z = 2x§§ ) gﬁperboolne silinder 2° - 2X° = 1; 8)
ellipsoid jx-:- + g+ %— = 1, keskpunkt C(3,-1,1); 9) koonus
X2 - Y% + 32 = 0; 10) tasandite pear X-Ys(2=1)m0;

11) nhekattene huperboloid 15 + %— - %—5 = 1, keskpunkt
¢(5,2,3); 12) hiiperboolne paraboloid X° - Y2 = 22; 13) ga-
raboolne silinder 3X° - 10Y = O: 14) poordsilinder X> + 2

= 1; 15) sfaar (X - 1)2 + (X ...% )2 + 22 = 1%—;7) poordkoo-
nus X Y2 - 2° = 0; 18) tasandite paar (2x - 1) + (¥ - 2) =
= 0. 18,30, x° + Y2 = 3. Markus. Kune entud pind on poord-
pind, siis on maaratud uheselt ainult Uks peasiht ja nimelt
see, mis vastab omavaartusele A= O, Votame selle peasihi
reeperi Z-telje sihiks 53 = (2,-1,2). X-ja Y-telje sihivekto-
riteks voime votta suvalised vastastikku ristuvad ja leitud
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sihiga ristuved vektorid. Kui niiteks votta 5; = (1,0,-1)
ja e5(1,4,1), siis koordinaatide teisendusvalemid on x =
X sYyy2yPr o M- V22 . 3Xs¥+2|32
32 ’ 3IVE 32

Reeperi alguspunkt jaab muutmata, kuna kesksirge §'= :¥ = ;
1ldbib reeperi alguspunkti. 18,31, x-teljega: 4,(2,0,0),
52(%,0,0); y-teljega pinnal reaalseid loikepunkte ei ole; z-
telg puutudb pinda punktis €(0,0,- g). 18,32. M,(1,2,3) Ja
M,(2,-1,~4). Mirkus. LSikepufktide leidmine on lihtne, kui
teisendada eelnevalt sirge vorrand parameetrilisele kujule:

%:%2=z—5—!2=t,millestx=-t,y=3t+5,z=

=Tt + 10, 18,33, 1) Sirge gn pinnal; 2) sirge puutub pinde
punktis Q(~3,0,0). 18,34. By = 8448, = 05 2) 8494 = 0; 3)
211 % 814 = 05 ) &g = 8y =8y, =05 5) agy - agga,, < O

Markus. (llesanne taandub ruutvorrandi a11x2 + 2a.1 x + B4q =
= 0 uurimisele, Viimase vorrandi me saame teist Jarku pinna
dldvorrandist, vottes y = 0 ja z = 0. 18435. 1) 8,,XY +

+ 8532 + 84,X2 = 0; 2) 284 XY + 2a31xz + 2a23yz +8,, =0,

184360 2 -1 =20, xX+y-2+3=0jax-24+ 2= Oy X + ¥+
+ 2 =0, 18,37. z-telg ja sirge :§E = E%" = %. Markus. Ree-
peri alguspunkti lébiva iga sirge vorrandi voib esitada ku-
jul x = 1t, y = m$¥, z = nt. Kui sirge asub pinnal, siis sir-
ge Ja pinna loikepunktide leidmise vorrand peab olems sama-
sus, s.t. koik kordajad peavad olema nullid, Sasadud seostest
maareme sirge sihivektori koordinaadid 1, m, n. Meenutame,
et sihivektor madratakse kordaja tepsusega. 18,38.

EJT_@_ = ¥ = 32— ja x—_"'z—m= .‘1Z =-.-_-12—. Markus. Otsita-

vad sirged voib esitada vorrandiga 228 = LB _ Z =€ oy
2 1 -1

x=2t+a, y=1%t+ b, 2 ==t + c. Kuna sirge asub pinnal,
siis peab sirge ja pinna loikepunktide leidmise vorrand ole-
ma samasus, Sirget mearava punkti A(s,b,c) koordinaatidest
uhe voib valida suhteliselt vabalt, sest sirget volb maarata
ukskoik millise tema punkti abil. Vottes naiteks ¢ = O, ta-
hendab, et me votame punktiks A sirge ja xy-tasandi 1oike-
punkti, 18,39. x =y -2 = 2k( Y3 4+ y ~ 2), k(x' =y = 2) =
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V3 -y + z. 18.40. Uks parvix = u, u(y + z) =
- 1, telne parviy + 2 = v, vx = -Xx -y = 1. 18,41.
wMx +z+1)=y-2+2+2,x+2+1=u(y-x+2)
18042, xz2 + y2 - 2y = 0. 18.43. Otsitava omadusega punktide
hulgaks ahekattesel hiperboloidil on neljandat jarku pinna

_Lz(x + 3%+ 59 + €% + 25 - 1% = 0 ja antud Ghekatte-
a

se huperboloidi loikejoon. Tasandid, mis on paralleelsed
nendes punktides voetud puutujatasandiga, loikavad pinda
mooda vordhaarseid huperboole. 18,44. Markus. Votta z-tel-
jeks joonpinna moodustaja, mille punktidest on voetud pinna
normaelid, 18.45. Sirgete hulk on koonus 2xy - xz + yz = 0O,
18,46, TPapandite paar 2x + y = 32 =0 jJax -y + 2 = O,
18,47. Ainult Gke sirge 5 = ¥ = —f. Mirkus. Asimptootiline
koonus lagub imaginsarsete tasandite paariks, mis loikuvad
mooda reaalset sirget, 18,48. Leidub ainult uks tilesande

tingimuai rahuldav sirge x = 1, y = =1. 18.49. 1) 311m2 +
2
+ azzn + 8330 + 28,50 + 285,np + 285.p0 = 05 2) 22 +

2 2
+ ;2 P—z 0; 3) % = +l/§ 18,50, 1), 4), 5) on asimptoo-
tiliso sihiga; 2) Ja 3) - el ole. 18,51, Koik vektoriga ¥ =

= (2,1 0) paralleelaed sirged. Sirgjoonsed moodustajad EL%§4£ =

¥ = —Ti"é * '—# . 18,52, 1) Knonus (x =-

- 1) + (y - 1)2 + (z + 1) +2(x ~1)(y ~1) = 2(y = 1)(z +
+ 1) ¢« 6(x ~1)(2 + 1) = 0; 2) maginaarne koonus 9(x = 4)2+
+ 36y2 + 4(z + 3)2 = 0; 3) koonus_(x + %)2 + 3y - %)2 +

+ (z - %)2 + 4(x + %)(z - %) = O, 18,53, Asumptootiline
koonug on reaslne mittelaguv teist jarku koonus. 18,54. 1)
¢ = 1350- 2):1 = p—' 60°, f= 45°. 18,55. 5% + by + Tz -

~4=0; Fatt 204 18,56, 32 + 2 = 0. Ldikejooneks
on 1maginaarsete sirgete paar. 18,57. M,(-1,2 + V5,1) Ja
My(~1, 2 - V/5,1). 18,58. x + 2y - 2 = o;,ax+2y 0. Mar-
kus, Antud pinna puutujatasandi vorrand pinna punktis
*5(x°,y°,zo) on (4x, + 2%,)x + (by, - 4)y + (2x, + 4z, - 2)2+
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+ {~4y, - 2z, + 3) = 0. Puutepunkti M, koordinaadid madra-
takse tingimustest, et 1) puutujatasand on paralleelne an-
tud tasandiga, s.t. vestavate tundmeatute kordajad on vorde-
lised ehk &EE—ﬁ—ggﬁ = éx“—i—i s 2%, + 425 - 2 = O.  18.59.
4x - 5y - 2z + 2 = O. Markus. Antud sirget lébive iga tesen-
di vorrandi voib esitade kujul 4x - 5y + A(z - 1) = 0,
Ulesande lahendemiseks tuleb leida ainult parameetor X, mil-
le korral see tasand puutub pinda, s.t. mille korral vorran-
di kordajed oleksid vordelised pinna puutujetasandi uldvor-
randi (18.35) vastavate kordajatega. labi antud sirge voib
panna ainult the puutujatasandi, kuna antud sirge on pinne
puutuja. 18.60., 2x = z = 0. Markus. Kui puutujatasand 1ébib
ordinaattelge, siis tema vorrandis ordinaadi kordaja ja vae
baliige peavad olema vordsed nulliga ( y, = O, 2%, = Zg= 0).
Ssadud vorranditest ja pinna vorrandist (puutepunkt on pinna
punkt) leiame puutepunkti M, {x,,¥e:2,) koordinaadid. 18,61,
Mooda kahte sirgjoonset moodustajat, 18,62, Elliptiline si-
linder x2 + 2y + 2Xy - 2x - 4y = 0. Markus, z~teljega pa-
ralleelsed sirged maaratakse vorrandiga x = a, ¥ = b. Kuna
vaadeldud sirge puutub pinda, siis pinnaga loikepunktide
leidmise ruutvorrandi diskriminant peab olema null, s.%.

a® + 2v° + 2ab ~« 28 = 4b = 0. Elimineerides parameetrid a ja
b saadud vorrandist ja moodustaja vorrandist, seamegi otasi-
tava pinna vorrandi. 18,63. Koonus x° - 4xz - Byz = O, Mar-
kus, Iga reeperi alguspunkti labiva sirge vorrandi voib esi-
tada kujul x = 1z, y = m2, Selleks et esirge oleks pinna puu-
tujeks, peab ta pinnsga omems kaks Ghtuvet 13ikepunkti: (1° +
+ 2m2 + 2lm + 2)22 ~2(1 + 2m + 2)z + 2 = 0, 8.,t. saadud
ruutvérrandi determinant pesb olema null: A = ~b° 4 41 +

+ 8m = 0. Elimineerides sasadud vorrandist ja sirge vorrandi-
test sihivektori koordinazadid 1 ja m, sasme otsitave koonuse
vorrandi. 18,64, Ldikejoon on ellips 3x° + 8xy + 8y° = 4x-
-8y =0, x4+ 2y+ 2z -2 = 0, loiketasand x + 2y + 22 = 2 =
= 0. Markus. Selleks et leida puutujakoonuse ja pinna puute-
punkte, lahendame koos koonuse moodustaja (x = 1z, y = mz)
j& pimna vorrandi, Puutepunkti aplikeadi jaoke saeme  ruut-
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vorrandi (12 + 2m% + 2lm + 2)3° - 2(1 + 2m + 2)z + 2 = O,
kust vorrandi lahendite vordsuse tottu saame
zZ = l'z-tﬂﬁﬁ—z— . Elimineerides saadud vorrandist ja
1 + 2m° +21m + 2

moodustaja vorranditest parameetrid 1 ja m, saame vorrandi,
mida rahuldavad puutepunktide koordinaadid x2 + 2y2 + 2xy +
+ 222 -X - 2y - 22 = 0. Puutepunktidest koosnev kover asub
lahtepinnal j& seadud pinnal. Saadud vorrendite ruutliilkmete
osad ihtivad. Lahutades esimesest vorrandist teise, saame
tasandi vorrandi x + 2y + 2z - 2 = O, mis labib otsitavat
koverat. Seega, puutepunktidest koosnev kover on tasandiline
kover js teda voib vaadelda kui koonuse x° - 4xz - 8yz = O
ja tesandi x + 2y + 22 =~ 2 = O vol kul selle tasandi ja si-
1lindri, mis projekteerid selle kovera koordinaattasandile,
15ikejoont. 18.65. 244 845 8q4]

312 8.22 324 = O

814 824 B4
Markus. Otsitav tingimus on samavadrne pinne ja tasandi 10i-
kejoone sirgete paariks lagumise tingimusega. 18.66. Markus.
Koostada koonuse vorrand reeperi suhtes, mille teljed uhti-
vad puutujatasandite puutujasirgetega ja nende endi loike-
sirgega. 18,67. 1) 7x + 17Ty + 192 + 19 = 0; 2) 2x + ¥y + 32+
+4=0;3)x+57+62+7T=90; 4)3x+ 6y + 82+ 9 =0,
Mirkus. Kesutada vorrandit (18.36). Kui koolud on paralleelsed
x-teljega, siis sihivektoriks on I = (1,0,0), Ja kasutades
vorrandit (18.36), saame, et x~telje kaasdiameetertasendi
v3rrand'on Fx 2 0o 18,68, X =¥ = 23 X - 2y + 1 = 0. Markus.
Otsitava diameetri (sirge) maaravad reeperi alguspunkt ja
pinna keskpunkt. 18.69. 2x - 2y + 3z = 0; 8 = (1,-2,4).
Markus. Leiame pinna keskpunkti C. Diameetertasand on nuud
maaratud kolme punktiga O, A ja C. Otsitava sihivektori koor-
dinaadid saame leitud diameetertasandi ja diameetertasandi
ildvorrandi kordajate vordelisuse tingimusest. Selle ulesan-
de lahendamisel voib kasutada ka pinna diameetertasandite
kimbu vorrandit ja méarata parameeter tingimustest, et otsi-
tav dismeetertasand labib kahte antud punkti. Sel meetodil
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lahendamisel ei ole vaja leids pinna keskpunkti, 18.70.

1 2 2
X + y - 2 +
X + 3.7-2"1 =0; —7—2= _1g= 5‘2 . 18071- 27x-

- 337 + 372 + 44 = O 18,72, c08 = —;zrlz-r.mirkus.otsitan
diameetertasandi vorrand on x - 6z = 0, tema kaamsihi sihi-

vektor on 8 = (1,-2,4). 18,73. 2x + y + 4z = 0. 18,74.

7x - 28y - 14z - 8 = 0. Markus. Ige diameetertasand omab
lopmata palju kaasdiameetertasandeid:nendeks on koik tasan-
did, mis ldbivad tema kaasdiameetrit. 18,75. 3x = 5y = 6 =
=0; x-2=03ja5x~-y~-10=0. 18.76- 31 = (0,0,1),

e, = (1,1,0), 63 = (1,-1,0). Mérkus, Karaekteristliku vorran-
di lahendid on m1 = 5, .RZ = 3, 13 = 1. Esimene peasiht
on paralleelne z-teljega, teine ja kolmas poolitavad x- ja

. . x=1_y+1 2 -1,
y-telje vahelised nurgad. 18,77. T = 3 = =53

x ; 1 _ X :11 - Z ;,1; X :11 e x_: 1 .25 mirkus. Leia-
me pinna keskpunkti C(1,~1,1) ja peasihid., Karakteristliku
vorrandi lahendid on r o= -2, A, =3, Ay = 6. Pinna
teljed on keskpunkti labivad peasihilised sirged., 18.78.x% -
~-y=0; X+y-2=0; 3x+ 3y + 6z -2 = 0, Markus. Ka-
rakteristliku vorrandi lshendid on Ay =2, A, =3, Ay =
= =6, peasihid é'1 = (=1,1,0), 52 = (1,1,=1), 63 = (1,1,2)a
Peadiameetertasanditeks on peasihtide ksasdiameetertasandid.
18,79, X+ ¥ +2 =0 18.,80x -~y -2 =0, (0,0,1).

18,81, 4x =y = 42 + 1 = 0. 18.82. (0,1,0). 18.,83. Y = h,
18.84. 3x + 1 =0, 32 -2 =0, 18.,85. z =1, 2x - 3y = O.
18,86, Tx + 17y + 192 + 19 = 0. 18.87. Markus. Koostada
pinna vorrand reeperi suhtes, mille telgedeks on antud tetra-
eedri uhest tipust lahtuvad kolm serva., 18.88. Markus. Tar-
vilikkus. Olgu A ja B teist jarku pindade ruutcsa maatriksid.
Leiduvad ortogonaalsed teisendused, mis teisendavad molema

pinne maatrikesid diasgonealkujudele A\ ja M Kul C on baasi-
teisenduse maatriks, siis CT'AC = A , CTIBC = M , kust AB =
= Came™!, BA = C MACT). Kuna ApM = M3, siis AB = BA,
18.89. Markus. Koostame elliptilise paraboloidi vorrandi
jargmise ristreeperi suhtes: z-teljeks votame ristuvate dia-
meetertasandite loikesirge, uhe margitud tasanditest loeme
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xz~ ja teise yz-tasandiks. Sellise reeperi korral pinna vor~

! 2 2 . 1 1
randil on kuju 2% = 844X + 2a121y + 85oY o Siit —3; + —35 a

= 8., + 8y, = I;o 18,90, Teist jarku pind (x - a)F_ +
+ (y - h)]?y + (z ~ c)Fz = 0, kui 2F(x,y{;) = 0 on antud pin-
na vorrand. 18.92. 1(ayqx + a14)-+ m(a.?2 + a24) +

n - = - -
+ (3332 +a-34) = 0. 1802&- a = 1. h = Vé_ - 18.22. P =

= ‘V'%" . 18,96. (0,0,1). 18.97. 1) Elg.ips 3% + 4y2 + 2xy+
+5x =8 =0, 2 =0; 2) huperbool 32° + 2yz -2z - 1 = 0O,

X =03 3) kake sirget x+2=0,y=0 Jax-1=0,75-=
= 0. 18,98, Ellipa. Markus. Koostame vaadeldavat koverat
yz~tasandile projekteerive silindri vorrandi 3y2 + 42° 4

+ 3by - 96z + 384 = Q. Saadud silindri loikejooneks yz-ta-
sandiga on ellips, Jarelikult, vaadeldav silinder on ellipti-
line silinder jJa joon, mida te projekteerib,on ellips. 18,99.
Hiperbool. 18,100. 1) Loikuvate sirgete paar; 2) imaginaar-
ne teist jarku kover. 18,101. Selline loige leidub, kui

vorrandy -l - -y = -%5 - =Ly korral leiduvad sellised la-
a 8

b
hendid A ja B, et A% + BS< 1.
' a a a a

812 8pp 8p3 8py
813 %23 833 84
914 824 %34 8y,
, A B ¢ D

18103, x+ y+ 22 +5=0, x+ (3% V8 )y-522V8=o0.

18,104, 4x - 3y - 52 + 4 = 0. Markus. Otsitav tasand on pa-
ralleelne koonuse puutujatasandiga. 18.105. 2x + y + 2 +

+ Ay +2) =0 kni AC~% 18.106. x -y +

+ (=2 2 T)(2x = z) = 0. Markus. Mddrata vestestikiu ristu-
vad asumptootilised sihid. 18.107. x =~ 4y + 2z = O. Markus.
Otsitaval tasandil asuvad pinna koolud, mis labivad reeperi
alguspunkti ja poolituved selles, 18,108. Parabool y2 =
=-Ji-x, parameeter p = Eng s parabooli teljed 2x + 1 = 0,

V2 |
X+ y+2=1=20, tipp (%,- %, l%), parabooli telje sihivek-
tor suunaga parabooli nogususe poole (1,0,-1). 18,109,

=0¢

o Qb
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2.7_;.2_'@ X° & gf-—-‘,"-z-ﬂ Y2 -1 = 0. Keskpunkt asub reeperi

alguspunktis, peasihtide sihivektorid on (V33 + 15, =12 -
""41/55,-18%4'2@)’ ("15+Y.3_-'12"4V_3. 18+2V—§)o
18,110, xX = + t, y =%+ t, 2 +t. 18 11.y+2z-
= 0. 18.112. 1) x° + y° - kéza-‘l 2)x + Yo oEl 4
+2pxz + 2y yz -1 = 0; siin d~.>{3 +r, usjuures & § =2
voi 1 + 2& - p% o p2g 0, 18.113. 1) x° + y° - k82
=-1- 2)x2+y2+c122+2pxz+23~yz+1 0, kus a <
<ET-F, o€ -2 vei 1+ 20 - f2 = a2¢ 0. 18,114. x -
-A =0, X+y-2z2=-pM =0, 18.115. 2x + 3 V2 2z = 9 V2,
3V2z-2x=9)2, 18116. x = (3EX2¢2 )y + A =0, kus
A on reaalarv, 18.,117. 2 + 1 =20, x+ 2y -2 =0 ja z +
+1 =0, 3x+ 4y -4 =0, 18,118. x + 1 =0, ¥y + 1 =0,
M P 2 1 2
18.112.——52—-:—'—P +T'2A"+ -11R =0, A= 0 - pa~

rabool. Markus. Koostada pindade parve vorra.nd

,11 + J\zyz-2z- G'[(x-ot.) +(y-{5) +(z-y~)

- R2] 0 ja nouda, et 4 = & = 12 = 0. 18.120, x2 + ya +
+2°% |/Txz - yz - 1 . 0, Mirkus, Tingimusest A = & = 0
jareldub, et 833 = 9,123 - agj = 0, a34 = 0, Kuna gilinger
labib antud ringjoont, gsils silindri vorrand on x° + ¥

2
-1+ 9,332 X 2a13xz + 2&23yz = 0, See pind loikeb sfaari

x° + y5 1 2° =1 = 0 mooda kahte ringjoont. 18.121. R =
= 7%” . 18.122. Tasandid, s 15ikaved teist jarku
pindu mooda ringjooni;1) £X2 b

€ - + a b2-02 ac
= 0, :
kus A< 15 2) ¥ b:_p-—_;—__ﬁy-f-v/;z-r(p-q)yrgh:o,
sJL(1 ehk £ E——-gy+z+ 7‘-(p-q)-0,9\<%~, 3)
cVa Vag+czz+ A = 0 suvalise M vaar-
4)cVa. - b° +bya +c22+3\_p_c_==0’

tuse korralj. — ¥ =
a be 02 a VD__J_Q_W
kusp\i>1;5)c g8 = b y'-'-'vb a2+czz +D'=O,kus
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D # 0. 18.123. 1) Keskmine pooltelg b; 2) kui a 3> b, siis
K =a, kai b)» a, siis R = b, 18,124, Tagand Ax + BY + Cz +
ep =0, A2 + B2 + €2 = 1 15ikeb hiiperboolset parsboloidi
mooda vordhaarset hiperbooli, kui C # O, pa? - 8% +

+ (p - q)G2 a0, D # % (p - q)C. 18.125., Tasand Ax + By +
+ Cz + D = 0 mearatakse tingimustega A~ + B2 4+ ¢% = 1,

22 ¢ 122 4 522, D2 4+ 022 - 2%2 - B%? 4 0. 52(;12 - b
c

2, 1 1y « 42,1 1 |

+ B(=y = —5) + C (= + 'E-) = O, Lahend eksis-
;2 :E a b

teerib, kui b > ¢ voi a > c. 18,126, Markus. Votia tasan-

diks, millel asub teist jarku kover, xy-tasand. 18,127.
Markus. Votta antud teist jarku koverate tasandid reeperita-
+ 2ac Yriaz - b2)(b2 - ¢?)
bz(a2'+ 02) - 2a202"
tasandid on risti, lmi b2(a2 + 02) - 2a2c2'= 0. 18,129.
31x2 - 51y2 + 2Ozé - 26xy + 60xz + 20yz + 26x + 102y ~ 20z ~
- 51 = 0, Loikuvate tasandite paar loikesirgega, mis 1labib
antud sirgete loikepunkti ja on risti nendega. 18,130. Hu-
perboolne paraboloid-y2 + 2yz - z? +4x ~ 2 = 0., 18,131.
kry + (k2 + 1)cs = 0. 184132, x° + 32° - 4xy + 62 = 1'= O,
18.,133. 2% = o xy. 18.134. %I + %% + %ﬁ =1, 18.135. 32 +

sanditeks. 18.128. tg ¢, 5 =
| B

2 P ‘ _ 2 2 2
+ 22 + rzxy - 2px = 2ry = 0o 18,136 X" + ¥ + 2z +
+ = a+ ? xy - 2ax = 2by = O. 18.137. Elliptiline silinder

(x+y=1)2+22=r2. 18,138, x> + y° - 12x - 18y - 22 +

+ 32 = 0. 18.,1390. X + 2y + 2° + 2x2 - 3x - 52 = O, Mar-
kus. Eelnevalt koostada pareboloidi vorrand uues reeperis,
mille korral x'y'~tasand uhtib tasandiga x - z = 0. 18,140,
x2 + y2 + X2 = y2 - 2rx = O. 18.141. 22 + 3%z - y2 + 6x +
+ 2y -4 =0 ja z° - 2xy + 2%z - yZ + 4x + 2y ~ 4 = O.

18,142, Elliptiline paraboloid x2 4+ y2 - 2z = 1 = 0. 18,143,
X + 322 - 4Iy + 62 -1l = Oo 18.1&&5 Xy = ?\'22 = O, 7N A Q.

18,145, 2312xy + 28,2 = O. Markus. x~- ja y~telje kuuluvusest
ginnale jareldub, et a,4 = 8., = 85 = Bog = 8y = 0; kune
dlameeter (z-telg) on xy-tasandiga kaassihiline, siis a4, =
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23 = 0. Paraboloidi korral a33 =0, 18,146, 2z = !;nf
2 _ .
Ny S 18,147 S___§Z+_1.l L__H)_

b c
+ (x LITZ - 1_)_ = 4. 18:1&80 Z+ ¥y + & t 1 = Q = kaks ho )

ralleelset tasandit. 18,143. Unekattene hupgrboloid
(x+y+z)2-3(2x-y-2)2+(y-z+1) =21. 18,150
x2 + y2 + (12 + m?)z - 21xz - 2myz + 23342 - 1% =0, 85, e

# 0. 18 151, 22 - 2xy - az + !2 (x + 7)° = 0. 18,152,

a

1 2 2
e S e
on antud ellipsi vorrand ja A(o\. péaﬁ-) B(=&, {3, y) ov
kaks antud punkti. 18.153. 4x +y - z = 1.

18.154, | 211 212 213 244 x
a4 822 %23 824 | ¥
843 851 a33 334 ) zz > = 0.
Big 824 8ay 8s4 -(x“ + ¥ + 27)
x y z -(x + ¥ + 2 ) 0

18.155. K’x° - y2 + (k - 1)z_ﬂ§L(k - 1)c2. 18.156. y2

. 22 = 2px. 18.157. b =|__A_ . 18.158. '%T" 18,159,
11-7\2 1

a11x2 +_322y2 + a3322 + 2a13xz + 2a23yz'+ 2a3z = 0. 18,160,
\ -
ST 3
vorrendiga E? + Xg + EE = 1, siis ruumala V = %‘ﬁ:abc.
18,161. Ellipsocidi keskpunkti koordinaadid. 18,102 162. Kui.

44 = By - %%—, giis saame vorrandi, mida rahuldavad ainult
antud ellipsoidi keskpunkti koordinaadid, 344 muutumisel
lthele poole arvust 844 "5 gaame antud ellipsoidiga homo=
teetsed ellipsoidid, muutumlsel teisele poole naidatud arvust
saame imaginaarsed ellipsoidid. Markus. Homoteetiaks nimeta-
takse teisendust, mille korral igale ruumipunktile M seatak=-
se vastavusse punkt M' nii, et SM = k IM, kus S on fikseeri-
tud punkt, nn. homoteetia kesgkpunkt (tsenter), k nullist eri-
nev konstent, mida nimetatakse homoteetia xoefitoiendiks. Ho=

V = Virkus. Kui ellipsoid on maaratud kanoonilise
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moteetia maéaratakse tsentrigs S ja vastavate punktide paari-
ga ning tahistatekse H(S,A,A'), Homoteetia on erijuht afiin-
sest telsendusest, mille korral eksisteerib ainult ks pusi-
punkt. Homoteetia erijuht on sarnasusteisendusest. 18,163,
Mérkus, Tasandipaar, mille tasandid labivad ellipsoidi kesk-
punkti ja loikavad tede mooda ringjoont, on antav reeperi
suhtes, mille telgedeks on ellipeoidi teljed vorrandiga
(3 = 32)x12 ~ (2, - 13)z$ = 0 voi ( 3\1x12 + 323'? +7\3212+
+ -%—) - [?‘2(x$ + yf + 212) + é—l = 0. 18,165, Kui huper-
boloidide vorrandite koik vestavad kordajad, vilja arvatud |
vaba liige, on vgrdelised: 18,166, TEhistane Q - L+ v,
=840 Q> 0, = >A 0 voi q < 0, 2~ <A O -uhekattene hu~
perboloid; Q < O, > Ovoi g > 0, “— < 0 ~ kahekat-
tene huperboloid; Q = O korral asiimptootiline koonus. 18,167.
Asendades punkti X, koordineadid vorrandi vasakusse poolde,
siis eaadud avaldis peab olema arvude O ja-{%— vahel,
18,168. Moode hilperbooli. 18.169. Mooda ellipsit. 18.170.
& =8 =0, 12 = 412, I,K3< 05 2) A =0, I,§ vel I, % 0
Ja kaks karakteristliku vorrandi lahendit on vordsed; 3) &<
< 0,31, =15, 276 = 1. iB.a71. I+ 2F(Xps¥0sZe) < O.
18,172 1) Simmestriatelg sd11ib, uued silindrid on  homo-
teetilised esialgsege; 2) simmeetriatelg nihkub paralleel~
selt iseendaga, uus silinder on sarnane esialgsega. 18,173,
1) S1ilindri parameeter ei mmutu, toimub ainult silindri
rooplitke nogususe poole ja moodustajs sihis; 2) muutub para~
meeter ja muutub moodustaja siht, 18.174. Asetades punkti
X, koordinaadid silindri uldvorrandi vasakusse poolde, peab

al

vagak pool olema vordme suurusega 18,175. Kaks asimp~
tootilist tesandit. 18,176, 2M(%e3¥580) - I, < 0, 18,177

- K
= 2 II ‘
' 1
...12

| 2
18,170. I3* 2P(Xos¥os%o) < O 18,180, tancx; , = % "

d o 18,178, B =G a2l =K, =0, I, #o0,
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