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I peatiikk.
Operaatorid Banachi ruumides

§ 1. Poolnorm. Zabreiko lemma

1.1. Poolnormi moiste ja pohiomadused

Olgu X vektorruum.

Definitsioon 1.1. Funktsiooni p: X — R nimetatakse poolnormiks, kui
1° p(ax) = |a| p(x) koikide z € X ja a € K korral;
2° p(x +1y) < p(z) + p(y) koikide x,y € X korral.

Arvule p(x) viidatakse kui elemendi = poolnormile. Tingimusi 1° ja 2° — poolnormi
aksioome — nimetatakse vastavalt homogeensuse aksioomiks ja kolmnurga vorratu-
seks.

Koige lihtsam néide poolnormist on norm. Enne veidi keerukamate néidete too-
mist loetleme moned poolnormi omadused.

Olgu X vektorruum ning olgu p: X — R poolnorm. Siis

(1) p(z) > 0iga = € X korral;

(3) p(—z) = p(x) iga x € X korral;
(4) |p(x) — p(y)| < p(x — y) kdikide z,y € X korral.

Omadust (4) nimetatakse tagurpidi kolmnurga vorratuseks. Vahetult omadusest (2)
ndeme, et poolnorm p vektorruumil X on norm parajasti siis, kui

reX,plx) =0 = a=0.

Ulesanne 1.1. Tdestada viited (1)—(4).

NAPUNAIDE. Koigepealt on mdaistlik toestada viited (2) ja (3).

1



2 1. Operaatorid Banachi ruumides
Naide 1.1. Olgu X vektorruum, olgu Y normeeritud ruum ning olgu 7: X — Y
lineaarne operaator. Siis funktsioon

p(x) =Tzl zeX,
on poolnorm. Seejuures p on norm parajasti siis, kui 7" on injektsioon.

Naiide 1.2. Olgu (X, 2, ) mooduga ruum. Tahistame

My = {f: X—>R‘ f on moéotuv, /|f|du< oo}.
Ilmselt on M vektorruum. Funktsioon

p(f)=/|f|du, FeM.

on poolnorm, kuid pole iildjuhul norm.
Niide 1.3 (Minkowski funktsionaal). Olgu X vektorruum.
Definitsioon 1.2. Oeldakse, et hulk A C X on

e kumer, kui

r,ye A, A€ (0,1) = (1—XNaz+ Ay € A;

e tasakaalus, kui

reA aeK Jof<1 = axe A4

e neelav, kui iga x € X korral leidub arv s, > 0 nii, et

t>s, — x€ctA

Eeldame niitid, et alamhulk A C X on neelav. Defineerime
pa(z) =inf{t >0: z €tA}, ze€X.
Funktsiooni p4 nimetatakse hulga A Minkowsk:i funktsionaaliks.
Lause 1.1. Kui A on kumer ja tasakaalus, siis py on poolnorm. Seejuures
{zeX: pa(z) <1} cAcC{zeX: pa(z) <1}.

TOESTUS.

Ulesanne 1.2. Téestada lause [El
]

Jargnev lause nditab, kuidas Minkowski funktsionaal véimaldab genereerida uusi norme.

Lause 1.2. Olgu X Banachi ruum ning olgu B C X kinnine tokestatud kumer tasakaalus
alamhulk. Tdhistame Y := span B. Olgu p hulga B Minkowski funktsionaal alomruumis Y.
Siis (Y, p) on Banachi ruum, kusjuures By = B.



§ 1. POOLNORM. ZABREIKO LEMMA 3

1.2. Zabreiko lemma

Paljudes rakendustes osutub kasulikuks poolnormi tokestatuse moiste.

Definitsioon 1.3. Olgu X normeeritud ruum. Oeldakse, et poolnorm p: X — R
on tokestatud, kui leidub arv M > 0 nii, et

p(z) < M||z|| iga x € X korral.
Paneme tihele, et poolnormi tokestatus normeeritud ruumis on samavaarne tema

pidevusega.

Ulesanne 1.3. Olgu X normeeritud ruum ning olgu p: X — R poolnorm. Téestada, et jirgmised
véited on samavaarsed:

(i) p on tokestatud;
(ii) p on pidev;
(iii) p on pidev punktis 0.
Tohus t6oriist poolnormi tokestatuse toestamiseks on Zabreiko lemma, mille so-
nastamiseks toome koigepealt sisse poolnormi loenduva subaditiivsuse moiste.

Definitsioon 1.4. Olgu X normeeritud ruum. Oeldakse, et poolnorm p: X — R
on loenduvall subaditiivne, kui mis tahes koonduva rea ) °°, x; korral ruumis X

o5) < S

7j=1
Mirkus 1.1. Loenduvalt subaditiivseid poolnorme nimetatakse kirjanduses ka loen-
duvalt pooladitiivseteks poolnormideks.

Ulesanne 1.4. Tdestada, et tokestatud poolnorm normeeritud ruumis on loenduvalt subaditiivne.

NArPUNAIDE. Kasutada fakti, et koonduva rea jaikliige koondub nulliks, ja iilesannet
Teiselt poolt, loenduvalt subaditiivne poolnorm ei tarvitse olla tokestatud.

Niide 1.4. Vaatleme normeeritud ruumi ¢y alamruumi cqg, mis koosneb statsionaar-
setest nullijadadest (s.t. niisugustest jadadest, mille liikkmed alates mingist indeksist
on nullid):

={(§)2,: €K, j=1,2,..., leidub N € N nii, et { = 0, kui j > N}
{&,...,fn,0,0,...): HGN,€17...,§TL€K}.

Ruum ¢y on varustatud ruumi ¢y normiga, s.t.

x|l = ||z||oe = lrga<x &, = (&,...,&.,0,0,...) € cp.

Vaatleme ruumil cyy poolnormi
( *Hﬂh*Z’f} T = fla"'afTwOaOa-")eCOO

(teisisonu, poolnorm p on ruumi ¢; norm ruumil cy). Poolnorm p on loenduvalt
subaditiivne, kuid mitte tokestatud.

Ulesanne 1.5. Tdestada, et poolnorm p on loenduvalt subaditiivne, kuid mitte tokestatud.



4 1. Operaatorid Banachi ruumides

Teoreem 1.3 (Zabreiko lemma). Loenduvalt subaditiivne poolnorm Banachi ruumis
on tokestatud.

Zabreiko lemma toestuseks on mugav eelnevalt sonastada jargnev

Lemma 1.4. Olgu X normeeritud ruum ning olgu p: X — R poolnorm. Tdhistame
iga r > 0 korral
U, = {z e X: plz) <r}.

Olgu a € X ja R,r > 0 sellised, et
B(a,R) C U,.

Siis 1ga € > 0 korral
B(0,) C U:e.

TOESTUS.
Ulesanne 1.6. Toestada lemma [1.4]
NAPUNAIDE. Kasutada iilesannet Koigepealt niiidata, et B(0, R) C U,.
]

TEOREEMI |1.3| (ZABREIKO LEMMA) TOESTUS. Olgu X Banachi ruum ning olgu
p: X — R loenduvalt subaditiivne poolnorm. Peame néitama, et p on tokestatud,
s.t. leidub M > 0 nii, et

p(z) < M||z|| iga x € X korral.
Selleks tahistame iga r > 0 korral
U= {z e X: p(x) <r}.
Siis ilmselt X = (0, U,,, seega ka X = |J°°, U,. Baire’i teoreemi pohjal sisaldab

mingi U, mingi kera, s.t. leiduvad N € N, a € X ja R > 0 nii, et B(a, R) C Uy.
Lemma [1.4] pohjal niitid

B(0,¢) C Une igae>0 korral.

Fikseerime vabalt z € X \ {0}. Siis € B(0, ||z]|) C Unja1, seega leidub z1 € Uny
R

R

nii, et
|z — 21| < —.

Niilid ¢ — 2 € E(O, M) C Unya|, seega leidub xo € Unye nii, et
2R

2 2R

|||
[(x —21) — 22| < 52
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Edasi, v — x1 — x5 € E(O M) C Unyay , seega leidub x3 € Uz nii, et
22R R

I 22 i
(e = 1 — a) — s < L2
1—Z22)— T3 93
Sarnaselt jatkates leiame iga n € N korral elemendi z,, € U ~j- nii, et
on—1pR
- ]
x Zx] <o
7j=1
Niiiid = Z;’il xj, seega poolnormi p loenduva subaditiivsuse tottu
S S Nz Nz~ 1 2N
p)=p( D> w; ) <) pla) <Y o—im = Y o=l
. : — 2-1R R~ R
7j=1 7=1 7=1 7j=1
Niisiis iga z € X \ {0} korral
() < 2l
) < — ||z
b R
Kuna see vorratus kehtib ka z = 0 korral, siis p on tokestatud. O

Taiendavaid iilesandeid
Ulesanne 1.7. Olgu X vektorruum ning olgu p: X — R poolnorm. Kui r > 0, siis tdhistame
U :={xz e X: pz)<r}.

Toestada, et iga 7 > 0 korral
(a) U, on kumer ja tasakaalus;
(b) iga t € K\ {0} korral tU, = Uy, ;

Toestada, et kui X on normeeritud ruum, siis véited (a) ja (b) jddvad kehtima, kui vaadelda seal

hulkade U, ja U, asemel vastavalt nende sulundeid U, ja Uy,

Ulesanne 1.8. Tdestada, et poolnorm p normeeritud ruumis X on tokestatud parajasti siis, kui
ta on tokestatud mingis kinnises keras, s.t. leiduvad a € X, r > 0 ja M > 0 nii, et

p(z) < M iga x € B(a,r) korral.



§ 2. Banachi teoreem poordoperaatorist

2.1. Banachi teoreem po6ordoperaatorist

Kui X,Y # @ja A: X — Y on bijektsioon, siis kujutuse A poordkujutus A=: Y — X
defineeritakse seosega

Aly=2 <+ y=Ax
Kui seejuures X ja Y on vektorruumid ja A on lineaarne, siis ka A~! on lineaarne.

Ulesanne 2.1. Toestada, et kui X ja Y on vektorruumid ja bijektsioon A: X — Y on lineaarne,
siis ka A~! on lineaarne.

Kui X ja Y on normeeritud ruumid, siis pideva lineaarse bijektsiooni A: X — Y
poordkujutus ei ole iildjuhul pidev.

Niide 2.1. Formaalne iihikoperaator

I (coo, || - 1) = (o0, [+ [loo) e =z, x € cop,
on pidev, kuid tema posrdoperaator I71: (coo, || - |loo) = (coo, || - ||1) pole pidev.
Ulesanne 2.2. Veenduda selles.
NAPUNAIDE. Péordoperaatori I71: (coo, || * [|oo) — (€00, || - ||1) mittepidevuse tdestamisel kasutada
niite [1.4] tulemust, mille kohaselt norm || - ||; ei ole tokestatud ruumil (coo, || - [|oo)-

Jérgnev teoreem fiitleb, et tdielike normeeritud ruumide vahel tegutseva pideva
lineaarse bijektsiooni poordkujutus on pidev.

Teoreem 2.1 (Banachi teoreem poéérdoperaatorist). Olgu X ja 'Y Banachi ruumid
ning olgu A: X — Y pidev lineaarne bijektsioon. Siis ka péordoperaator A™! on
pidev.

Meenutame normeeritud ruumide isomorfismi moistet.

Definitsioon 2.1. Olgu X ja Y normeeritud ruumid ning olgu 7": X — Y bijek-
tsioon. Oeldakse, et T on (normeeritud ruumide) isomorfism, kui ta on lineaarne, pi-
dev ning tema ka pdédrdoperaator 7! on pidev, s.t. T € L(X,Y) ja T~ € L(Y, X).
Sel juhul 6eldakse ka, et normeeritud ruumid X ja Y on isomorfsed ja kirjutatakse
X~Y.

Ulesanne 2.3. Olgu X ja Y normeeritud ruumid ning olgu 7: X — Y. Toestada jirgmiste viidete
samavaarsus:

(i) T on (normeeritud ruumide) isomorfism;

(ii) T on lineaarne siirjektsioon, kusjuures leiduvad arvud «, 8 > 0 nii, et

allz| < ||Tz|| < Bllz|| iga = € X korral.

Banachi teoreem poordoperaatorist viidab niisiis, et pidev lineaarne bijektsioon
Banachi ruumide vahel on isomorfism.
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BANACHI TEOREEMI POORDOPERAATORIST TOESTUS. Podrdoperaatori A1 li-
neaarsuse tottu piisab tema pidevuseks niidata, et ta on tokestatud, s.t. leidub
M > 0 nii, et

A7yl < Mlly|| igay € Y korral,
ehk, teisisonu, poolnorm p(y) = ||[A7'y||, y € Y, on tokestatud, milleks Zabreiko
lemma pohjal piisab niidata, et p on loenduvalt subaditiivne. (Me kasutasime siin

eeldust, et Y on Banachi ruum).
Olgu Z;; y; koonduv rida ruumis Y. Poolnormi p loenduvaks subaditiivsuseks

peame niitama, et
p(zyj) < (),
j=1

Jj=1
s.t.

HAlZyj <3 Ayl
j=1 j=1

Kui 3377, A7y, || = oo, siis eelnev vorratus kehtib triviaalselt. Jadh vaadelda juh-
tu, kus D22 [[A7"y;|| < oo. Sellisel juhul rida Y722 A~'y; koondub (sest Banachi
ruumis jareldub rea absoluutsest koonduvusest tema koonduvus — me kasutame siin
eeldust, et X on Banachi ruum). Niiiid

gl
j=1 i=1

< Ayl
j=1

= HA—lAZA—lyj
j=1

Z A7ly;
j=1

[
Meenutame normide ekvivalentsuse moistet vektorruumis.
Definitsioon 2.2. Oeldakse, et normid ||-|| ja || -|| vektorruumis X on ekvivalentsed
ja kirjutatakse || - || ~ || - ||, kui leiduvad arvud o, > 0 nii, et
allell < 2]l < Bllell iga = € X korral
Teisisonu, normide || - || ja || - || ekvivalentsus vektorruumis X tdhendab, et
ruumi X samasusteisendus 1: (X, ||-]|) — (X, || |]), Iz = z, x € X, on normeeritud
ruumide isomorfism.
Jareldus 2.2. Olgu vektorruum X Banachi ruum normide || - || ja || - || suhtes,

kusjuures leidub M > 0 nii, et
=] < M|lz|| igaz € X korral.
Suis [+ || ~ | - [I-

TOESTUS.
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Ulesanne 2.4. Toestada jireldus

NAPUNAIDE. Kasutada Banachi teoreemi poordoperaatorist.

]

Jareldus 2.3. Olgu X ja Y Banachi ruumid ning olgu T: X — 'Y pidev lineaarne
injektsioon. Siis péordoperaator T~ : ranT — X on pidev parajasti siis, kui ranT
on kinnine.

TOESTUS.
Ulesanne 2.5. Tdestada jireldus

NAPUNAIDE. Kasutada Banachi teoreemi [2.1] pordoperaatorist.

2.2. Lahtise kujutuse printsiip

Definitsioon 2.3. Olgu X ja Y normeeritud ruumid. Oeldakse, et kujutus A: X — Y
on lahtine, kui ta teisendab lahtised hulgad ruumis X lahtisteks hulkadeks ruumis Y,
s.t. iga lahtise hulga U C X kujutis A[U] := {Az: z € U} C Y on lahtine hulk
ruumis Y.

Kehtib jargnev fundamentaalne teoreem.

Teoreem 2.4 ((Banachi) lahtise kujutuse printsiip). Olgu X ja Y Banachi ruumid.
Siis 1ga pidev lineaarne strjektsioon T: X — 'Y on lahtine.

Lahtise kujutuse printsiibi (teoreemi [2.4)) tdestame me iilesandes [11.13
Ulesanne 2.6. Toestada Banachi teoreempé('jrdoperaatorist, tuginedes lahtise kujutuse printsii-

bile (s.t. teoreemile [2.4).
Taiendavaid tilesandeid

Ulesanne 2.7. Olgu X = C[0,1] ja Y = {y € C'[0,1]: y(0) = 0} varustatud ruumi C[0, 1]
normiga. Vaatleme integreerimisoperaatorit A € £L(X,Y),

t
(Az)(t) = / x(s)ds, te]0,1], reX,
0
ja diferentseerimisoperaatorit D: Y — X,
(Dy)t) =y'(t), te[0,1], yeY.

Téestada, et on olemas podrdoperaator A~1, kusjuures A~! = D. Toestada, et D ei ole pidev.

Ulesanne 2.8. Olgu X, Y ja Z Banachi ruumid, olgu T: X — Y lineaarne ning olgu S € £(Y, Z)
bijektiivne, kusjuures ST on pidev. TGestada, et siis T € L(X,Y).



§ 3. Teoreem kinnisest graafikust

3.1. Normeeritud ruumide korrutisruum

Kui X ja Y on vektorruumid (iile korpuse K), siis otsekorrutis
XxY :={(z,y): veX,yeY}
on vektorruum tehete

(z1,91) + (22, 42) = (21 + T2, Y1 + ¥2) ja afr,y) = (ar,ay)

suhtes.

Ulesanne 3.1. Veenduda selles.

Kui X ja Y on normeeritud ruumid, siis vektorruum X x Y on normeeritud ruum
normi

1z, )1 = I, y)lloo == max{]|[l, [ly] } (3.1)

suhtes.

Ulesanne 3.2. Veenduda selles.

Koonduvus ruumis X x Y tdhendab seejuures koordinaaditi koonduvust, s.t.

ruumis X X Y ruumis X . ruumis Y
(xm yn) (m, y) < T, > T Ja Yn
n—00 n—o0 n—o0

Ulesanne 3.3. Veenduda selles.

Normeeritud ruum X x Y on téielik parajasti siis, kui ruumid X ja Y on téielikud.

Ulesanne 3.4. Veenduda selles.

3.2. Teoreem kinnisest graafikust

Definitsioon 3.1. Olgu XY # (. Kujutuse A: X — Y graafikuks nimetatakse
otsekorrutise X x Y alamhulka

grA:={(z,Az): v € X}.

Kui X ja Y on normeeritud ruumid ja A: X — Y on pidev operaator, siis tema
graafik gr A on kinnine hulk ruumis X x Y.

Ulesanne 3.5. Veenduda selles.

Vastupidine viide iildjuhul ei kehti: normeeritud ruumide vahel tegutsev kinnise
graafikuga kujutus (isegi kinnise graafikuga lineaarne kujutus) ei tarvitse olla pidev.

Niide 3.1. Niites veendusime, et formaalne iihikoperaator
I (coo, || - [lso) = (coo, || - [[1), I =z, x € co,

ei ole pidev. Samas selle operaatori graafik on kinnine.
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Ulesanne 3.6. Veenduda, et formaalse iihikoperaatori I: (coo, | - |eo) — (co0, ] - ||1) graafik on
kinnine.

Teoreem 3.1 (teoreem kinnisest graafikust). Olgu X ja Y Banachi ruumid ning
olgu A: X —'Y lineaarne operaator. Kui operaatori A graafik gr A on kinnine, siis
A on pidewv.

Kontrollides teoreemi abil kinniset graafikust Banachi ruumide X ja Y vahel
tegutseva lineaarse operaatori A: X — Y pidevust, peame néitama, et operatori A
graafik on kinnine, s.t.

ruumis X X Y

Zn€grAn=12..., 2z, ————— =z —= z€grA,
n—oo
s.t. Cay
ruumis X
(T, Azy) —————— (2, 9) = (z,y) € grA,
n—oo
s.t.
ruumis X . ruumis Y
T, ———x ja Ar, ———y — y = Ax.
n—oo n—oo

Mille poolest on teoreem kinnisest graafikust hea? Viimane implikatsioon on sama-
vadrne implikatsiooniga

is X .. ) is Y
T, —= 25 ¢ ja jada (Az,) koondub ruumis Y S Ax, 257 Ax.
n—oo n—o0

Niisiis, kui operaatori A: X — Y pidevuse kontrollimisel lahtudes pidevuse (Heine)
definitsioonist tuleb niidata, et

ruumis X ruumis Y
Ty ———— 1 — A, Ax,
n—00 n—00

siis operaatori A pidevuse kontrollimisel ldhtudes teoreemist kinnisest graafikust
voime selle implikatsiooni toestamisel tiiendavalt eeldada, et jada (Ax,) koondub
ruumis Y, mis muudab sageli asja oluliselt lihtsamaks.

TEOREEMI KINNISEST GRAAFIKUST TOESTUS. Olgu operaatori A graafik gr A
kinnine. Veendumaks, et A on pidev, piisab néidata, et ta on tokestatud, s.t. leidub
M > 0 nii, et

|Az|| < M||z|| iga x € X korral,

s.t. poolnorm p(z) = ||Az||, = € X, on tokestatud, milleks Zabreiko lemma pohjal
piisab ruumi X taielikkuse tottu niidata, et p on loenduvalt subaditiivne.
Olgu Zj’;l x; koonduv rida ruumis X. Poolnormi p loenduvaks subaditiivsuseks

piisab ndidata, et
p(2w) < vt
j=1

J=1

ehk

j=1

< Nl Az. (3.2)
j=1
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Kui 327, || Az, = oo, siis see vorratus kehtib triviaalselt. Jiib vaadelda juhtu, kus
> oy Az || < oo. Sellisel juhul rida > > | Az; koondub ruumis Y (sest normeeritud
ruum on tiielik parajasti siis, kui temas iga absoluutselt koonduv rida koondub).
Vorratuse kehtivuseks piisab niiiid niidata, et

7j=1 j=1

Toepoolest, vorduse ([3.3) kehtides kehtib kolmnurga vorratuse pohjal ka (3.2):

o0 o) e}
43| = [ 0] < Szl
=1 i=1 =1
Vorduse (3.3)) toestuseks mérgime, et
n o0 n n o0
ruumis X . ruumis Y’
ga:j—>ng ja Angngmj—>§Amj
n—00 n—00
Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

ehk
grA > (ij,AZ$j> — (ij,ZA:Uj) ruumis X x Y,
Jj=1 Jj=1 j=1 j=1

millest graafiku gr A kinnisuse tottu (Z;il xj, Z]oil ij> cgrA st A Zj; T; =
> 52y Azj, nagu soovitud. 0

3.3. Pidevad lineaarsed projektorid Banachi ruumides

Olgu X vektorruum.

Definitsioon 3.2. Oeldakse, et lineaarne operaator P: X — X on projektor, kui
P? =P, st.
P(Pzx) = Pz iga x € X korral.

Olgu P: X — X lineaarne projektor. Tahistame
ranP:={PreX: z€ X} ja kerP:={z€X: Px=0},

s.t. ran P ja ker P on vastavalt projektori P kujutisruum ja tuum.

Ulesanne 3.7. Téestada, et y € ran P parajasti siis, kui Py = y.

Ruum X on projektori P kujutisruumi ja tuuma otsesumma: X = ran P®ker P, s.t.
iga x € X korral leiduvad iiheselt maédratud y € ran P ja z € ker P nii, et x =y + 2.
Ulesanne 3.8. Veenduda selles.

Ulesanne 3.9. Toestada, et kui P: X — X on lineaarne projektor, siis ka I — P: X — X on
projektor, kusjuures ran(I — P) = ker P ja ker(I — P) = ran P.
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Teiselt poolt, kui mingite alamruumide Y, Z C X korral X = Y ® 7, siis, defineerides
r=y+z y €Y, ze Z korral Pr = y, on P lineaarne projektor, kusjuures
Y =ran P ja Z = ker P.

Ulesanne 3.10. Veenduda selles.

Olgu niitid X normeeritud ruum. Kui P € £(X, X)) on projektor, siis
(a) kui P # 0, siis ||P|| > 1;
(b) ran P ja ker P on kinnised.

Ulesanne 3.11. Veenduda selles.

Teiselt poolt, kui X on Banachi ruum ja tema kinnised alamruumid Y ja Z on
sellised, et X =Y @ Z, siis, defineerides x =y+ 2,y €Y, z € Z, korral Px = y, on
P pidev lineaarne projektor (kusjuures Y =ran P ja Z = ker P).

Ulesanne 3.12. Tdestada, et P on pidev.

NAPUNAIDE. Kasutada teoreemi kinnisest graafikust.

Taiendavaid tilesandeid

Ulesanne 3.13. Toestada, et vordusega (3.1) defineeritud norm ruumis X x Y on iga p € [1, 00)
korral ekvivalentne normiga || - ||, kus

Il = (2l + lyli7) .

NAprUNAIDE. Kasutada fakti, et 16plikumootmelises vektorruumis on koik normid paarikaupa ekvi-
valentsed.

Ulesanne 3.14. Toestada, et mittepideva lineaarse operaatori (diferentseerimisoperaatori)
D: C'a,b] — Cla, b], (Dx)(t) = 2/(t), telab], xeC'ab],

(kus C'[a,b] on ruumi C[a, b] normiga varustatud ruum C*[a, b]) graafik on kinnine.

Ulesanne 3.15. Toestada Banachi teoreem poordoperaatorist, tuginedes teoreemile kin-
nisest graafikust.

Ulesanne 3.16. Tdestada teoreem kinnisest graafikust, tuginedes Banachi teoreemile
poordoperaatorist.

NAPUNAIDE. Olgu X ja Y Banachi ruumid. Kinnise graafikuga lineaarse operaatori A: X — Y
korral vaadelda operaatorit gr A 5 (z, Az) — z € X.

Ulesanne 3.17. Olgu X ja Y BK -ruumid, s.t. niisugused arviadade Banachi ruumid, milles koon-
duvusest jareldub koordinaaditi koonduvus. Tuginedes teoreemile kinnisest graafikust, toestada,
et kui X C Y, siis formaalne ithikoperaator I: X — Y, Ix =z, x € X, on pidev.
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Ulesanne 3.18. Olgu X normeeritud ruum ning olgu p € [1,00). Saab niidata, et ruumi X
elementide norgalt p-summeeruvate jadade vektorruum

6 (X) = Egeak(X) = {(x]) =(z;)52: ;€ X, j=1,2,.. Z |z* (2;)]P < oo iga z* € X* korral}

on normeeritud ruum normi || - ||’ suhtes, kus

Il = sw (Sleel)’ @) e g,

T*EBx*

Kui seejuures X on Banachi ruum, siis ka £;’(X) on Banachi ruum.

Tdestada, et “sup” normi || - ||;) definitsioonis on 16plik, s.t.

sup (Z |$*($j)|p) " <o iga (z;) € £ (X) korral.

x*EBx*

NAPUNAIDE. Fikseerides vabalt x = (z;) € £;(X), néidata, kasutades teoreemi kinnisest graafi-
kust, et kujutus

X* 32" — (z (33]))] el
on pidev. Seejuures kasutada fakti, et koonduvusest ruumis ¢, jareldub koordinaaditi koonduvus.

Ulesanne 3.19. Olgu Y normeeritud ruum ning olgu ¢ € [1,00). Saab niidata, et ruumi Y
elementide tugevalt g-summeeruvate jadade vektorruum

((7) = {<yj> )R eV =12 Yyl < oo}
j=1

on normeeritud ruum normi || - ||, suhtes, kus

1)l = (Zuygnq), (1) € (7).

Kui seejuures Y on Banachi ruum, siis ka ¢,(Y") on Banachi ruum.

Olgu niiiid X samuti normeeritud ruum ning olgu p € [1, 00). Oeldakse, et pidev lineaarne ope-
raator T: X — Y on (q,p)-summeeriv, kui ta teisendab norgalt p-summeeruvad jadad ruumis X
tugevalt g-summeeruvateks jadadeks ruumis Y, s.t. iga (z;) € £;(X) korral (T'z;) € £,(Y"). Nii-
sugusel juhul on méiratud lineaarne operaator

T:09(X) 3 (z5) — (Ta;) € Ly(Y).

Toestada, et kui X ja Y on Banachi ruumid, siis operaator T on pidev.

NAprUNAIDE. Kasutada teoreemi kinnisest graafikust ja fakti, et koonduvusest ruumides E;j’(X ) ja
£4(Y") jéreldub koordinaaditi koonduvus.

Ulesanne 3.20. Olgu (©, ¥, 1) mé6duga ruum ning olgu X Banachi ruum. Oeldakse, et funktsioon
f:Q — X on noérgalt integreeruv, kui iga z* € X* korral z*f € Li(u), st. 2*f: 2 — K on
mootuv funktsioon, mille korral [ |z* f| dp < co. Toestada, et iga norgalt integreeruva funktsiooni
f: Q2 — K korral

sup /|:r*f| dp < oo.

T*EBx*
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NAPUNAIDE. Toetudes teoreemile kinnisest graafikust, veenduda, et fikseeritud norgalt integree-
ruva funktsiooni f: Q — K korral (lineaarne) operaator

X"z — a2"f € Li(p) (3.4)

on pidev.
Ulesanne 3.21. Tdestada iilesande m vaide toetudes Zabreiko lemmale.

NAPUNAIDE. Ulesande nipundite operaatori (3.4) pidevuseks piisab niidata, et poolnorm
p(z*) = [|a*fldu, * € X*, on tokestatud.

Ulesanne 3.22. Olgu X normeeritud ruum ning olgu P € L(X, X) projektor. Toestada, et kui
IP] =1, siis ||I + P|| = 2.



§ 4. Uhtlase tokestatuse printsiip

Olgu X ja Y normeeritud ruumid ning olgu 4, € L(X,Y),n=1,2,....

Definitsioon 4.1. Oeldakse, et jada (A,) = (A,)%%, on normi jirgi tokestatud ehk
tihtlaselt tokestatud, kui leidub M > 0 nii, et

Al < M igan € N korral.
Teisisonu, jada (A,) normi jirgi tokestatus tdhendab, et

sup || 4, < oo.
neN

Jada (A,) normi jargi tokestatus tdhendab niisiis selle jada liikmete hulga tokesta-
tust ruumis £(X,Y).

Definitsioon 4.2. Oeldakse, et jada (A,) on punktiviisi tokestatud, kui iga z € X
korral on (A,z) tokestatud jada ruumis Y, s.t. iga x € X korral leidub arv M, > 0
nii, et

|Anz|| < M, igan € N korral

Jada (A,) punktiviisi tokestatus tdhendab niisiis, et iga = € X korral on (A,z)
tokestatud jada ruumis Y.

Ulesanne 4.1. Toestada, et kui jada (A,,) on normi jargi tokestatud, siis ta on ka punktiviisi
tokestatud.

Punktiviisi tokestatud operaatorite jada ei ole iildjuhul normi jargi tokestatud.
Ulesanne 4.2. Vaatleme funktsionaale
fn:COQB(glj)EozliﬁZf‘jEK, n=12,....
j=1

Toestada, et

(@) fn€cly,n=1,2,... (s.t. funktsionaalid f, on pidevad ja lineaarsed);

(b) jada (f,) on punktiviisi tokestatud;

(c) jada (f,) pole normi jargi tokestatud.
Teoreem 4.1 ((Banach—Steinhausi) iihtlase tokestatuse printsiip). Olgu X Banachi

ruum, olgu Y normeeritud ruum ning olgu A, € L(X,Y), n = 1,2,.... Kui jada
(Ay) on punktiviisi tokestatud, siis ta on ka normi jirgi tokestatud.

Esitame teoreemile kaks erinevat toestust.

TEOREEMI |4.1| TOESTUS, MIS TOETUB ZABREIKO LEMMALE. Olgu jada (A, ) punk-
tiviisi tokestatud. Selle jada normi jargi tokestatuseks peame néitama, et leidub
M > 0 nii, et

|Anl] < M igan € N korral,

15



16 1. Operaatorid Banachi ruumides

s.t.
|Anz|| < M||z|| iga x € X jaiga n € N korral,

s.t.
sup |Anz|| < M||z|| iga x € X korral

ehk, teisisonu, poolnorm p(z) = sup,,cy || 4nz||, € X, on tokestatud.

Ulesanne 4.3. Veenduda, et p on poolnorm. (Margime, et tdnu jada (A,,) punktiviisi tokestatusele
on p(z) iga © € X korral 16plik.)

Kuna X on Banachi ruum, siis Zabreiko teoreemi pohjal piisab poolnormi p
tokestatuseks ndidata, et ta on loenduvalt subaditiivne, s.t. mis tahes koonduva rea

>0 a; korral ruumis X
(Z ) Zp ;)

7=1
ehk - .
sup Aanj ZsupHA z.
neN =1 =1 neN

Olgu 37, x; koonduv rida ruumis X. Siis

oo [e.e]
supl A, Z% = sup ZA o < sup D Ay | < S sup Ay
neN neN neN =1 =1 neN
nagu soovitud. O]

TEOREEMI TOESTUS, MIS TOETUB VAHETULT BAIRE'I TEOREEMILE. Ulesan-
de pohjal piisab eelneva toestuse poolnormi p tokestatuseks niidata, et ta on
tokestatud mingis keras (s.t. leiduvad kera B ruumis X ja M > 0 nii, et p(x) < M
iga x € B korral). Selleks tdhistame iga j € N korral

—{xeXp ]}

Kuna X = U;il Bj ja ruum X on taielik, siis piisab teoreemi toestuseks veenduda,
et hulgad B;, 7 = 1,2,..., on kinnised, sest niisugusel juhul sisaldaks mingi B;
Baire’i teoreemi pohjal mingi kera B, aga siit jarelduks, et p(x) < j iga x € B
korral, s.t. p oleks tokestatud keras B.

Ulesanne 4.4. Téestada, et hulgad Bj, j=1,2,..., on kinnised.



§ 5. Punktiviisi koonduvuse mottes piiroperaatori
pidevus

Olgu X ja Y normeeritud ruumid ning olgu A,,: X =Y, n=1,2,....
Definitsioon 5.1. Kui iga © € X korral eksisteerib piirvdartus lim,, ., A,z, siis
oeldakse, et jada (A,) = (A4,)22, koondub punktiviisi. Sel juhul on defineeritud

operaator
A: X o2+ lim A,x €Y,

n—oo

mida nimetatakse jada (A,) piiroperaatoriks (punktiviisi koonduvuse maottes).

Kui seejuures operaatorid A,, n = 1,2, ..., on lineaarsed, siis ka piiroperaator A on
lineaarne.

Ulesanne 5.1. Veenduda selles.

Uldiselt — isegi siis, kui iga n € N korral A, € £(X,Y) — ei tarvitse piiroperaator A
olla pidev.

Ulesanne 5.2. Vaatleme iilesande funktsionaale

fricon 3 (&) — Y &K, n=12....

j=1
Toestada, et
(a) jada (f,) koondub punktiviisi;
(b) jada (f,) piirfunktsionaal (punktiviisi koonduvuse méttes) ei ole pidev.
Teoreem 5.1. Olgu X Banachi ruum, olgu Y normeeritud ruum ning olgu A, €
LX,)Y), n=12,.... Kui iga x € X korral eksisteerib piirvidrtus lim, ., A,z,
siis (punktiviisi koonduvuse méttes) piiroperaator

A: X >z lim A,z €Y

n—oo
on pidev.
TOEsTUS. Piiroperaatori A lineaarsuse tottu piisab tema pidevuseks néidata, et ta
on tokestatud, s.t. leidub M > 0 nii, et
|Az|| < M||z|| iga x € X korral.

Jada (A,) punktiviisi koonduvuse tottu iga = € X korral jada (A,z) koondub
ruumis Y, seega jada (A,z) on ka tokestatud (sest koonduv jada on tokestatud).
Niisiis on jada (A,) punktiviisi tokestatud. Kuna X on Banachi ruum, siis iihtlase
tokestatuse printsiibi pohjal on jada (A,) ka normi jirgi tokestatud, s.t. leidub
M > 0 nii, et

|A.ll < M igan € N korral.

Aga niilid iga x € X korral

[Az| = || lim Apz|| = lim [[Auz| < liminf ||A,|| [|z]] < M [z
n—00 n—00 n—00

17



NB! Selle {iles-
ande véite kehti-
vuseks piisab koi-
gi kolme ruumi X,
Y ja Z téielikkuse
asemel vaid ruumi
Y taielikkusest.

NB! Ulesanne

on tegelikult jérel-
dus iilesandest
(b).

Ulesande
oige koht ei
ole mitte siin,
vaid tiihtlase tokes-
tatuse printsiibi
paragrahvi 16pus.

NB!
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Taiendavaid tilesandeid

Ulesanne 5.3. Olgu p € [1,00) ning olgu operaatorid P, € L(£,,£,), n = 1,2, ..., defineeritud
vordustega

Pn(€17£2a--~)(§la--~7£n3070;-~-); (617527"')6£;D7 n:1,2,....
—_———
Toestada, et P, — I punktiviisi, kuid mitte normi jargi.
Ulesanne 5.4. Olgu operaatorid P, € L(co,¢1), n = 1,2,..., defineeritud sama vordusega nagu

iilesandes Arvutada ||P,||, n = 1,2,.... Kas jada (P,,) koondub punktiviisi?

Ulesanne 5.5. Olgu operaatorid P, € L(f3,¢1), n = 1,2, ..., defineeritud sama vordusega nagu
iilesandes Arvutada ||P,||, n = 1,2,.... Kas jada (P,) koondub punktiviisi?

Ulesanne 5.6. Olgu X ja Y normeeritud ruumid, olgu z,,z € X, x, — z, ning olgu A,,A €
L(X,Y),n=1,2,.... Toestada, et A,x, — Az,

(a) kui A,, - A normi jargi;
(b) kui A,, — A punktiviisi ja ruum X on téielik.
Ulesanne 5.7. Tdestada, et Banachi ruumides tegutsevate operaatorite korrutamine on pidev

punktiviisi koonduvuse mottes, s.t. kui X, Y ja Z on Banachi ruumid, A,,A € L(X,Y), B,,B €
LY, Z),n=1,2,..., ning A, — A ja B, — B punktiviisi, siis B, A,, — BA punktiviisi.

Ulesanne 5.8. Toestada, et kui arvjada (a;) = ()52, korral

(&) € co

=54 (Oljfj) € Co,

siis (o) € loo.
NAPUNAIDE. Vaadelda operaatoreid

A, (A= (gj)»—>(a151,...,an§n,0,0,...) €cy, n=12,....

Ulesanne 5.9. Olgu X ja Y normeeritud ruumid ning olgu 4, A, € £(X,Y),n=1,2,..., sellised,
et A, — A punktiviisi. Toestada, et

JAll < limint || A, |
n—oo

Teine (ja ilmselt lihtsam) lahendus on, ldhtudes tokestamata arvjadast (), leida jada (§;) € co
nii, et (Oéjfj) ¢ Co.



§ 6. Banach-Steinhausi teoreem

6.1. Banach-Steinhausi teoreemid

Meenutame, et vektorruumi X alamhulga E lineaarseks katteks span E nimetatakse
vahimat ruumi X alamruumi, mis sisaldab hulka E. On ilmne, et kui E # (), siis
span F on hulga E elementide koikvoimalike lineaarkombinatsioonide hulk, s.t.

n
span /' := {Zajxj: neN, ay,...,a, €K, xl,...,anE}.

J=1

Definitsioon 6.1. Oeldakse, et normeeritud ruumi X alamhulk E on totaalne (ruu-
mis X), kui tema lineaarse katte sulund on X s.t.

span B = X

Normeeritud ruumi totaalseid alamhulki nimetatakse ka pohihulkadeks (selles ruu-
mis).

Teoreem 6.1 (Banach-Steinhausi teoreem). Olgu X ja Y Banachi ruumid, olgu
E pohihulk ruumis X ning olgu A, € L(X,Y), n = 1,2,.... Jada (A,) koondub
punktiviist ruumis X parajasti sis, kui kehtivad jairgmised kaks tingimust:

(1) leidub M > 0 nii, et ||A|| < M igan € N korral;

(2) puirvddrtus lim,, ., A,x eksisteerib iga © € E korral.

Ulesanne 6.1. Téestada, kui kehtib teoreemitingimus (2), siis piirvddrtus lim,,_, A, eksis-
teerib iga = € span E korral.

BANACH-STEINHAUSI TEOREEMI [6.1] TOESTUS. Tarvilikkus.
Ulesanne 6.2. Toestada tarvilikkus teoreemis H
NAPUNAIDE. Tingimuse (1) kontrollimisel kasutada iihtlase tokestatuse printsiipi.

Piisavus. Kehtigu tingimused (1) ja (2) ning olgu = € X suvaline. Peame néitame,
et jada (A,x) koondub ruumis Y, milleks ruumis Y téielikkuse tottu piisab niidata,
et ta on Cauchy jada, s.t. iga € > 0 korral leidub N € N nii, et

nm>N — |Ax—A,z| <e.

Selleks, fikseerides vabalt € > 0, paneme téhele, et koikide n,m € N ja z € span E
korral

|Ane — Apz|| < ||Anz — Anz|| + ||Anz — Anz|| + [|Amz — Anx||
< [ Anll |z = 2|l + | Anz — Azl + [[An|l ||z — 2]
<

2M ||z — z|| + || Anz — Amz||-

19
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Kuna F on ruumi X pohihulk, siis leidub z € span F nii, et
€
Mz —z|| < <.
o 2l < 5

Kuna eelduse (2) pohjal jada (A, z) koondub (vt. iilesannet [6.1)), siis ta on Cauchy
jada, seega leidub N € N nii, et
nm>=N = |A.z— A,z < %
Niitid n, m > N korral
e ¢
Apr — Apz|| < 2=+ = =&
A = Ayl <25+ 5 =
O]

Teoreem 6.2 (Banach-Steinhausi teoreem). Olgu X Banachi ruum, olgu Y nor-
meeritud ruum, olgu E pohihulk ruumis X ning olgu Ap,, A € L(X,Y), n=1,2,....
Jada (A,) koondub punktiviisi operaatoriks A ruumis X parajasti siis, kui kehtivad
jargmised kaks tingimust:

(1) leidub M > 0 nii, et ||A,|| < M iga n € N korral;
(2) Az —— Az iga x € E korral.
n—oo

Ulesanne 6.3. Toestada, kui kehtib teoreemitingimus (2), siis Ao —— Az iga x € span F
n—oo

korral.

BANACH-STEINHAUSI TEOREEMI TOESTUS. Tarvilikkus.

Ulesanne 6.4. Toestada tarvilikkus teoreemis

NAPUNAIDE. Tingimuse (1) kontrollimisel kasutada tihtlase tokestatuse printsiipi.

Piisavus. Kehtigu tingimused (1) ja (2) ning olgu x € X suvaline. Peame néita-
ma, et A,x —— Ax, s.t. iga € > 0 korral leidub N € N nii, et

n—oo

n>N = |Aux—Az| <e.

Selleks, fikseerides vabalt € > 0, paneme tédhele, et koikide n € N ja z € span F
korral
|Ape — Az|| < || Az — Apz|| + || Anz — Az|| + ||Az — Az
< [[Anll [l = 2] + [[Anz — Azl| + [| Al |z — =]
S M|z — 2] + || Anz — Az|| + [|A] |z — =]
Kuna E on ruumi X pohihulk, siis leidub 2z € span E' nii, et
Mlz=zl <2 ja JAllz—al <=

Kuna eelduse (2) pohjal A,z — Az (vt. iilesannet , siis leidub N € N nii, et

n>N = wﬁﬂﬂ%u<§

Niiiid n > N korral

|MM—Aw<§+§+§:a
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6.2. Pohihulki Banachi ruumides

Teame, et iga v = (§;) = (§;)32, korral ruumist ¢, (p € [1,00)) voi co
T = Z £€j (vastavalt ruumis £, voi ¢);
7=1

iga © = (&) € c korral aga
r=Ce+ Y (&8¢ (E= lim &),
j=1

kus e := (1,1,1,...) ning iga j € N korral e; := (0,...,0,1,0,...). Siit jareldub, et
H‘/_/
j
e hulk {¢;: j € N} on pohihulk ruumides ¢, (p € [1,00)) ja co;
e hulk {e, e, ey, €3,...} on pohihulk ruumis c.

Weierstrassi teoreemi pohjal saab iga 16igus [a, b] pidevat funktsiooni lihendada
selles 16igus poliinoomiga iihtlaselt kui tahes tépselt. Siit jareldub, et NB!  siit  voib

ithikfunktsiooni 1
dra jétta ja see

e monoomide (iiksliikmete) hulk {1,¢,¢% ¢3 ...} on pohihulk ruumis C/a, b]. hulk " jadb  ikka
pohihulgaks!

Taiendavaid tilesandeid

Ulesanne 6.5. Toestada Banach-Steinhausi teoreemi abil, et koonduva arvjada (£,)52; aritmee-
tiliste keskmiste jada (%)C’O koondub ning

n=1

lim S e e
n—oo n n
NB! Dokementee-
2e . . - rida iilesande [6.6]
Ulesanne 6.6. Olgu operaatorid A,,: C[0,1] — C[0, 1] defineeritud vérdustega lahendus!
(A,z) () = z(t'%%), tel0,1], n=1,2....

Néidata, et iga funktsiooni = € C[0, 1] korral eksisteerib piirvadrtus lim, . 4,2 ruumis C|0, 1].
Leida operaatorite jada (A,,) piiroperaator punktiviisi koonduvuse mottes. Kas jada (A, ) koondub
normi jargi?



§ 7. Uldisi fakte operaatorite laiendamise kohta

Olgu X ja Y mingid mittetiihjad hulgad ning olgu X, hulga X mittetiihi alamhulk.

Definitsioon 7.1. Oeldakse, et kujutus 7: X — Y on kujutuse Ty: X, — Y jitk
(ehk laiend) (hulgale X), kui

Tx =Tyxr iga z € X, korral.

Sel juhul Geldakse ka, et kujutus 7y on kujutuse T ahend alamhulgale X ja kirju-
tatakse T'|x, = Tp.

Konkreetsemalt, kui sellised Xy, X ja Y on normeeritud ruumid ja 7y: Xg — Y
on pidev lineaarne operaator, siis iildjuhul ei tarvitse operaatoril Tj leiduda pidevat
lineaarset jiatku ruumile X. (Koige tavalisem néide sellisest olukorrast on juht, kus
Xo =Y =cy, X =l jaTy = I, on ruumi ¢, iithikoperaator, vt. nt. [R.E. MEGGIN-
SON, An Introduction to Banach Space Theory, 1998; jareldus 3.2.21]. Kui selline
pidev lineaarne jatk 7" on olemas, siis

IT|| = sup [[Tz[| = sup [[Tz] = sup |Tox| = [[Toll,

r€Bx xGBXO QYEBXO

s.t. operaatori jatkamisel tema norm ei kahane. Seejuures, isegi siis, kui operaatoril
Ty leidub pidev lineaarne jitk ruumile X, voib juhtuda, et tema iga jatku T €
L(X,Y) korral [|T|| > ||Tb]|, s-t- operaatorit T pole voimalik jitkata normi siilides.
(Koige tavalisem néide sellisest olukorrast on juht, kus Xg = Y = ¢y, X = ¢ ja
Ty = I., on ruumi ¢ ithikoperaator: kui 7' € L(c, ¢p) on selline, et T'|., = I, siis
|7 =>2>1=|1I,|; vt. lilesannet [7.2])

Jargnevalt esitame kaks néidet olukordadest, kus pideva lineaarse operaatori pi-
dev lineaarne jitkamine normi séilides on alati voimalik. Esimene neist on juht, kus
sihtruum Y on Banachi ruum, s.t. Y on téielik, ning alamruum X, on koikjal tihe
ruumis X, s.t. Xo = X.

Teoreem 7.1. Olgu X normeeritud ruum, olguY Banachi ruum ning olgu Xy ruumi
X koikjal tihe alamruum. Siis igal operaatoril Ty € L(Xo,Y) eksisteerib parajasti
tiks pidev jatk T: X — Y. See jitk on lineaarne, s.t. T € L(X,Y); seejuures ||T|| =
I To]|-

TOEsTUS. Olgu Ty € L(Xo,Y). Kui T: X — Y oleks operaatori Ty pidev jatk, siis

mis tahes z € X korral, valides z,, € Xy nii, et x,, —— x (niisugune jada (z,)
n—oo

leidub, sest alamruum Xy on koikjal tihe ruumis X), peaks kehtima

Tx = lim Tz, = lim Tyx,.
n—oo n—oo

Siit jareldub, et operaatoril Tj eksisteerib iilimalt iiks pidev jitk X — Y. Veendume
niisuguse pideva jatku olemasolus.

22
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Olgu x € X ning olgu z, € Xo, n = 1,2,..., sellised, et z,, —— x. Kuna

n—o0
koonduv jada (z,) on Cauchy jada, siis ka (Tpz,) on Cauchy jada (ruumis Y'), sest

HTOxn - TOme = ||T0(mn — )| < HTOH Hxn - xm” — 0.

n,Mm—00

Ruumi Y téielikkuse tottu eksisteerib piirvaartus lim,, o Tox, ruumis Y. Seejuures

mis tahes alamruumi X, elementide jada (z,) korral, mille puhul z, —— =z, kehtib
n—oo

lim,, oo 102, = lim,,_o Tox,, Sest

1Tozn = Townll < I Toll 120 — znll
= Dol 20 — = + & = 2all < |Toll (ll20 — 2l + Iz — 2a]l) —— 0.
n—oo

Seega on operaator

T:X>z+— lim Thz, €Y (xn € Xo,n=1,2,..., ©, — 1)

n—oo n—oo

korrektselt defineeritud. Teoreemi toestuseks jadb ndidata, et T € L(X,Y), kus-
juures | T|| = || To]l-
Ulesanne 7.1. Téestada, et T € L(X,Y), kusjuures T|x, = Tp ja ||T|| = || To||.

]

Teine néide olukorrast, kus pideva lineaarse operaatori pidev lineaarne jatkamine
normi séilides on alati voimalik, on juht, kus operaatori sihtruum on arvude ruum K,
s.t. operaatorid on pidevad lineaarsed funktsionaalid.

Teoreem 7.2 (Hahn-Banachi teoreem). Olgu Xy normeeritud ruumi X alamruum
ning olgu g € X. Sus leidub f € X™ nau, et

flxo =9 Ja NIFI = llgll

Hahn-Banachi teoreemi toestuse esitame paragrahvis 9.

Taiendavaid iilesandeid

Ulesanne 7.2. Téestada, et
(a) iihikoperaatori I: ¢y — ¢y iga lineaarne jétk A: ¢ — ¢y on pidev, s.t. A € L(c, cp);
(b) iihikoperaatori I: ¢ — ¢ iga jitku A € L(c,cg) korral ||Al| > 2;
(c) tihikoperaatoril I: ¢y — ¢o leidub jatk A € L(c, cp), mille norm [|A]| = 2;
(d) tihikoperaatoril I: ¢y — ¢o leidub iga a > 2 korral jitk A € £(c,¢p), mille norm || A|| = a.

Ulesanne 7.3. Olgu X normeeritud ruum, olgu Xy ruumi X alamruum, olgu Y normeeritud
ruum, olgu A € £(Xy,Y) ning olgu x € X \ Xy. Tahistame X; := span(Xo U {x}) Olguy eY.
Defineerime kujutuse

B: Xisut+arr— AutayeY (ue Xy, aekK).
Toestada, et B € £(X1,Y), kusjuures B|x, = A.

Ulesanne 7.4. Olgu X normeeritud ruum, olgu X, ruumi X alamruum ning olgu = € X \ Xj.
Toestada, et span(Xo U {z}) = X, @ span{z}.



NB! Kas me seda

signumit sgn iild-
se kuskil kasutame?
Kui jah, siis kus?

§ 8. Kaasruumide kirjeldusi

Meenutame, et normeeritud ruumi X kaasruum X* := £(X,K) (pidevate lineaarsete funktsio-
naalide X — K ruum) on normeeritud ruum jargmise normi suhtes:

£l := sup |f(z)| =min{M >0: |f(z)| < M|z| iga z € X korral}, fe X"
r€EBx

Veelgi enam, X* on alati Banachi ruum.

Definitsioon 8.1. Olgu X ja Y normeeritud ruumid (iile iihe ja sama korpuse K).
Lineaarset siirjektsiooni 7": X — Y nimetatakse isomeetriliseks isomorfismiks, kui

|Tx|| = ||z|| iga = € X korral. (8.1)

Kui leidub isomeetriline isomorfism X — Y., siis 6eldakse, et ruumid X ja Y on
isomeetriliselt isomorfsed ning kirjutatakse X =2 Y.

Isomeetriline isomorfism on ilmselt isomorfism, sest tingimust (8.1)) rahuldav line-
aarne operaator 7: X — Y on injektsioon.

Ulesanne 8.1. Veenduda, et tingimust (8.1) rahuldav lineaarne operaator T: X — Y on injek-
tsioon.

Selles paragrahvis me kirjeldame mitme meile tuntud klassikalise Banachi ruu-
mi kaasruumi: me néitame, et need kaasruumid on isomeetrilised isomorfsed meile
samuti tuntud Banachi ruumidega.

Koikjal selles paragrahvis tdhistame
e:=(1,1,1,...)

ning iga j € N korral
e; == (0,...,0,1,0,...).
W—/
J
Arvu a € K mdrg: sgn a defineerime vorratusega

a kui o # 0;

sgn o = af’
1 kuia=0.

Margime, et sel juhul o = |a| sgn av.
Teoreem 8.1. Olgun € N ning olgu p, q € [1, 0] kaaseksponendid (s.t. %—i—é = 1.
Stis kujutus T: £y — (£7)",

(Ta)(z) =D a;&,  w=(§)) €0, a=(a)], €L,
j=1

on isomeetriline isomorfism. Niisiis, (£;)* = (7.

1p = 1 kaaseksponent on ¢ = oo ning p = oo kaaseksponent on g = 1

24
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TOESTUS.
Ulesanne 8.2. Toestada teoreem El

Teoreem 8.2. Kujutus T': lo, — (7,
(Ta)(z) = Zaj & = (&) € b, a=(a;)j2; € loo,
j=1

on isomeetriline isomorfism. Niisiis, {7 = {.

TOESsTUS. Veendume koigepealt operaatori T' definitsiooni korrektsuses, s.t. niita-
me, et iga a = (q;)32, € { korral

(a) rida >3-, a; &; koondub iga (§;)52, € ¢, korral;

(b) Ta € 3, s.t. Ta on pidev ja lineaarne.

Olgu a = ()52, € lo.

a). Olgu (£;)52, € £1. Rea > 77 «a; & koonduvuseks piisab naidata, et see rida
j)j=1 j=1 ¥ Sj
koondub absoluutselt:

o0 [e.o] [e.9]

D olai &l = loyl1gl <D llalllgl = llall Y 1&1 = llall [l (8.2)
j=1 j=1

=1 =1
(b). Vahetult on kontrollitav, et T'a on lineaarne.
Ulesanne 8.3. Veenduda, et Ta on lineaarne.

Funktsionaali T'a pidevuseks piisab niiiid néidata, et T'a on tokestatud: iga x =

(&)32, € £y korral (8.2)) pohjal

(Ta)(@)| =Y ey &| < D lay &l < lla flz]l.
j=1 Jj=1
Muuhulgas jareldub siit, et
|Tall < ||la|| iga a € f korral. (8.3)

Edasi, vahetult on kontrollitav, et operaator 7" on lineaarne.

Ulesanne 8.4. Veenduda, et T on lineaarne.

Vorratusest (8.3) jareldub, et 7" on tokestatud, niisiis T € L({w, £;). Teoreemi toes-
tuseks jdib niiiid naidata, et

(1) T on iiksiihene;
(2) T on pealekujutus;

(3) T on isomeetriline.
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Miirkus 8.1. Uldiselt, isomeetriline lineaarkujutus on iiksithene. Antud konkreetsel juhul on vaja
T {iiksilihesust eraldi kontrollida sellepérast, et tema isomeetrilisuse toestus tugineb iiksiihesusele.

1). ua = ()2, b = 21 € by, a . Veendumaks operaatori
(1). Olg (a;)52,, b (8)521 t # b. Veend k 1 T

tiksithesuses, piisab néidata, et Ta # T'b, s.t. mingi « € ¢ korral (T'a)(x) # (Tb)(x).
Kuna a # b, siis mingi k € N korral oy, # . Niiiid

(Ta)(ek) = Oékl = O 7é ﬁk = ﬁk 1= (Tb)(@k)

Markus 8.2. Teine voimalus operaatori T iiksiihesuse toestamiseks on néidata, et kui T'a = 0,
siis @ = 0. Néitame seda: olgu a = ()32, € ly selline, et Ta = 0, s.t. (T'a)(x) = 0 iga z € {4
korral. Siis muuhulgas iga j € N korral 0 = (T'a)(e;) = a; 1 = o, s.t. a; = 0 iga j € N korral, aga
see téhendabki, et a = (a;)32; = 0.

(2). Olgu f € £;. Veendumaks, et T' on pealekujutus, piisab leida a € {, nii, et
Ta = f. Selleks paneme tihele, et iga z = (§;)52; € {1 korral z = > 2 | {; e;, seega

[e.e]

flx)=f (Z & €j> = ij fle;) = Zf(ej)ﬁj. (8.4)

Ulesanne 8.5. Toestada, et iga = = (§5)521 € £y korral z = Zj’;l &ej.

Operaatori T siirjektiivsuseks piisab seega néidata, et a := (f(ej))il € U (sest sel

juhul (8.4) pohjal iga x € ¢; korral f(x) = (Ta)(x), niisiis Ta = f). Selleks paneme
tahele, et iga j € N korral

[Fenl < If1Hesll = N1A11

millest

lalloc = sup [ f(e;)| < || fI| < o0,
JEN

s.t. a = (f(ej));il € (., nagu soovitud. Arvestades, et niilid Ta = f, oleme tidnu
operaatori T iiksiihesusele iihtlasi toestanud, et

|Tall > ||la|| iga a € f korral. (8.5)

(3). Kujutuse T isomeetrilisus tdhendab, et iga a € {, korral | Ta|| = ||a||. See

jareldub vorratustest (8.3) ja (8.5). ]

Teoreem 8.3. Olgu p,q € (1,00) kaaseksponendid, s.t. +% = 1. Sus kujutus

T: Lty — 0,

1
p

(Ta)(x) = Z a; &;, x = (SJ)‘;’;I €lp, a=(a;)j2, €1y,
=1

on isomeetriline isomorfism. Niisiis, €5 = .

TOESTUS.
Ulesanne 8.6. Téestada teoreem [8.3]
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Mirkus 8.3. Teoreem iitleb, et kui p,q € (1,00) on kaaseksponendid, siis £; = £,; teoreemi
pohjal samuti ¢ = l,. Samas £% 2 ¢;. Téepoolest, ruum ¢; on separaabel, kuid ruum £}
mitte (sest {o, on mitteseparaabel ning tilesande pohjal on mitteseparaabli ruumi kaasruum
mitteseparaabel); kui iiks isomorfsetest normeeritud ruumidest on separaabel, siis on seda ka teine;
jérelikult ei saa ruumid ¢; ja £ olla isomorfsed.

Teoreem 8.4. Kujutus T': {; — cj,
(Ta)(@) =D 0y, o=(E) €, a=(a) b,
j=1

on isomeetriline isomorfism. Niisiis, ¢ = (1.

TOESTUS.
Ulesanne 8.7. Toestada teoreem |&_A|
O
Teoreem 8.5. Kujutus T: {1 — c*,
o0
(Ta)(w) =&+ Y ;& w=({)€c, E=1lm¢ a=(q)2, € b,
— j—o0
J_
on isomeetriline isomorfism. Niisiis, c* =2 (1.
TOESTUS.
Ulesanne 8.8. Toestada teoreem @
O

Mirkus 8.4. Ei ole raske toestada (vt. mérkust , et kui normeeritud ruumid X ja Y on
isomeetriliselt isomorfsed, siis ka kaasruumid X™* ja Y* on isomeetriliselt isomorfsed, s.t.

X2y — X"=Y"
Vastupidine implikatsioon iildjuhul ei kehti: teoreemide japéhjal ¢p = ¢*, kuid samas ¢y 2 c.

Teoreem 8.6. Olgu p € [1,00) ja q € (1,00] kaaseksponendid (s.t. %—i—% =1).
Kujutus T': Ly(a,b) = Ly(a,b)*,

b
(To)(f) = / f@) g(@)de,  feLyab), ge Lylab).

on isomeetriline isomorfism. Niisiis, Ly(a,b)* = L,(a,b).

Mairkus 8.5. Teoreemist néeme, et kui p,q € (1,00) on kaaseksponendid, siis L,(a,b)* =
Ly(a,b); samuti Li(a,b)* = Lo(a,b). Samas Loo(a,b)* 2 Li(a,b) (sest ruum Li(a,b) on separaa-
bel, kuid tilesande pohjal on mitteseparaabli ruumi Lo, (a,b) kaasruum Lo (a,b)* mittesepa-
raabel; mitteseparaabel normeeritud ruum ei saa olla isomorfne separaabli ruumiga).
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Taiendavaid tilesandeid

Ulesanne 8.9. Olgu a = (o), € ¢;1. Téestada, et f € % ja ||| = |lal, kui

f@) = anbe, &= (&)1 € loo-

k=1

Ulesanne 8.10. Rahuldagu p,q € (1,00) tingimust % + % = 1. Olgu a = ()32, € ¢;. Ilma
ruumi ¢, kaasruumi kirjeldavat teoreemi kasutamata toestada, et f € £y ja || f|| = [|al], kui

F@) =Y ot o= (&) € by
k=1

NAPUNAIDE. Kasutada Holderi vorratust.

Ulesanne 8.11. Olgu a = ()32, € £1. Ilma ruumi ¢y kaasruumi kirjeldavat teoreemi kasu-
tamata toestada, et f € ¢o* ja ||f|| = ||al|, kui

f@)=> arbs, == (&) € co.

k=1
Ulesanne 8.12. Toetudes kaasruume kirjeldavatele teoreemidele toestada, et
(a) leidub f € ¢ nii, et iga « € By, korral |f(z)| < ||f]l;
(b) kui p € (1,00), siis iga f € £ korral leidub z € By, nii, et f(z) = [/ f]];
(c) leidub f € ¢ nii, et iga © € B, korral |f(z)| < ||f|I;
(d) leidub f € ¢* nii, et iga © € B, korral |f(z)| < ||f]|.

Ulesanne 8.13. Tuginedes kaasruume kirjeldavale teoreemile naidata, et f € X* jaleida || f||,
kui

f(x)zzgkn x:(gla"'agn)exa
k=1
ning
@ X=6, ) X=c, o X=a

Ulesanne 8.14. Tuginedes kaasruume kirjeldavatele teoreemidele 8.5, niidata, et f € X*
ning arvutada || f]|, kui

(a) X =4, f(v) x = (x1,22,...) € ly;

I
NE

ES
[
N

(b) X =40, f[f(x)

x = (x1,22,...) € ly;

I
e
HMX
—_
i R
)
|
e
~~
8
¥

(¢c) X =/, f(ac)zz 1—21k>xk, x = (x1,22,...) € {y;
k=4
(d) X = ¢y, f(x):Z%, x = (x1,22,...) € co;
k=1
(@ X=c fl)=) 5t o=(mes.)ca
k=1
2 kZ:g CES)) 1, %2 2

o
2#

(g) X =1y, f(l‘) .ﬁ:(l‘l,l‘g,...)Egg.

x>~
Il
—
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Ulesanne 8.15. Olgu 1 < p < co. Tuginedes kaasruume kirjeldavale teoreemile toestada, et
f € Ly(a,b)* jaleida || f||, kui

b

(@) fz)= / «(t) d;
b

(b) f(m):/ t22(t) dt.

Ulesanne 8.16. Tuginedes kaasruume kirjeldavale teoreemile toestada, et f € La(a,b)* ja
leida || f]|, kui

(a) a=-1, b=1, f(a:)—/ltx(t)dt;



§ 9. Hahn—Banachi teoreem

Selles paragrahvis me toestame Hahn—Banachi teoreemi (mille me sonastasime juba
paragrahvis 7):

Teoreem 9.1 (Hahn-Banachi teoreem). Olgu Y normeeritud ruumi X alamruum

ning olgu g € Y*. Siuis leidub f € X™ nii, et

fly =g ga |fI=lgl-

Hahn-Banachi teoreemi toestus reaalse ruumi juhul toetub lemmale elementaar-
sest jatkust ja Kuratowski—Zorni lemmale, millele on piihendatud vastavalt selle
paragrahvi esimene ja teine punkt.

9.1. Lemma elementaarsest jitkust

Lemma 9.2 (lemma elementaarsest jiatkust). Olgu X reaalne normeeritud ruum,
olgu Xo ruumi X alamruum, olgu fo € X ning olgu © € X \ Xo. Tdhistame
X, 1= span(Xo U {z}). Siis leidub f, € X} nii, et filx, = fo ja | fi] = | foll

TOESTUS. Teame, et X; on ruumi X alamruum. Paneme tdhele, et iga z € X,
korral leiduvad iiheselt méadratud y € Xy ja o € R nii, et 2 =y + ax.

Ulesanne 9.1. Veenduda selles.

Lemma [9.2] toestuse idee toetub jargmisele tdhelepanekule: kui soovitud omadustega f1 € X
eksisteeriks, siis mis tahes z = y + ax € X; (y € X, o € R) korral

f1(2) = fily + az) = f1(y) + afi(x) = fo(y) + afi(z);

niisiis funktionaal f; on {iheselt mairatud oma vaartusega fi(x) punktis 2. Funktsionaali fy néutud
omadustega jatku f; leidmiseks tuleb seega leida tema “sobiv(ad)” vddrtus(ed) punktis .

Defineerides iga t € R korral funktsionaali h;: X; — R,
hi(z) = foly) + at, z=y+areX; (ye X aceR),
piisab lemma toestuseks naidata, et
(1) iga t € R korral on h; lineaarne, kusjuures h|x, = fo;
(2) leidub t € R nii, et hy € X7, kusjuures [|h¢]] < || fol], s-t.

|fo(y) + ozt| < | folllly + az|| koikide y € X ja o € R korral. (9.1)

Tdepoolest, sellisel juhul voiksime votta f; = hy, kus ¢ € R rahuldab tingimust (9.1)).

(1).

Ulesanne 9.2. Tdestada viited (1).

30
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(2). Tingimus (9.1)) tdhendab, et

[fo(L) +¢ <llfol

Ly+ xH koikide y € Xy ja o € R\ {0} korral

ehk
| fo(w) + t| < || foll l|lu+ || iga u € Xg korral

ehk
—fo(uw) = [[foll llu+z|| <t < —=folu) + [ fol [u+z|  igaue€ X korral.

Soovitud t € R olemasoluks piisab niidata, et

sup (—fo(w) — [l foll [lu+ () < Uien)go(—fo(v) +l ol llo+ 1),

u€eXo

milleks piisab néidata, et suvaliste u,v € X, korral

—fo(w) = [ foll llu + 2]l < = fo(v) + [l fol[ v + ],

ehk
folv =) < | foll (v + | + [Ju + =)

Veendume selles: suvaliste u, v € Xy korral
folo =) <l foll o =l = L foll [lo + = — (& + w) | < 1 foll (o + ]+l + ).

]

9.2. Kuratowski—Zorni lemma

Olgu R seos hulgas X # 0.

Definitsioon 9.1. Oeldakse, et R on osalise jirjestuse seos (ehk lihtsalt osaline
jarjestus) hulgas X, kui

1° R on refleksiivne, s.t iga x € X korral

r Rux;

2° R on antistimmeetriline, s.t x,y € X korral

rRy,yRr — x=1uy;

3° R on transitiivne, s.t x,y,z € X korral

xRy, y Rz =— xRz
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Osalise jérjestuse seost tdhistatakse tavaliselt siimboliga <; kirjutist z < y loe-
takse “element x eelneb elemendile y” voi “element y jargneb elemendile z”. Sageli
kasutatakse ka tdhistusi

yrzr = T=Y;
<y = XY, TF£Y;
y=-r < xT=<UY.

Prototiiiibilised naited osalise jarjestuse seosest on
e jirjestus < reaalarvude hulgas R;
e sisalduvus C hulga X koigi alamhulkade hulgas P(X).

Kui = on osaline jéarjestus hulgas X, siis kirjutatakse: (X, <) on osaliselt jarjes-
tatud hulk. Seejuures Geldakse ka lihtsalt, et X on osaliselt jarjestatud hulk (osalise
jirjestuse < suhtes).

Olgu (X, =) osaliselt jarjestatud hulk ning olgu Z C X mittetiihi alamhulk.

Definitsioon 9.2. Oeldakse, et alamhulk Z on lineaarselt jirjestatud (ehk ahel),
kui mis tahes kahe elemendi x,y € Z korral x < y voi y < x (sellisel juhul 6eldakse,
et elemendid z ja y on vorreldavad).

Definitsioon 9.3. Oeldakse, et element M € X on hulga Z dlemine toke, kui
2z M iga z € Z korral.

Rohutame, et hulga Z iilemine toke ei tarvitse olla hulga Z element.

Definitsioon 9.4. Oeldakse, et element 2, € Z on hulga Z suurim element, kui
z2 X 7y liga z € Z korral.

On selge, et hulga Z suurim element on hulga Z iilemine toke; teiselt poolt, hulga Z
iilemine toke on hulga Z suurim element parajasti siis, kui ta kuulub hulka Z.

Definitsioon 9.5. Oeldakse, et element 2y € Z on hulga Z maksimaalne element,
kui
2EL, 2=z =  Z=2,

s.t. zg el eelne iihelegi endast erinevale hulga Z elemendile.

Rohutame, et hulga Z maksimaalne element ei tarvitse olla hulga Z iilemine toke,
sest ta ei tarvitse olla vorreldav koigi hulga Z elementidega; hulga Z maksimaalne
element on hulga Z suurim element parajasti siis, kui ta on vorreldav hulga Z koigi
elementidega.

Analoogiliselt defineeritakse hulga alumine toke, vihim element ja minimaalne
element.
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Teoreem 9.3 (Kuratowski—Zorni lemma). Kui osaliselt jirjestatud hulga igal line-
aarselt jarjestatud alamhulgal on olemas tlemine toke, sis selles hulgas on olemas
maksimaalne element.

Markus 9.1. Kuratowski—Zorni lemma on samavéirne valikuaksioomiga.

Teoreem 9.4 (valikuaksioom). Kui X; # 0, j € J, kus J on mittetihi indeksite hulk, siis leidub
kujutus

f:J— U X; nii, et fy) € X; igaje J korral.
jeJ
Definitsioon 9.6. Oeldakse, et osaliselt jirjestatud hulk on tdielikult jirjestatud, kui tema igal
mittetiihjal alamhulgal on olemas vdhim element.

Maérgime, et taielikult jarjestatud hulk X on lineaarselt jarjestatud, sest mis tahes z,y € X
korral leidub kaheelemendilisel hulgal {z,y} vdhim element.

Valikuaksioom on samavéérne Zermelo teoreemiga.

Teoreem 9.5 (Zermelo teoreem). Iga mittetihja hulka on voimalik tdielikult jarjestada.

9.3. Hahn—Banachi teoreemi toestus reaalsel juhul

HAHN-BANACHI TEOREEMI TOESTUS REAALSEL JUHUL. Eeldame, et X on
reaalne ruum. Defineerime hulgas

A:={(Z,h): ZC X onalamruum, Z DY, h € Z*, hly =g, |hl| = l|g||}
osalise jarjestuse <:
(Zlahl) < (Zz,hg) == Z1 C ZQ, h2’Zl = hl.

Ulesanne 9.3. Veenduda, et < on osaline jérjestus.

Teoreemi toestuseks piisab niidata, et hulgas A eksisteerib maksimaalne element
(Zo, ho). Toepoolest, kui sellisel juhul Z; = X, siis me voime votta f = hg. Oletame
vastuviiteliselt, et Zy # X. Siis leidub z € X \ Z,. Téhistame Z; := span(ZyU {x});
siis lemma pohjal elementaarsest jatkust leidub hy € Z7 nii, et hy|z, = ho ja ||h]| =
|hol|- Aga niitid hily = g ja ||h1]] = ||gl|, seega (hi, Z1) € A, seejuures (Zy, hy) >
(Zo, ho), mis on vastuolus elemendi (Zy, hy) maksimaalsusega.

Veendumaks maksimaalse elemendi olemasolus hulgas A, piisab Kuratowski—
Zorni lemma pohjal niidata, et hulga A igal lineaarselt jérjestatud alamhulgal on
olemas iilemine toke.

Olgu B := {(Za, ha): o € J} hulga A mingi lineaarselt jirjestatud alamhulk
(siin J on mingi mittetiihi indeksite hulk). Téhistades Z = |, ; Za ja defineerides
h: Z — R,

aed

h(z) = ho(2), kui o € J on selline, et z € Z,,

jaab teoreemi toestuseks néidata, et (Z,h) € A, kusjuures (Z, h) on hulga B iilemine
toke. Selleks tuleb néidata, et

(a) Z on ruumi X alamruum;
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(b) h on korrektselt defineeritud; h € Z*, ||h|| < ||gll, hly = g;
(c) iga o € J korral (Z,h) = (Za, ha)-

(a). Olgu 21,290 € Z ja A € R. Peame néiitama, et 23 + 20 € Z ja Az; € Z.
Vastavalt hulga Z definitsioonile leiduvad oy, as € J nii, et 21 € Z,, ja 29 € Z,,.
Kuna Z,, on alamruum, siis A\2; € Z,, C Z. Hulga B lineaarse jarjestatuse tottu
(Zayy Pay) = (Zags hay) VO (Zags hay) < (Zay, ha,). Konkreetsuse mottes oletame,
et (Zays Pay) = (Zags hay)- Slis Za, C Za,, jarelikult 21,20 € Z,,. Kuna Z,, on
alamruum, siis ka 21 + 20 € Z,, C Z.

(b). Olgu z € Z ning olgu oy, ay € J sellised, et z € Z,,, ja z € Z,,. Veendumaks,
et funktsionaal h on korrektselt defineeritud, tuleb nédidata, et hy, (2) = ha,(z). Hul-
ga B lineaarse jirjestatuse tottu (Za,, hay) < (Zags Pay) VOL (Zay, hay) < (Zays Pay )-
Konkreetsuse mottes oletame, et (Zy,, ha,) < (Zags Pay). Siis Z,, C Z,,, kusjuures
hoy|Zay = hay- Kuna z € Z,, C Z,,, siis ha,(2) = ha, (2), nagu soovitud.

Ulesanne 9.4. Toestada, et
(1) h on lineaarne;
(2) h on tokestatud, kusjuures ||| < |lg]l;
(3) hly =g

(c).

Ulesanne 9.5. Toestada, et iga o € J korral (Z,h) = (Za, ha)-

9.4. Seos komplekslineaarse funktsionaali ja tema reaalosa
vahel. Hahn—Banachi teoreemi toestus komplekssel juhul

Olgu X kompleksne vektorruum (s.t. vektorruum iile korpuse C). Siis X on loomu-
likul viisil tolgendatav reaalse vektorruumina, defineerides seal liitmise ja reaalarvu-
ga korrutamise nagu kompleksse ruumi X puhul — kompleksarvude korpus sisaldab
reaalarvude korpuse, seega on elemendi korrutamine reaalarvuga ruumis X definee-
ritud. Ruumi X, tolgendatuna sel viisil reaalse ruumina, nimetatakse (kompleksse)
ruumiga X assotsieeruvaks reaalseks (vektor)ruumiks ja téhistatakse siimboliga Xg.
Rohutame, et kui X # {0}, siis ruumid X ja Xg on algebralises mottes erinevad:
naiteks kui x # 0, siis elemendid x ja ix on ruumis X lineaarselt soltuvad, ruumis
Xr aga lineaarselt soltumatud.

Oeldakse, et funktsionaal u: X — R on reaallineaarne, kui mis tahes z,y € X
ja a € R korral

17 uz +y) = u(z) + uly),
2° u(ax) = au(z).

Teisisonu, reaallineaarseteks funktsionaalideks komplekssel vektorruumil X nimeta-
takse lineaarseid funktsionaale assotsieeruval reaalsel ruumil Xp.
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Lineaarseid funktsionaale X — C nimetame edaspidi ka komplekslineaarseteks
funktsionaalideks.

Komplekslineaarse funktsionaali f: X — C reaal- ja imaginaarosa Re f ja Im f
defineeritakse loomulikul viisil:

(Re f)(z) =Re(f(x)) ja (Imf)(x)=Im(f(z)), =€ X.

Edasises jatame avaldistes Re f(x) ja Im f(x) tdiendavad sulud panemata, sest sol-
tumata nende asukohast on avaldise tdhendus sama.

Kui X on normeeritud ruum, siis ka Xg on normeeritud ruum sama normi suhtes.
(Juhime t&helepanu, et meetriliste ruumidena on X ja Xy identsed, kuid normeeri-
tud ruumidena juhul X # {0} mitte, sest nad on vektorruumidena erinevad.)

Jargnevad lause (mida kasutab Hahn-Banachi teoreemi tdestus komplekssel ju-
hul) ja jareldus selgitavad pideva komplekslineaarse funktsionaali ning tema reaal-
ja imaginaarosa vahekorda.

Lause 9.6. Olgu X kompleksne vektorruum.

(a) Olgu f: X — C komplekslineaarne funktsionaal. Siis Re f: X — R on reaal-
lineaarne. Seejuures

f(z) =Re f(z) —iRe f(ix) iga xz € X korral.

(b) Olguu: X — R reaallineaarne funktsionaal. Siis leidub parajasti iiks kompleks-
lineaarne funktsionaal f: X — C nii, et u= Re f. Seejuures

f(z) =u(z) —iu(iz) igax € X korral. (9.2)
(c¢) Olgu X normeeritud ruum ning olgu f: X — C komplekslineaarne funktsio-
naal. Siis f € X* parajasti siis, kui Re f € (Xg)*. Seejuures || f|| = || Re f]|.

TOEsTUS. (a). Koigepealt paneme tihele, et iga x € X korral Im f(z) = — Re f(iz),
sest

fliz) =if(z) = i(Re f(z) +iIm f(z)) = iRe f(z) — Im f(x).
Seega iga x € X korral
f(z) =Re f(z) +ilm f(z) = Re f(z) + i(— Re f(iz)) = Re f(z) — iRe f(iz).

Funktsionaal Re f: X — R on reaallineaarne, sest mis tahes x,y € X ja a € R
korral

Re f(ax +y) = Re(af(x) + fly)) = Re(af(x)) + Re f(y) = aRe f(z) + Re f(y).

(b). Viitest (a) jareldub, et komplekslineaarseid funktsionaale f: X — C, mille
korral Re f = u, saab olla iilimalt iiks: niisuguse funktsionaali f korral peab kehtima
(©.2). Viite toestuseks jadb niidata, et seosega defineeritud funktsionaal f on
komplekslineaarne. Mis tahes © € X jay=a + i € C («, 8 € R) korral

f(yz) = faz + iBz) = u(azx + ifx) — iu(i(ax + ifz))
= u(ax + ifz) — wu(iax — fx) = au(x) + fu(iz) — (au(zx) Bu(z))
= (a+if) u(z) + (a +iB) (—iu(iz)) = (a + i) (u(z) — iuliz)) = v f(2).
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Ulesanne 9.6. Toestada, et mis tahes x,y € X korral f(z 4+ 1) = f(z) + f(y).

(c). Viite toestuseks piisab niidata, et

sup [f(z)] = sup Re f(z).

z€EBx z€Bx
Selleks paneme téhele, et iga © € Bx korral, tdhistades 0, := m, kehtivad
Hml‘ c BX ja
|f(@)| = 0uf(x) = f(O:2) = Re f(0).
Seega

sup |f(x)] = sup Re f(0,2) < sup Re f(u) = sup Re f(z) < sup |f(2)].

TEBx rEBx u€EBx TEBx rEBx

Jareldus 9.7. Olgu X kompleksne vektorruum.

(a) Olgu f: X — C komplekslineaarne funktsionaal. SiisIm f: X — R on reaallineaarne.
Seejuures
f(x) =Im f(ix) +ilm f(x) iga x € X korral.

(b) Olgu v: X — R reaallineaarne funktsionaal. Siis leidub parajasti ks kompleks-
lineaarne funktsionaal f: X — C nii, et v=1m f. Seejuures

f(z) =v(iz) +iv(z) dga x € X korral.

(¢) Olgu X normeeritud ruum ning olgu f: X — C komplekslineaarne funktsionaal. Siis
f € X* parajasti siis, kui Im f € (Xgr)*. Seejuures || f|| = || Im f]].

TOESTUS.

Ulesanne 9.7. Téestada jareldus
O

HAHN-BANACHI TEOREEMI TOESTUS KOMPLEKSSEL JUHUL. Eeldame, et X
on kompleksne ruum. Tahistame v := Reg € (Yg)*. Siis Hahn-Banachi teoreemi
pohjal reaalse ruumi jaoks leidub u € (Xg)* nii, et uly = v ja [|ul]| = ||v]]. Definee-
rime funktsionaali f: X — C,
f(z) = u(x) —iu(iz), z€ X,
siis lause pohjal f € X* kusjuures f|y = g, sest iga y € Y korral
f(y) = uly) — iuiy) = v(y) —iwliy) = g(y),

ning [|f[| = [[ull = [[ol = llgl -
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Taiendavaid tilesandeid

Ulesanne 9.8. Olgu X vektorruum (iile korpuse K), olgu f: X — K, f # 0, lineaarne funktsio-
naal ning olgu xo € X selline, et f(xg) # 0. Tdestada, et X = span{zo} @ ker f, s.t. igaz € X
korral leiduvad iiheselt méiratud a € K ja z € ker f nii, et x = azy + z.

Ulesanne 9.9. Olgu X vektorruum (iile korpuse K) ning olgu f,g: X — K lineaarsed funktsio-
naalid. Tdestada, et ker f = ker g parajasti siis, kui leidub 5 € K\ {0} nii, et 8f = g.

Ulesanne 9.10. Téestada, et kui lineaarne funktsionaal f normeeritud ruumil X on mittepidev,
siis ker f = X.

NAPUNAIDE. Panna tdhele, et kui (z,,)22; on kinnise iihikkera By elementide jada, mille korral

f(a) Ty — Q.

f(mn) n— 00

Ulesanne 9.11. Téestada, et lineaarne funktsionaal f normeeritud ruumil X on pidev parajasti
siis, kui ker f on kinnine.

0 |f(zn)] — o, siis mis tahes a € X korral ker f 3 a —

NAPUNAIDE. Piisavuse toestamisel kasutada iilesannet [9.100

Ulesanne 9.12. Téestada, et iga lineaarne funktsionaal 16plikuméétmelisel normeeritud ruumil
on pidev.

NApuNAIDE. Kasutada ilesannet ja fakti, et normeeritud ruumi 16plikumootmeline alamruum
on kinnine.

Teine voimalus on valida vaadeldavas 16plikmootmelises ruumis X mingi baas {ey, ..., e, } ning
vaadelda ruumi X esialgse normiga ekvivalentset normi [|z|| = >0, |&], = >, &ei € X.

Ulesanne 9.13. Olgu X, = {(£,0): ¢ € R} reaalse ruumi X = ¢2, alamruum. Olgu funktsionaal
fo € X{§ antud valemiga

fo(§,0) =¢.
Leida funktsionaali fy koik normi séilitavad jatkud, s.t. jatkud f € X*, mille puhul | f|| = || fol|.
Ulesanne 9.14. Lahendada eelmine iilesanne (a) juhul X = ¢3; (b) juhul X = ¢2.

Ulesanne 9.15. Olgu X, = {(§, —¢): ¢ € R} reaalse ruumi X = ¢2_ alamruum. Olgu funktsionaal
fo € X{§ antud valemiga

fol§, =8 =¢.
Leida koik funktsionaali fy normi séilitavad jatkud f € X*.

Ulesanne 9.16. Olgu X, normeeritud ruumi X alamruum ning olgu f, € X(§. Toestada, et
kui f1, fo € X* on funktsionaali fy normi sailitavad jatkud, siis iga A € [0,1] korral on ka f =
Af1 + (1 = A) fo funktsionaali fy normi sailitav jitk.

Ulesanne 9.17. Olgu X* rangelt kumer, s.t.

. f+g
raext =ld=1 |55 -1 = s-e

Toestada, et ruumi X mis tahes alamruumi Y korral eksisteerib igal funktsionaalil g € Y* parajasti
iks normi siilitav jatk f € X*.

Ulesanne 9.18. Olgu z,,...,z, lineaarselt soltumatud elemendid normeeritud ruumis X ning
olgu ag,...,a, € K. Toestada, et leidub f € X™* nii, et

f(z;)) =a; igaie{l,...,n} korral.

Ulesanne 9.19. Tdestada, et leidub f € ¢%, ||f|| = 1, nii, et f|. = lim (s.t. f(z) = lim &; iga
Jj—o0
z = (§;) € c korral).
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Jéareldus 10.1 (punkti eraldamine kinnisest alamruumist). Olgu X normeeritud
ruum, olgu Xy ruumi X kinnine alamruum ning olgu x € X\ Xg. Siis leidub f € X*,
IfIl =1, nii, et

f|Xo =0 Ja f(ZE) = d(l’,X()).

TOESTUS. Vaatleme alamruumi
Y :=span(XoU{z}) = {z + az: z € Xp, a € K}.
Defineerime funktsionaali
g:Y 3 z+axr— ad(z, Xy) € K.

Kuna g|x, = 0ja g(z) = d(x, Xy), siis jarelduse toestuseks piisab niidata, et g € Y*,
kusjuures ||g|| = 1, sest sel juhul sobib otsitavaks funktsionaaliks f funktsionaali g
iga normi sailitav jatk ruumile X.

[Imselt on ¢ lineaarne. Funktsionaal g on ka tokestatud, kusjuures ||g|| < 1, sest
a =0 korral |g(z + az)| =0 < ||z + az||, kui aga o # 0, siis

9(z + az)| = |a|d(z, Xo) < |al ||z — (=22)| = ||z + az]|.
Jaab veenduda, et ||g|| > 1. Selleks niitame, et d(z, Xo) < ||g|| d(z, Xo): iga 2z € Xo

korral
d(z, Xo) = g(—2 +z) = |g(—2z +2)| < ||g| |z — =],
seega,
< i — = i — = .
d(%Xo)\Zgollgll |z — 2| Hkqllzlelflg0 |z — 2|l = llgll d(z, Xo)
O

Jareldus 10.2 (punkti eraldamine kinnisest alamruumist). Olgu X normeeritud
ruum, olgu Xo ruumi X kinnine alamruum ning olgu x € X \ Xy. Siis leidub f € X*
ni, et

f’XOZO Jja f(:v)zl
TOESTUS.

Ulesanne 10.1. Téestada jireldus
0

Jareldus 10.3 (teoreem piisavast arvust funktsionaalidest). Olgu X normeeritud
ruum ning olgu x € X \ {0}. Siis leidub f € X*, ||f|| = 1, nii, et f(z) = ||z|.

TOESTUS. Otsitava f € X* leidmiseks piisab votta jarelduses Xo={0}. O
JARELDUSE VAHETU TOESTUS. Defineerime funktsionaali
g: span{z} 3> ax — aljz|| € K.

Siis ilmselt g € (span{z})*, kusjuures ||g|| = 1 ja g(x) = 1. Otsitavaks funktsionaa-
liks f sobib funktsionaali g mis tahes normi siilitav jatk ruumile X. O

38
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Markus 10.1. Jireldus iitleb muuhulgas, et igal mittetriviaalsel normeeritud
ruumil leidub nullist erinevaid pidevaid lineaarseid funktsionaale.

Maérgime, et nullist erinevat pidevate lineaarsete funktsionaalide olemasolu toestamisel 1opmatu-
mootmelisel normeeritud ruumil kasutasime Zorni lemmat. Zorni lemmat kasutatakse ka mitte-
pidevate lineaarsete funktsionaalide olemasolu téestamisel lopmatumootmelisel normeeritud ruu-
mil.

Jéareldus 10.4 (normeeritud ruumi punktide eraldamine). Olgu X normeeritud
ruum ning olgu x1,x9 € X, x1 # 9. Siis leidub f € X* nii, et f(x1) # f(z2).

TOESTUS. Votta jarelduses T =T — To. ]

Jareldus 10.5. Olgu X normeeritud ruum. Siis iga x € X korral

Jzll = sup [f(x)].

fE€EBx*

TOEsTUS. Olgu « € X. Mis tahes f € Bx- korral |f(z)| < || f]| [|z|| < ||z, seega

[z]| = sup |f(z)].

E€Bx=*

Teiselt poolt, jarelduse pohjal leidub h € By« nii, et h(x) = ||z||, seega

2]l = [h(x)] < sup [f(z)]

GBX*
0

Mairkus 10.2. Normeeritud ruumi X elementide = ja ruumil X tegutsevate pidevate
lineaarsete funktsionaalide f normi arvutamisel on tdheldatav teatav siimmeetria:

[zl = sup [f(z)l, [/l = sup [f(z)|

fE€Bx* ze€Bx

Siin esimene supreemum saavutatakse (teoreemi pohjal piisavast arvust funktsio-
naalidest), teine aga iildjuhul mitte.

Jareldus 10.6. Olgu X normeeritud ruum ning olgu x € X. Siis funktsionaal
F.: X*> fr— f(x) eK
on pidev ja lineaarne, kusjuures || Fy|| = | =]

TOEsTUS. Funktsionaali F, lineaarsus on vahetult kontrollitav. Tema tokestatuseks
ja vorduseks ||Fy|| = ||z| mérgime, et jirelduse [L0.5] pohjal

sup |Fo(f)| = sup [f(z)] = [

fEBxx fEBxx



40 1. Operaatorid Banachi ruumides

Normeeritud ruumi X kaasruumi X* kaasruumi (X*)* nimetatakse ruumi X
teiseks kaasruumiks ja tahistatakse siimboliga X**. Analoogiliselt defineeritakse ka
ruumi X kolmas, neljas jne. kaasruumid X*** = (X**)*, X® = (X**)* jne.

Kujutust

jx: X2x— F, e X*

(siin funktsionaal F, on defineeritud jirelduses |[10.6) nimetatakse ruumi X kanoo-
niliseks sisestuseks oma teise kaasruumi.

Definitsioon 10.1. Oeldakse, et Banachi ruum X on refieksiivne, kui tema kanoo-
niline sisestus jx oma teise kaasruumi on siirjektsioon.

Markus 10.3. Kui ruum X on refleksiivne, siis ilmselt X = X**. See tingimus pole
piisav ruumi X refleksiivsuseks, sest leidub mitterefleksiivseid Banachi ruume X,
mille korral X = X**.

Markus 10.4. Kui Banachi ruum X on refleksiivne, siis iga f € X* korral leidub
xr € By nii, et f(z)=|f]

Ulesanne 10.2. Veenduda selles.

Osutub, et kui iga f € X* korral leidub x € Bx nii, et f(x) = ||f||, siis ruum X on

refleksiivne. (Selle fakti tdestus on tugevalt mittetriviaalne.)

Meile tuntud ruumidest on refleksiivsed koik loplikumootmelised normeeritud
ruumid, jadaruumid ¢, kus p € (1, 00), ning ruumid L,(a,b), kus kus p € (1, 00).
Ruumid ¢y, (o, o, ¢, L1(a,b), Loo(a,b) ja Cla,b] ei ole refleksiivsed.

Taiendavaid tuilesandeid

Ulesanne 10.3. Olgu X normeeritud ruum, olgu X ruumi X alamruum ning olgu zp € X.
Toestada, et ¢ € X parajasti siis, kui

feX*, f(r)=0 igaz e X, korral = f(zo) = 0.

Ulesanne 10.4. Olgu X normeeritud ruum, olgu £ C X ning olgu zo € X. Tdestada, et zo €
span F parajasti siis, kui

feX*, f(x)=0 igax € E korral N f(zg) =0.

Ulesanne 10.5. Tdestada, et kui normeeritud ruumi X kaasruum X* on separaabel, siis ka
ruum X ise on separaabel.

NAPUNAIDE. Olgu {f,: m € N} koikjal tihe alamhulk kaasruumis X*. Valime koikide m,n € N
korral elemendi z* € Bx nii, et fi, (") > || fm| — % Ruumi X separaabluseks piisab niidata, et
span{z™: m,n € N} = X.

NB! Toestus lihtsustub, kui kasutada fakti, et separaabli meetrilise ruumi alamruum on sepa-
raabel. Sellisel juhul valime iilaltoodud nipunéites koikjal tiheda alamhulga {f,,: m € N} kaas-
ruumi X* iihiksfaéris S%.

Ulesanne 10.6. Tdestada, et ruumid £y, 1 < p < oo, on refleksiivsed.



§ 11. Faktorruumid

11.1. Vektorruumi faktorruum alamruumi jargi

Olgu X vektorruum ning olgu Y ruumi X alamruum. Defineerime ruumis X ekvi-
valentsiseose ~:
r~z = v—z€Y (x,z € X).

Ulesanne 11.1. Tdestada, et ~ on ekvivalentsiseos.

Siis faktorhulk X/ ~ on vektorruum esindajate kaudu defineeritud tehete suhtes:
(] + [2] =[x+ 2], alz] = |az] (z,z € X, a € K).

Ulesanne 11.2. Veenduda selles. (Koigepealt veenduda, et need tehted on korrektselt defineeri-
tud.) Seejuures panna tihele, et selle vektorruumi nullelement 0 = [0] = Y.

Vektorruumi X/ ~ nende tehete suhtes tdhistatakse siimboliga X/Y ja nimetatakse
vektorruumsi X faktorruumiks alamruumit Y jargi.

Paneme téhele, et faktorhulga X/ ~ elemendid (s.t. ekvivalentsiklassid seose ~
jargi) esituvad kujul

[Z]=2+Y ={z+y: yeY}, re X,
(s.t. ekvivalentsiklassid on alamruumi Y nihked). Téepoolest,

z€z] <= z—2z€Y < zezx+Y.

11.2. Normeeritud ruumi faktorruum kinnise alamruumi jargi
kui normeeritud ruum

Olgu X normeeritud ruum ning olgu Y ruumi X alamruum. Selles punktis on meie
eesméirk anda faktorruumile X /Y normeeritud ruumi struktuur.

Lause 11.1. Defineerime x € X korral

Y| = inf ||| = inf = inf |z — y|| = d(z,Y).
lo+ Y= inf 2]l = inf |z +y] = inf flo -y = d(=,Y)

Siis
(a) || || on poolnorm faktorruumis X/Y;
(b) || - || on norm parajasti siis, kui alamruum Y on kinnine.
TOESTUS. (a). Veendumaks, et || - || on poolnorm faktorruumis X/Y’, peame néita-

ma, et mis tahes z,u € X ja a € K korral
1° a(z + V)| = lof [z + Y

2° |(z+Y)+ (u+ )| <||lz+Y][ +|Ju+Y].

41
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Olgu z,u € X ja a € K.
1°. Kui a # 0, siis

Y| = Y| = inf = inf
lo(@ +Y)l| = [low + Y| = inf [loz + y]| = |o| inf

x Yyl = | ;2 T4y

kui aga a =0, siis ||a(z+Y)|| =0+ Y] =d(0,Y)=0=|a|||z+ Y]
2°. Mis tahes y,v € Y korral

1@+Y )+ tY)]| = llz+utY | = inf [lztutw]] < flztutytoll < [latyll+utol],

seega
Iz +Y) + (u+ V)| < inf flz +yl + nf flu+of = [lo+ Y]+ [Ju+ Y.
y v
(b). Poolnorm || - || faktorruumis X/Y on norm parajasti siis, kui € X korral
kehtib

lz+Y[[=0 = z+Y =0

ehk, arvestades, et, iihelt poolt, || + Y| = d(z,Y’) ning, teiselt poolt, nullelement
ruumis X/Y on 0+ Y ning seega x + Y = 0 parajasti siis, kui x € Y/,

d(z,Y)=0 = =ze€Y.

Kuna d(z,Y) = 0 parajasti siis, kui € Y, siis implikatsioon kehtib parajasti siis,
kui Y =Y, s.t. Y on kinnine. Seega poolnorm || - || faktorruumis X/Y on norm
parajasti siis, kui alamruum Y on kinnine. O

Jargnevad iilesanded sisaldavad moned kasulikud tdhelepanekud poolnormi || - ||

kohta.

Ulesanne 11.3. Olgu X normeeritud ruum, olgu Y ruumi X alamruum ning olgu z,u € X.
Toestada, et
Iz +Y) = (u+ V)| = dx(@,u+Y) = dx(z+ Y,u+Y),

kus dx(z,u+Y) on elemendi = kaugus hulgast u + Y ruumis X, s.t.

dX(xau + Y) = veiql;lf-Y ||LE - vHa

jadx(z+Y,u+Y) on hulkade z + Y ja u+ Y vaheline kaugus ruumis X, s.t.

dx(z+Y,u+Y)= inf |[z—v].
z€x+Y
veEu+Y

Ulesanne 11.4. Olgu X normeeritud ruum, olgu Y ruumi X alamruum ning olgu r,x; € X,
j € N. Toestada, et

(a) kui ; —— x ruumis X, siis [|(z; +Y) — (z + Y| — 0 ruumis X/Y;
j—o0 n— 00

(b) kui 3272, x; = 2 ruumis X, siis

| +Y) — (@ +Y)

—— 0 ruumis X/Y.

n—oo
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11.3. Faktorruumi taielikkus

Teoreem 11.2. Olgu X Banachi ruum ning olgu Y ruumi X kinnine alamruum.
Siis X/Y on Banachi ruum.

ToesTus. Olgu > 7% (7; +Y) absoluutselt koonduv rida faktorruumis X/V, s.t.
>y Iz + Y| < oo. Kuna normeeritud ruum on téielik parajasti siis, kui temas
iga absoluutselt koonduv rida koondub, siis faktorruumi X/Y téielikkuseks piisab
ndidata, et rida 77, (z; +Y’) koondub ruumis X/Y.

Valime iga j € N korral z; € x; + Y nii, et ||2;]| < |z; + Y| + 5 siis

217

1 1
St X (o ¥i+ 5) =Yk + V143 5= Sl V41 <0

s.t. rida ZC?O zj koondub absoluutselt ruumis X. Ruumi X téielikkuse tottu see
rida koondub ruumis X. Olgu x € X selle rea summa, s.t. Z 1 2 = x. Aga niiiid

(ilesande [11.4) pohjal

Z(Ij—i—Y) = Z(zj—i—Y) =z+Y ruumis X/Y,
j=1 =1
niisiis rida 3 7%, (; +Y') koondub, nagu soovitud. O

11.4. Kanooniline kujutus faktorruumile

Definitsioon 11.1. Olgu X vektorruum ning olgu ¥ ruumi X alamruum. Kujutust
¢:X22r—ax+Y eX/Y

nimetatakse (ruumi X) kanooniliseks kujutuseks faktorruumile (X/Y).

Ulesanne 11.5. Téestada, et kanooniline kujutus ¢: X — X/Y on lineaarne, kusjuures kerqg = Y.

Lause 11.3. Olgu X normeeritud ruum, olgu Y ruumi X kinnine alamruum ning
olgu q: X — X/Y kanooniline kujutus faktorruumile. Siis ¢ € L(X,X/Y); see-
Juures, kui Y # X, siis ||q|| = 1.
TOESTUS. Suvalise x € X korral
lgz]| = |z + V|| = inf{]l]]: z €+ Y} <[],
seega ¢ on tokestatud, niisiis ¢ € £(X, X/Y), kusjuures ||¢|| <1
Eeldame niiiid, et Y # X. Siis leidub x € X nii, et ||z + Y| = 1. Veendumaks,

et ||¢|| = 1, ja&b néidata, et ||g|| > 1. Fikseerime vabalt € > 0. Siis leidub z € x +Y
nii, et ||z]| < ||z + Y| +¢e=1+c¢. Niiiid ;-2 € By, kusjuures

1 1
= Y|[|=——.
lo(2) | = s et = s et v =

Seega iga € > 0 korral

1

= su U Z 1
lqll = uaiHQH s

millest jéreldub, et ||¢|| > 1. O
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11.5. Lineaarse kujutuse faktoriseerimine

Lause 11.4. Olgu X ja Y wvektorruumid ning olgu T: X — Y lineaarne kujutus.
Defineerime kujutuse T: X /ker T' — ranT vordusega

T(x+kerT)=Tz, z€X.
Siis
1] (a) T on lineaarne bijektsioon;

(b)y T = ij, kus q: X — X/kerT on kanooniline kujutus faktorruumile
ja j: ranT > y — y € Y on loomulik sisestus, s.t. jargnev diagramm
kommuteerub:

x X5 v

L
X/kerT T, ranT
[II] kui X ja'Y on normeeritud ruumid ning T € L(X,Y'), siis
(¢) T € L(X/ker T,ranT), kusjuures ||T|| = ||T]|;
kui lisaks X on Banachi ruum ja ranT' on tdielik, siis
(d) T on isomorfism.

ToEsTUS. [I].

Ulesanne 11.6. Tdestada viited (a) ja (b). Seejuures kdigepealt veenduda, et operaator 7' on
korrektselt defineeritud.

[IT]. Olgu niiiid X ja Y on normeeritud ruumid ning olgu 7' € L£(X,Y).
(c). Uhelt poolt, kui x € X ja z € x + ker T, siis

1T (z + ker T)|| = [ T|| = [[T=]| < [T [=1],

seega

1T+ e T < ITI_inf 2l = |T]] o + ker T,

millest jireldub, et 7' on tdkestatud, kusjuures |7 < |7
Teiselt poolt, kuna T = j T q, siis
1< NI gl = 1Tl

seega ||| = [|T].

(d). Kui eeldada lisaks, et X ja ranT on tiielikud, siis 7: X/ker T — ranT on
eelneva poh al pidev lineaarne bijektsioon Banachi ruumide Vahel seega Banachi
teoreemi [2.1] pohjal poordoperaatorist ka tema poordoperaator T-! on pidev, seega
T on 1som0rﬁsm m
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11.6. Alamruumi ja faktorruumi kaasruum

Definitsioon 11.2. Olgu X normeeritud ruum ning olgu Y ruumi X alamruum.
Hulka
Y+:={feX": fly =0}

nimetatakse alamruumi Y annullaatoriks.

Ulesanne 11.7. Téestada, et normeeritud ruumi X alamruumi Y annullaator Y+ on kaasruu-
mi X* kinnine alamruum.

Teoreem 11.5. Olgu X normeeritud ruum.

(a) OlguY ruumi X alamruum. Siis kujutus T: X* Y+ — Y™,

(T+YD) W) =fly). yeY, feX,
on isomeetriline isomorfism. Niisiis, Y* = X*/Y+,
(b) Olgu'Y ruumi X kinnine alamruum. Siis kujutus T: Y+ — (X/Y)*,
(THz+Y)=f(z), z€X, feY,

on isomeetriline isomorfism. Niisiis, (X/Y)* =YL,

TOESTUS.
Ulesanne 11.8. Tdestada teoreemm

Taiendavaid tilesandeid

Ulesanne 11.9. Olgu X vektorruum ning olgu p: X — R poolnorm. Téestada, et
(a) N:={xeX: p(z) =0} on alamruum;
(b) X/N on normeeritud ruum normi
lz+ N[ =plx), zeX,

suhtes. Koigepealt veenduda, et see norm on korrektselt defineeritud.

Ulesanne 11.10. Kasutades normeeritud ruumi faktorruumi moistet, toestada jirgnev Rieszi
lemma, mis on meile tuttav kursusest “Funktsionaalanaliiiis I”.

Rieszi lemma (vt. ???). Olgu Y normeeritud ruvumi kinnine parisalamruum. Siis iga € > 0
korral leidub x. € Sx nii, et d(z.,Y) >1—e¢.

NAPUNAIDE. Mis tahes x € X korral d(z,Y) = ||z + Y.

Ulesanne 11.11. Tdestada jirgnev teoreem.

Teoreem 11.6. Olgu X ja Y normeeritud ruumid ning olgu T € L(X,Y). Jargmised vdited on
samavddrsed:

(i) T on siirjektsioon, kusjuures iga y € Y korral

lyll = inf{[l]|: = € X, Tz = y};
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(i) T[B%] = By;
(iil) kujutus
T: X/kerT>x+kerT— TxeY

on isomeetriline isomorfism.

Definitsioon 11.3. Operaatorit 7' € £(X,Y), mis rahuldab iihte (ja seega kdiki) teoreemi [11.6]
samavadrsetest tingimustest (1)—(iii), nimetatakse faktorkujutuseks.

Ulesanne 11.12. Olgu X ja Y normeeritud ruumid. Téestada, et faktorkujutus 7: X — Y
teisendab ruumi X lahtised hulgad lahtisteks hulkadeks ruumis Y.
Ulesanne 11.13. Toetudes lausele ja tiilesandele [11.12] toestada lahtise kujutuse printsiip

(teoreem [2.4)).

Lahtise kujutuse printsiip (vt. teoreemi . Olgu X ja Y Banachi ruumid. Siis iga pidev
lineaarne sirjektsioon T: X — Y on lahtine.

Ulesanne 11.14. Olgu X normeeritud ruum, olgu 2 € X ning olgu f € X*, ||f|| = 1. Toestada,
et d(z, ker f) = | f(x)].



§ 12. Pideva lineaarse operaatori kaasoperaator

Alates sellest paragrahvist me hakkame normeeritud ruumi X kaasruumi X* elementide tahis-
tamiseks sageli kasutama siimbolit z* (voi ka néiteks u*, 2* vms.) ja teise kaasruumi elementide

EES

tahistamiseks siimbolit z** (vOi ka nditeks u**, z** vms.). Rohutame, et need z* ja z** on ter-
viklikud stimbolid (mitte mingid derivaadid elemendist x — erinevalt siimbolitest X* ja X**, mis
tahistavad vastavalt ruumi X kaasruumi ja teist kaasruumi).

Olgu X ja Y normeeritud ruumid ning olgu A € L(X,Y).
Definitsioon 12.1. Operaatorit A*: Y* — X*,
(A"y*)(z) =y (Az), ze X, y eV,
nimetatakse operaatori A kaasoperaatoriks.
Margime, et see definitsioon on korrektne, s.t. fikseeritud y* € Y* korral toepoolest A*y* € X*.

Ulesanne 12.1. Veenduda selles. Seejuures tdestada, et | A*y*|| < ||A]| ||y*].

Lause 12.1. Olgu X ja'Y normeeritud ruumid ning olgu A € L(X,Y"). Kaasoperaa-
tor A*: Y* — X* on pidev ja lineaarne, s.t. A* € L(Y*, X*). Seejuures || A*]| = ||A]|.
TOEsTUS. Vahetult on kontrollitav, et kaasoperaator A* on lineaarne.

Ulesanne 12.2. Téestada, et operaator A* on lineaarne.
Edasi, vordustest
sup [|A"y*[| = sup sup |(A*y)(z)| = sup sup [y*(Az)|
y*E By * y*€Byx* x€Bx y*EByx* t€Bx

= sup sup |y"(Az)| = sup [ Az = [[A]

r€Bx y*€By=*
jareldub, et A* € L(Y™*, X*), kusjuures ||A*|| = || A]|. O

Ulesanne 12.3. Olgu X normeeritud ruum. Téestada, et (Ix)* = Ix+. (Siin I'x ja Ix+ on vasta-
valt ruumide X ja X* {ihikoperaatorid.)

Lause 12.2. Olgu X, Y ja Z normeeritud ruumid ning olgu A, B € L(X,Y), a € K

ja C € L(Y, Z). Siis

(a) (A+ B)" = A"+ B*;

(b) (aA)* = aA*;

(c) (CA)* = A*C~.

(d) kui A on pioratav, kusjuures A1 € L(Y, X), siis ka A* on poératav, kusjuures
(A= (A7)

TOESTUS. (a), (b) ja (c). Fikseerime vabalt y* € Y*, 2* € Z* ja x € X. Viidete

(a), (b) ja (c) toestuseks piisab niidata, et

(a) ((A+B)y*)(z) = (A" + B)y")(a);

47
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(b) ((@A)y*)(x) = ((aA")y")(@);
(c) ((CA)2")(x) = (A C*2")(x).
Ulesanne 12.4. Tdestada need vordused.

(d). Eeldame, et A on pdoratav, kusjuures A~! € L(Y, X). Veendumaks, et A*
on podratav, kusjuures (A*)~! = (A~1)*, piisab téhele panna, et viite (c) ja iilesande
12.3| pohjal

A(AT) = (A7AY = (Iy)' = I
ja
(AT A = (AAY = (Iy)* = Iy-.
O]

Miérkus 12.1. Olgu X ja Y on normeeritud ruumid. Lausest (d), nihtub,
et kui A: X — Y on (normeeritud ruumide) isomorfism, siis ka A*: Y* — X* on
(normeeritud ruumide) isomorfism. Niisiis, kui X ja Y on isomorfsed, siis ka kaas-
ruumid X* ja Y™ on isomorfsed. Jargnevast {ilesandest jareldub, et kui X ja Y on
1someetriliselt isomorfsed, siis ka kaasruumid X* ja Y™ on isomeetriliselt isomorfsed.

Ulesanne 12.5. Toestada, et kui A: X — Y on isomeetriline isomorfism, siis ka A*: Y* — X*
on isomeetriline isomorfism.

Taiendavaid méarkusi ja iilesandeid

Olgu X ja Y normeeritud ruumid. Operaatori A € L(X,Y) kaasoperaatori A* € L(Y*, X*)
kaasoperaatorit A** := (A*)* € L(X™**,Y™**) nimetatakse operaatori A teiseks kaasoperaatoriks.
Analoogiliselt defineeritakse ka operaatori A kolmas kaasoperaator A*** := (A**)* € L(Y***, X***)
jne.

Ulesanne 12.6. Olgu X ja Y normeeritud ruumid ning olgu A € £(X,Y). Siis
A% jx =jy A
(siin jx: X — X** ja jy: Y — Y** on loomulikud sisestused teise kaasruumi, vt. § 10).

Ulesanne 12.7. Olgu X normeeritud ruum ning olgu jx: X — X** ja jx-: X* — X*** loomu-
likud sisestused. Toestada, et

(a) (jx)*jx+~ = Ix~ (siin Ix~ on kaasruumi X* iihikoperaator);
(b) 7 := jx~(jx)* € L(X**, X***) on projektor, kusjuures kerm = (jX(X))J‘ ja ranm =
Jx-(X™).

Projektorit m = jx«(jx)*: X*** — X*** {ilesandest [12.7 (b), nimetatakse Dizmier’ projekto-
riks. Kuna X*** = ranm @ ker 7, siis

1

X = jx-(X7) @ (jx (X)) (12.1)
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Ulesanne 12.8. Olgu Y ruumi X kinnine alamruum ning olgu ¢: X — X/Y kanooniline kujutus.
(a) Toestada, et rang* C Y1,
(b) Teoreemi [11.5 (b), pohjal on kujutus 7: Y+ — (X/Y)*,
(Tz*)(xz+Y)=a%(x), z€X, z*eY™t
isomeetriline isomorfism. Defineerime kujutuse ¢*: (X/Y)* > f + ¢*f € Y+ (teisisonu, ¢*

on kaasoperaator ¢* tolgendatuna operaatorina (X/Y)* — Y (meenutame, et viite (a)
pohjal ran ¢* C Y1)). Toestada, et ¢ = T~ 1.
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II peatiikk.
Hilberti ruumid

§ 1. Skalaarkorrutisega ruum. Hilberti ruum

1.1. Skalaarkorrutisega ruum

Definitsioon 1.1. Oeldakse, et vektorruum H iile korpuse K on skalaarkorrutisega
ruum, kui tema igale jarjestatud elemendipaarile x,y € H on seatud vastavusse
kindel arv (x,y) € K, mida nimetatakse elementide z ja y skalaarkorrutiseks ja mis
rahuldab jargmisi tingimusi: koikide z,y, 2 € H ja o € K korral

1° (z,2) >0, kusjuures [(z,2) =0 < z=0];

2° (2,y) = (y,2);
37 (v 4 2,9) = (v,9) + (2,9);
4° (az,y) = a(z,y).
Mirkus 1.1.  (a) Kui K =R, siis aksioom 2° omandab kuju
2° (2,y) = (y, 2);
(b) Skalaarkorrutisega ruumi vektoralamruum on samuti skalaarkorrutisega ruum.

Loetleme moned skalaarkorrutise omadused: mis tahes x,y,2 € H ja a € K
korral

(1) ( ;

(2) (z+y,z+y)=(2,2) +2Re(z,y) + (y,9);
3) (z—y,x—y) = (z,2) = 2Re(z,y) + (¥, 9);
(4) (z,ay) =a(z,y);

(5) (2,0)=(0,2) =0;

(6) (az,ay) = |a*(z,y).
Ulesanne 1.1. Tdestada omadused (1)—(6).

o1
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1.2. Cauchy—Schwarz—Bunjakovski vorratus

Teoreem 1.1 (Cauchy—Schwarz—Bunjakovski vorratus). Olgu H skalaarkorrutisega
ruum. Siis mis tahes x,y € H korral

(@, 9) < V (2, 2) V(y,9). (1.1)
TOEsTUS. Olgu x,y € H. Mis tahes o € K korral

0< (z+ay,z+ay) = (z,7) + 2Re(z, ay) + (ay, ay)
= (,2) + 2Rea(z,y) + |a*(y,y).

Kui y # 0, jareldub sellest vorratusteahelast, vottes a = — (I’ y§7 et
Y,y
(z,9) |(z, y)|?
0< (z,x +2Re<— x,y>—|— Y,y
o (,9) () (,)? %:9)
2 2 9 9
SR o 1) g 23" iy ) (CY') g (¥

(y,y) (y, ) (. ) (. )

(,y)
o (@) i . L i
millest W.0) < (2, 2), s.t vorratus (L.1)) kehtib. Kui y = 0, siis on vorratuse (L.1)
(20
kehtivus ilmne. O

Ulesanne 1.2. Téestada, et Cauchy-Schwarz—Bunjakovski vorratuses (I.1) kehtib vordus para-
jasti siis, kui elemendid = ja y on lineaarselt soltuvad.

NAPUNAIDE. Tarvilikkuse toestuseks ideede leidmiseks soovitame uurida Cauchy—Schwarz—Bunja-
kovski vorratuse toestust.

1.3. Skalaarkorrutisega ruum kui normeeritud ruum. Hilberti
ruumi moiste

Teoreem 1.2. Skalaarkorrutisega ruum H on normeeritud ruum jdrgmise normi

suhtes:
loll = V@), em. (1.2)

TOESTUS.
Ulesanne 1.3. Tdestada, et vordusega (1.2)) defineeritud funktsioon ||-|| rahuldab normi aksioome.

NAPUNAIDE. Kolmnurga vorratuse kontrolli juures niidata, et mis tahes =,y € H korral ||z+y|? <
(llz]] + lly|)?. Selleks kasutada Cauchy—Schwarz-Bunjakovski vorratust.

[]

Mirkus 1.2. (a) Kui H on skalaarkorrutisega ruum, siis (jaotises toodud
skalaarkorrutise omaduste (2)—(3) pohjal) mis tahes x,y € H korral

lz £ y[I* = [l2]* + 2 Re(z, ) + [lyll*. (1.3)
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(b) Cauchy—Schwarz—Bunjakovski vorratuse voib skalaarkorrutisega ruumi H nor-
mi abil panna kirja jargmiselt:

|G,y < [l yll-

Teoreem 1.3. Skalaarkorrutisega ruumis H kehtib r6opkiiliku vordus:
o+ yll* + [lz = ylI* = 2([l2|* + yll*)  mis tahes 2,y € H korral, (1.4)

s.t. roopkiiliku diagonaalide ruutude summa on vordne tema kiilgede ruutude sum-
maga.

Mirkus 1.3. Saab niidata (vt. iilesannet [I.6), et kui normeeritud ruumis H kehtib
roopkiiliku vordus (1.4)), siis saab selles ruumis defineerida skalaarkorrutise (-, -) nii,
et tema norm esitub vordusega (1.2)). Niisiis, normeeritud ruumi norm on indutsee-
ritud mingi skalaarkorrutise poolt parajasti siis, kui see norm rahuldab ré6pkiiliku
vordust.

TeEOREEMI [L3] TOESTUS. Olgu z,y € H. Siis vorduse ([1.3) pohjal
2 +yl? + |z = ylI” = l2)1* + 2Re(z, y) + Iy + [[«]|* — 2Re(z, ) + ||yl
= 2([lz)1* + [lyll*)-
]

Lause 1.4. Skalaarkorrutis ruumis H on tema poolt indutseeritud normi suhtes
pidev, s.t. kui x, — x ja y, — y ruumis H, siis (x,,yn) — (z,v).

ToEsTus. Olgu z, — z ja y, — y ruumis H, s.t. ||z, —z|| = 0 ja |y, —y|| = 0.
Siis Cauchy—-Schwarz-Bunjakovski vorratuse pohjal

‘(znayn | ‘ Inayn ZL’ yn) + (:ann) - (xayﬂ
= (@0 — 2, 90) + (@, 50 — )| < (@0 — 2, 90)| + | (2,90 — )|
van — | lynll + 1121 lgn = yll —— Ollyll + [l=] 0 = 0.

]

Definitsioon 1.2. Skalaarkorrutisega ruumi (vaadelduna normeeritud ruumina) ni-
metatakse pre- Hilberti ruumaks. Téielikku skalaarkorrutisega ruumi nimetatakse Hil-
berti ruumiks.

Jargnev lause jareldub vahetult Hilberti ruumi definitsioonist ja faktist, et téie-
liku normeeritud ruumi alamruum on téaielik parajasti siis, kui ta on kinnine.

Lause 1.5. Hilberti ruumi (vektor)alamruum on Hilberti ruum parajasti siis, kui ta
on kinnine.

Paragrahvi lopetuseks toome moned néited Hilberti ruumide kohta.



54 II. Hilberti ruumid

Naide 1.1. Meile tuntud ruumidest on Hilberti ruumid jargmised:

o (7 — skalaarkorrutisega
(z,y) = ify‘ M v =(§)j=1, y= ()= € £3;
j=1
e /5 — skalaarkorrutisega
(@) = 36T o= () v = () €
j=1
e [s(a,b) — skalaarkorrutisega

b
(z,y) :/ x(t)ﬁdt, x,y € Lo(a,b).

Igaiihes neist ruumidest indutseerib skalaarkorrutis esialgse normi.

Taiendavaid méarkusi ja tilesandeid

Ulesanne 1.4. Olgu H prehilberti ruum ning olgu z,y,x; € H, j € N. Toestada, et
(a) (z,2)=(y,2) iga z € H korral = x=y;
(b) (z,z) = (2,y) iga z € H korral = z=y;
() llz]* =Re(z,y) = ly|* = z=uy;
(d) kui H on reaalne ruum, siis [(x —y,x+y) =0 <= |z =yl
© lzll =yl =z +n)]|=1 = z=y
0 @0) — @0, oyl == ol = o ——
(g) kehtib iildistatud rédpkiiliku vordus: mis tahes n € N korral

n 2 n
ST e =2m> Nl
j=1

8j:i1 j:l

Ulesanne 1.5. Olgu H prehilberti ruum. Toestada, et mis tahes z,y € H korral
(a) (z,iy) = —(iz,y);
(b) Im(z,y) = Re(x,1y) = — Re(iz, y);
(¢) Re(z,y) = —Im(z,iy) = Im(iz,y);

(d) Re(@,y) =7 (lz+yl* = llz —yl?);

(e) Im(z,y) =

e N

(Il + iyl* — ll= — iy]1?).
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Ulesanne 1.6. Toestada, et kui normeeritud ruumis H kehtib réopkiiliku vordus, s.t.
|z +ylI* + |z — ylI*> = 2(|lz||*> + ly[|?) mis tahes z,y € H korral,

siis juhul, kui H on reaalne ruum, saab temas defineerida skalaarkorrutise vordusega

(r.9) = 1 (e + 9l =l —9l?), =y € H,
kui aga H on kompleksne ruum, siis vordusega
(z,y) = i(llw +yll? = o —yl® + iz + iyl —ille —ayl?), z,yeH.
Seejuures molemal juhul on ruumi H norm indutseeritud selle skalaarkorrutise poolt, s.t.
|z = v/(x,z) iga x € H korral.
Ulesanne 1.7. Olgu H prehilberti ruum. Téestada, et iga = € H korral

|| = sup |(x,y)|.
yEBH

Ulesanne 1.8. Olgu H; ja H, prehilberti ruumid ning olgu A € L(Hq,Hs) (st A: Hi — Hy on
pidev lineaarne operaator). Toestada, et

|All = sup |(Az,y)l.
z€By,
yEBy,

NAPUNAIDE. Kasutada iilesannet [[.7

Miérkus 1.4. Kui definitsioonis [[1] kehtib aksioomi
1° (z,z) > 0, kusjuures [(z,2) =0 <= z=0]
asemel (temast norgem) aksioom
1°° (z,x) =20,

siis Geldakse, et H on poolskalaarkorrutisega ruum ning arvu (z,y) nimetatakse elementide x ja y
poolskalaarkorrutiseks.

Poolskalaarkorrutisel on koik skalaarkorrutise omadused (1)—(6) lehekiiljelt Samuti jaab
teoreem kehtima, kui temas eeldada, et H on poolskalaarkorrutisega ruum. Teisisonu, Cauchy—
Schwarz—Bunjakovski vorratus kehtib ka poolskalaarkorrutise jaoks.

Ulesanne 1.9. Téestada teoreem |1.1|eeldusel, et H on poolskalaarkorrutisega ruum (s.t. toestada
Cauchy—Schwarz—Bunjakovski vorratus poolskalaarkorrutise jaoks).

NAPUNAIDE. Kohandada sobivalt teoreemi [L1] toestust.
Juhime t&helepanu, et iilesande [I.2] viiide poolskalaarkorrutise jaoks ei iildjuhul ei kehti.

Mirgime, et poolskalaarkorrutisega ruumis H on funktsioon H > z — +/(z,z) poolnorm.



§ 2. Ortogonaalsus skalaarkorrutisega ruumis

Koikjal selles paragrahvis olgu H skalaarkorrutisega ruum, olgu A, B C H ning olgu
x,y,xj,y; €H, j=1,2,....

Definitsioon 2.1. Oeldakse, et
e clemendid z ja y on ortogonaalsed ja kirjutatakse z L y, kui (z,y) = 0;

e clement = on ortogonaalne hulgaga A ja kirjutatakse x | A, kui z L a iga
a € A korral;

e hulgad A ja B on ortogonaalsed ja kirjutatakse A 1 B, kui a L b koikide
a € Ajabe B korral.

GEOM. TOLGENDUS, JOONIS!
Definitsioon 2.2. Alamhulga A ortogonaalseks tdiiendiks nimetatakse hulka
At = {xGH: xJ_A}.
Jérgnev lause votab kokku lihtsamad ortogonaalsusega seotud omadused.
Lause 2.1. (1) zlz << x=0;
rly = ylx;
3) v L{y,... g (neN) = w137 yy
rxly = =zl ay igaacK korral;
5) x Ly; igaj € Nkorral, y =y — 2 Ly;
6) v; Ly, igaj € Nkorral, z; 2,9y, =y = a Ly,

r1l H <— x=0;
r1l A = x lspanA;
r 1l A = xl A

rl1l A = x lspanA;

)

)

)

)

)

)

8§) re ANAt = x=0;

)

)

)

)

) At = (span A)*;
)

(
(
(12) = L A, kus A on pohihulk (s.t. spanA = H) = 2=0;
(
(

A<+ on ruumi H kinnine alamruum.

26
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TOESTUS.

Ulesanne 2.1. Toestada viited (1)—(14).
[

Teoreem 2.2 (Pythagorase teoreem). Olgu elemendid z1,...,z, € H (n € N)
paarikaupa ortogonaalsed, s.t. x; L x;, kui i # j. Siis

2 n
2
= Nl
j=1
TOESTUS. Skalaarkorrutisega ruumi normi definitsiooni kohaselt

i= j=1 i=1 j=1 i=1

n

>

j=1

n

2

j=1

Kuna ¢ # j korral (z;,z;) = 0, siis

2 n

= Z(%‘v%‘) = Z 5.

j=1

n

2

j=1

[]

Teoreem 2.3. Olgu H Hilberti ruum. Paarikaupa ortogonaalsete litkmetega rida
Z?; x; ruumis H koondub parajasti siis, kui tema lidkmete normide ruutude rida

koondub, s.t.
o0
> llayl? < oo
j=1
Seejuures
0 2 o0
ol = Nl
j=1 j=1

TOEsTUS. Tarvilikkus. Kui rida Z;; x; koondub, siis Pythagorase teoreemi pohjal

[e’] 2 n oo
> = lim Y oy = 3
7=1 7j=1 7=1

Muuhulgas Y22, [|lz,]|* < oc.

2 2

= lim
n—oo

n

lim E Ij
n—»00

Jj=1

n

2

Jj=1

Piisavus. Olgu 3% ||z;]|* < oo. Kuna Hilberti ruum H on taielik, siis piisab
rea Z;; x; koonduvuseks ruumis H néidata, et tema osasummade jada on Cauchy
jada, s.t. m > n korral

n

m
E $j'— E %j
=1

j=1

= — 0.

n—oo

m
>
j=n+1
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Veendume selles: kui m > n, siis Pythagorase teoreemi pohjal

m 2 m e%]
Sl = > P < Y wlP —=0
j=n+1 Jj=n+1 j=n-+1

(sest koonduva arvrea 2| ||z, jédkliige koondub nulliks), aga siit jareldub, et ka
‘ Z;n:n—&-l €

NB! Alates jargnevast paragrahvist sonastame enamiku tulemustest ainult Hil-
berti ruumide jaoks, kuigi osa neist kehtib ka pre-Hilberti ruumide juhul.

—— 0, nagu soovitud. ]

n—oo

Taiendavaid iilesandeid
Ulesanne 2.2. Olgu H reaalne skalaarkorrutisega ruum ning olgu x,y € H. Tdestada, et
ely <= |aol* +yl* =z +yl
Kas see samaviarsus kehtib ka kompleksses ruumis?
Ulesanne 2.3. Olgu H skalaarkorrutisega ruum ning olgu z,y € H. Téestada, et
() zly <<= |z| <|z+ay|| iga a € K korral;
(b)) zly <= |lz—ay|| <|z+ay| iga a €K korral.
Ulesanne 2.4. Kas rida Y37 | 74 koondub ruumis f5, kui

(a) zx=(0,...,0,1,0,0,...);
—_——



§ 3. Parima lahendi olemasolu Hilberti ruumi
kinnises alamruumis

Kui X on normeeritud ruum ning L C X ja x € X, siis elemendi x kaugus hulgast L
defineeritakse vordusega
d(z,L) := ing |z — z||.
ze

Seejuures

e iildjuhul (isegi siis, kui L on kinnine alamruum) ei tarvitse elemendil x eksis-
teerida alamhulgas L parimat [ihendit, s.t. niisugust elementi y € L, mille

korral d(z, L) = ||z — y|| (vt. iilesandeid [3.4] ja 3.5 ning teoreemi [3.4));

e iildjuhul ei tarvitse elemendi x parim ldhend alamhulgast L (kui ta eksisteerib)
olla iitheselt médratud (vt. nait. iilesannet [3.6).

Jargnevas ndeme, et kui L on Hilberti ruumi A kinnine alamruum, siis mis tahes
elemendil x € H on alamruumis L parim ldhend olemas, kusjuures see lihend on
ainus.

Teoreem 3.1. Olgu L Hilberti ruumi H kinnine alamruum ning olgu x € H. Siis
letdub parajasti ks element y € L ni, et

| = yll = d(z, L).
TOEsTUS. Olgu y, € L, n=1,2,..., sellised, et
[ = ynll —— d(z, L) =: d.

Elemendi x parima ldhendi olemasoluks alamruumis L piisab néidata, et jada (y,,)%,
koondub, sest sel juhul alamruumi L kinnisuse tottu y := lim,,_, ¥, € L, kusjuures

lz =yl = lim |z —y.| = d,
n—oo

s.t. y on elemendi z parim ldhend alamruumis L. Jada (y,)5,; koonduvuseks piisab
ruumi H téielikkuse tottu ndidata, et ta on Cauchy jada, s.t. ||ym — yn|| —— 0.

m,n—00
Selleks paneme tahele, et mis tahes m,n € N korral réopkiiliku vorduse pohjal

(JOONIS!)

ym = yall® = 2(1ym — 2)* + lyn — 2[*) = [|Ym + v — 22|

Kuna )

vt

2

(sest kuna L on alamruum, siis 22242 € [ ning jérelikult |22 — 2| > d), siis

o + 9 — 22 :4\

0 < Mlym = ynll® < 2(Ntwm — 2" + llyn — 2[*) — 4d* ——— 4d* — 4d* =0,

seega ||Ym — Yn|| —— 0, nagu soovitud.
m,n— 00

29
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Jadab veenduda parima ldhendi {ihesuses. Olgu yy,y2 € L sellised, et ||z — y|| =
| — y2|| = d. Peame néitama, et y; = yo. R66pkiiliku vorduse pohjal [(JOONIS!)

2([lz — i l* + lz = v2lI”) = llyr — voll> + llv1 + v2 — 22|,

millest N )
A8 = Ny = ol + 4| 252 = 2| >y — gl + 4
(kuna “3%2 € [, siis H% — xH > d), mis on voimalik vaid siis, kui y; = 9. O

Mairkus 3.1. Teoreemi [3.1] vdide jadb kehtima, kui seal asendada eeldus, et L on
ruumi A kinnine alamruum, (norgema) eeldusega, et L on ruumi H kinnine kumer
alamhulk. Seejuures jaiab ka teoreemi toestus peaaegu sona-sonalt samaks.

Teoreem 3.2. Olgu L Hilberti ruumi H alamruum ning olgu x € H ja y € L.
Jargmised vaited on samavadrsed:

(i) y on elemendi x parim léhend alamruumist L;
(i) v —y L L.
TOEsTUS. (i)=(ii).
Ulesanne 3.1. Téestada implikatsioon (i)=(ii).
NAPUNAIDE. Kasutada iilesannet (a).

Esitame sellele implikatsioonile ka toestuse, mis ei kasuta iilesannet (Kill
aga kasutab see toestus iilesande 2.3] (a), lahenduse ideed.)

Implikatsiooni (1)=(il) tdestus, mis ei kasuta tlesannet [2.3 Olgu y elemendi
x parim lihend alamruumist L ning olgu u € L. Implikatsiooni toestuseks peame
néditama, et (z —y, u) = 0, kusjuures iildisust kitsendamata voime eeldada, et ||u|| =
1. Selleks paneme tihele, et iga o € K korral

lz =yl = min flz — 2|* < [lz = (y + aw)|* = [|(z = y) — e
= llz = ylI* = 2Re(z — y, o) + [laul]* = [lz — y|* — 2Re@ (v — y,u) + |af*,
jarelikult iga o € K korral
2Rea (z —y,u) < |af’.
Vottes o = (x — y, u), saame viimasest vorratusest, et
2|(z -y, u)* < [(x -y, u)?,
mis on voimalik vaid siis, kui (z —y,u) = 0.
(ii)=(i). Olgu  — y L L. Siis mis tahes u € Y korral
lz = ull® = [l(z —y) + (y = w* = |z = ylI* + [ly — u*

(viimane vordus kehtib Pythagorase teoreemi pohjal, sest kuna y—u € L, siis eelduse
r—y L Lpdhjal z —y L y—u); seega min,ey, || —u|| = ||z —y||, s.t. y on elemendi
x parim ldhend alamruumis L. O
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Ulesanne 3.2. Toestada parima lihendi iihesus teoreemis kasutades teoreemi implika-
tsiooni (i)=-(ii).

Teoreem 3.3. Olgu K Hilberti ruumi H kumer alamhulk ning olgux € H jay € K.
Jargmised vdited on samavddrsed:

(i) y on elemendi x parim lihend alamhulgas K ;
(i) Re(z —y,v —y) <0 iga v € K korral.

TOESTUS.
Ulesanne 3.3. Toestada teoreem Eil

Taiendavaid méarkusi ja tilesandeid

Ulesanne 3.4. Olgu L := {(Ej)]"‘;l €ly: Z;i1 j]? & = 0}. Toestada, et

(a) L on ruumi ¢; kinnine alamruum;

(b) d(e1, L) = 3

(c) igay € L korral |le; — y|| > 3.
Ulesanne 3.5. Olgu o; > 0, j € N, Yoy = 1ning L := {(Q)‘;‘;l €cor Do q;& = 0}.
Toestada, et

(a) L on ruumi ¢q kinnine alamruum;

(b) d(e1, L) = a;

(c) igay € L korral |lex — y| > a.
Mirkus 3.2. Ulesannete [3.4]ja [3.5] taga peituvat fenomeni selgitab jirgnev teoreem

Teoreem 3.4. Olgu X Banachi ruum ning olgu f € X* \ {0}. Jargmised viited on samavddrsed:
(i) leidub z € Sx nii, et |f(z)| = ||f||;
(i) iga x € X \ ker f korral leidub y € ker f nii, et |z — y| = d(x, ker f);
(iii) leidub x € X \ ker f, mille korral leidub y € ker f nii, et ||z — y|| = d(z, ker f).

TOESTUS. Teoreemi toestus toetub jirgmisele t&helepanekule: mis tahes z € X \ ker f korral
X = span{z} @ ker f (vt. iilesannet 19.8), seega

u axr +v flaxr +v
1= sup 1FG) = sup ‘f()‘: sup ()‘: w0zt 0)]
z€Sx u€ X \ker f ”u” acKk\{0} ||CY$+UH a€K\{0} |\ax+v||
veker f vEker f
o x—l—lv
oy PEHRON Vel W@ S
aerrvioy lof Jo+ 2o yerersr le+yl  yerers 24yl yerers Iz =yl

er |

f@  _  f@)

inf o —yll  d(zker f)’
ot e =yl d(z, ker f)
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(i)=(ii). Kehtigu (i) ning olgu = € X \ ker f. Siis mingite o € K\ {0} ja v € ker f korral
z = ax + v, seega

_ _ @ flaxto) _|fEtgo)|  f@] _ If(@)
=TI = T aol ~ o 2ol T+ 2o~ e (-2l
millest valemi || f|| = 7£(Zs pohjal

Hx - (-1 v)H = |f(f$”) = d(z, ker f).

(if)=-(iii) on ilmne.
(iii)=(i). Kehtigu (iii). Siis

(@) :Iﬂ@:Lﬂ@—f@N:‘(x—y>
ke ) Jo—yl ~ Je—yl fo I

)

17 = -

seega, z 1= =y € Sx, kusjuures |f(z)| = [ f[|. O

Ulesanne 3.6. Leida elemendi e = (1,1,1,...) kaugus d(e, cp) alamruumist co ruumis c. Leida
X1, T2 € g, T1 F# X2, mille korral ||e — z1]| = |le — z2| = d(e, ¢p).



§ 4. Projektsioonide teoreem

4.1. Ortogonaalsumma

Definitsioon 4.1. Olgu H Hilberti ruum ning olgu L ja M ruumi H kinnised
alamruumid. Kui L 1 M ning iga x € H esitub kujul

r=y+z2 kusyeLjaze M,
siis 6eldakse, et H on alamruumide L ja M ortogonaalsumma ja kirjutatakse
H=Lo M.

Ortogonaalsumma markimiseks kasutatakse sama tahistust, mis otsesumma jaoks.
Ortogonaalsumma ja otsesumma moistete vahekorda selgitavad jargnev lause ja
markus Jargnevas reserveerime siimboli & ortogonaalsumma jaoks.

Lause 4.1. Hilbert: ruumi alamruumide ortogonaalsumma on otsesumma.

TOEsTUS. Olgu Hilberti ruum H kinniste alamruumide L ja M ortogonaalsumma
ning olgu y+z = y'+2/', kus y,y € Ljaz, 2 € M. Veendumaks, et ortogonaalsumma
L & M on otsesumma, piisab niidata, et ¢y = y ja 2’ = z. Selleks paneme téhele, et
kuna L ja M on alamruumid, siis L > y—y' = 2’—2 € M C L*. Kuna LNL*+ = {0},
siisy—y =2 —2=0,s.t. 3y =yjaz =z nagu soovitud. O

Maérkus 4.1. Hilberti ruumi kinniste alamruumide otsesumma ei tarvitse olla iild-
juhul ortogonaalsumma: niiteks reaalne Hilberti ruum ¢3 on oma (kinniste) alam-
ruumide

L:={(0): £cR} ja M:={(£¢: R}

otsesumma, kuid mitte ortogonaalsumma, sest L Y M.

Lause 4.2. Olgu H Hilberti ruum ning olgu L ja M ruumi H kinnised alamruumad.
Kui H=L®M, siis M = L.

TOESTUS. Olgu H = L @ M. Siis L 1. M, seega M C L*, niisiis jiib niidata, et
L+ C M. Olgu x € L*. Peame niitama, et x € M. Kuna H = L & M, siis element
x esitub kujul x =y + 2z, kusy € Ljaz € M C L*+. Kuna y = v — 2z € L+, siis
y=0 (sest y € LN Lt = {0}), seega x = z € M, nagu soovitud. O

4.2. Projektsioonide teoreem

Teoreem 4.3 (projektsioonide teoreem). Olgu L Hilberti ruumi H kinnine alam-
ruum. Siis iga x € H esitub iheselt kujul

r=vy+z kusy€Ljazelt, (4.1)

Niisiis H = L & L*. Seejuures element y € L esituses (4.1) on elemendi x parim
lahend alamruumist L.
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Definitsioon 4.2. Elementi y esitusest (4.1]) (s.t. elemendi z parimat lihendit alam-
ruumist L) nimetatakse elemendi x ortogonaalseks projektsiooniks alamruumile L.

PROJEKTSIOONIDE TEOREEMI TOESTUS. Olgu x € H ning olgu y € L elemen-
di z parim lihend alamruumist L. Teoreemi toestuseks piisab (lause pohjal)
markida, et teoreemip()hjal z = x—y € L*, kusjuures v = y+(z—y) = y+z. [

Lause 4.4. Olgu H Hilberti ruum ning olgu A C H. Siis (A+)+ = span A.

ToEsTUS. Kuna A+ = (span A)* (vt. lause [2.1), siis piisab niidata, et ruumi H
kinninse alamruumi L korral (L+)t = L. Projektsioonide teoreemi pohjal liitmise
kommutatiivsuse tottu

H=LoL =L"aL
Lause 4.2| pohjal (L4Y)*+ = L. O

4.3. Ortoprojektorid

Olgu H Hilberti ruum ning olgu L ruumi H kinnine alamruum. Projektsioonide teo-
reemist teame, et H = L@ L+ (ortogonaalsumma). Teame, et iga ortogonaalsumma,
on otsesumma.

Definitsioon 4.3. Lineaarset projektorit P: H — H, mille puhul ran P = L ja
ker P = L+, nimetatakse ortoprojektoriks ((kinnisele) alamruumile L).

Lause 4.5. Olgu P ortoprojektor Hilberti ruumi H kinnisele alamruumile L. Siis
(a) P € L(H,H) (s.t. P on pidev ja lineaarne); seejuures, kui L # {0}, siis
1Pl = 1.
(b) P on siimmeetriline, s.t.

(Pz,y) = (x, Py) mis tahes x,y € H korral.

TOESTUS. (a). Olgu x € H. Viite toestuseks piisab ndidata, et || Pz|| < ||z]|.

Toepoolest, niisugusel juhul on P tokestatud ning seega pidev, kusjuures || P|| < 1. Kuna pideva
nullist erineva projektori norm on alati > 1, siis juhul L # {0} kehtib ||P| = 1).

Kuna z = Pz + (x — Px), kusjuures Pz 1 (z — Pz) (sest Pr € ranP = L ja
x — Pz € ker P = L), siis Pythagorase teoreemi pohjal

l]|* = [[Pz|* + ||z — Pz]]?,
millest jéreldubki, et || Pz|| < ||z]|.
(b). Olgu =,y € H. Siis
(Pz,y) = (Px,y — Py) + (Px, Py) = (Px, Py) = (Px — x, Py) + (z, Py)
= (z, Py).
O

Piisavaid tingimusi selleks, et pidev lineaarne projektor Hilberti ruumis oleks
ortoprojektor, annab iilesanne |4.2
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Taiendavaid méarkusi ja tilesandeid

Ulesanne 4.1. Olgu L Hilberti ruumi H kinnine pirisalamruum (s.t. L G H). Toestada, et leidub
x € L\ {0}.

NAPUNAIDE. Kasutada projektsioonide teoreemi.

Ulesanne 4.2. Olgu H Hilberti ruum ning olgu P: H — H pidev lineaarne projektor. Toestada,
et

(a) kui ran P 1 ker P, siis P on ortoprojektor (kinnisele alamruumile ran P);
(b) kui ||P|| =1, siis P on ortoprojektor (kinnisele alamruumile ran P);
(¢) kui P on siimmeetriline, siis P on ortoprojektor (kinnisele alamruumile ran P).

NAPUNAIDE. Viite (b) toestuseks ndidata, et ran P L ker P. Selleks kasutada {ilesannet (a).

Mirkus 4.2. Ulesande vdide (c) kehtib ka ilma eelduseta projektori P pidevuse ja lineaarsuse
kohta, sest iga stimmeetriline operaator Hilberti ruumis on pidev ja lineaarne (vt. iilesannet |4.3)).

Definitsioon 4.4. Olgu H skalaarkorrutisega ruum. Oeldakse, et operaator A: H — H on siim-
meetriline, kui
(Az,y) = (x, Ay) mis tahes x,y € H korral.

Ulesanne 4.3. Olgu H skalaarkorrutisega ruum ning olgu A: H — H siimmeetriline operaator.
Toestada, et

(a) A on lineaarne;

(b) kui H on Hilberti ruum, siis A on pidev.

NAPUNAIDE. Vérduse A(az+y) = aAx+ Ay tdestuseks kasutada iilesannet (a). Operaatori A
pidevuse toestuseks (ruumi H téielikkuse eeldusel) kasutada teoreemi kinnisest graafikust. Selleks,
kui z,, = z ja Ax,, — y ruumis H, siis vorduse Az = y tdestuseks kasutada jillegi iilesannet (a).



§ 5. Hilberti ruumi kaasruum

5.1. F. Rieszi teoreem pideva lineaarse funktsionaali tildkujust
Hilberti ruumis

Olgu H Hilberti ruum ning olgu y € H. Paneme tihele, et funktsionaal f: H — K,

f(z)=(z,y), x€H, (5.1)

on pidev ja lineaarne, kusjuures || f|| = [|y||.
Ulesanne 5.1. Toestada, et f € H*, kusjuures || f|| = ||y||.

Jargnev teoreem iitleb, et iga f € H* on esitatav iilaltoodud viisil.

Teoreem 5.1 (F. Rieszi teoreem pideva lineaarse funktsionaali iildkujust Hilberti
ruumis). Olgu H Hilberti ruum ning olgu f: H — K. Siis f € H* parajasti siis,
kui leidub element y € H nii, et kehtib (5.1)). Seejuures ||f|| = ||yl ja element y on
theselt madratud.

TOESTUS. Piisavus ja vordus ||f|| = [|ly|| on toestatud iilesandes [5.1]

Tarvilikkus. Olgu f € H*. Leiame elemendi y € H nii, et kehtib (5.1). Kui
f =0, siis voime votta y = 0. Niisiis jadb vaadelda juhtu, kus f # 0. Sellisel juhul
ker f # H, jérelikult leidub z € (ker f)* \ {0}.

Toepoolest, kuna projektsioonide teoreemi pohjal H = ker f & (ker )=+, siis (ker f)+ # {0},
sest vastasel korral oleks H = ker f. Seega leidub z € (ker f)* \ {0}.

Paneme tihele, et iga x € H korral

s.t. . — 29 2 ¢ ker f, jarelikult (arvestades, et z € (ker f)F)

f(z)
(- F5) =0

@)W
S O &

_ /() r,2)= | mz
0= i o) = (= 7 =)

Niisiis me voime votta y = ﬁ;(ﬁ% z.

Jadb toestada elemendi y iihesus esituses (5.1). Olgu y,y’ € H sellised, et iga
x € H korral f(z) = (z,y) = (z,y). Peame niitama, et y = ¢'. Kuna iga x € H
korral (z,y —y') = 0, siis y —y' L H, jarelikult y — v = 0 ehk y = ¢/, nagu
soovitud. O]

millest
I1211%,

jarelikult

66



§ 5. HILBERTI RUUMI KAASRUUM 67

Paneme téhele, et kujutus J: H — H*,
(Jy)(x) = (z,y), =€ H,yeH, (5.2)
on kaaslineaarne, s.t.
1° J(y+ 2) = Jy + Jz koikide y, z € H korral (s.t. J on aditiivne);
2° J(ay) = aJy koikide y € H ja « € K korral (s.t. J on kaashomogeenne).

Ulesanne 5.2. Téestada, et J on kaaslineaarne.

Kui H on reaalne Hilberti ruum, siis J on lineaarne. F. Rieszi teoreemi pohjal
on J bijektsioon, kusjuures iga y € H korral ||Jy| = ||y||, s.t. J on isomeetriline.

Vordusega (5.2)) defineeritud kujutust J: H — H* nimetatakse kanooniliseks
1somorfismiks Hilberti ruumi H ja tema kaasruumi H* vahel.

Ulesanne 5.3. Téestada, et J~': H* — H on kaaslineaarne.

5.2. Hilberti ruumi kaasruum kui Hilberti ruum
Teoreem 5.2. Hilberti ruumi kaasruum on Hilberti ruum.

TOEsTUS. Olgu H Hilberti ruum. Teoreemi toestuseks peame néitama, et norm
ruumi H kaasruumis on indutseeritud skalaarkorrutise poolt, s.t. me saame definee-
rida skalaarkorrutise (-,-) ruumis H* nii, et

£l =/(f, f) iga f € H* korral.

Olgu J: H — H* kanooniline isomorfism. Defineerime f,g € H* korral

(f.9) =g, T ).

Siis (-, ) on skalaarkorrutis.

Ulesanne 5.4. Veenduda, et (-, -) rahuldab skalaarkorrutise aksioome.

Seejuures iga f € H* korral

IFI =17 1l = (I, T7H) = V(L ).

5.3. Hilberti ruumi refleksiivsus
Teoreem 5.3. Hilberti ruum on refieksiivne.

Meenutame (vt. definitsioon 1]10.1)), et Banachi ruumi X nimetatakse refleksiivseks,
kui tema kanooniline sisestus oma teise kaasruumi jyx: X — X**, kus

(jxx)(z*) =2%(z), "€ X", zelX,

on siirjektsioon.
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TEOREEMI [5.3] TOESTUS. Olgu H Hilberti ruum ning olgu F' € H**. Ruumi H
refleksiivuseks piisab nididata, et leidub x € H nii, et jgz = F, s.t. iga f € H*
korral

F(f) = Gu)(f) = f(z).
Olgu J: H — H* kanooniline isomorfism. Kuna H* on Hilberti ruum, siis F. Rieszi
teoreemi pohjal leidub g € H* nii, et iga f € H* korral

F(f)=(f.9) =g, Jf)=f(J'g).

Niisiis me voime votta z = J g € H. O

Taiendavaid tilesandeid

Ulesanne 5.5 (vordle ﬁlesandega. Olgu H Hilberti ruum. Kasutades Hahn-Banachi teoreemi
jareldust 1[10.5]ja Rieszi teoreemi toestada, et iga « € H korral

|zl = sup |(x,y)|.
yEBH

Ulesanne 5.6. Ilma Hahn-Banachi teoreemi kasutamata toestada jirgmised viited.

(a) (Hahn-Banachi teoreem Hilberti ruumis.) Olgu L Hilberti ruumi H alamruum. Igal funk-
tsionaalil g € L* korral leidub parajasti iiks jatk f € H*, mille korral || f]| = ||g]|-

(b) Hilberti ruumi H mis tahes elemendi = # 0 jaoks leidub funktsionaal f € H* nii, et || f|| =1
ja f(z) = ||=||. Leida eeskiri sellise funktsionaali defineerimiseks.

(c) (Hilberti ruumi siledus.) Hilberti ruumi H mis tahes elemendi x # 0 jaoks leidub parajasti
iiks funktsionaal f € H* nii, et || f]| =1 ja f(z) = ||z

(d) Kui L on Hilberti ruumi H kinnine alamruum ja x € H \ L, siis leidub f € H* nii, et
f(z) =1, f(y) =0iga y € L korral ning ||f| = ﬁ

(e) Hilberti ruum on separaabel parajasti siis, kui tema kaasruum on separaabel.



§ 6. Ortonormeeritud siisteemid

6.1. Ortonormeeritud slisteemi moiste

Definitsioon 6.1. Oeldakse, et Hilberti ruumi elementide siisteem S on ortogonaal-
ne, kui tema elemendid on paarikaupa ortogonaalsed, s.t.

s,teS,s#t = sLlt (st (s,t)=0).

Oeldakse, et siisteem S on ortonormaalne (ehk ortonormeeritud), kui ta on ortogo-
naalne ja ||s|| = 1 iga s € S korral, s.t.

1, kuis=t,
(s,1) = .
0, kuis#t.

Ulesanne 6.1. Olgu S ortonormeeritud siisteem Hilberti ruumis H ning olgu z,y € S, © # .
Téestada, et ||z — y| = v/2.

Niide 6.1. Ruumis /3 siisteem
e1=(1,0,...,0), e =1(0,1,0,...,0), ..., e,=(0,...,0,1)
on ortonormeeritud sisteem.

N4iide 6.2. Ruumis ¢, slisteem

er=(1,0,..), e=(0,1,0,...), ..., ey =(0,...,0,1,0,...),

on ortonormeeritud siisteem.
Niide 6.3. Ruumis Lo(—m, 7) trigonomeetriline siisteem

1, cost, sint, cos2t, sin2t, cos3t, sindt,

on ortogonaalne kuid mitte ortonormeeritud siisteem.
Ulesanne 6.2. Veenduda selles.
Trigonomeetriline siisteem
1 cost sint cos2t  sin2t cos3t  sin 3t
VoV ARV AR SRV ARV A

on ortonormeeritud siisteem ruumis Lo(—7, 7).

Ulesanne 6.3. Veenduda selles.
Niide 6.4. Kompleksses ruumis Ly (0, 1) siisteem

e n =0, £1, £2, £3, ...

Y

on ortonormeeritud siisteem.

Ulesanne 6.4. Veenduda selles.
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Lause 6.1. Kui ortogonaalne stisteem Hilberti ruumis ei sisalda nullelementi, siis
ta on lineaarselt soltumatu.
Jargnev tulemus on vahetu jareldus lausest

Jareldus 6.2. Ortonormeeritud susteem Hilberti ruumis on lineaarselt soltumatu.

LAUSE [6.1] TOESTUS. Olgu S ortogonaalne siisteem Hilberti ruumis H, mis ei si-

salda nullelementi, ning olgu si,...,s, € S ja ay,...,a, € K (n € N) selli-

sed, et " ajs; = 0. Siisteemi S lineaarseks soltumatuseks piisab niidata, et
J_

o= =aq, =0.

Mis tahes k € {1,...,n} korral

n

n
0= (Z ;Sq, Sk) = Z%(Sz‘,sk) = Otk(Sk, Sk) = O HSkH27
i=1

i=1
millest, arvestades, et ||s|| # 0, jareldub, et oy, = 0. O

Teoreem 6.3. (a) Loplikumootmelises Hilberti ruumis H # {0} eksisteerib orto-
normeeritud baas.

(b) Kui {e1,...,en} (n € N) on ortonormeeritud baas Hilberti ruumis H, siis iga
x € H korral

n

xr = Z(a:,ej)ej. (6.1)

J=1

TOEsTUS. (b). Olgu {ey,...,e,} (n € N) ortonormeeritud baas Hilberti ruumis H
ning olgu x = Y77 aje; € H. Iga j € {1,...,n} korral

n n
(z,¢;) = (Z aj ek, €j) =D a(ene) = a;(¢,¢) = ay,
k=1 k=1

s.t. a; = (, e;), niisiis vordus (6.1]) kehtib.

(a). Toestame viite induktsiooniga loplikumdotmelise Hilberti ruumi mostme
jargi.

Koigepealt, igas ithemootmelises Hilberti ruumis on olemas ortonormeeritud baas,
sest kui {b} on sellise ruumi baas, siis {ﬁ b} on ortonormeeritud baas.

Eeldame niiiid, et igas (n — 1)-mo6tmelises Hilberti ruumis on olemas ortonor-
meeritud baas, ning olgu H n-mo6otmeline Hilberti ruum baasiga {by, . .., b, }. Tehtud
eelduse pohjal leidub ortonormeeritud siisteem {ey, ..., e, 1} ruumis H nii, et

span{ey,...,e,—1} =span{by,...,b,_1}

(sest tehtud eeldusel leidub (n — 1)-mootmelisel Hilberti ruumil span{b, ..., b,_1}
ortonormeeritud baas {ei, ..., e,_1}). Viite toestuseks jadb leida ¢ € H \ {0} nii, et

cl{er,...;en 1}
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(sest n-elemendiline ortonormeeritud siisteem {eq, ..., e, 1, ﬁ c} on jirelduse
pohjal lineaarselt soltumatu ning seega baas n-mootmelises Hilberti ruumis H).

Sellise elemendi olemasolu jareldub lihtsasti projektsioonide teoreemist voi, veelgi
kiiremini, {ilesandest O

Esitame iihe algoritmi ortonormeeritud baasi konstrueerimiseks loplikumootme-
lises Hilberti ruumis.

Olgu H n-mootmeline Hilberti ruum baasiga {by,...,b,}. Defineerime e; :=
Hb_11Hb1 ning jatkame induktiivselt: kui mingi j € {2,...,n} korral on leitud ortonor-
meeritud siisteem {ey, ..., e;_1} ruumis H nii, et span{ey,...,e;_1} = span{by,...,bj_1}

(aga elementi e; pole veel leitud), siis leiame elemendi ¢ € H \ {0} kujul

j—1
C:bj+Z@i€i, kus a1, ...,05-1 EK, (62)
i=1
nii, et ¢ L {e1,...,ej_1}, ja defineerime e; := ﬁc.

Margime, et soovitud omadustega element c¢ eksisteerib. Toepoolest, kui ¢ on
kujul (6.2)), siis ¢ # 0, sest vastasel korral

b] S Span{el, cee 6]',1} = span{bl, ey bjfl};
mis on vastuolus siisteemi {by, ..., b;} lineaarse séltumatusega. Edasi, kui ¢ on kujul
(6.2), siis mis tahes k € {1,...,7 — 1} korral

j—1
cle <= (ce)=0 <— (bj—l—Zoziei,ek):O
i=1

ehk, arvestades, et

j—1 Jj—1
(bj + ZO@' €, ek) = (bj, ek) + ZO&Z' (61', Gk) = (bj, €k> + o,

i=1 1=1

siis
cle, <= o=—(bjep).
Niisiis, me voime votta ¢ = b; — 3271 (b;, ;) €.
Kirjeldatud algoritmi n-md6tmelises Hilberti ruumis ortonormeeritud baasi {eq, . .., e, }

konstrueerimiseks ldhtudes etteantud baasist {b,...,b,}, kus e; = mbl jaj €

{2,...,n} korral

1 —
el P

nimetatakse Gram-Schmidti algoritmiks. Elemendi ey konstruktsiooni geomeetrilist
tolgendust on kujutatud alloleval [JOONISEL .
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6.2. Taielikud ortonormeeritud siisteemid

Lause 6.4. Olgu S ortonormeeritud ststeem Hilberti ruumis H. Jdrgmised vdited
on samavddarsed:

(i) S on maksimaalne (s.t. kui T on ortonormeeritud sisteem ruumis H, mille

korral T D S, siis T =S);
(ii) S on totaalne (s.t. S on pohihulk ruumis, s.t. spanS = H );
(ili) re H,z LS = x=0.

Definitsioon 6.2. Ortonormeeritud siisteemi S Hilberti ruumis H, mis rahuldab
iihte (ja seega koiki) lause samavéirsetest tingimustest (i)—(iii), nimetatakse
taielikuks ortonormeeritud sisteemiks (ruumis H ).

LAUSE TOESTUS. (i)=(ii). Olgu siisteem S maksimaalne. Oletame vastuviite-
liselt, et S pole totaalne, s.t. L := spanS = H. Siis projektsioonide teoreemi pohjal

leidub z € L+ \ {0} (vt. iilesannet - Aga niiid g‘x 1 S, seega SU {H i x} on

ortonormeeritud siisteem, mis on vas olus siisteem1 & maksimaalsusega.

(ii)=(iii). Olgu S totaalne ning olgu z € H, x L S. Siis (lause [2.1] pohjal)
x 1 spanS = H, seega x = 0, nagu soovitud.

(iii)=-(i). Kehtigu (iii) ning olgu 7 ortonormeeritud siisteem ruumis H, mille
korral 7 D S. Kui leiduks z € T\ S, siis ¢ L S, seega eelduse (iii) pohjal x = 0,
mis pole voimalik. Seega 7 = S, nagu soovitud. ]

Lause 6.5. Igas Hilberti ruumis eksisteerib tdaielik ortonormeeritud ststeem.

TOEsTUS. Olgu < loomulik osaline jérjestus Hilberti ruumi H koigi ortonormeeri-
tud siisteemide hulgas O, s.t.

ST = ScT (S, T € 9O).

Lause toestuseks piisab (lause pohjal) niidata, et hulgas O eksisteerib maksi-
maalne element. See jareldub lihtsasti Zorni lemmast.

Ulesanne 6.5. Toestada, et hulgas O eksisteerib maksimaalne element.

NApPUNAIDE. Kasutada Zorni lemmat.

]

Teoreem 6.6. Tdielik ortonormeeritud stisteem lopmatumootmelises separaablis
Hilberti ruumis on loenduv. Jdrelikult, i1gas lopmatumootmelises separaablis Hilberti
ruumis on olemas loenduv tdielik ortonormeeritud ststeem.

TOESTUS. Olgu H lopmatumootmeline separaabel Hilberti ruum ning olgu S téie-
lik ortonormeeritud siisteem ruumis H. Olgu {a;: j € N} ruumi H kéikjal tihe

loenduv alamhulk. Siis ilmselt # = (J;Z, B <a], {) Igaiiks keradest B (a], {),



§ 6. ORTONORMEERITUD SUSTEEMID 73

j =1,2,..., sisaldab {ilimalt iihe siisteemi S elemendi, sest kui mingite 7 € N ja
s,t € S korral s,t € B <a]~, ‘/7§>, siis

s =t < s — oyl + llay — < B2+ 2 = 3,
seega s = ¢ (sest s # t korral oleks ||s — ¢|| = v/2 (vt. iilesannet [6.1))); jirelikult
siisteem S on iilimalt loenduv. Siisteem S ei saa olla loplik, sest niisugusel juhul
stisteemi S téielikkuse tottu H = span S = span S (sest kui S oleks 16plik, siis span S
oleks ruumi H 16plikumodtmeline alamruum, seega iihtlasi kinnine alamruum), seega
ruum H oleks 1oplikumootmeline; jarelikult S on loenduv.

Loenduva téieliku ortonormeeritud siisteemi olemasolu (16pmatumootmelises sepa-
raablis Hilberti) ruumis H jireldub niiiid lausest [

Markus 6.1. Saab niidata, et kui S ja 7 on téielikud ortonormeeritud siisteemid
Hilberti ruumis H, siis card(S) = card(T).



§ 7. Fourier’ read

7.1. Fourier’ rida loenduva ortonormeeritud siisteemi jargi

Olgu H Hilberti ruum ning olgu (e;) = (ex)52; ortonormeeritud siisteem ruumis H.

Ulesanne 7.1. Olgu = € H ning olgu n € N. Leida arvud cy, ..., ¢, € K nii, et

n
X — E CLEL
k=1

oleks minimaalne.

NAPUNAIDE. Kasutada parima ldhendi kriteeriumit (s.t teoreemi (3.2)).

Esitame sellele iilesandele ka iihe lahenduse, mis ei kasuta parima ldhendi kri-
teeriumit (s.t teoreemi [3.2).

LAHENDUS. Mis tahes cq,...,c, € K korral

2

n
Xr — E CLEL
k=1

2 n n
= |lz|I* - 2Re<x,chek) + chek
k=1 k=1
= [ll* = > 2Reer(z, ex) + Y llerer]* = 2> = > 2Recu(w, ex) + Y x|
k=1 k=1 k=1 k=1
= lz? = I en))® + > (I(z, ex)]* — 2ReTr(x, ex) + |ex]?)
k=1 k=1

n n
= [lzl® = Y (@ en)l* + D (@, ex) — el
k=1 k=1

Siit ndeme, et uuritav norm on minimaalne, kui ¢, = (x,ex), k= 1,...,n.

Definitsioon 7.1. Elemendi x € H Fourier’ kordajateks (slisteemi (ey) jérgi) ni-
metatakse arvusid

(x,ex), k=1,2,....
Rida

Z(:c,ek) e

k=1

oo
nimetatakse elemendi x Fourier’ reaks (siisteemi (eg) jargi).

74
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Teoreem 7.1. Olgu x € H.

(a) (Besseli vorratus) Kehtib vorratus

(2, en)* < [lz]]*. (7.1)

NE

i
I

(b) Elemendi x Fourier’ rida Y - (z,ex) ey koondub elemendiks x parajasti siis,
kui elemendi x jaoks kehtib Parsevali vordus

(2, en)* = Jlz]%,

NE

B
Il

1
s.t. Besseli vorratuses (7.1)) leiab aset vordus.

(¢) Elemendi x Fourier’ rida ), (z,ex) ex koondub elemendi = parimaks lihen-

diks alamruumist span{ey: k € N}.

TOESTUS. (a). Besseli vorratuse ([7.1) toestuseks piisab niidata, et iga n € N korral

n

T — Z(x,ek)ek

k=1

= Jlel® =D Iz, en) . (7.2)

Veendume selles: olgu n € N; siis

n

T — Z([E, er) e

k=1

n n

Z(:p,ek) e

k=1

2 2

= ||z||* = 2Re($, (x,ex) €k) +

k=1
n

= [|lz]> = 2Re ) _ (z,en)(z,e) + Y Il en) exl?

k=1 k=1

= [lz)* = 2Re Y [(z,en)F + Y Iz, en))
k=1 k=1
= [lzl® =Y Iz, en) .
k=1

(b) jareldub vahetult vordusest (7.2)).

(c). Elemendi x Fourier’ rida >~ (z, ej) e on paarikaupa ortogonaalsete liik-
metega rida, mis (teoreemi pohjal) koondub parajasti siis, kui tema liitkmete
normide ruutude rida koondub. Kuna Besseli vorratuse pohjal

o0 9 n
Dol e e = I e <l
k=1 k=1

siis elemendi x Fourier’ rida >~ | (x, ex) e, koondub.
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Jaab niidata, et Fourier’ rea summa » -, (z, ey) e on elemendi = parim ldhend
alamruumist span{e;: k € N}, milleks piisab niidata (vt. teoreemi [3.2), et

o0

T — Z(m,ek) e L span{e,: k € N}

k=1

milleks omakorda piisab niidata, et iga ;7 € N korral

o0

T — Z(z,ek) er L e

k=1

Veendume selles: mis tahes j € N korral

(m — Z(x,ek) Chs ej> = (z,e;) — Z(x, ex) (ex, ;) = (z,e;) — (z,e;) = 0.

k=1 k=1

Jareldus 7.2. Olgu x € H. Jdrgmised viited on samavddrsed:

(i) elemendi x Fourier’ rida Y .- (x,e;) ey koondub elemendiks x, s.i.

(z, ex) ex;
1

o0
xr =
k=

(i) elemendi x jaoks kehtib Parsevali vordus

> Izl = 2% (7.3)

)
k=1

(iii) x € span{ey: k € N}.
TOESTUS. (1)< (ii) on teoreem [7.1] (b).
(i)« (iii). Teoreemi (c), pohjal

r= ) (x,ep)er, <= x on iseenda parim ldhend alamruumist span{e;: k € N}

00
k=1

<= 1 €span{e;: k € N}.

Jareldus 7.3. Jargmised vaited on samavddrsed:

(i) span{ex: k € N} = H (s.t sisteem {ex: k € N} on tdielik);

(ii) iga elemendi x € H Fourier’ rida Y, (x,ex) e, koondub elemendiks x;
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(iii) iga elemendi x € H jaoks kehtib Parsevali vordus (7.3);

(iv) mis tahes elementide x,y € H korral kehtib Planchereli vordus

o0
E 1’ ek
k=1

TOESTUS. (i)« (ii)<(iii) jireldub vahetult jireldusest [7.2]

(i) = (iv) ja (iv)=>(ii).

Ulesanne 7.2. Téestada implikatsioonid (ii)=(iv) ja (iv)=(iii).

Niide 7.1. Niites veendusime, et trigonomeetriline siisteem

1 cost sint cos 2t sin 2t
/27"' Y \/7_T b ﬁ ) ﬁ ) ﬁ )

on ortonormeeritud siisteem ruumis Lo(—m, 7). Elemendi x € Lo(—m, ) Fourier’
kordajad selle siisteemi jirgi on

¢ = Ex,\/z_ﬁg /W:E/(t)\/l_dt \/12_7r/7;x(t)dt
cost

Cy 1= x,—ﬂ Nz t) costdt,

c3 = <x,in7rt> \/_/ t)sintdt, ...;

tema Fourier’ rida on

ickek %/ﬂ x(t) dt + = ! (/ﬁ :c(t)costdt> cost

k=1 -
1 )
—( smtdt) sint + ---
T
= % —l—;(akcosk‘t—i—bksinkt),

kus

1 [ I
ak:—/ x(t) cosktdt ja bk:—/ x(t)sinktdt, k=0,1,2,....
T

™

—T —Tr

Saab néidata, et vaadeldav trigonomeetriline siisteem on téielik (vt. nditeks [?]).

Seega iga elemendi x € Lo(—m, m) Fourier’ rida (selle siisteemi jérgi) koondub ruumis
Lo(—m, ) elemendiks x.
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7.2. Fourier’ rida mis tahes (voimalik, et loendumatu)
ortonormeeritud siisteemi jargi

Olgu H Hilberti ruum, olgu S ortonormeeritud siisteem ruumis H ning olgu z € H.

Definitsioon 7.2. Arvusid
(x,e), e€S,

nimetatakse elemendi x Fourier’ kordajateks (stisteemi S jérgi). Rida

Z(x, e)e (7.4)

e€eS
nimetatakse elemendi x Fourier’ reaks (siisteemi S jargi).

Eelneva definitsiooni valguses on loomulik kiisida: kuidas tuleks moista rea
koonduvust ja summat?

Esimene tdhelepanek Fourier’ rea tolgendamise suunas on, et elemendi x
Fourier’ kordajad rahuldavad Besseli vorratust: mis tahes eq,...,e, € S (n € N)
korral

Dol e <l (7.5)

Besseli vorratus (7.5) jareldub vahetult vordusest (7.2).

Besseli vorratusest (7.5)) jareldub, et elemendi x Fourier’ kordajate hulgas on
nullist erinevaid tlimalt loenduv arv.
Toepoolest, tahistades

Sop:={e€S: (z,e) #0} ja  S§,:= {GESI |(x,e)|>l}, m=1,2...,

ja pannes tdhele, et Sy = (J°_, S, piisab selle viite toestuseks ndidata, et iga
m € N korral on hulk &,, loplik. Olgu m € N. Mis tahes n € N ja eq,...,e, € S,,

korral .

n
<3 e < ol
k=1

Seega hulga S,, elementide arv ei iileta m?||z||?.

Kui hulk Sy on loplik, siis rea, koonduvuse ja summa tolgendamisega kaksi-
pidimoistmist ei teki.

Vaatleme niitid juhtu, kus hulk Sy on loenduv. Siis S = {ex: k € N} mingite
ex € H, k=1,2,..., korral. Rea (7.4) all voime me niiiid moista rida

o0

(z, ex) ex. (7.6)

k=1

Siin tuleb vélistada oht kaksipidimdistmiseks: nimelt, kas on voimalik, et rea (7.6)
koonduvus voi summa soltub liidetavate jarjekorrast? Osutub, et mitte, sest
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e rida (7.6 koondub tingimatult (s.t. iga tema timberjarjestus koondub)

(sest rea (7.6) mis tahes timberjérjestus Y~ (2, ex(k)) €x() (siin 7: N — N on bijektsioon)
on paarikaupa ortogonaalsete liikmetega rida, mille liikmete normide ruutude rida

o0

S 1@ exge) engey || Z| (, exr) |

k=1

koondub Besseli vorratuse ([7.5) pohjal);

e tingimatult koonduva rea koik iimberjarjestused koonduvad iiheks ja samaks
summaks.

Ulesanne 7.3. Tdestada, et normeeritud ruumis tingimatult koonduva rea kéik {imberjirjestused
koonduvad iiheks ja samaks summaks.

NAprUNAIDE. Kasutada Hahn—Banachi teoreemi jéreldust normeeritud ruumi punktide eral-
damisest ja fakti, et tingimatult koonduva arvrea koik iimberjérjestused koonduvad iiheks ja samaks
summaks.

Jargnevad teoreem [7.4] ja jareldused [7.5]ja[7.6] on vastavalt teoreemi[7.I]ja jérel-
duste [7.2] ja [7.3] analoogid Fourier’ rea kohta mis tahes (voimalik, et loendumatu)
ortonormeeritud siisteemi jargi.

Teoreem 7.4. Olgu x € H.

(a) (Besseli vorratus) Kehtib vorratus

> @ o) < ). (7.7)

eeS

(b) Elemendi x Fourier’ rida ), gs(x,e)e koondub elemendiks x parajasti siis,
kui elemendi x jaoks kehtib Parsevali vordus

>l e)l’ = |z, (7.8)

e€S
s.t. Besseli vorratuses (7.7)) leiab aset vordus.

(c) Elemendi x Fourier’ rida ) .s(x,e)e koondub elemendi x parimaks lihen-
diks alamruumist spanS.

Jareldus 7.5. Olgu x € H. Jdrgmised vdited on samavddrsed:

(i) elemendi x Fourier’ rida ) .q(x,e)e koondub elemendiks x, s.1.

T = Z(x, e)e;

eeS

(ii) elemendi x jaoks kehtib Parsevali vordus (7.8));

(ili) « € spanS.
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Jareldus 7.6. Jargmised vaited on samavddrsed:
(i) spanS = H (s.t siisteem S on tiielik);
(ii) iga elemendi x € H Fourier’ rida ) .s(x,e)e koondub elemendiks x;
(iil) iga elemendi x € H jaoks kehtib Parsevali vordus (7.8);
)

(iv) mis tahes elementide x,y € H korral kehtib Planchereli vordus

(2,y) = > _(z,€)(y,€).

eeS

Taiendavaid iilesandeid

Ulesanne 7.4. Toestada

Riemann—Lebesgue’i lemma. Olgu ()32, ortonormeeritud sisteem Hilberti ruumis H. Siis
mis tahes elemendi x € H Fourier’ kordajate jada sisteemi (e)72 | jdrgi koondub nulliks:

(z,er) —— 0.
k—o0

NAPUNAIDE. Kasutada Besseli vorratust.
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ruumiga /o

8.1. Riesz—Fischeri teoreem

Kui H on Hilberti ruum ja (ex) = (ex)72; on ortonormeeritud siisteem ruumis H, siis
elemendi z € H Fourier’ kordajad ay := (z,ex), k = 1,2, ..., rahuldavad (Besseli
vorratuse pohjal) tingimust Y7, Jag|* < 0o, s.t. (ag)2; € Co.

Teoreem 8.1 (Riesz-Fischeri teoreem). Olgu (ex) = (ex)5>, ortonormeeritud sis-
teem Hilberti ruumis H (ile korpuse K) ning olgu arvud o € K, k = 1,2,...,
sellised, et > po |ag|* < 0o (s.t. (ax)iy € la). Siis rida Y o, ager koondub. See-
Juures ainus element x € X, mis rahuldab tingimusi

(1) (x,ex) = ag (s.t. elemendi x Fourier’ kordajad on o, € K, k=1,2,...);

(2) [lo]1? = 3202, lewl? (st 2] = [[(an)ielle);
on T =Y po | Qgey.

TOEsTUS. Rida Y ;- axer koondub, sest ta on paarikaupa ortogonaalsete liikme-
tega rida, mille liikmete normide ruutude rida koondub (vt. teoreemi [2.3)):

[e.9] [e.9]
Z |oer]|® = Z oy |? < o0.
k=1 k=1

Selle rea summa z := Y -, ayey Fourier’ kordajad (siisteemi (ey) jargi) on

(z,er) (Z%%ﬁk) = Zozj(ej,ek) =ap, k=1,2,...;
j=1

niisiis Parsevali vorduse pohjal [|z|* = >°07 o]
Lopuks, kui € H rahuldab tingimusi (1) ja (2), siis Parsevali vorduse pohjal
=00 ey O

8.2. Hilberti ruumide isomorfismid

Definitsioon 8.1. Olgu H; ja H, Hilberti ruumid. Lineaarset bijektsiooni ¢: H; —
H,, mis siilitab skalaarkorrutise, s.t.

(¢($), ¢(y)) = (x,y) mis tahes z,y € H; korral,

nimetatakse (Hilberti ruumide) isomorfismiks. Seejuures 6eldakse, et ruumid H; ja
Hy on (Hilberti ruumide mottes) isomorfsed ja kirjutatakse Hy = Hs.

81
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Ulesanne 8.1. Olgu H; ja H, Hilberti ruumid. Téestada, et
(a) skalaarkorrutist sdilitav kujutus ¢: H; — Hy on isomeetriline, s.t. || (2)] = ||z]|;
(b) skalaarkorrutist séilitav siirjektsioon t: Hy — Hs on lineaarne.

NAPUNAIDE. Viites (b) vorduse ¢(az+y) = arp(z)+1)(y) tdestamisel kasutada iilesannet [1.4] (a).

Eelnevast iilesandest jareldub muuhulgas, et

e Hilberti ruumide isomorfism on isomeetriline (niisiis ta on ka pidev);

e siirjektsioon ¢: Hy — H,, mis siilitab skalaarkorrutise, on Hilberti ruumide
isomorfism.

Osutub, et Hilberti ruumide isomorfismid on parajasti isomeetrilised isomor-
fismid Hilberti ruumide vahel. Selleks (arvestades, et iilesande pohjal Hilberti
ruumide isomorfismid on isomeetrilised) jadb toestada jirgnev teoreem.

Teoreem 8.2. Isomeetriline isomorfism Hilberti ruumide vahel on Hilberti ruumide
1somorfism.

ToOEsTUS. Olgu H; ja H, Hilberti ruumid ning olgu 7': H; — H, isomeetriline
isomorfism. Teoreemi toestuseks peame nditama, et

(Tz,Ty) = (z,y) koikide z,y € H; korral.

Selleks mérgime (vt iilesannet 7 et kui H on Hilberti ruum, siis mis tahes u,v € H
korral

1
Re(u,v) = ¢ (lu+v]® = Ju—o|?) ja Tm(u,v) = Re(u,iv)

seega mis tahes z,y € H; korral

1 1
Re(Tz, Ty) = Z(”TI +Tyl|* = [Tz — Ty|I*) = Z(HT(SU +y)I* = T = y)lI*)

1
= 7(lz+yl* = llz = yl") = Re(z,y)
ning jarelikult
Im(Tz,Ty) = Re(Tz,iTy) = Re(T'z, T(iy)) = Re(z, iy) = Im(z, y);

niisiis (7T'z, T'y) = (z,y), nagu soovitud. O

8.3. Separaablite Hilberti ruumide samastamine ruumiga /5

Teoreem 8.3. Iga separaabel lopmatumootmeline Hilberts ruum tile K on isomorfne
ruumiga ly tle K.

TOESTUS. Olgu H separaabel 1dopmatumddtmeline Hilberti ruum. Teoreemi 6.6 poh-
jal leidub ruumis H (loenduv) téielik ortonormeeritud siisteem (ex) = (ex)72. Defi-
neerime kujutuse

O ly 3 (ag)iey — Zakek € H.
k=1
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See kujutus on korrektselt defineeritud. Téepoolest, rida 220:1 e on paarikaupa ortogonaal-
sete liilkmetega rida, mille liikmete normide ruutude rida koondub:

o0 o0
D llager]* = faxl* < oo
k=1 k=1

(sest (o) € la), seega rida > p- | ager, koondub.

Ilmselt on ¢ lineaarne. Veendume, et ¢ on ka siirjektiivne. Fikseerime vabalt
x € H. Elemendi x Fourier’ kordajad oy := (z,¢ex), k =1,2,..., rahuldavad Besseli
vorratuse pohjal tingimust Y, |agl? < 00, s.t. a = ()72, € lo. Siisteemi (ey)
taielikkuse tottu = = > | ayey, niisiis = ¢(a). Seega on ¢ siirjektsioon.

Veendumaks, et ¢ on Hilberti ruumide isomorfism, jaiab néidata, et ta sailitab
skalaarkorrutise: mis tahes a = ()52, b = (Br)52, € {2 korral

(qb(a), ¢(b)) = (Z QCk, Z ﬂjej) = Z o (ek, Z Bjej)
k=1 j=1 k=1 j=1

Oszﬁ_j(ek,ej) = Zak@ = (a,b).
k=1

1 j=1
[

Jareldus 8.4. Koik reaalsed lopmatumootmelised separaablid Hilberti ruumid on
omavahel isomorfsed ning koik komplekssed lopmatumootmelised separaablid Hilberti
ruumid on omavahel isomorfsed.

Muuhulgas, reaalne ruum Ly(a, b) on isomorfne reaalse ruumiga /5 ja kompleksne
ruum Ly (a,b) on isomorfne kompleksse ruumiga ¢5.

8.4. Hilberti ruumide samastamine ruumidega /5(I")

Olgu T # (). Funktsiooni f: I' — K korral defineerime

neN
T1,...,Tn €

n 1
= s (S 1), wipe o)

j=1

ning
[ flloo = sup [ f ()]
zel’
Mis tahes p € [1, o0] korral on
0,(T) := {f F—)K’ £l < oo}

vektorruum loomulike tehete suhtes; veelgi enam, ¢,(I') on Banachi ruum normi
| - |, suhtes.
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Esitame moned tidhelepanekud ruumide ¢,(I") kohta.
e Kui f € (,(I"), kus p € [1,00), siis hulk {x € I': f(x) # 0} on iilimalt loenduv.
Ulesanne 8.2. Veenduda selles.

e Mis tahes p € [1,00] korral £,(I') = L,(I', P(T'), ¢), kus ¢ on loendamismdot
hulga I' kbigi alamhulkade o-algebral P(T).

Siin vordust £,(I') = L, (T, P(T'), ) tuleb mdista nii, et ruumid £,(T") ja L, (T, P(T'), c) koos-
nevad iihtedest ja samadest funktsioonidest, kusjuures ka normid nendes ruumides iihtivad.

e Mis tahes p € [1, 00| korral £,(N) = £,,.
Nimelt, arvjada (a;)52, on funktsioon f: N3 j— a; € K.

e /5(T") on Hilberti ruum jirgmise skalaarkorrutise suhtes:
(f9)i= [ fade. f.g€ D)
r

Miérgime, et iga ruum Lo(p) on Hilberti ruum skalaarkorrutise (f,g) = [ fg du suhtes.

Sama skalaarkorrutise ruumis ¢2(I") voib sisse tuua ka seda fakti kasutamata valemiga

=> f@)g@), f.g¢€b(), (8.1)
zel
Selles valemis summa ) 5 f() g g(z) tolgendamiseks meenutame, et hulk 'y := {z € I': f(z) g(z) # 0}
on iilimalt loenduv. Kui I'y on 16plik, siis summa . f(x) g(x) tolgendamlsel kak51p1d1m01stmlst
ei teki. Kui I'g on loenduv, s.t. g = {z): k € N} mingite z € ', k = 1,2,. .., korral, voime selle
summa all moista rea -
Zf(xk)g(ffk) (8.2)
k=1

summat. Siin kaksipidimoistmist ei tekkida ei saa — rida (8.2)) koondub absoluutselt, sest Rogers—
Holderi vorratuse pohjal

Zwk (Dka ) (mek )" =l gl < o

seega rea (8.2)) kdik timberjirjestused koonduvad iiheks ja samaks summaks, niisiis rea (8.2) summa
ei soltu liidatavate jirjekorrast.

Kehtib

[N

Teoreem 8.5. Olgu H Hilberti ruum ning olgu S tdielik ortonormeeritud sisteem
ruumis H. Sus kujutus

((S)> fr— > fle)ee H
e€S
on Hilberti ruumide isomorfism. Niisiis, H = l5(S) (Hilberti ruumide mdottes).

Siin rea ) .5 f(e) e summat tuleb moista samal viisil kui Fourier’ rea (7.4) summat.
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Olgu H; ja Hy Hilberti ruumid ning olgu A € L(H;, Hs).
Lause 9.1. Leidub parajasti iks operaator A*: Hy — Hy nii, et
(Ax,y) = (z, A%y) mis tahes x € Hy jay € Hy korral. (9.1)

Seejuures A* € L(Hs, Hy) (s.t. operaator A* on pidev ja lineaarne) ning ||A*| =
LA}

Definitsioon 9.1. Operaatorit A* lausest[9.I|nimetatakse operaatori A kaasoperaatoriks.

LAUSE [9.1] TOESTUS. Veendumaks operaatori A* olemasolus ja iihesuses, piisab
ndidata, et iga y € Hy korral leidub parajasti iiks element z, € H; nii, et

(Az,y) = (z,2,) iga x € Hy korral.
Fikseerime vabalt y € H,. Paneme téhele, et
gy: Hi 3 2+— (Az,y) €K

on pidev lineaarne funktsionaal.

Ulesanne 9.1. Téestada, et g, on pidev lineaarne funktsionaal, kusjuures ||g,|| < ||A| [|ly]|.

Aga niitid Rieszi teoreemi pohjal leidub iiheselt méératud z, € H; nii, et
(x,2y) = gy(x) = (Az,y) iga x € H; korral.

Veendume niiiid, et tingimust (9.1)) rahuldav operaator A*: Hy — H; on line-
aarne.

Ulesanne 9.2. Tdestada, et tingimust (9.1) rahuldav operaator A*: Hy — H; on lineaarne.
NAPUNAIDE. Kasutada iilesannet (b).

Lopuks, vordusteahelast

sup [|A%y|| = sup sup |[(A'y,z)| = sup |(z, A*y)| = sup [(Az,y)| = [|Al

yEBHQ y€BH2 :EGBHI z€Bp, ©€Bpy,
yE€BH, yEBp,
jareldub operaatori A* tokestatus ja vordus ||A*|| = [|A]l. O

Mirkus 9.1. Meenutame (vt. § 1.12), et kui X ja Y on normeeritud ruumid ja
A€ L(X,Y), siis operaatori A kaasoperaator A*: Y* — X* defineeritakse vordusega

(A'y")(z) =y (Az), ze X, y eY™

Seejuures A* € L(Y™*, X*), kusjuures ||A*|| = || A|| (vt. lauset 1J12.1)).

Hilberti ruumid H; ja Hs on ka normeeritud ruumid. Eristamaks operaatori
A € L(Hi, Hy) kaasoperaatorit normeeritud ruumide vahel tegutseva operaato-
ri kaasoperaatori mottes tema kaasoperaatorist definitsiooni mottes, tdhistame
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jirgnevas operaatori A kaasoperaatorit normeeritud ruumide vahel tegutseva ope-
raatori kaasoperaatori mottes siimboliga A’

Loomulik on kiisida: millises vahekorras on operaatori A € L(H;, Hy) kaas-
operaatorid A* € L(Hy, Hy) ja A" € L(Hj, H})? Olgu J,: Hy — H{ ja Jo: Hy — H;
loomulikud isomorfismid, siis mis tahes x € H; ja y € Hy korral

(z, A'y) = (Az,y) = (Joy)(Az) = (A'Loy)(z) = (2, ;T A Jay);
niisiis
A =J ATy ja A= AT

Jargnev lause votab kokku (Hilbert ruumide méttes) kaasoperaatori olulisemad
omadused.

Lause 9.2. Olgu A,B € L(H,H,), a € K ning olgu Hs Hilberti ruum ja C €
L(Hy, H3). Siis

A= (A = A;
(A+B)" = A* 4+ B*;

nachi teoreemist pidrdoperaatorist), siis eksisteerib ka (A*)™' € L(Hy, Hs),
kusjuures (A*)~! = (A71)*;

(£) 144 = [[A]*.

TOEsTUS. (a)—(d). Fikseerime vabalt © € Hy, y € Hy ja z € Hz. Viidete (a)—(d)
toestuseks piisab ndidata vastavalt, et

(d) (CAzx,z) = (z, A*C*2).
Ulesanne 9.3. Toestada vordused (a’)—(d’).

(e). Viite toestuseks piisab niidata, et A*(A™1)* = Iy, ja (A71)*A* = Iy, s.t.
iga x € H; korral A*(A™')*x = z jaiga y € H, korral (A™!)*A*y = y, milleks piisab
niidata, et mis tahes uv € Hy, v € Hy korral

(A*(A™ )z, u) = (z,u) ja ((A7)*A%,v) = (y,v).

Ulesanne 9.4. Toestada need vordused.
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(f). Uhelt poolt, ||AA*|| < ||A||||A*|| = ||A||?. Teiselt poolt,

[AA*|| = sup [(AA%y,v)|

y,vE€BH,
> sup |(AA%y,y)| = sup [(A'y, A"y)| = sup [|[A7y[* = |47 = || A%
y€BH, YE€Bm, YyE€Bm,

O

Naiide 9.1. Olgu A € L(¢3,05) (m,n € N). Siis A ja tema kaasoperaator (Hilberti
ruumide mottes) A* € L£(¢5", (%) molemad esituvad arvmaatriksitena: A = (a;;); "

ij=1
: * n,m
ja A* = (bji)M:l, kus

Az = (Z %fj) . x = (&) €4,

j=1 =1
Aty = (Z bjini) oy =m)it €46
i=1 J=1

Mis tahes x = (&;)}_, € €5, y = (n;)72, € (5" korral (Az,y) = (z, A*y), s.t.

sz (i aiifﬂ')m = Jz”; & (Zi"; bjmi) ,

i=1 “Nj=1
s.t.
mon m o no
SN agem =303 b,
i=1 j=1 i=1 j=1

millest, vottes x = (0,...,0,1,0...,0) jay = (0,...,0,1,0...,0), saame, et
—— ——

i i
ai; =b; ehk by =a;  kdikidei € {1,...,m}jaj € {1,...,n} korral.

Niisiis, operaatori A kaasoperaatorit A* esitav maatriks on operaatorit A esitava
maatriksi kaastransponeeritud maatriks.

Taiendavaid méarkusi ja tilesandeid

Definitsioon 9.2. Olgu H; ja H, Hilberti ruumid. Oeldakse, et operaator U € L(H;, Hy) on
unitaaroperaator, kui ta on pédratav, kusjuures U~! = U*.

Jargnev iilesanne iitleb, et unitaaroperaatorid on parajasti Hilberti ruumide isomorfismid (vt. §.

Ulesanne 9.5. Olgu H; ja H, Hilberti ruumid ning olgu U € £(H1, H,). Téestada, et jirgmised
véited on samavaarsed:

(i) U on unitaaroperaator;

(ii) U on siirjektsioon, mis sailitab skalaarkorrutise.
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Ulesanne 9.6. Olgu \ = (A6)52, € ls. Vahetult on kontrollitav, et diagonaaloperaator Ty : by — {3,

The = (Mr)iz, © = (&)izy € Lo,
on pidev ja lineaarne, kusjuures ||T)|| = ||A||oc. Toestada, et T5 = Tk, kus A = (A)52; € loo.

Ulesanne 9.7. Vahetult on kontrollitav, et nihkeoperaatorid T}, T, : fo — lo,

T’lzz(f%&ia"')a TTI:(O7£17§13"')3 x:(gk)?;l 6627

on pidevad ja lineaarsed, kusjuures || T;|| = ||T;|| = 1. Toestada, et T} = T, ja T, = T;.
Ulesanne 9.8. Olgu f € C[a, b]. Vahetult on kontrollitav, et korrutisoperaator Ty : La(a,b) — Lo(a,b),

(Tra)(t) = f(H) z(t), te(a,b), z€ La(a,b),

on pidev ja lineaarne, kusjuures ||T%| = || f||. Toestada, et T’} = T, kus f € Cla, b] on defineeritud

vordusega f(t) = f(t), t € [a, b].

Ulesanne 9.9. Olgu {e;: k € N} ortonormeeritud siisteem Hilberti ruumis H ning olgu ()52,
arvjada. Toestada, et

(a) kui jada (o), on tokestatud, s.t. a := (ar)72; € loo, siis

(al) kujutus T,: H — H, kus

oo
T,x = Zak(@ek) ey, ¥ € H,
k=1

on pidev lineaarne operaator, kusjuures || T,|| = ||a|lco (koigepealt veenduda muidugi,
et see operaator on korrektselt defineeritud);

(a2) T} =Tg, kus @ := (ag)72 € loo-

(b) kui jada (ax)52, on tokestamata, siis leidub element « € H nii, et rida

oo
Zak(ffaek) €k
k=1

hajub.
Ulesanne 9.10. Olgu H; ja H, Hilberti ruumid ning olgu T' € L(H1, Hz). Toestada, et
(a) kerT = (ranT*)*;
(b) kerT* = (ranT)+;
(c) ranT = (ker T*)*;
(d) ranT* = (ker T)*.
Ulesanne 9.11. Olgu H; ja H, Hilberti ruumid ning olgu 7 € £(H,, H,). Tdestada, et
(a) kerT = ker(T*T);
(b) ranT = ran(7TT*).




§ 10. Enesekaassed operaatorid

Koikjal selles paragrahvis on H Hilberti ruum.

Definitsioon 10.1. Oecldakse, et operaator A € L(H,H) on enesekaasne, kui
A* = A, s.t.
(Az,y) = (z, Ay) mis tahes z,y € H korral.

Definitsioon 10.2. Oeldakse, et operaator A: H — H on simmeetriline, kui

(Az,y) = (z, Ay) mis tahes z,y € H korral.

Ulesanne 10.1. Tdestada, et siimmeetriline operaator on lineaarne.

Jargnev Hellinger—Toeplitzi teoreem iitleb, et simmeetriline operaator on pidev.
Niisiis, enesekaassed operaatorid Hilberti ruumis on parajasti stimmeetrilised ope-
raatorid.

Teoreem 10.1 (Hellinger—Toeplitzi teoreem). Olgu operaator A: H — H sim-
meetriline. Siis A € L(H,H) (ning seega A on enesekaasne).

TOEsTUS. Kuna siimmeetriline operaator A on lineaarne, siis voime tema pidevuse
kontrolliks kasutada teoreemi kinnisest graafikust.
Olgu z,,z,y € H, n € N, sellised, et

Ty —— X ja Az, — .

n—o0 n—o0

Teoreemi pohjal kinnisest graafikust piisab operaatori A pidevuseks néidata, et
Az = y. Selleks piisab veenduda, et iga z € H korral (Az, z) = (y,2). Olgu z € H.
Siis

(Az, z) = (v, Az) = lim (z,, Az) = lim (Az,, z) = (y, 2).

n—o0 n—o0

]

Teoreem 10.2. Olgu H kompleksne Hilberti ruum ning olgu A: H — H lineaarne
operaator. Jargmised vaited on samavddrsed:

(i) A on enesekaasne;
(i) (Az,z) = (z, Az) iga x € H korral;
(iii) (Az,z) € Riga xz € H korral.
TOESTUS. (i)=(ii) on ilmne; samuti ka (ii)<>(iii), sest mis tahes x € H korral

(Az,z) = (z,Az) < (Az,z)= (Ar,z) & Im(Az,2)=0 & (Az,z)€eR.
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(ii)=(i). Kehtigu (ii) ning olgu z,y € H suvalised. Viite toestuseks peame ni-
tama, et (Az,y) = (y, Ax). Selleks mérgime, et

(A(z+y),z+y) = (Az + Ay, z + y) = (Az,x) + (Az,y) + (Ay, ) + (Ay,y),
(3: +y, A(x + y)) = (v +y,Ax + Ay) = (z, Az) + (z, Ay) + (y, Ax) + (y, Ay);

seega, arvestades, et eelduse (ii) pohjal on eelnevate vordusteahelate vasakud pooled
vordsed ning samuti on paremate poolte esimesed liidetavad vordsed ja viimased
liidetavad vordsed,

(Az,y) + (Ay,z) = (v, Ay) + (y, Ax),

s.t. (A$7y) - (y,Ax) = ([E,Ay) - (Ay,x), S.t. (A$,y) - (A:an) = (g,"’Ay) - ($7Ay)7
s.t. 2i Im(Az, y) = 2iIm(z, Ay), s.t.

Im(Az,y) = Im(x, Ay). (10.1)

Niiiid, arvestades, et mis tahes u,v € H korral Re(u,v) = Im(iu,v) (vt. iilesan-
net [1.5)), saame, vottes vorduses ((10.1) elemendi z rolli elemendi iz, et

Re(Az,y) = Im(iAz,y) = Im(A(iz), y) = Im(iz, Ay) = Re(z, Ay). (10.2)

Vordustest (10.2) ja (10.1) jareldub soovitud vordus (Az,y) = (y, Azx). O
Teoreem 10.3. Olgu A € L(H) enesekaasne operaator. Siis

()

[All = sup |[(Az, )| =: p;
TESH
(b) ||Al| = max{M, —m}, kus M = sup (Az,z) ja m = inf (Azx,z).
zeSy zESH

TOESTUS. (a). Uhelt poolt

|A]l = sup |(Az,y)| > p.
z,yeBp
Teiselt poolt, olgu © € Sy. Veendumaks, et ||A|| < p, piisab niidata, et || Az|| < p.

Uldisust kitsendamata voime eeldada, et Az # 0. Téhistades y := IIilliH’ saame

Ax
|Az|| = (A:m m) = (Az,y) = Re(Az,y)

= 1 (Al 4 )+ 9) = (Al = )2 )

<i(I(A<:c+y),x+y)\+|(A<~”C—y)~"”_y)|)'

Suvalise z € H korral |(Az, 2)| < pl|z]].

Toepoolest, kui z = 0, siis see vorratus kehtib triviaalselt. Kui aga z # 0, siis

(42,2)] = \(A(uu>|)

1217 < el =]
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Seega roopkiiliku vorratuse pohjal

1 7
lAzl < (salle + w2 + plle = )2) = & (ke 4+l + 1o — o)

ol
= Z(llall® + lyl1?) <

(b). Paneme tdhele, et —m = — inf (Ax,x) = sup —(Az,x), seega viite (a)
CCESH :EGSH

péhijal

max{M, —m} = max { sup (Azx, z), sup —(Axz, x)} = sup max {(Azx,z), —(Az, x)}

zeSy zeSy zeSy
= wseus[;’(Ax,x)‘ = [|A4].
[
Jareldus 10.4. Olgu A, B: H — H lineaarsed operaatorid. Kui
(1) H on kompleksne ruum
V01
(2) H on reaalne ruum ja operaatorid A ja B on simmeetrilised,
5118 seosest
(Az,z) = (Bz,z) iga x € H korral (10.3)
jareldub, et A = B.
TOESTUS. Tingimuse kehtides
(A= B)z,z) =0 igaz € H korral. (10.4)

Selle tingimuse kehtides piisab vorduseks A = B teoreemi [10.3] pohjal operaatori
A— B enesekaassusest. Eeldusel (1) jareldub operaatori A— B enesekaassus teoreeemi
10.2| pohjal tingimusest ; eeldusel (2) on operaatori A — B enesekaassus ilmne,
sest enesekaassete operaatorite vahe on enesekaasne. O

Taiendavaid méirkusi ja iilesandeid

Koikjal jargnevates iilesannetes on H, H; ja H, Hilberti ruumid.
Ulesanne 10.2. Olgu T € L(Hy, Hy). Toestada, et korrutised T*T ja TT™* on enesekaassed.
Ulesanne 10.3. Olgu S,T € L(H, H) enesekaassed operaatorid. Toestada, et korrutis ST on

enesekaasne parajasti siis, kui operaatorid S ja T kommuteeruvad (s.t. ST = T'S).

Definitsioon 10.3. Olgu T € L(H, H). Oeldakse, et operaator T' on normaalne, kui operaatorid
T ja T* kommuteeruvad (s.t. T*T = TT™).

Ulesanne 10.4. Toestada, et enesekaasne operaator Hiberti ruumis on normaalne.
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Ulesanne 10.5. Olgu T € L(H, H). Toestada, et jirgmised véiited on samaviirsed:
(i) T on normaalne;
(i) [|[Tz|| = ||T*z| iga z € H korral.

NAPUNAIDE. Implikatsioon (ii)=-(i) toestamisel kasutada jéreldust

Ulesanne 10.6. Olgu H kompleksne Hilberti ruum ning olgu 7' € £(H, H). Téestada, et leiduvad
itheselt méératud enesekaassed operaatorid R, S € L(H, H) nii, et T = R+ iS.

NAPUNAIDE. Votta R= $(T+T*) ja S = (T —T*) = £(T* = T).

Ulesanne 10.7. Olgu T € L(H, H) enesekaasne injektsioon, mille kujutisruum ran 7" on kinnine.
Toestada, et T' on pdoratav.

NAprUNAIDE. Kasutada projektsioonide teoreemi. Veelgi lihtsam on kasutada iilesannet [9.10] (c).

Definitsioon 10.4. Oeldakse, et lineaarne operaator A: H — H on positiivne, ja kirjutatakse
A >0, kui (Az,z) > 0 iga = € H korral.

Kompleksses ruumis H jireldub operaatori A positiivsusest tema enesekaassus, sest A positiivsuse
korral iga (Az,z) € Riga = € H korral.

Ulesanne 10.8. Tdestada, et ortoprojektor on positiivne enesekaasne operaator.
Ulesanne 10.9. Olgu T € £L(H, H). Téestada, et

(a) operaatorid TT* ja T*T on positiivsed;

(b) kui ||T|| < 1, siis operaator I — T*T on positiivne.

Ulesanne 10.10. Olgu A € £(H, H) positiivne enesekaasne operaator. Siis
|All = sup (Az,x).

llzll=1

NAPUNAIDE. Kasutada teoreemi [10.3l
Ulesanne 10.11. Olgu A = (\)3%, € ¢+ ning olgu
Tx: b2 3 (&)izy — (Mbk)izr € L2
diagonaaloperaator (vt. lilesannet . Toestada, et
(a) T on enesekaasne parajasti siis, kui A\ € R iga k € N korral;
(b) T\ on positiivne parajasti siis, kui Ap > 0 iga k € N korral.

Ulesanne 10.12. Olgu {e;: k € N} ortonormeeritud siisteem Hilberti ruumis H ning olgu a =
()72 € loo. Vaatleme iilesande operaatorit T,: H— H,

o0

T,z = Zak(x,ek) e, « € H.
k=1

Toestada, et
(a) T, on enesekaasne parajasti siis, kui o, € R iga k € N korral;
(b) T, on positiivne parajasti siis, kui oy > 0 iga k € N korral.

Ulesanne 10.13. Lineaarsete operaatorite A, B: H — H korral defineeritakse A > B, kui
A — B > 0. Toestada, et > on osaline jirjestus enesekaassete operaatorite H — H hulgas.

Ulesanne 10.14. Olgu L ja M ruumi H kinnised alamruumid ning olgu Pr, Py € L(H,H)
ortoprojektorid vastavalt alamruumile L ja M. Tdestada, et Py, > Pr, parajasti siis, kui M D L.



III peatiikk.
Kompaktsed operaatorid

§ 1. Kompaktse operaatori moiste ja pohiomadused

1.1. Kompaktse operaatori moiste

Definitsioon 1.1. Olgu X ja Y normeeritud ruumid.

Oeldakse, et lineaarne operaator S: X — Y on kompaktne, kui ta teisendab
ruumi X kinnise tihikkera By suhteliselt kompaktseks hulgaks ruumis Y, s.t. S(Bx)
on suhteliselt kompaktne hulk ruumis Y.

Koigi kompaktsete operaatorite X — Y hulka téhistatakse stimboliga (X, Y).

Vahetult definitsioonist on selge, et iga kompaktne operaator on pidev (sest line-
aarne operaator X — Y on pidev parajasti siis, kui ta teisendab ruumi X kinnise
iihikkera By tokestatud hulgaks (ruumis Y') ning iga suhteliselt kompaktne hulk on
tokestatud). Niisiis, (X,Y) C L(X,Y).

Vahetult on kontrollitav, et £(X,Y) on ruumi £(X,Y) vektoralamruum. See-
juures on mugav kasutada jargnevat iilesannet. Selle iilesande viidet (b) on mugav
kasutada ka jérgneva lause [1.1| implikatsiooni (i)=(ii) tOestamisel.

Ulesanne 1.1. Olgu X normeeritud ruum ning olgu C ja D ruumi X suhteliselt kompaktsed
alamhulgad. Toestada, et siis

(a) hulk C + D :={c+d: c€ C, d € D} on suhteliselt kompaktne ruumis X;
(b) iga a € K korral on hulk aC := {«ac: ¢ € C} suhteliselt kompaktne ruumis X.

Lause 1.1. Olgu X ja Y normeeritud ruumid ning olgu S: X — Y lineaarne ope-
raator. Jargmised vdited on samavadrsed:

(i) S on kompaktne;

(ii) S teisendab tokestatud hulgad ruumis X suhteliselt kompaktseteks hulkadeks
(ruumis Y );

(iii) iga ruumi X elementide tokestatud jada (z,,) korral sisaldab ruumiY elemen-
tide jada (Sx,) koonduva osajada.

TOESTUS.
Ulesanne 1.2. Téestada lause
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9 I11. Kompaktsed operaatorid

Niide 1.1. Olgu X ja Y normeeritud ruumid. Oeldakse, et operaator 7' € £(X,Y)
on loplikumaootmeline, kui tema kujutisruum ranT = {Tz: = € X} on 16plikumoot-
meline (alamruum ruumis V). Kéigi 16plikumddtmeliste operaatorite 7' € L(X,Y)
hulka tahistatakse siimboliga F (X, Y). Lihtne on néha, et F(X,Y") on ruumi £(X,Y)
vektoralamruum. Paneme tédhele, et F(X,Y) C K(X,Y), s.t. iga loplikumdotmeline
operaator on kompaktne. Toepoolest, kui T € F(X,Y), siis T'(Bx) on 16plikum&ot-
melise ruumi ran7’ tokestatud alamhulk; kuna loplikumootmelises ruumis on iga
tokestatud hulk suhteliselt kompaktne, siis 7'(Bx) on suhteliselt kompaktne; niisiis
T e K(X,Y).

Niide 1.2. Olgu X normeeritud ruum ning olgu P € £(X, X) projektor. Kui ran P
on lopmatumootmeline, siis P ei ole kompaktne. Toepoolest, vastasel korral oleks
Bran p kompaktne hulk (sest ta on hulga P(Bx) kinnine alamhulk), kuid kinnine
ithikkera on kompaktne parajasti loplikumootmelises normeeritud ruumis.

Eelnevast jareldub ka, et lopmatumootmelise normeeritud ruumi iihikoperaator
ei ole kompaktne.

Lause 1.2. Olgu W, X, Y ja Z normeeritud ruumid ning olgu R € LW, X), S €
K(X,Y) jaT € L(Y, Z). Siis SR € K(W,Y), TS € K(X, Z) ja TSR € K(W, Z).

TOESTUS.

Ulesanne 1.3. Téestada lause
]

Jareldus 1.3. Isomorfism lopmatumootmelisete normeeritud ruumide vahel ei ole
kompakitne.

TOEsTUS. Kui isomorfism T 16pmatumdotmelisete normeeritud ruumide X ja Y
vahel oleks kompaktne, oleksid lause pohjal ka nende ruumide iihikoperaatorid
kompaktsed (sest Ix = T~ 'T ja Iy = TT~'), mis on vastuolus néiites saadud
tulemusega. O

Teoreem 1.4. Olgu X normeeritud ruum ja Y Banachi ruum. Siis K(X,Y) on
ruumi L(X,Y) kinnine alamruum.

TOESTUS.

Ulesanne 1.4. (a) Olgu 7,5 € £L(X,Y) ja e > 0 sellised, et |T — S| < e. Toestada, et kui
ruumi Y hulk € on hulga S(Bx) e-vork, siis £ on hulga T'(Bx) 2e-vork.

(b) Toestada teoreem
NAPUNAIDE. Kasutada Hausdorffi teoreemi ja iilesande osa (a).

]

Jareldus 1.5. Olgu X normeeritud ruum ja Y Banachi ruum. Siis F(X,Y) C
K(X,Y) (s.t. loplikumodtmeliste operaatorite alamruumi sulund ruumis L(X,Y) si-
saldub kompaktsete operaatorite alamruumis).
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1.2. Loplikumootmelise operaatori tildkuju

Olgu X ja Y normeeritud ruumid ning olgu z* € X* ja y € Y. Defineerime operaa-
tori
rey: Xsr— o' (x)yeY.

Siis z* @y € L(X,Y).
Ulesanne 1.5. Téestada, et * @y € L£(X,Y), kusjuures [|l2* @ y| = ||=*| ||y|-
Kui z* # 0 ja y # 0, siis ranz* ® y = span{y} on ithemootmeline; kui aga z* = 0
voi y = 0, siis ran z* ® y = {0}; niisiis igal juhul z* @ y € F(X,Y).

Eelnevast jareldub, et kui n € N ning z7,...,2) € X* ja yy,...,y, € Y, siis
Z$; ®yj c JT(X,Y)
j=1

Teoreem 1.6. Olgu X ja Y normeeritud ruumid ning olgu T: X — Y. Siis T €
F(X,Y) parajasti siis, kui

T:Zx?@yj, kusn € N ning x3,..., 2, € X" jayy,...,y, € Y. (1.1)
j=1

Tarvilikkuse toestuseks teoreemis [1.6| on otstarbekas eelnevalt sonastada jargnev
lemma (mida me (sisuliselt) kasutame ka lemma [3.4] tdestuses), mis jareldub vahe-
tult iilesandest 1[9.12] mille kohaselt iga lineaarne funktsionaal 16plikumodtmelisel
normeeritud ruumil on pidev.

Lemma 1.7. Olgu Z loplikumdotmeline normeeritud ruum baasiga B = {z1,...,2,}.
Siis baasiga B seotud koordinaatfunktsionaalid

zZ:ZBZ%—zjn—>%€K, ked{l,...,n},
j=1

on pidevad ja lineaarsed, s.t. 2y,...,z, € Z*.

TEOREEMI [L.6] TOESTUS. Piisavus on tdestatud teoreemile eelnevas arutelus.

Tarvilikkus. Olgu T € F(X,Y), olgu {z1,...,2,} (n € N) kujutisruumi ran7’
baas ning olgu z7,..., 2" € (ranT)* selle baasiga seotud koordinaatfunktsionaalid.
Hahn-Banachi teoreemi pohjal leidub iga j € {1,...,n} korral funktsionaal y; € Y
nii, et y;‘-‘\mnT = z}. Aga niilid mis tahes z € X korral

n

To =3 2(Tw)z =3 u;(Tw) 2 = 3 (T"y;)(w) 2 = (Z<T*y;-‘> ® ) (=)

j=1 j=1 j=1

st. T'= > (T"y;) ® 2. O
j=1
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1.3. Kompaktsed operaatorid Hilberti ruumides

Teoreem 1.8. Olgu X Banachi ruum ja H Hilberti ruum. Siis K(X, H) = F(X, H).

TOESTUS. Olgu T' € K(X, H) ning olgu € > 0. Teoreemi toestuseks piisab leida
operaator S € F(X, H) nii, et ||S—T| < e.

Arvestades, et T'(Bx) on suhteliselt kompaktne hulk ruumis H, saame Haus-
dorffi teoreemi pohjal leida talle 16pliku e-vorgu €. Siis ortoprojektor P, € L(H, H)
ruumi H kinnisele alamruumile L := span £ on loplikumootmeline operaator, seega
P, T € F(X,H). Arvestades, et iga y € H korral on Pry elemendi y parim lahend
alamruumist L = span & ning et £ on hulga T'(Byx) e-vork, saame

|\PLT —T| = sup ||PLTx — Tx| = sup mlilHZ — Tz|| < sup m1£1||z —Tz|| <e.
= €

.Z’EBX J}EBX z xEBX

]

Teoreem 1.9 (E. Schmidt). Olgu H, ja Hy Hilberti ruumid ning olgu T € KC(Hy, Ha)\
{0}. Siis leiduvad

(1) dglimalt loenduv ortonormeeritud sisteem {eq,es, ...} C Hy;
(2) sama véimsusega ortonormeeritud sisteem { f1, fa,...} C Ha;

(3) sama véimusega positiivsete arvude jarjend sy = sg = - -, kusjuures loenduva
stisteemi korral s, —— 0,
k—o0

ni, et 1ga v € Hy korral

Tx = Z sk(z, ex) fr-

k
TOESTUS. Seda teoreemi me kiesolevas kursuses ei toesta! O

Kui X ja Y on Banachi ruumid ja T' € K(X,Y) on kompaktne, siis vastavalt
definitsioonile on T'( By ) suhteliselt kompaktne hulk. Kui X ja Y on Hilberti ruumid,
saame viita enamat.

Teoreem 1.10. Olgu Hy ja Hy Hilberti ruumid ning olgu T € K(Hi, Hy). Siis
T(Bg,) on kompaktne hulk.

TOESTUS. Seda teoreemi me kiesolevas kursuses el toesta! O

1.4. Hilbert—Schmidti operaatorid

Olgu H; ja Hs Hilberti ruumid ning olgu S taielik ortonormeeritud siisteem ruumis H;.

Definitsioon 1.2. Oeldakse, et operaator T' € L(Hy, Hy) on Hilbert-Schmidti ope-

raator, kui
> |ITe||* < oo.

eeS
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Margime, et see definitsioon on korrektne, s.t. ei soltu téieliku ortonormeeritud
siisteemi S valikust ruumis H;. Selleks piisab ndidata, et mis tahes téieliku orto-
normeeritud siisteemi S’ korral ruumis H;

ST =) ITel”. (1.2)
fes e€S

Vorduse (|1.2) kehtivuseks piisab néidata, et mis tahes tiieliku ortonormeeritud siis-

teemi S” korral ruumis H,
STITHP =D 1T gl (1.3)
fes’ ges”

Toepoolest, sel juhul

DOITAP =Y T gl =Y IITel*.

fes’ geS”’ eceS

Toestame vorduse (1.3)): kui " on téielik ortonormeeritud siisteem ruumis Hj,
siis mis tahes taieliku ortonormeeritud siisteemi S” korral ruumis H, Parsevali vor-
duse pohjal

ST =Y @t o) =3 YTt g)f

fes’ fES’ geS”’ geS" fes’!
=N Mol =Y Y@ n =Y ITg)*
geS” fes’ geS” fes’ geS”

Olgu T € L(H,, Hy) Hilbert-Schmidti operaator. Kuna mis tahes z € X kor-
ral x = ) _s(x,e)e, siis Tow = ) _s(x,e)Te ning jarelikult Holderi vorratuse ja
Parsevali vorduse pohjal

1Tzl < 3G 0)| 17l < (Zux?e)!?)%(z ||Te||2)é -(X ||Te||2)%ux||.

eeS eeS eeS eeS
(1.4)

Niisiis, |7 < (ZEES |]Te||2> .
Teoreem 1.11. Hilbert-Schmidti operaator on kompakine.

TOESsTUS. Olgu T' € L(H,, Hy) Hilbert-Schmidti operaator.

Toestuse ideest paremaks arusaamiseks esitame ta juhu jaoks, kui H; on sepa-
raabel (iildisel juhul on toestus pohimotteliselt samasugune). Koigepealt, kui H;
on loplikumootmeline, siis 7" on loplikumootmeline operaator ja seega kompaktne,
niisiis voime konkreetsuse mottes eeldada, et H; on lopmatumootmeline. Sel ju-
hul leidub ruumis H; loenduv téielik ortonormeeritud siisteem (ex) = (ex)72 ;. Iga
xr € Hy korral @ = Y 12 (z,exr)er, seega Tx = > oo (x,er)Teg. Defineerime iga
n € N korral operaatori T,,: H; — Ho,

n

T,x = Z(x, ex)Ter, x € Hy;
k=1
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siis ilmselt T, € F(Hy, Hs). Operaatori 7" kompaktsuseks piisab seega néidata, et

|T — T,|| — 0. Pannes téhele, et mis tahes n € N ja x € H; korral (T —T,,)x =
n—oo

Y hens1 (T, ex)Tey, saame sarnaselt vorratuse (1.4) toestusele, et

(T - T)a) < (Z HTekHQ) .

k=n-+1
jarelikult
IT - Tl = sup (T - Tzl < (Z HTekH) 0
z€BH, P n—o00
(sest koonduva rea > 7, [|Teg||* jadkliige koondub nulliks). O

1.5. Kompaktse operaatori kaasoperaatori kompaktsus

Teoreem 1.12 (Schauderi teoreem). Olgu X ja Y Banachi ruumid ning olgu T €
L(X,Y). Siis T on kompaktne parajasti siis, kui tema kaasoperaator T on kom-
paktne.

TOESTUS. Seda teoreemi me kiesolevas kursuses ei toesta! O

1.6. Banachi ruumide aproksimatsiooniomadus

Jarelduse pohjal mis tahes Banachi ruumide X ja Y korral F(X,Y) C £(X,Y)
(s.t. 1oplikumdootmeliste operaatorite alamruumi sulund ruumis £(X,Y) sisaldub
kompaksete operaatorite alamruumis). Loomulik on kiisida: millal kehtib siin vordus,
s.t. F(X,Y) = K(X,Y)? (Néiteks, kui Y on Hilberti ruum, siis teoreemi |1.8 pohjal
see vordus kehtib.) Sellega on motiveeritud jargnev definitsioon.

Definitsioon 1.3 (A. Grothendieck, 1955). Oeldakse, et Banachi ruumil Y on ap-
roksimatsiooniomadus, kui iga Banachi ruumi X korral F(X,Y) = K(X,Y).

Teoreem véiidab niisiis teisisonu, et igal Hilberti ruumil on aproksimatsiooni-
omadus.

Pikka aega ei teatud, kas {ildse leidub ilma aproksimatsiooniomaduseta Ba-
nachi ruume. Niiteks koigil meile tuntud klassikalistel Banachi ruumidel — £ (n € N,
p € [l,00]), ¢, (p € [1,00]), co, ¢, Ly(a,b) (p € [1,00]), C[a, b] — on aproksimatsiooni-
omadus. Alles aastal 1972 toestas P. Enflo, et leidub ruumi ¢y kinnine alamruum, mil-
lel ei ole aproksimatsiooniomadust. Aastal 1981 avaldatud artiklis toestas A. Szan-
kowski, et pidevate lineaarsete operaatorite ruumil £(¢s, ¢5) ei ole aproksimatsioo-
niomadust.
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2.1. Fredholmi integraaloperaatorid Cla,b] — Cla, 0]
Olgu k: [a,b] X [a,b] — C pidev funktsioon.

Definitsioon 2.1. Operaatorit K : Ca,b] — Cla, bl

(Kz)(t) = / k(t,s)z(s)ds, t €la,b], x€Cla,b,

nimetatakse Fredholmi integraaloperaatoriks. Funktsiooni £ nimetatakse operaato-
ri K tuumaks.

Margime, et operaator K on korrektselt defineeritud, s.t. z € C|[a, b] korral on funkt-
sioon Kx: [a,b] — C toepoolest pidev.

Toepoolest, olgu = € Cla,b], x # 0. Funktsiooni Kz pidevuseks piisab niidata, et Kz on
iihtlaselt pidev 16igus [a, b], s.t. iga € > 0 korral leidub ¢ > 0 nii, et

ti,to € [a,b}, |t1—t2| <d = |(K$)(f1)—(KJZ)(t2)| < E.

Olgu € > 0. Mis tahes ¢, s € [a, b] korral

/|kt17 K(ta, 5)| [2(s)] ds
b

</ k(1. 5) — k(t2, 5)| [l2]] ds = ||3c||/ k(t1,5) — k(ta, )] ds.
a a

Kinnises tokestatud hulgas [a, b] X [a,b] pidev funktsioon k on iihtlaselt pidev selles hulgas, seega
leidub 6 > 0 nii, et t1, 51, %2, 52 € [a, ] korral

[(Kz)(t1) = (Kx)(t2)| =

€
d((tl,sl),<t2782)) = \/ltl—t2|2+|81—82‘2 <) = ‘kj(tl,Sl)—k(tQ,Sg)‘ < HLEH(TO,)
Kui niiid t1,t2 € [a,b], |t1 — t2| < 0, siis mis tahes s € [a, b] korral
g
k(t1,s) — k(te,s)| < ————
| (1 ) (2 )| HI”(Z)*CL)
ning seega
b €
(0€2) (1) = (o)1) < ] [ [k1.5) = blta, )] ds < ol i (0= a) =
Vahetult on kontrollitav, et K on lineaarne. Operaatori K tokestatuseks mér-
gime, et
b
sup ||Kz||= sup sup |(Kz)(t)|= sup sup / k(t,s)x(s)ds
TEBCq,p] zEBC|q,p] tE€[a,b] TEBC|q,p) t€[a,b]

:sup/‘kts‘ds

t€(a,b]

= sup sup
t€[a,b] 2€Bca,b)

/a Kt s) 2(s)

99
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(Siin vajab pohjendamist vordus (1).) Eelnevast vordusteahelast jareldub, et K €
E(C[a, b], Cla, b]), kusjuures

b
| K| = sup / |k(t,s)| ds.

te€la,b] Ja
Vordus (1) jireldub jirgnevast lemmast.

Lemma 2.1. Olgu z € C|a,b]. Siis funktsionaal f: Cla,b] — K,

f(z) = / z(s)x(s)ds, x € Cla,bl,

on pidev ja lineaarne, s.t. f € Cla,bl*. Seejuures

e / 12(s)| ds.

TOESTUS. Vahetult on kontrollitav, et f on lineaarne. Mis tahes z € Cfa, b] korral

b
[ o] < [l < [ s,

seega f on ka tokestatud, kusjuures || f]| < f |2(s)| ds.

()] =

Teiselt poolt, fikseerime vabalt € > 0 ja defineerime z(t) := |Z§+€, t € [a,b]. Siis
T € Bojay), kusjuures

) =(t)
|_/|z(z€)—|—€d /|z \—l—s

)

t

|
? b
/ i (H>r+e dS:/(|Z<t>|—6>ds=/ 2(s) ds — £(b —a).

Protsessis ¢ — 0 jareldub siit, et || f]| > f |z(s)]| ds. O
Teoreem 2.2. K € K(Cla,b],Cla,b]).

NB! Kirjutada la- ~

hendus! TOESTUS.

Ulesanne 2.1. Toestada teoreem

NAPUNAIDE. Kasutada Arzeld—Ascoli teoreemi.
]
Tahistame A := {(t,s): t € [a,b], a < s < t}. Olgu k: A — K pidev funktsioon.
Saab niidata, et operaator K : Cla,b] — C|a, b),

(Kz)(t) :/ k(t,s)xz(s)ds, té€a,b], x€ Cla,b,

on korrektselt defineeritud, kusjuures K € IC(C’[(L, b, Cla, b]) Operaatorit K nimeta-
takse Volterra integraaloperaatoriks. Funktsiooni £ nimetatakse operaatori K tuu-
maks.
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2.2. Fredholmi integraaloperaatorid Ls(a,b) — Lo(a,b)

Koikjal selles punktis tdhistame Q := (a,b) x (a,b). Siimbol A tdhistab Lebesgue’i
mootu ruudus (2.

Definitsioon 2.2. Olgu k € Ly(f2). Operaatorit K : Ls(a,b) — Ls(a,b),

b
Kx:/ k(-,s)x(s)ds, x € La(a,b),

nimetatakse Fredholmi integraaloperaatoriks. Funktsiooni k nimetatakse operaato-
ri K tuumaks.

Margime, et operaator K on korrektselt defineeritud, s.t. x € Ly(a, b) korral tdoepoo-
lest Ko € Ly(a,b).

Toepoolest, olgu © € La(a,b). Funktsioon Q > (t,s) — x(s) kuulub klassi Ly(€2), seega
funktsioon Q > (¢, s) — k(t, s) z(s) kuulub klassi L;(2), jarelikult Fubini teoreemi pohjal

b
Kz = / k(-,s)x(s)ds € Li(a,b).

Veendumaks, et Kz € La(a,b), jddb seega ndidata, et || Kz||2 < oo:

|Kx||§=/ab}(Kx)(t)!2dt=/: /abk(t,é’)at(s)ds2 dt</: (/:\k(t,s)ux(s)\ds>2dt
< /ab (/ab}k(t,8)|2 ds) </ab"”(3)|2ds> gt — SCIIQ/: (/:|k(ta 3)|2d.9> i@t (2.1)

2
e / (t, ) 2 dA(E ) = K112, o 2]

Vahetult on kontrollitav, et K on lineaarne. Vorratusteahelast (2.1)) jareldub, et
K on tokestatud, niisiis K € £(L2(a, b), Lo(a, b)); seejuures

KN < MRl La- (2.2)
Teoreem 2.3. K € K(Ls(a,b), La(a,b)).

Teoreem jareldub vahetult jirgnevast teoreemist, sest teoreemi pohjal
on Hilbert—Schmidti operaator kompaktne.

Teoreem 2.4. Fredholmi integraaloperaator K: Ls(a,b) — Lo(a,b) on Hilbert—
Schmidti operaator.

TOESTUS. Olgu (u;) = (u;)52, téielik ortonormeeritud siisteem ruumis Ly (a, b). Siis
(uj) = (u;)32, on samuti téielik ortonormeeritud siisteem ruumis Ly (a, b).

Ulesanne 2.2. Téestada, et (@) on téielik ortonormeeritud siisteem ruumis Lo (a, b).

NB! Tosta see
tilesanne II peatiiki
paragrahvi 6!
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Veendumaks, et K on Hilbert—Schmidti operaator, tuleb niidata, et

00 00 b 2

SikwlE=Y |

j=1 j=1

dt < oo.

/a "kt $) us(s) ds

Fubini teoreemi pdhjal peaaegu koikide t € (a,b) korral k(t,-) € La(a,b), seega
Parsevali vorduse pohjal

Ikt )3 = Z o ()7,

kus ,
a; (1) ::/ k(t,s)uj(s)ds, j=1,2,...,

on elemendi k(¢,-) Fourier’ kordajad siisteemi (u;) jargi. Niitid
00 00 b b o b
Skl =3 [ajoPd= [ Y laj@Pde= [ k| i
j=1 j=1v¢ @ j=1 a

:/ab (/abyk(t,s)FdS) dt:/glk(t,s)IQdA(t,S)z 1Kl La(0)-

Tahistame A := {(t,s): t € (a,b), a < s < t}. Olgu k € Ly(A) (siin vaat-
leme kolmnurka A varustatuna Lebesgue’i mooduga). Saab niidata, et operaator
K: Ly(a,b) — La(a,b),

]

Kx(t) = /tk(t,s)x(s) ds, té€ (a,b), x€ Ly(a,b),

on korrektselt defineeritud, kusjuures K € K(La(a,b), Lo(a,b)). Operaatorit K
nimetatakse Volterra integraaloperaatoriks. Funktsiooni k£ nimetatakse operaatori K
tuumaks.

2.3. Integraalvorrandite klassifikatsioonist

Sagedamini rakendustes esinevad integraalvorrandid on jargmised:
b
u(t) = / k(t,s)x(s)ds, (2.3)
’ b
x(t) = u(t) +/ k(t,s)x(s)ds, (2.4)

kus k € C([a,b] X [a,b]) ja u € C[a,b] on etteantud funktsioonid ning = € C|a, b] on
otsitav tundmatu (voi k € Lo ((a,b) x (a,b)) ja u € La(a,b) on etteantud funktsioo-
nid ning = € Ls(a,b) on otsitav tundmatu). Vorrandeid ja nimetatakse
vastavalt esimest ja teist litki Fredholmi integraalvorranditeks. Kui vorrandites
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ja (2.4) u = 0, siis neid vorrandeid nimetatakse vastavalt esimest ja teist liiki ho-
mogeenseteks Fredholmi integraalvorranditeks.
Operaatorkujul voib vorrandid (2.3)) ja (2.4) panna kirja vastavalt kujul

u= Kuz, (2.5)
r=u+ Kz, (2.6)

kus K on vastav Fredholmi integraaloperaator. Kui vorrandites ja K on
Volterra integraaloperaator, siis neid vorrandeid nimetatakse vastavalt esimest ja
teist lutki Volterra integraalvorranditeks. FEsimest ja teist liiki Volterra integraal-
vorrandid on niisiis vastavalt vorrandid kujul

ult) = / k(t, 5) 2(s) ds, (2.7)
x(t) :u(t)+/ k(t,s) xz(s)ds, (2.8)

Kui vorrandites (2.7) ja (2.8) uw = 0, siis neid vorrandeid nimetatakse vastavalt
esimest ja teist litki homogeenseteks Volterra integraalvorranditeks.



§ 3. Fredholmi alternatiiv

Teoreem 3.1 (Fredholmi alternatiiv). Olgu X Banachi ruum ning olgu K € K(X, X).
Siis operaator I — K on strjektsioon parajasti siis, kui ta on injektsioon.

Teoreem on operaatorvorrandite keeles sonastatav jargmiselt: teist litki mitte-
homogeensel operaatorvorrandil x — Kx = y eksisteertb iga y € X korral lahend
parajasti siis, kui vastava homogeense vorrandi x — Kx = 0 ainus lahend on x = 0;
seejuures vorrandi x — Kz = y lahend on iga y € X korral iihene. Teisisonu, kehtib
parajasti iiks jargmistest kahest teineteist vilistavast viitest:

e teist liiki mittehomogeensel operaatorvorrandil x — Kz = y eksisteerib iga
y € X korral lahend (kusjuures see lahend on iihene);

e homogeensel vorrandil x — Kz = 0 eksisteerib mittetriviaalne lahend.
Teoreemi toestus toetub jargmisele lemmale, mille me toestame hiljem.

Lemma 3.2. Olgu X Banachi ruum ning olgu K € K(X, X). Siis ran(I — K) on
kinnine.

TeOREEMI 3.1] TOESTUS. Téihistame S =1 — K.

Tarvilikkus. Olgu S siirjektsioon. Oletame vastuviiteliselt, et .S ei ole injektsioon.
Tahistame iga n € N korral Z,, := ker S™. Siis

{0y=ZyCZ1CZyCZ3C . (3.1)

Veendume, et sisalduvused on ranged. Kuna S pole injektsioon, siis Z;, =
{0} S ker S = Z;. Eeldame niiiid, et mingi n € N korral Z,_; & Z,, s.t. leidub 2z €
Z\Zp_1 = ker S™\ker S"~!. Kuna S on siirjektsioon, siis 2 = Sz mingi z € X korral.
Sisalduvuse Z,, C Z, 11 (ning seega ka koigi sisalduvuste (3.1))) ranguseks piisab niiiid
niidata, et # € Z,,1\ Z, = ker S"*\ ker S™. Uhelt poolt, Sz = S"(Sz) = Sz =
0 (sest z € ker S™); seega = € ker S"*1. Teiselt poolt, S"x = S"1(Sz) = S" 12 #£0
(sest z ¢ ker S"71); seega = ¢ ker S™. Niisiis, € ker S"™! \ ker S™, nagu soovitud.

Mis tahes n € N korral on Z,,_; ruumi Z, kinnine parisalamruum, seega Rieszi
lemma pohjal “peaaegu perpendikulaarist” leidub z,, € Sz, nii, et p(z,, Z,_1) = %
Aga niiiid mis tahes n,p € N korral

HKfo-p - Kxn” = Hxn+p — STpyp — (xn - an)” = Hxn+p - (S%H-p +Tp — an)”

2 d(xn+p7 Zn-i—p—l) 2

N | —

(sest STpyp + Tn — Sz € ker ST = 7, 1), seega jadal (Kx,)°, ei ole koon-
duvat osajada, mis on vastuolus operaatori K kompaktsusega.

Piisavus. Olgu S injektsioon. Oletame vastuvéiteliselt, et S ei ole siirjektsioon.
Tahistame iga n € N korral X, := ran S". Siis

X=XoDX1DXoDX3D---. (3.2)
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Paneme téhele, et iga n € N korral X,, on ruumi X,,_; kinnine alamruum. Toe-
poolest, X; = ran.S on ruumi Xy = X kinnine alamruum lemma pohjal. Eel-
dame niiiid, et mingi n € N korral X,, on kinnine; siis X,, on ka téielik. Vaatleme
operaatoreid

S,: X, d2rr—— Sre X, ja K,: X,2rxr— KxeX,

(mérgime, et S[X,] = X411 C X, [[X,] = Xy, seega K[X,,| = (I — 9)[X,] C X,).
Niiiid S,, = Ix, — K,,, kusjuures K,, on kompaktne; seega X, 1 = S[X,] = ran s,
on kinnine lemma [3.2] pohjal.

Veendume, et sisalduvused X; D Xy D X3--- on ranged. Kuna S pole siirjekt-
sioon, siis Xo = X 2 ran S = X. Eeldame niiiid, et mingi n € N korral X,,_; 2 X,,,
s.t. leidub x € X,,_; \ X,, = ran S"~! \ ran S™. Sisalduvuse X,, D X, (ning seega
ka koigi sisalduvuste (3.2])) ranguseks piisab niiiid néidata, et Sz € X, \ X411 =
ran S™ \ ran S". Ilmselt Sx € ran S™. Oletame vastuviiteliselt, et Sz € ran ™+,
Siis Sz = S"™1z = S(S™z) mingi z € X korral, jirelikult operaatori S injektiivsuse
tottu x = S™z € ran S", vastuolu. Niisiis, Sz € ran S™ \ ran S"*!, nagu soovitud.

Rieszi lemma pdohjal (peaaegu perpendikulaarist) saame iga n € N korral valida
x, € S, nii, et p(zp, Xpy1) = % Aga niiiid mis tahes n,p € N korral

1

| Kzn — Kanypll = |20 — STn — Tngp + STyl 2 d(wn, Xpg1) 2 )
(sest Sxp,+xpyp— STpypy € Tan ST = 7, 1), seega jadal (Kz,)22, ei ole koonduvat
osajada, mis on vastuolus operaatori K kompaktsusega. O

Lemma toestuseks on otstarbekas eelnevalt toestada jargmised lemmad.

Lemma 3.3. Olgu X Banachi ruum ning olgu K € K(X, X). Siis ker(I — K) on
loplikumootmeline.

TOESTUS. Tuuma ker(/ — K) 16plikumodtmelisuseks piisab niidata, et tema kinnine
tihikkera Bye(;—k) on suhteliselt kompaktne (sest normeeritud ruum on 16plikumodot-
meline parajasti siis, kui tema iihikkera on suhteliselt kompaktne). Selleks mérgime,
et Ber(1—k) = K[ Brer(1-Kk))-

Ulesanne 3.1. Veenduda, et Byer(1—-k) = K[Byer(1-r))-

[]

Lemma 3.4. Olgu X Banachi ruum ning olgu Y ruumi X loplikumootmeline alam-
ruum. Siis leidub pidev lineaarne projektor P: X — X nii, etran P =Y.

ToEsTUS. Olgu {y1,...,y.} (n € N) baas ruumis Y. Selle baasiga seotud koordi-

n

naatfunktsionaalid y;: Y 3 > fy; — B € K on lineaarsed, jarelikult ka pidevad,
j=1

st. yp € Y, k = 1,...,n (sest 1oplikumdotmelises normeeritud ruumis on iga

lineaarne funktsionaal pidev — vt. iilesannet 1/9.12)). Hahn—Banachi teoreemi pohjal

leidubiga j € {1,...,n} korral 7 € X* nii, et 77|y = y;. Aganiiiid P = lej@yj €
j:
L(X, X) on projektor, kusjuures ran P =Y.
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Ulesanne 3.2. Veenduda, et P on projektor, kusjuures ran P =Y.

O

LEMMA TOESTUS. Tahistame S = [ — K. Lemmade ja pohjal leidub
ruumi X kinnine alamruum Z nii, et X = ker S®Z. Paneme tihele, et ran S = S(7).

Niitid operaator R
S:Z>z+— SzeS(Z)

on pidev lineaarne bijektsioon.

Operaatori S injektiivsuseks mérgime, et kui mingite 21, zo € Z korral §zl = §22, Siis 21 — 29 €
Z Nker S = {0}, niisiis z; = 2s.
Kujutisruumi ran .S = S(Z) kinnisuseks piisab seega néidata, et S on isomorfism,
s.t. S~1 on pidev.

Oletame vastuviiteliselt, et S~! ei ole pidev. Siis leiduvad u, € Z, n =1,2,...,
nii, et Su, —— 0, kuid u,, —/— 0. Osajadale iile minnes voime iildisust kitsen-

n—o0

n—oo

damata eeldada, et mingi § > 0 korral ||u,| > 0 iga n € N korral. Tdhistades
niiid z, = HZ—"H e Sz, n=12,..., kehtib Sz, —— 0, s.t. 2z, — Kz, —— 0.
n n—oo n—oo

Operaatori K kompaktsuse tottu voime osajadale iile minnes iildisust kitsendama-
ta eeldada, et Kz, —— 2 mingi z € X korral. Kuna z, — Kz, —— 0, siis ka

n—0o0 n—oo

2, — 2, seega z € Sy. Teiselt poolt,
n—oo

Sz = lim Sz, = lim (zn—Kzn) =z—2z=0;
n—oo n—oo

niisiis z € ker SN Z = {0}, s.t. z =0, vastuolu. O



Taiendused, muudatused ja parandused
aine “Funktsionaalanaliiiis II” loengukonspektis
vorreldes 2020/21 Ooppeaasta siigissemestriga

23. veebruar 2021.

e Lk. 4 lemma [1.4] esimese lause 1oppu lisati puuduolev “ning olgu p: X — R pool-
norm”; lemma [1.4] esimene lause on niiiid jargmine: “Olgu X normeeritud ruum ning
olgu p: X — R poolnorm.”

o k.6 reas —2 lisati vigasele sonale “péérdoperatorist” puuduolev tdht “a” “p6ord-
operaatorist”.

e Lk. 8 iilesande (valemi)ridades 3 ja 5 kirjutati vastavalt “Ax” ja “Dy” {imber
kahemottelisust vélistavad sulud: “(Az)(t) = ---” ja “(Dy)(t) = ---".

e Lk. 11 reas —9 kustutati sona “lineaarne” eest liigne sona “on”; selle rea alguslause
on niilid jargmine: “Olgu P: X — X lineaarne projektor.”

e Lk.14 lisati iilesande 3.21 jérele iilesanne [3.22}

Ulesanne Olgu X normeeritud ruum ning olgu P € L(X, X) projektor. Toestada, et kui
IP]| =1, siis ||I + P|| = 2.

e Lk. 21 iilesande (valemi)reas 2 kirjutati “A,2” imber kahemottelisust vélista-
vad sulud: “(A,x)(t) =---".
e Lk. 35 lause [9.6| viites (c) kirjutati kahemottelise “Xj” asemele “(Xg)*".

e Lk. 36 jarelduse [9.7] véites (c) kirjutati kahemottelise “X3” asemele “(Xg)*”; teo-
reemi kompleksse juhu toestuse reas 2 kirjutati “Y§” asemele “(Yg)*” ja reas 3
“X3" asemele “(Xg)*.

e Lk. 41 jaotise [L1.1] (valemi)reas 3 kirjutati “=" asemele “:<=".

e Lk. 42 iilesande (valemi)ridades 5 ja 7 kirjutati “inf” all eksliku “V”" asemele
“Y": niiiid seisavad seal vastavalt

inf |z —wv| ja inf |z—v].
vEu+Y z€x+Y
vEu+Y

e Lk. 45 muudeti iilesande [11.10] esimest lauset. See on niiiid jargmine: “Kasutades
normeeritud ruumi faktorruumi moistet, toestada jargnev Rieszi lemma, mis on
meile tuttav kursusest “Funktsionaalanaliiiis 1.”

e Lk. 52 mérkuses 1.2, (a), kirjutati eksliku “eelmises paragrahvis” asemele “jaoti-
ses 1.17.

e Lk. 64 lause (b), toestuses muudeti valemiridu, need on niiiid jirgmised:
(Pz,y) = (Pr,y — Py) + (Pz, Py) = (Pz, Py) = (Px — x, Py) + (z, Py)
= (z, Py).

(Ka endine toestus oli igati korrektne, aga muudetud toestus tundub olevat loomu-
likum.)
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e Lk. 65 muudeti paragrahvi 4 viimase jaotise pealkirja, see on niiiid “Tédiendavaid
mérkusi ja iilesandeid” (endisele pealkirjale lisati “mérkusi ja”).

e Lk 70 reas 3 asendati fraas “Vahetult lausest jireldub” jargneva tiislausega:
“Jargnev tulemus on vahetu jireldus lausest [6.1]”

e Lk 70 lause toestuse esimese 16igu viimase lause 16pus kirjutati “oy = ... =
a, = 07 asemele “aj = -+ = a,, = 07 (“\1dots” asemel kasutati “\dotsb”). Selle
toestuse teine loik asendati jirgmise loiguga.

Mis tahes k € {1,...,n} korral

n n
0= (Z Qisi, sk) = u(si s6) = arlsn, sk) = o |lsell?,
=1 =1

millest, arvestades, et ||s|| # 0, jireldub, et oy, = 0. O
(Juhime téhelepanu, et vorduste a; = -+ = a,, = 0 toestus ei kasuta pérast seda
asendust Pythagorase teoreemi, nagu varem. Juhime veel tdhelepanu, et enne seda
asendust oli lause toestuse teise 1oigu esimeses reas viga: “a;s1,...,a,5, € §”
asemel pidanuks seal olema “aysq,...,a,s, € H”.)

e k. 79 teoreemile 7.4 eelneva loigu lopust kustutati liigne punkt.

e Lk. 81 teoreemi 8.1 tingimuse (2) 16ppu kirjutati puuduv koma; iilesande 8.1
ndpundites kirjutati vale “¢(ax +y)” asemele “¢(ax +y)” (s.t. “¢” asemele kirjutati
“1)”) ning asendati sona “toestuseks” sonaga “toestamisel”.

e Lk. 81 jaotise 8.1 materjal alates definitsioonist 8.1 tosteti jaotisse 8.2; jaotiste 8.1
ja 8.2 pealkirjad on niiiid vastavalt “Riesz—Fischeri teoreem” ja “Hilberti ruumide
isomorfismid”; iihtlasi kohandati sobivaks teoreemile 8.2 eelnev loik.

e k. 87 niite 9.1 rea 7 1oppu lisati puuduv koma; “kaastransponeeritud maatriks.”
selle néite 1opus asetati kursiivi: “kaastransponeeritud maatriks.”.
e Lk. 88 iilesanne sonastati iimber. Uus sonastus on jargmine.

Ulesanne Olgu {ex: k € N} ortonormeeritud siisteem Hilberti ruumis H ning olgu (ax)52,
arvjada. Toestada, et

(a) kui jada (o), on tokestatud, s.t. a 1= (ag)52; € loo, siis
(al) kujutus T,: H — H, kus
T,x = Zak(x,ek) er, x€H,
k=1

on pidev lineaarne operaator, kusjuures ||7,|| = ||a||« (kdigepealt veenduda muidugi,
et see operaator on korrektselt defineeritud);

(a2) Ty =Tg, kus @ := (%), € loo.-

(b) kui jada (ax)52, on tokestamata, siis leidub element x € H nii, et rida

oo
Z Olk(xa ek) €k
k=1

hajub.
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e Lk. 89 ridades 8 ja 11 asendati eeslisandis “Hellinger-Toeplitzi” sidekriips “-” (hyp-
hen) mottekriipsuga “” (n-dash): “Hellinger—Toeplitzi”.

e Lk. 92 iilesande [10.12| ridades 2 ja 3 kirjutati “P,” asemele “T,” ja ridades 5 ja 6
“T\” asemele samuti “T,”. (Need muudatused on tingitud muudatustest iilesandes

. Mérgime, et enne neid muudatusi pidanuks iilesandes [10.12[“T)” asemel olema
gime, p
“P,”.) Ulesande rea 3 1oppu kirjutati koma asemele punkt.

e Lk. 99 paragrahvi 2 ja jaotise 2.1 pealkirjas ning lk. 101 jaotise 2.2 pealkirjas
kirjutati “Integraaloperaatorid” asemele “Fredholmi integraaloperaatorid”.

e Lk. 106 lemma 3.2 toestuse reas 2 lisati “ker S @ Z”7 ette puuduv “X ="
“X=kerSe 2"
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