~ ELMARREIMERS i
MATEMAATI LISE
~ ANALUUSI
~ PRAKTIKUM

f | % "
l‘ A |
i




- a

ALGEBRA VALEMID

(@t b)?=a*+2ab+b’
(a+b+cy=a*+b*+c*+2ab +2ac +2bc
(@atb)®=a’+3a’b +3ab’ + b
a’—b*=(a+b)a-b)
a*+b*=(a+b)a’+ab + b?)

amgn= g+ Anpn = (ap)”

SEPLAL #:a‘"

nE = 4
log.b 1
l0ga.b = 0g.a ’ logab = Togea

HUPERBOOLSE TRIGONOMEETRIA VALEMID

cha — sh’a =1 tha cth a =1
sh(@+pB)=sh a ch fxch a sh B |
chigxB)=chachptshashp

sh 204 =2sh a ¢ch a 2sh’a =ch 2a—1
ch 2a =sh?a +ch’a 2ch?a =ch 2a +1
2sh a sh g =ch(a + B)—ch(a - B)
2 she ch B =sh(a + B)+sh(a — )
2¢ch a ¢h g =ch(a + p)+chl(a—pB)



TRIGONOMEETRIA VALEMID

sin‘a +cos’a =1 tan a cot a =1
sinfa * a)=sin a cos Bt cos a sinf
cos(a = B)=cos a cos Bt sin a cosp

sin 2a =2sin a coS a 2sin’a =1-co0s 2a

cos 2a =cos’a — sin‘a 2cos?a =1+¢0S 2a
sin " %a =1+cot’a 4sin3a =3sin a ~ sin 3a
cos ~Za =1+tan’a 4cos’a =3cos a +¢os 3a

2sin a sin B =cos(a — ) — cos(a + B)
2¢0os a cos B =cos(a —B)+cos(a + )
2sin a cos B =sin(a — B)+ sin{a + B)

sin o +sin g=2sin &£ cos 252
sin a — sin B =2cos ‘:{—ﬁ sin %ﬂ
CcOS a +C0s f=2cos Q—}ﬁ cos %ﬂ
CcOS a — COS = —2sin %ﬁ sin %ﬂ

arcsin x +arccos x=% arctan x +arccot x = 12‘~
arcsin x =arctan NEES™. arccos x =arccot NCp.

- e X - X
arctan x = arcsin NCPY arccot x =arccos T/=1=——_'_——)*(=f






ELMAR REIMERS

MATEMAATILISE
ANALUUSI
PRAKTIKUM

Eesti NSV Korg- ja Keskerihariduse Ministeerium lubab
kasutada korgkoolis 6ppevahendina matemaatika, raken-
dusmatemaatika ja fiiiisika erialadel

TALLINN «VALGUS» 1988



517.2
R 35

Retsenseerinud TPedl matemaatikakateeder ja J. Lamp
Kaane kujundanud T. Aru

1702050000—197
902 (15)—88
ISBN 5 440—00229—4

13—88 ' © Kirjastus «Valgus» 1988



EESSONA

Kédesolev raamat annab iilevaate piirvdirtuste teooria ning
tthe muutuja funktsiooni diferentsiaal- ja integraalarvutuse mee.
toditest. Raamat sisaldab niiteid nende meetodite kasutamise
kohta ja iilesandeid. Védljaanne on moeldud matemaatilise ana-
liiiisi praktikumi ldbiviimiseks G. Kangro opiku «Matemaatiline
analiiiis. I» (2., parand. ja tdiend. tr. — TIn.: Valgus, 1983. —
504 lk.) jargi ENSV korgkoolides, eeskdtt TRU matemaatika tea-
duskonnas ja fiiiisika osakonnas. Et teoreetiline osa on ulatuslik,
siis sobib raamat ka kdsiraamatuks paljude erialade spetsialisti-
dele, kes puutuvad kokku iihe muutuja funktsiooni diferentsiaal-
ja integraalarvutusega.

Praktikumi materjal on jaotatud kaheksasse peatiikki ja see
katab matemaatika ning rakendusmatemaatika eriala iilidpilaste
oppeprogrammi. Uldse on vaatluse all 44 teemat, mis on esita-
tud paragrahvidena. Iga teema (paragrahv) jaotub kolmeks osaks:
teoreetiline osa, ndited ja iilesanded.

Teoreetilises osas defineeritakse koik vajalikud pohiméisted,
antakse fiilesannete lahendusmeetodid ja tuuakse dra pohilised
teoreemid ning tunnused, mis on vajalikud lahenduste pohjenda-
miseks. Teoreetiline osa votab enda alla veidi {ile kolmandiku
raamatu mahust. Teooriat on isegi ménevorra rohkem esitatud,
kui on vaja praktikumis, sellecks et raamatut saaks iseseisvalt
kasutada ka kaugoppijad.

Niited on toodud koigi pohiliste lahendusvotete kohta ja nad
on tiiiipilised antud iilesannete lahendamisel. Neis rohutatakse
neid momente, millele peab lahendaja eriti tdhelepanu pddérama.

Ulesanded on iildiselt esitatud raskusastme jargi — algul liht-
samad ja kergemad, siis keerulisemad ja raskemad. Sageli on
iilesanded rithmitatud tiiiipide jargi, nii et ithe vottega lahendata-
vad iilesanded on jarjestikku. Suurem osa iilesandeist on origi-
naalsed voi matemaatilise analiiiisi tiiiipiilesanded, kuid palju
iilesandeid on vGetud ka f{ilesannete kogudest, millest eriti tuleks
mainida jargmisi:

1. bepman I'. H. C6opHHK 3ajau mo XKypcy MaTeMaTHUECKOTO
aHaauza. — 20-e uza. — M.: Hayka, 1985. — 384 c.

2. JlemugoBuu b. Il. C6opHuK 3a1auy W ynpazkKHeHHH 10 MaTe-
MaTHYeCKOMY aHaJau3dy. — 9-e u3a. — M.: Hayka, 1977. — 527 c.

Uldiselt on véljaanne moeldud t66ks Gppejou juhendamisel,
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kuid on jalgitud, et viljaannet saaks kasutada ka iseseisvaks
tooks aine lahendusvotete praktilisel omandamisel.

Kui praktikum toimub oppejou juhendamisel, siis on soovita-
tav, et uue teema kisitlemisel oppejoud annaks iilevaate aine teo-

. reetilisest osast vajalikus ulatuses ja analiifisiks soovitatud néi-

teid. Alles siis tuleks iiliopilastel asuda Gppejou juhendamisel
iilesannete lahendamisele. On soovitatav iga niite jarel kohe
lahendada vastav grupp iilesandeid.

Ulesannete iseseisval lahendamisel on samuti soovitatav enne
lahendama asumist ldbi vaadata teoreetiline osa ja soovitatud
ndited. Kui aga iilesannete lahendamisel ilmnevad raskused voi
tekib soov kontrollida valitud lahendusviisi sobivust, on soovita-
tav vaadata lahendatava iilesande vastust, sest suurele osale {iles-
annetest on vastustes antud lahenduse pohjendus vo6i juhised

. lahendamiseks, mis koige kiiremini viivad sihile.

Seoses laboratoorsete t66de sisseviimisega Oppeprotsessi TRU
matemaatikateaduskonnas, on viljaandesse lisatud iilesandeid,
mis on sobivad seda laadi tdddeks.

Autor kasutab voimalust avaldada siirast tinu TRU matemaa-
tilise analiifisi kateedri téotajale Kersti Kolgile hoolika t66 eest
kisikirja triikitehnilisel vormistamisel.

Tartu, 1986. a.

Autor
Kasutatavad lithendid
D — definitsioon PT — piisav tunnus
T — teoreem M — meetod
KT — koonduvustunnus N — naide
TT — tarvilik tunnus Mott — toestuse lopp
Kasutatavad mateﬁiaatilised siimbolid
V — iga, mis tahes = (<=) — jareldub (noole suu-
3 — on olemas, eksisteerib, ek- nas),
sisteerivad, N\ — ja
<= — siis ja ainult siis, para- \/ — véi
jasti siis,
Kasutatavad arvuhulkade tahistused
N — naturaalarvude hulk
Z — taisarvude hulk
Q — ratsionaalarvude hulk
R — reaalarvude hulk
& — tithihulk
[a, b] — lbik (punktide x = R hulk, kus aCx<Cb}

(a, b) — vahemik (punktide x &R hulk, kus a<<x<<b)
[a, b) — poolldoik (punktide x & R hulk, kus a<<x<Cb}
(a, b] — poolldik (punktide x = R hulk, kus a<<x< b}



. SISSEJUHATUS ANALUUSI

§ 1.1. SUMMA SUMBOL -

Jérjestikuliste indeksitega suuruste ag, apyy, ..., ap summa

- mérkimiseks kasutatakse siimbolit 3 (kreeka tdht «sigma») jirg-
miselt:

ar+arpi+ ... Fa,= Zn,' a;, (1)

i=h

kus siimboli 3] all ja peal olevad indeksid £ ja n niitavad vasta-
valt summa esimese liikme ay ja viimase liikme a,, indeksit. Indek-
sit i nimetatakse summeerimisindeksiks. Siimboli
- jarel kirjutatakse summa {ildliige, s.o. avaldis a; millest

saame summa ko6ik liikmed, andes summeerimisindeksile ; viir-
- tused &, k41, ..., n.

Niited
N 1.1.1. Kirjutada siimboli 3 abil summa

142422429494,

Lahendus. Olgu summeerimisindeksiks tiht j, siis summa koik liikmed
saame naiteks avaldisest 24, kui j=0,1,2 3 4. Seega

4
I4+2+224+242¢= 3 20

Sama summa litkmed saame niiteks ka avaldisest 2m-2, kui m==2,3,4,5,86.
Seega ka

8

1424924284 94— 3 9m-2,

m=2

Voib leida ka veel teisi kirjutisi antud summale siimboli ¥ abil.
N 1.1.2, Kirjutada siimboli ¥ abil summa
1 —243—445—647.
Lahendus. Selle summa lifkmed saame nditeks avaldisest (—1)*+1g,
kui k=12, ..., 7. Seega

7
1 — 9243 —44+5—64+7= 3 (—1)r+1k.

k=1



Ulesanded

Kirjutada siimboli 3/ abil jargmised summad (vt. ndited N
1.1.1 ja N 1.1.2).

1. 142434445 1 1 1
o 1 f4l—14t1—1 & VFgt3tgitgdt
3. 14141414141 7. 2048414244416
4, 1—4+9—16—|—25 8. a4t a+...1+ aw
1 1 9. 1+q+¢+...+ ¢
5 l"+2+3+""+;{ 10. an + qntb 4 an2b2 4 ...~} b"

: K—irju'tada_ilma summa siimbolita jargmised summad.

8 _ : n

1. S by | 14. 3 (—1)klogk
k=1 : h=1
5 1

12. 33 | 15. 37 (—1)n+i5n
§=2 n=1
L ’ n

13. 37 (24-i0) 16. 33
i=0 . , k=0

T6estad'a jargmised summa siimboli omadused.

17. Z’ (ah+bk) = Z' ant+ 3 b

k 1 h=1

18. Z‘cat_—cZa,, kus ¢==const

i=1

‘ n-l-h ' ' " n
19. 2 ai== Za’l‘—k 20. 2 a;= .2 Qit+n

1.=0 i=h i=m t=m—h

§ 1.2. REAALARVU ABSOLUUTVAAER{US JA JUURED

D 1.2.1. Reaalarvu a ‘absoluutviidrtuseks nimetatakse
arvu |a|, mis rahuldab  tingimust

la|_ { a, kui az=0,

— l—aq, kui a<<0.

(2)

. Reaalarvu absoluutviirtuse omadused on antud ulesandels
21—32. .-
Avaldise (2) poH]al vdib kirjutada ka jargmised vordused:
B { la|, kui az=0, |
u=

—]al, kui a<<0. 3)



Arvu & nimetatakse reaalarvu a n-astme juureks, kui
Er=a.

Kui n on paaris naturaalarv ja a>>0, siis on olemas vaid kaks
reaalarvu & ja &, mis on arvu a n-astme juurteks, kusjuures &=
=—£. Vaadeldaval juhul arvul a<Z0 juuri ei ole.

Kui n on paaritu naturaalarv, siis igal arvul a on olemas vaid
iiks reaalarv & mis on arvu a n-astme juureks, kusjuures a>>0
korral on £>0 ja a<<0 korral £<C0.

. n__. :

Siimboliga YJa, mida kasutatakse ainult naturaalarvu n korral,
tahistatakse |

1) paarisarvulise n korral arvu a seda n-astme juurt & mis
on mittenegatiivne, s.o. £=0.

2) paarituarvulise n korral arvu a ainsat g-astme juurt &

Seega naturaalarvu n korral

’}VE;_{ |a|, kui n on paarisarv,
— U g, kui n on paaritu arv.

2__ .

Kui n=2 kirjutatakse 7Va? asemel Y}a®?. Seega _

N ya2=al. ()

Siimbolit Y nimetatakse juureméirgiks ehk radika a-é_.-
liks.

‘Niited
N 1.2.1. Juurida avaldis V2. | ) J
Lahendus. Vdarduste (4) ja (2) pdhjal saame:

xVy, kui x>0,

Vaty=vx*Vy=1]Ty \_{_xVy, kui x< 0.

N 1.2.2. Viia avaldises x7y arv x juuremérgi alla_.‘
Lahendus. Vdrduste (3) ja (4) pohjal saame

77 { |x| Vo=V*%y, kui x>0,
X == —_ —
T =% Ty=—Vxy, kui x<<0.

Ulesanded

Toestada jargmised reaalarvu absoluutvddrtuse omadused.

21. |a|=0 25. |la+b|<|al+]|b]
22, |—a|=|al 26 Ja—b|<|a|+|b]
23. a<|al 27. |a| — |b|<|a+b]
24. —a<<|a| 28. lal — |b|<|a—b|



a-+bj 31. |ab|=]al|b]

<|
<la—b? . | al=‘lal
<| I 32. |~ 5]

29. |la| —]ol]
30. [|a| —10o]]

Néidata, et vdrratused j#rgmistes paarides on samavdiirsed.

33. Iafg\b«:)-hbgagb (kus 6=0)
34. [a|<<b<=—b<<d<<b (kus b>0)

Juurida jdrgmised avaldised (vt. niide N1.2.1).

35. Y(x—2)% 39. Yx®
36. (a—b) VM(Q“;F?) E 40. Y253
41. Yx(B—xF1)?
37. x4y 42. V' — 4@ fdx
38. ¥
Viia kordaja juuremirgi eest selle alla (vt. ndide N 1.2.2).
43. £72 5. xyi—1
M4 (1—m)ym—2 6. (x2—2x) Vx

§ 1.3. MATEMAATILISE INDUKTSIOONI MEETOD

Olgu antud seeria mingeid viiteid
Vi, Vo, ..o, Vi, .0

M 1.3.1. (Matemaatilise induktsiooni meetod). Anfud seerias
iga vdide V, on odige, kui

1° Vi on bige, s.t. seerias esimene vdide on dige.

2° Vi=> Vi, s.t. oletusest, et suvaline vdide V, on oige,
jareldub, et jirgnev vdide Vyu on dGige.

Sageli iilesannete lahendamisel matemaatilise induktsiooni
meetodi abil tuleb eelnevalt piistitada viidete seeria, 1ihtudes iiles-
ande sisust.

N 1.3.1. Leida summa
1

- ' l l.-‘ *
2t g3t n(n+41)
Lahendus. Arvutades selle summa juhtudel n=1,2, 3, saame
1 1
Slx"—z—-1
1-2 2
1 1 1 2
S = ! =S e
12 g3 ‘T3z 3¢



1 1 1 1

Sy=—f——p g -
T2 23 3 oty
Saadud erijuhtude pohjal vGime oletada, et
n
Sn=
n-+1
iga n=1, 2, ... korral. Oletuse (vaite) Oigsust kontrollime matemaatilise

induktsiooni meetodil. Viiteks V, (n=1,2,...) on meil oletus, et S,=
=n/(n-t1).

1° Esimene viide V, on oige saamisviisi jirgi.

2° Oletame, et viide Vi on oige suvalise £ korral, s. 1., et Sre="~/(k41).
Siis vdime kirjutada

1 k 1 k41
SR+1=Sk - +

T e T TR e

Saime vidite Viy,, s.t. Swr1=(k+1)/(£+2).
g Matemaatilise induktsiooni meetodil oleme tdestanud, et tehtud oletus on
Oige. Seega iga n=1, 2, ... korral on

n
n41 -~

Sn=

Ulesanded

Leida jargmised summad (vt. ndide N 1.3.1).

47. Su=1+34... +(2n—1) 48. S,=2+44+... 190
- 1,1 ) I

. I
1. Se=amttaet .+ (2n— 1) (2n+F1)

Téestada jdrgmised valemid.

50. 142+ ... +n___.“(n2+1)

51, 124924 . ,f+nz=_'i(’i+1)6(2n+l)

52. 194254 ... fnd=— [—"'—-‘%"-’llr

. l — xn-l'-i
83. Id-x4x2t . xn= —

Toestada jidrgmised vorratused.

-84, (14x)">14-nx, kui x>—1, x50, n=2, 3, ...
85. 27 >2n41 kui n=3, 4, ...

66. 2">n2 kui n=>5, 6, ...

S7. (2n)!1<<Pn(n1)2, kui n=1, 9, ...

(x5=1)



§ 1.4. ABSOLUUTVAARTUSTEGA ESIMESE ASTME
VORRATUSED

Vaatleme absoluutvdiriustega esimese astme vorratusi, s.o.
esimese astme vorratusi, kus tundmatu x esineb ka avaldistes
kujuga |ax-+b), naiteks

|x — 1]4+x>|2x+1].

M 1.4.1. Absoluutviddrtustega esimese astme vorratuste lahen-
damiseks tfoimime jargmiselt.

1° Leiame absoluutviirtuste, s.o. lilkmete |ax4-b| nullkohad.

9° Jaotame saadud nullkohtade abil x-telje osadeks (vdttes
seejuures ka nullkohad saadud osade parempoolseteks voi vasak-
poolseteks otspunktideks).

3° Lahendame vorratuse x-telje igal saadud osal eraldi, kor-
valdades iga kord absoluutviddrtused liikmetes |ax--b| absoluut-
vadrtuse definitsiooni D 1.2.1 abil. See on vo6imalik, sest nii saa-
dud x-telje osadel ax-+b ei muuda maérki. Tulemuseks saame osa-
vastused Vi, Vs, ..., millest igaiiks annab vdérratuse lahendid
x-telje vastava osa kohta.

4° Uhendame saadud osavastused Vi, Vs, ... lildvastuseks V.

Niited

N 1.4.1. Lahendada vorratus
|x —1[4+x>|2x+1].
Lahendus, Lahendame vorratuse meetodi M 14.1 jdrgi.
1° Leiame absoluutvddrtuste nullkohad, s.o. punktid x, kus
x—1=0, 2x+1=0.

Saame kaks nullkohta x=—1/2 ja x=1.
2° Jaotame saadud nullkohtade x==—1/2 ja x==1 abil x-telje osadeks (vt

joon. 1.1). Saame osad (—oo, —1/2], (—1/2 17 ja (1, o).

X< — x>1

N 1~a
N
>
VAN
—

Y

"‘A—lr—

Joon. 1.1

3° Lahendame vorratuse x-telje igal saadud osal eraldi.
I Kui x={—1/2, siis definitsiooni D 1.2.1 pd&hjal

|t —1|=—(x—1), |2x41{=—(2x+1).
Jarelikult voime vorratuse esitada kujul

—(x — 1) x> —(2x+1),

10



mille lahendamine annab:
X1,

Néeme, et x-telje vaadeldaval osal (—oo, —1/2] on vorratus rahuldatud, kui
x>—1. Seega oleme saanud esimese osavastuse

Vii x = (—1, —1/92].
. Kui —1/2<<x<C1, siis definitsiooni D 1.2.1 pohjal
[x—1]=—(x—1), |2x41]=2x41.
ja vorratus x-telje sellel osal esitub kujul
—(x —1)4x>2x+1,
mille lahendamine annab:
x<0.

Nieme, et x-telje vaadeldaval osal (—1/2, 11 on vorratus rahuldatud, kui
x<C0. Seega saime teise osavastuse

Vy: x =(—1/2, 0).
HI. Kui x> 1, siis definitsiooni D 1.2.1 pohjal
[x —1|=x—1, |2x41]=2x+1
ja vorratus esitub kujul
(x — 1) x> 2x+1,

mille lahendamine annab vastuolu —1>1, mis iitleb, et x-telje wvaadeldaval
osal (1, o) vorratusel lahendeid ei ole. Seega saime kolmanda osavastuse

Va: x = @.
4) Uhendame osavastused kokku iildvastuseks
V: x (-1, 0).
Seega vaadeldava vorratuse lahenditeks on vahemiku (—1,0) punktid.
N 1.4.2. Lahendada vorratus
l—x
X 41

Lahendus. Kasutades absoluutvdidrtuse omadust iilesandest 32, kirju-
tame vorratuse kujul

=1,

1=l
le4+1] T
Kohal x=—1 kaotab vdrratus motte, sest see punkt on nimetaja nullkoht,
Seega punkt x=—1 eji ole vorratuse lahend. Eeldades nitiid, et x%=—1, mille

tottu  |x41]>0, viime vorratuse kujule
[1—x|=[x+1].

Edasi lahendame selle varratuse nagu niites N 1.4.1, jattes vilja punkti x=
=-—-1. Saame vastuseks V: x = (-—oc0, —1) |J (—1,0]. Seega vaadeldava vorra-

tuse lahenditeks on vahemiku (—oo,—1} ja poolldigu (—1, 0] punktid.

11



Ulesanded
Lahendada jdrgmised vérratused (vt. niited N 1.4.1 jaN14.2).

58. |x—2|'<<|2x—1] 64. |x—3| —[|2—x|=[x—1]
59. |x|<<|x42] 65. ’1‘:2|>1
60. |x42|—|r—2|<<x—1 66. 2x:11 ’,22
61. 2|x+1|>3x— |x42| 1 9
67. <
62. |x|>x | —2] "7 [x1)
63. |2x—1|<<|1—x] 68. Ilj:'__;llgl

§ 1.5. RUUTVORRATUSED

Vaatleme ruutvorratusi, kus esinevad ka absoluutviirtustega
liikmed |ax4b|, niiteks |

X2 —2|%42| — 40,

Selliste vorratuste lahendamiseks kasutatakse jadrgnevates niide-
tes N1.5.1 ja N1.5.2. antud vdtteid, kusjuures jallegi absoluut-
védirtuse korvaldame definitsiooni D 1.2.1 abil.

Niited
N 1.5.1. Lahendada vérratus
' %242x — 3<0.

Lahendus. Lahendamiseks joonestame vGrratuses esineva ruutpolii-
noomi

y=x24+2x—3

graafiku. Selleks leiame poliinoomi nullkohad, s.o. punktid, kus
x242x — 3=0,

saame x;=—3, x;=1. Kanname need nullkohad xy-tasandil x-teljele ja joo-

nestame graafiku, nagu niidatud joonisel 1.2. Vérratuse lahenditeks on need
punktid x, kus y<<0. Jooniselt on niha, et sellisteks punktideks on x =(—3, 1).
Seega vaadeldava vBrratuse lahenditeks on vahemikuy (—3,1) punktid.

N 1.5.2. Lahendada wv®drratus

x2—2lx+2| —4<0,

Lahendus. Leiame absoluutviirtuse nullkoha, saame x=—2. Kanname
leitud nullkoha x-teljele, millega x-telg jaotub kaheks osaks (—o0,—2] ija
(—2,00) (joon. 1.3). Lahendame niiiid vorratuse x-telje molemal saadud osal
eraldi, kbrvaldades absoluutviirtuse definitsiooni D 1.2.1 pohjal,

I Kul x<<—2, siis |x4-2) =—(x+2) ja vorratus esitub kujul

X2 — 2[—(x4+2)] — 4=<0

ehk
x242x =0,

12



Joon, 1.2

X -2 X> -2

1
N
_xv

mille lahendamine (niites N 1.5.1 antud meetodiga) annab —2<<x<<0. Seega
‘vaadeldaval x-telje osal (—oo, —2] on vérratus rahuldatud, kui x=—2. Saame
-esimese osavastuse V;: x=—2

2. Kui x>—2, siis [x42|=x42 ja vorratus esitub kujul

2 —2(x4+2)—4<0
-ehk
x?2—2x — 8<0,

mille lahendamine (niites N 1.5.1 antud meetodiga) annab —2<<x<<4. Seega
‘vaadeldaval x-telje osal (—2, o) on vdrratus rahuldatud, kui —2<<x<4.
‘Saime teise osavastuse V,: x=(—2,4].

Chendame osavastused iildvastuseks:

V:x=[—2,4].
:Seega vaadeldava ruutvdrratuse lahenditeks on 16igu [—2,4] punktid.

Ulesanded

Lahendada jidrgmised ruutvérratused (vt. ndited N1.5.1. ja
‘N 1.5.2).

69. x2 —3x-+2>>0 73. 2 —6]x—1|+11>>0
70. x24x—2<0 74. 2 — |4x—5|>x—1
71, 24-2x4-2>>0 75. |5x43]>#+-2x13

72, ¥ — |x] —6<0

13



§ 1.6. KORGEMA ASTME VORRATUSED

Olgu poliinoom

P(x)=apx"+aix"14 ... +a, 1 x+a, (5)
- reaalsete kordajatega ja olgu ay>0. Vaatleme vrratuste
P(x)>0 (<0, =0, <0) (6)

lahendamist. Selleks lahutame poliinoomi (5) reaalsete tegurite
korrutiseks

P(x)=an(x—x)* (x— 1)} (Reppxt-g)* (2Lrats)h... (7)

kus x4, %, ... on poliinoomi erinevad nullkohad, mille kordsus on
vastavalt &, [, ..., ja x24px+4g¢>0, ¥+rx4s>0, ... iga x kor-
ral.Seejdrel kanname nullkohad x, %o, ... x-teljele ja joonestame
poliinoomi graafiku. Et kiillalt suurte arvude x korral on P(x)>
>0, siis graafiku joonestamist alustame paremalt iilalt ning tom-
bame joone 14bi iga nullkoha. Seejuures arvestame, et kui null-
koha kordsus on paaritu arv, siis graafik iiletab x-telge selles
nullkohas, kui aga nullkoha kordsus on paarisarv, siis graafik
vaid puudutab x-telge selles nullkohas (joon. 1.4). Saadud graa-
fiku abil on kerge leida vérratuste (6) lahendid.

i
7 X N\ X
/ S~o
Kui x; kordsus Kui x; kordsus
on paaris on paaritu
Joon. 1.4
Vorratuste
P (x)
0 0, =0, <0 8
o 0 (<0.=0, <0) (8)

~lahendamisel jdetakse vaatluse alt &ra punktid x, kus nimetaja

Q (x)=0. Seejdrel korrutatakse vorratuste (8) molemat poolt
suurusega [Q(x)]2>0, mille t&ttu vorratused (8) omandavad

kuju
P(x)Qx)>0 (<0, =0, <0). (9)

14



Sellgga vorratuste (8) lahendamine taandub vérratuste (9) lahen-
rdam}sele. Kuna P(x)Q(x) on poliinoom, siis vérratuste (9) lahen-
damine toimub analoogiliselt vrratuste (6) lahendamisele.

Niited

N 1.6.1. Leida vorratuste (6) lahendid, kui
P(x)=(x—5) (x — 2) x(x+2).

. Lahendus. Kanname poliinoomi nullkohad xy-tasandil x-teljele (joon. 1.5).
Et koik nullkohad on paaritu kordsusega, siis poliinoomi graafik iiletab x-telje
igas nullkohas, Niiiid alustame graafiku joonestamist paremalt iilalt ja ldbime
pideva joonega jirjekorras kdik nullkohad. Saame joonise 1.6, kust on niha, et

P(x)>0, kui xe(~—o0, —2) U (0, 2) U (5, o),
Px)<<0, kui x=(—2, 0) U (2, 5),
P(x) =0, kui x&(~o00, —2]U [0, 2] U [5, o),
P(x)<0, kui x=[—2, 0] UI[2, 5].

}

o

2

Ny

S
> ¥

Joon. 1.5

Joon. 1.6

N 1.6.2. Lahendada vorratus
2x*(x+1)3(3 — x) (x — 5)2=0.

Lahendus. Teisendame poliinoomi kujule (7), arvestades, et 3 —x=
=—(x—3). Saame:

2x4(x4-1)3(x — 3) (x —B)2=0.
Kanname poliinoomi nullkohad xy-tasandil x-teljele. Graafiku joonestamist
alustame paremalt iilalt. Graafik puudutab x-telge nullkohtades x=5 ja x=0
ning iiletab x-telge nullkohtades x==3 ja x=—1. Seega saame joonisel 1.7

kujutatud graafiku.
Jooniselt 1.7 on nidha, et vdrratuse lahenditeks on punktid

xe[—1, 3] U {5}.
15



Joon. 1.7

! N 1.6.3. Lahendada vodrratus
X% — 25 — x4 x84 2x2 4 x —2.0.

Lahendus. Lahutame poliinoomi reaalsete tegurite korrutiseks, siis
saame vorratuse esitada kujul

(*41) (x —2) (x — 1)2(x24-x41) >0,

kus x24+x4+1>0 ei lagune enam reaalsete Iineaartegurite korrutiseks. Edqsi

ae ] .

kanname poliinoomi nullkohad x-teljele ja alustame jille graafiku joonestamist

dutab x-telge nullkohas x=1. Saame joonise 1.8,
Jooniselt 1.8 ndeme, et vérratuse lahenditeks on

X & (oo, —1) U (2, o),

Joon. 1.8

Ulesanded

Lahendada jiargmised vérratused (vt. ndited N1.6.1, N1.6.2

ja N1.6.3).

76. x(x—1) (x+2) (x-+1)<0

77. (x—2) (x—1)2(x-+1)>=0

78, x(x—1)(2—x) (24+x4+2)<<0
79. X — 3% —4x4-4<20

80. x"-—3x’1_~l—3x'3+3x2—4<0

81. x§+x4-—2x~’——x°’-——-x+2’<0

6. ..(x—2)_.(x——3f(x;5)“(x%+x+5)ﬁ, —o

(x—2)3(x—1) (x*4-12x--36)
(x—8)2@—x) =0

83.

16



§ 1.7. ARVUHULKADE RAJAD

Olgu X={x} mingi reaalarvude x hulk. Kui leidub selline:
arv M, et iga x =X korral on x<<M, siis deldakse, et hulk X
on itlalt tokestatud, ja arvu M nimetatakse hulga X
ilemtokkeks (iilemiseks tokkeks). Kui leidub selline arv
m, et iga xeX korral on x>=m, siis Oeldakse, et hulk X
on alt tokestatud, ja arvu m nimetatakse hulga X alam-
tokkeks (alumiseks tokkeks). Igal iilalt tokestatud hulgal on
16pmata palju iillemtokkeid M. Igal alt tokestatud hulgal on 1op-
mata palju alamtékkeid m. Hulka X nimetatakse tokestatud
hulgaks, kui ta on alt ja iilalt tokestatud.

Hulga X viikseimat iilemist t6ket nimetatakse hulga X iilem-
rajaks (iilemiseks rajaks) ja mirgitakse siimboliga sup X ehk
supx. Hulga X suurimat alumist toket nimetatakse hulga X

xeX

alamrajaks (alumiseks rajaks) ja mairgitakse siimboliga
inf X ehk infx.

xeX
Siimbol

sup (x4-y)
xeX
yeY
tahendab sellise hulga tilemraja, mille elementideks on k&ik v&i-

malikud summad x-fy, kus x= X ja ye= Y. Analoogiliselt tuleb
moista ka siimboleid

sup (x—y), inf (xy)
xeX xeX
VEY ey

jt.

Pidevuse aksioom. Igal ilalt tokestatud reaalarvude hulgal on:
olemas iilemraja.

Pidevuse aksioomist jireldub, et ka igal alt tSkestatud reaal-
arvude hulgal on olemas alamraja.

Hulga X iilemist t6ket M nimetatakse selle hulga suuri-
maks elemendiks, kuiMe X, ja kirjutatakse M=max X ehk

M=max x. Hulga X alumist toket m nimetatakse selle hulga v i -
xeX

himaks elemendiks, kui me X, ja kirjutatakse m=min X'

ehk m=minx.
xeX

Arvhulkade rajade leidmiseks kasutatakse jargmisi teoreeme.

T1.7.1. Arv M on hulga X ilemraja siis ja ainult siis, kui
1) iga x= X korral x<<<M;
2) iga arvu £>0 korral leidub X' <X, et ¥’ >M — ¢ (joon. 1.9) ..

T1.7.2. Arv m on hulga X alumine raja siis ja ainult siis, kui
1) iga x=X korral x=m,

2 Matem. anal. praktikum I 17



X7 ’
o , X : X

1 -y
T —B——

m  m+e M-—e M .

Joon. 1.9

2) iga arvu >0 korral leidub x" =X, et x"<<m--¢ (joon.

1.9).
Kui hulk X ei ole iilalt (alt) tdkestatud, siis kirjutatakse

supX=o0 (inf X=-—00).

N 1.7.1. Leida hulga
1
X——-{ ot »on=1, 2, }

n

suurim ja vdhim element ning hulga rajad.
Lahendus. Kirjutame vilja hulga X esimesed elemendid, kui n=

=1, 2, 3, 4, 5:
3 4 5 6 }
A=12, — —, —, —, ... .
{ 2 3 4 5

Saadud jadas iga jargnev element on viiksem eelnevast, kuid suurem arvust 1.
Seejuures erinevus jada elementide ja arvu 1 vahel saab n kasvades kui tahes
véikeseks. Toepoolest, kui ¢>>0 on suvaline (kui tahes viike) arv, siis tingimus

n+1
1<.._+_.<]_+g
n

hakkab kehtima, kui n>1/e. Seega max X=2, min X ei eksisteeri, sup X=2,
inf X=1.

Ulesanded

Jargmistes hulkades leida vdhim ja suurim element ning
alam- ja {ilemraja (vt. ndide N1.7.1).

—1
84. X———{n P = } . X=
84 ol " 1, 2, 88. X=[0, 1]
85. X= ";IT’ n=l1, 2, } 89. X=(0, 1)
86, X={-’3S,;j?11’l; n—1, 2, } 90. X=[—1, oo)
87. X={n*—2n43: n=1, 2, . 91. X= {'El),' _;‘ 1, 2}

Toestada, et mis tahes reaalarvude hulga X— {x} korral keh-
tivad jirgmised vordused.

18



92. inf (—x)=—supx 93. sup (—x)=—infx
xeX x=X x&X x=X

Toestada, et mis tahes reaalarvude hulkade X= {x} ja Y={y}
korral kehtivad jirgmised vdrdused.

94. inf (x+y)==inf x+}infy 96. sup (x—y)=supx—infy
xeX xsEX YyeY reX x=X yeyY
vEY yeyY

95. sup (x+y)=sup x+supy 97. inf (x —y)=infx—supy
xe? xeX yEyY xe)ll.’ xeX YEY
ye yeY

TGestada, et mis tahes reaalarvude hulkade X= {x: x=0} ja
Y={y: y=0} korral kehtivad jargmised vérdused.

98. inf (xy)=infxinfy 99. sup (xy)=supxsupy
xeny_ xeX ye¥Y xe—:—§ xeX yEY
yeE ye

100. Leida viga jdrgmises «tGestuses». Olgu X={x} ja Y={y}
mis tahes reaalarvude hulgad ja Z={z} koigi voimalike
arvude z=x—y hulk, kus x=X ja y=Y. Ulesandes 95
oleva valemi pdohjal

sup x=sup [ (x—y)+y] =sup (x—y)+supy.

xeX yEY
yeyY

Ulesandes 96 oleva valemi pohjal saame edasi

sup x=sup x — inf y+sup 4.

xe=X x=X ysyY ey
Pdrast suuruste supx koondamist saame
x=X
inf y=sup y,

ey yeY

s.t. iga hulga alamraja on alati vordne selle hulga iilem-
rajaga. Mott. :

'y

§ 1.8. FUNKTSIOONI MOISTE

Olgu X mingi reaalarvude hulk. Kui x tihendab mis tahes
arvu hulgast X, siis deldakse, et x on muutuv suurus ehk
muutuja hulgas X. Iga arvu x= X nimetatakse muutuja x

vaartuseks.

D 1.8.1. Kui igale arvule x =X on mingi eeskirja | abil sea-
tud vastavusse iiks reaalarv y, siis éeldakse, et hulgas X on mda-
ratud funktsioon y=f(x) ja kirjutatakse:

y=f(x), xelX. (8)

Muutujat x nimetatakse funktsiooni (8) argumendiks ehk
soltumatuks muutujaks ja muutujat y tema s6ltu-

o 19



vaks muutujaks. Hulka X nimetatakse funktsiooni (8)
madramispiirkonnaks ja hulka Y={y: y=f(x), x= X}
tema vididrtuste hulgaks ehk muutumispiirkon -
-naks. Arvu yeVY, mille midrab vordus (8), nimetatakse
funktsiooni vidrtuseks punktis (kohal) x.
Kui muutujate x ja y mirkimine ei ole oluline, siis (8) asemel
koneldakse lihtsalt funktsioonist [ méddramispiirkonnaga X.
Funktsiooni (8) mairkimiseks kasutatakse ka tdhistust y=
=y(x), x& X. Millal x, y ja f(x) tdhendavad muutujaid ja millal
nende véirtusi, selgub alati tekstist.
Vastavalt definitsioonile D 1.8.1 on funktsioon (8) antud, kui
on teada |
a) tema médramispiirkond X,
b) vastavust midrav eeskiri f.
Monikord funktsiooni (8) madramispiirkonda X ei anta. Siis
-selhle all moeldakse argumendi viirtuste x hulka, kus eeskiri f
kehtib.

D 1.8.2. Funktsiooni (8) graafikuks nimelatakse punktide
(%, y) hulka {(x,y): y=Ff(x), x & X} xy-tasandil.

Vérdus (8) on funktsiooni f graafiku vorrand.

D.1.8.3. Kui iga arvu ye Y korral leidub ainult iks arv x= X,
mille korral y=f(x), siis éeldakse, et funktsioonil | on olemas
péordfunktsioon

x=p(y), yVY

muutumispiirkonnaga X.

Seega, kui funktsioonil f on olemas pdordiunktsioon @, siis
funktsioon f korraldab iiksiihese vastavuse piirkondade X ja Y
punktide vahel.

Kasutatakse ka mitmeseid (kaheseid, kolmeseid, ...)
funktsioone, mille korral igale arvule x e X vastab mitu
(kaks, kolm, ...) reaalarvu y=Y. Mitmese funktsiooni korral
v6ib piirkondadest X ja Y eraldada osa, kus vaadeldav funktsioon
(nn. ahendfunktsioon) on juba tithene funktsioon,
's.0. definitsiooni D 1.8.1 jirgi defineeritud funktsioomn.

Allpool iilesannetes esinevad jargmised funktsioonid:

. y=[x] (loe: y=antjee x), kus [x] on suurim tdisarv, mis
i fileta arvu x. Kui x>0, siis [x] on arvu x tdisosa.

2. y=sgnx (loe: y=signum x), kus

—1, kui x<<0
sgn x= 0, kui x=0
{ I, kui x>0.
Kui xs£0, siis

%

SN P
g x|l x



3. y=D(x) (Dirichiet’ funktsioon), kus

I, kui x=Q
0, kui x& Q.

Kasutamist leiavad ka nende funktsioonide ahendid, kus mi4-
ramispiirkonnaks on osa reaalarvude hulgast R.

Jargnevas on esitatud enam kasutatavate funktsioonide defi-
nitsioonid, maaramispiirkonnad X, muutumispiirkonnad Y ja
- graafikud, mida on vaja teada iilesannete lahendamisel.

1. Konstantne funktsioon: y=c=const, X=(—o0, 0), Y=
={c}. Graafikuks on sirge y=c. Poérdfunktsiooni ei ole.

2. Eksponentfunktsioon: Yy=0a*=exp,x (a>0, as=1), X=
= (—o00, 00), Y==(0, 00). Graafik on aftud joonisel 1.10 kahel
juhul, kui 0<<d<<1 ja kui a>1. Pé6rdfunktsioon on olemas. Juhul
a=1 kujutaks funkisioon y=a* konstantset funktsiooni y=1,
millel ei ole pdérdfunktsiooni.

D(x)=

\ "4

\ y=a* . v=g*

\\kui O<a<1 kui a>1

\
\
AN
\
\\\
____——-"’/1 \‘.‘-.-'--.
0 X
Joon. 1.10

Ulatuslikku kasutamist leiab eksponentfunktsioon y=er—
=expx, kus e on teatav irratsionaalarv, mille ligikaudne v&ir-
tus on e==2,71828... . Selle arvu definitsioonavaldis on antud
allpool (vt. § 2.1 ja § 2.2).

3. Logaritmfunktsioon: y=logsx (a>0, a%1), on ekspo-
nentfunktsiooni y =< g poéordfunktsioon, X = (0, @), Y=
= (—o00, ). Graafik on antud joonisel 1.11 kahel juhul, kui
0<<a<<l ja kui a>1.

Téhistame logaritmi alusel g=—e siimboliga In ja nimetame
loomulikuks ehk naturaallogaritmiks.” Sel korral
saame logaritmfunktsiooni

y=Inx=log.x,"

mis on eksponentfunktsiooni y=-e* pdérdfunktsioon.
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Joon. 1.11

4. Astmefunktsioon: y=x* (¢ =R). Miiramis- ja muutumis-
piirkond olenevad astendajast a. Kui a=m/(2n+1), mneZ,
siis S

e { (—o0, 00), kui a>0
7T U (—o0,0) U (0, 00) kui a<c0.

Kui as=m/(2n41), mne1Z, siis

v J1I0,00), kui a>0
X"Y’"‘{ (0, ), kui a<<0.

Joon, 1.12
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Graafik astendaja @ méne viirtuse korral on antud jooni-
sel 1.12.

5. Trigonomeetrilised funktsioonid: y=sinx, y==cosx, y=
=tanx, y=-cot x. Nad defineeritakse jargmisel viisil

a. Siinusfunktsioon y=sinx defineeritakse thikringis
iga x& X=(—o0, 00) korral kui l6igu AB pikkus, mille mdirab
nurk radiaanmooduga x (joon. 1.13). Uhikringi I ja I veerandis
voetakse y=0, III ja IV veerandis y<<0. Muutumispiirkond on
Y=[—11]. Siinusfunktsiooni graafik nn. sinusoid on antud
joonisel 1.14. Siinusfunktsiooni korral alati on |sin x| <|x].

b. Koosinusfunktsioon y=cosx defineeritakse iihik-
ringis iga x e X= (—oo, 00) korral kui 16igu OA pikkus (joon.
1.13). Uhikringi I ja IV veerandis voetakse y=0, II ja III vee-
randis y<C0. Muutumispiirkond on Y=[—1,1]. Koosinusfunkt-
siooni graafik on sinusoid, mis on nihutatud x-telje sihis vasakule
n/2 vorra (joon. 1.14).

A
Lo NE_cox K
N, .
\::.-’//
’/J;I\\\ ii '
/|
. *’!é“ \4/’\
[‘g_:} N X ;
A R OR ~
\ 3\\
-." ‘ \ é
\t iV 8
-
Joon. 1.13

Joon. 1.14
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“0%  kujutab fihik-
cos x

ringis iga re X={x: X7 (2k4-1)n/2, k< Z} korral puutuja
I6igu CD pikkust (joon. 1.13). Uhikringi I ja III veerandis on
y=0, Il ja IV veerandis y<<0. Muutumispiirkond on Y—
= (—o0, o0).Tangensfunktsiooni graafik nn. tangensoid on
antud joonisel 1.15.

¢. Tangensfunktsioon y=tan x=

d. Kootangensfunktsioon y=cotx=v-—c.gs—x- kujutab

sinx
iihikringis iga reX={x: x=kn, k=Z} korral puutujaléigu
. EF pikkust (joon. 1.13). Uhikringi 1 ja III veerandis on y=0,
IT ja IV veerandis y<C0. Muutumispiirkond on Y= (—o0, 00).
Kootangensfunktsiooni graafik on antud joonisel 1.15.

y=tanx

Joon. 1.15

6. Arkusfunktsioonid: y==arcsinx, y==arccosx, y=arccotx,
on trigonomeetriliste funktsioonide teatavate ahendite podrdfunkt-
sioonid ja nad defineeritakse jargmisel viisil:

a. Arkussiinusfunktsioon y==garcsinx on siinus-
funktsiooni ahendj

x=sin e[——’l- T ]

oy 23

- poordfunktsioon. Mddramispiirkond on X— [—1,1] ja muutumis-
- piirkond on Y= (—n/2, n/9). Graafik on antud joonisel 1.16.

_ b. Arkuskoosinusfunktsioon y=arccos x on koosi-
nusfunktsiooni ahendi

x==cosy, ye[0,n]
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\
%\ y=arcsinx

Joon. 1.16

pddrdfunktsioon. Midramispiirkond on X— [—1,1] ja muutumis-
piirkond on Y=[0, n]. Graafik on antud joonisel 1.16.

c. Arkustangensfunktsioon y=arctan x on tangens-
funktsiooni ahend;

x==tan e(‘-——f-t—- n)

IR 2’2/
poordfunktsioon. Médramispiirkond on X=(—o00, 00) ja muutu-
mispiirkond on Y= (—n/2, t/2). Graafik on antud joonisel 1.17.

d. Arkuskootangensfunktsioon y=arccot x on
kootangensfunktsiooni ahendi

x=coty, ye(0,n)

poordfunktsioon. Mairamispiirkond on X=(—o0, ) ja muutu-
mispiirkond on Y==(0,x). Graafik on antud joonisel 1.17
Seosed arkusfunktsioonide vahel on antud valemite tabelites.
7. Hiiperboolsed funktsioonid: defineeritakse jargmiste vale-
mitega:
a. Hiiperboolne siinus:
ex__e—x

y=shx='—“2——, X=Y= (——00, m).
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b. Hiiperboolne koosinus:

e x
y_=chx-—..=-——l2_£—, X=(—o0, c0), Y==[1, o).

c. Hiiperboolne tangens:

shx |
y=th x=; hx’ X=(—00,®), Y=(—1,1).
d. Hiiperboolne kootangens:
chx
y=cth x= ha X=(—00,0) U (0, ),

Y= (—o00, —1) | (1, o0).

Hiiperboolsete funktsioonide graafikud on antud joonistel 1.18
ja_1.19. Seosed hiiperboolsete funktsioonide vahel on antud.vale-
mite tabelites.

8. Areafunktsioonid: on hiiperboolsete funktsioonide poord-
“funktsioonid ja nad avalduvad jirgmiste valemite kaudu:

a. Areasiinus:

y=arsh x=In (x4yYx241), X=Y=(—o0, ).
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b. Areakoosinus:

y=archx=In(x+}x2—1)=2In (x+¥x2—1), on kahene funkt-
sioon, X=/[1, o), Y= (—o00, c0)
¢c. Areatangens:

L 1 14-x . .
y—--ari‘.hx—‘2 In . X=(—1,1), Y= (—o0, 00).

d. Areakootangens:

1 x-+1 .
y=arcth x= 5 In P X=(—o00,—1) U (1, ),

Y= ('_w: 0) U (09 OO).
Niited
N 1.8.1. Leida funktsiooni

f(x) = ¥x?— x In(x+2)
madramispiirkond X.

Lahendus. Funktsiooni avaldisest nieme, et esimene tegur on méira-
tud vaid juhul, kui x2— x>0, sest negatiivsetel arvudel ruutjuuri ei ole. Vii-
mase vorratuse lahenditeks on x & (—oo, 0) U (1, ). Funktsiooni avaldises
teine tegur on mdiiratud vaid juhul, kui x4-2>0, sest logaritm on olemas.
vaid positiivsetel arvudel. Seega teine tegur on méidratud, kui xe(—2, ).
Funktsioon osutub aga maiiratuks seal, kus modlemad tegurid on méiratud.
Seega vaadeldava funkisiooni madramispiirkonnaks on leitud hulkade iihis-
0sa, s.0. hulk

X= (-—2: 0) U (ls 00)'
N 1.8.2. Leida {unktsiooni

. 2x—3 1
y==arcsin P

x2—1

mairamispiirkond X. .
Lahendus. Funktsiconi avaldisest ndeme, et tipne tingimus esimese
liidetava olemasoluks on

2x—3
5

sest arkussiinusfunktsiooni maaramispiirkond on 15ik [—1,1]. Teine liidetav
funktsiooni avaldises on maddratud, kui x?2— 1540, s.t. kui nimetaja ei ole
null. Et aga funktsioon osutub miiratuks vaid seal, kus molemad liidetavad
on mddratud, siis tuleb lahendada siisteem

I 2x—3
5
lx2—1=,é0.

<1,

E

Siisteemi lahenditeks on
' reX=(—1, 1)U (1, 4].
Viimane hulk X ongi antud {unktsiooni méidramispiirkond.
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N 1.8.3. Leida funktsioconi
y==2+arccot(x — 1)

- péordfunkisioon.

Lahendus. Lahendame vdrrandi muutuja x suhtes. Saame:

, Yy —2=arccot(x — 1),

kust
X —l=cot(y —2),
x=1+4cot(y —2).

Et y=arccotx muutumispiirkond on hulk Y= (0, n), siis kiesoleval juhul
~ peab olema 0<<y —2<m, millest 2<<y<<24m ehk y=(2,24mn).
: Seega vaadeldava funktsiooni pé6rdfunktsioon on

x=I1+cot(y—2), ye(2,2+n).
Ulesanded

Leida jargmiste funktsioonide médaramispiirkonnad (vt. naited
" N18.1 ja N1.8.2).

| 191. y=vx+4 110. Y= Vll _lxllxl
102, y=7x>—4 :
A 1 111. y=arcsin (2x—1)
103. y=Yx+1+— 112. y=arccos
| : , 14-x
—_ A ( |
104, y= 4_2 T om 113. y=arcsin(10g'1'xa)
— 1 Y
105. y=7y—x+ =VD(x)—1
| s 114. y=7VD(x)

3 115. y=71— arctanx
- 106. y= Yx2—8

107. y=log(x— 6)

116. y=YVlogsinx

_ 1 117. y=7YIncos 2nx
. )
108. y=— og (1—7) +Vx+2 118. y=logx (2—x)

————

1 119. y=7Yshx
In (2—V¥x) 120. y=In (Y2--x — earsh x)
Maédrata, missugustes jirgmistes paarides on funktsioonid sa-
mad ja missugustes on nad erinevad.
121. f(x)=|x|, g(x)=xsgnx
122. f(x)=x, g(x)=Vx®
123. [(x)=logx%, g(x)=2logx

124. j(x)=logx®, g(x)=2log |x|
- 125. j(x)=1, g(x)=sin%2x-+costx

109. y=
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126. [(x) =arctan(tanx), g(x)==tan(arctan x)
127. f(x)=sinx, x<[0,n]; g(x)=sin(—x), x< [—x,0]

Leida jdrgmiste funktsioonide f nullkohad ja mairamispiir-
konna osad, kus f(x)>0 ja kus f(x)'<O.

128. f(x)=log |2x — 1] 129. f(x)=cos?x—1
log x
130. f(x)-—x3__3x2+2x

Leida jargmiste funktsioonide poordfunktsioonid (vt. nidide
N 1.8.3).

131. y=x?, xe [0, oo) 133. y=x2
132. y=—x2, xe=;(—oo,0) 134, y=10%+1
135, y=x2—2x—3, xe&(—oo,]l)

136. y=1+log|x—2], xe&=(—o,?2)

137. y=t-;— arcsin — , x=[—3,0]

138. y=I1+-arccos(l — x) 139. y=shux
140. y==chx

§ 1.9. FUNKTSIOONIDE LIIGID JA ESITUSVHSID

Olgu antud funktsioon y=f(x), x = X. Tdhtsamad funktsioo-
nide liigid on jargmised.

a. Paaris- ja paaritud funktsioonid.

D 1.9.1. Kui iga x=X korral on

f(—x) =[(x), (9)
siis nimetatakse funkitsiooni | paarisfunktsiooniks, ja kui on
f(—x) =—f(x), (10)

siis — paarituks funktsiooniks piirkonnas X.

Paarisiunktisiooni graafik on siimmeetriline y-telje suhtes
(joon. 1.20). Paaritu funktsiooni graafik on siimmeetriline koor-
dinaatide alguspunkti O suhtes (joon. 1.21). Mdiramispiirkond X
on siimmeetriline koordinaatide alguspunkti O suhtes (joonised
1.20 ja 1.21).

Trigonomeetrilistest funktsioonidest y=sinx, y=tanx ja y=
cot x on paaritud funktsioonid ning y=cosx on paarisfunktsioon;
arkusfunktsioonid y=arcsinx ja y=arctanx on paaritud funki-
sioonid.

b. Perioodilised funktsioonid.

D 1.9.2. Funktsiooni | nimetatakse perioodiliseks piir-
konnas X ja arvu w0 tema perioodiks, kui

[(x+w)=f(x) iga x=X Fkorral (11)
30



y=1(x)

{

Joon. 1.21

See definitsioon D 1.9.2 eeldab, et koos punktiga x kuulub
piirkonda X ka punkt x4-w. Uldiselt, kui x+hkoesX iga k=sZ
korral, siis koos arvuga w on funktsiooni [ perioodiks ka arvud
kw0,

Kui funktsioon f on perioodiliste funktsioonide summa, siis
tema perioodideks on liidetavate funktsioonide perioodide ({ihis-
kordsed.

Trigonomeetrilised funktsioonid on perioodilised ja neil on
jargmised perioodid (k= Z, k+0).

y=Ff(x) | @ | vdhim positiivne @

Yy=sinx, y=cosx l 2kn ’ 2n
y=tan x, y=cot x kot T
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Funktsiooni f perioodi @ leidmiseks tuleb tingimusest (11)
maisrata arv o, vaadeldes tingimust (11) kui vorrandit w suhtes.
Kui sel vorrandil on olemas konstantne lahend w=0, s. o. muutu-
jast x soltumatu lahend w=~0, siis | on perioodiline funktsioon
perioodiga w. Kui aga vorrandil (11) pole konstantseid lahendeid,
siis | ei ole perioodiline funktsioon. Piisab leida vdhim positiivne
periood @ (kui see on olemas, vt. iilesanne 156), sest sellest saame
taisarvuga k=0 korrutamisel ka iilejaddnud perioodid kw.

c. Monotoonsed funktsioonid.

D 1.9.3. Funktsiooni f nimetatakse kasvavaks ehk ran-
gelt kasvavaks piirkonnas X, kui selles piirkonnas suure-
male argumendi vddrtusele vastab suurem funktsiooni vddrtus.
Kui aga suuremale argumendi vddrtusele vastab vdiksem funkt-
siooni vadrtus, siis funktsiooni f nimetatakse kahanevaks ehk
rangelt kahanevaks.

Olgu xi, xe = X suvalised punktid. Funktsiooni range kasva-
mine on iseloomustatav seega tingimusega

V xi<<x2 = [ (x1) <f(x2) (12)
ja range kahanemine tingimusega
V Xy <xp=>[(x1) >f(x2). (13)

D 1.9.4. Kui tingimustes (12) ja (13) esinevad ka viorduse juh-
tumid f(x) <f(x2) ja f(x1) = (x2), siis funktsiooni | nimetatakse
vastavalt monotoonselt kasvavaks jo monotoon-
selt kahanevaks.

Monotoonselt kasvavaid ja monotoonselt kahanevaid funkt-
sioone kokku nimetatakse monotoonseteks. Tingimused
funktsiooni monotoonsuse miiramiseks on antud paragrahvis 4.1.

Matemaatilises analiiiisis esitatakse kdige sagedamini funkt-
sioone valemite abil, kuid esineb ka teisi esitusi. Vaatleme funkt-
sioonide tdhtsamaid esitusviise,

{ Esitus ilmutatud kujul Esitatakse valemiga y==
.=f(x), mis niitab, millised tehted tuleb teostada argumendiga,
ot saada funktsiooni véartus. Valemite abil olid- antud néiteks
funktsioonid eelmise paragrahvi 1.8 iilesannetes. Sisuliselt kujutab
valem funktsiooni graafiku vorrandit.

9 Esitus tabeli abil. Esitatakse tabel, kus on ndidatud

argumendi vddrtused Xy, X2, ..., ¥n ja neile vastavad funktsiooni
vaartused y1, 2, ..., Yn:

X ‘ x1 ’ JC2 | .. ‘ xn

Yy [yi‘yz\---‘ Yn

‘Sellist esitusviisi kasutatakse sageli eksperimentaalsete tulemuste
markimiseks. '
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3. Geomeetriline esitus graafiku abil. Esita-
takse funktsiooni graafik, kust saab miirata argumendi vairtus-
tele vastavad funktsiooni védrtused. Tiiiipiline on selline esitus-
viis isekirjutavate modteseadmete korral.

4. Parameetriline esitus. Muutujate x ja y vdirtused
maddratakse teatavate abimuutuja ¢ funktsioonide

x=x(t), y=y@), taT (14)

vadrtustena. Abimuutujat ¢ nimetatakse parameetriks ja
avaldisi (14) vaadeldava funktsiooni parameetrilisteks
vorranditeks. Esituse (14) korral oeldakse, et funktsioon
on antud parameetriliselt vorranditega (14) ehk on antud para-
meetrilisel kujul (14).

Avaldisi (14) kirjutatakse sageli ka kujul

x=x(t)
{y=y(t) teT.

Parameetrilisest esitusest ei selgu, kumb muutujatest x ja ¥ on
argument ja kumb on funktsioon. Vajaduse korral margitakse seda

eraldi. |
Funktsiooni y={f(x), x = X, voib alati esitada parameetrilisel

kujul (14), nditeks jargmisel viisil:

x=t
{y=f(t) teT=X.

Vastupidine esitus, s.o. iileminek parameetriliselt kujult (14) ku-
jule y=f(x) voi kujule x=g(y) ei ole alati teostatav. Tingimu-
sed sellisteks iileminekuteks on antud paragrahvis 3.5.

5. Esitus ilmutamata kujul, s.o. vorrandi

F(x,y)=0 (15)

abil.
D 1.9.5. Kui vérrand (15) mddrab iga x<= X korral arvu y,

siis 6eldakse, et vérrand (15) mddrab funktsiooni y=f(x), x= X
ilmutamata kujul.

Niiteks vorrand x24y®-—1=0 médrab ilmutamata kujul kahese funkt-
siooni

y==+7y1 — x2, ‘ xe[—1, 1].

‘Samal ajal vorrand x2+y?+1=0 ei midra funkisiooni y=f(x) ilmutamata
kujul.

6. Esitus polaarkoordinaatides valemiga
r=r(p), eoT,

mis annab funktsiooni graafiku punktid (x,y) polaarkoordinaati-
des (r,¢) (vt. joon. 1.22).
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Joon. 1.22

Uleminek esituselt polaarkoordinaatides parameetrilisele esi-
tusele on teostatav valemitega

x=r(gp) cosg
. eT.
{y=r(~¢) sing,
Niited
N 1.9.1. Selgitada, kas funktsioon
sin x2
fR)=—"_"7" xe(—oo, =) U (=1, 1) U1, =)

on paaris- Vi paaritu funktsioon.
Lahendus. Maiaramispiirkond on siimmeetriline koordinaatide algus-
punkti suhtes. Iga x=X korral on
Fl—) sin(—x)? sinx? - )
—x) = = —=F(x).
(—x)2—1 x2—1
Seega kehtib tingimus (9), s t. f on paarisfunktsioon.
N 1.9.2. Niidata, et funktsioon -

x?

f(x)-———log(lx\+l)+ x & (—o0, —1) U (1, o)

x—1
ei ole ei paaris- ega paaritu funktsioon.

Lahendus. Masramispiirkond on kiill siimmeetriline koordinaatide
alguspunkti suhtes, kuid iga x=X korral on

(__x 2 x2

=log(|x|+1)+ ,

1 —x—1

F(—x)=log(|—*|+D+

—x
kust on niha, et el kehti ei tingimus (9) ega (10).
N 1.9.3. Leida funktsiooni

y=-sin 3x

periood ©. o
Lahendus. Vaadeldava funktsiooni maaramispiirkond on Xe=(—o0, ®)-
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Vastavalt definitsioonile D 1.9.2 koostame vorrandi (11), saame:

sin 3(x4+-w) =sin 3x
ehk, vottes (=3«
sin(f+43w)} =sin ¢
Et viimane tingimus peab kehtima iga f{ = X korral, siis 3w peab olema funkt-
siooni y==sint pericod. Seega 3w=2km, kust @=2km/3. Vidhim positiivne
pericod on e=2m/3.
Leiame perioodi @ veel teisiti Lahendame saadud vdrrandi
sin{{+43w) =sin ¢
® suhtes, saame:
sin({4+3w)— sin =0,
ehk

2t43 3w
2 cos —I;co sin —=0.

Seega peab kehtima kas

243w 2t4-3 n
cos T+ =0 <= + m=m—+kn
: 2 2
voi
3w 3w
sin —=0<= —=%kn.
2 2

Esimesest tingimusest pole vdimalik konstantset lahendit @ leida. Teisest tin-
gimusest saame w=2kn/3, mis ongi otsitav periood.

N 1.9.4. Kirjutada ilmutatud kujul y=/F(x) jirgmine parameetrilisel kujul
antud funkisioon
x=1t45, y=t+Int
Lahendus., Esimesest vorrandist avaldame ¢, saame t=x—05. Jire-
likult
y=x —b+In(x —5).
N 1.9.5. Leida funkisioon y=/F(x), mis on antud ilmutamata kujul vor-
randiga
‘ In(y — sin x) =x.
Lahendus. Avaldame antud voOrrandist suuruse y, saame:
y — sin x =e¥,
kust
y=e*-sin x.

Ulesanded

Selgitada, millised jargmistest funktsioonidest on paaris- jd
millised on paaritud funktsioonid (vt. nadited N 1.9.1 ja N 1.9.2).

3
141. f(x)=t—;-——x3 144. f(x)=sinx—xcosx
142. f(x) =x (5> — 572%) 145. f(x)==sinx-—cosx
143. f(x) =-_2‘§_‘;r‘1—’;- 146. f(x)=log (xLV1+2)

8 35



Selgitada, millised jargmistest funktsioonidest on perioodi-
lised, leida periood w ja vdhim positiivne periood (vt.nédide N 1.9.3).

147. y==sin2x 150. y==|tan x|
148. y=cosix 151. y=sin2,§
149. y=|sinx| 152. y=sin—
153. y=sinx—|—%sin ;i} ; sin;c

154. y=2tan2x—3tan3x—|—cot—§—
155. y=x—[x] 156. y=D (x)
Jargmised parameetrilisel kujul antud funktsioonid kirjutada
ilmutatud kujul y=f(x) vo6i x=g(y) (vt. ndide N 1.9.4).
157. x=sint, y=In |t|4-2¢ 158. x=8B+¢t, y=et

Leida jargmised ilmutamata kujul antud funktsioonid y=F(x}
(vt. ndide N 1.9.5).

159. 12— 2xy-+x2—4=0 160. ev{-xPev=2x

§ 1.10. ELEMENTAARFUNKTSIOONID

Olgu antud funktsioon y=f(u), mille argumendi u véirtused
méidratakse teise funktsiooni u=g (x) vééirtuste abil.

D 1.10.1. Kui y=f(u), kus u=g(x), siis oeldakse, el y on
muutuja x suhtes liitfunktsioon, ja kirjutatakse:

y=flg(x)]. (13)

Muutujat u nimetatakse vahepealseks muutujaks. Funkt-
. sioone [ ja g nimetatakse liitfunktsiooni (13) koostis-
osadeks.

Liitfunktsiooni (13) nimetatakse ka funktsioonide f ja g kom-
positsiooniks ehk superpositsiooniks.

Kui liitfunktsiooni méiramispiirkond pole antud, siis selle all
moeldakse argumendi x védirtuste niisugust hulka, mille korral
liitfunktsiooni védartused y eksisteerivad.

Kui liitfunktsioon on antud kujul (13), siis voime, vottes kasu-
tusele vahepealse muutuja u, esitada ta nn. ahela kujul

y=f(u), u=g(x). (14)

Liitfunktsioonil vdib koostisosi olla ka rohkem kui kaks. Néi-
teks, kui liitfunktsioon on antud ahela kujul

y=FH(w), u=g(v), v="h(x),
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siis voime kirjutada:
y=H{g[h(x)]}.
Koostisosi sellel liitfunktsioonil on 3.

Pohilisteks elementaarfunktsioonideks nime-
tatakse jdrgmisi funktsioone:

1) konstantne funktsioon: y=c¢ (c=const)},

2) eksponentfunktsioon: y=—a¥,

3) logaritmiunktsioon: y=log, x,

4) astmefunktsioon: y=x%,

5) trigonomeetrilised funkisioonid: y==sinx, y=cosx, y=
=tanx, y=cotyx,

6) arkusfunktsioonid: y=arcsinx, y==arccosx, y=—arctan x,
y=arccot x.

D 1.10.2. Funktsioone, mis saadakse podhilistest elementaar-
funktsioonidest lopliku arvu aritmeetiliste tehete ja liitfunkisiooni
moodustamise teel, nimetatakse elementaarfunktsiooni-
deks.

Elementaarfunktsiooniks on niiteks poliinoom
y=Pp (x) =aox"tax" - ... +ap-1X1an,
samuti ratsionaalne funktsioon
. Py (x)

o — s

Qm(x)

kus Pn(x) ja Qm(x) on poliinoomid.

Ka funktsioon, mis on koostatud oma maédramispiirkonna eri
osades erisugustest elementaarfunktsioonidest, véib osutuda ele-
mentaarfunktsiooniks. Nimelt kehtib jargmine teoreem.

T 1.10.1. Funktsioon

I!q;(x), kui x<a,
f(x)== A, kui x=a,
w(x), kui x>a,

kus ¢ ja y on elementaarfunkisioonid, mille mddramispiirkonnad
sisaldavad punkti x=a, on elementaarfunkisioon siis ja ainult
siis, kui

p(a) =1 (a)=A.

Paljude elementaarfunktsioonide graafikud saab joonestada,
lihtudes pohiliste elementaarfunktsioonide graafikutest, kui sil-
mas pidada jargmist.

. Funktsiconi y=—f(x) graafik on peegelpildiks y=Ff(x)
graafikule x-telje suhtes.

2. Funktsiooni y==f(—x) graafik on peegelpildiks y=f(x)
graafikule y-telje suhtes.
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3. Funktsiooni y=f(x—a) graafik on y=f(x) graafiku
paralleelliike x-telje sihis kaugusele a.

4. Funktsiooni y=f(x)-+b graafik on y=f(x) graafiku paral-
leelliike y-telje sihis kaugusele b.

5. Funktsiooni y==Af(x) graafik on y=f(x) graafik, mille
mootkava on y-telje sihis muudetud A korda.

Funktsiooni y=f(x) graafiku joonestamiseks voetakse funkt-
siooni médaramispiirkonnas X kiillalt tihedalt argumendi viirtusi
x; ja arvutatakse funktsiooni véidrtused y;=f(x;). Seejirel kan-
takse graafiku punktid (i, y;) xy-tasandile ja ithendatakse nad
sujuva joonega. Graafiku kuju tidpsustamiseks leitakse vajaduse
korral veel funktsiooni nullkohad, piirkonnad, kus ta on positiivne
ja kus on negatiivne, uuritakse, kas ta on paaris, paaritu voi peri-
oodiline funktsioon, jne.

Naited

N L10.1. Leida funktsioonid f{g(x}] ja g[24f(x)], kui f(x)=10% g(x)=
=log(x*—4)
Lahendus. Koostame ndutavad liitfunktsioonid
Mg =10"0=22—4, s {x: |x|>2)

g[2+f(x)] =log [(2+10%)2 — 4] =log (4+105410%) =

N 1.10.2. Leida funkisioon f(x), kui

f(l—l-x)=?:i'

Lahendus. Tahistame 1/(1 —x)=¢, siis x=1-—1/¢ ja
: 2—(1—1/%)

t — =t ]..
f(t) —a 1/ +
Tahistades tagasi f=x, saame vastuseks:
f(x) =x+1.

Seda iilesannet voib lahendada ka jargmisel viisil, mis ménikord viib.
- kiiremini sihile. Teisendame funkisiooni f avaldist nii, et 1/(1 —x) oleks
tema argumendiks, saame:

f'( 1 )= 14-(1 —x) . I "y

l —x 1—x 1l —x
Téhistades ¢f=1/(1 —x), saame jille f(¢#)=t¢41 ehk f(x)=x41.
Ulesanded
161. Arvutada f(—3), [(0), f(0,1), f(1) ja f(10), kui
’ V1l—x, kui x = [—10, —1)
f(x)=] 2=, kui x e [—1,1/10)

l arccos (log x}, kui x= [1/10, 10]
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162.

163.

164.
165.

167.

168.
169.

nid
172.

173.
174.
175.
176.

181.

183.
- 184.

185.
186.

liste
187.

188.

Leida f[g(x)], g[f(x)], [[[(x)] ja glg(x)], kui
f(x)=logx, g(x)=x2
Leida f(—x), f(x+1), f(1/x), kui
Flx) =2~
Leida funktsioon f[(x), kui
fx41) =x2434+3 166. f(x—l—l-)lc-)=x2+—%2-

f(1 —3x) =3(1 — 4x4-6x%)
Kirjutada jargmised liitfunktsioonid ahela kujul

y= (2x+-3)2 170. y=f[log(x+1)]
171. y=sing(x)

y==7Vlog arctan x
y=[(x+1)

Millised jargmistest funktsioonidest on elementaarfunktsioo-
ja millised mitte.

y=x-sinx 177. y=10tanx
y=log (x+¥1 —x2) 178. y=I1Qarctanx
y=sgnx S K7 kui x<<0
y=[x] 179. y= {xz, kui x=0
y=D(x) 180. y=|x|
Jlogx, kui x<<1 . (3 —2x, kui x<<0
y=170, kui x==1 182. y=_ 3, kui 0<<x<C3
l X2, kui x>1 le——B, kui x>3.

Joonestada jargmiste funktsioonide graafikud.

Y

T4
r=»-;2£—rp (Archimedese spiraal)

r=-—?—- (hiiperboolne spiraal)

r=2(14-cosgp) (kardioid)

Joonestada jargmiste funktsioonide graafikud, ldhtudes pohi-
elementaarfunktsioonide graafikutest.

y=—2x2 189. y=sin(x — =)

y=log (—x) 190. y=arcsin x—|—-—g—



II. FUNKTSIOONI PIIRVAARTUS JA PIDEVUS
§ 2.1. JADA PIIRVAARTUS

Punkti (koha, arvu) @ iimbruseks ehk e-iimbruseks
nimetatakse iga vahemikku (a—e¢, a-t¢), kus €>0 on mingi arv
(joon. 2.1). Mida vidiksem on &, seda lithem on vahemik (a —e&,
a-te¢), s.t. seda viiksem on punkti a {imbrus.

Joon. 2.1

Olgu antud arvjada
(Xn)=(x1, X2, ..., Xn, ...).

Jada (xn) voib vaadelda kui funktsiooni f, mis on antud valemiga
f(n)=xn, kus ne= N, s.o0. kui funktsiooni f, mille mi4ramispiir-
kond X=N.

D 2.1.1. Arvu a nimetatakse jada (x,) piirvddrtuseks,
kui iga arvu ¢>0 korral leidub selline arv N=N (g), et kehtib
vorratus

, | xn —a| <Ce, alati kui n>N, (1)
ja Rirjutatakse:

limx,=a

n— 00

ehk
limxp,=a vdi x,—a.

Definitsiooni D 2.1.1 lahtimotestamiseks sonastame ta teisiti.
Ulesande 34 pohjal on tingimus (1) samavaidrne tingimusega
Xxn=(a—e, ate), kui n>>N.

Viimase tingimuse pohjal véime &elda, et arv a on jada (x») piir-
vadrtus, kui n— oo korral jada liikmed x, lihenevad arvule g,
sisenedes tema igasse iimbrusse.

Jargmine definitsioon annab jada 16pmatu piirvdir-
tuse moiste. '
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D 2.1.2. Oeldakse, et jada (x,) piirvddrtus on oo (—o0), kui
iga arvu M>0 korral leidub arv N, et kehtib virratus x, >M
(¥n<<—M), alati kui n>N, ja kirjutatakse

limxp=o00 (limx,=-—00)

Ti=» 00 N=—>00
ehk

Xn—> 00 (Xn—>—00).

Viimastes avaldistes siimboli oo asemel sageli kirjutatakse
ka +oo.

Selleks, et rohkem eristada jada piirvddrtust 16pmatutest piir-
vaartustest, Geldakse, et definitsioon D 2.1.1 annab jada 1op-
liku piirvddrtuse mdiste.

Jada piirvddrtusel on jdrgmised aritmeetiliste tehetega seo-
tud omadused: kui on olemas 16plikud piirvdirtused limx, ja
limy,, siis

1) lim(xpd=yn)=1lim x,+lim yn,

2) lim(cxn)=climx, (c=const),

. Xn limxy :
4) lim v Timy. (im yn5=0).

Omadusest 3) jdreldub vordus
lim xm= (lim xp)™ (2)

iga me N korral.

D 2.1.3. Oeldakse, et jada (xn) on tokestatud, kui leidub
arv M, et |xn|<<M iga n=1, 2, ... korral, ja kirjutatakse:

Xn==0(1).

D 2.1.4. Kui lim |xn|==o00, siis suurust x, nimetatakse 15p -
mata suureks (suuruseks). Kui aga limx,=0, siis
Suurust xn, nimetatakse l6pmata vidikeseks (suuruseks)
ja kirjutatakse

Xpn=0(1), kui n— oo.

Lopmata viikestel ja 16pmata suurtel suurustel on jargmised
omadused:

a) xn—> 00 A\ Yn=0(1) = xn+-yn — too,

b) Xn—> =400 A\ yn—+oo = Xn—Yn— 00,

¢) xn=0(1) A yn=0(1) = xnyn=0(1),

d) |xn| =00 Alim yn5=0=- | xnyn| — oo,

e) xp==0(1) = 1/]|x,]| = oo,

f) [xa] > 00 = 1/xn=0(1).
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Jirgnevate iilesannete lahendamisel on vaja teada jargmisi
piirvadrtusi:

tim (14 ) = lim Ya=1

N> 00 n ns 00

: [0, kui [g]>1, Cn
:ﬁlqnl— 0, kui |g]<1 ifl]/a:l (a>>0)

Piirvidrtuste leidmisel jagatisest xn/yn, korrutisest Xxnya,

summast Xn-tyn ja astmest xY» yoivad tekkida nn. mddrama-
tused tiiipi

_0__’_2’ 0'00’ o0 — 0, 00, 1'°°, 000.
0 o

Oeldakse, et jagatises xn/yn esineb maiaramatus 0/0, kui x,—0
ja yn—-0. Analoogiliselt defineeritakse ka iilejddnud maarama-
tused. Nende midramatuste korral omaduste 1) —4) ja a) —1¥)
pohjal jada piirvéértust leida ei saa, sest siis jada piirvaartus
oleneb jada kogu iildliikme muutumiskdigust. Sel korral tuleb
jada liikmeid sobivalt teisendada véi uurida jada kogu iildlitkme

muutumiskiiku piirprotsessis.
Koigil iilejaanud juhtudel on jada piirvddrtus leitav omaduste

1) —4) ja a) —f) pohjal. Niiteks kui jada iildliige on Xayn ja
Xp —> 00, Yn—> 00, Siis piiril tekib olukord oo-o0, mis ei ole méira-
matus, sest siis omaduse -d) pdhjal xayn—-oo.

D 2.1.5. Oeldakse, et jada (xn) koondub arvuks a, kui tal
on olemas [0plik piirvddrtus lim xp==a. Kui aga jadal (xn) lOp-
likku piirvddrtust ei ole, siis 6eldakse, et jada (xn) hajub.

Jada (x») koonduvuse uurimisel kasutatakse jargmisi tunnu-
seid.

KT 2.1.1 (Weierstrassi tunnus). Iga monotoonne tokestatud
jada on koonduv.

KT 2.1.2 (Cauchy kriteerium). Jada (x5) on koonduv siis ja
ainult siis, kui iga arvu ¢>>0 korral leidub arv N=N (&), et keh-
tib vorratus

| X — Xnip| <& hui n>N
iga p=1, 2, ... korral.

Eraldame jadast (x») lopmatu hulga liikmeid ja moodustame
neist uue jada, paigutades eraldatud liikmed uude jadasse samas
jarjekorras nagu nad olid jadas (xz). Uue jada liikmeid méargime
kahe indeksi abil nii:

(£, )= (B Hp +s B =) (3)

Jada (3) nimetatakse jada (xn) 08 ajadaks. Jada (xn) osaja-
dasid voib moodustada 16pmata paljudel viisidel.
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D 2.1.6. Kui eksisteerib piirvddrtus

lim x, =a,
fi>o0o R

siis Oeldakse, et a on jada (xn,) osapiirvididrtus.
D 2.1.7. Jada (xn) suurimat osapiirvddrtust nimetatakse jada
tilemiseks piirvddrtuseks ja mdrgitakse siimboliga

limsupxn ehk lim x,.

T =300

Tada (xn) vdhimat osapiirvddrtust nimetatakse jada alumiseks
piirvddrtuseks ja mdrgitakse siimboliga

liminfx, ehk _l_iEl_xn.

i 0o

T 2.1.1. Koonduva jada iga osajada koondub samaks arvuks,
mis jadagi.

T 2.1.2. Jada (xn) koondub arvuks a siis ja ainult siis, kui
~selle jada alumine ja iilemine piirvddrtus on a.

Naiited
N 2.1.1. Toestada definitsiooni D 2.1.1 pohjal, et

2n
lim
noo 21

=2,

Toestus. Olgu £>0 suvaline arv, Tuleb néidata, et leidub selline arv
N=N(e), et kehtib tingimus (1), s.o. tingimus '

2n

| 2-+n

Lahendame selle vorratuse n suhtes, Saame:
2n—4—2n 4

= <g,
2-+n 2+4n

— 2| <<e, kui n>N.

kust

Seega vOime votta

Mott.
N 2.1.2. Leida piirvaartus

. nd—2n+}1
a=lim -
e  (2n41)3
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Lahendus. Omaduste f), d) ja 1) pohjal saame murru lugeja ja
nimetaja kohta vastavalt, et

. 2 1
l1m(n3—2n+1):limn3|(l—-———I——-—-)=
nz n?
=lim nd[14+o(l)+o(l)]=00
ja
1 \3
lim(2n+1)3=limn3(2+—) =Ilim n*[240(1}]3="00.
n
Seega antud jada korral esineb médranatus co/oco, Midramatuse kdrval-

damiseks jagame lugejat ja nimetajat suurusega nd. Omaduste 4), 1), 3) ja
vorduse (2) pohjal saame siis

2 1 2
—==4 _——8_.

- 3 3
neee ( 2-|--1—) ( lim 2+1im-1—)3 (2+0)
n i/

=]
|

3
l

Ulesanded

Toestada piirvaartuse definitsioonide D 2.1.1 ja D 2.1.2 pohjal
jargmised vordused (vt. naide N 2.1.1).

191, lim—¥% —2 193. lim [n% —(—1)"] =00
700 2+'Vn | n— 00
192, lm—>—=0 194. lim (n — 2n?) =—o0
n>e 41Yn n-oo
Leida jargmiste jadade piirvddrtused (vt. nidide N 2.1.2).
2n

n.
195. x,= 197. xn=--2—1;1-sinn._—|— V3

n—1

1,
196- Xn ="r-L'j+3

L n 3 4n n
198. x..n.—---—————W.L,._1 cos n3+ 6115 T—n

_ n2-4+2n—=6 . ’( _I.)Qn n__
199. xp,= Gn—1)° 202. x,= |1+ ~ -+ V3n

n 0 ot 3 1 )ﬂ+3{n9

200. xXp= n+1—|—n sin no 203. xp= e

1424 ..+ ' __( 1 )n.,-- 1
201- xn—-' (2—-3”)2 204- x‘n_' 2 v b (_2)ﬂ
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205. Weierstrassi tunnuse KT 2.1.1 pohjal ndidata, et jada

PR
" 241
koondub. \
206. Cauchy kriteeriumi KT 2.1.2 pohjal ndidata, et jada
Z": 1
Xn= ‘ -—
h=1 k
hajub.

Leida jargmiste jadade (x») osapiirvddrtused liminfx, ja
lim sup x,. Missugused neist jadadest koonduvad ja missu-
gused hajuvad?

' . 1 211. xp=(—1)"n
207, xn=1—-" 212. JI, Kui n=—2k— 1
‘ 1+ (=)~ Fn=
208, ta=— [l., kui n=2k
n
209. xp=cosnxn 213. xn= (—1)nnt/n
210. xp=ntir 214. x,=10"

§ 2.2. FUNKTSIOONI PIIRVAARTUS

Olgu antud funktsioon y={(x), x & X. Olgu punkt a piirkonna
X kuhjumispunkt, s.o. punkt, mille igas {imbruses leidub
vihemalt iiks temast erinev hulga X punkt.

D 2.2.1. Arvu A nimetatakse funktsiooni f piirvaar-
tuseks punktis a, kui iga arvu >0 korral leidub niisugune
arv 0>0, et kehtib vorratus

|f(x)—A| <<e, alati kui 0<|x—al|<d, (4)

ja kirjutatakse:
limf(x)=A (5)

Tihistuse (5) asemel kasutatakse ka téhistusi
f(x)—>A, kui x—-a,
ja |
limf(x)=A4, kui x—a.
Definitsiooni D 2.2.1 lahtimGtestamiseks sonastame ta {imber.
“Ulesande 34 pohjal on tingimus (4) samaviirne tingimusega

f(x)e(A—e, A+¢), kui rx=(a—4d, atd) (x7a). (6)
Kirjutis x— a tdhendab, et muutuja x vdartused ldhenevad punk-
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tile a, sisenedes tema igasse iimbrusse, kusjuures xz=a. Tingi-
muse (6) pohjal kirjutis (5) tdhendab seda, et x—a korral funkt-
siooni f vaidrtused f(x) sisenevad arvu A igasse iimbrusse.

Definitsiooniga D 2.2.1 antud piirvdartust nimetatakse ka 16p-
likuks piirvddrtuseks, et eristada seda 16pmatust piirvddr-
tusest, mille definitsiooni kohe esitame.

D 2.2.2. Oeldakse, et funkisioonil | on [opmatu piirvdartus
punktis a, kui iga arvu N>0 korral leidub selline arv 6>>0, et
kehtib vorratus

f(x)>N(<< —N), alati kui 0<<|x—a}|<d,
ja kirjutatakse:

limf(x) =00 (—o0)

X2

ehk
f(x) > o0 (—o0), kui x->a.

T 2.2.1 (Heine teoreem). Arv A on funktsiooni [ piirvadrtus
punktis a siis ja ainult siis, kui f(x,) > A iga jada (xn) korral,
mis rahuldab tingimust x, —a (X.7a).

Teoreemi T 2.2.1 saab kasutada ka siis, kui on vaja ndidata,
et funktsioonil | pole piirvddrtust punktis a. Selleks on piisav
valida kaks jada xn—-a ja ¥ —-a, mille korral piirvdartused
limf(xs) ja limf(x) ) on erinevad (vt. nadide N 2.2.8).

Funktsiooni piirvdartusel on jargmised aritmeetiliste tehetega
seotud omadused: kui x— a korral funktsioonidel z ja v on ole-
mas 16plikud piirvddrtused limu(x) ja limov(x), siis x—a korral

1) lim [u(x)Z£v(x)]=limu(x)*£limv(x),

2) limcu(x)=climu(x) (c==const),

3) limu(x)v(x)=limu(x)limv(x),

. u(x)  limu(x) i

4) lim o (%) —'____ﬂ_limv(x) (lim v (x) #=0).

Nendes omadustes 15plike piirvdartuste olemasolust vorduse
paremal poolel jdreldub 16pliku piirvddrtuse olemasolu vorduse
vasakul poolel, kuid mitte vastupidi.

Omadusest 3) jdreldub vordus
lim u(x)»=[lim u(x)]" - (7}
igca ne N korral.
D 2.2.3. Oeldakse, et funktsioon | on tokestatud x—a kRorral

(ehk piirprotsessis x—a), kui leidub arv M=>0 ja punkti
a dJ-umbrus, et selles iimbruses

o [F(x) [<M,
ja kirjutatakse:
f(x)=0(1), kui x—a.

46



D2.2.4. Kui
lim |f(x) | = oo,
X—=0L

siis funktsiooni [ nimetatakse 16pmata suureks (suuru-
seks) piirprotsessis x—a. Kui aga

lim f(x) =0,

x~>aq

siis funktsiooni | nimetatakse 16pmata vidikeseks (suu-
ruseks) piirprotsessis x—a ja kirjutatakse:

f(x)==0(1), kui x-—a.

Lopmata vdikestel ja l6pmata suurtel suurustel on jargmised
omadused, kui x—-a: ,

a) u(x) =00 A v(x)=0(1) = u(x)+0(x) > oo,

b) u(x) > 400 A v(x) = d-00 = u(x)40v(x) > Fo00,

¢) u(x)=o(1) Av(x)=0(1) = u(x)v(x)=o(1),

d) |u(x)]| o0 Alimv(x)7#=0= |u(x)v(x)|—> oo,

€e) u(x)=o(l)=1/|u(x)|— oo,

f) |u(x)|—oo=1/u(x)=o0(l).

Piirvddrtuse (5) leidmisel voib esineda kaks juhtumit.

a. ae= X, s.t. punkt a on funktsiooni f méddramispiirkonna X
punkt. Sel korral, kui f on elementaarfunktsioon, kehtib vordus

lim f(x) =f(a), (8)

s.t. elementaarfunktsiooni piirvdirtus maaramispiirkonna punktis
.on vordne tema vdidrtusega selles punktis.
b. ac X, s.t. punkt a ei ole funktsiooni f mddramispiirkonna

X punkt. Sel korral kasutatakse funktsiooni piirvddrtuse leidmi-
seks omadusi 1) —4) ja- a) —f). Piirvddrtuste leidmisel jagati-
sest u(x)/v(x), korrutisest u(x)v(x), summast u(x)dv(x) ja
astmest u(x)*® voivad tekkida maddramatused tiipi

-9"1 2, 0'00’ oo — 00, 00) loo’ OOO,

0 oo
mis defineeritakse samal viisil nagu jadade korralgi (§ 2.1).
Nende miadramatuse korral omaduste 1) —4) ja a) —{f) pdhjal
i saa funktsiooni piirvdartust leida, sest see oleneb funkisiooni
kogu avaldise muutumiskdigust. Sel korral piirvdartuse leidmi-
seks tuleb funktsiooni avaldist sobivalt teisendada voi uurida kogu
avaldise muutumiskdiku. Kasulik on teada jargmisi piirvédrtusi:

lim S8 mARE (9)
x>0 X 0 x>0 X 0 :
0 0
F J—
1im-E =L —ing, (10)
x=rQ x E.
0
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lim (14-kx)mic—ehm, (11)

x-0 Mt
im0 gy 108 G) o o (12)
x>0 X .9- x>0 X 2-

0 0

kus vordusmargi all on dra mirgitud méiiaramatuse tiiip, mis
antud piirprotsessis tekib.

Funktsiooni piirvddrtuse leidmisel tuleb koigepealt kindlaks
teha, kumb juhtumitest, kas a v6i b, esineb. Juhtumi a korral
" kasutame vordust (8), kui tegemist on elementaarfunktsiooniga
(vt. ndide N 2.2.2). Juhtumi b korral kasutame madramatuse kor-
valdamiseks jargmisi votteid: teguriteks lahutamist (vt. néide
2.2.3), muutuja vahetust (vt. ndide N 2.2.4), irratsionaalsuse {ile-
.viimist lugejast nimetajasse ja vastupidi (vt. ndide N 2.2.5), tun-
tud piirvdartuste (9), (10), (11) ja (12) &rakasutamist (vt. nai-
ted N226 ja N227).

Niited

N 2.2.1, Toestada definitsiooni D 2.2.1 pdhjal, et

lim x2=14,
x—2

Toestus. Olgu £>0 kiillalt viike suvaline arv. Tuleb nididata, et lei-
dub selline arv 6>0, mille korral kehtib vorratus

|x2—4]<<e, kui 0<<|x—2|<<d.
Lahendame esimese vorratuse x suhtes. Saame:

V4 — ¢ <1< Vdte,
kust ’

—(2—Fi—2) < x—2 < YAte—2.
Viimane vorratus kehtib, kui
0 < |x—2] < min(2—7V4—e, Y4+e—2).
Jarelikult véime votta

d=min (2-— V4 —¢, Y4+e—2).
Mott.

N 2.2.2. Leida piirvdartus

Lahendus. Vaadeldav funkisioon on elementaarfunktsioon ja punkt
a=1 kuulub tema maidramispiirkonda. Seega esineb juhtum a ja kehtib
vordus {8), mille pbohjal

1 —
A=_ﬂ_£__._i_=1.
12— 141
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N 2.23. Leida piirvaartus

2 —3x-42
A= lim a xr .

Lahendus. Punktis a=2 on méidramatus 0/0, s.t. punkt
a=2 ei kuulu vaadeldava funktsiooni médramispiirkonda. Seega
" esineb juhtum b. Mé&dramatuse korvaldamiseks lahutame lugeja
ja nimetaja teguriteks. Saame:

i 2 (k1)
A=lm— T3

Taandame teguri x—2, mida voib teha, sest x—2 korral on
x— 2550. Pérast taandamist tekib juhtum a ja vorduse (8) pdhjal

.ox—1 1
A= Ll_r,rzl x+3 5°
N 2.24. Leida piirvaartus
3
A—tim 120
x—0 1-—-]/1;‘_—]—2)6

Lahendus. Teeme muutuja vahetuse 14+2x=uf. Kui x—0,
siis u—1 ja seega

=@ _ . (—w)(4w) . 4w 2

A=i = = =—.
wmt 1— 18 o umi (1— &) (1Fut?) o i 1Futi@ 3
0 0
N 2.2.5. Leida piirvéddrtus
A= lim '|/l+x—]/l—fx .
x—0 X

Lahendus. Esineb médramatus 0/0. Mididramatuse korval-
damiseks viime irratsionaalsuse lugejast nimetajasse. Korrutades
lugejat ja nimetajat suurusega Yl4x-+ Yyl —x, saame valemi
(a+b) (a — b) =a% — b2 pohjal:

A= lim—TE U= 2 =1.

=0 (P IIr+Yl —x) = Viga+yl—x

N 2.2.6. Leida piirvdirtus
2—9
A= lim x —
x—+=3 X sin{x43)

Lahendus. Esineb mairamatus 0/0. Teeme muutuja vahetuse x+3=u
ja kasutame valemit (9). Arvestades, et x?—9=(x43)(x—3), saame:
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u u—=~6
A= lim — lim =1-2=2.
u—p0 SIMU u—o u—3

N 2.2.7. Leida piirvaartus
A= lim (1 — 3 tan? x)co¥* =
x2—0
Lahendus. Esineb mddramatus 1, Teeme muutuja vahetuse tan?x=

=u ja kasutame valemit (l1), saame:
A= lim (1 — 3u)/r=e-3.

w0

N 2.2.8. Niidata, et funktsioonil

f{x) =cos —
X

puudub piirvddrtus punktis a=0.
Lahendus. Valime jadad
1 1

p— X =—,

2nn . (2n—1)m

yis koonduvad arvuks 0. Nende jadade korral on
fra)=1, F(x )=—L

‘Seega, kui n—oo, s.t. kui xn—>0 ja x'n-+0, saame:
flxa) =1, f(x’ﬂ)—»-—l.

Piirvairtused tulid erinevad. Teoreem T 2.2.1 pdohjal vaadeldava! funktsioo-
nil punktis a=0 piirvdartust ei ole.

Ulesanded

Definitsiooni D 2.2.1 pdhjal toestada jidrgmised vordused (vt.
niide N 2.2.1).
4x—2

215. lim 3 217. limx2=4

x—»1 x"_l x-—2

2

216, lim—> 1%

x-»0

Definitsiooni D 2.2.2 pohjal tdestada jdrgmised vordused.

1 _ X

218. i == 219, lim ————==—00
218. lim-morg=° T 1)2

Sonastada definitsioon D 2.2.1 vdi D 2.2.2 jargmiste piir-

vadrtuste jaoks.
220. limf(x)="6 222, limf{(x)==0
—3 01

921. lim f(x) =00

1
Teida jargmised piirvaartused (vt. ndited N 2.2.2, N2.23 ja
N 2.2.4).

223. lim (x® — 5x24-5) 995. 1im ¥¥—1
x>l ) x-—1 xZ_ 1
L P—x—2 - tatl
224, lim: ]
“xon X2+x—6 226 xlirﬂi x2—x+1
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3 1 3
227. li ( — ) — Vx2
I = T 229, lim—— V2]
3 0 ] — Ya2+4-1
228. lim L —Yxtl
x—0 X
Leida jirgmised piirvddrtused (vt. ndide N 2.2.5).
230. lim 22_ V%3 232. lim x+-2
x>1 X2tx—2 >3 I_V'x—_l_—s*
. Yx—2
231. lim ——— o
P16 E
Leida jargmised piirvddrtused (vt. ndited N 2.2.2, N2.26 ja
N 2.2.7).
233, lim-Aree0s 1og ¥ 238. lim |11 xl
x-+1 Sin X x>0 X
6
234, lim SN2 239, lim— 2%
x—0 X x—=0 cosx —1
235, lim-—2-2rCsInx 240. lim( R Q)
236. limxcotx 241. lim (1+4-sin x)Usinx
x—>0 x—=0
X
237. lim——— 242. lim (cos 2x)t/sin’z
x—1 (x_' 1)2 x—>0 ( > )
243. Ndiidata teoreemi T 2.2.1 abil, et funktsioonil

.1
f(x)4=sm—-;-

puudub piirvddrtus punktis x==0 (vt. ndide N 2.2.8).

§ 2.3. UHEPOOLSED PIIRVAARTUSED

Punkti a vasakpoolseks d-iimbruseks nimetatakse
vahemikku (a—d, a) ja parempoolseks d-iimbruseks
vahemikku (a, a+4d).

Kui x—a ja x<<a, siis oOeldakse, et muutuja x ldheneb
vasakult punktile a, ja kirjutatakse:

X — -,

Kui aga x—>a ja x>a, siis 6eldakse, et muutuja x 18heneb pare-
malt punktile a, ja kirjutatakse:

4‘

x—a+.
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Seega x—a— mairgib, et x liheneb vasakult punktile a, sise-
nedes tema igasse vasakpoolsesse iimbrusse, ja x—a-- mirgib,
et x ldheneb paremalt punktile a, sisenedes tema igasse parem-
poolsesse {imbrusse.

Olgu antud funktsioon y=f(x), x= X ja olgu punkt a piir-
konna X kuhjumispunkt.

D 2.3.1. Arvu A nimetatakse funktsiooni f vasakpoolseks
piirvdidrtuseks punktis a, kui iga arvu £>0 korral leidub
arv 6>0, et
|f(x)— A| <<e, alati kui 0<<a— x<4, (13)
ja kirjutatakse: |

limf(x)=A ehk f(a—)=A.
X—=a—
D 2.3.2. Arvu A nimetatakse funktsiooni f parempool-

seks piirvddrtuseks punktis a, kui iga arvu >0 korral
leidub arv 6>0, et

|f(x)—A|<Ce, alati kui 0<< x— a<<4, (14)
ja kirjutatakse:
limf(x)=A ehk f[(a+)=A.
x>+
Vorratused 0<<a — x<Cd ja 0<<x—a<<d on samavédirsed vas-
tavalt tingimustega x=(a—4d, a) ja x=(a, a+d). Seega tin-
gimuses (13) voib muutuja x asetseda ainult punki a vasakpool-

ses d-iimbruses ja tingimuses (14) ainult tema parempoolses
J-limbruses. ‘

T2.3.1. Arv A on funktsiooni | vasakpoolne piirvddrtus punktis
a §iis ja ainult siis, kui
f(xn) > A iga xn—a— korral.
T 2.3.2. Arv A on funktsiooni | parempoolne piirvddrtus punk-
tis a siis ja ainult siis, kui
f(xn) >A iga x,—a-- korral.

Uhepoolseteks piirvddrtusteks loetakse ka piirvddrtused nn.
16pmata kaugetes punktides oo ja —oo, s.0. piirprot-
sessid x— oo ja x—> —o0.

Punkti oo i{imbruseks nimetatakse iga vahemikku
(N, ) ja punkti —oo timbruseks iga vahemikku (—oo,
—N), kus N>0 on mis tahes arv. Need on nende punktide iihe-
poolsed iimbrused.

Tahistus x— oo tdhendab ldhenemist punktile co vasakult nii,
et x saab suuremaks igast arvust N, s.t. siseneb punkti co igasse
itmbrusse. Analoogiliselt tihendab x— —oo ldhenemist punktile
—oo paremalt nii, et x saab vdiksemaks igast arvust —N, s.t.
siseneb punkti —oo igasse {imbrusse. Samal viisil defineeritakse
ka piirprotsesss |x| — oo, mis tihendab, et x— oo, v0i x—>—o0
voi molemad korraga.
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D 2.3.3. Arvu A nimetatakse funktsiooni f piirvadrtuseks
piirprotsessis x— oo (x-— —o0), kui iga arvu >0 korral
leidub arv N>0, et

|f(x)—A|<<e, alati kui x>N (x<<—N),

ja kirjutatakse:
limf(x)=A (limf(x)=A).

Analoogiliselt definitsiooniga D 2.2.2 defineeritakse ka {ihe-
poolsete piirvddrtuste korral l6pmatud piirvddrtused
A= ja A=—c0,

Uhepoolsete piirviértuste korral kehtivad ka aritmeetiliste
tehetega seotud omadused 1)—4) ja omadused a)—f) paragrah-
vist 2.2 ning vordus (7).

Uhepoolsete piirvdartuste leidmisel kasutatakse paragrahvis
2.2 antud votteid ja jargmisi tdhtsamaid iihepoolseid piirvaartusi
(mille kehtivus on naitlikult hésti niha nende funktsioonide graa-
fikutest paragrahvis 1.8):

kui 0<<a<<l,
kui a>1 (15)
oo, kui 0<<a<<l
- —_— ? ? 16
Jim o7 { 0, kui a>1 (16)
—oo0, kui 0<<a<<l,

X { 0,
lim a*=
: ?

X=r00

iﬂlogax: oo, kui a>1 (17)
oo, kui 0<<a<<l
. . — 7 ’ 18
timogar={ _ 0" (0 3] )
lim arcsin x==— — , lim arcsin = , (19)
X——14 2 x-r1— 2
lim arccos x=m, lim arccos x=0, (20)
X=r—1- x->1—
X 7 . n
lim arctan x=—, lim arctan x=——, (21)
X=>00 2 A= OO 2
lim arccot x=0, lim arccot x=nm, (22)
X—»00 X—>—oa
B \mx
lim (1—[—-——-) = gkm (23)
| 2| =00 X
Piirvaartust
limf(x)=A
X—->a

nimetatakse sageli ka kahepoolseks piirvddrtuseks,
sest siin muutuja x lihenemine punktile a voib toimuda mdlemalt

poolt.
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T2.3.3. limf(x)=A<>f(a—)=[(a+)=A4

Viimase teoreemi T 2.3.3 illustreerimiseks vaatame joonisel 2.2 kujutatud
juhtu, kus funktsioonil y—-f() on punktis e olemas 16plikud iihepoolsed
piirviidrtused f(a—)=4f(a) ja f(a+)=[(a). Seega punkiis a on f(a—)+
s~f(a+). Teoreemi T 2.3.3 pohjal funkisiconil f punktis a (kahepoolset)
piirvddrtust ei ole.

A
Y = f(x)

<1

Joon. 2.2

Teoreemi 2.3.3 pohjal voime ihepoolsete piirvdartuste leid-
misel kasutada ka kahepoolseid p11rvaartus1 (9), (10), (11) ja
(12). Naiteks piirvaartuse

. sin x
lim =1
x>0 X

korral saame teoreemi T 2.3.3 pGhjal, et siis kehtivad ka vordused
sin x . sinx

lim =1, lim
x—>0— X x>0+

=1,

Niited

N 2.3.1, Leida piirvédirtus
x2—2
A= lim .
x— o0 (x—1)3

Lahendus. Piiril tekib mddramatus oo/co. Jagame lugeja ja nimetaja
muutuja x kOrgeima esineva astmega x%, saame:

1 2
—= B
A= lm—>— % 2o
x—>00 (1 1 )3 x -0 [1-—0(1)]3
X /.
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N 2.3.2. Leida piirvdartus

3 3
Bde] —m Vi —

A= lim et Vx| .
£—>—o0 Yy2 o] 4 sinx

Lahendus. Toome lugejas sulgude ette suurima astme x% ja nimeta-

jas suurima astme x2%, saame;
3 3

1 1 1
(Y=Y 5%)

A= lim - - ==

x—>—oo I"I(Vl'l . sinx)
T2 le |

¥B(1—o(l))
im =
gm0 —2(140(1)) oo
N 2.3.3. Leida piirvdartus

|22 —4]
= lim —————.
x>l X —2

Lahendus. Punkti 2 kiillalt viikeses vasakpoolses iimbruses on
x2—4<0, seepdrast |x2—4|=—(x2—4) ja me saame:

—{(x—2)(x+2
A= lim ( ) (+42) =—lim (¥x42)=—4.
X Qe x"'-2 x—+2—
N 2.34. Leida piirvdartus
A= lim ( ) .
|x|= x—1

Lahendus. Esineb midramatus 1°. Teeme muutuja vahetuse x— 1=
=u, siis x=u-+1, Valemi (23) ja vorduse (7) pOhjal saame:

2 bu+9
A= Iim(u+ ) =

iu|+w i
5u ‘ 8
= lim (l+—2—) « lim <(l+-2—,-) =p2'5-19=¢l",
|u]->oo u juj—>oo: U
Ulesanded
Defineerida vorratuste abil piirvddrtused
244, limf(x) =00 Hm f(x) =00
x—>a— X+
245. limf(x)=—o0 limf(x)=00
X—>00 X=—3—00

Joonestada jargmiste funktsioonide graafikud ja leida nende
funktsioonide ithepoolsed piirvddrtused margitud punktides a ja b.

. x4+ 1, kui 0<x<1,
246. [(x)= {x—l kui 1<<x=<3 =1, b=2
247, fry={* KWOsFSL o p

x—1, kui 1<<x<C2
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248.

249.

~ 250.

251.

255.

256.

" 259.
260.

261.
262
263.
264.
~ 265.
266.

56

Leida jargmised {ihepoolsed piirvairtused (vt.ndide N 2.3.1).

lim ’fx:_f’xz 252. lim (—‘i’ﬁ;%w)

X—»00 ) X—+—00 x‘_‘_yx

38— a2 . ( % )

o 1) Sl i o R
X—cosx ) x3 x?

- gl —z)

m T 10 254 Im ST — o

. 3xX*+x—1In2
xl—lrl——noo x3—|—Sln 2

Leida jédrgmised piirvdértused (vt. niide N 2.3.2).

2 . 1 !
lim V% "3H+Slnx 257. lim — 213
x>0 Vo+1 x> Yx24-44-sin x
3o 3__ xz
lim J/xa-_l—l _-V)i 258. lim; .
oo Yy — 142 Y1 4 Y31
Leida jirgmised piirvddrtused (vt. niide N 2.3.3).
. |sinx| :
—_— 267.
o x TR
. |sinx | : 1
lim ———— 268. lim——"——
x>0~ X x—>0— I,'%‘eﬂx
|x—2] sin x
jim 221 260, 1 (216 0)
xlel x—2 ) JE& 2 x J
lim-1£ 2] 270. lim ( iz Si“}
x>2— X—2 x>0+ x 7/
-y -
lim 271, lim x 1]
x>3+ X — 3 x»04 L X
F‘
lim 272. lim x 1
x=>3— X —— x=>0— L x |
. x2—9 1
lim ———— . lim—
x—»l—3+ [x+3]| 273 93—131 X [+]
Iigal—_lx-l—3l 274. lim (Yx+1—VYx)



Leida jargmised piirvdirtused (vt. niide N 2.34).

x+1 \x+In2
275. lim ( x+1 ) 9277. lim ‘(1——1—-)3c
lx[>o0 \ X — | [ >0 X
_ x \* . x+1 (2=t
276. lim ( ) 278. lim ( )

Médrata arvud m ja n jirgmistest vérdustest.

x2—1
279. Iim (-—————-mx—n)=0
a0\ X1

280. lim (Y42 —x+1—mx—n)=0

X—00

§ 2.4. EKVIVALENTSED SUURUSED

Et haarata jargnevate definitsioonidega kdik seni vaadeldud
piirprotsessid x—>a, x—>a—, x—>a+, x-—>o00, X—>-—00 ja
[x] — oo, kirjutame

lim f (x),

moeldes selle all iikskdik millist margitud piirprotsessi.
Olgu Tunktsioonid a=a(x) <0 ja f=p4(x) =0 lopmata viike-
sed vaadeldavas piirprotsessis, s.t. olgu

lima(x)=0, limg(x)=0.
D 24.1. Kui vaadeldavas piirprotsessis

a
lim —==0,
B

siis Geldakse, et a on B suhtes korgemat jdrku lopmata
vaike ja kirjutatakse

a=0(p).

Sel korral funktsiooni p nimetatakse @ suhtes madalamat
jdrku lopmata vidikeseks.
Kui

]im—;—=A, kus 0<<]A|<<oo,
siis deldakse, et a ja f on sama jarku lopmata viike-

sed.
Kui

a
lim—=1,
b

siis beldakse, et a ja Bon ekvivalentsed ehk asumptoo-
tiliselt vordsed lopmata vidikesed, ja kirjutatakse:
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. ¢a~|ﬂ.
Kui mingi k>0 korral on

1im-§5=A, kus 0<<|A|<oo,
siis Geldakse, et @ on 8 suhtes k-jérku lopmata viike, ja
kirjutatakse:

a~ABk.

Seejuures suurust ApB: nimetatakse a« peaosaks.
T 2.4.1. Kui vaadeldavas piirprotsessis on

&~ 0, ﬂNﬁb
siis selles piirprotsessis
N SRR 7S/ ST /.
lim —=lim—=lim —=lim— (24)
B B b1 B
eeldusel, et piirvddrtused suhtest ai/B, a/Bs ja ai/f1 on olemas.
T 2.4.2. Vaadeldavas piirprotsessis

g ~pB<>a—p=o0(p) V a—p=o0(a).

Samasugused modisted, nagu on antud definitsioonis D 2.4.1,
defineeritakse ka 16pmata suurte suuruste kohta. Teoreemid T 2.4.1
ja T 2.4.2 kehtivad ka 16pmata suurte suuruste korral.

Teoreemi T 2.4.1 kasutatakse piirvddrtuste leidmisel, sest ta
voimaldab korrutises ja jagatises asendada lopmata viikesi suu-
rusi ekvivalentsetega, mis voib lihtsustada arvutusi.

Kui x—0, siis

sin x~x, (25) a*—1~zxlna, (29}
tan x ~ x, (26) arcsin x ~ x, (30)
In(14-x) ~x, (27) arctan x ~ x, (31)
. n X ‘i
loge (14x) ~ PYEE (28) Yl4+x—1 ~— (32)

Nendest valemitest teoreemi T2.4.2 pohjal saame, et x—>0
korral kehtivad jargmised vordused:

sinx —x=o0(x), (33)
tan x — x=o0(x), (34)
In(1-+x)—x=o0(x), - (35)
arcsin x —x=o0(x), (36)
arctan x — x=o0(x), (37
YiFz—1 — 2 —o(®), (38)
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Jargnevates ndidetes ja {ilesannetes on oluline teada, et

0

2B o). (39)
8
Niited

N 2.4.1. Leida piirvdidrtus
sin 2x

A= lim

x++( X

Lahendus. Piirprotsessis x—0 on funktsioonid a=sin2x ja a;=2x
l1opmata viikesed. Valemi (25) pohjal on sin 2x ~2x. Vorduse (24) pohjal

X
A= lim—= lim 2=2,
x—{ X X—N

N 2.4.2. Leida piirvdartus

416 —4
A= lim ot L
x—0 'l/x2+i____l

Lahendus. Piiril esineb méiadramatus 0/0. Valemi (32) ja teoreemi

T 2.4.1 pohjal 3
2 x2
4 —t1—1 —
(V 16+ ) 32 I
x2

=8 |im —.
X—=0 x2 4

A= lim

x>0

2
N 2.4.3. Leida piirvdédrtus

4 3
o V1l —2x — Y142
A= lim
x -0 x+x2
Lahendus. FEsineb mairamatus 0/0. Paneme tidhele, et kui x—0, siis
x+x2~x. Valemi (38) pdhjal

4 2x
¥l —2x=1 ——T-{-o(x),

2

8 X
V1 + x2=1 —|—-—3—+o(x2).

Seega ,

i 2x | X )
—T+0(x)_ —‘—3'_0(")

A= 1im
x—=0 X

Et o(x)—o(x?) =0(x), siis 1 )
) x  ofx
A:hm[-——?——- + ]

3 x

x—=0
ja vorduse (39) pohjal
A 1 [ I x+ (1)] 1
— m —— it s =_.__.
: g 3T° 2

x—={0
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N 24.4. Leida piirvdiartus

3
A— lim Vi4sinx — 7yl —sinx .

x—=0 X

Lahendus. Valemite (38), (25) ja (39) pdhjal

sin x sin x
14 +o(sin x)-—-[ l ——+4o(sin x)]
(38) __ 3
A = lim —
x>0 X
5 sinx o(sin x 5 o(sin x
= lim[— (sin %) ]@ RApLICLL) R
x>0 X X 6 x.p Sinx
(39) 5 5
= —4 limo(l) =—.
6+x-+0 (1) 5

N 2.45. Leida piirvddrtus
3x-}Farcsin x

A = lim
x> x+x3

Lahendus. Et antud piirprotsessis on x-tx3~ux, siis valemite (36}

ja (39) pohjal
3x X o(x
A= i 2O L, o)
x=0 X x=>0 4

=4,

N 24.6. Leida piirvairtus

3
A= lim (yx* —6x2—x).

x— oo

Lahendus. Teeme jirgmise teisenduse valemi (32) rakendamiseks:
3

6
smime (P1—21).
x—> 00 X
Et —6/x on l0opmata véike, siis saame valemi (32) pohjal, kui n==3;

6
A= lim x(—-———) =—2.

x— ® 3x

Ulesanded

Maiédrata l6pmata viikeste suuruste jirk teineteise suhtes
jargmistes paarides.

1 1

281. ‘aﬂ=‘-— ’ n=-__-
n nl
n:—2 n?-4-4
282. An=—"35"» Pn= o
1—x 8 — )
283. a(x)= , B(x)=1—Vx, kui x—1

1+x
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'284.

285.
286.

287.

288.
289.

leida

303

x+1

1 .
a(x)= RN ﬁ(x)f—?, kui x| > oo.
Niidata, et
x24+-0xt~x2, kui x-—>o

sinx+tan2x~3x, kui x—o
I

Y+l —yYx~——, kui x— oo
2Yx
¥—3x42~3(x—1)2, kui x—1
nr2_ l_-, kui a-—o0

Ynd—1 TYn

Miirata piirprotsess, milles @ ja 8 on 16pmata viikesed ning:
@ peaosa AB* ja midrata jark B suhtes selles piirprotsessis..

290. a=4x3+x5 f=x
291. a=Vl4+x—7VY1—x, B==x
292. a=(x—1)2(x2—5), p=x242x—3
3
203, gp——t 1l 5 1
ns+42 n
Leida jargmised piirvddrtused (vi. ndide N 2.4.1).
sin 6x sin3xtan 2x
294, li 298. lim ‘
x>0 2X x>0 (x_x3)2
295, 1im-SPOX 299. lim2Ut*)
x>0 X-X2 x>0  SINX
arcsin 8x aresin l —x
296. i i
0 il_?g arctan 4x 300 LI_I,I; In{l1 —x)
997, lim t.an2xarcsm3x
x>0 SinJdx arctan 2x _
Leida jargmised piirvdédrtused (vt. ndited N 2.4.2 —N 2.4.6):
3 b} 5
301. lim1*¥+8—2 304, 1im JL =X V142
x—>0 2x x>0 sSinx
3 3 1 . 4 1 -
302. lim Lt ¥ 305. lim Y1 Sin¥—Yltsinz
x>0 sin 3x x>0 X
9. &
. Y142 —7Y1 —2x . sinx—x
306. 1
1;1_1;13 x4+ x4 xl—I;I(} Xx—4x3
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_ : . 2 __
307. lim X — arcsin x 3x 2tan x2

310. 1li
e X x2 Ll_?g 2)52—11'1(1—'—)62)
T —
308. lim 2x--arcsin x 311, lim (Yt —4x3 —x)

X—00

x>0 OX — arcsin x

309. lim 2x+3 arcsin x
x>0 2X— arctan x

§ 2.5. PIDEVAD FUNKTSIOONID

Olgu antud funktsioon y=f(x), x= X ja olgu a= X.
D 2.5.1. Funktsiooni | nimetatakse pidevaks punktiks a,

kui
lim f (x) =/ (a) (40)

Kui funktsioon f on pidev piirkonna X igas punktis, siis Oeldakse,
et funktsioon f on pidev piirkonnas X

Vordusest (40) on niha, et funktsiooni pidevus punktis a on
iseloomustatud jargmise kolme tingimusega:

1) peab eksisteerima f(a); s.t. punkt a peab olema funktsiooni
méadramispiirkonnast;

2) peab eksisteerima 16plik piirvadrtus lim f(x);

X0
3) peab kehtima vordus (40).
Kui viahemalt iiks nendest tingimustest ei ole taidetud, siis
oSeldakse, et funktsioon [ ei ole pidev punktis a.
Téahistame

Ax=x—a, Ay=f(x)—f(a).

x=a+Ax, Ay=f(at+Ax)—f(a).
Suurust Ax nimetatakse argumendi x muuduks (ehkkas-
vuks). Suurust Ay nimetatakse funktsiooni muu duks
(ehk kasvuks) punktide a ja a+Ax vahel ehk iileminekul
punktist a punkti a-Ax.

Siis

Joonisel 2.3 kujutatud juhul on niha, et kui muudame funktsiooni argu-
menti a suuruse Ax vorra, siis funktsiooni f vadrtus muutub Ay vorra.

Tavaliselt eeldatakse, et muut Ax=%0. Muut Ax vdib olla nii
positiivne kui ka negatiivne.

Pidevuse tingimuse (40) voime niiiid kirjutada jargmisel
samavdirsel kujul

lim Ay=0. (41)
Ax—>0

Seega kehtib teoreem
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Joon. 2.3

T2.5.1. Funktsioon f on pidev punktis a siis ja ainult siis, kuf
Ax=o0(1) = Ay=0(1),
S.t. kui punktis a argumendi muudu lihenemisel nullile ka funkt-

siooni muut ldheneb nullile.
Olgu antud liitfunktsioon

y=Ilp(x)]
ehk ahela kujul

y=Ffw), u=wip(x).

T25.2. Kui funkisioon u=g(x) on pidev punktis a ja funkt-
sioon y==f (1) on pidev punktis b=g(a), siis liitfunktsioon y=
=flp(x)] on pidev punktis a.

Lithidalt, liitfunktsioon on pidev, kui tema koostisosad on pide-
vad funktsioonid.

T 2.5.3. Loigus [a, b] pideva kasvava véi kahaneva funktsiooni
y=[(x) péérdfunktsioon x=@(y) on pidev [Gigus otspunktidega
f(a) ja [(b). . . |

Aritmeetilised tehted siilitavad pidevuse, s.t. kehtib teoreem

T2.54. Kui u=u(x) ja v=uv(x) on pidevad funktsioonid
punktis a, siis ka nende summa u(x)+uv(x), vahe u(x)—v(x),
korrutis u(x)v(x) ja jagatis u(x)/v(x) (v(a)s=0) on pidevad
funktsioonid punktis a. :

Koik pahilised elementaarfunktsioonid on pidevad oma méiira-

mispiirkonnas. Teoreemide T 2.5.2 ja T 2.5.4 tottu kehtib siis ka
jdrgmine teoreem.

T2.5.5. Koik elementaarfunktsioonid on pidevad oma mddra-
mispiirkonnas.

D 2.52. Funktsiooni [ nimetatakse punktis a vasakult
pidevaks, kui

lim f(x)=f(a}, s.t. f(a—)=f(a), (42)

X>rq—
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ja paremalt pidevaks, kui

lim f(x)=f(a), s.t. f(a+)=f(a) (43)

xX—>a--
Teoreemist T 2.3.3 jireldub vahetult jirgmine teoreem.
T 2.5.6. Funktsioon | on pidev punktis a siis ja ainult siis, kui

fla—)=f(a)=f(a+), (44)
8.0. kui ta on punktis a vasakult ja paremalt pidev.

Lause «funktsioon f on pidev I6igus [a, b]» tihendab, et ta on
pidev vahemikus (a,b), punktis a paremalt pidev ja punktis b
vasakult pidev. Analoogiliselt tuleb maista funktsiooni [ pidevust
ka muudes piirkondades X, niit. kui X= (a, b], X= (q, bl U (e, d]
jne. *

Koigi 16igus [a, b] pidevate funktsioonide hulka mirgime siim-
boliga C[a, b].

D 2.5.3. Oeldakse, et funktsioon | on piirkonnas X tokesta-
tud, kui leidub selline arv M=>0, et |f(x)|<<M iga x = X korral.

D 2.5.4. Kui leidub selline punkt a= X, et Eehtib

fla)= igg/‘(ﬂ (f (@) =;2;f(x)),

siis vddrtust f(a) nimetatakse funktsiooni f suurimaks
(vihimaks) vididrtuseks piirkonnas X.

Funktsiooni suurimat ja vihimat viirtust nimetatakse tema
ekstremaalseteks viddrtusteks.

Loigus pidevatel funktsioonidel on jargmised omadused.

T2.5.7. (Weierstrassi teoreem funktsiooni tokestatusest). L&i-
gus pidev funktsioon on tokestatud selles 16igus.

T2.5.8. (Weierstrassi teoreem ekstremaalsetest viirtustest).
Loigus pideval funktsioonil on olemas ekstremaalsed védirtused
selles loigus.

T2.5.9. (Bolzano—Cauchy teoreem vahepealsetest vidrtus-
test). Loigus pidev funkisioon omab iga vddirtust ekstremaalsete
vddrtuste wvahel.

D 2.5.5. Funkisiooni | nimetatakse {ihtlaselt pidevaks
piirkonnas X, kui iga ¢>>0 korral leidub 6=0(e)>0, et soltu-
mata punktide x ja x’ valikust piirkonnas X kehtib vérratus

|[F(x)—F(x') | <e, kui |x—x']|<3. (45)

T 2.5.10. Kui funktsioon f on piirkonnas X iihtlaselt pidev, siis
on ta ka pidev selles piirkonnas X.

Kui piirkond X on 16ik, siis osutub &igeks ka teoreemi T 2.5.10
poordteoreem. Nimelt kehtib

T 2.5.11. (Cantori teoreem). Loigus pidev funktsioon on ihtla-
selt pidev selles ldigus. .

D 2.5.6. Kui funktsioon [ ei ole pidev punktis a, siis éeldakse,

et ta on katkev punktis a, ja punkti a nimetatakse funkt-
siooni f katkevuspunktiks.
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Definitsiooni D 2.5.6 pohjal v5ib delda, et funktsioon [ on kat-
kev punktis @, kui vihemalt fiks pidevust iseloomustavatest tingi-
mustest 1) —3) ei ole taidetud, s.t. kui

1) f ei ole midratud punktis a, s.t. vairtus [(a) ei eksisteeri;

2) ei ole olemas 16plikku piirvaartust limf(x);

3) on olemas 13plik limf(x) ja f(a), kid lim f(x) %] (a).

D 2.5.7. Kui funktsiooni [ katkevuspunktis a on olemas loplikud
thepoolsed piirvidrtused f(a—) ja fla+), siis punkti a nimetq-
lakse esimest 1iiki katkevuspunktiks. Kaiki ilejdd-
nud funkisiooni [ katkevuspunkte nimetatabse teist liiki kat-
kevuspunktideks.

D 2.5.8. Kui funktsioon;i esimest litki katkevuspunktis q on

fla=)=f(a+),
siis Oeldakse, et funktsioonil [ on punktisa korvaldatavy kat-
kevus.

Funktsiooni f esimest liiki katkevuspunktis a suurust

n=f(a+)—f(a—)
nimetatakse funktsiooni hiippeks punktis a.
Kui punktis a on funktsioonil [ korvaldatav katkevus, siis hiipe
7=0. Nimetus «kérvaldatav katkevus» tuleneb sellest, et sel kor-
ral me saame defineerida funktsioonjle f vdirtuse f(a) nii, et keh-

tib vordus (44), millega funktsioon f muutub pidevaks punktis a
teoreemi T 2.5.6 péhjal.

Joonisel 2.4 kujutatud juhul on graafiku jargi naha, et funktsioonil f on
punktis a esimest liiki katkevus hiippega 5<<0. Punktis b on korvaldatav kat-
kevus, sest f(b—=)=Ff(b4) ja me vdime votta vairtuse f(b) nii, et oleks
F(b—) =f(b) =F(b+). Punktides ¢ ja d on funktsioonil f teist liiki katkevused.

g

y="f(x) ?
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Naited
N 2.5.1. Niidata, et funktsioon
y=|x|

on pidev oma méddramispiirkonnas X= (—o0, o).
Lahendus. Valemi pohjal filesandest 30 saame:

|Ay| = | [x+Ax] — ][ < |24-Ax — x| =] Ax].
Kui Ax—-0, siis ka Ay—0 iga x= X korral, Funkisioon y=/|x| on pidev
piirkonnas X teoreemi T 2.5.1 pdohjal .
N 2,5.2. Niidata, et funktsioon
y=sinx
on pidev oma méidramispiirkonnas X==(—oo, c0),
Lahendus. Iga xe&X korral kehtib vordus

. . 2x-Ax Ax
Ay=sin(x+Ax)— sin x=2 cos 9 “sin P

Et alati |[cosx|<l, siis

. Ax
sin —
. Ax 2
sin— | = - |Ax].
2 Ax

|Ay| <2

2

Piirvadrtuse (9) pohjal saame, et Ax—0 korral ka Ay—0. Funktsioon y==
=sinx on pidev teoreemi T 2.5.1 pohjal.

N 2.5.3. Korvaldada funkisioonil
X
J—-—, kui x<<1,
fxy=7 4
arctan x, kui x>1

katkevus punktis a=1.
Lahendus. Teoreemi T 2.5.6. pdhjal peab punktis a=1 kehtima vordus

f(1=)=F(1)=[(1+).
Et j(1—)=n/4 ja ka f(14)=arctan 1=n/4, siis tuleb vdita

o™
F ) =7

millega antud funktsioon muutub punktis a=1 pidevaks teoreemj T 2,5.6 pdhjal
N 2.5.4. Niidata, et funktsioon

Fx)=

| x| sinx

| x| +sin x

on pidev oma madramispiirkonnas X={x: |x|4sinx7=0}.

Lahendus. Néidete N 25.1 ja N 2.5.2 pdhjal on funktsioonid y=/|x}
ja y=sinx pidevad oma mdédramispiirkonnas, Teoreemi T 2.5.4 pohjal on siis
pidev oma mééramispiirkonnas ka nendest funktsioonidest aritmeetiliste tehetega
saadud funktsioon.

N 2.5.5. Niidata, et funktsioon

1
f(x) =—}cos x,
X

on ithtlaselt pidev vahemikus X=(—2, —1/2).
66



Lahendus. Olgu >0 suvaline arv ja olgu x, ¥’ = X. Hindame vahet

1 1
|f(x)—f(x')|=l———+cosx-——-cosx’ <
X x
r x_, _x,
\E_LH_Q sin *t+ sin * I X
= x|

Et —2<x<<—1/2, siis 1/2<<1/]x]|<<2. Sama tingimust peab tditma ka punkt
X, seega 1/]xx’| <<4. Et alati |sinx|<<1 ja |sinx|=<C[x| (§ 1.8), siis saame:

|F () — F(x) | <4|¥’ — x| +|x — &' <5|x— X'

Seega vorratus |f(x)— f(#’)| <<e hakkab kehtima, soltumata punktide x,2" =X
valikust, kui

e
X—x'|<<—.
lx—¥| <=

Jarelikult voime votta d==e/5. Vaadeldav funkisioon on iihtlaselt pidev defi-
nitsiooni D 2.5.5 pohjal.
Ulesanded

Toestada teoreemi T 2.5.1 pohjal, et jargmised funktsioonid on
pidevad oma méiiramispiirkonnas (vt. ndited N 2.5.1 ja N 2.5.2).

312. y=x 314, y=log. x
313. y=cosx

Naidata teoreemi T 2.5.4 pohjal, et jargmised funktsioonid on
pidevad oma médramispiirkonnas (vt. ndide N 2.5.4).

315, y=x? 317. y=tlanx
316. y=x5+—i-—|—2xcosx 318. y=cotx

Niidata teoreemi T 2.5.3 pohjal, et jirgmised funkisioonid on
pidevad oma méédramispiirkonnas.

319. y=arcsinx 322. y=arccot x
320. y=arccosx 323. y=a*
321, y=arctanx

Niidata teoreemi T 2.5.2 pdhjal, et jirgmised funktsioonid on
pidevad oma maéaédramispiirkonnas.

324. y=sin2x 326. y=x“
325, y=coslnx

Milline {ihepoolne pidevus on punktis a jargmistel funktsioo-
nidel?

X2, kui x<<1,

327. ={
-y 2x+1, kui x>1, l
nx !
398. y___lcos————-4 , kui x<<2, o

5, kui x>2,
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- 345.

329. y=7Vx, a=0

330. y=1[x],

a=4

Millistena valida arvud a ja b, et jdrgmised funktsioonid

oleksid pidevad oma maaramlspnrkonnas?

[ 34ax?, kui x<C1,
31 [(x) = {x—l—l, kui x>1
_ fx—a, kui x<1,
332. [(x)= { cos mx, kui x>=1

—2sinx, kui x<{—mn/2,

333. f(x)=

COS X, kui x>n/2

asin x+b, kui —n/2<<x<lm/2,

Niidata, et jargmised funktsioonid on iihtlaselt pidevad oma

maaramlspurkonnas (vt. ndide N 2.5.5).
334. f(x)=ax+b
336. f(x)_—_]/}'+2 sin3x, xe& [0,10]

337. f(x)=-%—+5 cos x, x(—3; —1,5)

335. f(x)=3sinx—4cosx

Millised katkevused on jargmistel funktsioonidel?

n 1
. y=sin—— 42, y————r
338. y==sin P 3 Y log ]
339. y=arctan-xi- 343. y=21/(3-x)
sinx
0 y=—0 34, y—o (T7*3)
sin?x
341. y= P |
Korvaldada katkevus jargmistel funktsioonidel (vi. niide
N 2.5.3).
sin x ‘ _2—Yx—3
f(x)= p 347. f(x)= PR
‘ x3+4-1 1
346. [(x)= Py 348. f(x)= ln{xl |
. 349. Millised katkevused on D1r1chlet’ funktsmoml y=D(x)?
350. Nadidata, et funktsioon ‘
x2, kui xEQ
F(x)= {o, kui xe Q

on pidev punktis a=0 ja katkev igas iilejdanud punktis.



[1I. FUNKTSIOONI TULETIS JA DIFERENTSIAAL
§ 3.1. FUNKTSIOONI TULETIS

Olgu antud funktsioon y=f(x), x=X. Olgu Ax argumendi
muut punktis x & X. Siis selles punktis funktsiooni muut on Ay=
=[(x+Ax)—[(x). Moodustame muutude suhte

By _ TxAAx)—f(x)

Ax Ax
D 3.1.1. Kui on olemas piirvddrtus
Ay
lim —— 1
Ax—+0 Ax ( )

siis seda piirvddrtust nimetatakse funktsiooni f tuletl-
seks punktis x ja mdrgitakse simbolitega

'=f X)e—m—— = f = == X
y'=F(x)=-g, i Y= y=F(x)
Lagrange’i Leibnizi Liitfunkt-  Newtoni
tdhistus tahistus siooni ja tahistus

poordfunkt-
siooni kor-
ral

Kui piirvadrtus (1) on 16plik, siis koneldakse l1oplikust
tuletisest. Kui aga piirvdirtus (1) on lopmatu, siis deldakse,
et funktsioonil f on punktis ¥ 1épmatu tuletis.

Funktsiooni tuletise leidmist nimetatakse funktsiooni
diferentseerimiseks.

Uhepoolseid piirvdartusi (16plikke ja l6pmatuid)

, , Ay u
Fle—)= lim S5, (o) = lim S @)
nimetatakse vastavalt funktsiooni f vasakpoolseks ja pa-
rempoolseks tuletiseks punktis x.
' Tuletisi (2) nimetatakse iihiselt tihepoolseteks tule-
tisteks. Punkti, kus funktsioonil on mairgi poolest erinevad
lopmatud iihepoolsed tuletised, nimetatakse tema tagasipdor-
~depunktiks.
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Et rohkem eristada tuletist (1) ihepoolsetest tuletistest (2),
oeldakse ka, et definitsioon D 3.1.1 annab kahepoolse tule-
tise moiste.

Et tuletis on teatav piirvédértus, siis teoreemist T 2.3.3 jareldub
vahetult jdrgmine teoreem.

T 3.1.1. Funktsioonil [ on olemas punktis x tuletis ['(x) siis
ja ainult siis, kui selles punktis x on tal olemas vérdsed iihepool-
sed tuletised, s.o. kui [ (x—)=[(x+). Seejuures

Fx)=I"(x—)y=J(x+).
Tuleb silmas pidada, et siimbolid ' (x—) ja f’(x+) avaldistes
(2) ei mirgi tuletise f/(x) iihepoolseid piirvddrtusi punktis x
nagu see oli funktsiooni f(x) korral (vi. definitsioonid D 2.3.1 ja

D 2.3.2 ning iilesanne 451). Kuid teatavatel tingimustel langevad
need siiski kokku, nimelt kehtib

T 3.1.2. (teoreem tuletise piirvddrtusest). Kui funktsioon | on
punktis a vasakult (paremalt) pidev ja on olemas piirvdartus
limJ’ (x), kui x— a— (x— a+), siis kehtib vérdus

F'(a—)= lim ['(x) [}"(a4)= lim f'(x)]. 3

Geomeetriliselt kujutab suhe Ay/Ax nurga g tangensit (joon.

3.1). Jérelikult tuletis (1) kujutab geomeetriliselt funktsiooni f
graafiku puutuja tousu punktis x, s.t.

' (x)=tan«. (4)

Ehk, teisiti Geldes, funktsiooni f tuletis punktis x on vordne punk-
tis x (ehk graafiku punktis P) voetud puutuja tousunurga « tan-
gensiga (joonised 3.1 ja 3.2).
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y §

Joon. 3.2

Mehaanika seisukohalt on tuletise tahendus jdrgmine. Kui
punkti sirgjoonelisel litkumisel 1abitud tee pikkus s on antud aja
¢ funkisioonina s=s(f), siis tuletis s’(¢) tdhendab punkti liiku-
mise kiirust v==v(f) ajamomendil ¢, s.o.

v=s"(t).

T 3.1.3. Kui funkisioonil on olemas loplik (vasakpoolne, pa-
rempoolne) tuletis mingis punktis, siis funktsioon on (vasakult,
paremalt) pidev selles punktis.

Kui funktsioonil on 16pmatu tuletis vdi 16pmatu iihepoolne
tuletis mingis punktis, siis funktsioon voib olla ka katkev selles
punktis. Teoreemi T 3.1.3 poédrdteoreem ei kehti, s.t. funktsiooni
pidevusest mingis punktis ei jareldu tuletise olemasolu selles
punktis.

Selgituseks vaatleme joonisel 3.3 kujutatud funktsiooni. Punkt a on tema
tagasipoordepunkt. Punktis b tuletist ei ole, sest see punkt ei ole funkisiooni
mairamispiirkonna punkt (piirvddrtust (1) ei saa leida, sest vadrtust f(b) ei
ole olemas). Punktis ¢ on funktsioon pidev ja fihepoolsed tuletised ei ole vord-
sed, seepdrast selles punktis funktsioonil tuletist ei ole (teoreemi T 3.1.1 poh-
jal, vt. niide N 3.1.6). Punktis d on funkisioon katkev, kuid tal on selles
punktis olemas 16pmatu tuletis (mis on holpsasti leitav definitsioonavaldise (1)
pohjal). Punktis e on funktsioonil 16pmatu tuletis (puutuja on risti x-teljega).

Kui funktsioon f on antud 16igus X==[a, b], siis tal voib tule-
tis (kahepoolne) eksisteerida vaid loigu sisepunktides, s.o. vahe-
mikus (a, b), sest tuletise definitsioonis D 3.1.1 esineb kahepoolne
piirvadrtus. Loigu X otspunktides, millele saab idheneda ainult
iihelt poolt, voivad esineda vaid iithepoolsed tuletised f'(a+) ja
f' (b—), mille leidmiseks kasutatakse teoreemi T 3.1.2.

Funktsiooni tuletisel on jargmised aritmeetiliste tehetega seo-
tud omadused. Kui funktsioonidel u=u(x) ja v=wv(x) on olemas
tuletised punktis x, siis
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Joon. 3.3

1) (uxv) =u' 40’
2) (wv)’'=u'v4-uv’.

ul\ uo—uv
MINY)= '

(v(x) #0).

U2

Nendest valemitest erijuhul saame valemid

72

4) (cu)’'=cu’,

(¢==const),

s (L) =2

U

. ¢=0 (c=const)

x' =1
1Y 1
(-t
(1) ———
2Vx
(x2) ' =ax+1

(a*)'=a*Ina

. U2

Diferentseerimise pohivalemid

7. (e¥)/=ex

8. (loga | #])'=——
0 (In | ¢])'=—

10. (sinx)’=cosx

1l. (cosx)'=-—sinx
12. (tanx)’= coizx




1 1

13. (cotx)'=— prrcys 20. (thx)'= oy
: 1
14. (arcsinx)' =————— 21. (cthx)/'=— 12
Y1 — x2 sh? x
, 1
15. (arccos x) =-—m 22. (arshx)’'= ]/1:— -
X
; 1
16. (arctanx) = l+x2 23. (arChx),='_y_zl—1
X —
, 1
17. (arccot x)'=— 1422 24, (arthx)’_——_-i———i—x_z_
18. (shx)’=chx , 1
19. (chx)'=shx 25. (arcthx)’= —

Tuletise leidmist aritmeetiliste tehete 1) —4) ja pohivalemite
1 — 25 abil nimetatakse funktsiooni vahetuks diferentsee-
rimiseks.

Liitfunktsiooni y=f[g(x)] tuletise y/ leidmisel kasutatakse
jargmist votet.

M 3.1.1. (Liitfunktsiooni diferentseerimise reegel). Kui liit-
funktsioon (4) esitub ahela kujul

y=f(u), u=wp(x) o
ning on olemas 1oplikud tuletised y’ punktis & ja u punktis x,
siis on olemas tuletis y;, mis avaldub kujul
Y, =y, u, .- (3)

Vahepealne muutuja u valitakse nii, et oleks voimalik leida
tuletis y’ pohivalemite 1 —25 abil. Siis jdib leida veel vaid
tuletis «’, milleks voime vajaduse korral jille kasutada vale-

mit (5). Tegelikul arvutamisel vahepealne muutuja u eralda-
takse mottes.

Valemil (5) Leibnizi tdhistustes on jargmine kuju:
dy dy du
de  du dx °
| Paljude funktsioonide tuletiste leidmisel on otstarbekas kasu-
tada jargmist votet.
M3.1.2 (Logaritmilise diferentseerimise vdte). Logaritmime
funktsiooni avaldise y=f(x) absoluutviirtuse:

In|y|=In|f(x)].
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Votame tuletise mdlemalt poolt:
1, ,
77 =(In|f(x)])"

kust
y=Fx) (n|f(x)])".

Selline vote sobib siis, kui funktsioon f(x) kujutab hélpsasti
logaritmitavat avaldist. Votte kasutamine on aga viltimatu nn.
astme-eksponentfunktsiooni

| y=uv
korral, kus u=u(x)>0 ja v=v(x). Sel korral logaritmimine
annab vorduse
Iny=vlnuy,

millest mdlemalt poolt tuletise votmisel saame:
]' 4
—y’'= (vInu)’,
;Y (vinu)

kust
y'=u’(vinu)’.
Jirgmine teoreem voimaldab leida funktsiooni p66rdfunki-
siooni tuletise ilma podrdiunktsiooni teadmata.

T 3.1.4. Kui piirkonnas X kasvaval v0i kahaneval funktsioonil
y=f(x) on punktis x olemas tulelis i/ (x) #0, siis pdbrdfunkt-
sioonil x=g(y) on punktis y=[(x) olemas tuletis x, , mis aval-

dub kujul
1

x’y=Z.

Iga elementaarfunktsiooni tuletis on elementaarfunktsioon.
Niited

N 3.1.1. Tuletise definitsiooni D 3.1.1 abil leida funktsiooni y=In(1--x)

tuletis punktis x=3.
Lahendus. Arvutame tuletise (1) leidmiseks vajalikud suurused punk-

tis x=3:

Ay=1In(143+Ax)—In(1+3) -——ln( 1+i‘4i) :

ln(l—[——A—x-)
Y 4
-K;:: Ax
Valemi (12) pohjal paragrahvist 2.2 saame niiiid:
In(1+-Ax/4)

1
=T

A
y(@)= lim —2= lim

anso MY Axso  AAX/A
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N 3.1.2. Leida funktsiooni
— 3
y=72x+In x2+-—2—, x (0, o0)
X

tuletis.
Lahendus. Omaduse 1) pdhjal

¥y = (¥2x)'+ (In £)'+ (3x~%)’
Omaduse 4) pdhjal (arvestades, et Inx*=21In 1x])
¥ =72 (¥x)'+2(In x) +3 (x~?)".
Kasutades niiiid diferentseerimise pohivalemeid 4, 9 ja 5, saame vastuseks:

— 1 1 1 2 6
y =18 ——42 —3(—2) ¥ d=————
2yx X V2 x X8
N 3.1.3. Leida funkisiooni
y==1In(x-+}cos x)

tuletis.
Lahendus. Tegemist on litfunktsiooniga, seepdrast kasutame Hitfunkt-

siooni diferentseerimise reeglit M 3,1.2. Votame vahepealseks muutujaks u=
—zx-4cos x, siis diferentseerimise phivalemi 9 ja reegli (5) pdhjal
1

! e (x}-cOs x)’ .
Y x4cosx ( )3‘

Viimase tuletise leiame pohivalemite 2 ja 11 abil. Seega
1
=m——— (] —sin x).
y’x x4cosx ( )

N 3.1.4. Leida funktsiooni

y=sin Y14-x2
tuletis.
Lahendus. Vdtame vahepealseks muutujaks
u=yl4x%,

siis pohivalemi 10 ja reegli (5) pOhjal saame:
Yy’ =cos V1452 (V14£2) .

Viimase tuletise leidmiseks kasutame jille reeglit (5). Kui votame niiiid vahe-
pealseks muutujaks wu==14x? siis

— 1
y_=cos Yl ————— (1+x2)",
~ 2 Y142
Viimase tuletise saame niiiid pohivalemite 1 ja 5 abil. Seega

ore x cos Y142
271442 Vida?

Yy, ==cos Y1-4-x2

N 3.1.5. Leida funktsiooni
Ix2+1, kui x<<0,
y=J cosx, kul 0<<x<Cm/2,
3, kui x>mn/2

tuletis.
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Lahendus. Leiame algul tuletise neis punktides, kus ei toimu iilemi-
nekut iihelt funktsiooni definitsioonavaldiselt teisele. Kui x<<0, siis y==x241
ja me saame y'=2x. Kui 0<<x<<m/2, siis y=cos x ja y'==—sinx. Kui x>n/2,
siis y==3 ja y'=0.

Uurime niiid tuletise olemasolu filejddnud punktides x=0 ja x=mx/2, kus
toimub f{leminek funktsiooni iihelt definitsioonavaldiselt teisele: '

Punktis x=0 on funktsioon pidev ja {hepoolsed tuletised on teoreemi
T 3.1.2 pohjal

y' (0—)= lim 2x=0,
x—>0—~ -

¥ (04)= lim (—Sinx)=0.
x=0+

Seega kehtib vordus ¥’ (0—) =y’ (0+4). Teoreemi T 3.1.1 pdhjal.on siis ¥’ (0) =0.
Punktis x=m/2 ei ole funktsioon pidev ja seepdrast teoreemi T 3.1.3 poh-
jal selles punktis tal Ioplikku tuletist ei ole. Teoreemi T 3.1.1 p&hjal voib
veenduda, ef funktsioonil selles punktis ka Iopmatut tuletist ei ole.
Seega oleme saanud vastuseks

kui x<<0,

2x,
, —sinx, - kui 0<x<:rt/2,
¥=1 e eksisteeri, kui x=m/2,
0, kui x>m/2.
N 3.1.6. Leida funktsiooni

y=|x*—4|
tuletis. '

Lahendus. Korvaldame koigepealt ‘; absoluutvdidriuse (vt. definitsioon
D 1.2.1), saame: '

x2—4, kuj |x| =2
y={4—x2, kui |x]<2.
Edasi leiame tuletised analoogiliselt eelmisele néitele N 3.1.5. Saamne:
2x, kui [x|>2
yl:{—:!x, kui x| <<2. _
Uurime tuletise olemasolu iilejddnud punktides |x|=2, kus toimub iile-

minek funktsiooni iihelt definitsioonavaldiselt teisele. Punktis x==2 on funkt-
sioon kiill pidev, kuid (kasutades teoreemi T 3.1.2 tuletise piirvadrtuse kohta)

y(@—)= lim (—2¢)=—4,
¥ (24)= lim 2x=4
x—=24

ja seega y' (2—) =y’ (2-}). Teoreemi T 3.1.1 pohjal y'(2) ei eksisteeri. Samal
viisi%{ voib veenduda, et ka punktis x=—2 tuletist ei ole. Seega saame vas-
tuseks:

I 2x, kui |x]>2
y =17 ~2x, kui |x]<<2
ei eksisteeri, kui |x|=2.
Antud funktsiooni tuletise voib leida wveel teisiti. kasutades funktsiooni

sgnx. Siis
y=|x2—4|==(x2—4)sgn(x*—14),
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Kkus
—1, kui |x]<<2

sgn (x2—4)=l 0, kui {xj=2
1, kui jx|[>2.

‘Seega piirkondades |x]<<2 ja |x]|>2 on sgn (¥ —4) konstantne. Omaduse
4) pohjal saame, et neis piirkondades ,
- _ y’ =2x sgn (x> —4). _ e
Punktides |x] =2 muudab kordaja sgn (x2—4) védrtust, mistottu teoreemi
T 3.1.2 abil leitud iihepoolsed tuletised, mis on nullist erinevad, ei saa olla
vordsed ja teoreemi T 3.1.1 pohjal neis punktides funktsioonil tuletist ei ole.
N 3.1.7. Leida funkisiooni :
y=(sinx)*

tuletis. o
Lahendus. Kasutame logaritmilise diferentseerimise votet M 3.1.2. Et

siin on sinx>0 ja seega ka y>0, siis .
Iny=xInsinx, . : cr e s

Votame molemalt poolt tuletise muutuja x jéifgi, arvestades, et y 'on‘nduutuja x
funktsioon. Saame: ,

sinx

l ‘ L .
— y'=Insin x+x CoS X,

kust
y'== (sin x)= (In sin x+x cot x).
N 3.1.8. Leida funktsiooni .
x2 3—x
y=

11—z (34x)?

‘tuletis.
Lahendus. Funktsiooni avaldis on hdlpsasti logaritmitav, seepirast
kasutame logaritmilise diferentseerimise votet M 3.1.2. Logaritmime funkisiooni

:absoluutvairiuse: |
In|y|=21In|x|—In |l —x]-l—-g [in |3 —x] —21In|34x]|].

Votame vorduse molemast poolest tuletise, arvestades, et y on muutuja x

funktsioon:
LIPS NPT B S
y x I —x 3 3—x 3+x
2—x 9—x
~ x(l—x) 39—
“Seega .
x? [ 3—x | 2—x 9 —x
V=7V 510 [ x(1—zx) 39— 1

N 3.1.9. Leida tuletis 3, kui funktsioon y=y(x) on antud ilmutamata
kujul vorrandiga
Y2425 =x2+42xy.

Lahendus. Votame tuletise x jargi vorrandi molemast poolest, arves-
tades et y on muutuja x funktsioon: -

2y’ +2=2x+42y+2xy’,
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~ kust

N 3.1.10. Leida funkisiooni

y="7u(x)+u(sin x)
tuletis ¢/, kui funkisioonil u(x) on tuletis olemas.

Lahendus. Kasutades liitfunktsiooni diferentseerimise reeglit (5),
~ saame (vOttes esimeses liidetavas vahepealseks muutujaks suuruse u{x) j»
teises liidetavas suuruse sinx):

1
y =—————u'(x)+4 (sin x) (sinx)'=
2 Yu(x)
u'(x) .
=—————14u’(sin x)cos x.
2 Yu(x)
N 3.1.11. Leida funktsiooni
| y=x+Inx
poordiunktsiooni x=x(y) tuletis x’y.

Lahendus, Teoreemi T 3.1.4 pbdhjal
1 1 x

x = = .
vy 1+4+1/x x+1

x

Ulesanded

Lihtudes tuletise definitsioonist D 3.1.1, leida jargmiste funkt-
sioonide tuletised (vt. ndide N 3.1.1).

351. y=x? 353. y=cosx
352. y=ux8 354. y=In |x]

Leida jargmiste funktsioonide tuletised (kus x, f ja u on argu-
mendid, ning @, b, ¢ ja a on konstandid), kasutades omadust
1)—>5) ja pohivalemeid 1—25. (vt. ndide N 3.1.2).
356b. y=x*

ex( s
356, y=—x--6x113 363. y= x +72%

357, y=i—|—21/x—l—2 364. y x1£2x+10 ,
X
365. y= —In—

358, y=2x—e* Inx X
359. y=Ilog, |x|+sinx 366. y—-e¥-log(3|x|)
360. y=cosx-tana | 367. y=—2fsint— (2 —2) cost
361. y=—x2a 368, y——

‘ " YT 1T ina
362. y=x’e*-e* 369. y=tan x— cot x}3
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370.

371.

372.
373.

374.
375.

sin u
y= —Inucosu
u
=arctan x+ ad
y= 14-x2

y=x arcsin x-+b%*c
y==arctan x--arccot x

y=arcsin x-}-arccos x

y=xshx—chx

376.

3717.

378.
379.

380.

1
chx

y=arctan x+4-arth x

y=th x4+

y=Ina-}arccosa
y=arcsin arsh x

arcth x
1 —x2

y:

Leida jargmiste funktsioonide tuletised, kui a, b ja ¢ on kons-
tandid (vt. niited N3.1.3. ja N3.1.4).

381.
382,
383.

384,
385.
386.
387.

388.

389.

390.
391.

392,

:393.
394.

395.

396.
397.

y=(3x—>5)*
y= (3 — 5x)*

y=2y1 —=x
y=3(1 — %)
y=(1—2x)2
y=e2x+cosﬂzx:

—sin 2x+2InYx

y=cos23x-}cosb

y=‘1r1 sin (2x+1)

. Incos 2x
Y=""cos 2x
e3xa3x+5
Yy=——"
1+Ina
y=Intanx

y=Intan x+Incotx

y=xIn (x+V1+2)—V1+2

y=7Ycot xsin® x

y=arctan 2x-41In (1--4x%)

398.
399.
400.

401.
402.
403.
404.

405.

406.

407.
408.

409.

410.
411.

412.
413.

y=arccot x In arccot X

y=2x arcsin x+J1 —x®
y=x arccos x — 1 —»®

———

y=arctan (x —Y1+4+*)
y=xshx—chx

y=Inch x,.+.-12- ch—2x

1 —x2
14 x2
y=archincosx

y=In (ex+y1+e*)

y==arcsin

— arccot x8

e
I =%

y==x2arsh _ax_:_ — Yabt-xt

y=arth In sin 2x

y==arcthcthx
y=Ilogxa

Leida jargmiste funktsioonide tuletised (vt. naide N 3.1.5).

414.

22— x42, kui x<<1
kui x=1

Y= e,

415.

X2, kui x<<2
3 —4, kui x=2
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4186. x—1, kui x<1 418. Jarctanx, kui [x|<1
y=4i x

b= Inx, kui x>1 .
x lszgnx, kui |x[>1
417. Jsinx, kui leg»?
y=

. b1 9
ll, kui ]x|>?

Leida jargmiste funktsioonide tuletised (vt. ndide N 3.1.6).

419. y=|x| 422, y=[x2— 3x+2|
420. y=x|x| 423. y= |22 —x|+4x
421. y=|Inx| 424. y=sin |x|, x = (—n, n)

425, y=arcsin-—-l-—, xe(x:|x]>1)

| %]

Leida jirgmiste funktsioonide tuletised (vt. ndited N3.1.7 ja
N 3.1.8).

426, y=x=x 430. y=x%e*'sin 2x
| P
=— ysinx — 9)2
427. y=x . 431, y— (x—2) ;/x3+l
428. y=(l+'T) 3 (x— )
_ x x (x24-1)
429. y= (Inx) 432, y— Vsz—l)z

Leida jargmiste ilmutamata kujul antud funktsioonide y=
=y(x) tuletised y’ (vt. niide N 3.1.9).

433. yP=xy-1 436. Yy=x-}-arctan y
434. x4y2=1 437. xv=y=
435. y=1-xev 438. arciﬁanmj‘li—zln]/x&’_—f—y2

Leida tuletised »’, kui funktsioonidel U=u(x), v=v(x) ja
y=[(x) on tuletised olemas (vt. ndide N 3.1.10).

439. y=u?(x) 444, y=arctan*~£—(x—)—
v(x)

440. y=sinv(x) 445, y=f(x?)

441. y=x3u(x) 446. y=f(x-+-cos x)

442. y=u3(x) cos x 447. y=xf(ln x)

443. y=u(x)Inv(x)

Leida jirgmiste funktsioonide podrdiunktsioonide x=x(y)
tuletised x, (vt. nédide N 3.1.11).

448. y=x—sinx | 450. y=xe—=
449_ y=earcsinx o
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451, Naiidata, et funktsiooni f(x)=x—[x], x=[0,1] korral ei
kehti vordus

lim ' (x) =f (1—).
452. Naiidata, et funktsioonil

[xzcos—:;-, kui x5=0
10, kui x=0.

on igas punktis olemas loplik tuletis, millel on punktis x=0
teist liiki katkevus.

flx)=

§ 3.2. FUNKTSIOONI DIFERENTSIAAL

Vaatleme funktsiooni
y=[(x), xelX. (6)

Olgu Ax argumendi muut punktis x. Siis funktsiooni (6) muut
punktis x on

Ay=f(x+Ax)—f(x}. (7Y
D 3.2.1. Kui punktis x funktsiooni | muut (7) avaldub kujul
Ay=F (x)Ax+a, (8)

kus
a=0(Ax), kui Ax—>0,

siis Oeldakse, et funktsioon | on diferentseeruv punktis x.

Kui funktsioon (6) on diferentseeruv piirkonna X igas punktis,
siis Oeldakse, et funktsioon (6) on diferentseeruv piir-
konnas X.

Valemis (8) suurust
dy=J"(x)Ax (9)
nimetatakse funktsiooni f diferentsiaaliks punktis x.

Valemis (9) téhistatakse Ax=dx, sest juhul y=x on valemi
(9) jérgi dx=dy=x, Ax=Ax. Seega

dy=} (x)dx. (10)

Suurust dx=Ax nimetatakse argumendi x diferent-
siaaliks.

Geomeetriliselt funktsiooni diferentsiaal (10) tdhendab punk-
tis x voetud puutuja muutuy, s.o. 16igu AB pikkust (joon. 3.4).

Valemist (10) jareldub, et

P ) =-S2. (11)y

dx
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Joon. 3.4

s.t., et igas punktis on funktsiooni tuletis vordne funktsiooni ja
tema argumendi diferentsiaalide suhtega. Valem (11) annab sisu-
lise tdhenduse tuletise Leibnizi tdhistusele (§ 3.1) ja voimaldab
seda vaadata kui harilikku murdu.

T 3.2.1. Funktsioon | on diferentseeruv punktis x siis ja ainult
siis, kui tal on olemas 16plik tuletis ' (x) selles punktts X.

Lause «funktsioon on diferentseeruv 1oigus [a,b]» tdhendab
et ta on diferentseeruv vahemikus (a,b) ja et punktis a on tal
olemas 16plik parempoolne tuletis ja punktis & 16plik vasakpoolne
tuletis.

Teoreemide T 3.2.1 ja T 3. 1 -3 pohjal osutuvad oigeks ka jarg-
mised vdiited.

T 3.2.2. Mingis punktis diferentseeruv funkisioon on pidev
selles punktis.

T 3.2.3. Loigus diferentseeruv funktsioon on pidev selles 16i-
gus.

Funktsiooni diferentsiaalil on jairgmised aritmeetiliste tehetega
seotud omadused. Kui funktsioonid u=u(x) ja v=v(x) on dife-
rentseeruvad, siis

1) d(uxv)=dutdo,
2) d(uv)=v du—l—udv,d
u vdu—udy
3) d(-;)_ v2 '
Nendest valemitest erijuhul saame valemid
4) d(cu)=cdu (c=const),
' 1 )_ do
%) d(_; R

Kui funktsiooni (6) argument x on mingi muutuja ¢ funktsioon
(s.t. x=x(t), t=T), siis liitiunktsiooni diferentseerimise reegli
(5) abil saame funktsiooni (6) diferentsiaalile anda kuju

dy=F(x) %, dt
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ehk
dy=F'(x)dx, (12)

dus dx on funktsiooni x=x(f) diferentsiaal.
Vorreldes valemeid (10) ja (12), ndeme, et kehtib jargmine
teoreem.

T 3.2.4 (Diferentsiaali kuju invariantsuse lause). Funkisiooni
diferentsiaali kuju sdilib, kui funktsiooni argument osutub mingi
muutuja funktsiooniks, s.t. valemis (10) voib dx olla nii argu-
mendi diferentsiaal kui ka funkisiooni diferentsiaal.

Nidited
N 3.2.1. Leida funkisiooni
1
y==arctan —
X
diferentsiaal.
Lahendus. Valemi (10) jirgi saame:
d 1 ( 1 )d 1
y= : | X==
] 2 1 2
RN
X /.
N 3.2.2. Leida diferentsiaal
d(x cos x).

Lahendus. Tuleb leida diferentsiaal dy funktsioonist y=xcos x. Valemi
(10) jargi
d(x cos x) = (cos x — x sin x) dx.

N 3.23. Leida funkisiooni
f(x) =3~
diferentsiaal punktis x=2.
Lahendus. Tuleb leida suurus df(2). Valemi (10} pohjal saame:

df(x) =3 1n 3 dx,
df (2) =3%1n 3dx=9 In 3dx,
N 3.24. Leida funkisiooni

kust

Yy=e*sinx

diferentsiaal punktis x==x, kui Ax=0,1.
Lahendus. Antud funktsiooni diferentsiaal on

dy=e*(sin x-cos x) dx.
Kui x=n ja dx=Ax=0,1, siis
dy==e*(sin t4cos n)0,1=-—0,1e",
N 3.25. Leida funktsiooni
y=cos u?

diferentsiaal, kui u=u(x) on diferentseeruv funkisioon.
Lahendus. Vottes vahepealseks muutujaks u=u{x), saame liitfunkt-
siooni diferentseerimise reegli (5) abil

dy==sin u?2u du
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-ehk (tdielikumas kirjutusviisis)
dy=2u(x) sin u?(x) du(x).

Diferentsiaali kuju invariantsuse lause T 3.2.4 pohjal voib vaadeldava funkt-
siooni diferentsiaali jattagi sellisele kujule, kuigi siin du on funktsiooni dife-
rentsiaal, kuid voib kirjutada ka kujul

dy=2u(x) sin u?(x)u’ (x)dx.

Et funkisioon u=u(x) ei ole antud, siis tuleb eelistada eelmist kirjutusviisi.
' N 3.2.6. Leida tuletis

dcos x
d(x?)

Lahendus. Tuleb leida tuletis funktsioonist cos x muutuja x? jargi.
‘Selleks leiame lugeja ja nimetaja diferentsiaalid valemi (10) jirgi, saame:

dcosx —sin x dx sin x

d(x®) :2x dx 2x

Luge}as ja nimetajas taandasime &ra muutuja x diferentsiaalid dx, mis ulesande
sisu pohjal tuleb lugeda vodrdseiks.

Ulesanded.

Leida jargmiste funktsmomde dlferentsmalld kui a==const
(vt. ndide N 3.2.1).

X

-453. y=x* 456. y=arcsin>—a-
454, y=2x+3x 457. y=In |x+yYx2+a |
1 1
-455. Y =" 458. y—-arctanl—x-—l—arctanx
Leida jédrgmised diferentsiaalid (vt. ndide N 3.2.2).
459. d(xe*) 461. dIn(1 — x2?)
-460. d}1+4x2 462. darccos %]

Leida jargmiste funktsioonide diferentsiaalid antud punktis
(vt. ndide N 3.2.3).

463, f(x) =15, x=2 165. f(x)=7r, x=_.;_

464. f(x)=cosx, x=n
Leida jargmiste funktsioonide diferentsiaalid antud punktis x
antud argumendi muudu Ax korral (vt. ndide N 3.2.4).
466. y=Inx, x=4, Ax=04
467, y=x>—2x-}1, x=1, Ax=0,01

xn n
-468. y=tanx, x=— 5 , Ax= =80
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Leida jdrgmiste funktsioonide diferentsiaalid, kui f(x), u=
=u(x) ja v=v(x) on diferentseeruvad funktsioonid (vt. ndide
N 3.2.5).

469. y=2Vu 472. y=InYwe+1?
470. y=sinu | 473. y=xf(Inx)
471. yzaglf)_- 474. y=x2arctann%-

Leida jargmiste funktsioonide tuletised antud muufuja jargi
(vt. naide N 3.2.6). '

dsin x ' i .
475. a(:2) : 478. doos sin x
d sin x d arcsin x
176. d(x?) x | 479, d arccos x
477. oot tanx

§ 3.3. KORGEMAT JARKU TULETISED JA DIFERENTSIAALID

Olgu funktsioon A
y=f(x), x=X (13)

diferentseeruv punktis x. Siis teoreemi T 3.2.1 pohjal on tal ole-
mas selles punktis x 1oplik tuletis

y=F. (14)

D 3.3.1. Funktsiooni (13) teist jarku ehk teiseks tu-
letiseks punktis x nimetatakse tuletist tema tuletisest (14)
punktis x ja mdrgitakse siimbolitega

dZy de(x) 1) e
(4 1/ rr I’
y=1" () =gy g =l =l == {x)
N e s \ - o~ ~ - ) — > _,
Lagrange’i Leibnizi Téahistus Newtoni
tdhistus tiahistus liitiunkt- tahistus
siooni jne.
korral

Scega voime kirjutada Lagrange’i jargi

o y'=Y
ja Leibnizi jargi
| _d_zg___._‘L(_d_y_)
de~ dx \dx /"’

Analoogiliselt defineeritakse ka korgemat kui teist jarku tule-
tised. Uldiselt, funktsiooni (13) n-jdrku ehk n-endaks
tuletiseks nimetatakse tuletist funktsiooni (n — 1)-jarku tule-
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tisest ja maérgitakse sﬂmbolitega (vastavalt Lagrange’i ja Leib-
nizi jargi)
dry  d"f(x)
(n)— f(n) == =
YR=I" ) =g ="gan

Seega voime kirjutada Lagrange’i jirgi

rrr Iy s

-----------

yim= (ytn—1)’,

dﬂyﬁ_ d { d’n—iy)
dxr ~ dx \ dgr—!

Kui funktsioonil on olemas 15plik n-jdrku tuletis mingis punk-
tis (piirkonnas), siis Oeldakse, et ta on n korda diferent-
seeruv selles punktis (piirkonnas).

Funktsiooni (13) null-jarku tuletise all mdeldakse
funktsiooni ennast, s.o. f@(x)=f(x).

Korgemat jarku tuletistel on jargmised aritmeetiliste tehetega
seotud omadused. Kui funktsioonidel u=u(x) ja v=v(x) on ole-
mas loplikud n-jarku tuletised, siis

ja Leibnizi jargi

(4v)M=yuM4 ™ | (15)
(cv)M=cov™  (c==const) (16)
(uv)('n)= Zn,' (Z) un—Ryyk) (17)
k=0
kus
(n)l—Ch =__n(n— 1} ... (n—Ek+1)
\k/ ™ "nm k!

s.o. tdhendab kombinatsioonide arvu n elemendist %2 kaupa.
Valemit (17) nimetatakse Leibnizi valemiks.
Oletame, et funkisioonil (13) on olemas Ioplik tuletis punktis

X, silis (teoreemi T 3.2.1 pohjal) on tal olemas punktis x diferent-

siaa

dy=F"(x)dx. (18)

Fikseerime argumendi muudu dy=Ax, siis diferentsiaal (18)
on argumendi x funktsioon ja me voime leida tema diferentsiaali.
D 3.3.2. Funktsiooni (13) teist jdrku ehk teiseks di-

ferentsiaaliks d%y punktis x nimetatakse diferentsiaali
tema esimesest diferentsiaalist punktis x, s.o.

d*y=d(dy). (19)

Uldiselt funktsiooni (13) n-jarku ehk n-endaks dife-
rentsiaaliks d”y punkiis x nimetatakse diferentsiaali tema
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{(n—1)-jarku diferentsiaalist d»—1y, s.o.
dry=d(d"y). (20)
Kui funktsioonil (13) on olemas punktis x 16plik n-jarku tule-
tis f®) (x), siis on tal punktis x olemas n-es diferentsiaal d"y, mis

avaldub kujul
dry=f (x) dxm, (21)

kus dx™ on diferentsiaali dx n-es aste.
Valem (21) juhul n=2 ja n==3 on jargmine

d?y=F" (x) dx? (22)
d3y==F""(x) dx®. (23)
Valemist (21) saame, et
dry
(n) ==
fn (x) dxn ’

mis annab sisulise tdhenduse n-jarku tuletise Leibnizi tdhistusele
ja voimaldab seda siimbolit vaadelda kui harilikku murdu.
Funktsiooni null-jarku diferentsiaali all méeldakse
funktsiooni ennast, s.o. d’y=f(x). .
Korgemat jirku diferentsiaalidel on jargmised aritmeetiliste
tehetega seotud omadused. Kui funktsioonidel u#=u(x) ja v=
—=uo(x) on olemas 15plikud n-jarku tuletised, siis

d» (u=+v) =drutdv,

| d"(uv)=_§}(2) dn—kudhv,
h=0
dn (cv) =cdrv (c=const).

Kui argument x osutub mingi muutuja ¢ funktsiooniks, s.o.
x=x(t), t< T, siis valemis (18) on dx funktsiooni diferentsiaal
ja valemist (19) saame:

d2y=d(dy) =d(f’ (x)dx) =
=" (x)dx2+f (x) d%x (24)

ja valemist (20), kui n=3, et

d3y=d (d2y) =d (f” (x) dx24-f’ (x) d*x) =
— 777 (x) dx3-+3F (x) dx d2x-f* (x) dx. (25)

Vorreldes valemeid (22) ja (23) kahe viimase valemiga (24)
ja (25), ndeme, et korgemat jarku diferentsiaalide korral dife-
rentsiaali kuju invariantsuse lause T3.2.4 enam ei kehti. Votame

tulemuse kokku teoreemina.
T 8.3.1. Valemeis (22) ja (23) véib dx olla vaid argumendi

diferentsiaal. Kui aga dx on funktsiooni diferentsiaal, siis gigeks

osutuvad valemid (24) ja (25).
Samasugune on olukord ka veel kdrgemat jarku diferentsiaa-

lide korral.
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Niited
N 3.3.1. Leida funktsiooni

y=cotx
teine ja kolmas tuletis.
Lahendus. Leiame esimese tuletise:

¥y =—sin-?x.
Seega teine tuletis on
Y= (y') = (—sin—2x)’'=2 sin—3 x cos x.

Analoogiliselt leiame ka kolmanda tuletise y""=(y")’. Kuid antud funktsioon
korral voime y” leida veel teisiti. Nimelt voime teise tuletise kirjutada kujul

Yy =—2yy,
kust saame:

Y= (y")' = (—29y") =—2¢'y’ — 2yy".
Asendades siin y, ¥ ja y” teadaolevate avaldistega, saame:
Yy =—2(142 cos? x)sin—* x.
N 3.3.2. Leida funktsiooni
y=u?(x)~4xu(ln x)

teine tuletis, kui #(x) on kaks korda diferentseeruv funktsioon.
Lahendus. Leiame esimese tuletise liitfunkisiooni diferentseerimise

reegli (8) abil, vottes esimeses liidetavas vahepealseks muutujaks u==u(x)
ja teises Inx:

Y =3u?(x)u’ () +u(In x)4-xu’ (In x) x~1=3u2u’+u(In x)+u' (In x).
Analoogiliselt leiame teise tuletise
y"=3-2uu'v'43u?u”+u (In x) x~'+u” (In £) x-1,
N 3.3.3. Leida funktsiooni
y=xe*+1
teine ja kolmas diferentsiaal.

Lahendus. Leiame teise diferentsiaali valemi (22) podhjal. Selleks leiame
koigepealt teise tuletise:

¥ =e*-Lxer=e*(14x),
Y =e*(1+x)Fe*=e*(2+4x).
Valemi (22) jargi _
- d%y=e* (24x) dx>. !
Analoogiliselt leiame kolmanda diferentsiaali valemj (23) pohjal:
Y =e*(24x) v =e* (34x), |
d*y=e*(3-4x) dx3.
N 3.34. Leida funktsiooni ‘
y=tanu

teine diferentsiaal, kui u=u(x) on kaks korda diferentseeruv funktsioon.
Lahendus. Leiame kdigepealt esimese diferentsiaali valemi (18) pohjal

dy=cos-? u du.

Et du on funktsiconi diferentsiaal, siis teoreemi T 3.3.1 pohjal teise diferent- {
siaali leidmiseks tuleb kasutada valemit (24), mille jargi l

d’y=d(dy) =d{cos—2 u du) =
=d cos~ 2 u dutcos-2u d2u=
=—2cos~ 3 u du?+4cos—2 u d2u.
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Et funktsioon u=u(x) ei ole antud, siis vastusesse jatamegi tema diferentsiaa-
lid kujul du ja du.

N 3.3.5. Leida tuletis y”, kui funktsioon y=y(x) on antud ilmutamata
kujul vdrrandiga :
y4-2y=x2.

Lahendus. Diferentseerime antud vorduse mdlemat poolt x jdrgi, luge-
des, et y on muutuja x funktsioon (vt. ndide N 3.1.9):
29y’ -2y’ =2x
Yy +y =r.

Diferentseer_ime saadud vorduse mdlemat poolt veel kord muutuja x jargi,
lugedes, et y ja ¥ on muutuja x funkisioonid:

Yy +yy -y =1,
w192
TS
Asendamme esimese tuletise y'=x/(y+1), siis
p_ G+ —x?

ehk

‘kust

(y+1)3

Et ldhtevdrrandi tottu y*4-2y — x2=0, siis voime vastust veel lihtsustada:

" 1

RPYRTERS

Ulesanded
Leida jargmiste funktsioonide teine tuletis y” (vt. naide 3.3.1).

480. y=—e—* 482. y=x}J14-x2
481. y=tanx 483. y=xx

Leida jargmiste funktsioonide margitud tuletised (vt. ndide
N 3.3.1).

484. y—

] P y(ﬁ) =7 486. y= &% coSs X, y(s) =3

485. y=x2inx, yO=7? : |
Leida jéargmiste funktsioonide margitud tuletised, kui f, u=

=u(x) ja v=u(x) on vajalik arv korda diferentseeruvad funkt-
sioonid (vt. ndide N 3.3.2).

487. y=f(x%), y”" =? 490. y=u+lnov, ¢"=?
488. y=f(e¥), y"'=? 91, y=xf(x2), y’'=?
489. y=u2, y"=7

Leida jérgmiste funktsioonide teist jarku diferentsiaalid (vt.
nédide N 3.3.3).

492, y=x5 494. y=7y1-4}-x2

493. y— “lx
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Leida jargmiste funktsioonide margitud diferentsiaalid (vt.
ndide N 3.3.3).

495, y=ux*, dSy="? 497. y=xlnx, d4y==?
496. =—-§_—, d3y="7"
Vx

Leida jargmiste funktsioonide maérgitud diferentsiaalid, kui
f, u=u(x) ja v=v(x) on vajalik arv korda diferentseeruvad
funktsioonid (vt. ndide N 3.3.4).

498. y=ce¥, d2y=" 501, y=e=f(e*), d2y==?
499. y=u?, dBy=" 502, y=uv, déy="7
500. y=f(sinx) d%y="?
Leida jargmiste ilmutamata kujul antud funktsioonide y=y (x)
tuletised y”_ (vt. ndide N 3.3.5).

503. x24 42— 504. ylny=ux
§ 3.4. L’'HOSPITALI REEGEL
Piirvdirtuse leidmisel funktsioonide f(x) ja g(x) jagatisest

kehtib jdrgmine reegel.
T 3.4.1 (L’Hospitali reegel). Kui jagatis

f(x)
AL 26)
g =)
kujutab punktis a mddramatust —g— v0i %Z— siis kehtib vordus
4
T GO Mg Y C)) (27)

ara Z(X) xsa § (%)

eeldusel, et eksisteerib (loplik vGi lGpmatu) piirvddrtus vorduse
(27) paremal poolel.

Reegel on kehtiv ka iihepoolsete piirvdartuste korral, sealhul-
gas ka juhtudel ga=occ ja a=—oc0.

Kui funktsioonide korrutise, summa vdi vahe piirvdartuste
leidmisel esinevad méidramatused 0-oc0 v0i oo — oo, siis 'Hospi-
tali reegli kasutamiseks teisendatakse need méidramatused eel-

nevalt kujule —g— voi — (vt. ndited N 34.2 ja N3423).

Kui astme-eksponentfunktsiooni uv korral esinevad mairama-
tused 0°, 1° vdi oo9 siis PHospitali reegli kasutamiseks tuleb
reegli abil leida funktsiooni logaritm lnu®==vlInu piirvdértus ja
kasutada vordust

limelInu
lim y®?=—e*>* (28)
xX->a

(vt. ndide N 3.4.4).
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Piirvddrtuste leidmisel on otstarbekohane koos I’'Hospitali
reegliga kasutada ka peatiikis II antud piirvdirtuse leidmise vot-
teid, millega saab arvutusi méargatavalt lihtsustada (vt. niited
N34.1 ja N34.2).

Niited
N 3.4.1. Leida piirvddrtus
In x
A= lim .
x—-p COtX

Lahendus. Punktis x=0 esineb miiramatus oo/oco, Rakendame I'Hos-
pitali reeglit:
In x)’ sin? x
A= lim'—~(--——)—ﬂ—-=— lim
x—o (cotx)’ x—0 X

Tekkis maadramatus 0/0 ja I'Hospitali reeglit véib veel kord rakendada, kuid
seda el ole otstarbekohane teha, sest piirprotsessis x ~0 on sinx ~ x ja seega
(teoreemi T 2.4.1 pohjal)

- x2
A= lim —=0.
x—>( X

N 3.4.2. Leida piirvddrtus

| 1
A= lim ( ———) )
x—p \ SinZx x?
Lahendus. Punktis x=0 tekib miidramatus oo — oo, Votame murrud
ithisele nimetajale:

x2 —sinx

A= lim -
x—o XZsinx

Niiiid punktis x=0 on méiiramatus 0/0 ja I'Hospitali reeglit voib rakendada.
Kuid enne asendame arvutuste lihtsustamiseks nimetajas tegurid sinx antud
piirprotsessis ekvivalentsete suurustega x, siis
x2—sin%x
A= lim—
x—>0 x4

Rakendades niiiid 2 korda I'Hospitali reeglit, saame:
2x —2sinxcos x

x—0 4x3

I 2x —sin 2x I 2—2cos2x
= |lIn —= llm

x—0 4x3 x—0 12)62

Véime veel 2 korda rakendada I'Hospitali reeglit, kuid valemi 1 — cos2x=
=2sin?x abil saame kohe:

4sin?x 1

A= lim —————=—

x—0 12x2 3
sest sin?x ~ x? antud piirprotsessis.
N 3.4.3. Leida piirvdirtus
A= lim (1 — cos x)cot x.

x-+0
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Lahendus. Punktis x=0 tekib midiramatus 0-oc0. Sobiva miiramatuse
saamiseks viime cotx nimetajasse:

l—cosx
A= lim—————
x>0 tan x

Tekkis middramatus 0/0. Antud piirprotsessis on aga tanx ~ x, seepidrast

A— Tim !l —cosx
x—>0 X
L’Hospitali reegli abil
sinx
A== lim =0.
x-+0

N 34.4. Leida piirvddrtus
A= lim (cos 2x)?sin’x,
x=-+0
Lahendus. Esineb mdadramatus 1%, Sellepdrast leiame algul I"'Hospi-

tali reegliga avaldise logaritmi piirvddrtuse (arvestades, et sinx ~ x ja
tanx ~ x antud piirprotsessis):

3
. . ~ Incos2x _ Incos2x
limIn (cos 2x) 312%'% =2 lim —————=2 lim ——————=
x—0 x—>0 sin“ x x>0 x2
(—sin 2x)2
. cosZx
=2 lim =
x—{ 2x
. tan2x
=—4 lim —=—4.
x—»0 2.75

Valemi (28) jirgi on sils A=e-*

Ulesanded

Leida jdargmised piirvddrtused, kasutades I’'Hospitali reeglit
M34.1 (vt. ndited N34.1, N34.2 ja N34.3).

l —cosx b
505. li T
05. Lm—- 510, lim 2
1 —sin-"- 511. lim———-l? sin 0
506. lim x>0+ INSinx
x—1 1—x ;/t 1
. tanx—x 512. 1 an x —
507. Ll—rjg x—sinx x—1>1;13/4 2sin2x—1
im L — 08 %> 513. lim (1 —x) tani-x
808. Ll—rfé X2 sin x2 x—1 2
509. lim->. 0S¥ —sinx 514. limlnxIn(l —x)
x— X«'a x—1—
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515. lim( * 1 ) 516. lim(cotx—_l-)
iV X—1 Inx X

x-0
Leida jargmised piirvadrtused (vt. niide N 3.4.4).
517. lim x= 519. lim (cot x)sinx
X0 x>0
_—i— 14
518. lim xt—= 520. lim {e*4-x) =
x->1 x->0

Leida jargmised piirvidrtused, veendudes eelnevalt, et neid

I’'Hospitali reegliga M 3.4.1 leida ei saa, kuigi esineb sobiv mii-
ramatus oo/oo.

521. lim——Sn¥ 522, lim———
x—soc X~} 8in X x>0 Y] 42

§ 3.5. PARAMEETRILISEL KUJUL ANTUD FUNKTSIOONIDE
DIFERENTSEERIMINE

Vaatleme funktsiooni, mis on antud parameetriliste vérrandi-

tega
x=x(t), y=y(t), teT, (29)

kus T on vahemik. Olgu x ja y muutumispiirkondadeks vastavalt
vahemikud X ja Y.

T3.5.1. Olgu funktsioonid (29) pidevad ja olgu neil olemas
pidevad tuletised ¥’ ja Yy, vahemikus T.

. Kui X0 vahemikus T, siis vorrandid (29) mddravad

pideva funktsiooni y=f(x) vahemikus X, millel on olemas pidev
tuletis

/

y, =—, t=T. (30
x xt
2. Kui y', 0 vahemikus T, siis vdrrandid (29) mddravad

pideva funktsiooni x=g (y) vahemikus Y, millel on olemas pideuv
tuletis
x

i
' =—, teT. 31)
Parameetriliselt antud funktsiooni (29) tuletiste y, jax leid-

miseks kasutatakse valemeid (30) ja (31).

Teist ja veel korgemat jirku tuletiste leidmiseks kasutatakse
neid samu valemeid (30) ja (31). Nditeks, tuletist (30) vdime
vaadelda kui parameetriliselt antud funktsiooni .

Yy
x=x(t), y; "-=";;".-

t
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Kui funktsioonidel (29) on olemas teised tuletised, siis valemi
(30) pohjal .
r ARV (30) (yx)t

Vo= W) = (32)

Analoogiliselt kolmanda tuletise jaoks saame valemi (30) pohjal

(y..);
o '/ 7 (3.2 xx 1
Jne.
N 3.5.1. Leida funktsiooni

tuletised 4 ja y7 .
Lahendus. Valemi (30) pdhjal
3¢2
y = =—31%",

x __e—f

Teise tuletise y’;x saame eeskirja (32) pohjal ehk wvahetult valemi (30)
pdhjal
, , 6o (—38t%t) ¢
y. =Y, =5 =
xx x ' x (8 t)t
7 3(2tet +12t)

= — 32t (241-2).
_._e—i

Ulesanded

Leida jargmiste funktsioonide tuletised ! (vt. ndide N 3.5.1).

523. x=cosi, y=sint
524, xe=t1! t—1

t YT
525. x=In(14#), y=t— arctant
526. x=a(t—sint), y=a(l —-cosi)

Leida jargmiste funkisioonide tuletised ¥/, ja y7 (vt ndide
N 35.1).

527. x=28341, y=9¢# 529. x=acos3f, y=asindt
528. x=In(14+t), y=(1+£)2 530. x=acost, y=asint

Leida jargmiste funktsioonide margitud tuletised.
531. x=sint, y=In|sint|, y” = ?

XXX

1
532. x==Int, y=— y® =?

533. x=a(t—sint), y=acost, Yy, =?



IV. FUNKTSIOONI UURIMINE

§ 4.1. FUNKTSIOONI MONOTOONSUS JA EKSTREEMUMID

Olgu funktsioon
y=f(x)

antud piirkonnas X. Funktsiooni f monotoonsust uuritakse jirg-
miste teoreemide T 4.1.1. ja T 4.1.2 ning piisava tunnuse PT 4.1.1
abil.

T 4.1.1. Vahemikus X diferentseeruv funkisioon [ on mono-
toonselt kasvav (kahanev, on konstanine) selles vahemikus siis
ja ainult siis, kui [/(x) =0 (J'(x)<<0, f'(x)=0) iga x= X korral.

T 4.1.2. Vahemikus X diferentseeruv funktsioon | on kasvav
(kahanev) selles vahemikus siis ja ainult siis, kui

1° F(x) =0 (f(x)<<0) iga x=X korral,

2° punktid xe X, kus ['(x)=0, ei moodusta vahemikke.

Teoreemist T 4.1.2 jareldub jargmine piisav tunnus.

PT 4.1.1. Kui vahemikus X on [ (x)>0 (f'(x)<<0), siis funkt-
sioon [ kasvab (kahaneb) selles vahemikus X

D 4.1.1. Punktide x = X, kus ['(x) =0, nimetatakse funktsiooni
f statsionaarseteks punktideks. Funktsiooni statsio-
naarseid punkte ja neid punkte, kus funktsiooni tuletis on lopmatu
vdi ei eksisteeri, nimetatakse f[unktsiooni | kriitilisteks
punktideks.

Nagu ndeme, on pdhiliseks raskuseks monotoonsuse uurimisel
vorratuste f/(x)>0 ja f'(x)<<0 lahendamine. Nende vdrratuste
lahendamist saab véiltida jirgmise teoreemi abil.

T 4.1.3. Kui vahemikus X=(a, b) punktid x1<xp<...'<Xn On
funkisiooni ainukesed kriitilised punktid, siis vahemikes

(a, xi), (xi, JCQ) y .. , (xn, b)

sdilitab funktsiooni tuletis mdrki.

Selle teoreemi T 4.1.3 jidrgi voib argumendi x iithe vidrtuse
abil teada saada tuletise mirgi kogu vahemiku ulatuses (vt. ndide
N 4.1.1).

Fun)ktsiooni mornotoonsuse uurimisele saab taandada ka mit-
mesuguste vorratuste toestamist (vt. ndide N 4.1.2).

Kuulugu punkt ¢ mingi oma iimbrusega piirkonda X.
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D 4.1.2. Oeldakse, et funktsioonil | on punktis a lokaalne
maksimum (miinimum), kui leidub niisugune punkti a

imbrus, kus
fx)<f(a) (F(x)=[(a)). (1)

Kui vorratustes (1) esineb vordusmirk vaid juhul x=a, siis
lokaalset maksimumi (miinimumi) nimetatakse rangeks.
Lokaalse maksimumi ja lokaalse miinimumi iihine nimetus on
lokaalne ekstreemum. Punkti a, samuti graafiku punkti
(a,f(a)), kus funktsioonil f esineb lokaalne ekstreemum, nime-

tatakse funktsiooni lokaalseks ekstreemumpunktiks
(joonised 4.1 ja 4.2).

TT 4.1.1. Lokaalne ekstreemum vdib funktsioonil olla vaid
tema Fkriitilises punktis.
Selle tarviliku tunnuse TT 4.1.1 p&hjal tuleb funktsiooni lokaal-

sete ekstreemumite leidmiseks kdigepealt leida funktsiooni kriiti-
lised punktid.

4
(@, Ha))
y=fix )//T\
! ‘ |
i | | -
fix)! fa) | )
[
: | i
. + + -
0 X a X x
Joon. 4.1
YA
y=1Hx)
, (a, f(a)) ,
) | | | f0
! i (@) !
i i i
T’J X z_; ; X
~ Joon. 4.2
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Igas kriitilises punktis funktsioonil ei ole lokaalset ekstree-
mumit (vt. ndide N 4.1.4). Selleks, et selgitada, millistes kriitilis-

tes punktides on ja millistes ei ole lokaalset ekstreemumit, kasu-
tatakse jargmisi piisavaid tunnuseid.

PT 4.1.2. Olgu funktsioon | pidev kriitilises punktis a.

a. Kui f'(x) >0 (s.t. [ kasvab) punkti a vasakpoolses umbru-
ses ja [/ (x)'<<0 (s.t. [ kahaneb) punkti a parempoolses fmbruses,
siis funktsioonil f on punktis a range lokaalne maksimum
(joon. 4.3).

b. Kui [/(x)<<0 (s.t. f kahaneb) punkti a vasakpoolses fimb-
ruses ja f/(x) >0 (s.f. f kasvab) punkti a parempoolses imbru-
ses, siis funktsioonil | on punktis a range lokaalne miinimum
(joon. 4.4).

c. Kui '(x) on punkti a vasakpoolses ja parempoolses fimb-

ruses iihe ja sama mdrgiga, siis punktis a lokaalset ekstreemumit
ei ole (joon. 4.5).

‘ Y# y=1f(x) Y +

/ﬂ'\ y=f{x)
}

| '_

>0 | F(<0 \_/

| ) ’ '
, r<0 | x>0
| |
1 |
+ t —— | . .
a-— +6 X 4 + + -
0 a-4 a a . 0 .-6 a a+s X
Joon. 4.3 _ Joon. 4.4

4

!
|
I
i
!
|
{
a

Joon. 4.5

a+é x

7 Matem. anal. praktikum I
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Tunnuses PT 4.1.2 ei ole oluline, kas funktsioon f on diferent-
seeruv punktis a voi mitte, kuid ta peab olema selles punktis a@
pidev. Kui | ei ole pidev punktis a, siis tunnus PT 4.1.2 v5ib anda
vale tulemuse (vt. ndide N 4.1.5).

PT 4.1.3. Olgu funktsioon | vdhemalt kaks korda diferentsee-
ruv statsionaarses punktis a.

Kui 17 (a) <<0, siis punktis a on range lokaalne maksimum.
Kui [ (a) >0, siis punktis a on range lokaalne miinimum.

Tunnust PT 4.1.3 ei saa kasutada, kui f”(a)=0. Sel korral
kasutatakse jargmist tunnust.

; PT 4.1.4. Olgu funktsioon | diferentseeruv n korda statsionaar-
ses punktis a ning olgu '

f”(a).: . =f(n—-1) (a):O ja f(ﬂ)(a) =0.

Kui n on paarisarv, siis punktis a on [ (a)'<<0 korral range
lokaalne maksimum ja [ (a) >0 korral range lokaalne miini-
mum.

Kui n on paaritu arv, siis punktis a lokaalset ekstreemumit
ei ole.

Kui tunnuseid PT 4.1.2—4.1.4 ei saa kasutada (néiit.eks, funkt-
sioon | ei ole pidev kriitilises punktis), siis tuleb vahetult uurida

funktsiooni muutumiskédiku kriitilise punkti imbruses (vt. ndide
N 4.1.5).

D 4.1.3. Funktsiooni f globaalseks ehk absoluutseks
maksimumiks (miinimumiks) piirkonnas X nimetatakse
tema suurimat (vdhimat) vddrtust selles piirkonnas X.

Globaalse maksimumi ja globaalse miinimumi {ihine nimetus
on globaalne ekstreemum.

Kui funktsioonil [ suurim vaddrtus M I6igus X=/[a,b] on
punktis « ja vdhim vairtus m on punktis 8, siis voime kirjutada
M=f(a)= max [(x), m=[(8)= min }(x).

assx<Cb as<x<b
Funktsioonil voivad globaalsed ekstreemumid ka puududa, kuid
teoreemi T 2.5.8 pohjal 16igus pideval funktsioonil on olemas glo-
baalsed ekstreemumid selles l6igus ja neid voib leida jérgmise
meetodiga.

M 4.1.1. Loigus X pideva funktsiooni f globaalsete ekstree-
mumite leidmiseks tuleb:

1) leida funktsiooni [ kriitilised punktid 16igu X sisepunktides;

2) arvutada funktsiooni f védidrtused kriitilistes punktides ja
1oigu otspunktides;

3) saadud véirtustest valida vilja suurim ja vdhim, mis ongi
vastavalt funktsiooni f suurim ja vdhim védrtus selles l16igus X.

Mis tahes piirkonna X korral voib globaalse ekstreemumi
olemasolu kindlaks teha jargmise tunnuse abil.
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PT 4.1.5. Kui piirkonnas X pideval funktsioonil | on iiksainus
lokaalne ekstreemum, siis on see ka funktsiooni | globaaine ekst-
reemum selles piirkonnas X.

Kui funktsioonil f on piirkonnas X mitu lokaalset ekstreemu-
mit, siis tunnuse PT 4.1.5 rakendamiseks voib piirkonna X sobi-
valt osadeks jaotada, nii et vaadeldavas osas oleks ainult iiks
lokaalne ekstreemum.

Niited
N 4.1.1. Leida funkisiooni
y=2x%— 3x*

monotoonsuse piirkonnad.
Lahendus. Selle funkisiooni madramispiirkond on X=(—oo, 00},
Leiame funktsiooni kriitilised punktid. Selleks leiame funktsiooni tuletise

Yy =6x{x—1),
kust nieme, el funktsiooni kriitilisteks punktideks on statsionaarsed punktid
x1=0, xy;=1,
Nende punktide abil jaotame piirkonna X kolmeks wvahemikuks
Xi=(—o0, 0), Xy=(0,1), Xs=1, ).

Teoreemi T 4.1.3 pdhjal igas iihes neist siilitab {fuletis mdrki. Et punktis
—1le X, on y(—1)>0, siis kogu vahemikus X;=(—o0, 0) on y¥'>>0 ja tun-
nuse PT 4.1.1 pohjal funktsioon f kasvab selles vahemikus. Punktis 0,5 < X»
on y'(0,5) <0, seega kogu selles vahemikus Xo==(0, 1) on y'<<0 ja tunnuse
PT 4.1.1 pohjal funktsioon f kahaneb selles vahemikus. Analoogiliselt, ' (10) >0
ja seega kogil vahemikus Xs== (1, o) on y'>0 ja tunnuse PT 4.1.1 pdhjal
funktsioon f kasvab selles vahemikus Xa.
N 4.1.2. Toestada vorratus

2(x—1)
Inx > , kui x>1,
x+1
Téestus. Moodustame funktsiooni
2(x—1)
=In x —
f(x)=Inx— e,

On vaja niidata, et f(x) >0, kui x>1.

Funktsiooni f médramispiirkond on vahemik X= (0, o). Et f on elemen-
taarfunktsioon, siis ta on pidev selles vahemikus X teoreemi T 2.5.5 pohjal.
Leiame tuletise

_ (e—12
o=

Nieme, et vahemikus X on funktsioonil {iksainus kriitiline punkt, milleks on
statsionaarne punkt x=1. Kui ¥>1, siis on f'(x¥)>0. Tunnuse PT 4.1.1 p&h-
jal funktsioon f kasvab vahemikus (1, o). Et f(1)==0, siis funktsiooni pide-
vuse tottu on x>1 korral f(x}>0. Mott.

N 4.1.3. Leida funktsiooni

y=2x% — 3x2

lokaalsed ekstreemumid tunnuse PT 4.1.2 abil

Lahendus. Vaadeldav funktsioon kui elementaarfunktsioon on pidev
oma miiramispiirkonnas X=(—oo, o). Néites 4.1.1 me leidsime selle funkt-
siooni kriitilised punktid x=0 ja x=1 ning monotoonsuse piirkonnad. Kan-
name seal saadud tulemused :drgmisele skeemile,
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y’>0' y<<0 y' >0 -

" kasvab 0 kahaneb 1 kasvab

Et funktsioon on pidev punktides 0 ja I, siis sellelt skeemilt tunnuse PT 4.1.2Z
abil saame, et punktis x=0 on funktsioonil range lokaalne maksimum y(0) =0
ja punktis x=1 range lokaalne miinimum y(1)=—1.

N 4.1.4. Leida tunnuse PT 4,13 vGi PT 4.1.4 abil punktid, kus funkt-
sioonil

y=xde—=
on lokaalsed ekstreemumid.
Lahendus, Leiame funktsiooni kriitilised punktid. Selleks leiame esi-

. mese tuletise

y'=x%"*(3—x),

© . kust ndeme, et funkisiooni kriitilisteks punktideks on kaks statsionaarset punkti

x=0, x=3.
Tunnuse PT 4.1.3 rakendamiseks leiame teise tuletise

y"=e—*(x% — 6x2-}-6x),

kust saame, et y”(0)=0 ja y”(3)<<0. Seega tunnuse PT 4.1.3 pdhjal punktis
x=3 on lokaalne maksimum. Punkti x=0 kohta see tunnus vastus{ ei anna.
Rakendame tunnust PT 4.1.4. Selleks leiame kolmanda tuletise

y'" =e—*(—x349x% — 18x+46).
Saame y"”’{0) #0. Tunnuse PT 4.1.4 pdhjal punktis x=0 lokaalset ekstreemu-

mit ei ole
N 4.1.5. Leida funktsiooni

‘ 1/]x|, kui x50
f(x)= .
0, kui x=0

lokaalsed ekstreemumid.
Lahendus. Leiame funktsiooni kriitilised punktid. Selleks leiame tuletise

, —x—2sgnx, kui x3£0
fixy=4 . . . o
ei eksisteeri, kui x=0.

Punkt x=0 on seega funktsiooni ainuke kriitiline punkt. Et punkiis x=0
funktsioon ei ole diferentseeruv ega pidev, siis tunnuseid PT 4.1.2—4.1.4 kasu-
tada ei saa. Et f(0)=0 ja iilejidnud punktides on f(x)>0, siis vahetult defi-
nitsiconi D 4.1.2 pohjal voib Oelda, et punktis x=0 on funktsioonil lokaalne
miinimum f(0) =0. -
N 4.1.6. Leida funktsiooni
flx) =3x*+4x* — 124%, x=X=[0,2]

globaalsed ekstreemumid.

Lahendus. Antud funktsioon on elementaarfunktsioon ja seepérast pidev:
l6igus X (vt. teoreem T 25.5). Seega on tal teoreemi T 2.5.8 pohjal selles
16igus globaalsed ekstreemumid.

Globaalsed ekstreemumid saame meetodil M 4.1.1. Vastavalt meetodile-
leiame funktsiooni [ kriitilised punktid. Selleks leiame funktsiooni tuletise-
1oigu X sisepunktides, s.o vahemikus (0, 2):

Frixy=12x(x — 1) (x4+2), x<(0,2).

Nieme, et vahemikus (0,2) on funktsioonil vaid diks kriitiline punkt x=1.
Arvutame niifid funktsiooni vddrtused kriitilises punktis ja 16igu X otspunktides;.

f(1)=—5, f(0)=0, f(2)=32

Neist arvudest vdhim f(1) =—5 on funktsiooni f globaalne miinimum ja suu~
rim f(2)=32 on globaalne maksimum Iloigus X.
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Sellel funktsioonil voib globaalse miinimumi leida ka teisel viisil. Nimelt
on tunnuse PT 4.1.3 abil kerge kindlaks teha, et sellel funktsioonil on kriitili-
ses punktis x=1 lokaalne miinimum f(1)==—>5. E{ see on funktsiooni ainus
lokaalne ekstreemum 156igus X ja funktsioon on pidev selles Idigus, siis tun-
nuse PT 4.1.5. pohjal on see selle funktsiooni globaalne miinimum Idigus X.

N 4.1.7. Toestada, et iga x%£0 korral kehtib vorratus
e*>1+4x.
Lahendus. Moodustame funktsiooni
f(x)=e*—1—x,

mille méadramispiirkond on Xs=(—o0, 00), Tuleb niidata, et iga x%=0 korral
on f(x)>0. Et
Pl =es—1,

siis funktsiooni f ainuke kriitiline punkt on statsionaarne punkt x=0. Et
f7{(0) =e®>0, siis punktis x=0 on funktsioonil [ range lokaalne miinimum,
mis tunnuse PT 4.1.5 pdhjal on ka range globaalne miinimum. Tdhendab, iga
x#0 korral on f(x)>f(0)=0. Mott.

N 4.1.8. Piistkoonusesse korgusega H ja pohja raadiusega R on kujundatud
maksimaalse ruumalaga pistsilinder, Leida silindri pdhja raadius r ja kor-
gus A,

Lahendus. Kui tdhistame otsitava silindri pdhja raadiuse tihega x ja
korguse tdhega h, siis silindri ruumala on

V=umnxh.
Suurused x ja h sGltuvad teineteisest. Avaldame h suuruse x kaudu. Selleks

joonestame koonuse ja otsitava silindri telgldike (joon. 4.6). Kolmnurkade ABC
ja ADE sarnasuse tottu '

kust

Joon. 4.6
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Seega silindri ruumala V avaldub muutuja x funktsioonina

ni .
V= R X2(R—x), x=X=(0, R).
Tuleb leida punkt x, kus funktsioonil V=V (x) on globaalne maksimum, Et
' nH
Vi(x) = x(2R — 3x),

siis funktsiooni V ainukeseks kriitiliseks punktiks piirkonnas X on staisio-
naarne punkt x;=2R/3. Leides teise tuletise

" nH
V" (%) =—%— (2R — 6x),

saame V”(xy) <<0. Tunnuse PT 4.1.3 pGhjal on punktis xo range lokaalne 'mak-
simum, mis tunnuse PT 4.1.5 pohjal on ka range globaalne maksimum. Seega

2 |
- _—— h_———-H_
r=x 3R, 3

Ulesanded

Leida jargmiste funkisioonide monotoonsuse piirkonnad (vt.
ndide 4.1.1).

p— —_— 2
534, y=x3—3x 537. y— X
535. y=_8x% — xb Inx
_ 538. y=arccos (1+4x)
536. y=x—sinx 539. y=uxe—=, x & (0, o)

540, Jl/x, kui x = (—o0,—1]

y=27 —1, kui xe=(—1, 1]

x2—2x, kui x= (1, o)

541. _{sinx, kui |x|<<m/2

Y= Usgnsinx, kui 1/2<|x|<n

542, y= (x— 1) sin [x], x= (0, 7/2)

' Toestada jargmised vorratused (vt. ndide N 4.1.2).
543. In(14x)<<x, kui x>0

2
544. 1n(1-+x)>x—-’;-, kui x>0
545. sinx<<x, kui x>0
546. cosx>1—%2, kui x>0

547. sin x>x—i6s, kui x>0

548. x-——%a- <Zarctan xX<<x, kui x>0
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Leida jargmiste funktsioonide lokaalsed ekstreemumid tun-
nuse PT 4.1.2 abil (vt. ndide N 4.1.3).

549. y=x3—3x 552. Yy=xtex
550. y=8x%— xt 553. y==(x2—1)2
551. y=xInx

Leida jargmiste funktsioonide lokaalsed ekstreemumid tunnuse
PT4.13 voi PT4.1.4 abil (vt. ndide N4.14).
554. [(x)=x%— 4x+44 557. [{x)=4x5—5xt
b55. f(x)=xInx 558. [(x)=e*(sin x — cos x)
556. f(x)=(x—4)%

Leida jidrgmiste funktsmomde lokaalsed ekstreemumid (vt.
ndide N 4.1.5).

559. y=—=72x343x2

560. {x—ln | x|, kui x50
= o, kui x=0

561. y=x-—arctanx

562. f(x)—l-—-— | x| +41n | x|

563. f(x)= 1/x3——3x2—|—8
564. [(x)=In(x*}+4x%430)
565. Flx) = {ln | x|, kui x40
kui x==0
Fx) = {sin x, kui —n/2<<x<C0
cosx, kui 0<Cx<Cn/2
567. y=xarctanx

Leida jargmiste funktsioonide globaalsed ekstreemumid (vt.
niide N 4.1.6)

566.

568, f(x)=x2—2x}3, x=[0,5]

569. F(x)—x°—3x+1, xe[—2,3]

570. f(x)=x—1nx, x=[e 1, e]

571. f(x)=sin?x, x=[—n, n] 573. [(x)=—e*
572. f(x )——arccosv 574. [(x)=— :xz

575, [(x) =3§+ 1

Toestada jargmised vorratused (vi. ndide N 4.1.7).
576. In(1-4x)<<x, kui x>—1

, xe=(0,1)

577. 21&;3—-—%, kui x>0
578. 2x arctan x=In(1-4x?)
579. 1+xIn(x4yi4x2) =V1+x2
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Lahendada jdrgmised i{ilesanded (vt. ndide N 4.1.8).

580. Leida arvu 36 niisugused kaks tegurit, mille ruutude summa
on minimaalne.

581. Tuleb valmistada kaanega kast, mille ruumala on 72 c¢m?
ja pohja servade suhe on 1:2. Méidrata kasti mootmed nii,
et kasti taispindala oleks minimaalne.

582. Akna kuju on ristkiilik korrapirase kolmnurgaga iilemises
osas. Akna iimbermddt on 3 m. Milline peab olema akna
alus, et akna pindala oleks maksimaalne?

583. Kanali ristloige on ristkiilik poolringiga alumises osas.
Kanali ristloike fimbermodt on 4,5 m. Milline peab olema
poolringi raadius, et kanali ristloike pindala oleks maksi-
maalne? '

584. Poordkoonuse moodustaja pikkus on 20 cm. Missuguse kor-
guse korral on koonuse ruumala maksimaalne?

585. Leida kerasse kujundatud maksimaalse ruumalaga ring-
silindri mootmed, kui kera raadius on R.

586. Paraboolil y=x2 leida punkt, mille kaugus sirgest y=2x —4
on minimaalne. -

587. Punktist A véiljub punkti B suunas auto, liikudes kiirusega
80 km/t. Samal ajal valjub punktist B rong, liikudes punkti
C suunas kiirusega 50 km/t. On teada, et LABC=60° ja

- AB=200 km. Missugusel ajamomendil (lugedes aega liiku-
mise algmomendist alates) on soidukid teineteisele koige
- lahemal?

588. Tooline pani tdhele, et ringsilindri kujuliste kruuside val-
mistamisel kulub liiga palju materjali. Ta tegi ettepaneku
muuta kruusi korgust ja 1dbimootu nii, et kruusi maht jaaks
endiseks, aga materjali kuluks minimaalne hulk. Tema ette-
panek liikati tagasi. Miks?

§ 4.2. FUNKTSIOONI GRAAFIKU KUMERUS
JA KAANUPUNKTID

Olgu antud vahemikus X diferentseeruv funktsioon f, mille
graafik on joon
y==f(x). (2)

Olgu Ay ja dy vastavalt selle funktsiooni muut ja diferentsiaal
punktis x = X.

D 4.2.1. Oeldakse, et funktsiooni | graafik (2) on vahemikus
X kumer (nogus), kui selle vahemiku X igas punktis x graa-
fiku puutuja asetseb iilalpool (allpool) graafikut, s.o. kui selles
vahemiku X igas punktis x on

Ay<<dy (Ay>dy). (3)

Kumera graafikuga funktsioon on kujutatud joonisel 4.7 ja no-
gusa graafikuga funktsioon joonisel 4.8.
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T AY>0
%&0 y
0>dy —--“F-\-"T’ | i
- 1 __ ! I f
< i l
i e 4 B
X+ Ax x X+ Ax 1 X

Joon. 4.8

Nimetus «kumer» ja «noguss asemel kasutatakse ka nimetusi
«kumer {iles» ja «kumer allax.

Definitsiooniga D 4.2.1. antud kumerust ja nogusust nimeta-
takse ka rangeks. Kui aga tingimustes (3) lisandub ka vor-
dusmairk, siis koneldakse mitterangest kumerusest ja
nogususest.

T 4.2.1. Funktsiooni | graafik on vahemikus X rangelt kumer
(ndgus) siis ja ainult siis kui tuletis [’ (x) kahaneb (kasvab) vahe-
mikus X

Funktsiooni graafiku kumeruse ja nogususe piirkondade leid-
miseks kasutatakse jargmist piisavat tunnust, mis teoreemi
T 4.1.2 pohjal wvahetult jidreldub teoreemist T 4.2.1.

PT 4.2.1. Olgu funkisioon | kaks korda diferentseeruv vahe-
mikus X. Kui vahemikus X on [’ (x)<<( (" (x)>0), siis selles
vahemikus on funktsiooni f graafik rangelt kumer (négus).

D 4.2.2. Funktsiooni [ graafiku punkti K= (a,f(a)), kus
funktsioon f on pidev, nimetatakse kdidnupunktiks, kui
leiduvad sellised iihepoolsed iimbrused (a—§6, a) ja (a, a+d),
et iihes neist on funkitsiooni [ graafik kumer ja teises négus (joo-
nised 4.9 ja 4.10). :
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K=(a, f(a))

y=f{(%) |
: f(a)
|
1
= ——
0 a x
Joon. 4.9
di
"K=(a, f(a))
=f(x i
= | fla)
i
i
4 s
0 a X
Joon. 4.10

Funktsiooni graafiku kiddnupunktide leidmiseks vdib kasu-
tada tunnust PT 4.2.1 leides graafiku kumeruse ja négususe piir-
konnad. Kui aga neid piirkondi ei ole vaja leida, siis v6ib kasu-
tada ka jargmisi tunnuseid.

TT 4.2.1. Funktsiooni f graafikul vdib kddnupunkt olla vaid
tuletise [’(x) kriitilises punktis.

PT 4.2.2. Kui tuletisel {/(x) on kriitilises punktis a range
lokaalne ekstreemum, siis punkt K= (a, [(a)) on funktsiooni f
graafiku kadanupunkt.

Niited

N 4.2.1. Leida funktsiooni
y=x3—3x2—4
graafiku kumeruse ja nogususe piirkonnad ning kainupunktid.
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Lahendus. Funktsiooni mddramispiirkond on (—oo, o). Leiame esimese
ja teise tuletise
y=3x2—06x, y'=6(x—1).

Nieme, et y”<C0, kui x<<1, ja y”>0, kui x>1. Seega graafik on tunnuse
PT 4.2.1 pohjal kumer vahemikus (—oo, 1} ja ndgus vahemikus (1, oc), Defi-
. nitsiooni D 422 pdhjal on punkt K=(l, y(1))=(1, —6) graafiku kdinu-
punkt.

N 4.2.2. Leida funktsiooni
y=x*—2x°%
graafiku kddnupunktid.
Lahendus. Leiame tuletise
Yy =4x% — 642

Tunnuse TT 4.2.1 rakendamiseks leiame tulefise g’ kriitilised punktid. Selleks
leiame tema tuletise
: y'=12x2— 12x=12x(x — 1),

kust ndeme, et tuletisel ' on kriitilisteks punktideks kaks statsionaarset punkti
x=0 ja x=l.

Uurime ntiiid, kas tuletisel " on neis punktides ekstreemume. Selleks leiame
. kolmanda tuletise
y'=24x —12.

Et /7 (0)=40 ja y”’ (1)s40, siis tunnuse PT 4.1.3 pdhjal on tuletisel y’ mole-
~ mas punktis x=0 ja x=1 range lokaalne ekstreemum. Tunnuse PT 4.2.2 péh-

jal punktid (0, y(0))=1(0, 0) ja (1, y(1))={(1, —1) on siis graafiku kddnu-
punktid.

Ulesanded

Leida jargmiste funktsioonide graafikute kumeruse ja nogu-
suse piirkonnad ning kddnupunktid (vt. ndide N 4.2.1).

) | 1
- 589, y=ux*—6x2+12x+4 592. y=x2(lnx—‘7>‘)
g
x—4
891, y=arctanx—x

_ Leida jdrgmiste funktsioonide graafikute kddnupunktid (vt.
ndide N 4.2.2).

594. y=x3— 642 596. y=x'+2x* — 12x2

-+ 595. y=In (14-x2)

590. y==

593. y=e*

§ 4.3. FUNKTSIOONI GRAAFIKU ASUMPTOODID

Asetsegu punkt (x,y) funktsiooni [ graafikul
y=f(x)’ (4)

millel on Iopmatusse ulatuv haru (joon. 4.11).

' D 4.3.1. Kui punkti (x,y) kaugenemisel [6pmatusse tema
kaugus mingist sirgest ldheneb nullile, siis seda sirget nimeta-
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y=fo) i

} o
vasakpoolne réhtasamptoot\

a

pustasimptoot

Joon. 4.11

takse funktsiooni [ graafiku ehk joone (4) asiimp-
toomiks. :
D 4.3.2. Asiimptooti vorrandiga

x=a (3)

nimetatakse piist- ehk vertikaalsiimptoodiks.
Asiimptooti vorrandiga
y=mx+b (6)
nimetatakse kaldsiimptoodiks. Kui m==0, siis kaldsimp-
tooti (6) nimetatakse roht- ehk horisontaalsiimptoo-
diks (joon. 4.11).

Kaldsiimptoote liigitatakse parem- ja vasakpoolse-
teks. Kui punkt (x,y) ldheneb kaldsiimptoodile protsessis
x— 00 (x——o0), siis seda kaldsiimptooti nimetatakse parem-
poolseks (vasakpoolseks).

Analoogilisi nimetusi kasutatakse ka piistsiimptootide korral.
Oeldakse, et sirge x=—a on pilistsiimptoot punkti a parem-
poolses (vasakpoolses) iimbruses, kui punkt (x, y)
ldheneb piistasiimptoodile paremalt (vasakult). Analoogiliselt defi-
neeritakse veel alumine ja iilemine piistasiimptoot.

Funktsiooni f graafiku asiimptootide leidmiseks kasutatakse
jdrgmisi teoreeme.

T 4.3.1. Sirge x=a on [unkisiooni | graafiku piistasiptoot
punkti a parempoolses (vasakpoolses) iimbruses siis ja ainult
siis, kui

limf(x) =400 (limf(x)=d=00).

x—>a+ X —
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T.4.3.2. Sirge y=mx--b on funktsiooni f graafiku parempooine
kaldasimptoot siis ja ainult siis, kui :

m= limi%cx—)—- , b=lim [f(x)— mx]. (7)
T 4.3.3. Sirge y=mx--b on funktsiooni [ graafiku vasakpoolne
kaldsiimptoot siis ja ainult siis, kui

m= lim f(j:) , b= lim [f(x)—mx]. (8)
Niifed
‘N 4.3.1. Leida funktsiooni
x3x
y=
x—1

-graafiku asiimptoodid.
Lahendus. Leiame kbdigepealt piistasimptoodid. Et

lim y=oo, lim y=—o0,
x—+14+ x->l-

siis teoreemi T 4.3.1 pdhjal on sirge x=1 piistasiimptoot, seejuures punkti a
parempoolses iimbruses on ta iilemine ja vasakpoolses {imbruses alumine piist-
.aslimptoot.

Leiame kaldasiimptoodid. Valemite (7) pohjal.

211 2 lx
me lim — 1, b=lim( L -——x)=2.
X~ 00 X(x—'l) Xx—r oo x—]

‘Seega teoreemi T 4.3.2 pohjal sirge y==x+2 on graafiku parempoolne kald-
asiimptoot. Valemid (8) annavad samuti m==1 ja b=2. Jérelikult, teoreemi
T 4.3.2 pohjal sirge y=x+42 on ka vasakpoolne kaldasiimptoot.

N 4.3.2. Leida funktsiooni
y=x+Inx
.graafiku as@imptoodid.
Lahendus. Leiame koigepealt pilistasiimptoodid. Et

lim y=—o0,
x-—-+04

siis teoreemi T 4.3.1 pohjal sirge x=20 on alumine piistasiimptoot punkti a=0
_parempoolses dmbruses. Punkti a=0 vasakpoolne timbrus ei kuulu funkisiooni

‘méairamispiirkonda.
Leiame kaldastimptoodid. Valemite (7) pdhjal
x+Inx
m= lim + =1, b=Ilim[x+Inx—x]=0c0
x—>00 X x—>eo

‘Seega graafikul parempoolset kaldasiimptooti ei ole. Et antud funktsioon on
maaratud vaid x>0 korral, siis graafikul ka vasakpoolset kaldasfimptooti

.ei ole.
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; Ulesanded

Leida jargmiste funktsioonide graafikute asiimptoodid (vt-
niited N 4.3.1 ja N 4.3.2).

_. 1 1
597. y=—> 601. y=x1n(e+-;)
x2
598- —_—— -
b= 602 y=——"-rj
X .
599. y=—— 603, y=2x ———*
252+1

§ 4.4. FUNKTSIOONI GRAAFIKU JOONESTAMINE
ISELOOMUSTAVATE ANDMETE POHJAL

Funktsiooni graafiku joonestamine iseloomustavate andmete
pohjal tihendab funktsiooni graafiku joonestamist jargmisel mee-

todil.
M 4.4.1. Funktsiooni graafiku joonestamiseks tuleb:

1. Leida funktsiooni mairamispiirkond ning katkevuspunktid.
Selgitada, kas funktsioon pole paaris, paaritu VvOi perioodiline
funktsioon.

2. Leida asiimptoodid.

3. Leida monotoonsuse piirkonnad ja ekstreemumid.

4. Leida kumeruse piirkonnad ja kadnupunktid.

5. Saadud andmete pohjal joonestada funktsiooni graafik.

Graafiku joonestamiseks valida andmetega sobiv mootithik ja
telgede paigutus koordinaattasandil. Seejarel kanda koordinaat-
tasandile asiimptoodid, ekstreemumpunktid ja kaanupunktid. Siis
jark-jargult joonestada funktsiooni graafik punktides 1—4 saadud
andmete jirgi. Vajaduse korral voib leida tdiendavalt veel moned
graafiku punktid (ndit. graafiku loikepunktid koordinaattelgedega
voi asiimpootidega, samuti {ihepoolsed piirvdédrtused esimest liiki
katkevuspunktides jne.).

N 4.4.1. Joonestada funktsioor;i
y=7Yx3 — 642

graafik iseloomustavate andmete pdhjal. ‘

Lahendus. Toimime vastavalt meetodile M 4.4.1.

1. Leiame funkisiooni mairamispiirkonna X==(-—oo, 0). Piirkonnas X on
funktsioon pidev teoreemi T 2.5.5. pdhjal, sest ta on elementaarfunktsioon. Seega
piirkonnas X funktsioonil katkevuspunkte ei ole. Funkisioon ei ole paaris,

paaritu ega perioodiline.
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2. Leiame asiimptoodid. Piistasiimptoote ei ole teoreemi T 4.3.1. pohjal
Leiame kaldsiimptoodid y=max-+b. Teoreemi T 4.3.2 jirgi: '
3

6
m= lim -—'[i= Iimv ] ——=1,
X

xX—r o X X —r oo

3—-—-.—-—-'-—
b= lim [y — x] = lim ( ¥x® — 6x% — x} =-—2.
X— X 00

Viimane piirvdirtus on leitud naites N 2.4.6. Seega sirge y==x—2 on parem-
poolne kaldsiimptoot. Kui x-——oo, siis samal viisil teoreemi T 4.3.3 pohjal
'saame m=1 ja b=—2, Seega see sirge y=x—2 on ka vasakpoolne kalda-
siimptoot.

3. Leiame monotoonsuse piirkonnad ja ekstreemumid. Selleks leiame funk-
siooni kriitilised punktid. Et

x—4
" —
Yx(x —6)?
siis on funktsioonil kolm kriitilist punkti
x=0, x=4, x=6.

Jaotame nende punktide abil x-telje osadeks ja midrame igal osal tuletise I
mirgi ning tunnuse PT 4.1.1 abil funktsiooni kdigu. Siis teeme joonise 4,12,
Jooniselt nieme, et funktsioon kasvab vahemikes (—o0,0) ja (4,) ning
‘kahaneb vahemikus (0, 4).

Leiame lokaalsed ekstreemumid. Et kriitilises punktis x=0 on funktsioon
pidev, siis jooniselt 4.12 ndeme tunnuse PT 4.1.2 a) pohjal, et punktis x=0
on funkisiooni] range lokaalne maksimum f(0)=0. Analoogiliselt saame tun-
nuse PT 4.1.2 b) Péhjal, et punktis x=4 on funktsioonil range lokaalne miini-
mum f(4) =—2-4s~—3,17. Punktis x==6 ei ole funktsioonil lokaalset ekstree-
mumit tunnuse PT 4.1.2 ¢) pohjal.

Kokkuvottes oleme seega saanud, et antud funkisioonil on lokaalne maksi-
mum graafiiku punktis E;= (0, 0) ja lokaalne miinimum graafiku punktis Ey=
= (4, —2-4'13). '

4, Leiame kumeruse piirkonnad ja kddnupunktid. Selleks leiame (logarit-
1milise diferentseerimise votte M 3.1.2 abil) teise tuletise

g

S
Yxt(x—6)°
Nieme, et teine tuletis y” vdib muuta mirki vaid punktides x=0 ja x==6.

Jaotame nende punktide abil x-telje osadeks ja maéadrame igal osal y” mirgi
ning tunnuse PT 4.2.1 abil funkisioooni graafiku kiigu tehes joonise 4.13.

y kdik kasvab g  kahanebL 4 kasvabe kasvab X
Joon. 4.12

y” mark + . + , - N

y kaik nogus 0 nogus 6 humer X
Joon. 4.13
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Jooniselt ndeme, et graafik on ndgus vahemikes (—o0,0) ja (0,6) ning kumer
vahemikus (6, o). Definitsiooni D 4.2.2 pGhjal on punkt K= (6, y(6))=(6,0)
kddnupunkt.

5. Joonestame saadud andmete pohjal funktsiooni graafiku. Selleks kujun-
dame koigepealt koordinaattasandi., Seejdrel kanname koordinaattasandile

asimptoodi y=x — 2, ekstreemumpunktid E,=(0,0) ja E,= (4, —27V4) ning
kddnupunkti K= (6, 0).

Uurime lisaks veel graafiku ja asiimptoodi vastastikust asendit. Funktsiooni
pidevusest ning punktide E, ja E, asendist ndeme, et graafik 16ikab asiimptooti.
Selle 16ikepunkti L Ileidmiseks lahendame vorrandi

f(x)—y=7§2* —6x2—(x—2)=0.
Saame x=2/3. Seega punktis L=(2/3, [(2/3))=(2/3, —4/3) loikab graafik
asiimptooti.

Ekstreemumpunkti E; asendi jdrgi ndeme, et 1Gikepunktist L wvasakul on
graafik iilalpool asiimptooti ja seega ldheneb sellele x — — oo korral iilaltpoolt.
Ekstreemumpunkti E; asendi jdrgi ndeme, et 1Gikepunktist L paremal on graa-
fik allpool asfimptooti ja seega ldheneb sellele x— oo korral altpoolt.

Ja lopuks, arvestades joonistel 4.12 ja 4.13 mirgitud andmeid funktsiooni
kasvamise ja graafiku kumeruse kohta, joonestame graafiku (joon. 4.14).

y A

Joon. 4.14
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Ulesanded

Joonestada jdrgmiste funktsioonide graafikud iseloomustavate
andmete pohjal (vt. ndide N 4.4.1).

x 1 (141n x)?2
604. et 6 . —ar T
y=3 07y )
x-+1
605. y=4—0% 608. y=—7x* — 2x
606. y=se(—2972 609. y=1V|x*—2x|
610. y— 1+Inx
X
611. _{1+In|x|, kui x & (—o0, 0)U(0, 1]
I= 1 e, kui x & (1, 0o)

612. {ex+2—1, kui x'<<—1,
y= 23— 3x2, kui x>=—1.

8 Matem. anal. praktikum I



V. DIFERENTSIAALARVUTUSE RAKENDUSI
§ 5.1. JOONE PUUTUJA JA NORMAAL

Olgu xy-tasandil asetseva joone punkiid (x,y) miiratud vér-
randitega

x=x(t), y=y(), teT, (1)
kus T on vahemik.

Vorrandeid (1) nimetatakse joone parameetrilisteks
vorranditeks ja muutujat ¢ parameetriks.

Eeldame, et funktsioonid x(f) ja y(¢f) on pidevad vahemikus
T ja et neil on selles vahemikus pidevad tuletised x'(¢) ja y’(¢).

Joone (1) punkti nimetatakse harilikuks punktiks, kui
selles punktis tuletised x’(f) ja y’(f) pole korraga nullid, ja ise-
draseks punktiks, kui selles punktis on x’(¢f)=y’(t) =0.
Joont nimetatakse siledaks, kui koik tema punktid on harili-
kud punktid.

Joonel (1) on igas tema harilikus punktis puutuja ja nor-
maal. Olgu Po= (%0, yo) joone (1) harilik punkt ja vastaku see
parameetri ¢ vadrtusele fo, s.t. olgu xo=x(t) ja yo=y(fo).

Joone (1) puutuja vorrand punktis Py avaldub kujul

X—X0 _ Y—Yo

= 2
)y () )
ja normaali vorrand kujul
X—Xo Y—Yo
= 3
—y’ (to) x’ (to) )
Erijuhul, kui joon (1) on antud vérrandiga
y=y(x), (4)
avaldub tema puutuja vérrand punktis Py kujul
¥ — Yo=Yy’ (xo) (¥ — xo) - (B)
ja normaali vérrand kujul
1
— Yo=— — Xg). 6
¥ —Yo 7 (%) (x — xo) (6)

Kui y'(%0) =0 (=d-00), siis joone (4) puutuja vérrandiks on
Y=1Yo (¥==Xo) ja normaali vorrandiks on x==xy (y=ys).
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Ulesanded

Leida puutuja ja normaal jargmistele joontele mérgitud
punktis.
3

613. y=(x+1)V7—x, Po=(—1,0)

614. y=Inx, Poy= (e, 1)

615. x=cost, y=sint, [(=n/4

616. x=In(14#), y=t+tarctant, Po= (0, 0)

617. Millise nurga all joon y=Inx Ioikab x-telge?

618. Missuguse parameetri a véirtuse korral puutuvad jooned
y=—ax? ja y=Inx?

619. Missugune peab olema kordajate a, b ja ¢ vaheline seos, et
parabool y=ax2+bx+4c puutuks x-teljega.

§ 5.2. LIGIKAUDNE ARVUTAMINE

Kui arv a on ligikaudu vordne arvuga b, siis kirjutatakse:

a=h.
Seejuures suurusi
a—b

a

a—Db, |a—b], l

nimetatakse vastavalt veaks, absoluutseks veaks ja

relatiivseks veaks.
Olgu funktsioon y==f(x) diferentseeruv mingis piirkonnas X,

siis selle piirkonna igas punktis x funktsiooni muudu
Ay=[(x+Ax)—f(x)

ja diferentsiaali
dy=Ff"(x)dx

vahel on seos (vt. § 3.2)
Ay=dy+a, a=0(Ax).

Kui arvutustes asendada muut Ay diferentsiaaliga dy, siis.
tehtav viga, absoluutne viga ja relatiivne viga on vastavalt

|Ay:_@i._[_9_\
Ay 1 Lagl”

Et a=o0(Ax), siis piirprotsessis Ax—0 viga a ja absoluutne
viga |a| on Ax vdrreldes korgemat jérku IGpmata viikesed suu-
rused. Seega viikeste Ax korral kehtib ligikaudne vordus

Ay~ dy. (7)
Kui vaadeldavas punktis x on dys=0, siis kehtib ekvivalent-
sus

Ay —dy=aqa, |Ay—dy|=]al,

Ay ~ dy, kui Ax—0.
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:Sel korral jareldub teoreemi T 2.4.2 pd&hjal, et valemis (7) ka
relatiivne viga on lopmata viike suurus piirprotsessis Ax— 0.
Kirjutame valemi (7) tédielikult vilja:

[ (x+Ax) = [ (x)+] (x) Ax.

Kui valemis (8) votta x=0 ja Ax asendada muutujaga x, siis

saame valemi
f(x) =F(0)+f (0)x. 9

Valemil (9) on viikeste x korral praktiline tdhtsus.
Kui funktsioon | on n korda diferentseeruv punktis a, siis
punktis x=a-+Ax kehtib Taylori valem

() =F (@) +F (@) Avb (@) Ao .. A== ) () Ax™taen

kus paremal suurust
an=0(Ax"), kui Ax—0,

nimetatakse Taylori valemi jddkliikmeks Peano kujul

ja tlejddnud osa Taylori poliinoomiks.

Kui tuletis f on pidev 16igus [a, a-+Ax] ja diferentseeruv
vahemikus (@, a{Ax), siis voib jaakliiget an kirjutada Lagrange’i
kujul

— 1
T (n1)!

ja Cauchy kujul
an=—i-'-f('n+ﬂ (a-+6Ax) (1 —8)mAxnrH, 0<<d<I.

[t (a+6Ax) AxnHt, 0<<O<1

Kui a=0, siis Ax=x ja Taylori valemist saame valemi
1 ., 1
f(x) =f(0)_+f’(0)x+—2'rf’ (0) x4 ... +— [ (0)x"+4an,  (10)
‘mida nimetatakse ka Maclaurini valemiks.

Ligikaudse valemi (9) saame valemist (10), kui n=1.
Taylori valemi jdikliikme @, kohta kehtib hinnang

Mt n+
kus
Mpry== max |fr+D(x)].
ascx<catAx

Valem (11) vdimaldab hinnata absoluutset viga, mis tekib, kui
funktsioon f asendada tema Taylori poliinoomiga.
Esitame mone tdhtsama elementaarfunktsiooni Taylori valemi:
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2

X X X
e*=I4f—d—t ...+ —Fan,
11 2! n!

. z3 x5 B x2p—i

sinx=x-——r —ST_"'_H—I)p 1 (Qp_l)!+a2p:
x2 Xt . x2p—2
4:08)c=1———2—1 ~—4-!-~—...+(—1)P ! (2p—2)1+a2p—1'
(1+x)e= 1+.ax+-f’—(%_‘——1L PN
ek — l s i 1
. + a(a ) — (a n_‘— ) xn_i_'an’

‘_ X2 x"
in(l—l—x)=x—-?+ P + ('-—l)ﬂ_1 " +an.

Niited
N 5.2.1. Arvutada ligikaudu valemi (8) abil
¥15,5.

Lahendus. Vétame funkisiooni f(x)=7Vx, siis ' (¥)=1/(2¥%) ja valem
Y8) esitub kujul

VitAr= 1x+1/(2Vx)Ax.

Et ruutjuur oleks holpsasti leitav, siis votame x=16 ja Ax=—=0,5.

0,5
YIB5ad — — =4 — 0,0625 = 3,9375.

Vorreldes tulemust tépse juurega 3,9370 ..., ndeme, et kolm kohta parast koma
on oiged.
N 5.2.2. Hinnata absoluutset viga jirgmises ligikaudses valemis:

B &
e* e 1+x+—2—-|-—g-, kui 0<Sx<<l.

Lahendus. Antud ligikaudse valemi paremal poolel on vaadeldava -
funktsiooni e* Taylori poliinoom Ps(x). Seepdrast absoluutse vea hindamiseks

saame kasutada valemit (11), mis annab

e e 3
< — ber e =
las| < T |x{4=<< " <4! 0,125.

Ulesanded
Arvutada ligikaudu valemi (8) abil (vi. ndide N 5.2.1).

3

620. 71,03 622. arctan 1,05
621. 724, 623. sin 29°
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Valemi (9) abil toestada viikeste x jaoks jargmised ligikaud-
sed valemid.

624. sinx~«x 627. arcsinx~x
625. tanx~x 628. arctanx=~x

n X
626. In(14x)~x 629, ‘p’l+xm1+—71-

Hinnata absoluutset viga jargmistes ligikaudsetes valemites
(vt. naide N 5.2.2).

, X3 . 1
630. sinx~x——=, kui |x|g7

631. tanxzx-[—-g;i, kui |x|<0,1

X x2

632. Y14x =~ 14 5 g kui 0<Cx<<l
633. Funktsioonide cosx ja e* Taylori valemite abil leida piir-
vaartus
lim cos x — exp (—x%/2) |
x>0 Xk

§ 5.3. VORRANDITE LIGIKAUDNE LAHENDAMINE

Olgu funktsioon f vdhemalt kaks korda diferentseeruv vaadel-
davas piirkonnas X. ’
Vaatleme kahte meetodit vorrandi

f(x)==0 (12y
lahendamiseks, kus ldhtudes lahendi teatavast alglihendist, me

saame seda jédrk-jargult ldhendada lahendile, kuni ndutav tipsus
on saavutatud. -

M 5.3.1 (Kodlude meetod). Leiame piirkonnas X sellise loigu
[a,b], milles f(a) ja f(b) on erinevate mirkidega ning ' (x) ja
[”(x) sédilitavad mérki (joon. 5.1). Sellega on eraldatud 15ik
[a, b], milles teoreemi T 2.5.9 pdhjal vorrandil (12) on olemas
lahend x* ja see on ainus selles 16igus tunnuse PT 4.1.1 pdhjal.

Alglahendiks xo votame ldigu [a, b] selle otspunkti, kus f(x)
ja ["(x) on erinevate mirkidega. Jiargnevad lihendid xi, xo, ...
arvutame jark-jargult valemist

_(@—xn)f(xn)
f(a)_f(xn) ’

Selliselt saadud lidhendite jada (x,) koondub vérrandi (12)
lahendiks x*, s.t.

xn+1=xn— (n=0, 1, .o .). (13)’

lim x, =x*.

71-»00
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Joon. 5.1

Tekkivat absoluutset viga iga n korral saab hinnata valemiga

m — 2| <AL L (14)

kus
m= min |f'(x)].
e xh

Valemist (14) nieme, et 1ihendi tdpsuse iile otsustame iga n
korral viirtuse f(x») abil, sest m ei olene arvust n ja me voime
ta ette vidlja arvutada.

M 3.5.2 (Newtoni iteratsiooni ehk puutujate meetod). Valime
piirkonnas X 18igu [a,b] samal viisil nagu koolude meetodis
M53.1 (joon. 5.2).

Alglihendiks x, votame 15igu [a,b] selle otspunkti, kus f(x)
ja f”(x) on sama margiga. Jdrgnevad ldhendid x, %, ... arvu-
tame jéark-jargult valemist

. J(%n) _
xn-l-i—xn—"-—-——'""f, (xn) ’ (n-—O, l, e .). (15)
y A
0 “’x’

Joon. 5.2
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Selliselt saadud ldhendite jada (x,) koondub vérrandi lahen-

diks x* s.t.

lim x,, = x*,

n—>00
Tekkivat absoluutset viga saab iga n korral hinnata valemiga
(14).

Kasutatakse ka nn. kombineeritud meetodit, s.o.
koolude ja puutujate meetodit korraga, mis v&imaldab tépsele
lahendile liheneda molemalt pcolt korraga. Nonda saab viga hin-
nata vahetult tulemuse vérdlemise]

Niited
N 5.3.1. Leida vorrandi

[(x)=x*—3x—5=0

lahend tdpsusega kaks kohta parast koma.
Lahendus. Proovimise teel leiame, et f(2)=—3 ja f(3) =13, Sellega
on leitud 16ik [2, 3], millest teoreemi T 2.5.9 p&hjal on vorrandil olemas lahend.

Leiame tuletised
f'(x)=3x2—3, [”(x)=6x.

Néeme, et kogu Igigus [2, 3] on F(x)>0 ja #(x)>0. Seega tuletised f/(x)
ja [”(x) siilitavad selles l6igus mirki tunnuse PT 4.1.1. pohjal kasvab funkt-
sioon [ selles 16igus rangelt, mille t&tty vorrandil saab olla wvaid iiks lahend
selles ldigus. -
Loigu otspunktis =3 on [(3)>0 ja {”(3)>0. Seega saame kasutada
Newtoni iteratsiooni meetodif M 5.3.9 ja votta algldhendiks xp=3.
Arvutame valemi (15) abil jdrgmise ldhendi x:

f6) .13

=3 —— =95
['(3) 24
(votsime algul vaid iihe koha parast koma).

Hindame saadud lihendi tapsust valemi (14) abil. Et [7{(x) >0 laigut

[2,3], siis tunnuse PT4.1.] pohjal tuletis f'(x) kasvab sellel loigul ja me
saame m=f"(2)=12-—3=9. Valemi (14) jargi absoluutne viga on

f(25) 31

X =3 —

X1 —x*| << 5 5 =(,36.
Arvutame jdrgmise ldhendi
2,5 31
=25 — L5 _, —25-0,19=23.

=25—
I’ (2,5) 15,75
Edasi arvutame Iihendi X3!

267

=2,279.
12,87

Et f(x3)=f(2,279)=0,003, siis absoluutne viga on
i f(xa), _ 0:003

m

X3=2,3 —

[ X3 — x*| < =0,00036,

kust nieme, et x; annab meijle ldhendi, kus vihemalt kaks kohta pirast koma
on juba oiged. .

Et loigu [2,3] vasakpoolses otspunktis on [(2) <0 ja f7(2) >0, siis saak-
sime kasutada ka kodlude meetodit M 5.3.1, vaties algldhendiks xp==2.
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Ulesanded

Lahendada jargmised vérrandid absoluutse veaga mitte iile
0,001 (vt. nidide N 5.3.1).

1
634. ¥*—6x+42=0 637. x*+4—=10x
635, xt—x—1=0 638. xlogx=1
636. x —0,1sinx=2 639. x+}ex=0

§ 5.4. JOONE KOVERUS

Olgu funktsioonid f ja g n korda diferentseeruvad mingis
punktis x,. Vaatleme jooni

y=rF(x), y=g(x), (16)
millel on olemas iihine punkt Po= (xo, yo).

D 5.4.1. Oeldakse, et joontel (16) on punktis Py n-jarku
puutumine, FAui

fR (%) =g® (x0), (k=0,1,...,n),

frtD (xo) = g+ (xo).
Asetsegu punkt Po== (X, o) joonel

x=x(t), y=y(1). (17)

ning

D 5.4.2. Ringjoont
(x =8+ (y —n)*=R?,

millel on vihemalt teist jarku puutumine joonega (17) punktis
Py, nimetatakse joone (17) koverusringiks ja tema raa-
diust R koverusraadiuseks selles punktis P, Koverus-
ringi keskpunkti (& n) nimetatakse koveruskeskpunktiks.
Koéverusraadiuse péérduvddrtust.

1
=g (18)

nimetatakse joone (17) koveruseks punktis P,
Kui joon on antud parameetrilisel kujul (17), siis tema kove-
rus k avaldub valemiga

y”xf_x”yl
= (x’2+y’2)3,"2 *
Kui joon on antud voérrandiga

y=y(x), (20)
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_ siis

I’

Y
k= TR (21)
Kui joon on antud polaarkoordinaatides vorrandiga
) r=r(p), (22)
siis
r2—2r'2—rr”
k= (FrE (23)

Kui punkt P, liigub modda joont, siis joone kdverusraadius
voib muutuda ja koveruskeskpunkt muuta asukohta.
D 5.4.3. Joone koveruskeskpunktide hulka nimetatakse selle

joone evoluudiks ja joont ennast tema evoluudi evolven-
diks.

Kui joon on antud parameetriliste vérranditega (17), Siis tema
koveruskeskpunkti (& #n) koordinaadid on mdiiratud vordustega
_ x24-y”

Ig—x'_ Xy’ — iy

yf

! (24)

_ 24y? .
l’?-y"l‘ xlyll . x/lyl X

mis muutuva f korral on iihtlasi ka joone (17) evoluudi parameet-

rilisteks vorranditeks.

Kui joon on antud vérrandiga (20), siis tema eveoluudi vorrand
(24) esitub kujul

1y 1d-py’2
fmy Ty TR (25)
Y Yy
Naited

N 54.1. Leida poliinoom, millel on funktsiooniga f(x)=cosx punktis
x=0 vdhemalt neljandat jarku puutumine,

Lahendus. Et vaadeldaval juhul on f(0)=1, /(0)=0, §(0)=—1,
F7(0)=0 ja f®(0)=1, siis definitsiooni D 54.1 pohjal saame vastava polii-
noomi P{x) kordajate madramiseks viis tingimust:

P(0)y=1, P(0)=0 P'(0)=—1, P”7(0)=0, PH(0)=].
Otsime neljanda astme polincomi P(x):
P (x) =aptax--a.x?-Fasx®+anxt,
sest sellel on viis kordajat, mida saame méidrata viie tingimuse abil. Et
P’ (%) =a,+2a.x+3asx2+4a.x®,
P (x) =2as+6a3x4+12a.x2,
P (X) = 6a3+24a4x,
P (x) =24q,,
siis

P(O)=ap=1, P (0)=a,;=0, P’(0)=2a,=—1, P"(0)=6a:=0,
PO (0) =24as==1,
kust ao:I, a1=0, (12=—1/2, a3=0, a4==1/24.
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Seega poliinoomil

1 1
Px)=1 ——x24—ux*
() 2 +4!

on funktsiooniga f(x) =cos x punktis x=0 neljandat jarku puutumine.
N 5.4.2. Leida ellipsi x=acost, y=bsint evoluut.

_La hendus. Et x'=—asint, x"=—acost, y=bcost, y' =-—bsint,
siis
x4y ?=a?sin? t+b?cos? ¢
y’x' — x"y =ab sin? t4-ab cos® t=ab

ja valemi (24) pohjal saame evoluudi vorrandiks

a? sin? {-b% cos? £ a? — b2
IE——*H cost— * b cos t= cos® ¢
ab a
. a?sin? t4b2cos?t _ b2—g?
n="bsin - ) (—asinf)= sind ¢,
a

Tulemusest ndeme, et ellipsi evoluudiks on astroid.

Ulesanded

640. Leida poliinoom, millel on funktsiooniga f(x)==sinx punk-
tis x==0 vahemalt kolmandat jarku puutumine (vt. ndide
N 5.4.1).

641. Niidata, et joontel f(x)=tanx ja g(x)=arctanx on punk-
tis x=0 teist jarku puutumine.

642. Leida selline sirge y=mx-+b, millel on joonega y=
=x3 — 3x2+2 enam kui esimest jarku puutumine.

643. Millisel ruutparaboolil y=ax2+bx-+c on punktis h joonega
y=-¢* teist jarku puutumine?

644. Olgu y=et* kui x5=0, ja y=0, kui x=0. Ndidata, et sel
joonel on punktis x=0 x-teljega 1opmata suur puutumise
jark. Leida jargmiste joonte koverused:

645. x=3f2, y=3f— 1 punktis, kus =1

646. x=a(cost+tsint), y=a(sint—tcost) punktis, kus f=
=m/2.

647. r=a(l4-cosp)

Leida suurim koverus jargmistel joontel.

648. y=Inx

649. y—ach(x/a)

650. x—acost, y=bsint

651. Leida suurim k&verusraadius joonel r=asin®(p/3).

Leida jargmiste joonte evoluudi vorrand (vt. ndide N 5.4.2).

652. y=—x2

653. y=ax?

654. r=aem®

655. Niidata, et tsiikloidi x=a({ —sint), y=a (1 —cos t) evoluu-
diks on samuti tsiikloid, mis antust erineb vaid asendi poo-
lest tasandil.

656. Leida ringi x=acost, y=asint evolvent.



VI. MAARAMATA INTEGRAAL
§ 6.1. MAARAMATA INTEGRAALI MOISTE

Paljudes mehaanika, fiilisika ja matemaatika iilesannetes tuleby
leida funktsioon, mille tuletis on teada, ehk teisiti Oeldes, taas-
tada funktsioon tema tuletise jirgi. Selle {ilesande lahendamiseks
defineeritakse algfunktsiooni ja mi4ramata integraali maiste.

D 6.1.1. Funktsiooni F nimetatakse funktsiooni f algfunkt-
siooniks piirkonnas X, kui selles piirkonnas
F'(x)=f(x). (1}

Tingimust (1) voib iiles kirjutada ka kujul

< F()=f(v)
ehk
dF (x)=f(x)dx. (2)

Kui funktsioonil f on olemas algfunktsioon F, siis on tal 16p-
mata palju algfunktsioone G, mis kdik avalduvad kujul
G (x) =F(x)+C, (3)
kus C=const.
D 6.1.2. Funktsiooni | kéigi algfunktsioonide hulka piirkonnas

X nimetatakse funktsiooni f miidramata integraaliks
piirkonnas X ja tdhistatakse siimboliga

[ f(x)dx.
Valemi (3) ja (1) tottu vdime kirjutada:
ST (x)dx=F (x)+C, kui F/(x)=f(x). (4)

Valemis (4) nimetatakse:

J — integraalimark,
f(x)dx — integraalialune avaldis,

f(x) — integraalialune (integreeritav) funktsioon, integ-
rand,
x — integreerimismuutuja,

C — integreerimiskonstant.

Definitsioonis D 6.1.2 sona «méidramatas mirgib seda, et
integraalis (4) on suvaline konstant.
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Funktsiooni f méidramata integraali- leidmist nimetatakse
funktsiooni f integreerimiseks.
Valemist (4) jdreldub vordus

(fF(x)dx)’=f(x), (5)
mis iitleb, et middramata integraali tuletis vordub integraalialuse
funktsiooniga, ehk teisiti Geldes, m&dramata integraali leidmine
ja tuletise leidmine on po&ordtehted.

Kirjutame vilja méddramata integraali diferentsiaali. Vorduse

(5) tottu

d [f(x)dx=f(x)dx. (6)
Valemi (4) ja (1) tottu

J dF (x)=F (x)+-C. (7)

Valemist (6) nieme, et méirgid d ja [ hévivad, kui nad on
korvuti jarjestuses df. Valemist (7) aga ilmneb, et korvuti vastu-
pidises jarjestuses fd hdvivad need mdirgid samuti, kuid lisan-
dub konstant.

Arvestades valemit (5), saame diferentseerimise pohivalemite
(§ 3.1) abil koostada jirgmise integreerimise pohivale-
mite tabeli. :

Integreerimise pchivalemid

1) f0dx=C, 7) [e*dx=e*+C,
2) [dx=x+4C, 8) fk—%if-s=ln | 2| +C,
f dx 1 o
3) f7~“7+C, 9) fsinxdx=-—cosx+4C,
4) f~g—_j—_€-+=2 ]/?c}[—C, 10) f cos x dx=sin x4-C,
¥x
yott f dx
5) fx dx_?-l_—l—ﬂ_c’ (a%=—1), 11) f sinzx__COtx"_'_C'
o ax dx
6) fa dx=—In—C—l—4+C, 12) fcoszx-—-tanx_-]-C,@
13) f—ﬂ——4= arcsin x-J-C=—arccos x+}Cjy,
V1 —x2
14 L dx =arctan x4 C=—arccot x+C |
) 14+ x2 _— — b
dx
15) fshxdx=chx4C, | 17) Sh2x=—cth1q7|-C,
' f dx
16) fchxdx=shx+C, 18) m=thx+C.
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Integreerimisel kasutatakse jirgmisi aritmeetiliste tehetega
seotud reegleid:
feu(x)dx=c fu(x}dx (c=const) (8)
J [u(x) v (x)]dx= fu(x)dxx fov(x)dx, (9)
kus integraalide olemasolust paremal jdreldub integraali olemas-
olu vasakul, kuid mitte vastupidi.

Funktsiooni midramata integraali leidmist wvahetult reeglite
(8) ja (9) ning integreerimise pohivalemite abil nimetatakse
vahetuks integreerimiseks.

Kui funktsioonide diferentseerimine toimus kindlate reeglite
jargi, s.t. oli pohimotteliselt vaid tehniline protsess, siis juba
jdrgnevatest nididetest selgub, et funktsioonide integreerimine on
loominguline protsess.

Niited

N 6.1.1. Leida integraal

J= u/‘(‘x2+2 V?———i—) dx.

Lahendus. Reeglite (9) ja (8) pdhjal

* dx
J=fx2dx-+2fx”2 dx—-f —
x

ning pohivalemite 5) ja 8) pohjal
X3 x3/2 ® 4 -
J=—-3—+2-§-/-—2-—In |x[+C——é—+-é-x'|/x—ln |x|4C,
kus koigi kolme integraali kohta kirjutasime {ihe suvalise konstandi C.
N 6.1.2. Leida integraal
J= f (3% ex-}-3%* %) dx,
kus a==const.
Lahendus. Reeglite (9) ja (8) pdhjal
= [ (3e)* dx-}-e® f (3%) = dx
ning pdhivalemi 6) pohjal |
_ (38)"‘" : ea(32)x C— Jxpx ' ewl2x i C
In3e = In3? 1+1n3 ' 2In3

N 6.1.3. Leida integraal' e
-f dx
J= .
sin? x cos? x

Lahendus. Et 1=sin?x4cos?x, siis

in2 2 .

sin? x4-cos? x . dx ! dx ‘

J= f — dx= '-i—f - =tan x — cot x4-C.
sin? x cos? x cosx sin? x
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N 6.1.4. Leida integraal
{
=%
4 2(x241)
Lahendus. Lisame lugejasse ja lahutame lugejast iihe ja sama suu-

. ruse x%

_ (142)—x* [ dx ¢ 1
J—f FETENRY dx-f pr —f T = — arctan x-}C.
Ulesanded

_ Lihtsustada jargmised avaldised, kasutades valemeid (5), (6)
ja (7).

. 657. (Stanxdx)’ 661. dJ (34e~*)dx
658. (f2*+dx)’ . 662. fdinx
d
659. —d—x—-farctanxdx | 663. fd(647tanx)

660. d [cosxdx

Vahetu integreerimise teel leida jdrgmised integraalid (vi.
niited N 6.1.1—6.1.4).

664. [xtdx 676. [ (cosx—3sinx)dx

665. [ (37x—4)dx 677. fsin-(-—}__—l—x)dx
666. [5xYxdx

667 f( L )ax

678. f2 cosz-g- dx

» o 2Vx '679. f ( 2sin2-i—sin22) dx
668. [ (x®—1)2dx 2
. f cos 2x dx
669. S 10*dx ' 680. cos? x sin? x
dx
670. [ei*dx
/ 681. f cos 2x+4-sin?x
671. [5*exdx _ 2
! e [T
. ‘ x)2 d .
672. [ (1+e%)*dx © 683. ftan®xdx
- 673, f (2 —3%)2dx 684. [cot?xdx
674. [ (2*e*+In2)dx 685. [ (tanx —cotx)2dx
675. [sinadx (a=const) 686. [ (arcsinx-}-arccos x)dx
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687, [Arctanxfarccoty o eos f (sh2—shx)dx

V1—x2 -
694. [VY1+4sh2xdx
688. 2dx .
V4 —4x2 | 695. [2crL dx
x2dx 2
689. |~ 696. fth?xdx
(14x)2dx | dx
690. | - N -
90 X (1+x2) 097 f ch?x sh? x
_ - xtdx | dx
691. f X241 698. f ch 2x —sh2x
x2—1 ch2xdx
602, f e dx 699. f herohis

§ 6.2. MUUTUJATE VAHETUS

Olgu funktsioon f integreeriv piirkonnas X, s.t. olgu tal selles
piirkonnas maidramata integraal

J= [f(x)dx (10)
Vaatame kahte votet, kuidas muutujate vahetusega leida maira-

mata integraali (10).

1. Diferentsiaali mérgi alla viimine. Lihtsamatel juhtudel saab
integraali (10) teisendada kujule

| J=[glt(x)]d(x), (11)
kus
I=t(x) (12)
on uus integreerimismuutuja, mille suhtes integraal (10) oman-
dab kuju
I= [ g(t)dt.

Kui G on funktsiooni g algfunktsioon, siis vdéime integraali (10)
leida jdrgmise eeskirja pohjal:
I=[fglt(x)]dt(x)= [ g(t)di=G ({)4-C=G[t(x)]4+C (13)
(vt. nidide N6.2.1).
Kui eeskirja (13) kasutamisel on tekkinud teatav vilumus, jie-
takse vahepealsed liikmed f g(f)d¢t=G (t)4C ira, tehes need tei-
sendused mottes (vt. nidide N 6.2.2).

, 2. Muutujate vahetus. Olgu integraalis (10) integreerimis-
muutuja x mingi teise muutuja ¢ funktsioon piirkonnas T, s.t.

x=x(t), teT. (14)
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T 6.2.1. Kui funktsioonil j on olemas algiunktsioon piirkonnas
X ja x=x(t) on diferentseeruv funktsioon piirkonnas T, siis keh-

tib vordus
JT(x)de= [[[«()]x" (1) dt. (15)

Valemit (15) nimetatakse madramata integraali muutujate
vahetuse valemiks, muutujat ¢ nimetatakse uueks
integreerimismuutujaks. Funktsiooni (14) nimetatakse
asenduseks.

Valem (15) voimaldab antud integraali (10) leidmist taan-
dada iihe teise integraali leidmisele.

Sageli asenduse (14) asemel kasutatakse nn. pédrdasen-
dust, s.o. tema poordfunktsiooni

t=1(x). (16)

mis voimaldab hdlpsamini leida sobival kujul valemi (15) jao‘ks
vajalikke suurusi (vt. ndide N 6.2.11). Samal pohjusel voetakse
moni kord asendus ilmutamata kujul

F(t, x)=0 (17)

voi viiakse asendus sellisele kujule arvutuste holbustamiseks (vt.
niide N 6.2.9).

Ndited
N 6.2.1. Leida integraal
J= [ cos2xdx

diferentsiaali margi alla viimise vottega.
Lahendus. Jagame ja korrutame integraali arvuga 2, viies selle korru-
tamisel diferentsiaali mairgi alla:

1
I=——2- fcos 2x d(2x).

Nieme, et muutujat z=2x voib vaadelda uue integreerimismuutujana. Eeskirja
{13) pdhjal

1 1 | l
J = fcos 2x d(2x)=—f cos t dt=—sin {+C=—sin 2x+C.
2 2 2 2
N 6.2.2, Leida integraal
J= f(3x+4)5 dx
diferentsiaali margi alla viimise vottega.

Lahendus. Korrutame ja jagame integraali arvuga 3, viies selle korru-
tamisel diferentsiaali mairgi alla:

1
f(3x+4)5dx=-§f(3x+4)5d(3x).

Lisame diferentsiaali alla veel arvu 4, millest vordus ei muutu, sest d(3x4+4) =
=d(3x). Se_ega

f(3x+4)5 dx =—I- f (3x--4)% d (3x+4)
3 .
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Néieme, et muutujat ¢=3x44 v01b vaadelda kui uut mtegreenmlsmuutmat,
mille suhtes meil on mtegraal _f 5 di=15/6-C. Seega eeskirja (13) pdhjal

6
f (3x+4)% drem— f (3x4-4)5 d(3x4-4) =— (3":4)
N 6.2.3. Leida integraal

-t

¥4 — 9x2

diferentsiaali margi alla wiimise teel,
Lahendus. Eesklrja (13) poh]al

X
d—
2

1 1 - 3¢
-’-——'f =—f - =— arcsin—+4C.

V ( )2 3 V 1 ( 3x ) 3 2
2 ¥\ 2 -
N 6.24. Leida integraal .= - | |
. - f xdx
=22
_ x2+1
diferentsiaali mdargi alla viimise vottega.®
Lahendus. Et xdx=d(«?)/2= d(x2—|—1)/2 éus

d d(x?41 .l )
Je= —LL—— At — n\(x2\+1)+C.
X2 1 x2+1 T2

‘N 6.2.,50. Leida integraal

e f In {x|

diferentsiaali - margi \alla viimise teel.

: dx
Lahendus. Et din|x|=-—, siis vbime teha jirgmised teisendused:
, -t -

f In |x] dx=fln|x|d1n|x[.

Muutuja #=In |x| esineb kui uus integreerimismuutuja, mille suhfes meil om
integraal ftdt—t2/2+C Seega

\

X
- N 6.2.8. Leida integraal
o : I f

In | | In? x|
de= [ In|x| dIn |x| ————«-{-C

dx

cos?x ¥3+2tanx

~diferentsiaali 'méirgipalla‘v‘iimise teel.
- Lahendus. Et.
: : ) dx

cos?x

4

| 1
=d tan-x=,—2—-vd (2 tan x) =? d(3+2 tan x),

siis ‘ _ - .
J={ (342 tan x)~1/2 d(3+2 tan x) = 2(3+2 tan x)/24-C,
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‘N 6.2.7. Lejda integraal
dx

J= | —————

sin 2x

diferentsiaali margi alla viimise teel.
La h endus. Teeme jérgmised teisendused

_ f 1 f dx _ 1 dtanx
sin 2x 2.sin X €os X 2 sin x 9 tan x -
. ' . cos?x

.. cosx
In [tan x| 4-C. .

f CcoSs X dx

- 14sin? x

diferentsiaali margi alla viimise votiega.
Lahendus. Et cosx dx=dsinx, siis

1
2
N 6.2.8. Leida integraal

cosxdx dsinx
== ————==arctan sin x4C.
l+sm2 14-sin? x
N 6.2.9. Leida integraal .
. PP
e
. T Yer—1
muutuja vahetusega

t=7Yex —1.

Lahendus. Avaldame rdlferentszaah dx muutuja t kaudu. Selleks vdtame
muutuja vahetuse ilmutamata kujul 2=e*-—1. Diferentseerides viimase aval-
dise modlemaid pooli, saame 2t dé=-¢e* dx, kust

2tdt 2t dt -
dx= .
: ex t2+1
Seega
' 2t dt : d¢
J= | ————= =2 | ——=2arctan {+4C.
t(£2+1) 142 ‘

Minnes tagasi vanale muutujale x saame vastuseks

: J==2 arctan Yex — 14-C.
N 6.2.10. Leida integrdal

: dx
= f

xYx2—1

muutuja vahetusega x=1/i.
Lahendus. Saame dx—-——-dt/t.‘2 ja

l £ dt ur |
(yi—e
7?__1 e ,

, , ;o 1
. =—sgnti f d =-—sgn t arcsin t+C———arcs1n |t|+C =—arcsin — 4-C,
¥l — t2 : ‘ [x]
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N 6.2.11. Leida integraal

x2—1
J=‘fr dx o

X241 Vx4l

muutuja vahetusega
1
t=x4+—.
X
Lahendus. Saame
' 1 x2—1
di= ( 1 —-—2) dx=—————dx

X x2
ehk (¥2—1)dx=x2df. Seega

sz x*dt =f x di _

241 -1 I 1
(x*+1) Vxt4- -(x—i--—-) le]/x2+;—2

=sgnxf usgntf

Lyt — tVﬂ
sest sgnx=sgnt.
Saadud integraalis teeme veel kord muutuja vahetuse
1

f=—

¥4

-+ slis dt=—dz/2?, sgni=sgnze, ja me saame:

— o fo

1 — 222 1 —222
22 V--—-——- V

22

Saadud integraali leiame niiiid diferentsiaali margi alla viimise vottega

1 2 —
.I_—f = %f d(¥22) =- : arccos ¥2 z4-C..

2 — 2
Vl—(VQz)“’ v ]/1—(]/2z)2 [
Liheme vanale muutujale tagasi:
1 V2 1 xV2
J=——arccos ——4-C=-——arccos +C.
]/2 ¢ V2 x24-1

N 6.2.12. Leida integraal
dx

YT

Lahendus. Integraalialuse funkisiooni maidramispiirkond on X==
=={—1,1). Teeme muutuja vahetuse x=sinf. Et oleks x = X, votame

' m m
te(——,-—).
2 2

J=
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Siis dx=cos f df, kus cos {=>0. Seega |cos{|==cos{ ja me saame:

J_f cos £ dt fcostdt_j‘ cos t d¢ fcostdt

V(1 — sin%¢)® |cos?® ¢] cos®{
di sin ¢ X _
cos?t VY1 —sin?¢ Yi—=x2
Kui niiteks vbtta te(n/2, 3n/2), siis ka xe= X, kuid sel korral on
cos t<<0 ning |cost/ =—cost ja cost=—(1 —x?)1/2 Jirelikult siis on
’ cos f dt dt¢ sin ¢
J=f-—~————-==—-f =—tan t+C= C=
|cos® ¢] cos? ¢ + —cos ¢ +
X
=e——1C, B
V1 —x2
Ulesanded

Leida diferentsiaali méargi alla viimise vottega . jargmised
integraalid (vt. ndited N 6.2.1, N 6.2.2. ja N 6.2.3).

700. [sin2xdx - 708. [sin(x—4)dx

4dx
701, m 709. fCOS 1—-2x)dx
702, [ (x—3)%dx - 710. fe*2x+3 dx
703. [ (3x45)4dx . _4dx

Y1 — 1642

704, [ 712, [

a1 V9 — 4x2

dx | dx
705. f~2x—_—7— | 713. f4x2+9
' Sdx

— x5 .
706. [ (4—x)8dx 1. [ E TSI

B S —
707. [V7— 2x dx

Leida diferentsiaali méargi alla viimise vottega jidrgmised
integraalid (vt. ndited N6.2.4 ja NG6.2.5).

"715 f-e 7. [E

xlnx Yxit-1
- . | T
716. [ ;j_"l 718. [x71 — 2 dx
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2x—5)d |
719, 3(c2 A 726, [ 1% 4y

— ox-42 1—=
e*dx
720. | ———— x
/ e*+1In3 701, [ %
721. [e*coserdx
dx 728, f dxr
729. f , xInxlnlnx
'x]/I——lnzx sh x dx
: (14x)2 dx * 729.
723. | - T Y7-4chx
' ‘ 3
24, [ & 730. (1+Z?1:2 dx
(14-x) ¥x '
[ x2dx _ [ (x)dx
725, f Py 731.y )

Leida jirgmised integraalid diferentsiaali mérgi alla viimise
vottega (vt. ndited N6.26, N6.2.7 ja N6.2.8).

732, [ tanxdx - dx 743. [ sin®x dx
! COS* X
dx

733.
733 f(l—l—cotx)sin2x

234, f Y2+3tanx A

744. [cos?xdx
745. fsin®xdx

cos? x * . 746. [cos*xdx
cos x dx
3 .
735 f sin?x 747. f dx
' l—cosx -
736. _[ 2 sin x cos % dx 1 f dx
" sinxdx ] 14+sinx
737.
14-cos?x A ok d
738. f[tanxdx - L L052x &x
/ N 749. f 1+sin xcos x
739. [cotxdx
740. fcos?xsin2xdx 750. f }/I—I—tanz - dx
COS X
arctan®x dx
741. f 1+x2 - 751. [ (tan?x4-tan®x)dx
742, f - dx
Y1 —x2. x‘~2 arcsin x 7\52' cosé x
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753, [
sin*x

754. [tan®xdx

755. [tan*xdx
756. [ (sinx--cosx)?dx

: Leida jiargmised integraalid mairgitud muutuja vahetusega
(vt. ndited N 6.2.9, Nt\3.2.10 ja N6.2.11).

x=t—1

dx
767. f 242x+2 "’

758. [xyl—xdx, t=Y1—x

| 759. [Vl —x?dx, t=V1—x*

760, [—2 | x—sin2t
Vx—x2

61 [— 2 =]
xYx2—1 cost

- 2

762. f;__::i dx, t=x—%

: Sobiva muutuja vahetusega leida jargmised integraalid (vt.
ndited N 6.2.10, N6.2.11 ja N6.2.12).

xd
763, [ SR Yrdx
Vx

f e*dx

Yexr — 1

764.

765. [V1 —x2dx

2 —
766. [ 1* L

dx
x2Yx24-a?
dx

xYx*—a?

767, [

768. [

769. [ 3 V"i’j
149

270, 1r_1 tan x dx
Sin X COS X

.1
arcsin — dx
X

771. —
|x| Yx2—1
arcsin—)lc-dx

772. —
xyx2—1
xt—1 ,

773. fx(x4-|—1) dx
2

274 f X -l—l_ .__dx

Ca2—1 Yxhl

§ 6.3. OSITI INTEGREERIMINE

Vaatleme integraali

, I=Tigds
piirkonnas X. Jaotame integraalialuse avaldise kaheks teguriks
u=u(x) ja dv=0v’(x)dx, s.o. vaatleme integraali kujul

J= fudv. _

(18)
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T 6.3.1. Kui piirkonnas X funktsioonid u=u(x) ja v=uv(x) on
difereniseeruvad ning on olemas integraal Jvdu, siis selles piir-
konnas X on olemas ka integraal (18) ja kehtib vordus |

Judv=uv— [vdu (19)

Valemit (19) nimetatakse méiidramata integraali
ositi integreerimise valemiks. Ta vdimaldab antud
integraali (18) leidmist taandada teise integraali [ v du leidmisele.

Valemi (19) rakendamisel toimime jargmiselt. Kirjutame
- vilja integraali (18) tegurid u ja dv. Neist esimest diferentsee-
rime ja teist integreerime, s.o0. leiame suurused du=u"(x)dx ja
v= [ dov. Seejirel teisendame integraali (18) valemi (19) koha-
selt uueks integraaliks fovdu. Funktsioon v voetakse tavaliselt -
ilma integreerimiskonstandita. Kuid mé&nede integraalide korral
on siiski otstarbekohane lisada funktsioonile v teatav konstant,
sest see lihtsustab saadud integraali fovdu leidmist (vt. ndide
N 6.3.3). Integraali fvdu leidmisel vdime jille kasutada vale-
mit (19).

Kui integraalis

S Pr(x)[(x)dx

P, (x) on n-astme poliinoom ja f(x) on iiks funktsioonidest a%x,
sinax, cosax, shax véi chax, siis selle integraali leidmise!l tuleb
valemi (19) rakendamisel vdotta

u=Pn(x), do=Ff(x)dx.

(vt. ndide N6.3.1).
Kui integraalis

JR(x)g(x)dx

R(x) on ratsionaalne funktsioon ja g(x) on iiks funktsioonidest
In P, (x), arctanax, arccotax, arcsingx vdi arccos ax, tuleb
valemi (19) rakendamisel vétta :

u=g(x), do=R(x)dx,

(vt. ndide N 6.3.2).

Paljude integraalide korral valemi (19) iihe- voi kahekordsel
rakendamisel saame lihteintegraali tagasi. Saadud vdrdus kuju-
tab siis vorrandit otsitava integraali suhtes, millest ta avaldame
(vt. ndide N 6.3.2).

Kui valemit (19) tuleb korduvalt rakendada, siis on mdni kord
otstarbekohane kasutada jirgmist {ildistatud ositi inte g-
reerimise valemit:

Juvdyx=uvi — oot u"vs— w"v, 4 .. (—1)»tuln-0y, 1
+ (—1)" [ umy, dx, (20)
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kus
vy= fodx, ve= fuidx, ..., vp= [Up_1dx

(koik integraalid votame ilma integreerimiskonstantideta).
Valemis (20) eeldatakse, et seal k6ik tuletised ja integraalid
on olemas.
Kui n=1, siis valem (20) annab ositi 1ntegreer1m13e valemi
(19) teisel kulul

Juvdx=uv,— [ v, dx, | (21)

mida nimetatakse ka korrutise wuv integreerimise
valemiks. -

Kui n=2, siis valemist (20) saame valemi kahekordseks ositi
integreerimiseks jargmisel kujul:

Juvdx=uv;— v'vs+ [ u"vs dx. (22)

Kui funktsioon u==u(x) on selline, et vaadeldavas piirkonnas
on u(x)=0, siis valemis (20) paremal poolel olev integraal
on konstantne ja valem (20) armab lophku tulemuse

Juvdy=uv; — 'votu"v;—. (—1)'” tyin=hy,+C. (23)

Tekib kiisimus, kumb on mtegraallde leidmisel otstarbekohasem,
kas rakendada valemit (19) kaks korda jirjest voi kasutada juba
valmis valemit (22). Siin peab silmas pidama seda, et sageli
valemi (19) kasutamisel saadud uue integraali v du alune aval-
dis lihtsustub taandamiste téttu. Sel korral on teist korda ositi
integreerimisel otstarbekohasem kasutada uuesti “valemit (19).
Valemi (22) ja iildise valemi (20) korral sellist vahepealsete
tulemuste lihtsustamise voimalust ei ole. Seepédrast valemit (20)
tuleb kasutada siis, kui funkisioonid « ja v on sellised, et korruti-
sed u™vy, taandamistega ei lihtsustu (vt. ndide N 6.3.4).

Naited

N 6.3.1. Leida integraal
J== fxe-"f dx.
Lahendus. Viime integraali kujule (18), vottes
u=x, do=e"*dx.
Siis
du=dx, v=e*
ja wvalemi (19) pohjal
J=xe* — [ e* dx==xe* —e*{-C,
N 6.3.2. Leida integraal
J= fx In x dx.
Lahendus. Vatame _
u=Inx, dv=xdx.
Saame:

du=—dx, v=—
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ja valemi (19) pohjal
J— x%Ilnx f x2 1 Ilnx  x?

2

Antud integraali véib leida ka jargmisel viisil. Vottes
u=xInx, dv=dx,
du=(Iln x+1)dx, v=x

Je=xlnx—J— [ xdx
Saime vorrandi integraali J suhtes. Avaldame sellest vorrandist J:

x2lnx x?

/= —ZtC
2 4 +

saame:

ja valemi {19) pdhjal

N 6.3.3. Leida integraal
J= f x arctan x dx.

Lahendus., Mirkides u==arctanx, dv=uxdx, ~saame:
du= dx
T 1422

Paneme tihele, et selles iilesandes me lisasime leitud funktsioonile v kons-
tandi C=1/2 sest see lihtsustab integraali edasist leidmise kdiku. Valemi
(19) pohjal saame niilid kohe:

x'*‘_l_l
, U=,
2 2

x241 1 x24-1 ‘ . X
= arctanx——fdx= + arctan x ——+C.
2 J. 2 T2
N 6.3.4. Leida integraal
J= _fx’e‘*"c dx.
Lahendus. Vottes u==x2? nieme, et u'=2x, u”"=2 ja u"'=0. Et ker-
gesti on leitavad ka suurused v=e~%, vy=—e"%, Ypy=e~F ja yg==—e ", siis

saame kasutada valemit (23), vottes n=3, mis kohe annab I6pliku tulemuse
J=uv, — 0/ vs+u"v3+ C=—xle—* — 2xe—* — 2e~*4C=—e—* (x*4-2x+2)+-C.

Ulesanded
Leida jargmised integraalid ositi integreerimise'teel (vt. ndide
N 6.3.1). | v
775. [xsinxdx | 779. [Inxdx
776. [xcosxdx - - 780. [In(x*41)dx
777. [xe>*dx : 781. f[xtan?xdx

778. [ xa*dx

Leida jargmised integraalid, kasutades iildistatud ositi integ-
reerimise valemit (23) (vt. ndide N 6.3.4). .

782. [ x?sinxdx 784. [x3shxdx
783. [xe2xdx 785. [xtcosxdx’

Leida jargmised integraalid, mddrates nad kahekordsel ositi
integreerimisel saadud vorrandeist (vt. ndide N 6.3.2).

786. [e*sinxdx 789. [coslnxdx
787. [e*cosxdx 790. fchxsinxdx
788. f[sinlnxdx , _
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Leida jdrgmised integraalid.
791. [ x2Inxdx

xe*dx
2. | ——— i
79 f (17%)? 798. [arcsinxdx
793. [cosyxdx 799. [ xarctan®?xdx
794. [2In(x—1)dx 800. [xsinyxdx
795. [xcos’xdx . -801. -fxsinlnxdx
o 796. [esn*sin2xdx 802. f x?coslnxdx
) arctanx
797. f[arctanxdx 803. /; xel’ ™ dx
y(1+2)

804. Leida viga jargmises «tOestuses». Et 1=e—%e*, siis mteg—
raali fdx on voimalik integreerida ositi, vGttes u=e™* ja
do=exdx. Siis du=—e*dx ja v=e* ning valemi (19)
pohjal

“J’ dx=e“xe"‘—|— [exexdx

" [dx=14 fdx

Pirast iihesuguste integraalide koondamist saame 0==1.
Lisades saadud vorduse molemale poolele arvu 1, ndeme, et
ka 1=2. Jitkates samal viisil saame, et koik naturaalarvud
on vordsed nulliga.

ehk

§ 6.4. RATSIONAALSETE FUNKTSIOONIDE
INTEGREERIMINE

Olgu antud ratsionaalne funktsioon

[(x)
@)
kus f(x) ja g(x) on reaalsete kordajatega poliinoomid.
Kui lugeja f(x) aste on véiksem nimetaja g(x) astmest, siis
ratsionaalset funktsiooni (24) nimetatakse lihtmurruks, vas-
tasel korral aga liigmurruks.

Kui (24) kujutab liigmurdu, siis voime poliinoomi f(x) jaga-

misel poliinoomiga g(x) eraldada tdisosa poliinoomi q(x), nii et
kehtib

(24)

kus fi(x)/g(x) on juba lihtmurd. Siis

P e [ 4o
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kus paremal esimene integraal on poliinoomi integraal ja on lei-
tav vahetu integreerimise teel. Sellega taandub ratsionaalse
funktsiooni integreerimine lihtmurru integreerimisele. Seepérast
eeldame jdrgnevalt, et ratsionaalne funktsioon (24) on liht-
murd.

Lihtmurdu (24) on lihtsam integreerida kui lahutada ta rat-
sionaalsete funktsioonide nn. osamurdude summaks. Esi-
tame selleks eeskirja.

M 6.4.1. Kui poliinoom g(x) on lahutatud reaalsete tegurite
korrutiseks
g(x)=ap(x—a)r(x—0b)... (*Fpx+q)"(2+rx+s)™..., (25)
kus a, b, ... on poliinoomi erinevad nullkohad, mille jérgud on
vastavalt %, [, ..., ja avaldised x*-+px—+gq, x24rx—+s, ... on .suu-
remad nullist iga x korral, siis leiduvad iiheselt médaratud reaal-
arvud A;, Bj..., nii et kehtib vordus

f(x)__ Ai i Az - 1 Ap |
glx)  x—a' (x—ay 7T (x—a)t '
Bl T I 32 il ! Bl |
T T (x—b)2 " Tt (x—b)t Y
e e e 1- (26)
+ Pix4-Qi |, Pux+Q2 | . Pax4-Qn +
B4prtq " (B4pxtq)2’ T (Btprtg)n
1 Rix481 |, Rux+4S» | , Rmx+Sm ..

Btrats (Brxgs) T (B rats)™!

Valemit (26) nimetatakse lihtmurru (24) osamurdudeks
lahutamise valemiks. Tundmatud kordajad valemis (26)
leitakse mddramata kordajate meetodiga (vt. jirgnevad ndited).
Valemi (26) abil taandub libktmurru (24) integreerimine jargmist
nelja tiiipi integraalide leidmisele:

dx 0 dx .
I=f P = f(x—__—a')*;, (k>1),
[ Px4Q _[ Px+Q d q
111__f ot d dx, 1V f ot (n>1).

Integraalid I ja II on leitavad vahetu integreerimise teel.
Integraali IIl leidmiseks tehakse muutujate vahetus x =

=t—p/2;

m=r [ t;-‘[i-tbzf"'(Q“%i) tzjjbz | (b2=‘7"'€1—2)’
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kus molemad integraalid on leitavad diferentsiaali margi alla vii-
1mise vottega.
Integraal IV leitakse ka muutujate vahetusega x=it — p/2;

wv=r [ (tzf;)n I(Q——Zp)f\(ﬁ—s;)”

kus esimene integraal on leitav diferentsiaali mirgi alla viimise
vottega, kuna teine integraal o

d ‘
o= e

leitakse jargmise rekurrentse valemiga _
I, t . 2n—3 oo, (28)

~ o0 (n—1) (BHbB)nt ' 2bE(n—1)

.seda korduvalt rakendades jouame integraalini Jy, mis on dife-
rentsiaali margi alla viimise vottega leitav.

Nagu nideme, on ratsionaalse funktsiooni integreerimine koige
komplitseeritum, kui nimetajal on kordsed tegurid. Niisugustel
juhtudel on otstarbekohane rakendada jargmist meetodit,

M 6.4.2. (Ostrogradski meetod). Kui poliinoom (25) on esita-
‘tud kujul \

g (x) =g1(x)g2(x),

kus ga2(x) on poliinoomi g(x) koigi erinevate tegurite korrutis
(voetuna esimeses astmes) ja gi(x) on koigi iilejddnud tegurite
korrutis, siis
[ 1(x) f1(x) f2(x)
- -—-_...._—-dx= ‘—L- - dx, (29
St = S5 | )
kus fi(x) ja fa(x) on iiheselt madratavate kordajatega poliinoo-
‘mid, mille astmed on {ihe vorra madalamad vastavate nimetajate
g1(x) ja ga2(x) astmetest. ; _
Poliinoomide f1(x) ja f2(x) kordajate méddramiseks diferentsee-
rime vdrduse (28) molemat poolt muutuja x jargi,

(9 @@ ()—hg, () | B
g e Tam

‘Tundmatud kordajad leitakse midramata kordajate meetodiga.
Et lihtmurru fe(x)/g2(x) integraali leidmiseks tuleb lahutada
.osamurdude summaks, siis ei ole motet poliinoomi fa(x) kordajaid
otsida, vaid kohe integraali all valemis (29) v&i vdhemalt vor-
.duses (30) esitada 'lihtmurd fe2(x)/g2(x) osamurdude summana
valemi (26) jirgi ja alles siis asuda kordajate maédramisele. Nii

(30)
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saame korraga mdiirata koik need kordajad, mida vajame vaa-
deldava ratsionaalse funktsiooni integreerimiseks (vi. ndide

N 6.4.4).
Teatav iildine asendus on antud veel iilesandes 830.

~ Naiited
N 6.4.1. Leida integraal
x5-}-xt—8
J= f dx.

x3—4x

Lahendus. Et integraalialune funktsioon on liigmurd, siis eraldame

selle tdisosa: gt 2116 o
xt—8 4x X —
+ =x?4-x-}4-+ -'3- .
¥ —4x

X3 —4x

. Saadud lihtmurru lahutame niiitd osamurdude summaks. Selleks esitame
koigepealt nimetaja reaalsete tegurite korrutisena:

28— 4x=x(x2—4)=x(x+2) (x—2).
Nieme, et koik tegurid on iihekordsed. Valemi (26) pdohjal
4x%}-16x — 8 _A ., B C
(x4 (x—2) ¥ x x42 x—2
Korrutades viimase vérduse molemat poolt nimetajaga x(x42)(x—2),
saame 4524-16x — 8=A (x — 2) (x+2) +Bx(x— 2)-}-Cx(x342).

Vottes viimases vorduses x=0, x=2, x=—2, leiame kordajad A, B ja C.
Arvutused voime paigutada jidrgmiselt.

x=0 —8=A(—4) = A=2
x==2 40=C-2-4 = C=H
X==—2 | —24=B(—2)(—4) = B=-—3.
Seega ’
J= f(x2+x+4+—2- 3 } ° )dx-——
K X x42 1 x—2 -

3 2
=%+£2—+4x+2 In}x| —3In]x+2{+5In]x—2|+C.

N 6.4.2. Leida integraal

X dx
| J=f (e 1)2(25+1)

Lahendus. Integraali all on lihtmurd, mille nimetaja on juba lahutatud
teguriteks. Seepdrast valemi (26) pohjal saame kohe:
x A B Cc
q = l +— .
(x-+1)2(2x41) x4+1 - (x41)2  2x41

Nimetajasse jitsime lihisuse pdrast teguri kujul 2x4-1, mida voib teha (see
mojustab praegu vaid otsitava kordaja C suurust). Korrutame viimase vor-
duse mélemat poolt nimetajaga (x41)%(2x+1);

x=A(x4+1) (2x+1)+B (2x+1)+C (x+1)2
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Vottes viimases vorduses x=—1 ja x=—I1/2,  saame kordajad B=1 ja
€=-—2. Kordaja A mdiiramiseks voOrdustame vasakul ja..paremal olevad x?
kordajad. Vorduse vasakul poolel on see kordaja null, agaxparemal poolel on
see kordaja 24+4C, seega 0=2A+4C, kust 2A=—C=2 ja A=1. Need arvu-

tused mirgime nagu eelmises nditeski {iles jargmiselt: .
x=—1 —l=—B = B=1 |
l 1 C
=—-? —-E=-— = C=—2
x* kordaja 0=24+4C = 24=—C=2, A=1

Seega

!mf xd:1+f (xc-l:m _fzii:

-—In|2x+1[+C.

=In|x+1] — e

N 6.4.3. Leida integraal

f 2
]= f—x-_'-___.dx
X (x2_l_1 ) 2
Lahendus. Integraali_all on lihtmurd ja nimetaja on lahutatud reaal-
sete tegurite korrutiseks. Valemi (26) pohjal

x+2 A Bx4+C Dx+E
(0?2 x a2l (1)

kust
x+2=A(x24+1)2+4(Bx+C) x (x*4-1) + (Dx4-E) x.

Kordajate holpsamaks médramiseks on selles iilesandes otstarbekohane
kasutada ka imaginaarset vdirtust x=1i ja asjaolu, et kaks kompleksarvu on
~ordsed siis ja ainult siis, kui nende reaal- ja imaginaarosad on vastavalt
~vordsed. Arvutused teeme jdrgmise skeemi kohaselt:

x=0 2=A=>A=2 .

Xx=i i+2=(Di+E)i = i+2=Ei — D = E=1, =—2
x* kordaja 0=A4B = B=—A'=>B=—2 )

x® kordaja 0=C=C=0

Seega | |
I=f 2dx _f‘ 2x dx +f —2x- A
X x241 (x241)2

} dx

.=21n|x|—In(x2+1)—f,(x2+1)—2 d(x2+1)+f (x2+1)2 =
. dx

_=21n]x|—ln(x2+1)+(x2+1)"‘+fW‘

Viimase integraali leidmiseks kasutame rekurrentset valemit (28), vobttes
n=2 ja.b’=1:

! dx X 1 dx
r f ('x2+1)2'— 2(x%+1) +—5f x24-1 -

x 1
= 5 (et 1) -+ 5 arctan x+4-C.
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Seega kokku oleme saanud:

1 'S
J=21In|x|— In(x2-41)- |
[ ( +)~rx2+lT2(x2+1).

N 6.44. Ostrogradski meetodiga M 6.4.2 leida integraal

dx
= f x(x21)2

Lahendus. Et go(x)=x(x2+1) ja gi(x)=x2+1, siis valemi (29) jargi

saame; Ao B C  DerE
dx _Ax+ , Dx+ ]
f x(x241)2 x4 +f[ x| x4l dz,

kus paremal integraali mérgi all esitasime ratsionaalse funktsiooni kohe tema
osamurdude summana,
Kordajate méiramiseks diferentseerime viimast vordust muutuja x jargi:

! (DA—Ax+B)2x ¥ € Dx4E
(2412 (g2 1)2 " x| a2kl
kust saame kordajate midramiseks vorduse
l= (x*+1)Ax —(Ax+-B) 2x2+ C (x2+1)2+4- (Dx+E) x (x2+1).
Kordajad leiame jdrgmise skeemi kohaselt:
x==0 l1=C= C=1
x=i l=—(Ai+B) (—2) = 1 =24i42B = A=0), B=%

-+ 5 arctan x--C.

2’

x* kordaja I 0=C+4+D = D=—-1

x® kordaja | 0=A — 24+ F = E—0.
Seega
: 1 f dx xdx
[ — —_— ) —=
2(x241) X x2+4-1

1 1
—_— - 2 C.
e l)+In|x| 5 In(x241)+

Kordajate leidmiseks vdib kasutada ka jargmist vatet. Leidnud nagu {ilal-
pool vddrtuste x=17 ja x=i abil kordajad A=0, B=1/2 ja C=1, paigutame
nad ldhievordusesse. Siis saame lihtsama vorduse:

: | =x4-x24 14 Dx*4-Ex3-+Dx?4-Ex,

kust, vordustades vastavad kordajad, saame D=——I ja E=0.

Ulesanded

Kordajaid leidmata esitada osamurdude summana valemj (26)
jargi jargmised ratsionaalsed funktsioonid, kasutades tundmatute
kordajate mérkimiseks tdhti A4, B, C, ... .

ud 806. l

(x+1) (x+2) x(x+1)2
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_(x_+ i’)’z

8o (x—f)—i-(iz_—l—l) | S P ) ¥ i

S e s U s
. Leida jargmised integraalid (vt. niited N 6.4.1 ja N 6.4.2).
Cosin f- (x—2§;z§+5) dx s1a. [ ((’;'*;2)12)3;

s12. [ (x+1§((1;,{¢+1) 815. fxff;d

813. fxzfj_2_2 - 816. ;(cf(tif)iz

Leida jirgmised integraalid J (vt. niide N 6.4.3).

A x(xgj_l) - 821. fﬁ

st6. [~y s [y

819. i’(cjz'_ll_)g’; 823. f~@+$f+8

820. | (xzigfc 5

Kasutades Ostrogradski meetodit M64 2, leida jargmised
1ntegraa11d (Vt ndide N 6.4.4). )

| 2xdx
2. [ x2+1)2 526 f GHD) (P2e12)?
' xdx

Leida tmglmused mille korral jargmised mtegraahd kujutavad
ratsionaalseid funktsioone.

x2+bx—|—c ax’4-2bx—4-c
w28 [ o 2. | sy
830. Ndidata, et integraal

dx

=/ (x+a)" (o)™

kus 7 ja n on naturaalarvud, on leitav asendusega
' x+a a—b

=14

x+b T x+b

10 Matem. anal. praktikum I . 145
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Leida jargmised integraalid, kasutades asendust {ilesandest 830.
dx x
i [T w53 s

dx

2. [Ty

§ 6.5. TRIGONOMEETRILISTE AVALDISTE
INTEGREERIMINE

Uheks pohiliseks meetodiks trigonomeetriliste avaldiste integ-
reerimisel on integraali ratsionaliseerimine, s.t. integ-
raali teisendamine ratsionaalse funktsiooni integraaliks sobiva
muutujate vahetusega.

Olgu jérgnevas R(x, y) ratsionaalne avaldis muutu-
jatest x ja y, s.o. avaldis, mis saadakse muutujatest x ja y arit-
meetiliste tehete abil. Nimetame ratsionaalseks trigono-
meetriliseks avaldiseks avaldist R(sinx, cosx).

Integraali

SR (sinx, cosx)dx (31)

saab x & (—m, ) korral alati ratsionaliseerida asendusega

X
t—tan—Q—. (32)
'Sel korral
2d¢ . 2t 1—122

dx———l'_ltt?, Sll'lx-—-‘l—_l_—té", - COS X= ].+t2 . (33)

Et asendus (32) viib sageli komplitseeritud arvuiustele, siis on
soovitatav véimaluse korral kasutada.ka jargmisi asendusi. '
1. Kui R on paaritu sinx suhtes, s.t. kui

R (—sin x, cos x) =—R (sinx, cos x),
siis teha asendus
. cos x==1. | (34)
2. Kui R on paaritu cosx suhtes, s.t. kui
R (sin x, —cos x) =—R (sin x, cos x),
siis teha asendus
sin x=1{. (35)
3. Kui R on paaris sin x ja cos x suhtes. s.t. kui

R (—sin x, —cos x) =R (sin x, cos x),
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siis teha asendus B -

tan x=¢ ' (36}
VOl .
cot x=t1. (37)
Integraali :
JR(shx, chx)dx (38)
saab ratsionaliseerida asendusega
X
t-—_th?. (39)
Sel korral
2d¢ X 1422
dx,_"l,—ﬂ’ th_l—tz’ chx-——l___tz. A(40)
Integraalide

- fsinmx sinnxdx, fcosmx cosnxdx, [sinmx cosnxdx
leidmisel kasutatakse valemeid

sin a sin b=% [cos(a— b) — cos(a+b)]
cosacosb=-—;— [cos(a —b) + cos(a+b)] (41)
sin a cos b="512— [sin(a— b) 4 sin(a+-b)]

Uldisi valemeid on antud veel iilesandeis 848 ja 849,

Niited

N 6.5.1. Leida integraal

Ny p—
o 5—4sinx+3cosx

: Lahendus. See integraal on kujuga (31) ja seda saab ratsionaliseerida
asendusega (32), Valemite (33) podhjal

2d¢
| (1+t2)(5—4 2t it3 1—12)
* 1422 1422 /
o 1 1
—_ —_ LC= C.
f (t —2)2 t—2 " PR
2—tan3

N 6.5.2. Leida integraal

A

cos? x
J= f dx.

sinx
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Lahendus. Integraal on valemi (31) tiiiipi ja integraalialune funktsioon

0 paaritu sin x suhtes. Seepirast teeme asenduse (34);
dt
sinx

, f £d f £ dt f (t2—1+1)dt
- sinfx 1—2 -

i 1
=tt—In |t —1] ——In|t+1|+C=

cosx=1¢, —sinxdx=d{, dx=—

Seega

X
=c0s Xx41n tan ?+C'

N 6.5.3. Leida integraal
x
cos® —

2
I,
X

14-sin®*—
T 2

X
Lahendus. Integraalialune funktsioon on paaritu cos Y suhtes.

parast teeme asenduse

X
sin —=={,
2
Kkust
2dt
dx=———.
X
cos —
2
‘Seega

X
2cos2-§-dt [ p [ _p 2:
J=f =2f dt=2f — + df =
‘ 122 1422 142

=—2 f ( 1 ——-—-—)dt-——2t+4 arctan t-[—C—-

x
=—2 sin —2—+4 arctan sin ?+C.

N 6.5.4. Leida integraal
J= _[ cos x cos? 3x dx.

Lahendus. Valemite (41) pohjal saame:

17 1 1
=3 fcos X(14-cos 6x)dx =? sin x+?f cos x cos 6x dx=

1 sin x-l—l ‘ ( 5xt 7x)d sinx : sin 5x ' sin 7x
= +— cos cos 7x)dx: = ,
2 1 J. o8 2 90 © 28
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Ulesanded

Leida jargmised integgaalid (vt. ndited N 6.5.1., N 6.5.2. ja
N 6.5.3).

dx
P 3 i
834. f T cosx 838. [ cos®2xsin2xdx
dx =
835. f ] —sinx o 839. f sin x
dx
836. — ‘ 840.
836 f | +4-sin x4-cos x f COS X
837. [sin®xcos?xdx 841 fM
' o ) cos? x
Leida jargmised integraalid (vt. ndide N 6.5.4).
842. [sin2xsin3xdx 845. [ sinxsin2xsin3xdx
843. [cosxsin3xdx 846. [ sinxsin?3xdx
844, fcos—xé- cos-x3— dx 847. [ cos(ax+b)cos(ax—b)dx
848. Toestada, et juhul a2+ 562540 kehtib valem
pcosx+qgsinx A Bu’
u LA
kus

u==a cos x-}+b sin x,

___aptbg _bp—ag
A= a?+-b2 ’ B= az4-b2 -

849. Toestada, et juhul a2+4-b2==0 kehtib valem
p cos x+4¢q sin x+L_A Bu | C

l ,E‘ ’
u u ' ou

kus )
u==a cos’x+b sin x+c,

ap+bg __bp—aq .
, A=—r-="—" o B————_a%—l—w , C=r—CcA.

Kasutades valemeid iilesandeist 848 ja 849, leida jdrgmised
integraalid.

sinx —cos x 2—smx
K
850. f sin x4-2 cos x dx 53. f COS X — 1
2cos x-}-3sinx ! _cosxdx dx
851. - dx 854.
851 3cosx-+2sinx 1—|—cos X

[ sinx42cosx—3
855. f sinx—2cosx 43 dx

| | dx
852. f3+5tar_1x |
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§ 6.6. MITTERATSIONAALSETE FUNKTSIOONIDE
INTEGREERIMINE

Mitteratsionaalseid funktsioone integreeritakse péhiliselt integ-
raali ratsionaliseerimise meetodil.

Olgu R(x,y) ratsionaalne avaldis muutujatest x ja y.

1. Integraali

n o

( ax-+8 )
fR( X, V e dx (42)
saab ratsionaliseerida muutujate vahetusega
IR . _]__T-i/ax—l—ﬂ ‘
t—Vyx—l—d VvOi = h_uyx—kd . (43)
2. Integraali
S R(x, Yyax*4bx+-c) dx (44)

saab ratsionaliseerida jirgmiste Euleri asendustega.
a. Juhul a>0 tehakse Euleri esimene asendus

Yax2+-bx+c=¢t-+vya x, (45)

kus pluss- v6i miinusmérk valitakse sobivalt iilesandele.

b. Juhul @<C0, kui ruutpoliinoom lahutub reaalseteks teguri-
teks

ax®tbx+c=a(x—a) (x — az),
kus ay5=as, tehakse Fuleri teine asendus
Vax?4-bx+c=t(x —a), (46)

kus a=a,; voi a=uas.
c. Juhul ¢=0 tehakse Euleri kolmas asendus

Vaxrt-bx-Fe=tx+ye, (47)

kus pluss- v6i miinusmirk valitakse sobivalt iilesandele.

Euleri asendused viivad kiill alati sihile, kuid sageli kaugeltki
mitte koige liihemat teed m66da. See ilmneb kohe, kui piiida
lahendada Euleri asenduste abil niiteks {ilesannet 765, Seepirast
vaatleme veel teisi asendusi.

Kui a>0 ja D=02—4ac<<0 (>0), siis asendusega

b _Y-D, ¢ b VD

e e ) (48)
‘integraal (44) teisendub kujule

JR(t, yR4-1)dt  (fR(t, VE—1)df), (49)
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mis asendusega f=shu (f=chu) muutub ratsionaalse trigono-
meeirilise avaldise integraaliks.
Kui a<<0 ja D=0b2—4ac>0, siis asendusega

__ b 4D,

= T og (50)
integraal (44) teisendub kujule

[R(t, Y1 —P) d¢, (51)

mis asendustga f=sinu muutub ratsionaalse trigonomeetrilise
avaldise integraaliks.

Teatav ildine valem on antud veel iilesandes 867.

3. Diferentsiaalbinoomi integraali

[ x*(axt-4-b)7 dx (52)

saab ratsionaliseerida ainult jirgmisel kolmel juhul:
a) kui p on tdisarv, asendusega

Yr—=t, (53)

kus n on arvude ¢ ja g ithine nimetaja;
b) kui (&¢--1)/p on tdisarv, asendusega

axB4+b=i», (54)

kus n on arvu p nimetaja;
¢) kui (a@-1)/8-+yp on tdisarv, asendusega

g
o, -

kus n on arvu ¢ nimetaja. )
Muudel juhtudel pole integraal (52) elementaarfunktsioon.

Niited
N 6.6.1. Leida integraal

f V l—-x
J=

1+x
ratsionaliseerimise teel.

Lahendus. Integraal on kujuga (42), seepirast teeme muutujate vahe-

tuse (43), s.o.
-V l—x . V I—x 1
=! VOi ——
S l+x 14+x t

Esimene muutuja vahetus annab
2—1 —4t dt

= » =

241 T (fe1)?
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ja seega o

; j- 412 d¢ 442 dt
TJoe—neny Jop—1

Saime ratsionaalse funktsiooni integraali, mille leiame meetodiga M 6.4.1.

|x] 1—x
J=In ~+2 arctan +C.

14V1 — &2 1 4 x
N 6.6.2. Leida integraal N
I— f X dx .
24-V44-x — x2
Lahendus. Integraal on kujuga (44), sellepdrast saab teda ratsionali-
seerida Euleri asendustega. Et a——1<0, siis Euleri esimest asendust teha

ei saa. Euleri teist asendust ei ole aga otstarbekohane teha, sest poliinoomi
4+4-x — x? nullkohad on irratsjonaalsed. Etc=4>0,siis teeme Euleri kolmanda
asenduse (47) kujul ' .

Vaddx— x2=tx — 2.
.Votsime asenduse miinusmargiga, sest siis avaldub lihtsamalt integraalg

nimetaja.
Avaldame asendusest muutuja x ja leiame dx:

4t--1 20204t —2
X= , ¥=—2———(f,
] 241 (£24+1)2
seega
A 2824t —2
J=-—2 +

—_— ¢
H(1)2
Viimase integraali leiame Ostrogradski meetodiga M 6.4.2.:

4t ‘
J= +4In|¢]— 2 In(£24-1)— arctan £4-C,
| 241
kus
, 24 V4+x — 22
; .

N 6.6.3. Leida integraal _
: dx
=%
CxYxrl
Lahendus. Integraal on diferentsiaalbinoomist, s. 0. valemi (52) tiiipi,

kus a=—11, =4 ja p=—1/2. Et (a4-1) /f+y=—3 on tdisarv, siis integraalg
saab ratsionaliseerida asendusega (b5), s.o. asendusega

xt4-1

x4

=14x—4=¢,
kust —4x—Sdx=2tdt ja

dx=——;—xst df, x'4-1=x%2
Asendades viimased suurused lahteintegraali, saame:
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_— __=__;_f(t2—1)2dt=

A 283

kus
t=Vxi4+1/x2
Ulesanded
Leida jirgmised integraalid (vt. ndide N 6.6. 1)

856. f dx 859f l—x

2+4-Yx 14-x
857. f—9* 860. | xj"l dx
S Yx (x-1) x2Y2x—1
(xt+1) Y —1 | V x
s58. | - dx s61. [ G/ T
Leida jdrgmised integraalid (vt. ndide N 6.6.2).
go2. [ *dx 865. [ d
x—Yx2—1 x+Yx2+4x+1
g63. [— 4 866. | dx
X — Y142 [147Vx4-2x2]2
864. f dr
Yl — x2
867. Niidata, et integraal
f=f dx
Yaxi4-bx+c
asendusega x=t——2%— teisendub a>>0 korral kujule
= [ L AT+
Ya VA4£2  Ya
ja d<<0, A>0 korral kujule
4
J= 1_ f : d = _IH_ arcsin—t_—d—C,
ylal © VA—£  y]a] A
kus ;
c 2 b
A= la]  4ala|’ t—x+—272—.
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Leida jdrgmised integraalid, kasutades valmis valemeid eel-
misest itlesandest 867.

868, [— s69. [—— 9%
Yx22x— 1 V5 —2x — 3x2

NGIéeida jargmised diferentsiaalbinoomi integraalid (vt. néide
.6.3).

—_— 3 __ '
870, [Vx (1+7Yx)2dx 874. f — S"
g Vx (Yx+-1)2
x3dx
871. f 2 875. f__x3_dx__
Y241 Y142+
g72. [—23%_ 876. [
sz.-lc-il Y1
| X —
873. f 3 - 877. [3VYx— xtdx
B3Y1+1/x
Niéidata, et jirgmised integraalid pole elementaarfunktsioonid.
878. [V¥x*+1dx 880. [xYx41dx
3 2
470 f VAL 881. f e
| . ) X -Vx3_|_3

Milliseid tingimusi peab tditma arv r, et jirgmised integraalid
oleksid elementaarfunktsioonid?

R 3__

882. [Vxr-t-1dx 884. [x(Vx+1)2dx
3

883. [ 1 yxitxdx sg5, [ U

(*4-1)7



VII. MAARATUD INTEGRAAL
§ 7.1. MAARATUD INTEGRAALI MOISTE

Olgu funktsioon f antud 16igus [a, b], kus a<<b. Jaotame 15igu
[a, b] punktidega

A=Xo<X{< ... <<Xp,=b

osaldikudeks e;=[x;, x;]. Valime suvaliselt punktid & ee; ja
moodustame summa

o= éf(simxi, (1)

kus Axi=x;— xi_4.
Summat (1) nimetatakse funktsioooni f Riemanni in-
tegraalsummaks loigus [a,b]. :
Olgu A osaldikude e; suurim pikkus, s.o.
A= max Ax;.
i=<i<n
D 7.1.1. Arvu ] nimetatakse integraalsumma (1) piirvddrtu-

seks protsessis A — 0, kui iga arvu ¢>0 korral leidub arv >0, et
kehtib vorratus

|/ —6|<<e, kui 2<4,

soltumata 16igu [a, b] jaotamisviisist ja punktide & valikust, ja
kRirjutatakse
J=limog. (2)
A0
D 7.1.2. Kui on olemas piirvddrtus (2), siis funktsiooni | nime-
tatakse (Riemanni mottes) integreeruvaks [Gigus
[a, b] ja arvu I nimetatakse funktsiooni f maidratud integ-
raaliks (ehk Riemanni integraaliks) lGigus [a,b]
ja kirjutatakse

J= aj{,f(x) dx. (3)

Arve a ja b nimetatakse vastavalt integraali alumiseks ja
lilemiseks rajaks. Loiku [a,b] nimetatakse integree-
rimisléiguks. Koigi Riemanni mdttes integreeruvate funkt-
sioonide hulka margime siimboliga L[a, b].
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Laiendame mdératud integraali maiste juhule a>>b. Definee-
rime selle juhul a>b

[10) dr=—Ff(x)dx @
ja juhul a=b
f F(x) dx=0, (5)

Sellest definitsioonist on niha, et seos (4) kehtib ka juhul
a<<bh, seega iga a ja b korral.

TT 7.1.1. Funkisiooni integreeruvuseks mingis 16igus on tarvi-
lik, et ta oleks tokestatud selles loigus.

Kuid iga t6kestatud funktsioon ei ole Riemanni méttes integ-
reeruv (ndide N 7.1.2). Funktsiooni integreeruvuse miiramiseks
kasutatakse jirgmisi tunnuseid.

PT7.1.1. Loigus pidev funktsioon on integreeruv selles [oigus.

PT7.1.2. Loigus tokestatud monotoonne funktsioon on integ-
reeruv selles [6igus.

PT 7.1.3. Léigus (okestatud funktsioon, millel on loplik arv
katkevuspunkte, on integreeruv selles loigus.

PT 7.1.4. Loigus tokestatud funktsioon, millel on loenduv
hulk katkevuspunkte, s.t. mille katkevuspunktid moodustavad
jada, on integreeruv selles 16igus.

PT 7.1.5. Kui funktsioonid | ja g on integreeruvad mingis 16i-
gus, siis ka nende korrutis fg on integreeruv selles 16igus.

Maédratud integraalis voib funktsiooni vidrtusi muuta (korval-
dada, lisada) 16plikus arvus punktides. See ei muuda integraali
ega mojusta tema olemasolu.

Méiratud integraalil on jargmised omadused.

I Aditiivsus. Kui ¢  [a, b], siis kehtib vérdus
h c b
[i(xydx= [[(xydx+ [ f(x)dx, (6)

kus integraalide olemasolust paremal jareldub integraali olemas-
olu vasakul ja vastupidi, integraali olemasolust vasakul jdreldub
molema integraali olemasolu paremal.

Aditiivsuse omadusest jireldub, et 16igus integreeruv funkt-
sioon on integreeruv ka selle 15igu igas osaloigus.

I Lineaarsus Kui @, 8 = R, siis

b
Sl g lar=a [ dcip faar, (1)

kus integraalide olemasolust paremal jéreldub integraali olemas-
olu vasakul, kuid mitte vastupidi.
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Lineaarsuse omadusest jireldub, et integreeruvate funktsioo-
nide korral

b b '
[ af (x) dv=a [ }(x) dx, (8
s.t. konstantse teguri v5ib tuua integraali margi alt vilja, ja et
b b b
10 £e()]dx= [ f(x)dx= [ g(x)dx 9)

s.t. summa (vahe) integraal vordub integraalide summaga (va-
hega}.

I Monotoonsus. Kui f,g=L[a,b] ja f(x)<g(x) iga x=
e [a, b] korral, kus a<Cb, siis

afhf(x) dxgjg(x) dx.

Monotoonsuse omadusest jireldub, et kui f(x)=0 (f(x)<<0),
siis a<Cb korral ka

FH©dr=0  (ff(x)dx<0).

IV Absoluutne integreeruvus. Kui fe L[a, b], siis ka |f] =
& L[a, b] ja a<<b korral kehtib vérratus

| [P0 drl < [ 100 [ (10)
V Keskvidirtusteoreem. Ku.i f,g =L[a,b] ja funktsioon g sii-
litab mérki, siis leidub selline u e [m, M], kus m ja M on funkt-
siooni f rajad IGigus [a, b], et kehtib vordus
FH08 (0 dxmp [ 2 (x)dx.
Erijuhul, kui g(x)=1 16igus [a, b], saame viimasest vordusest
jf(X)dJC:#(b——a).
Kui seejuures f & Cla, b], siis leidub punkt £ = [a, b], et
FHR) dr=F(8) (b —a). (i

V1 Miiratud integraal iilemise raja funktsioonina. Kui fe
€ L[aq, b], siis funktsioon

y= j‘f(t)dt (12)
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on pidev 16igus [a, b]. Kui seejuures funktsioon f on pidev punk-
tis t=x, siis funktsioon (12) on diferentseeruv punktis x ja

y'=j(x). (13)

Naited

N 7.1.1. Missuguste tunnuste pdhjal funktsioon

f(x)=sgn[

on integreeruv loigus [0, 1]?

Lahendus. Vaadeldav funktsioon on tokestatud, sest funkisioon sgnx
on tokestatud. Arvestades tdisosa votmise reegleid, ndeme, et

Fx) = 1, kui x=0
“ 0, kui 0<<x<<l.

x+1 ]

Seega on vaadeldaval funktsioonil 15igus [0, 1] vaid iks katkevuspunkt, Tun-
nuse PT 7.1.3 pohjal on vaadeldav funktsicon integreeruv selles 10igus. Sama
jéreldub ka tunnusest PT 7.1.2, sest vaadeldav funktsioon on ka monotoonselt
kahanev 16igus [0, 1].

N 7.1.2. Naiidata, et Dirichlet’ funktsioon

1, kui x= Q
fx) = {0, kui x & Q

ei ole integreeruv Riemanni mbttes 1&igus [a, b], kus a<Cb.

Lahendus. Vdtame integraalsummas (1) kdik punktid & ratsionaal-
sed, siis
n
o= Y Axi=b—a
f=]|

ja piirvddrtus (2) on J=>b—a, Votame aga punktid & koik irratsionaalsed,
siis 0==0 ja piirvadrtus (2) on J=0. Nieme, et piirvdirtus (2) soltub punktide
£i valikust. Seega integraal (3) ei eksisteeri.

N 7.1.3. Leida integraal

J== f(2-|—x) dx.

vahetult definitsiooni D 7.1.2 pGhjal, leides piirvdartuse (2).

Lahendus. Funktsioon f(x)=2+4x on pidev 16igus [—1,4] ja tunnuse
PT 7.1.1. pdhjal on ta integreeruv selles 15igus. Seega teame ette, et pfir-
wvidrtus (2) on olemas, ei olene 15igu jaotamisviisist ega punktide £¢ valikust.
Seepirast jagame 1digu n vordseks osaks punktidega

xXi=Xo+iAx;=—14iAx;,
kus
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- ning valime

E¢=X{=—l,+-fi .
n

Siis, arvestades valemit iilesandest 50,

. n h =n 95 = .
o= 3 @+ dr=— 3 14+ i=

i=:] i=l1 i=]

25 n(n41 25 1
_sp B ) _(1} )
n? 2 2. nl/

Seega ’
f (24+x)dx== lim [5—]——- (1+—-)] =175
-1 71— 00
N 7.1.4. Inlegraale
n/2 /2

f cos x dx, f cos® x dx
0 0

arvutamata teha kindlaks, kas need on positiivsed vGi negatiivsed ja kumb-
neist on suurem.

Lahendus. Et vahemikus (0, #/2) on cos x>0, siis monotoonsuse oma-
duse jdrelduse pohjal on mdlemad integraalid positiivsed. Et cos x vairfused:
ei {ileta arvu 1, siis cos x>=cos®x ja seega esimene integraal on suurem tei-
sest monotoonsuse omaduse pohjal.

N 7.1.5. Miéirata arv ¢ nii, et integraali
14

4
dx==—o
{Vx X 3
korral kehtiks vordus (11).
Lahendus. Et a=1, b=4 ja f(x)=7Vx, siis peab kehtima vdrdus
14 -
‘§—=V§ (4—1),

kust saame &£=142/92
N 7.1.6. Leida funkisiooni

y= [ 2t dt

tuletis punktis x.

Lahendus. Et integraalialune funktsioon 2t on pidev iga ¢ korral, siis
valemi (13) pohjal y =2%.
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Ulesanded

Mis tunnuse pdhjal on jargmised funktsioonid integreeruvad
I6igus [0, 1] (vt. ndide N 7.1.1)?

886. [(x)=elsinal 889. }(x)=sgnsin——

887. f(x)=[ xim] : 890. f(x)= (10x—[10x])elsinx|

888. [(x)=10x—[10x]

Néidata, et jirgmised funktsioonid ei ole integreeruvad ldigus
[0, 1] (vt. ndide N 7.1.2).

891. f(x)={ 2, kui x=Q 893. f(x)={1’ kui x= Q

—1, kui x&£ Q X, kui x£Q
892, X%, kui x=Q
f(x)_{z kui x & Q

Leida jirgmised integraalid vahetult definitsiooni D 7.1.2 poh-
jal, arvutades piirvddrtuse (2) (vt. ndide N 7.1.3).

2 3
894. fxdx 896. [exdx
0 0
3 2 d
X
895. [ x2dx 897. | —
[ f :

Jargmisi integraale arvutamata teha kindlaks, kas nad on

positiivsed voi negatiivsed ja kumb kahest integraalist on suurem
(vt. ndide N 7.14).

2 2 1 1
898. fxdx, fx2dx 901. fInxdx, [Indxdx
i 1 1/e /e
1 i n rikir 4
899. [xdx, [x2dx 902. [cos?xdx, [cosxdx
0 0 ¢ 0
/2 nf2 14 2
900. [sinxdx, fxdx 903. [xsinxdx, [fxsinxdx
0 ) 0 ]

Kasutades iilesannete 8904—897 vastuseid, miirata arv & nii, et
jdrgmiste integraalide korral kehtiks vordus (11) (vt. ndide N
7.1.5).

2 3
904. [xdx 905. [x2dx
0 2
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2
3
906. f e* dx 907. f __d_x_

Leida jdrgmiste funktsioonide tuletised punktis x (Vt. ndide

N 7.1.6).
" dt
dt =
1+t M3. y xf In ¢
Y X
909. y=fsir1tdt 914. y= [etdt
X
~sin ¢
2x
910. f SIn? gt 915. y= [In2¢ds
0 X
ex
‘ cosx
911. f l“t 916. y— [ exp2dt
o sinx
3 — x
912. y= [V1+£2d¢ 917. y= [e*sinxdx
a 2

§ 7.2. MAARATUD INTEGRAALI ARVUTAMINE
Miéiratud integraali
b
= [f(x)dx (14)

arvutamiseks kasutatakse jargmisi votteid.

1. Newtoni—Leibnizi valemi kasutamine. See vbte tugineb
jargmisele teoreemile.

T 7.2.1. Kui funktsioon f on integreeruv loigus [a, b] ja tal on
olemas algfunktsioon F selles loigus, siis

b
J(x)dx=F(b)— F (a). (15)
Arvutamisel on valemit (15) otstarbekohane kasutada kujul
b b
[Hx)ax=F (x|, (16)

kus
b
F(x) ,a=F-(b)—F(a).
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Valemit (15) nimetatakse Newtoni—Leibnizi vale-
miks ehk integraalarvutuse pohivalemiks.

Kui 16igus [a, ] integreeruval funktsioonil f on olemas alg-
funktsioon F vaid vahemikus (a, b), kus d<b, siis

[1(x)ds=F (b—)— F (a+) (17)
ehk kujul (16)

b—

e (18)

i de—F(x)

Samasugune on olukord ka juhul, kui algfunktsioon F on ole-
mas vaid poolldikudes [a, b) voi (a, b], kus a<Ch. Siis on vasta-
valt ,

b—
a

FH(x)dx=F (x) (19)

(20)

b
a+’

Fix)de=F(x)

2. Integraal siimmeetrilisel 16igul. Olgu funktsioon [ integ-
reeruv siimmeetrilisel 18igul, s.o. Ioigul [—a,a].
Kui sellel ldigul f on paaritu funkisioon, siis

[Ty de=0, 21)
ja kui on paarisfunktsioon, siis
_al'f(x)dx=20ff(x) dx. (22}

3. Diferentsiaali mirgi alla viimine. Paljudel juhtudel on
voimalik integraalis (14) integraalialust avaldist teisendada ku-
jule :

[(x)dx=g[t(x)]dt(x), (23)

kus t=1¢(x) esineb uue integreerimismuutujana. Kui tekkinud
funktsiooni g algfunktsioon on G, siis saame Newtoni—Leibnizi
valemi (16) abil -

b b _ 16 b
[Fx)de= [ g[t(x)]dt(x) 26t (x)]|, =Gl(b)]1— GIt(@)]. (24)

millega integraal on leitud.
Integraalialune avaldis teisendatakse kujule (23) analoogili-
selt nagu maidramata integraali korral (vt. § 6.2).
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_14. Muutujate vahetus. See vote tugineb jargmisele teoree-
mile.

T 7.2.2. Kui funktsioonil f(x) on olemas algfunktsioon I6i-
gus [a, b] ja muutuja x=x(t) on Ibigus [a, B] diferentseeruv
funktsioon, kusjuures

a=x(a), b=x(p), (25)
Siis

[H(x)dx= ff[x(t) 1x (1) dt (26)

eeldusel, et integraalid vorduse molemal poolel eksisteerivad.
Valemit (26) nimetatakse mddratud integraali muutuja

vahetuse valemiks.. Muutujat ¢ nimetatakse uueks integ-

reerimismuutujaks. Funktsiooni x=x(¢) nimetatakse asen-

duseks.
Valem (26) voimaldab antud integraali (14) arvutamist taan-

dada moéne teise integraali arvutamisele.

5. Ositi integreerimine. See vite tugineb jidrgmisele teoree-
mile.

T 7.23. Kui funktsioonidel u=u(x) ja v=v(x) on olemas
integreeruvad tuletised loigus [a, b], siis

b b b
— [ovdy, (27)

Judv=uv

a

a

kus
b

L =u(b)v(b)—u(a)v(a).

uv

Valemit (27) nimetatakse madratud integraali ositi integ-
reerimise valemiks. Ta vdimaldab antud integraali arvu-
tamist taandada teise integraali arvutamisele, mille arvutamisel
voime jille kasutada valemit (27).

Integraalis (14) valitakse osad # ja dv samuti kui médramata

integraali korral (vt. § 6.3).
Kui valemit (27) tuleb korduvalt rakendada, siis on moni kord

otstarbekohane kasutada jargmist iildistatud ositi integreeri-
mise valemit:

b

b
Juvdx=(uvs— w'veu"vs— ... (1) No,) |+
¢ b
+ (—1)" [ u™vy, dx, (28)
kus
01=f'UdJC, U= fvi dx, ceey Un= fUnﬂi dx
(integraalid v, ..., vn voOetakse ilma konstantideta).
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Kui funktsioon u#=u(x) on selline, et u®(x)=0 15igus [a,b],
siis valem (28) annab I6pliku tulemuse
b b
Juvdx= (uvs — w'vo-}u"vg— ...+ (=1 ur=by,) | . (29)

@

Erijuhul, kui n=1, saame valemist (28) ositi integreerimise
valemi teisel kujul

b b b
Juvdx=uv, | — [u'vydx. (30)
2 a
Kui n=2, siis valemist (28) saame valemi kahekordseks ositi
integreerimiseks:
b .

Juv dx= (uv; — u'vy)

a

b b
L+ furodx. (31)

Kui on vaja ositi integreerida jirjest mitu korda, siis toimime
samuti kui médramata integraali korral (vt. § 6.3). Kui korruti-
sed u™v, taandamistega ei lihtsustu, siis kasutame korduvaks
ositi integreerimiseks valmis valemit (28) voi selle erijuhte
(29) ja (31). Kui aga korrutised uv, lihtsustuvad, siis on ots-
tarbekohasem rakendada jirjest valemit (27).

Niited
N 7.2.1. Leida infegraal
J' (1+4sin x)dx,
H

kasutades Newtoni—Leibnizi valemit (16).
Lahendus. Funktsiooni 1--sinx algfunkisioon on x—cosx. Valemi
(16) pohjal

f(1+sin x)dx=={(x — cos x) |* =
P 0

= (7t — cos ) — (0 — cos 0) = n-}-2.

Lineaarsuse omaduse pdhjal voib selle iilesande ka jargmisel viisil lahen-
dada: '

b4 I 1 4
f (1+sinx)dx=fdx+fsinxdx=x|"—cosx|“=:n:+2.
0 0 0 0 0

Nidide 7.2.2. Integreerida funktsioon
X3, kui —I1=<<x<<0
f(x)=q . .
sin x, kui 0<<x<Cm,

vottes integreerimisldiguks funkisiooni méidramispiirkonna.
Lahendus. Jaotame integreerimisloigu [—1, @] kaheks osaks punktiga
x¥=0, kus toimub {ileminek funktsiooni iihelt avaldiselt teisele. Saame osad
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[—1,0], kus f(x)=x? ja [0,m], kus f(x)=sinx. Integraali aditiivsuse oma-
duse pohjal on siis

S ) de=

0 n x4 19 n 7
_]'x3 dx+ f sin x dx=— , —COS X —_
o 0 4 [-1 4

0=

Niide 7.2.3. Leida integraal

2
J= {x|x|dx.
=1

Lahendus. Korvaldame kdigepealt absoluutvidrtuse mairgid integraali-
alusest funktsioonist definitsiooni D 1.2.1 pd&hjal:

—x2, kui x = [—1, 0]
x|x]=
X2, kui x = [0, 2].
Integraali aditiivsuse omaduse p6hjal
2 x3 0 x3

0 2
dx=— 2 2 —_— N
Jxlxldx _‘{‘x dx—l—afx dx 3 -—1+3

2

0

7
=

—1

N 7.2.4. Leida integraal
1
J= [ (sinx+x%)dx
-1

Lahendus. Integraal on antud siimmeetrilisel 1aigul [—1,1}1. Et sinx
on paaritu funktsioon ja x? on paarisfunktsioon, siis valemite (21) ja (22)
pohjal
1 1 1 2
J = . 2 =042 2 dx=—.
J’smxdx+fxdx +2 fx*dx 3
~1 ~1 0
N 7.2.5. Leida integraal
In/3

dx
[ —
A cos?(2x — m)

diferentsiaali mirgi alla viimise vottega.
Lahendus. Viime integraalialuse avaldise kujule (23), arvestades, et

1 1
dx=— d(2x) =— d (2x — ).
r=- (2x) 3 ( )

Siis valemi (24) pdhjal

2n[3 -

1 d(2x— 1 2 f3 3
=— f ( i =— tan(2x — m) ____V__ .

2 by cos?(2x —m) 2 af2 2

N 7.2.6. Leida integraal_
2 —
I= f sinx Y1 —sin?x dx
—nj2

diferentsiaali margi alla viimise vottega.
Lahendus. Viime integraalialuse avaldise kujule (23), arvestades, et

sin X dx=—d cos Xx.
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Siis valemi (24) pdhjal

2 n/2
J= —f Ycos?x d cos x= —-f |cos x| d cos x.
—n/2 —gi)2

Et integraali margi all on paarisfunktsioon ja 15igus [0, /2] on cos x>0, siis
valemi (22) pohjal

/2 cos2x 1n/2
I=—2J’ cosxdcosx=—2
2 0

]

N 7.2.7. Kasutades muutuja vahetust, leida integraal

A T
J= f —i@{— dx.
n3/16 Vx
Lahendus. Vdtame
t=Yx,

siis x=1£ (t=0) ja de=2¢ df. Mdidrame integraalis uued rajad muutuja ¢ jargi
jdrgmise skeemi jargi:

X | t
/16 | m/4
n/4 n/2
Seega
n/2 n/2
f sint R =
J=2 tdt=2fsintdt=-—2cost n;f:w'
:':/4 t 3/4
N 7.2.8. Leida integraal
1
J= J’xe" dx
1]

ositi infegreerimise teel.
Lahendus. Vdtame u=x ja duv=e*dx, siis du=dx ja v=e* Valemi
(27) pohjal
1 1 1
J=xe* o—fex dr=e—e*| =1
0

Ulesanded

Leida jargmised integraalid, kasutades valemit (16) (vt. naide
N 7.2.1).

2 In3
918. {dex 920. [ e*dx
1
4
/2 : 1
919. fcosxdx 921. f(Qx—l———— _)dx
0 -t

1 ¥x
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_1 .
d 1¥2
922. _{ —-)—Cx— 026, f 4 dx

o Y1 —x?
Tt/h d In3
X
023. [ 927. [-29
nje COSTX Y, ch?x
4 : ik ,
1+x X
924. ) s dx 928, B[X‘?_+1 dx
¢
3 3xt--3x24-1
925. 9x+ 1)dx 929. dx
J e+ f; s

Integreerida jdrgmised funktsioonid, vottes integreerimisloi-
guks funktsiooni madramispiirkonna (vt. ndide N 7.2.2).

930. f(x)__{x3, kui —1<x<<0
Tl kui O<<x<l

931. [ cos—2x, kui nggg
f(x) =1
sin—2x, kui -T-tl<x<EE
L ’ 4 2
932. cos x, Kkui —ng<0

F) =

1 —x2, kui 0<Cx'<<l1
ex, kui 1<x<<Iln4

Leida jargmised integraalid, kasutades valemit (16) (vt. ndide
N 7.2.3).

2 3
933. [ |x|dx 936. [ |x(x—2)|dx
-1 —1
In2 x|
4 . ex_ex
934. {|x-—2|dx 937. _{;——;—-——dx

b1 4
935. [ |cosx|dx
0

Leida jargmised siimmeetrilisel 16igul antud integraalid (vt.
niide N 7.2.4).

| i

™ dx
938. [sindxdx 939. f —
Ml —1 I4-x2
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14
i ’ 2
940. f sinzgdx 943. [ (x°4-x4415x%-44)dx
-2

941. f In(x4-Y1+x%) dx 944. [ (sinx-}-e*)dx
942. fl( cos x-+tan -;-C-—) dx 945. ;f (sin |x|+4]sinx|)dx

Leida jargmised integraalid diferentsiaali mérgi alla viimise
vottega (vt. ndited N 7.2.5 ja N 7.2.6).

i/10

nf2
946. [ sin 2xdx 956, | —°F
6 o~ Y1 — 25
-t [ Inxd
nxdx
947. 1 7_—}_7- 957. _/——x——-
948, [ (2x-+3)? dx 958 dx
"4 ) xInx
T . &
949, [ cos(2x--n)dx 959. [xVx24+9dx
0 0
4 1
950. [ (4 —x)2dx 960. [ (e — 1)%ex dx
0 L)
4 d ' |
‘ 2
951. f————{——- 961. [sin®xcosxdx
o  V3x+4 0
5 2
952. feS=dx 962. [sin®xdx
—2 L
1/2 8 d /
X mf2
953. . Thas 963. _{/_ZVcosx——cosﬁxdx
2/3 d 1 d
x X
954. 5[ TIoe 964. J
1
055. [ X
0 V4—X2
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Kasutades muutuja vahetust, leida jargmised integraalid (vt.

naide N 7.2.7).

4
965. [ — 3%
o 1+Vx

3
Vxdx
Ce 14x

4
067. [ — &
o 1-4+Y14-2x

1
dx
968.
~0f x2+4x+5

969. f dx
2" VYo+4x— x2
1
or0. [—
—0,5 ]/8—'—2)6 — x2

nif2 d
X
971 B[ 1}-sinx

2 —_
| V5 dx

o 3+2cosXx

972.

Leida jargmised integraalid ositi integreerimise teel (vt. néi-

de N 7.2.8).

a

973. fxcosxdx
0
1
974. [xe=xdx
0
JT
975. [xsinxdx
t'L
1
976. [ xarctanxdx
0
3

977. fIn(x+3)dx

0

Leida jargmised integraalid.

a2 p
sin x dx

983.
83 6[1+coszx

1 230

f —
984. [ cosVxdx

0
1/2

985. [arcsinxdx
0

1
986. [ 9445 dx
0

1
978. [ x2cosxdx
9

1
979. [xle~dx
0

/2
980. fexsinxdx
0

expn

981. [ sinlnxdx

1

2
982. fx2Ilnxdx
1

& _
987. [3*dx

oss. [ —S0S¥X gy

n Vx
1

089, [— I
o~ Vx+V1+x
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0 5
990, [ —3% o0, [E4r
—1 14Y14-x 1" Y54-4x

In2 e — —— nj2

991. [ Yor—1dx e
[ Ve 1000. [ xcoslinxdx
i

¥3/2 d
992. f~—£—§——~ . ad
= Y1 —x2 ' ' 3
o ¥ 1001, [ X%
993. [ xarctan*xdx _ 0 Y(x241)2
—2n
1
> 3
994, [ (v —3)ele=d dx 1002, [
1 v x84l
1
| e* dx i
995. | T+e 1003. [-22E gy
0 o cos?x
In3 i
— X - 7t
996. f——l———efdx 1004. [ sin®xYcos xdx
s lte? 0 N
997. [e?*sin3xdx 1005. [ |cos®x|sinxdx
0 - 0
. wE ‘ n
998. [ xsinYxdx 1006. [|1—2sinx]|dx
0 0

§ 7.3. TOKESTAMATA FUNKTSIOONI INTEGRAAL

Olgu funktsioon y=f(x), x=[a,b) (d<<b) integreeruv igas
osaldigus [a, I] < [a, b) ja tokestamata punkti b {imbruses
(joon. 7.1).

Selline funktsioon f ei ole integreeruv loigus [a, D], sest integ-
reeruvuse tarvilik tingimus TT 7.1.1 ei ole tiidetud. Jirgmine defi-
nitsioon iildistab integraali méiste sellisele punkti b {imbruses
tokestamata funktsioonile.

D 7.3.1. Kui funktsioon f on tokestamata punkti b iambruses,
siis tema integraaliks 16igus [a, b] nimetatakse piirvddrtust

b !
[ f(x)dx=1lim [f(x)dx. (32)

a l-b—a
Kui funktsioon f on integreeruv loigu [a, b] igas osaloigus
., 6] = (a,b] ja on tokestamata punkti a fimbruses (joon. 7.2),

siis funktsiooni f integraal 16igus [a, b] defineeritakse analoogi-
liselt.
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0 %
Joon. 7.1
y A
i
|
i
|
| —-
0 a - | b x

Joon. 7.2

D 7.3.2. Kui funktsioon | on tbkestamata punkti a iimbruses,
siis tema integraaliks Idigus [a, b] nimetatakse piirvddrtust

K _fbf(x) dx=llirrijf(x)dx. (33)

Kui funktsioon f on tokestamata 16igu [a, b] sisepunkti ¢ iimb-
ruses, siis tema integraal 15igus [a,b] defineeritakse vordusega

Fiede= Findet jf(x)dx, (34)

kus parempoolsed integraalid on méératud definitsioonide D 7.3.1
ja D7.3.2 jargi.

Analoogiliselt defineeritakse funktsiooni f integraal loigus
[a, b], kus funktsioon | on tokestamata mitme punkti iimbruses.

Definitsioonidega D 7.3.1 ja D 7.3.2 antud integraale nimeta-
takse padratuteks integraalideks.

D 7.3.3. Kui piirvddrtus (32) eksisteerib ja on 16plik, siis oel-
dakse, et pdratu integraal (32) koondub. Muudel juhtudel del-
dakse, et ta hajub.
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Samasugused moisted defineeritakse ka integraali (33) kohta.

Arvutamine. Pératute integraalide arvutamiseks voib kasutada
definitsioonavaldisi (32) ja (33), leides vastavad piirvdirtused.
Algfunktsiooni olemasolu korral kasutatakse jargmisi teoreeme.

T 7.3.1. Kui [unktsioonil | on olemas algfunktsioon F piirkon-
nas |a, b), siis pdratu integraali (32) korral kehtib vordus

b—

(35)

a

_Ff(x) dx=F (x)

T 7.3.2. Kui funktsioonil | on olemas algfunktsioon F piirkon-
nas (a, b], siis pdratu integraali (33) korral kehtib vordus

(36)

b
a+’

fbf(x)clx:F(x)

~ T7.3.3. Kui funktsioonil | on olemas algfunktsioon | piirkonnas
{a, ¢) U (c, b], siis pdratu integraali (34) korral kehtib vordus

T HEw| (37)

b
ST (x)dx=1F(x) -

T 7.3.4. Kui funktsiooni | algfunktsioon F on pidev ldigus (a, b],
siis valemid (35), (36) ja (37) omandavad kuju

FH)de=F ()|,

Viimane valem (38) laiendab Newtoni —Leibnizi valemi (15)
tokestamata funktsiooni integraalile.

Piratute integraalide (32), (33) ja (34) korral kehtivad adi-
tiivsuse, lineaarsuse ja monotoonsuse omadused ning algfunkt-
siooni leidmiseks kasutatakse neid samu votteid, mis maédéiratud
integraali korralgi, s.o. muutujate vahetust, ositi integreerimist
ne.

] Koonduvuse uurimine. Péaratute integraalide koonduvust ja
hajuvust uuritakse jdrgmiste tunnuste abil.

Olgu funktsioonid f ja g integreeruvad igas osaldigus [a, ] <
< [a, b), kus a<<b, ning olgu nad tokestamata punkti b iimbruses.
Vaatleme integraale

(38)

a "

a} f(x)dx, (39)

fewix (40)

KT 7.3.1 (1 vordluslause). Kui raja b mingis vasakpoolses iimb-
ruses kehtib wvorratus
0<<f(x) <g (%),
siis integraali (40) koonduvusest jdreldub integraali (39) koon-
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duvus ja integraali (39) hajuvusest jareldub integraali (40) haju-
vus.

KT 7.3.2. (11 vordluslause). Kui raja b mingis vasakpoolses
imbruses on f(x) >0 ja g(x) >0 ning

T M hus  0<M<oo, (41)

siiz integraalid (39) ja (40) iiheaegselt kas koonduvad v6i haju-
vad.
y Analoogilised vordluslaused kehtivad ka pératu integraali (33)
orral.
Kui funktsioonil f on olemas algfunktsioon F, siis saab kasu-
tada ka jargmisi koonduvustunnuseid.

KT 7.3.3. Integraal (35) koondub siis ja ainult siis, kui

3 lim F (x) =% o0. - (42)
a—>b—
KT 7.3.4. Integraal (36) koondub siis ja ainult siis, kui
3 lim F (x) == =+oo. (43)
X+

KT 7.3.5. Integraal (37) koondub siis ja ainult sits, kui
3 lim F (x) o0, 3Ilim F (x) #=4-00.
x—=>Cc— x—C+
Sageli saab paratu integraali koonduvuse voi hajuvuse iile
otsustada jargmise koonduvustunnuse abil.
KT 7.3.6. Olgu funkisioon f{(x)=0 (okestamata punkti le=
< [a, b] imbruses. Kui leiduvad arvud k ja M, et

M :
f(x) NW, kui x—1, (44)

siis integraal
JT(x)dx

koondub, kui E<<1, ja hajub, kui k=1.
D 7.3.4. Kui funkisiooni |f| pdratu integraal koondub, siis oel-
dakse, et funktsiooni [ paratu integraal koondub absoluut-

selt. ,
Piratu integraali absoluutsest koonduvusest jareldub péaratu

integraali koonduvus, kuid mitte vastupidi.

D 7.3.5. Koonduvat pdratut integraali, mis ei koondu absoluut-
selt, nimetatakse tingimisi koonduvaks.
Kui f(x) =0, siis kirjutised

h h
[f(x)dx<<oo ja Si(x)dx=00
tahendavad vastavalt, et paratu integraal koondub ja hajub.
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Niited
N 7.3.1. Leida integraal

1
J=f1nxdx.
0

Lahendus. Integraalialune funktsioon f(x)=Inx on tokestamata integ-
raali alumise raja a=0 {imbruses. Et funktsioon f on pidev piirkonnas (0, ﬁ,
siis on ta integreeruv igas osaldigus [/, 1] < (0, 1] tunnumse PT 7.1.1 pohjal.
Seega on tegemist pdratu integraaliga. ;

Et funktsioonil f(x)=Inx on olemas algfunktsicon (vi. tilesanne 779)
F(x)=xInx—x piirkonnas (0, 1], siis vbime arvutamiseks kasutada valemit
(36). Seega
1

J=(xInx—x)| =—1—Ilimxlnx=—L
o+ x>0+
N 7.3.2. Leida integraal
e
dx
[
e x¥Inx

Lahendus. Integraalialune funkisioon f on tokestamata integreerimis-
Ioigu [1/e,e] sisemises punktis ¢=1. Ulejddnud punktides, s.o. piirkonnas
[1/e, 1) U (1, e] on funktsioon f pidev ja seepdrast integreeruv selle piirkonna
igas osaldigus tunnuse PT 7.1.1 p&hjal. Seega on tegemist pdratu integraa-
liga.

Algfunktsiooni leidmiseks piirkonnas [l/e,1) J (1,e] viime 1/x diferent-
siaali mirgi alla. Integraali arvutamiseks vdime kasutada valemit (37), siis
saame:

3In?Bx |1 3JIn?Px|*
1

lfe 2

e
J= ‘/‘ln—li’3 xdlnx=
lje

Et vaadeldaval juhul on algfunktsioon pidev integreerimisldigus [1/e, €],
siis voime kasutada ka valemit (38), mis otsekohe annab

3In2x |e

=
2

N 7.3.3. Leida integraal

J= J'x-2 e—1/* Jx.
-1

1+

-"—31 1)=0
—‘é—(—)—-

1fe

Lahendus. Integraalialune funkisioon f on tdkestamata iilemise raja
b=0 iimbruses. Et funktsioon | on pidev piirkonnas [—1,0), siis ta on integ-
reeruv selle piirkonna igas osaldigus [—1,/]. Seega on tegemist pératu integ-
raaliga.

Algfunktsiooni leidmiseks viime 1/x% diferentsiaali mdrgi alla. Niid
valemi (35) pohjal
0

1
J—_—‘ f e_l/xd (—-—-——-) =e—l/x
—1 X

Koonduvustunnuse KT 7.3.3 pohjal vaadeldav pératu integraal hajub.
N 7.3.4. Leida funkisiooni

1/V1 —x2, kui x= [0,1)
f(x)= .
n/2, kui x = [1,2]
paratu integraal, vities integreerimisldiguks funktsiooni méaaramispiirkonna.
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Lahendus. Funktsioon | on tokestamata punkti ¢c=1 imbruses, kuigi
selles punktis c=1 on tal 16plik viartus. Piirkondades [0,1) ja [1,2] funkt-
sioon [ on pidev ja seepérast integreeruv nende piirkondade igas osalbigus
tunnuse PT 7.1.1 pohjal. Et funktsiooni f algfunktsioon

Fx)— {arcsin x, kui x = [0, 1),
ax/2, kui xe= [1,2]

on pidev integreerimisloigus [0, 2], siis vdime arvutamiseks kasutada valemit
(38). Saame: |

2

s = arcsin 0=m.

J=F(x)

N 7.3.5. Niidata integraali
1

sin x dx
o V1—x?
koonduvust.
Lahendus. Integraalialune funktsioon on pidev igas osaldigus [0,]] =

< [0,1) ja on tokestamata dlemise raja b==1 limbruses.
Kehtib vorratus

sin x 1
— =

/
J

VI—x Jl—2
Integraal 13igus [0, 1] parempoolsest avaldisest koondub, s. 0.
' 1

if dx
- < 00,
0 ]/1—'352

Esimese vordluslause KT 7.3.1 pohjal siis ka
1

j‘ sin x dx
- oo,

o Y1—4°

s.0. koondub.
N 7.3.6. Niidata integraali
1
dx

3

0 V1 — x4

koonduvust.
Lahendus. Integraalialune funkisioon on tokestamata iilemise raja

bp=1 iimbruses. Piirprotsessis x— 1— aga on
1 1 1 1

] ~

3 3 3__ 3

VT—x YA+ A+ (1 —x) V4 V1—x
sest 14222 ja 14x—2. Seega koonduvustunnuse KT 7.3.6 pdhjal vaadel-
dav integraal koondub, sest E=1/3<C1.
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Ulesanded

Arvutada jirgmised integraalid v6i veenduda nende hajuvuses
(vt. ndited N 7.3.1, 7.3.2 ja N 7.3.3).

1 1
1007. [-°X o, [ —3%—
0 -Vx —1 Vl—,tz
s * 4
ax
1008, ]/‘- 1012,
~[ xdx 012 __{ ] —cosx
0 d 1
X dx
1009. |- 1013. [ —-
e 2
1 1/2 d
tot0. [—& o, [—Z—
0 ]/l—xz o XN x

Leida pédratud integraalid jargmistest funktsioonidest, vottes
integreerimisloiguks funktsiooni mddramispiirkonna (vt. ndide
N 7.34).

1015. ALy i xe [0, 1),
[(x)=

V1 — x2
n2/8, kui xe[1, 3]
arctan=28 x ,

1016. f(x)= J T kui x=[—1,0),

larctanfl, kui x=0
1017 f(x):{tanx, kui x e [0, n/2),

tanl, kui xe|[n/2, a]
Il—l—x, kui xe=[—2,—1],

1018. f(x)= {In(1+x), kui xe (—1,0],

12(1 —x)+1/¥%  kui xe (0,1]

Niidata jargmiste integraalide koonduvust, absoluutset koon-
duvust voi hajuvust (vt. ndited N 7.3.5 ja N 7.3.6).
3

2
to19. [ 2% 1021, [—— 24
y Yx—1 y V(x—2)(3—x)
2 4 d
1020, [——% 122 [ -
o X —4x+43 _ 5 V(x—3)(4—x)

176



1 .
1023. [ dx 1026. f *dx

3

-1 (3—x)Yl—x2 0 Y (1 —a2)°
1 Joa
x+1
102a. [Etlay 1027, [2recots g,
-1 Va8 0" Ym—x
‘11 3 __ 1
1025, [1nCEVE) 4 1028. [ -ﬁ—_‘i%xz—
0

§ 7.4. LOPMATUTE RAJADEGA INTEGRAALID

D 7.4.1. Kui funkisioon | on mddratud piitkonnas [a, o) ja on
integreeruv igas IGigus [a, ¢] < [a, oo), siis tema integraaliks piir-
konnas [a, oo) nimetatakse piirvddrtust

[7(x)dx= lim f f(x)dx. (45)

D 7.4.2. Kui funkisioon | on mddratud piirkonnas (—oo,b] ja
ta on integreeruv igas 16igus [c, b] = (—oo, b], siis tema integraa-
liks piirkonnas (—oo, b] nimetatakse piirvddrtust

b b
[f(x)dx= lim [[(x)dx. (46)

Definitsioonidega D 7.4.1 ja D 7.4.2 antud integraale nimeta-
takse ka paratuteks integraalideks.

D 7.4.3. Kui piirvddrtus (45) eksisteerib ja on 1oplik, siis Oel-
dakse, et piratu integraal (45) koondub. Muudel juhtudel oel-
dakse, et ta hajub.

Samasugused moisted defineeritakse ka pératu integraali (46)

kohta.
Kui funktsioon f on miiratud piirkonnas (—oo, oo}, siis tema
paratu integraal selles piirkonnas defineeritakse vordusega

Mff(x)dx=_of;:f(x)dx~|— cfoof(x) dx, (47)

kus ¢ on suvaline arv. Seejuures deldakse, et pératu integraal
(47) koondub, kui vérduses (47) paremal molemad integraalid
koonduvad. Muudel juhtudel 6eldakse, et ta hajub. Olgu mérgitud,.
et integraal (47) ei olene arvu ¢ valikust.

Arvutamine. Piratute integraalide (45), (46) ja (47) arvula-
miseks voib kasutada nende definitsioonavaldusi, leides vastavad
piirvddrtused. Algfunktsiooni olemasolu korral kasutatakse jarg-
misi teoreeme.
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T 7.4.1. Kui funktsioonil | on olemas algfunktsioon F piirkon-
nas [a, o), siis kehtib vordus

FHxyds=F(x) |, (48)
kus )
F(x) |, = lim F(x)— F(a).

T 7.4.2. Kui funktsioonil | on olemas algfunktsioon F piirkon-
nas (—oo, b], siis kehtib vordus

Fx)de=F (x)

b

(49)

—0 7

kus
b

F(x)|__ =F(b)— lim F(x).
X—r—00
T 7.4.3. Kui funktsioonil | on olemas algfunktsioon F piirkon-
nas (—oo, 00), siis kehtib vordus

Fixyde=F) |, (50)

kus

F(x)| _ =limF(x) — lim F(x).

xX—>00 X——00

Piratute integraalide (45), (46) ja (47) korral kehtivad adi-
tiivsuse, lineaarsuse ja monotoonsuse omadused ning algfunkt-
siooni leidmiseks kasutatakse neidsamu votteid, mis madaaratud
integraali korralgi, s.o. muutuja vahetust, ositi integreerimist jne.

Koonduvuse uurimine. Pératute integraalide (45) ja (46)
koonduvuse ja hajuvuse uurimiseks kasutatakse jargmisi vordlus-

lauseid.
Olgu funktsioonid f ja g integreeruvad igas ldigus [a,c] <
. [a, ). Vaatleme integraale

f F(x)dx, (51)

fg(x)dx- (52)

KT 7.4.1. (1 vordluslause). Kui raja oo mingis iimbruses kehtib
vorratus
O<F(x)<g(x), |
siis integraali (52) koonduvusest jdreldub integraali (51) koon-
duvus ja integraali (51) hajuvusest jdareldub integraali (52) ha-
juous.
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KT 7.4.2. (11 vordluslause). Kui raja oo mingis fimbruses on
f(x)>0 ja g(x)>0 ning

. =)
aiﬂW—M, kus 0<<M < o0, (53)

siis integraalid (51) ja (52) itheaegselt kas koonduvad voi haju-
vad.

Analoogilised vordiuslaused kehtivad ka pératu integraali
(46) korral.

Praktikas piisab II vordluslause KT 7.4.2 rakendamisel, kui
ndidata ekvivalentsust

f(x) ~ Mg (x)
vaadeldavas piirprotsessis.

Kui funktsioonil f on olemas algfunktsioon F, siis voib kasu-
tada ka jargmisi koonduvustunnuseid.

KT 7.4.3. Integraal (48) koondub siis ja ainult siis, kui
31im F (x) 5= 2= o0. (54)

X=X

KT 7.4.4. Integraal (49) koondub siis ja ainult siis, kui
3 lim F(x)=Aoco. (55)

X—=»—0
KT 7.4.5. Integraal (50) koondub siis ja ainult siis, kui on tai-
detud tingimused (b54) ja (55).
Sageli saab piratu integraali koonduvuse v6i hajuvuse iile ot-
sustada jargmiste koonduvustunnuste abil.
KT 7.4.6. Olgu f(x) =0 iilemise raja oo iimbruses. Kui leidu-
vad arvud k ja M, et

f(x) ~

siis integraal (45) koondub, kui k=1, ja hajub, kui k1.

KT 7.4.7. Kui piirkonnas [a, o)
1) funktsioonil | on olemas tokestatud algfunktsioon;
2) funktsioon g monotoonselt liheneb nullile, kui x— oo, Siis:

integraal

M

—, kui x—> oo, (56)
X

[T(x)g(x)dx

koondub.
Analoogilised tunnused kehtivad ka integraali (46) korral.
Analoogiliselt tokestamata funktsiooni integraaliga defineeri-
takse ka lopmatute rajadega integraalide korral moisted abso-
luutne koonduvus (vt. D7.3.4) ja tingimisi koonduvus (vt.
D 7.3.5).
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Kui f(x) >0 piirkonnas [a, o), siis kirjutised

b

afmf(x)dX<oo ja ;Of(x)dx_:oo

‘tihendavad vastavalt, et pédratu integraal koondub ja hajub.

Niited

N 7.4.1. Leida integraal

oo

x34-1
J= f —1— dx.
1

X

Lahendus. Integraalialune funktsioon on pidev ja seega integreeruv
igas loigus [1,c] < [, ). Seega tegemist on pidratu integraaliga. Valemi
(48) pohjal saame:

[ (e t)am(- )
= f —4— i ——_———
! x? x° * X 4x4

N 7.4.2. Leida integraal

] f dx
- / (1+4x?) arccot? x

Lahendus. Integraalialune funkisioon on pidev ja seega integreeruv
igas 16igus [0, c] < [0, o). Seega on tegemist paratu integraaliga. Valemi (48)
pohjal saame:

oo

d arccot x 1 % i I
] g —] = hm  — — =00
arccot? x arccotx |° x—oo arccot x T

sest lim arccot x=0, kui x— oo (vt. joon. 1.17). Seega vaadeldav integraal
hajub koonduvustunnuse KT 7.4.3 pohjal.
N 7.4.3. Otsustada, kas integraal

o

(Sl
f dx
X

1

koondub vdi hajub.
Lahendus Kogu integreerimispiirkonnas kehtib vorratus

1
0L —e*gle—>
X
ja valemi (48) pohjal

oo

f g* dx=-—e~%

1

oo

1
=—.

1

‘Seega I vordluslause KT 7.4.1 pdhjal vaadeldav integraal koondub.
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N 7.4.4. Otsustada, kas integraal

f x arctan x
—_—dx
O x*4+2x+3
koondub vdi  hajub.
Lahendus. Integraalialune funktsioon on integreerimispiirkonnas mitte-
negatiivne. Et piirprotsessis x— oo on
x arctan x x[n/240(1)}) = 1
B+2x+3  B[l+o(l)] 2 ¥

fgis 2koonduvustunnuse KT 7.4.6 pdhjal vaadeldav integraal 'koondub, sest
=2>1.
N 7.4.5. Niidata integraali

[s+]
f e—* sin 3x dx
i

absoluutset koonduvust.
Lahendus. Et kogu integreerimispiirkonnas kehtib varratus

0= |e—* sin 3x|=Ce™%,

siis 1 vérdluslause KT 7.4.1 pdhjal antud integraal koondub absoluutselt.
N 7.4.6. Otsustada, kas integraal

oc

cos X
dx
x

1

koondub absoluutselt voi tingimisi.

Lahendus. Veendume koigepealt, et integraal koondub. Selleks tahis-
tame f(x)=cosx ja g (x) =1/x. Funkisioonil f on olemas tdkesiatud algfunkt-
sioon sin x ja funkisioon g ldheneb monotoonselt nullile. Tunnuse KT 7.4.7 poh-
jal vaadeldav integraal koondub.

Uurime niiiid integraali absoluutset koonduvust. Et

1
|cos x| >cos2x=—§- {14-cos 2x),

siis piirkonnas [1, o) on

cos X 1 ., cos 2x

-+

==
= 9x 2x

X

Vorratuse paremal poolel oleva funktsiooni integraal

oo

j‘( 1 ' cos 2x )d
' X
: QxT 2x

hajub (esimese liidetava integraal hajub tunnuse KT 7.46 pohjal, aga teise
oma koondub eelmises 15igus ndidatu pohjal). Seega I vordluslause KT 7.4.1

pohjal integraal
I[
hajub.

Kokkuvdttes oleme saanud, et vaadeldav integraal koondub tingimisi.

cos X

dx
X
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Ulesanded

Arvutada jirgmised integraalid voi veenduda nende hajuvu-
ses (vt. ndited N 7.4.1 ja N 7.4.2).

oo

2 dx
1029. fe=xd .
A 1036 l ENI P
" dx F o dx
1030. | —— Y
[ . 1037 f P
—1 d ,
1031. -;2’-‘— 1038. [ xe—=dx
—00 0 -
3 dx o xdx
1032. / 1039. l P
1033. fm 1040 f dx
EARES” © e ax 9
0 -2
3-|—1 f In |x|
1034. 1f 1041. _{)_ po d
1035. fxe“962 dx 1042. fe“x cos x dx
0 0

Otsustada, kas jargmised integraalid koonduvad voi hajuvad
(vt. ndited N 7.4.3 ja N 7.4.4).

00

1043. f , 1047, [ — &
= | 2 xY14-a2
Fox dx " arctan x
1044. | 1048. | ———— dx
‘[ x34-1 ‘1[ X2
dx | X3 dx
1045. e 1049.

_£ (x2-1)* Of (x5-4-2x34-4)2
106, [ 2 g0, [X2rtanx g,
(l_l,._x)z | 3
0 0 ‘Vl_l_xﬂ
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.Otsustada, kas jargmised integraalid koonduvad absoluutselt
voi tingimisi (vt. ndited N 745 ja N 7.4.6).

o0

inx 00

1051, [ S dx 1054. [ sinx?dx

0 0
1052, [ S2% 1055. [ 22X qx

1 Yx 0 *

| mcos X2 o arctan x3
1053. d .

J X 1056 _;,[ T dx

§ 7.5. MAARATUD INTEGRAALI LIGIKAUDNE ARVUTAMINE

Vajadus midratud integraali
b
J= [[(x)dx (57)

ligikaudseks arvutamiseks tekib siis, kui funktsiooni [ algfunkt-

siooni F ei saa avaldada elementaarfunktsioonides voi el saa
seda kiillalt lihtsalt teha.
Jaotame 16igu [a, b] n vordseks osaks punktidega

A=Xg< X1 < ... <Xn=D
ja arvutame funktsiooni vadrtused
yr=[(xz).

1. Ristkiilikvalem. Kui funktsioonil j on olemas pidev tule-
tis J’(x) Idigus [a, b], siis

h—

n

] =

= (yoty1+ . - . FYa1)t+n, (58)

kus

O ), ases

2. Trapetsvalem. Kui funktsioonil [ on olemas pidev teine
tuletis 16igus [a, b], siis

adn—

b—a . n
J= - (—yo—_—;i——l-y1+yz+ e —I—yn—1) +an, (59)
kus b 5
N L
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3. Parabool- ehk Simpsoni valem. Kui n on paarisarv ja
funktsioonil f on olemas pidev neljas tuletis j®(x) Idigus [a, 0],
siis

b_
J= 3na [Yo+yn+4 (y1tyst+ . .. FYnat)+
) +2(yotyit . . - FYyn—2) | +an, (60)
s
b__ 5
=L o), ase<t

Uhe ja sama n korral on trapetsvalem tédpsem ristkiilik-
valemist ja paraboolvalem omakorda tdpsem trapetsvalemist.

Jattes vordustes (58)—(60) éara liikmed a@n, saame ligikaud-
sed valemid integraali (57) arvutamiseks. Seejuures a, jaoks
antud avaldisi saab kasutada tekkinud vea hindamiseks.

Ulesanded

1057. Vottes n=12, arvutada ristkiilikvalemi abil integraal

2n
J xsinxdx
0

ja vorrelda tulemust tidpse vastusega.
Arvutada trapetsvalemi abil jargmised integraalid ja
hinnata tekkinud viga.

1 i
dx (n—=8) 1059. | dx

1058.
98 J J

(n=12)

Arvutada paraboolvalemi abil jargmised integraalid.

9 __ 1 A
1060. [Yxdx (n=4) 1061. [7}3+4cosxdx (n==6)
1 0

1062. Arvutada integraal

1
[exdx

0

tipsusega kuni 0,001.
1063. Kasutades valemit

1
4 dx
T_Of 1 x2

arvutada arv s tdpsusega 0,00001.




VIII. INTEGRAALARVUTUSE RAKENDUSI
§ 8.1. TASANDILISE KUJUNDI PINDALA ARVUTAMINE

Olgu antud tasandiline kujund, s.o. tasandil asetsev
punktide hulk.

D 8.1.1. Oeldakse, et tasandiline kujund on tdkestatud,
kui teda saab paigutada l6pliku raadiusega ringi. Vastasel juhul
deldakse, ef ta on tokestamata.

Tasandilise tokestatud kujundi K pindala mdiste defineerimi-
sel votame aluseks hulknurga pindala, milleks loeme teda moo-
dustavate kolmnurkade pindalade summa.

Olgu hulknurgad A ja B pindaladega vastavalt Sa ja Sg
sellised, et A — K « B. Siis alati

sup Sa<< inf Sg.
AcK BoK

D 8.1.2. Kui kehtib vordus
sup Sa= inf S,

AcK BDOK

siis oeldakse, et kujund K on mootuv, ja arovu

S=sup S4=ini Sp

AcK BoK

nimetatakse kujundi K pindalaks.

Kujundi pindalal on jargmised omadused. Olgu mootuvate
kujundite K, K; ja K. pindalad vastavalt S, S; ja S..

Pindala monotoonsus. Kui K; < Ks, siis $;<<S..
. Pindala aditiivsus. Kui kujund K jaotub osadeks Kj ja Kb,
millel pole iihiseid sisepunkte, siis S=Si+S..

Jargmine definitsioon annab pindala moiste, kui kujund K on
tasandiline joon, s.o. tasandil asetsev joon.

D 8.1.3. Oeldakse, et joone pindala on null, kui leidub kui
tahes vdikese pindalaga hulknurk, mis sisaldab seda joont.
Sileda joone pindala on null.

T 8.1.1. Tasandilise tokestatud kujundil on pindala olemas
siis ja ainult siis, kui tema rajajoone pindala on null.

Tasandilise kujundi pindala arvutamiseks kasutatakse jarg-
misi valemeid.
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_ 1. Olgu funktsioon f(x) =0 pidev loigus [a, b]. Siis (joon 8.1)
kovertrapets abBA, s.o. kujund, mis on piiratud iilalt joo-
nega y=/f(x) ja alt x-teljega ning vasakult ja paremalt vasta-
valt sirgetega x=a ja x=>b, on mootuv ja tema pindala S aval-
dub valemiga

(1)

Valem (1) annab miiratud integraali geomeetrilise tdhen-

duse.
Kui joon y=f(x) on antud parameetriliste vorranditega

x=x(t), y=y), t<]apl
siis valemi (1) kasutamjseks teeme integraalis muutujate vahe-
tuse x=x(t), siis dx=x'(f)dt ja y=y(¢) (vt. ndide N 8.1.2).
9. Olgu funktsioonid f ja g pidevad lbigus [a, b], kus g(x) <<
<f(x). Siis kovertrapets, mis on piiratud (joon. 82) iilalt ja
alt vastavalt joontega y=F[(x) ja y=g(x) ning vasakult ja pa-

Joon. 8.2
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Joon. 84

remalt vastavalt sirgetega x=a ja x=»b, on mostuv ja tema
pindala S avaldub valemiga

S= [ ITm—gx)]dx @

Valemist (2) jareldub valem (1), kui g(x)=0 ldigus [a, b],
s.t. kui joon y=g(x) on x-telg.

Kui kovertrapets on siimmeetriline y-telje suhtes (joon. 8.3),
siis valem (2) omandab kuju

S=2 [ T/()—g(]dx ®)

Kui aga kovertrapets on siimmeetriline x-telje suhtes (joon.
8.4), siis valem (2) omandab kuju

S=2ff(x) dx. (4)

3. Olgu funktsioon x(y)=0 pidev ldigus [c,d]. Siis kover-
trapets, mis on piiratud (joon. 8.5) alt ja iilalt vastavalt sirge-
tega y=c ja y=d ning vasakult y-teljega ja paremalt joonega
x=x(y), on mootuv ja tema pindala S avaldub valemiga
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y A
r=rg)
o=
>
(9 "
y A




e d
S=[xdy. (5)

4. Olgu funktsioon r(p)=0 pidev 15igus [a, 8]. Siis sektor,
mis on piiratud (joon. 8.6) polaarkoordinaatides antud kiirtega
¢=a ja ¢=p ning joonega r=r(gp), on mootuv ja tema pind-
ala S avaldub valemiga

B
1! :
=—§“&[ r2 dIQD (6)

5. Kui tasandilist kujundit saab jaotada loplikuks arvuks ko-
vertrapetsiteks, siis see kujund on mootuv ja pindala aditiivsuse
omaduse pohjal vordub tema pindala S iiksikute kovertrapetsite
pindalade summaga. Néiteks joonisel 8.7 antud kujund on jaota-
tud kolmeks kovertrapetsiks, mille pindalad Si, S» ja Ss on arvu-
tatavad valemiga (2). Seega selle kujundi pindala on S=

=381+S2+Ss.

Niited
N 8.1.1. Leida joontega y=x? ja y’==x piiratud kujundi pindala.
Lahendus. Joonistame koigepealt vaadeldava kujundi (joon. 8.8). Joo-

niselt nieme, et kujund on kovertrapets, mis on piiratud {ilalt joonega y=yx
ja alt joonega y=x? ning vasakult ja paremalt vastavalt sirgetega x==0 ja
¥—1. Et funktsioonid y=2x ja y=x? on pidevad (mistdttu kujund on mootuv),
siis saame kujundi pindala arvutada valemi (2) jargi

1 1
S= X —x)dx=—.
[ (=) ds=g

y=vx

X

y=x

n
| =S

Q2

Joon. 8.8
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t=n/2

~] =~
il
Q

Joon. 8.9

N 8.1.2. Leida ringi pindala, kui ringi raadius on r.

Lahendus. Paigutame ringi xy-tasandil keskpunktiga koordinaatide
alguspunkti (joon. 8.9). Meil piisab leida esimeses veerandis oleva ringi osa
pindala, hiljem korrutame selle neljaga.

Kasutame valemit (1). Selleks votame ringi vaadeldavat osa piirava ring-
joone vorrandi parameetrilisel kujul x=r cos t, y=rsint, t < [0,7m/2] ja teeme
valemis (1) muutuja vahetuse x=rcost, siis dr=—7 sinf d¢ ja y=rsint.
Et punktile a vastab t=mn/2 ja punktile & vastab ¢=0, siis valemi (1) pohjal

: 1] n[2
S=4 [rsint(—r) sint dt=4r% [ sin®¢ df =mnr2,
n/2 ]

Ulesanded

Leida jargmiste joontega piiratud kujundite pindalad (vt.
naited N 8.1.1 ja N 8.1.2).
1064. y=x2, y2=8x
1065. y—e*, y=0, x=0, x=1
1066. y=2x — x?, x+4y=0
1067. y=x2, y==x3
1068, y=cosx, y=0, x=—n/2, x=n/2
1069. y=sinx, y=—sinx, x=0, x=n
1070. y=|Inx|, y=0, x=1/e, x=¢
1071. x2/a?4-y2/b2=1 (ellips)
1072. 2=x2(a2— x?)
1073. y=x21nx, y=0
1074. r=a(l4-cos¢) (kardioid) ‘
1075. r=asin3p (kolmeleheline roos) ,
1076. r=2a(24-cos ¢)
1077. (2+42)2— a2x2 — b2y2=0
1078. (x24y2)2=a2(x2—y?) (Bernoulli lemniskaat)
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1079. Leida joone x=Int, y=e>—28, t& [1,€] ja koordinaat-
telgedega piiratud kujundi pindala.

1080. Leida tsiikloidi x=a(t—sint), y=a(l — cos t) {the kaare
ja x-teljega piiratud kujundi pindala. \

1081. Leida joonega x2y2=4(x—1) ja selle kiinupunkte ldbiva

- sirgega piiratud kujundi pindala.

1082. Kujund on piiratud joonega y=sin®x+4-cos’x ]a x-telje loi-
guga, mis lihendab selle joone kahte jarjestikulist loike-
punkti x-teljega. Leida kujundi pindala.

Leida jiargmiste joonte ja nende asiimptootidega piira-
tud kujundite pindalad.

1083. (14-x2)y=1 1085. xy?—8 — 4x
x3

1084. —— —x?f2 ' . 2 e ———

y==xe 1086 P=gy

§ 8.2. KEHA RUUMALA ARVUTAMINE

D 8.2.1. Oeldakse, et ruumiline kujund ehk keha on tokes-
tatud, kui teda saab paigutada I6pliku raadiusega kerasse. Vas-
tasel juhul oeldakse, el ta on tokestamata.

Tokestatud keha K ruumala moiste defineerimisel ldhtume
hulktahuka ruumalast, milleks loeme hulktahukat moodustavate

firamiidide ruumalade summa.
Olgu hulktahukad A ja B ruumaladega vastavalt V4 ja Vg sel-
lised, et A = K< B. Siis alati

sup VA‘-§_, inf VB.
AcK BODK

D 8.2.2. Kui kehtib vordus
sup Va= ini Vs,

AcK BDoK
siis oeldakse, et keha K on mootuv, ja arvu
V= sup VA= il‘lf VB

AcK B>K

nimetatakse keha K ruumalaks.

Keha ruumalal on jargmised omadused. Olgu kehade K, K ja
K, ruumalad vastavalt V, V, ja Va.

Ruumala monotoonsus. Kui Ky Ko, siis Vi << Va

Ruumala aditiivsus. Kui keha K jaotub osadeks K; ja K, millel
pole iihiseid sisepunkte, siis V=V,4V..

Keha ruumala arvutamiseks kasutatakse jargmisi valemeid.

1. Olgu keha piiratud tasanditega x=a ja x=>0 (joon. 8.10)..
Vaatleme keha loikeid tasanditega, mis on risti x-teljega. Kohal x
voetud 1oike pindala olgu S(x). Eeldame veel, et iga kahe loike
korral ithe projektsioon teisele asetseb taielikult selle sees (joon.
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Joon. 8.10

Joon. 8.11

8.10). Kui S(x) on pidev funkisicon oma midramispiirkonnas
la, b], siis vaadeldava keha ruumala V avaldub valemiga

b
V= [S(x)dx. (7)
a
2. Olgu funktsioon f pidev l6igus [a, b]. Vaatleme podrdkeha,

mis tekib kovertrapetsi abBA poérlemisel iimber x-telje (joon.

8.11). See po6rdkeha on m66tuv ja tema ruumala V avaldub vale-
miga

b
V=n [ y2dx. (8)
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y A

Joon. 8.12

y A

Joon. 8.13

Valem (8) on erijuhtum valemist (7).

3. Olgu funktsioonid [ ja g pidevad 1digus [a, b}, kus
0<f(x)<g(x). Vaatleme podrdkeha, mis tekib kovertrapetsi
CDBA pooriemisel iimber x-telje (joon. 8.12). See podrdkeha on
modtuv ja tema ruumala V avaldub valemiga
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V=] [[*()— g*(x) 4. 9y

Kui g(x)=0 ldigus [a, b], siis valemist (9) saame valemi
(8).
4, Olgu funktsioon f pidev 16igus [a, b]. Vaatleme pdordkeha,
mis tekib kovertrapetsi abBA poodrlemisel iimber y-telje (joon. 8.13).
See pdordkeha on mootuv ja tema ruumala V avaldub valemiga

b
V=2r [ xy dx. (10)
a

Niited

N 8.2.1. Leida piiramiidi ruumala V, kui pliramiidi pohja pindala on S ja
korgus on A ning pilramiidi fipu projektsioon piliramiidi pohjale asetseb viimase
sees.

Lahendus. Paigutame piiramiidi nii, et tema pohi asetseks yz-tasandil
ja tipp oleks x-telje positiivsel poolel (joon. 8.14). Votame kohal x piiramiidi
16ike risti x-teljega. Selle 1oike pindala S(x) leidmiseks kasutame geomeetriast
teadaolevat tulemust, et piiramiidi kahe ristloike pindalade suhe vordub nende
kauguste (piiramiidi tipust) suhte ruuduga. Seepédrast

Sx=~£—x—h2.
() =— (x—Hh)

kust

Et S(x) on pidev funktsioon ldigus [0,#] ja iga kahe 13ike korral dhe
projektsioon teisele asetseb tdielikult selle sees, siis voime kasutada valemit (7),
mis annab

h
S S P 1
V=—E2-a[(x“h)2dx=?h? (x—h) lo =§-Sh.

YA

Joon. 8.14
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!

a=0 b=nh
Joon. 8.15
Y
4
\\
<)
N
y
\\—_//‘;i
Joon. 8.16

N 8.2.2. Leida poordtiivikoonuse ruumala V, kui koonuse pohjade raadiu-

sed on R ja r ning korgus on A.
Lahendus. Poordtiivikoonus tekib trapetsi abBA pborlemisel iimber

x-telje (joon, 8.15). Leiame sirge AB vorrandi y=mx-c. Saame:
R—r
m=tang=—=—m——, C¢=TI.

h
Seega valemi (8) pdhjal

h

. . P)
V=nf(mx+c)2dx=nJ( Rh 4 x—]—r) dx=—:rg1 (R*+Rr-+1%).

0

N 8.2.3. Leida kera ruumala, kui kera raadius on R.

Lahendus. Kasutame valemit (8). Selleks vaatleme kera kui ringt
x2+y2<<R? pooriemisel iimber x-telje tekkinud poOrdkeha. Jooniselt 8.16 on
niha, et y2—=r? —x% Kujund on simmeetriline, seetottu voime leida poole kera
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ruumalast, kui x < [0,r], ja vGtta selle kahekordselt. Valemi (8) p&hjal on
siis
T 4
V=2n [ (r*—x?)dx=—nr?.
o 3
N 8.24. Leida ruumala kehal, mis tekib joontega y=sinx, kus x & [0, n],
ja y=0 piiratud kujundi poéorlemisel {imber y-telje.
Lahendus. Joonistame koigepealt vaadeldava kujundi (joon. 8.17).

'}
1l y=sinx

4 ’////1/%/ // Z [f/ U //// r
0 Y= ) 4

Joon. 8.17

Et funktsioon y=sinx on pidev, siis tekkiva pO6rdkeha ruumala leidmiseks
voime kasutada valemit (10). Saame:

. i1
V=2n f x sin x dx==2n2,
¥]

Ulesanded

Leida jargmiste pindadega piiratud kehade ruumalad (a, b, ¢
on positiivsed konstandid) (vt. ndide N 8.2.1).
1087. x-ty+z=1, x—y+z=1, x=0, z=0
2

X%y c
1 . — e _——— > =0
088 a2+ =L _ (x=0), =z

x: oy 22 .
1089. a-2+b2+ cz—_1 (ellipsoid)

1090. x2fp2=a? 2422—n2
Leida ruumalad kehadel, mis tekivad jargmiste joontega pii-
ratud kujundite péorlemisel timber x-telje (vt. ndide N 8.2.2).
1091. y=sinx (0<<x<<m), y=0
1092. xy=4, y==0, x=1, x—4
1093. y=x2, 12—y
1094. y=e™ (0<x<<oo), y=0
1095. Leida kera segmendi ruumala, kui kera raadius onr ja seg-
mendi korgus on A (vt. ndide N 8.2.3).
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1096. Leida kera sektori ruumala, kui kera raadius on r ja sek-
torit moodustava pédrdkoonuse korgus on A.

_ Leida, missuguse ruumalaga kehad tekivad jirgmiste joontega
piiratud kujundite péoérlemisel iimber y-telje (vt. ndide N 8.2.4).

1097. y=e*, y=0, x=0, x=1
1098. y=Inx, y=0, x=1, x=e
1099. 124+ x-—4=0, x=0 '

x2 yz

1101. Yx+7Vy=Va, x=0, y=0
1102. x=asin3f, y=>bcosdt, t < [0, 2n]
1103. x=a(t—sint), y=a(l —cost), te[0,2x]; y==0

§ 8.3. Joone kaare pikkus

Olgu pideva joone kaar AB antud parameetriliste vorranditega

x=x(t), y=y(), t=]lapl,
kus parameetri viirtusele ==q vastab kaare otspunkt A ja vaar-
tusele #==8 kaare otspunkt B. Jaotame 16igu [a, §] osadeks punk-
tidega
~a=l‘0<t{< .o <tn‘——"’~ﬁ
Olgu -
- A= max ({;i—ti).
I<<is=n

Leiame kaarel AB punktid P;, mis vastavad parameetri véartus-
tele t;, ja ithendame nad sirgloikudega (joon. 8.18). Saame kaol-
murdjoone, mille pikkus olgu p.

D 8.3.1. Joone kaare AB pikkuseks s nimetatakse piir-

vdartust
s==lim p.
A0
Kaart, millel on olemas loplik pikkus, nimetatakse sirgestu-
vaks. '

P —— | B=Fn
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Joone kaare pikkusel on jirgmised omadused. Olgu kaarte AB,
AyB, ja A,B, pikkused vastavalt s, s; ja sz

Pikkuse monotoonsus. Kui kaar A,B, on kaare AsB5 0sa, siis.
 §18s.

Pikkuse aditiivsus. Kui kaar AB jaotub kaheks kaareks A;B;
ja Ang, siis S':S1+Sz.

Jdoone kaare pikkuse arvutamiseks kasutatakse jargmisi vale-
meid.

1. Olgu funktsioonil y(x) olemas pidev tuletis y'=y"(x) 16i-
gus [a, b]. Siis joon

y=y(x), x<]ab] (11)
on sirgestuv ja tema pikkus s avaldub valemiga
b .
s= [VI+y?dx. (12)

2. Olgu funktsioonidel x(#) ja y(f) olemas pidevad tuletised
x'=x'(t) ja y’'=y (t) loigus [a, ]. Siis joon

x=x(l), y=y), t=lafl (13)
on sirgestuv ja tema pikkus s avaldub valemiga
B o . .
s= [Yx%ty*dt. (14)
[#2

3. Olgu funktsioonil r (@) olemas pidev tuletis r'=r'(p) loigus
[«, 8]. Siis joon, mille vorrand polaarkoordinaatides on

r=rg), @< ab] | (15)
on sirgestuv ja tema pikkus s avaldub valemiga
p .
s= [Yrz+r2de. (16)
&
Niited

N 8.3.1. Leida sirgloigu

y=13x+2, xe1[0,2]
pikkus.

Lahendus. Joone vdrrand on kujul (11), seepdrast kasutame valemit
(12). Et y’2=3, siis valemi (12) pohjal

4

2 2
§= fVl—]—3 dx=2_[ dx=4.
] 0

N 8.3.2. Leida ringjoone

o X yt=r?
pikkus
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Lahendus. Esitame ringjoone vorrandi parameetrilisel kujul
x=rcosf, y=rsint, ¢t ][0,2n]

ja arvutamiseks kasutame valemit (14). Et x’=—rsint, y'=rcos{, siis

2z 2n
s= [ Vr*sin®t+ricos’t dt==r [ dt=2mr.
o v

Ulesanded

N 8Leida jargmiste joonte mirgitud kaarte pikkused (vt. nédide
N 8.3.1).

2 | ‘
1104. y=-—3—x3f?- (0=<<x=<<3) 1105. y=Incosx '(nggd<-g—)

1106. y=%-[x]/x2—l—ln(x—|-]/x2—l)] (l<x<1+ta)

1107. y=a ch% (—a<x<a)

Leida jargmiste joonte pikkused (vt. ndide N 8.3.2).
1108. x=a(t—sint), y=a(l —cost), ¢ [0, 2a]
1109. x2Bf12B==q28  (astroid)

1110. fﬁ\¢2, P = [0, ]/5] ;

1111. r=a(l-4}cosp) (kardioid)

1112. Leida hiiperboolse spiraali rg==1 kaare pikkus punktide
(2, 1/2) ja (1/2,2) vahel.

1113. Leida, kui pikk on logaritmilise spiraali r=ae™® kaar, mis
asetseb ringis r=a.

1114. Leida joone

3

t
t L]
‘[ cosz I'f sinz
X= dZ, y=f dz
1 < 1 ! z

kaare pikkus nullpunkti ja selle lihima punkti vahel, kus
puutuja on vertikaalne.

1115. Toestada, et sinusoidi y==sinx iihele perioodile vastava
kaare pikkus on vordne ellipsi pikkusega, kui ellipsi pool-

teljed on V2 ja 1.

§ 8.4. POORDPINNA PINDALA

Olgu xy-tasandil antud sirgestuv joon AB ja mingi seda joont
‘mittelikav sirge c¢. Jaotame joone AB punktidega P; osadeks ja
moodustame koolmurdjoone nagu joone kaare pikkuse defineeri-
misel paragrahvis 8.3 (joon. 8.19).

Joone AB pdbrlemisel iimber sirge ¢ tekib podordpind 7, aga
'kd6lmurdjoone pdorlemisel tekib tiivikoonuste kiilgpindadest koos-
nev podrdpind K.
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Joon. 8.19

D 84.1. Po66rdpinna T Pindalaks nimetatakse péord-
pinna K pindala piirvddrtust, kui kaarte PiyP; maksimaalne pik-
kus liheneb piiramata nullile. _

Péérdpinna T pindala arvutamiseks kasutatakse jargmisi vale-
meid.

1. Olgu joone AB punktid M sirgest ¢ kaugusel h=h(s), s
& [0,1], kus s on kaare AM pikkus (joon. 8.19) ja I on kogu
joone AB pikkus. Siis podrdpinna T pindala S avaldub valemiga

!

S=2n [ h(s)ds. (17)
0

2. Olgu x-telg sirgeks ¢ ja olgu joon AB antud ilmutatud var-
randiga

y=y(x), xe&]a, b], (18)

kus punktile A vastab argumendi vadrtus x=gq ja punktile B

vadrtus x=b. Kui funktsioonil (18) on olemas pidev tuletis, siis
valem (17) omandab kuju

b _-—
S=2xn fyY1+y2dx, - (19)

3. Olgu x-telg sirgeks ¢ ja olgu joon AB antud parameetri-
liste vorranditega ‘

x=x(l), y=y(t), te]ag] (20)

kus punktile 4 vastab parameeter /=g ja punktile B parameeter
=p. Kui funktsioonidel (20) on olemas pidevad tuletised, siis
valem (17) omandab kuju

);4 fF 8
A S=2n [ y V¥ F g7 dt. (21)

Kui y-telg on sirgeks ¢, siis samadel tingimustel

B
S=2n [ xYx24 5% dt. (22)
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4. Olgu polaartelg sirgeks ¢ ja olgu joone AB vorrand polaar-
koordinaatides o _
T o r=r{g), 9 [a ] | B - (23)
kus punktile ‘A vastab p=aq ja punktile B vastab ¢p=28. Kui funkt-
iio_onil (23) on olemas pidev tuletis, siis valem (17) omandab
kuju

. o
S=2xn [ rsing Yr24r2dep. L (24)
a A S

N 84.1. Leida sfadri =
x2+y2+z2=r2 |
pindala.
Lahendus. Seda sfdiri- voib vaadelda: péordpinnana, mis ‘tekib. ring-
joone x*+y*=r? podrlemisel {imber x-telje. Votame sellest ringjoonest esimese
veerandi. parameetrilisel kujul - . ... . . U
' x=rcost, g=rsint, t&[0,7/2]. N ,

Selle veerandi pddrlemisel iimber x-telje saame pool sfddri pinnast. Arvutami-
seks kasutame valemit (21); kogu sfiiri pindala saamiseks korrutame valemis
olevat integraali” kahega. Et x"24y"2=r2, siis _ :

n2 ' '

S=4n J'.r sinf r di=4nr2,
0 B .

-

Ulesanded

{ 'ieida jargmiste joomte'i poorlemlsel {imber x-telje tekkinud
podrdpindade pindalad (vt. ndide N 8.4.1). ' .
1116, 3y —x*=0 (0<<x<<a) .~ 1118.y=ach (x/a), xe< [0, a]
117, 2=2x (0<<x<<3/2) 1119, x28 28— g3

1120." x=e'sint, y=e'cost, t<[0,n/2] ~ . .

- Leida jérgmiste joonte poorlemisel ‘iimber y-telje tekkinud pin-
dade pindalad. S T e -
121, x==a(t—sint), y==a(l—cost), te [0, 2n]

122, x=4—#/2, y=8#/3, te]0, 2y2] o
1123. : Leida kardioidi r=a(l+4cosgp) poddrlemisel iimber polaar-
telje tekkinud p6ordpinna pindala. -

1124.. Tsiikloidi iiks kaar poorleb iimber oma siimmeetriatelje.
Leida tekkinud- poordpinna pindala. S
1125. Astroid x=acos®t, -y=asin®¢. psorleb iimber sirge y=x.
Leida tekkinud podérdpinna pindala. , |
1126, Joon y=e* (x=0) podrleb iimber x-telje. Leida tekkinud

pinna pindala.
1127. Joon x==cosi+Intan({/2), y==sint podrleb iimber x-telje.
Leida tekkinud pinna pindala, A

14 Matem. anal. praktikum I . 201



§ 8.5. MAARATUD INTEGRAALI FUUSIKALISI RAKENDUSI

Olgu funktsioon f(x) integreeruv 16igus [a, b]. Siis integraali
aditiivsuse omaduse (§ 7.1) pohjal igas osaldigus [a, 8] < {a, b}
eksisteerib suurus '

Qa.p)=1(x) dx
mis taidab tingimu.,st ' N
Q (e, ﬂ)= Q((l, c) +Q{c, ﬁ)

iga ¢ e [a, 8] korral.

Selliseid suurusi Q (e, 8) nimetatakse aditiivseiks 13i-
gust [a,8] soltuvateks suurusteks.

Niiteks joone kaare pikkus, tasandilise kujundi pindala, keha ruumala,
poordkeha pindala, kujundite mass, materiaalse punkti likumisel jou poolt teh-
tud t66 jne. on aditiivsed I5igust soltuvad suurused.

Jirgmine teoreem annab eeskirja viirtuse Q=Q(a, b) arvu-
tamiseks, kui on teada vairtus

AQ=Q(x, x+Ax)
suvalisel osaldigul [x, ¥+Ax] pikkusega Ax.

T 85.1. Kui leidub selline IGigus [a, b] integreeruv funktsioon
g(x), et kehtib vordus

| AQ=¢(x)Ax+a, (25)
Rus a=o0(Ax), siis . |

0=fomix (26)

Sees (25) tahendab iihest kiiljest, et kehtib ligikaudne vordus
AQ~q(x)Ax, ja teisest kiiljest, et funktsiooni Q(a, x) diferent-
siaal on dQ(a, x) =g (x)Ax. - .

Seega suuruse Q. leidmiseks 16igus [a, b] teoreemi T 8.5.1 abil
tuleb vorduse {(25)-jargi leida see suurus ligikaudu kujul g(x)Ax
kui fahes viikeses osaldigus [x, x4Ax] pikkusega Ax. Sageli sda-
dakse seos g(x)Ax intuitiivselt, hindamata tehtavat viga e (vt.
niide N 8.5.2). L e
 Vaatleme xy-tasandil asetsevate geomeetriliste kujunditega se¢-
tud fiifisikalisi suurusi ja nende leidmist. Eeldame, et need kujun-
did_.on homogeensed, s.t. mass tdidab neid iihtlaselt tihedu-
sega p=const. Kui g=1, siis joone mass langeb arvuliselt kokku
tema pikkusega ja tasandilise kujundi mass tema pindalaga ning
keha mass tema ruumalaga. L L
. 1. Staatilised momendid. Materiadlse punkti P massiga m
staatiliseks momendiks telje I suhtes nimetatakse suu-
rust Mi=md, kus d on punkti P kaugus teljest.
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Kui leitakse mitme punkti staatiliste momentide summat, vge-
takse iihel pool telge olevate punktide kaugused pluss- ja teisel
pool telge olevate punktide kaugused miinusmirgiga.

Kui punkti P=(x,y) mass on m, siis tema staatilised mo-
mendid x- ja y-telje suhtes on

My=my, M,=mx.

Olgu antud tasandiline joon x=x(s), y=y(s), kus s < [0, L]
on joone kaare pikkus ning x(s) ja y(s) on pidevad funktsioonid.
Selle joone staatilised momendid x- ja y-telje suhtes avalduvad
valemitega |

L L |
Me=g[y(s)ds,  My=o[x(s)ds, (27)

kus ¢ on joone joontihedus, s.o. iihikulise pikkusega joone
1mass. | ' - :
Kui homogeenne tasandiline joon on antud vérrandiga y=
=y(x), x < [a, b], kus funktsioonil y(x) on olemas pidev tuletis,
siis tema staatilised momendid x- ja y-telje suhtes avalduvad vas-
tavalt. valemitega ‘

b ——— b — .
Mi=o [yVI+y2dx, My=p [x¥14y?dx, (28)

kus p on joone joontihedus.

Kui homogeenne tasandiline kujund on piiratud pideva joo-
nega y=y(x), x-teljega ning sirgetega x=a ja x=», siis tema
staatilised momendid x- ja y-telje suhtes avalduvad valemitega

b b
| r ; '
x=—g-fy|y|dx_, M,,=Qﬁx|y|dx, - (29)

kus o on kujundi pindtihedus, s.o. iihikulise pindalaga mass.

Kui homogeenne tasandiline kujund on iilalt ja alt piiratud
pidevate joontega y=/f(x) ja y=g(x) >0 ning vasakult ja pare-
malt sirgega ¥==a ja x=", siis tema staatilised momendid x- ja
y-telje suhtes on |

b b S
M=2 f1rm—gmldan M=o xli—emax,  (30)

kus o on kujundi pindtihedus. ]

2. Inertsimomendid. Materiaalse punkti P massiga m inert-
simomendiks telje I suhtes nimetatakse suurust /=md?, kus
d on punkti P kaugus teljest 1.

Kui punkti P=(x,y) mass on m, siis tema inertsimomendid
%x- ja y-telje suhtes on )

li=my?,  Iy=mx2 (31)
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Olgu "antud homogeenne tasandiline joon x=x(s), y=y(s),
kus s < [0, L] on joone kaare pikkus ning x(s) ja y(s) on pide-
vad funktsioonid. Selle joone inertsimomendid x- ja y-telje suhtes
avalduvad valemitega

L ‘ L
li=e[y*ds, Iy=¢fsds, (32)

kus o on joone joontihedus. |

Kui homogeenne tasandiline joon on antud vérrandiga y=
=y(x), x < [a, b], kus funktsioonil y(x) on olemas pidev. tuletis,
siis tema inertsimomendid x- ja y-telje suhtes on :

b . . b -
Le=p [ y*V1+y2dx, [=p¢ [**V1+y?dx. (33)
a a

3. Massikeskmed. Tasandilise kujundi massi- ehk inertsi-

keskmeks nimetatakse punkti C= (& #) koordinaatidega
_M, M
M M

kus M, ja M, on kujundi staatilised momendid y- ja x-telje suh-
tes ning M on kujundi mass. ,, .

Kujundi massikeskmel C= (&, n) on see omadus, et kui koon-
dada kujundi kogu mass punkti C, siis selle punkti C staatiline
moment iga telje suhtes on vordne kujundi staatilise momendiga
selle telje suhtes. | o

Kui kujundil on olemas siimmeetriatelg, siis 1dbib see tema
massikeset. |

Homogeense tasandilise joone x=x(s), y=y(s), s [0, L1,
kus x(s) ja y(s) on pidevad funktsioonid ja s on joone kaare pik-
kus, massikeskme C== (& 7) koordinaadid avalduvad valemitega

r 1 -
§=%fx(s) ds, 17=—I“—“ffy(_s) ds, (34)
: (] 0

kus L on joone pikkus. -

Kui homogeenne tasandiline joon on antud vorrandiga y=
=y(x), x = [a, b], kus funktsioonil y(x) on olemas pidev tuletis,
siis tema massikeskme C= (&, n) koordinaadid on -

b b
R 1if —
e=1 [ VTFPdr,  g=1[yTTF77a (9)

kus L on joone pikkus. |

Kui homogeenne tasandiline joon on antud parameeiriliste
vorranditega x=x(t), y=y(t), t = [a, 8], kus funkisioonid x(¢)
ja y(t) on olemas pidevad tuletised, siis tema massikeskme C=
= (&, n) koordinaadid avalduvad valemiga
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B - B
| [ =i [ T
- §=‘ff x Y2ty di, n="i“‘f yyxity2ds, o (36)
o ) a o

kus L on joone pikkus.

T 8.5.2. (Pappose—Guldini 1 teoreem). Tasandilise joone podr-
lemisel teda mitteldikava ja joone tasandil asetseva telje iimber
tekkinud poérdpinna pindala vordub selle joone pikkuse ja tema
massikeskme poolt moodustatud ringjoone pikkuse korrutisega.

Kui homogeenne tasandiline kujund on piiratud dlalt ja alt
joontega y=/f(x) ja y=g(x), kus [ ja g on pidevad funktsioonid,
ning vasakult ja paremalt sirgetega x=a ja x==b, siis tema
massikeskme C== (& n) koordinaadid avalduvad valemitega

b b | »
=t [aim—g0lar, a=gs [ PO—g@ldn 67

kus S on kujundi pindala.

T 8.5.3 (Pappose—Guldini Il teoreem). Tasandilise kujundi
poérlemisel teda mitielbikava ja kujundi tasandil asetseva telje
iimber tekkinud poordkeha ruumala vordub selle kujundi pindala
ja tema massikeskme poolt moodustatud ringjoone pikkuse korru-
tisega. , - ‘

4. Punkti poolt libitud tee. Kui punkt liigub mddda mingit
joont ajamomendil ¢ kiirusega v=0v(?), siis ajavahemikus [, t2]
ldbitud tee pikkus s on

s— fo(tydt. o (38)

5. T66 arvutamine. Libigu materiaalne punkt P sirgjoonelisel
teel liikumise suunas mdjuva jou f toimel 16igu [si, sz].
Kui joud f on konstantne, siis jou j poolt tehtud t66 W on

W=Ff(s2— s1). (39)
Kui joud f ei ole konstantne, s.o. f=f(s), ja f(s) on pidev
funktsioon, siis jou f poolt tehtud t66 W on

W= [(s)ds. O (40)

Kui punkti P mass on m ja liikumiskiirus kohal s on v==0(s),
siis .
1 1 .

W=r5 mud(sy) ——5-mu*(ss), (41)

s.t. jou f poolt piirkonnas [si, s»] tehtud t66 W vordub punkti P
kineetilise energia muuduga selles piirkonnas.
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Niited

N 85.1. Leida sirgetega x+y=1, x=0, y=0 piiratud kolmnurga staa-
tilised momendid x- ja y-telje suhtes, kui kolmnurga pindtihedus g==1.
Lahendus. Et y=1—ux, siis valemi (29) pé¢hjal (joon. 8.20) saame:

1
M—-l—f(l x)’dx-—l
o T T s

0

1

1
My= fx(l ——x)dx=—6-.

0

N 8.5.2. Leida ringi raadiusega r inertsimoment I diameetri suhtes, kui
selle ringi pindtihedus on pg=1. o B

Lahendus. Simmeetria téttu on inertsimomendid kdikide diameetrite
suhtes vordsed. Paigutame seepirast ringi keskpunktiga koordinaatide algus-
punkti ja leiame ringi inertsimomendi y-telje suhtes, mis on niiiid ringi iiheks
diameetriks. Et kujund on siimmeetriline, siis piisab sellest, kui leida koordi-
na?ttasandi esimeses veerandis asuva ringi osa inertsimoment ja korrutada see
neljaga.

Vaatleme ringist iiht y-teljega paralleelset ribakest' laiusega Ax ja korgu-
sega y, mis asub y-teljest kaugusel x (joon. 8.21). Vaadeldava ribakese mass
on vordne selle ribakese pindalaga, mis kiillalt vdikese Ax korral on ligikaudu
y-Ax. Vaadeldava ribakese inertsimoment Al y-telje suhtes on valemite (31)
jargi ligikaudu

' Al =~ x%y Ax.
Sellega oleme saanud ringi suvalise ribakese inertsimomendi y-telje suhtes
vajalikul kujul (25). : _

Valemi (26) pohjal saame niiiid:

r r rt
I==4 [x?ydx=4 [ $2Yrt —x* dx=
[ryde=4 [x 1 1
) 0 0 :
Seega ringi inertsimoment diameetri suhtes on srt/4.
¥

Joon. 8.20 Joon. 8.21
206



( ."""--'-!--.-—--I:

|
s a >

Joon. 8.22

N 85.3. Kolmnurga aius on a ja kdrgus on h. Leida kolmnurga inertsi-
moment I aluse suhtes, kui kolmnurga pindtihedus p=1.

Lahendus. Votame kolmnurga aluse x-teljeks ja kdrguse y-teljeks
(joon. 8.22). Vaatleme kolmnurgas iiht x-teljega paralleelset ribakest lajusega
Ay, mis on x-teljest kaugusel y (joon. 8.22). Selle ribakese pikkuse leidmiseks
moodustame (sarnaste kolmnurkade abil) suhte '

a I

R h—y

kust : .
' |

[=— (h—1y).

h( ¥)

Kiillalt -vdikese Ay korral on vaadeldava ribakese pindala ligikaudu
e o
IAy==7 (h— y)Ay,

mis on .iihtlasi ka tema massiks. Valemite (31) jdrgi selle ribakese inertsimo-
ment AJ aluse suhtes on ' ‘

n
Al =~ I Ay y’-—;; (h — Yy i Ay.

Sellega on inertsimoment A/ kujul (25) leitud. Valemi (26) jidrgi saame vas-
tusekis -
: A

a ah?
Je=— f h—y)y?dy= .
h ) (h—y)y* dy .

N 85.4. Punkti kiirus liikumisel muutub seaduse v=—uv,tat jirgi, kus v,
on punkti kiirus aja algmomendil {=0. Leida tee, mille Iibib see punkt aja-
vahemikus [0, T].

Lahendus. Valemi (38) pohjal saame:

e T T aT?
: “jr’ : s={v dt={(vo+at)dt=voT+-'—2—-.
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Joon. 8.23

. N 85.5. Leida to6 W, mis on vaja t,teha,péérdsilindrikujulise paagi veest
tithjaks pumpamiseks, kui paagi pGhja raadius on s, korgus on h ja paak on
asetatud piisti pohjale. o j R T —

Lahendus. Paigutame x-elje vertikaalselt, nagu on naidatud . jooni-
sel 8.93. Vaatleme veekihti korgusel x paksusega Ax. Selle veekihi ruumala on
nir? Ax ja kaal gnr? Ax, kus g on vee ruumalaiihiku kaal.

Vaadeldava veekihi valjapumpamiseks tuleb ta tdsta korgusele h—x. Et
tuleb iiletada veekihi kaaluga vordne raskusjdud, siis veekihi tOstmiseks peame
rakendama joudu f==pmnr?Ax. Kui Ax on kiillalt viike, siis veekihi véljapum-
pamiseks tehtud to6d on valemi (39) jargi ligikaudu

AW =~ f(h — x) =onr?(h — X)Ax.
Sellega on kui tahes -Chukese veekihi viljapumpamiseks .tehtud - t30 leitud
kujul (25). Valemi (26) pdhjal saame vastuseks .

h- S : A |
W= r2(h — x)dx=— onrh2
Janrt(h =M dx=y e

' Ulesanded
1128. Leida sirge x+y=1 esimeses veerandis asuva osa staati-

lised momendid x- ja y-telje suhtes, kui sirge joontihedus
on . .
1129. Leida sirgetega x+y=a, x=0, y=0 piiratud kolmnurga
" staatilised momendid x- ja y-telje suhtes, kui kolmnurga
pindtihedus g=1 (vt. ndide N 8.5.1). :
1130. Leida sirgetega %7+—g-=1, x=0, y=0 piiratud kolm-

nurga staatilised momendid x- ja y-telje suhtes, kui pind-.
tihedus on .
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1131.

1132.
1133.
1134.

1135.

1136.

1137.

1138.

1139.
1140.

1141.

1142.

1143.

1144.

1145.

1146.

1147.

1148.

Leida joontega y=2/(14x2) ja y==x? piiratud kujundi
staatiline moment x-telje suhtes, kui kujundi pindtihedus
Leida sirgloigu y=x, x = [1, 4] inertsimoment x-telje suh-
tes, kui sirgloigu joontihedus g=1.

Leida aheljoone y=chx, x & [~a, a] inertsimoment x-telje
suhtes, kui joone joontihedus g=1.

Arvutada kesknurgale «a vastava ringjoone (raadius on r ja
joontihedus on p) kaare inertsimoment selle kaare iiht otse-
punkti Idbiva diameetri suhtes.

Leida ringjoone inertsimoment telje suhtes, mis asub ring-
joone {ihes tasandis ning ei 16ika seda ringjoont, kui p=1.
Ieida ristkiiliku inertsimomendid tema kiilgede suhtes, kui
kiilljed on a ja b ning pindtihedus o=1 (vt. ndited N 8.5.2
ja N 8.5.3).

Leida joontega y2=ax, x="> piiratud kujundi inertsimoment
tema siimmeetriatelje suhtes, kui kujundi pindtihedus on g.

2
Leida ellipsi —Zj—}-%gl inertsimomendid tema telgede suh-
tes, kui ellipsi pindtihedus on p=1.
Leida aheljoone y=a ch—% , x < [—a, a] massikese.

Leida tsiikloidi x=a(f—sint), y=a(l —cost) esimese
kaare, s.0. kus 0<Cf<C2x, massikese. '
Tsiikloidi esimene kaar (vt. iilesanne 1140) poorleb {imber

x-telje. Leida tekkinud pdordpinna pindala Pappose—Gul-

dini 1 teoreemi T 8.5.2. abil.
Leida astroidi x284-y2®=0a?3 esimeses veerandis asuva kaare
massikese.
Astroid poorleb iimber x telje. Leida tekkinud pdordpinna

pindala Pappose—Guldini I teoreemi T 8.5.2 abil.
2 2

Leida ellipsi osa %—I——?—EQI, x>0, y=0 massikese.

2 2
Ellips -2-?+-%5g1 pdorleb {imber x-telje. Leida tekkinud
podrdkeha ruumala Pappose—Guldini II teoreemi T 8.5.3
abil.

Leida tsiikloidi esimese kaare (vt. iilesanne 1140) ja x-tel-
jega piiratud kujundi massikese,

Kujund, mis on piiratud tsiikloidi esimese kaare (vt. {iles-
anne 1140) ja x-teljega, poorleb iimber x-telje. Leida tekki-
nud poordkeha ruumala Pappose—Guldini II teoreemi
T 8.5.3 abil.

Keha visatakse vertikaalselt iiles algkiirusega .. Ohu takis-
tust arvestamata muutub selle keha kiirus seaduse v=
— v, — gt jargi, kus ¢ on lennuaeg ja g vaba langemise
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1149.

1150.
1151.

1152.

1153.
1154.

1155.

kiirendus. Leida keha kdrgus s aja t moddumisel viskemo-
mendist (vt. ndide N 8.5.4).

Keha visatakse vertikaalselt dles algkiirusega vo. Ohu
takistust arvestades muutub selle keha kiirus seaduse

v=ctan( arctan _‘_’9_,___8’_{)
¢ c

jargi, kus ¢ on lennuaeg, g vaba langemise kiirendus ja ¢
konstant. Leida keha tousu kdrgus H ja selleks kulunud
aeg T.

Punkt liigub kiirusega v={fe %% m/s. Leida tee pikkus s,
mille lidbib punkt enne peatumist. |
Punkt x vongub x-teljel {imber koordinaatide alguspunkti
kiirusega v=uocoswt, kus f on vonkumise aeg ning vp ja
o on konstandid. Leida punkti vonkumise seadus, kui aja-
momendil £==0 oli punkti abstsiss null. Leida punkti liiku-
mise keskmine Kkiirus.

Leida t66 W, mis on vaja teha podrdkoonusekujulise nou
veest tiithjaks pumpamiseks, kui koonuse pohja raadius on r,
kérgus on h ja koonuse tipp omn suunatud allapoole (vt.
naide N 8.5.5).

Leida t60 W, mis on vaja teha vee viljapumpamiseks pool-
sfadrikujulisest katlast, mille raadius on r.

Kera tihedusega 1 ja raadiusega r asetseb vees nonda, et
ta puutub veepinda. Kui suur t60 tuleb teha selle kera veest
viljatombamiseks.

Milline kuju peab olema pdordpinnalisel anumal, et vedeliku
viljavoolamisel 1dbi pdhjas oleva augu alaneks vedeliku
tase iihtlaselt.
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10. 3 an—hbh, 11, byt+bstbatbetbstbe. 12, 343434, 13, 24 (2+1)+

k=0
+(242) 4 (243)+ (2+4) =20. 14. log2—log3+...-+(=1)"logn. 15. 5.
16. 3(n+1).

§ 1.2
— (x—2) Vy, kui x=2, a—b
35. |jx—2 = it 36. ° b =
| vy {(2—x)1/y. kui x<<2. la—b| Yo+t

a+b, icui a>>b
={ Yat Lihteavaldis pole miaratud, kui a=b. 37 1+ |x]==

—VYa--b, kui a<<b.
{2x, kui x=0

0, kui x=<O0.
x< 0 lihteavaldis ei ole miiratud, sest negatiivsetel arvudel ruutjuurt ei ole.

40. 5xy]/?y_,‘ sest xy=0. Juhul. xy<<O ldhteavaldis ei ole maaratud.
41. (x’-—-x+1)1/z sest alati x2—x41>0. 42 Vx(x—2)2=|x~2|V;=
__{(x—2) Vx, kui x=2,
—l@—x)¥x kui 0<<x<2.
lihteavaldis ei ole madratud. 43. V2x%, kui x=0; —V2x2, kui x=<<O.
44. —Y(1 —m)2(m—2), sest juure all peab olema m— 220, mille tottu
1 —m<0. 45. YVx2(x—1), sest peab olema x==1. 46. —V(x? — 2x)%x, kui
0<x<?2; V(x?—2x)%x, kui x=>2. Juhul x<C0 ei ole lihteavaldis madratud.
§13
47. S,=n2 48. S,=n(n+1)., 49. S,=n/(2n+1). 55. Matemaatilise
induktsiooni meetodi tingimuse 2° kontrollimiseks liita antud vorratusele vorra-
tus 9n=92. 56. Kasutada vorratust dilesandest 55.
§ 1.4
58. x e (—oo, —1) U (1, ). 59. x& (—1, ). 60. xe= [—3. —I1TU
U5, o). 61. x & (—oo, ). 62. x& (—x, 0). 63. x= [0, 2/3]. 64. x &

=10, 2] 65 xe(—oo, DU, 2). 66 x=[3/4, 1)U(], ©). 67. x&
& (—oo, —1) U (—1, 1) U.(5, ). 68. x = (1, ).
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38. x. 39. |x] Yx=1xVx, sest peab olema x>>0. Juhul

Vilja tuleb jitta juhtum x<<0, sest siis




§ 1.5

69. x = (—oo, 11U [2, ). 70. x = (=2, 1). 71. x = (—oo, ). 712. X<
= (—3,3). 73 x& (—o, —5]U [—1, ). 74. x& (—o, —4)U (1, 2) U
U3 o). 75. x=(—6, —1) U0, 3).

§16

76. xe= (=2, —) U0, 1). 77. x& (—oo, —1U{ITU[2 o). 78 x&
e (0, 1)U (2, o), 719. x& (—>, —21uU 1M, 2]. B80. x& [—1, 11U {2}.
81, x = (—oo, —2). 82. x = (=5, 2) U3, 5). 83 x& (—oo, —6) U (—6, 1)U
U 8 UGB 9. '

§ 1.7

84. 0, 1/5, 0, 1/5. 85. puudub, 1, 0, 1. 86. puudub, puudub, —1, 1. 87. 2,
puudub, 2, co. 88. 0, 1, 0, 1. 89. puudub, puudub, 0, 1. 90. —1, puudub, —1, oo.
91. 1/3, 2, 1/3, 2. 92. Toestame juhu, kus hulk {—x} on alt tokestatud, s.t.
inf (—x)=a=s=—oco. T 1.7.2 pohjal on —x>=a ja iga ¢=0 korral leidub sel-
line %/, et —x'<<a+e Seega on iga x<—a ja ¥>—a—e T 171 pohjal
—a=sup x ehk a=—sup x. Mott. 94. Toestame juhu, kus hulgad on alt tokes-
tatud, s.t. inf x=a¥=—oo ja inf y=bw-—oo0. T 1.7.2 pohjal on xz=a ja y= b
ning iga ¢>>0 korral leiduvad sellised x” ja y’, et ¥ <ate/2 ja ¥y <<bte/2
Seega x+y=a+b ja 2y <atbte T 1.7.2 jargi on siis inf (x+y) =a+b.
Mott. 96. Valemite pohjal ilesandeist 95 ja 93 saame Ssup (x —y)=
—sup [24 (—y)] =sup x + sup (—y)=sup*— inf y.

§ 1.8

101. [—4, o). 102. {x: lx| =2} = (—0, —2] U [2, ). 103. {x: x#=0} =
= (—o0, 0) U (0, ). 104 {x: |x|=2}. 105. (=2, 0]. 106. (—o0, ).
107. (6, o). 108. {—2, 0) U (0, 1). 109. [0, 1) U (1, 4). 110. {x: 0< | x| <<1}.
111. [0, 1]. 112, (—oo, —1] U [3, o). 113. [1, 100]. 114. Q. 115. (—o°, tan 1).
116. {x: x=mn/242kmn, reZ}. 117. Z. 118. (0, DUy, 2. 119. [0, o).
120. (—1, 1). 121. Samad. 122. Erinevad, sest f(x)=x ja g(x)=x|. 123. Eri-
nevad, sest maaramispiirkonnad on erinevad. 124. Samad. 125. Samad. 126. Eri-
nevad, sest miaramispiirkonnad {x: cos x=0} ja (-—o0, o0} on erinevad.
127. Erinevad, sest meil on erinevad maaramispiirkonnad. 128. f(x)=0, kui
vee0 voi x=1; f(x) <0, kui x= (0, 1); f(x)>0, kui x & (—o0, 0) U (1, o).
129. f(x)==0, kui x=kn, k=Z; [(x)<<0, kui xe {x: xs=kn}; f(x)>0, kui
x e &, 130, f(x)=0, kui < &, s. t. nullkohti ei ole; f(x) <0, kui x= (0, 1) U

U, 2); F(x)>0, kui x= (2, ). 131 =17, ye [0, o). 132 x=—7y,

y = (0, o). 133. Kahene poorafunktsioon x=:i:1f'y-r,' y = [0, o). Uhesed poord-
funktsioonid saame funktsiooni mairamispiirkonna X= (—o0, o) osadel. Kui

x e (—oo, 0], siis x=—]/;,' ja kui x = [0, oc), siis x=1/.57. 134, x=log (y — 1),

ye= (1, o). 135. x=1—Y4+y, ye= [—4, o). 136 x=2—10¥"1, ye&
= (—oo, @). 137. x=3sin2y, ¥ < [—r/4, 0]. 138 x=l—cos(y—1), ¥y

= [1, 14na]. 139. x=In(y+Vy*+1). 140. x=xIn(y+Vy2 —1).

§ 1.9

_141. Paaritu. _142. Paaris. 143. Paaris. 144. Paaritu. 145. Ei paaris ega
paaritu. 146. Paaritu. 147. kn, m. 148. 2kx/A, 2r/A. 149. kx, m. Peab kehtima
tingimus ls.m(x+w)|=|sinx|, mis absoluntvdirtuse kdrvaldamise!l laguneb
kaheks tingimuseks sin(x4)=sinx ja sin(x-w)=—sinx, mille lahendamine
(niite N 1.9.3 jdrgi) annab w=2km ja w=(2k+1)n _ehk kokku w=km.
150. km, . 151. km, m. Peab kehtima tingimus sin?(x4o) =sin?x ehk
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{sin(x+w)-+sin x] [sin(x4w)—sin x] =0 ja me saame samad tingimused, mis
olid iilesande 149 lahenduses. VOoib- arutleda ka nii: funktsioonidel y==sin®x

ja y=7Vsin?x=|sinx| on samad perioodid ja seeparast vastiuse saame fiiles-
andest 149. 152, Ei ole perioodiline funktsioon. 153. 12km, 12;. 154, 4kn, 47,
155. Iga tdisarv n+=0; 1. Peab kehtima tingimus (x40) — [x+ol=x—[x],
kust [x]+w=[r+w], mis kehtib vaid kui = 7Z. 156. Iga arv r = Q. Vihim
positiivne periood puudub, sest positiivsete ratsionaalarvude seas pole vdhimat,

157. y=In |arcsin x| 42 arcsin x. 158. x—=1n® y+Iny. 159. y=xx2. 160. y=
=Inx.

§ 1.10

161, f(—3)=2, f(0)=1, F(0, )=m, [(1)=n/2 F(10)=0. 162. flg(x)]=
—21log |x|, glf(n)]=loglx, [[F(x)]=loglogx, glg(x)]=x" 163 f—x)=
—1/9% f(xt1)=2-2% f(1/x)=2V= 164. f(x)=x+x+]1. 165. F(x) = 1+42x2
166. f(x) =x2—2, sest x*+x~?= (x-4-x—1)2— 2. 167. y=u?, u=2x+43. 168. y=
—u'?, u=logv, v=arctanx. 169. y=F(u), u=x+1. 170. y=F(u), u=loguv,
v=x+1. 171, y=sinu, u=g(x). 172. On. 173. On. 174. Ei ole T 1.10.1 pohjal.
175. Fi ole T 1.10.1 pohjal. 176. Ei ole. 177. On. 178. On. 179. On T 1.10.1

pohial. 180. On, sest |x|=Yx*. Sama jareldub ka T 1.10.1 pdhjal, kui funkt-
stooniet korvaldada absoluutvdirtus. 181. Ei ole T 1.10.1 pdhjal. 182. On
T 1.16.1 pdhjal voi selle totty, et kiesoleval juhul y=|x|+|x—3l. :

§ 2.1

195. 2/5. 196. 3. 197. 1. 198. —2/3. 199. 1/9. 200. 1. Arvestada, et
sinnn=0. 201. 1/18. Kasutada valemit iilesandest 50. 202. e?+1. 203. l/e.
204. 0. 207. 1, 1, koondub. 208. 0, O, koondub. 209. —1, 1, hajub. 210. 0, oo,
hajull)). 211, —oo, oo, hajub. 212. 0, 1, hajub. 213. —1, 1, hajub. 214. oo, oo,
hajub,

§ 2.2

993, 1. 224. 3/5. 225. 3/2. 226. 1/3. 227. 1. 228, —1/3. Teha muutujate
vahetus x+1=u? 229. 2/3. Teha muutujate vahetus 4 1=ub 230. —1/3.
231. 1/32. 232, —2. Viia irratsionaalsus nimetajast lugejasse. 233. L. 234. 4.
235. 2/3. Teha muutujate vahetus arcsin x=u, siis x=sinu. 236. 1. Kasutada
valemit (10). 237. oo. 238. oo, 239. -—o0. 240. 0. Arvestada, et x=0 dmbruses
on cos x>0, mistSttu |cos x| =cos x. 241. e Teha muutujate vahetus sin x=u.
242, e-2. Arvestada, et cos2x=1—2 sin?x. 243. Valida nulliks koonduvad
jadad xn=(/2+2an)"! ja Xnp=(nm)~L

§ 2.3

246, F(1—)=2, f(14)=0, f(@—)=f(@4)=1. 247. [(0—) ei eksisteer
F(04+)=0, f(i—)=1, f(14)=0. 248. 1. 249. 3. 250. 1/2. 951, 0. 252. 5.
L5, 0. 254. 1/4. 255. 1. 256, —1. 257. —2. 258. co. 259. 1. 260. —I, 261. 1.
262, —1. 263. co. 264. —oo. 265. —6. 266. 6. 267. 0. 268. 1. 269. 1. 270. co.
571, 1. 272. 1. 273. 0. 274. 0. 275. 2. 276, e~ 277. e, 278. ¢ 279. m=1,
n——1. 280, m=1, n=—1/2.

§ 24

281. fn=o0(a.). 282. Sama jarku. 283. Sama jdrku. 284. =0(f).
200. x—>0, 413, k=3. 291. x—0, x, E=1. 292. t—1, —(1 —x)?(x+3)%/4,
£—9 993. n— oo, n~'f, k—1/2, 294. 3. 295. 5. Arvestada, et sin bx ~ 5x ja
x+x2~x. 296. 2. Kasutada valemeid (30) ja (31). 297. 1. 298. 6. 299. 1. Kasu-
tada valemeid (25) ja (27). 300. —1. 30L 1/24. Kasutada valemit (32) ja
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N 2.4.2. 302, 1/9. Arvestada, et valemi (32) pShjal (I14+x+x?)13—1~ (x4-x?)/3.
303. 1/2. Kasutada valemit (38) ja N 2.4.3. 304. —2/5. 305. —7/12. Kasutada
valemit (38) ja N 2.4.4. 306. 0. Kasutada yalemit (33) ja arvestada, et
x+x3~x 307.°0. Kasutada valemit (36) ja arvestada, et xJx*~=x. 308. 3/2.
Kasutada valemit (36) ja N 2.4.5. 309. 5. 310. 1. 311. —1. Kasutada valemit
(32) ja'N 24.6.

§ 2.5

312. V. N 25.1. 313. Vt. N 2.5.2. 314. Kasutada valemit (12). 315. Vaa-
delda kui pidevate funktsioonide korrutist y==xxx. 317. Vaadelda kui kahe
pideva funktsiooni suhet y=sinx/cosx. 326. Kasutada x>0 korral valemit
xé=exInx Kui miiramispiirkond on X==(—oo, o0), siis astmelunkisioon omn
paaris- voi paaritu funktsioon. 327. Vasakpoolne. 328. Vasakpoolne. 329. Parem-
poolne. 330. Parempoolne. 331. a=—1. 332. a=2. 333. a=—1, b=1. 334. 6=
=¢/|al.. 335. d=¢/7.7336. 6=2¢/31. Killlalt on ndidata pidevust, sest iihtlane
pidevus jdreldub siis teoreemist T 2.5.11. 337. 6=¢/55. 338. Teist liiki katkevus
punktis x=0. 339. Esimest liiki (mittekdrvaldatav) katkevus punktis x=0.
340. Teist liiki katkevus punktis x=0. 341. Kdrvaldatav katkevus punktis
x=0. 342. Korvaldatav katkevus punktis x==0; teist liiki katkevused punktides
x==1 ja x=—1. 343. Teist lijki katkevus punktis x=3. 344. Esimest litki
katkevus punktis x=0. 345. f(0)=1. 346. j(—1)=3. 347. [(7)=—1/56.
348. f(0) =0. Punktides x=—1 ja x==1 katkevust ei saa kdrvaldada. 349. Igas
punktis teist liiki katkevus. 350. Pidevuse niitamiseks punktis a=0 kasutada
T 251 voi D 25.1.

§ 3.1

351. 2x. 352. 3x2 353 —sinx. 354. 1/x. 355. 4x3%. 356. 14+2x—%3..
357. —x—24x—1/2, 358. 2=In2—e= 359. (xIn2)—'4cosx. 360. —sinxtana.
361. xe—la*(a+x Ina). 362. x*e*(5+x). 363. ex(x — 1)x~24-(2x)~12 364. In x4
41410 1n 10. 365. x In—! x(24In~1 x)4-1/x. 366. 3e3*+(x In 10) -1, 367. {?sin f.
368. e*aqx. 369. 4/sin?2x. 370. sinu(lnu — u=?), 371. 2(14-x?)~2 372. arcsin x+}
+ x(1 —x?)-42 373, 0. Kasutada valemit arctanx 4 arccotx = n/2 =
—const. 374. 0. Kasutada valemit arcsinx-4arccosx=mn/2. 375. xchx.
376. (1 —shx)ch—2x. 377. 2/(1 — x*). 378. 0, sest y==const. 379. (I 4x2)=12X
arcsin . 380, (1-4-2x arcth x) (1 — x2)-2. 381. 12(3x — 5)3. 382. —20(3 — 5x)3.
383. (2¢41)-12 384, —(1 —x)-12, '385. —2x(1—x?)-%R. 386. 4(1—2x)~%
387. 2eZx+cos2x[] — sin 2x). 388. 2 cos 2x+1/x. 389. —3sinbx. 390. 2 cot(2x+1).
39t. 2 sin 2x(In cos 2x — 1) fcos? 2x. 392. 3e**a®*+% 393. 2/sin 2x. 394. 0. Arves-
tada, et y=In(tan x cot x) =1In 1=0. 395. In[x4 (14-x2) 12}, 396. cot!/? x sin 2x —
—tan!2x/2.  397. 2(1 44x)/(1+4x?). 398. —(14 Inarccotx)/(1+ x%).
399. arcsinx. 400. arccosx. 401. 2-!'/(14x?). 402. xchx. 403. x~'ch~%Inx.
404. exp ch?x sh2x. 405. th®x, 408. —2sgn x/(1+4x?). 407. —tan x(In?cos x —
—1)-13, 408, ex(14e2)-12  409. 12x5(1+4x1%)-2  410. 2xarsh (x%a?).
411. 2 cot2x¢/(1 — In?sin 2x). 412. 1. Arvestada, et y=x, sest arcthx on cthx
poordfunktsioon. 413. —Ina/(xIn?x). Kasutada valemit logza=In a/ln x.
414. 3x2—1, kui x<<1; 2x, kui x>=1. 415. 2x, kui x<C2; ei eksisteeri, kui
x=2; 3x2 kui x>2. 416. 1, kui x<C1; 1/x, kui x>1. 417. cos x, kui |x]| <n/Z;
0, kui |x|>n/2; 0, kui x=Ffmn/2; ei eksisteeri, kui x=—rmn/2. 418, 1/(14+x%),
kui |x|<1; m/4 sgnx, kui' |x|>1; ei eksisteeri, kui |x|=1. 419. sgnx, kui
x50 e eksisteeri, kui x=0. 420. 2xsgnx. 421. sgn (x —1)/x, kui x51; ei
eksisteeri, kui x=1. 422. 2x —3, kui x<<1V x>2; 3 —2x, kni 1<<x<C2; ei
eksisteeri, kui x=1V x=2. 423. 2x, kui x<<OV x>1; 2—2x, kui 0<<x<<l;
el eksisteeri, kui x=0\/ x=1. 424, sgnxcosx, kui x0; ei eksisteeri, kui
x=0, 425. —x—1(x2— 1)-12 426. x*(14Inx). 427. x*"* (cos x In x+x~1sin xg,
428, (14x~1)* [In(14+x-Y)—(14x)=1]. 429. In*x(In—1 x+In In x). 430. x%exp x*.
. sin 2%(3 4+ 242 + 2x cot 2x). 431 —2(x — 2) (x24-11x41)/[3(x — 5)*(x+1)%°].
432. y(x*46x24+1)/[3x(1 —x*)]. 433. y/(2y —x). 434. —x/y. 435. e¥/(2 —y).
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436. (1 +42) /4. 437. (y°—xyln y)/(x*—xyInx). Kasutada logaritmilise
diferentseerimise votet M 3.1.2. 438, (x+y)/(x—¥)- 439. 2u(x)u’(x).
440. cos v(x)v’(x). 441. 3x%u(x)1x%u’(x). 442. 3ul(x)u’ (x) cos x— u*(x) sin x.
443. o’ (x) Ino(x)Fu(x)v’(x)/v(x). 444. v{x)u’ (x)— u(x)v’(x)]/{u?(x) +0?(x)].
445. 2§ (x?)x. 446. [’(x4-cosx) (I —sin x). 447 f(lnx)+{'(Inx). 448 {1 —
—cosx)-1. 449. (L —x?)l2e-aresin= 450, e*/(1-—x).

§ 3.2

453. 2x dx. 454. (2% In2+43)dx. 455. Z2x(l —x?)-2dx. 456. sgn a(a®—
—x2)~Y2dx, Arvestada, et a viimisel juure alla saame a=(a?)?sgna.
457. (x2-4a)—12 dx. 458. 0. 459. ex(1+x)dx. 460. x(14-x2)—1/2 dx. 461. 2x (x2 —
Z1)-ldy. = 462, x—i(x*—1)~ldx. 463. df(2) = 80dx. 464. df () = 0.
465. df(1/4) =dx. 466. dy=0,1. 467. dy=0. 468. dy=7/45. 469. dy=u-17du.
470, dy—cos u du. 471, dy= (v du — 2u dv) /v°. 472. dy=(udu+o dv)/ (u240?).
473. dy=/(In x)ds+f (In x)dx. 474. dy==2x dx arctan (u/v)+x2(v du—udo)/
/(u?+4v?). 475. cosx/(2x). 476 (x cos x —sin x)/(2x%). 477 —tan? x.
478. —cot x 479. 1.

§ 3.3

480. 2exp (—x2) (2«2 —1). 48l..2sin x/cos® x. 482. x(3-+2x2) / (14-x7) 32
483. x*(lnx 4 1)24 x*=1. 484, 41(1 —x)—5  485. 4x-3. 486. 8e*sinx.
487. 2f (x2)44x%" (x2). 488. f”’(e“fe3"+3f”(ex)e2’°+f’(e==)e=. 489. 6u'u"+2uu".
490. u’ —v%v-24ov-10”. 491. 2 x-3f (x2) — x~1f (x%) 4-2xf7 (x2)]. 492, dy=
503 da?. 493, dPy=1x-%(2 Inx — 3)dx2. 494. d’y= (1+x7) 3P dx?. 495. d5y==0.
496. d3y=—15x-"7/>dx3. 497. diy=2x-3 dx*t. 498. et (du?+d2u). 499. 6 du d®u+
~t-2u dBu. 500. [[7(sinx) cos? x — f’(sin x)sin ] dx%. 501. [e==f(e*)— [ (e*) +
47 (ex)e*]dx?. 502. d* uv+4-4d3u dv+6d® ud? v+4d udd v+udtv. Kasutada vale-
meid (17) ja (21). 503. —1/4° 504. —y?/ (x+y)3.

§ 3.4

505. 1/2. 506. 0. 507. 2. 508. 1/2. 509. —1/3. 510. 0. 511 1. 512. 1/3.
513. 2/n. 514. 0. 515. 1/2. 516. 0. 517. 1. 518. e-!. 519. 1. 520. e% 521. L
L'Hospitali reegliga saadud tulemusel puudub piirvadrtus. 522. 1. Rakendades
kaks korda I'Hospitali reeglit saame lihteavaldise tagasi.

§ 3.5

593, —cot . 524. —1. 525. ¢/2. 526. cot (tﬁ}. 527. 3t-1, —f—4/2. 528. 2(1+
442, 4(1+#)2 529. —tan t, 1/(3acos*tsint). 530. —cott, —1/(asin®f).
531. —2sin—3 ¢, 532. 1/t 533. —2sint/ ra2(1 — cos £)41.

§ 4.1

534. Kasvab vahemikes (—oo, 0) ja (2, oc); kahaneb vahemikus (0, 2).
535. Kasvab vahemikes (—oo, —2) ja (0, 9); kahaneb vahemikes (—2, 0) ja
(2, o). 536. Kogu maaramispiirkonnas X==(—oo, o) on y' =0 ja statsionaar-
sed punktid x=2kn (k= Z) e moodusta vahemikke. T 4.1.2 pdhjal funktsioon
kasyab kogu miiramispiirkonnas X. 537. Mairamispiirkonnas X== (0, 1) U (1, o)
kriitiliseks punktiks on statsionaarne punkt x=-e. Kahaneb valemikes (0, 1) ja
(1, e); kasvab vahemikus (e, ). 538. Midramispiirkond on X={[—2, O].
Kahaneb vahemikus (—2, 0). 539. Kasvab vahemikus (0, 1); kahaneb vahemi-
kus (1, o). 540. y'=—1/%% kul x& (—o0, —1); y'=0, kui x< (=1, 11
y==2x—2, kui x& (1, o). Punktis x——1 tuletist ei ole T 3.1.1 pdhjal, sest
fihepoolsed tuletised on erinevad. Kahaneb vahemikus (—oo, =-1); monotoon-
selt kasvab vahemikus (—1, o), olles seejuures konstantne loigus [—1, 11.
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541. Kogu maiiramispiirkonnas X=(—mn, ) on y ==0. Seega monotoonselt
kasvab piirkonnas X, kusjuures vahemikes (—m, —m/2) ja (n/2, n) on kons-
tantne. 542. y'=0, kui x = (0, 1}; y'=sin1, kui x & (1, nt/2); y’ (1) ei eksis-
teeri. Monotoonselt kasvab miidramispiirkonnas X, kusjuures vahemikus (0, 1y
on konstantne. 545. Vordle iilesandega 536. 546. Kasutada vOrratust eelmisest
{ilesandest 545. 547. Kasutada vorratust eelmisest iilesandest 546. 549. Punktis
x=—1 on lokaalne maksimum y(—1)=2; punktis x=1 on lokaalne miinimumr
y(1)=—2. 550. Punktis x=-—2 on lokaalne maksimum y(-—2)=16; punktis
%—0 on lokaalne miinimum y(0)=0; punktis x=2 on lokaalne maksimum
y(2)=16. 551. Punktis x=e~! on lokaalne miinimum y(e-1)=—e-1 552, Punk-
tis x=0 on lokaalne miinimum y(0) =0; punktis x=2 on lokaalne maksimumr
y(2) =4e~2 553. Punktides x=—1 ja x=1 on lokaalsed miinimumid y(—1) =
=y(1) =0; punktis *=0 on lokaalne maksimum y(0)=1. 554. Punktis x=2
on lokaalne miinimum f(2)=0. 555. Punktis x=1 on lokaalne miinimum
f(1)=1n?1; punktis x=e~2 on lokaalne maksimum f(e—?) =4e~2 556. Punkiis
x=1 on lokaalne miinimum f(1)==—27; punkiis x=4 lokaalset ekstreemumit
ei ole. 557. Punktis x=1 on lokaalne miinimum f(1)=—I; punktis x=0 on
lokaalne maksimum f(0)=0. 558. Kriitilisteks punktideks on stats’onaarsed
punktid x=*kn, k= Z. Punktides x==2kn on lokaalsed miinimumid f(2km) =
=-—c?= ja punktides x= (2k+1)n on lokaalsed maksimumid 1 (2k4+1)n] =
—e@+hx 559, Punktis x=0 on lokaalne miinimum y(0)=0; statsionaarses
punktis x=—1 lokaalset ekstreemumit ei ole. 560. Punktis x=1 on lokaalne
miinimum y(1)==1; punkiis x=0 on lokaalne miinimum y(0)=0. Punktis
x=0 funktsioon ei ole pidev ega oma tuletist ja seepédrast tunnuseid PT 4.12—
PT 4.14 kasutada ei saa. Lokaalse miinimumi olemasolu punkiis x=0 niitab
vahetu analiiiis. 561. Lokaalseid ekstreemumeid ei ole. 562. Punktides x=—I
ja x=1 on lokaalsed maksimumid f(—1)=f(1)=0. 563. . Punktis x=0 on
lokaalne maksimum ja punktis x=2 on lokaalne miinimum. Vaadelda funkt-
siooni [ asemel abifunkisiooni g(x)=x%— 3x>+8, millel on samad lokaalsed
ckstreemumid. 564. Punktis x=—3 on lokaalne miinimum. Vaadelda abifunkt-
siooni g(x)=x*4+4x3430 lokaalseid ekstreemumeid piirkonnas, kus g(x)>0.
565. Punkils x=0 on lokaalne maksimum f(0)=0. Lahendada analoogiliselt
niitele N 4.1.5 566. Punktis x=0 on lokaalne maksimum f(0)=1. 567. Punk-
tis x=0 on lokaalne miinimum y(0)=0. Selle leidmiseks piisab funktsiooni
muutfumiskdigu uurimisest punkti x=0 iimbruses: kui x==90, siis on y=0;
kui £<-0°voi £>>0, siis on y>0. 568. Globaalne maksimum on f(5)=18; glo-
baalne miinimum on f(1)=2. 569. Globaalne maksimum on f(3) =19; globaalne
miinimum on f(—2)==f(1)=—1. 570. Globaalne maksimum on f(ey=e—1;
globaalne miinimum on f(1)=1. 571. Globaalne maksimum on f(—mn/2)=
=f(n/2)=1; globaalne miinimum on F(0) =f(—m)=f(m)==0. 572. Globaalne
maksimum on f{—1)=m; globaalne miinimum on f(1)=0. 573. Punktis x=0
on lokaalne maksimum, mis PT 4.1.5 pchjal on ka globaalne maksimum f(0)=1.
Globaalset miinimumi ei ole. 574. Punktis x=1 on lokaalne maksimum, mis
on ka globaalne maksimum f(1)=1/2; punkiis x=—1 on lokaalne miinimum,
mis on ka globaalne miinimum f(—1)=-—1/2. Tunnuse PT 4.1.5 rakendamiseks
vaadelda eraldi niirkondi (—oo, 0) ja (0, oo}, kus mdlemas on fiks lokaalne
ekstreemum. 575. Globaalset maksimumi el ole; globaalne miinimum on
7(1/2) —4. 580. 6 ja 6. 581. 3 cm, 6 cm, 4 cm. 582. (643'/%)/11 m. 583. 9/(8-+
4-9m)m. 584, 20/31/2 cm. 585. Silindri kdrgus on 2R/3'?2 ja pGhja raadius on
R(2/3)12. 586. Punkt on (1,1). Kasutada analiiitilisest geomeetriast tuntud
valemit punkti kauguse kohta antud sirgest. 587. 70/43 tunni parast. 588. Sel-
lise kruusi korguse ja 1dbimdddu suhe tuleb 1:2, mistdtiu kruusi on ebamugav
kasutada. Arvutuste lihtsustamiseks votta kruusi maht vordseks arvuga It

§ 4.2
589. Kumer vahemikus (—oo, 2), ndgus vahemikus (2, oo)}. Punkt (2, 12)

on kdinupunkt. 590. Kumer vahemikus (—oo, 4), nogus vahemikus (4, oo).
Kiidnupunkte ei ole (punkt x=4 ei kuulu mairamispiirkonda). 591. Nogus vahe-
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mikus {—oo, 0), kumer vahemikus (0, oc). Punkt (0, 0) on kdidnupunkt.
592. Kumer vahemikus (0, e), ndgus vahemikus (e, co). Punkt (e, e?) on kidinu-
punkt. 593. Nogus vahemikes (—oo, —2-1/%) ja (2172, c0), kumer vahemikus-
(—2-12, 2-12), Punktid (—2-'2 e-1%) ja (272 e—12) on kddnupunktid..
594. (2, —16). 595. (—1, In2), (1, In2). 596. (1, —9), (—2, —48). -

§ 4.3

597. x=2 on piistasiimptoot punkti a=2 parem- ja vasakpoolses iimbru-
ses; y=0 on parem- ja vasakpoolne rohtasiimptoot, 598. x=2 ja x=-—2 omr
piistasiimptoodid punkiide a=2 ja a=—2 vasak- ja parempoolses {tmbruses;
y=1 on parem- ja vasakpoolne rohtasiimptoot. 599. x==1 on piistasiimptoof
punkti a=1 parem- ja vasakpoolses iimbruses; kaldasiimptoote ei ole. 600. x=

——1 on piistasiimptoot punkti a=—1 parem- ja vasakpoolses i{imbruses; y=
=92¢x— 92 on parem- ja vasakpoolne kaldasiimptoot. 601. x=—e~! on piist-
asiimptoot punkti a==—1/e parempoolses iimbruses; y=x--e~! on parempoolne:

kaldasiimptoot. 602. x==0 on piistasiimptoot punkii a=0 wparem- ja vasak-
poolses iimbruses; y=0 on parempoolne ja y=1 on vasakpoolne kaldasiimp-
toot. 603. x=0 on piistasiimptoot punkti a=0 parem- ja vasakpoolses fimbru--
ses; y=2x on parem- ja vasakpoolne kaldasiimpteot.

§ 4.4

604. X=(—o0, 0) U (0, ), paarity, x==0 on piistasiimptoot vasak- ja
parempoolses punkti a=0 dimbruses. Kasvab vahemikes (—oo, —1) ja (1, o0),
kahaneb vahemikes (—1, 0) ja (0, 1). Punktis E,=(—1I, —4/3) on lokaalne
maksimum, punktis E;=(1,4/3) on lokaalne miinimum. Kumer vahemikus
(—oo, 0), ndgus vahemikus (0, o). Kédnupunkte ei ole, nullkohti ei ole.
605.° X= (—o0, 0) U (0, o), x=0 on piistasiimptoot vasak- ja parempoolses:
punkti a=0 {mbruses, y=0 on parem- ja vasakpoolne kaldasiimptoot. y'=
——4(x+2)/x3. Kasvab vahemikus (—2, 0), kahaneb vahemikes (—o0, —2)
ja (0, 00). Punktis E= (—2, —1) on lokaalne miinimum. y” =8(x+3)/x*. Kumer
vahemikus (—oo, —3), nogus vahemikes (—3, 0) ja (0, o0). Kéddnupunkt on
K= (—3, —8/9). Laikepunkt x-teljega on a=-—1. 606. X= (—oo, o). paaris-
funktsioon. y=0 on vasak- ja parempoolne rohtasiimptoot. Kasvab vahemikus
(—oo, 0), kahaneb vahemikus (0, oo). Punktis E= (0, e!/?) on globaalne mak-
simum. Kumer vahemikus (—1, 1), ndgus vahemikes (—oo, —1) ja (1, oo).
Kaanupunktid on Ky=(—1, 1) ja K;=(1, 1). 607. X=(0, oo}, x=0 on piist-
asiimptoot punkti =0 parempoolses iimbruses. ¢’ = (14+1In x) /x. Kahaneb vahe-
mikus (0, 1/e), kasvab vahemikus (1/e, o). Punktis E=(I/e, 0) on lokaalne

(globaalne) miinimum. y”=—Inx/x? Nogus vahemikus (0, 1), kumer vahe-
mikus (1, oo). Kddnupunkt on K= (1, 1/2). 608. X={(—o0, 0) U[2, o). y=
—x — 1 on parempoolne kaldasiimptpot, y=—x-+1 on vasakpoolne kaldasiimp--

toot. /= (x— 1)/{{x(x —2)]'2. Kahaneb vahemikus (—oo, 0), kasvab vahe-
mikus (2, o), punktides x=0 ja x=2 on globaalsed miinimumid »(0)=
—y(2)=0. y’=—1/(x2—2x)%% Kumer vahemikes (—oo, 0) ja (2, oo).
Kainupunkte ei ole. 609. X=(—oo, o), y=x—1 on parempoolne kaldasump-
toot, y=—x-+1 on vasakpoolne kaldasiimptoot. y=(x—1)/(x2—2x)"2, kui
x e (—oo, 0) U (2, o), y'==(l —x)/(x2—2x)12 kui x = (0, 2). Kahaneb vahe-
mikes (—oo, 0) ja (1, 2), kasvab vahemikes (0, 1) ja (2, o). Punktides E;=
— (0, 0) ja E;=(2, 0) on lokaalne (globaalne) miinimum, punktis E;= (1, 1)
on  lokaalne maksimum, g"=-1/(x2—2x)32 kui xe& (—oo, 0) U (2, ),
r—=—1/(2x —x%)3?, kui x & (0, 2). Kumer vahemikes (—oo, 0), (0, 2} ja
{2, o). Kadnupunkte ei ole. 610. X=(0, o). x=0 on piistasiimptoot punkti
a=—0 parempoolses iimbruses, y=0 on parempoolne kaldasiimptoot. Kasvab
vahemikus (0, 1), kahaneb vahemikus (1, o). Punktis E={1, 1) on lokaalne
(globaalne) maksimum. Kumer vahemikus (0, e'/?), ndgus vahemikus (el/%, oo).
Kiinupunkf on K = (e, 3/2e7'7). 6I1. Punktis x =1 on esimest liiki’
katkevus: y(1—) =1, y(1+)=1/e. x =0 on piistasiimptoot punkti a = o
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vasak- ja parempoolses imbruses, y =0 on parempoolne kaldasiimptoot.
y=1/%, kui x= (—o, ) U (0, 1), y'=—e"%, kui x& (1, o). Kahaneb vahe-
mikes (—oo, 0) ja (1, %), kasvab vahemikus (0, 1). Punktis E=(1, 1) on
Tokaalne maksimum. y”=—1/x% kui xe& (—o, 0)U 0, 1), y’=e= kui
xe (1, o). Kumer vahemikes (—oo, 0) ja (0, 1), négus vahemikus (1, o).
Kianupunkte ei ole (Punktis x=1 ei ole kdanupunkti, sest funktsioon ei ole
pidev seal). 612. X=(—oo, x). Punkiis x=—1 on esimest liiki katkevus:
y(—1—)=e—1, y(—14)=—4. Pistasiimptoote ei ole, y==—1 on vasakpoolne
kaldasiimptoot. y’=e**?, kui r<<—1, y'=3x2—6x, kui x>—1. Kasvab vahe-
mikes (—oo, —1), (—I1, 0) ja (2, o), kahaneb vahemikus (0, 2). Punktis
E,= (0, 0) on lokaalne maksimum, punktides E,=(—1, —4) ja E;= (2, —4)
on lokaalsed miinimumid. y”=e*+% kui x<—1: y’=6(x—1), kui x>—1.
Kumer vahemikus (—I1, 1}, ndgus vahemikes (—oo, —1) ja (1, o). Kaanu-
punkt on K=(1, —2).

) § 5.1

613. y=2(x+1), 2y=—(x+1). 614. ey=x, y—1=ce(x—e). 615. v=
= —x4-212 y=x. 616. x=0, y=0. 617. n/4. 618, a==1/(2e). Puutepunkt on
x=c¢el/2. 619, b?——-4ac=0. .

§ 5.2

620. 1,010 621. 4,050 622, 0,8104. 623. 0.486. Arvestada, et 1°=0017 rad
ja 3121732, 630. |as|<<1/3840. 631 [as| <2-10-° 632 lay| <1/16.
633, —1/12. |

§ 5.3

634. —2,602; 0,340; 2,262, 635. —0,724; 1,221, 636. 2,087. 637. 0,472; 9,999,
638. 2,506, 639. —0,567.

§ 5.4

640. x—x3/3l. 642, y=-—3x+3. 643. a=eh/2 b=eh(l —h), c=
=eh(l — h-4h%/2). 645. 1/6. 646. 2/(na). 647. 2(2ar)1/2/3. 648. 2/(3-34%).
649. 1/a. 650. Kui a>b, siis a/b?. 651. 3a/4. 652. E==4x%, n=1/243x2
$53. E£=-+4(3y-+a)y'?/(3a'?), n=—(9y*+2ay)/(2a). 654. r=mae™@-#/2,
655. £ —mna=a(t—sint), +2a=a(l —cos7), kus r=t—x  656. x=
—a(cos t-4tsint), y=a(sint —1£cos?).

§ 6.1

657. tanx. 658. 2=+! 659, arctanx. 660. cosxdx.. 661 (34e*) dx.
662. In x+C. 663. Ttan x4C. Arv 6 on iihendatud konstandiga C. 664. x5/54-C.
665. 2x%2 — 4x+4C. 666. 2x5/24-C. 667. —1/x — x12+C. 668. x7/7 — x*/24-x+C.
669. 10=/In 10+C. 670. e=/5+4-C. 671. 5%e*/(1+In 5)+C. 872. x-+2ex+4e2*/24-C.
673. 4%/ln4—2-65/In6+9</In9+C. 674 (2¢)=/(1+In2) +xIn2+C.
675. x sin a4-C. Arvestades, et sin a=const. 676. sin x43 cos x+C. 677. (sinx —
— cos x) /2124 C=—cos (n/4+x) +C. Kasutada valemit sin(a--§)=sina cos f+
J-cosa sin 8. 678. x+sinx+C. Kasutada valemit 2 cos? a=1+4cos 2a. 679. x —
o sinx — xsin22+C. 680. —cotx —tanx+4C. Kasutada valemit cos 2x=
—cos? x — sin? x. 681, tan x4C. 682. (x+4tanx)/24C. 683. tan x — x+4C. Teha
teisendus tan?x= (1 —cos?x)/cos? x=1/cos?x — 1. 684. —cotx —x+C. Teha
teisendus cot? x= (1 — sin?x)/sin® x. 685. tan x — cot x — 4x+C. 686. nx/24-C.
Kasutada valemit arcsin x4-arccos x=n/2. 687, m/2 arcsin x+C.-Kasutada vale-
mit arctan x+arccot x=mn/2. 688. arcsin x+€; 689."x — arctan x+C. Kirjutada
lugeia kujul x2= (x241)— 1, 690. In|x|-+2 arctan x4C. Kirjutada lugeja kujul
{14+x)?= (1+x?) +2x. 691. x*/3 — x+-arctan x+C. Lahutada ja lisada lugejasse
arv 1, s.t. votta xt==(xf—1)+1= (x24-1) (x* — 1) +1, VOi ¥=x2(x241) —
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— (A1) +1. 692, x—2arctanx+C. 693. xsh2—chx+4+C. 694. sh x+C.
Kasutada valemit ch?x-—sh?x=1. 695. x+shx+C. Kasutada valemit
2ch?*(x/2)=14-chx. 696. x—thx4C. Teha teisendus th?x=sh?x/ch?x=
= (ch®’x—1)/ch®’x=1—1/ch’x. 697. —cthx —thx+4+C. Votta lugeja kujul .
1--—*;:]1;12 x E sh?x. 698. th x4C. Kasutada valemit ch 2x=sh? x4ch? x. 699. th x —
— cth x4-C, '

§ 6.2

700. —1/2 cos 2x+C. 701. tan4x4C. 702. 1/6(x — 3)5+C. 703. 1/15(3x+
+4)54-C. 704. In |x+1]+C. 705. 1/21n |2x —7|4+C. 706. —1/7(4 — x)"+C.
707. —3/8(7 — 2x)*P+C. 708. —cos (x —4)+C. 709. —1/2sin (1 — 2x)4C.
710, —=1/2e-2x+34C., 711. arcsindx 4 C. 712. 172 arcgin"’ (x/3) + C.
;{3, 1/6 arctan (2x/3) 4+ C. 714. arctan (5x+1)~C. 715. *In|lnx| 4 C.

6. 1731n|e+1|4+C. 717. 1/2(x*+1)124C.  T18. —1/3(1 — x?)32-+C.
719. In |x? — 5x+2]|4-C. 720. In(e*+41In 3)+C. 721. sin e*4C. 722. arcsin In x+C.
723. x-In (x*41) +C. Kirjutada lugeja kujul ql14x)2= (14x2)42x.

724. 2arctanx!/24-C. Teha teisendus dx/Yx=2d¥x ja x=(¥x)2. 725. (x — 1)2/24-
+In|x41] 4+ C. Teha teisendus x2= (x2—1)+41= (x+1)(x—1)+1.
726 arcsinx — (1 —x%)Y24-C.  727. arctane*+4C. 728. In|lnlnx|4+C.
729. 2(74ch x)!24-C. 730. 1/4(14th x)*+C. 731. In |f(x)|+C. 732. 1/2 tan? x-+
+C. 733. —In|l4cotx|-+C 734. 2/9(243tanx)%2+C. 735. —1/sin x+C.
736, sinx+4 C.- Teha teisendus sin 2x dx == 2 sin x cos x dx = 2 sin xd sin x.
737. —arctan cos x+C. 738. —In |cos x|+C. 739, In |sin x| 4-C. 740. —1/2 cos*x+
+C. 741. 1/4arctan*x4C. 742. In |arcsin x|4-C. 743, x/2 —1/4 sin 2x+C.
Kasutada valemit sin?x=(1 —cos2x)/2. 744. x/241/4sin 2x+C. Kasutada
valemit cos?x=(1+4cos2x)/2. 745. —cosx+1/3 cos®x+C. Teha teisendus.
sin®x dx = sinx sinx dx = —(1 —cos2x)dcosx. 746. sinx— 1/3sin®x+C.
747. —cot(x/2)4C. Kasutada valemit 2sin?x=1-—cos2x. 748. tanx—
—1/cos x+C.  Teha teisendus 1/(1-Hsinx) = (1 —sinx)/(l —sin2x) =
= (1 —sinx)/cos?x. 749. In(2+-sin2x)+C. Arvestada, - et cos2xdx =
=1/2 dsin 2x. 750. tan x4-C, kui cos x>>0, ja —tan x+C, kui cos x<<0. Kasu-.
tada valemit 1/cos? #==T+tan?x, kust 1/]cos x| = (14+tan?x)¥/2 751.1/3 tandx+
+C. Valemi 1/cos?x = l4tan?x abil teha 1leisendus tan?x-4tantx =
==tan? x(14-tan? x) =tan? x/cos? x. 752. tan x-+1/3 tan3 x4C. Valemi 1/cos?x=
=I1+4tan’x abil teha teisendus 1/cos?x= (I}tan?x)/cos?x. 753. —cotx—
—1/3cotPx4C. Valemi 1/sin?x=1+4cot?x abil teha teisendus 1/sin*x—
= (I+-cot? x) /sin®x. 754, 1/2tap®x+In |cos x|4-C Valemi 1/cos? x==1Jtan?x
abil teha teisendus tan®x=tan x(tan®x4+1—1)=1anx/cos?x —tanx ja vbtia
integraalide vahe. 755. 1/3tan®x—tanx4-x-1.C. Teha teisendus tan*x=
= (tan*x — 1)+ 1=(fan?x—1) (tan? xF1)+1= (tan? x — 1) /cos? x+1. 756. x —
—1/2cos 2x4-C. Teha teisendus (sin x-}-cos x)2=sin? x+2 sin x cos x+cos2 x=
=1+4sin2x. 757. arctan (x+1)+C. 758. 2/5642/38+C, kus f=(1 — x)\/2.
759, 15/5 — 3/3+4C, kus f=(1 — x?)1/2. 760. 2 arcsin x!/2+C. Et juur eksistee-
riks, peab olema x & (0, 1), mis on tididetud, kui # < (0, n/2). Siis |sinf|=
=sin#, |cosf|=cost. 761. -—arcsin (1/|x|)+4C. Pirast muutujate vahetust
saame J=tsgncostsgnsinf{4+C. Peab olema |x|>1. Kui xe (1, o), siis.
te (0, n/2) ja J=t4C=arccos (1/x}4+C=—arcsin (1/x)+C. Kui =xe
& (—oo, —1), siis ft=(n/2, n) ja J=—t4C =arcsin (1/x) +C =
=—arcsin (—1/x)+4-C. 762. 2-12 arctan [2-12(x — 1/x)] +C. 763. 2exp x1/24C.
Votta x=1 ({=0), siis dx=2fd¢. 764. 2{ex — D 124C. Votta f2=—=ex—1|
(t>0), kust 2t df=e* dx. 765. 1/2(arcsin x+x(1 —x2)12)4-C, Votta x=sint,
t = [—n/2, n/2], siis cos#z=0. 766. (x2—1)12— arctan (x2— 1)124+C. Vdita
P=x?—1 ({20). 767. —(x*+-a%)1?/(a’x)+C. Votta t=1/x. 768. —sgn xa—1X
Xaresin (a/x)4C=-—a-"arcsin (a/|x|)+C. Voita ¢t=1/x. 789. 4(x34—
—In [ 14234} 4+C. Votta t=xM, siis H=x8 4£8di=3x2dx ja 3dx=4#18dt.
770. 1/2in?tanx+ C. Votta { = Intan x, sits dx = sin x cos x di.
771. —1/2 arcsin? (1/x)+C. Votta f=arcsin(1/x), siis dx=—|x|(x2—1)1/2 d¢.
772, —1/2 sgn x arcsin? (1/x)4-C. Votta t=arcsin (1/x). 773. 1/21n {x*41) —
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—1In |x|4C. Vétta (=x+1/x, sis £ __9—x241/x? ja dx=x2dt/(x>—1),
x4 1= x2(x2 4 1/x%) = 2@ 92). 114 2P =In|¥—1]—In |212¢ 4
+(xt+1)12|4C. Votta f=x— 1/, siis x4 1=x2(1742).

§ 6.3

775. —x cos x+sin x4C. Votta u=x, do=-sin x dx. 776. X sin x+cos x+C.
Votta u=x, dv=cosxdx. T771. —(x41)e—*4C. Votta u=x, dv=e"* dx.
778. a*(x1na—1)/In? a+Cf_‘mf"m"“——“'xiFC."""Vf:')tta u=Inzx, dv=dx.
780. x1In (¥*+ 1) —2x 4 9arctanx +C. Votta u=In (x> + 1), dv = dx.
781. x tan x — x2/2-+1In |cos x| 4C. Votta u=rx, dv=tan?x dx ja kasutada iles-
7351;3 683t 1ahendu2st. 782. 3———x2 cos x+22x.si_n2x—|—-2 cos x+CC Klgsutada valemit

. vottes u=x? ja n=3. 783. —e~ x(2x24-2x+1) /440G asutada valemit
(23), vottes u=x* ja n==23. 7877“;%‘7:11;%;735 S % ch x — 6 sh x+C.
785, x*sin x4-4x3 cos x — 12x% sin x — 24x cos x124 sinx+C. 786, e*(sinx—
— cos x)/2+C. Votta u=e~, v=sinx ja kasutada valemit (22). 787. e*(sin x+
+cosx)/2+ C. Votta wu=e*, U==C0OSX ja kasutada valemit (22).
788, x{sinlnx —cosln x)/2+C. Votta u=sinlnx, dv=dx ja kasutada valemit
(19) kaks korda. 789 x(cos In x4-sin In x)/2+C. Votta u=cos Inx, de==dx ja
kasutada valemit (19) kaks korda. 790. (——’chxcosx-}—shxsinx)/Z-}—C. Votta
u=chx, v=sinx ja kasutada valemit (22). 791. 1/3 x° Inx—1/9x34C. V&ila
u=Inx, dv=x2dr vOi u=x*Inx, do=dx. 792. e*/(1+x)+C. Votta U==xr"
ja kasutada valemit (19) ning arvestada, et dx=d(1-+x). 793. 2x!72sin PV
42 cos x1/24C. Teha muutuja vahetus f2=—x (¢=0), kust dx=2¢ d¢, j» integ-
reerida ositi. 794. 1/3(x3—1)1In (x+41) — x3/9 — x2/6 — x/3+C. Votta u=
=In (x —1), do=x2dx ja leitavale funktsioonile v lisada konstant —1/3,
s 0. vdtta v=(x*—1)/3. 795 x2/4+x/4 sin 2x4-1/8 cos 2x+C. Integreerida
ositi, vottes u=x, dv=cos? x. Kasutada iilesande 744 vastust. 796. Qesinx 3
X (sin x — 1} +C. Kasutada valemit sin 2x==2 sin x cos x. Teha muutuja vahetus
t—sin x. 797. xarctanx —1/2 In (14x?)4C. Integreerida ositi, votles wu=
—arctan x, dv=dx. 798. xarcsin x4+ (1 — x¥)124-C. Integreerida ositi, vottes
d=arcsin x, dv=dx ja saadud integraalis teha teisendus x dx=—d(l — x2) /2.
799,  (x2+1)/2 arctan® x — x arctan x+1/21n (x?41)+C. Integreerida  ositi,
vottes u=arctan?x, dv=x dx, kust v méidrata kujul v=x2/2+41/2, s.o. votita
koos konstandiga 1/2. Kasutada iilesande 797 vastust. 800. 6(x — 2) sin x'/*+
+9x42(6 — X) cos x124-C. Teha muutuja vahetus ff—x (t==0), kust dx=2¢4d,
ja kasutada valemit (23), vottes u=t®, v=sint ja n=4. 801. x*(2 sinln x —
—coslnx)/54+C. Vdtta u=sin Inx, duv==xdx ja kasutada valemit (19) kaks
korda. Saadud vorrandist médarata integraal. 802. x*(3 cos In x+sin In x) /104C.
Votta u=coslnx, dv=x%dx ja kasutada valemit (19) kaks korda. Saadud
vBrrandist madrata integraal. 803. (x—l)earc"anx/[Q(l—}-x?)l/?]+C. Teha
muutuja vahetus f=arctany, siis x=tant, kus te (—n/2, n/2), mille tottu
cos 1=>0. Kasutada valemit 1/cos? t==1-4tan*{.

§ 6.4

805 A/(x+1)+B/(x+2). 806. A/s+B/(x41)+C/(x+1)2 807. A/ (x — 1)+
B ) C) (e D) (Dx+E) /(5 1). 808, A/xB/(x+2)+CL(+2)
—I—(Dx+E)/(x2+x-|-1)+(Fx+G)/(x2+x+1)2- 809. A/(x—2)+B/(x—3).
'810. x2—|—2+A/(x—-l)+B7(x+2). Et tegemist on lilgmurruga, siis valemi
(26) rakendamiseks fuleb eelnevalt lugeja jagada nimetajaga taisosa eralda-
miseks. 811. 1n |x—2{+In |x45]+C. Osamurdudes kordajate madramiseks
votta x=2 ja x==—D5. 812. In |x4+1] —1/21n |2x+1]|+C. Kordajate maarami-
seks votta x=—1, x=—1/2. 813. x2/2—-—x+1n]x—1|+21r1|x+2|+C. Liig-
murd. Lugeja jagamisel nimetajaga saame x—143x/[(x— 1D {(x+2)].
f14. 41n |x| — 3 1In [x — 1] —9/(x — 1)+ C. Kordajate miadramiseks votta x=0,
x=1 ja vordustada x? kordajad. 815. x — In |x|+1/x+2 In |x—1]4-C. Liig-
murd! 816, —31n |x| —2/x+3In [x+1] — 1/(x+1)+C. Kordajate méaramiseks
vitta x=0, x=—1 ja vordustada x* ja «® kordajad. 817. 2/=2Inlx| —
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— In(x241)42C. Kordajate madramiseks votta x=0 ning vordsustada x ja x®
kordajad. 818. 4/=2In |x+1| —In (x24-1) 42 arctan x+4C. Kordajate maia-
ramiseks votta x=—1, x=0 ja vOrdsustada x? kordajad. 819. 2/=21n |x| —
— In(x2F1)+1/(x2+1) +x/(x*+1) +arctan x+2C. Kordajate mddramiseks votia
x=0, x={ ning vordsustada x* ja x* kordajad. Kasutada rekurrentset valemit
(28). 820. In |x| — In(x24-2x4-2) /2 — arctan (x+1)+C. Kordajate madramiseks
votta x=0 ja vordsustdda x? ja x kordajad. 821. 8J=2x/ (x24-1)243x/ (2 +1) 4
43 arctan x4-8C. Integraal on kujul (27), kus n=3 ja b’=I, seepdrast kohe
kasutada rekurrentset valemit (28) kaks korda jdrjest. 822. 2J = (x+1) /(224
+2x4-2)4arctan (x41)4+2C. Teha muutuja vahetus x={—1 ja kasutada
rekurrentset valemit (28). 823. 2/=arctan (x/24+1)+2C. Teha muutuja vahe-
tus x=f—2 ja kasutada diferentsiaali mérgi alla viimise votet. 824, 2J/=
==x/(x?41)4arctan x+2C. Kordajate méidramiseks votta x=i, ¥x==0 ja vOrd-
sustada x® kordajad., 825. 2J/=—(3x2+42)/(x*+x) — 3 arctan x+2C. Kordajate
maaramiseks voita x=0, x=i ja vordsustada x* x ja x* kordajad.
826. x/(x242x+2) — 2 In |x41]|+In (x242x+2) +-arctan (x+1)+C; Kordajate
méasramiseks votta x==i — 1 (poliinoomi x242x~+2 nullkoht), x=—1, x=0 ja
vordsustada x* kordajad. 827. 16/ = —2(x2 4+ x+2)/[(x + D¥Hx—1)] +
+In |x41] —In |x —1[+16C. Kordajate méaaramiseks votta x=0, x=1, x=
——1 ja vbrdsustada x* a ¥* kordajad. Saadud vorrandisiisteemist mairata kor-
dajad. 828. a-+2b+3c=0. 829. pc+ra=2gb. 831. (—1/(22)46/t4151n |¢| —
~—20f415¢2/2 — 2631 #4/4) /374C, kus t=(x+1)/(x+4). 832 (—1/t43t —
—#2/2—31n |t])/5*4+C, kus f=(x—2)/(x+3). 833. —13/3+43t2 — 15¢4
~+201n |£] 415/t — 3/t34-1/(383) 4C, kus t=(x—2)/(x—3).

§ 6.5

834. tan(x/2)-+C. Teha asendus (42). 835. 2/[1 —tan (x/2)]+C. Teha
asendus (42). 836. In |14tan (x/2)|+C. 837. 1/5¢cos®x—1/3 cos® x+C. Teha
asendus (44). 838. —1/8cos*2x-4-C. Teha asendus cos2x=1. Voib teha ka
asendused sin2x=t ja tan2x=¢ 839. (In|ft—1]—In|t41 )/2+C, kus
t=cos x. Teha asendus (44). 840. (In [¢+4 1| —In [t —1])/24C, kus f=sin x.
Teha asendus (45). 841. tanx+1/4sin2x —3x/24-C. Teha asendus (46).
842. 1/2sinx —i1/10sin5x+C. 843, —1/4cos2x— 1/8 cos 4x+C.  844.
3 sin (x/6)+3/5sin (5x/6)4C. 845. —1/8cos 2x — 1/16 cos 4x+1/24 cos 6x+4C.
846. —1/2cosx—1/20cos bx41/28cos7x4-C. 847. xcos (2b) /2+sin{2ax)/
/(4a) + C. 850. —x/5—3/51n |sinx + 2cos x|+ C. 851. 12x/13 —
—5/131In|2sinx+3cosx|+C. 852, 34/ = 3x+451In 13 cos x+5 sin x| +34C.
853. In |cos x — 1|42/tan (x/2)+C. 854, x—tan (x/2)+C. 855. 5/=—3x+
+41In |sin x — 2 cos x+3| — 6 arctan [(5 tan(x/2)-+1)/2]4C.

§ 6.6

856. 2x1/2—41n |2+4x12|+C. 857. 2arctanx'/24C, 858. 2£3/342f—
—2arctan t+C, kus t=(x—1)V% 859. ot/ (124+1)+2 arctan £+C, kus t=
=[(14+x)/(1 —x)]¥/% Viimase vorduse abil teha muutuja vahetus ja kasutada
rekurrentset valemit (28). 860. 4 arctan {+2¢/(£24+1)+C, kus = (2x — )12
Viimase vorduse abil teha muutuja vahetus ja kasutada rekurrentset valemit
(28). 861. - —t/{2(2341)]-t-arctan (21/2£) /2324-C, kus t=[x/(1 —x)]'~
862, 3/=—x3+ (¥ — 1)3%24+3C. Teha Euleri esimene asendus plussmérgiga.
863. 4/=21Int— 1/£24-4C, kus t= (1+x?)1/2—x, Teha Euleri esimene asendus
plussmirgiga. 864. =1/t —t+2C, kus xt=(1 — x?)1/24-1, Teha Euleri kolmas
asendus miinusmérgiga. 865. 2/=4In [¢] —3In|14-2¢]43/(14+2£)42C, kus
t=x+(x2+4x+1)2% Teha Euleri esimene asendus miinusmargiga. 866, 27/=
=-—21In |t —1|+6/((—1)+2In |t-+2] — 12/ (t42)4+27C, kus xt=(x4-2x?)12
Teha FEuleri kolmas vdi teine asendus (x+2x%)12=xf. 868. In|x+1+4
+ (x242x — 1)1/?|4-C. 869. 3-12arcsin (3x/4-+1/4)+C. 870. 2°/34+12:1/114
46613/134-C, kus t==x'F. Et p=tdisarv, siis teha asendus x'=f, kust x=1¢°
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ja dx=6t5dt. 871. 315/10 — 3t2/4+C, kus t= (x?4+1)'8 Et (a+1)/8 on tdis-
arv, siis teha asendus x*+1=#. 872, In|i+1|—In|t—1|4+C, kus =
=(x2+1)'/2/x. Et (a+1)/B+p=tdisarv, siis teha asendus (x?41)/x2=1+4-
+x-2=# Saame dx=—x%dt ja (x?+1)V2=xfsgn (xf)=xt. 873. 5i/4 —
—569/94C, kus t=(141/x)'5 " 874. 3in |t+1]|+3/(t+1)+C, kus t=x',
875. (13/3 —t)/4+C, kus t= (14-2x%)1/2 876. 1/6 In (t*4+t+1)—1/3In {{ —1]—
— 3=} arctan [ (2t41) /313 4-C, kus t= (x*41)13/x, 877. {/(t*+1) — arctan {4
~+C, kus t=(x"%—1)12 882 r=2/k, k= Z, k0. 883. r==F/3, kus & on iga
kolmega mittejaguv tdisarv. 884. Iga r korral, sest y=2=taisarv. 885. r=k
voi r=2/3—k, kus k= Z.

§ 7.1

886. PT 7.1.1. 887. PT 7.1.2, PT 7.1.3. 888. PT 7.1.3. 889. PT 7.1.4. Katke-
vuspunktid moodustavad jada (1, 1/2, 1/3, ...). 890. PT 7.1.5. Funktisioon on
iilesandeis 886 ja 888 olevate integreeruvate funktsioonide korrutis. 894. 2.
895. 19/3. 896. e*— 1. 897. In 2. 898. Positiivsed, teine. 899. Positiivsed, esi-
mene. 900. Positiivsed, teine. Vt. iilesanne 545. 901. Negatiivsed, teine.
902. Positiivsed, teine. 903. Esimene positiivne ja teine negatiivne, esimene..
904. :=1. 905. &= (19/3)!2 906. E=In[(e*—1)/3]. 907. &=1/In2,
908. 1/(14x). 909. sinx. 910. x—!sin 2x. Kasutada liitiunktsiooni diferentseeri-
mise reeglit M 3.1.1, vottes u=2x, ja valemit (13). 911. xe—=, 912. —(14x2)12,
Kasutada vordust (4). 913. —x/Inx. 914. y'=0. Kasutada vbdrdust (5).
915, —In?x+4+2In%?(2x) =2In?24+InxInl6. 916. —cos xexpsin®x—
— sin x exp cos? x, 917. e* sin x.

§ 7.2

918. 15/4. 919. 1. 920. 3 —e. 921. 17. 922. —In 5. 923. 1 — 3-12, 924, 3/44
-+In4. 925. 15/In 444, 926. n. 927. 1. 928. /4 — arctan (r/4). 929. (n/4)34-
~f-arctan (m/4). 930. 1/12. 931, 2. 932. 17/3 —e. 933. 5/2. Jaotada integreeri-
misloik osadeks [—1, 0] ja [0, 2] ning korvaldada absoluutvdirtus D 1.2.1
pohjal. 934. 4. Jaotada integreerimisldik osadeks [0, 2] ja [2, 4] ja kdrvaldada
absoluutvaartus. 935. 2. Jaotada integreerimisldik osadeks [0, /2] ja [n/2, a]
ja korvaldada absoluutvdirtus. 936. 4. Antud funktsiooni nullkohad on 0 ja 2.
Vastavalt sellele jaotada integreerimis!dik kolmeks osaks [—I1, 0], [0, 2] ja
[2, 3] ning igal osal kdrvaldada absoluutviirius. 937. —1/4. Antud juhul on
[{(x)=0, kui x=0 ja f(x)=shx, kui x<0. 938. 0. Paarite funktsioon. Kasu-
tada valemit (21). 939. mn/2. Paarisfunktsioon. Kasutada valemit (22). 940. =.
Paarisfunkisioon. 941. 0. Paaritu funktsioon. Vi. iilesanne 146. 942. 0; osa cos x
on paarisfunktsioon, osa tan(x/3) on paaritu. 943. 288; osa x5-+15x* on paa-
ritu ja osa x*+4 on paarisfunktsioon. 944. e™ —e—%; o0sa sinx on paaritu
funktsioon, osa e~ ei ole ei paaritu ega paarisfunkisioon. 945. 8; paarisfunkt-
sioon, Idigul [0, n] on sin|x|4sinx=2sinx. 946. 1. 947. In2. 948. 10.
949. 0. 950. 16/3. 951. 4/3. 952. ¢’ — 1. 953. m. 954. n/24. 955. /6. 956. 7/30.
957. 1/2. 958. In 2. 959. 98/3. 960. (e —1)°/5. 961. 1/3. 962. 2/3. Vt. mirkust
ilesande 745 vastuses. 963. 4/3. Teisendada integraalialune avaldis kujule
|sin x| cost?2x dx ja kasutada valemit (22), viies sinx diferentsiaalimirgi alla.
964. arctansh 1. 965. 4 —21In 3. Votta x=12 (¢==0), siis dx=2¢ dt. Vdib votta
ka 14x12=¢ siis x= (f—1)? ja dx=2(t—1)df. 966. 2(3.2—n/3).
967. 2—1n2. Votta £2=142x (¢>>0), siis dr=rdf; voi f=14(142x)112
siis (t—1)2=1+4+2x ja dx=(f—1)}dt. 968. arctan3-— arctan2. Votta x=
=t—2. 969. m/2. Vbita x=1{42 ja seejdrel f=3s. 970. n/6. Votta x=1+}1
ja seejdrel t=23s. 971. 1. Votta f=tan (x/2). 972. 2arctan (5-1/2). Votta {=
=tan (x/2). 973. -—2. 974. 1 — 2/e. 975. 2n. Kasutada algul valemit (22), sest
integraali all on paarisfunktsioon. 976. n/4 —1/2. Votta u=—arctanx ja dv=
=x dx. Viimasest saadud v vdtta konstandiga 1/2, s.o. v == (x2+1)/2.
977. 3(In12—1). Votta u=In (x+3) ja do=dx. Viimasest saadud o votta
konstandiga 3, s.o. v=x+43. 978. —2n Kasutada valemit (29), vittes n=3,
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u=x? v=cosx. 979. 6 —2e Kasutada valemit (29), votles n=4, u=1x3,
v=e*. 980. (e*/241)/2. Kasutada valemit (31), vOites u==e*, v=sinux.
981. (e"41)/2. Voita u=sinlnx, dv=dx ja kasutada valemit (27) kaks
korda. Kahekordse ositi integreerimise valem (31) toob kaasa komplitseeritud
arvutusi. 982. 8/31n2 —7/9. Votta u=x?lnx, dv=dx ja kasutada valemit
(27). Saadud vorrandist avaldada integraal. 983. m/4. 984. m — 2. 985. n/124-
+312/2 — 1, 986. (27— 2%)/In 2. 987. (621n3 — 16)/In? 3. 988. 212 989. 4(2!2 —
—1)/3. Viia irratsionaalsus nimetajast lugejasse. 990. 3(In2—1/2). Votta
14x=28, siis dx=3f2d#, ja arvestada, et P=£—I141=(t+1)(t—1)41.
991, 2 — /2. 992. 1/2. 993. 0. Kasutada valemit (21), sest integraalimirgi all
on paaritu funktsioon. 994. 0. Votta x —3=14, siis -integreerimisldik muutub
siimmeetriliseks ja integraalimirgi alla tekib paaritu funktsioon, mille tottu
saab kasutada valemit (21). 995. In (14e) —In2. 996. In3 —In4. Teisendada
lugeja kujule 1 —e*=(14e*)— 2e*. 997. 3(e**+1)/13. Kasutada valemit (31).
998. 3(n?/2 —4). Votta x=1# (t>==0) ja kasutada valemit (29). 999. 17/6.
Vaadelda kui diferentsiaalbinoomi, kus e=1, =1, y=—1/2. 1000. (e® —2)/5.
Votta u=cos Inx, dv=x dx ja kasutada valemit (27) kaks korda. Saadud vor-
randist avaldada integraal. 1001. 33/8. On diferentsiaalbinoom, kus a=3,
p=2, y=—2/3. 1002. nt/16. 1003. 1/2. 1004. 8/21. Votta cos x=1¢2 1005. 1/2.
Teisendada sin x dr=—d cos x ja arvestada, et |cos® x| =cos®x, kui 0<Cx<I /2,
ja Jcos® x| =—cos?x, kui n/2<x<<m. 1006. 4(3'2—1) — /3.

§ 7.3

1007. 2. Kasutada valemit (38), sest algfunktsioon on pidev integreerimis-
16igus. 1008. 3. 1009. Hajub KT 7.3.3 pohjal. 1010. mt/2. Kasutada valemit (38).
1011. x. 1012. Hajub KT 7.3.5 pohjal. 1013. Hajub KT 7.3.4 pohjal. 1014. 1/In 2,
1015. 3n%/8. 1016. 3(m/4)'A. 1017. Hajub, 1018. 3/2. 1019. Koondub. Vorrelda
funktsiooniga 1/{x-—1)12 ja kasutada tunnust KT 7.3.1 vdi KT 7.3.2
1020. Hajub. Vorrelda funktsiooniga —1/[2(x—1)], kasutada tunnust KT 7.3.2.
1021. Koondub. Kasutada tunnust KT 7.3.2, vaadeldes piirprotsesse x — 2+
ja x—3—. 1022. Koondub. 1023. Koondub absoluutselt. 1024. Koondub abso-
Juutselt. 1025. Koondub absoluutselt. 1026. Hajub. 1027. Koondub. 1028. Hajub.

§ 7.4

1029. 1. Kasutada valemit (48). 1030. Hajub KT 7.4.3 pdhjal. 1031. 1.
Kasutada valemit (49). 1032. 1/(k— 1), kui k>1; kui k<1, siis hajub KT 7.4.3
pohjal. 1033. . Kasutada valemit (50). 1034. Hajub KT 7.4.3 pdhjal. 1035. 1/2.
1036. n. Teha muutuja vahetus x=f — ! ja kasutada valemit (50). 1037. 1/In2.
1038. 1. 1039. Hajub KT 7.4.5 pohjal. 1040. =n/5!2 Teha muutuja vahetus x=
=¢—2. 1041. Hajub KT 7.4.4 pdhjal. 1042. 1/2. Kasutada valemit (31).
1043. Koondub. Et (14x3)-12<<(14x?)-12, siis koondub 1 vordluslause
KT 7.4.1 pohjal. Et (14-x3)-1/2 ~ 1/x3 siis koondub II vordluslause KT 7.4.2
pohjal. Koonduvus jdreldub ka tunnusest KT 7.4.6. 1044. Koondub KT 7.4.6
pohjal, sest x/(x34-1) ~ 1/x% kui x— oo, 1045. Koondub KT 7.4.6 pohjal
1046. Hajub KT 7.4.6 pdhjal, sest x/{14x)% ~ 1/x, kui x— oo, 1047. Koondub.
1048. Koondub. 1049. Hajub KT 7.4.6 pohjal. 1050. Hajub. 1051. Koondub
tingimisi. Vottes f(x)=sinx ja g(x)=1/x, saame koonduvuse tunnusest
KT 7.4.7. Et |sinx|/x=x-1sin?x=1/(2x) — (4x)~'cos2x ja integraal funkt-
sioonist 1/(2x) hajub (integraal funktsioonist (4x)—!cos2x koondub KT 74.7
pohjal), siis I vordluglause KT 7.4.1 pdhjal integraal funktsioonist |sin x| /x
hajub, s. t. vaadeldav integraal ei koondu absoluutselt. 1052. Koondub tingimisi.
Koondub KT 7.4.7 pohjal. Selleks et ndidata, et integraal absoluutselt ei
koondu, kasutame vorratust |cos x|=cos?x==(l+4-cos2x)/2 analoogiliselt iiles-
andega 1051. 1053. Koondub absoluutselt 1 vordluslause KT 7.4.1 pdhjal, sest
|cos x2|/(1+x4)__<_1/(1+x4).,<._1/x4. 1054. Koondub tingimisi. Koonduvuse nai-
tamiseks teha muutuja vahetus x2=¢ ja kasutada tunnust KT 7.4.7. Et integ-
raal absoluutselt ei koondi, jdreldub vorratusest |[sinx| = sin?x =
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= (1 —cos 2x) /2. 1055. Hajub. Jaotada integreerimispiirkond'osadeks [0, n}

ja [m, o). Esimeses neist integraal hajub ja teises koondub KT 7.4.7 pohjal.
1056. Hajub. o -

§ 7.5
1057. Tipne vastus on —6,2832... 1058. Tipne vastus on 069315....
1059. Tapne vastus on 0,83566.... 1060. Tépne vastus on 17333 ... .
1061. Tipne vastus on 54024 ... . 1062. 1,463. 1063. 3,14159. ‘
§ 8.1

1064. 8/3. Kasutada valemit (2). 1065. e— 1. Kasutada valemit (1).
1066. 45. 1067. 1/12. 1068. 2. 1069. 4. 1070. 2(1 — 1/e). 1071. ngb. Minna iile
parameetrilisele kujule x=acos?, y=bsint, t < [0, 2n] ja kasutada valemit
(1), tehes muutuja vahetuse x=acosf, siis dx=-—asint df ja y=y{x)=
—bsint Simmeetrilisuse totiu votta neljakordselt integraal lIdigus [0, m/2].
1072. 4a3/3. Siimmeetria tdttu arvutada 1/4 pindalast. 1073. 1/9. Tekkinud
piratut infegraali integreerida ositi, vottes u=—x?1Inx, dv=dx. Saadud vorran-
dist mairata integraal. 1074. 3ma?/2. Kasutada valemit (6). 1075. na*/4.
1076. 187a2. 1077. m(a2+b2) /2. 1078. . 1079. (e241) /2. Kasutada valemit (1),
tehes muutuja vahetuse x=Int¢, siis y=e?—#2. 1080. 3na?. Kasutada valemit
(1), tehes muutuja vahetuse x=a(f— sin 1), t= [0, 2n], siis y=a(l —cos f).
1081. 8(2 — arctan ), kus &= (14+2/312)1/2 1082. 5-2!/2/3. 1083. m. Vaadeldav
kujund on tokestamata ja siimmeetriline y-telje suhtes, Seepirast tuleb algul
leida kujundi selle osa pindala, kus 0<<x=h, ning minna siis piirile h— oo,
Sellega tokestamata kujundi pindala leidmine taandub piratu integraali arvu-
tamisele. 1084. 2. 1085. 4. 2086. 3ma® ' '

§ 82

1087. 1/3. Kasutada valemit (7). 1088. 2abc/3. Kasutada valemit (7).
1089. 4mabc/3. Kasutada wvalemit (7). 1090. 8a3/3. Kasutada valemit (7).
1091. n2/2. Kasutada valemit (8). 1092. 12x. Kasutada valemit (8). 1093. 3n/10.
Kasutada valemit (9). 1094. m/2 Tokestamata keha. Vi mirkust {ilesande
1083 vastuses. 1095. mh2(r —h/3). 1086. 2mr?(r —h)/3. 1097. all —e-1).
Kasutada valemit (10). 1098. mt(e*+1)/2. Kasutada valemit (10). 1099. 2°/15.
Kasutada valemit (8), vdttes x-telie asemele y-telje. 1100. 8na?h/3. Kasutada
valemit 3(83), votles x-telje asemele y-telje. 1101. m:a®/15. 1102. 32ma?b/105.
1103. 6m°a®.

§ 8.3

1104. 14/3. Joone vorrand on kujul (11), seepirast kasutada valemit (12).
1105. (In|sine — 1| —In|sin a--11)/2. 1106. a(24a)/2. 1107. 2ash 1. 1108. 8a.
Joone vorrand on kiw'ul (13), seepdrast kasutada valemit (14). 1109, 6a. Minna
iile parameetrilisele kujule x=a cos®t, y=asindt, t < [0, 2a]. Kujundi sim-
meetrilisuse t3tiu voib votta neliakordse integraali 16igus [0, m/2]. Siis sin{>0
ja cost>>0. 1110, 19/3. 1111. 8a. Kasutada valemit (16). 1112. 512/2+4
+1n(1,5452/2). 1113. a(l+m?)12/m. 1114, In(x/2).

§ 84

1116. nf(i1+a%)3?—1]/19. Kasutada valemit (19). 1117, 14x/3. Kasutada
valemit (19). 1118, ma?(sh24-2)/2. 1119 127a2/5. Minna parameetrilisele
kujule x=a cos’t, y=asin®{. Votta veerand koverast (0<Sf=<m/2), siis saame
pool pinda, ja kasutada valemit (21), 1120. on21/2(en — 2) /5. 1121. 16n%a®
Kasutada valemit (22). 1122, 29 6=, 1123. 32na?/5. 1124. 8ra?(n — 4/3). Kasu-
tada valemit (17), vbites h(f)=x—ma ja n<<E<2W 1125. 3ma?(4-212 —
—1)/5. 1126. x[2'241In(14212)]. Vt. mérkust iilesande 1083 vastuses. 1127. 4.
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§ 85

1128. Mx—M,=02!2/2. Kasutada valemeid (28). 1129. M.=M,=a%/6.
1130. M.=pab?/6, M,=ypa%h/6. 1131. n/2+4-4/5. 1132. 21-24%, 1133. 2sha+
+2sh3a/3. Kasutada valemit (33). Arvestada, et 14sh?x=ch’x, teisendada
integraalialust avaldist jirgmiselt: ch®x dx= (l1+4sh?x)dshx. 1134. 00,5r3(a —
- _sinacosa). 1135. nr¥+2nrb?, kus r on ringjoone raadius ja b on keskpunkti
kaugus teljest. 1136. Jo=ab%/3, I»=0a%/3. 11317. dpab?(ab)\2/15. 1138. la=
—=mnab3/4, I»=mna%b/4. 1139. =0, 4p=a(2+sh2)/sh1. Joone pikkus votta
iilesandest 1107. 1140. é=mna, n=4a/3. 1141. 64a%/3. Tsiikloidi kaare pikkus
votta tilesandest 1108 ja masskeskme koordinaadid ilesandest 1140, 1142, &=
=n=2a/5. Minna iile parameetrilisele kujule x=acos¥t, y=asin®f, t<
e [0, mt/2]. 1143. 12na?/5. Astroidi pikkus votta {ilesandest 1109 ja mass-
keskme koordinaadid iilesandest 1142, 1144. 3né=4a, 3nn=4b. Ellipsi pindala
vbita iilesandest 1071. 1145. 4mab?/3. Ellipsi pindala votta, iilesandest 1071 ja
massikeskme koordinaadid tlesandest 1144. 1146. é=mna, #=>5a/6. 1147. 8na?,
Kujundi pindala votta iilesandest 1080 ja massikeskme koordinaadid filesandest
1146, 1148. s = vyt ——gt?/2. 1149, T = c/g arctan (vo/c). H=—c?/g-
-In cos arctan (vo/c) = c2In(1 4 ve/c?)/(2g). 1150. s=10*m. 1151. x=
= Ut~ Sin wf, Ukeskmine=20p/X. 1152. W=mor?h?/12, kus g on vee ruumala
iihiku kaal. 1153, W=mprt/4, kus. ¢ on vee ruumala fihiku kaal. 1154. 4mrt/3.
1155. Anum peab olema piiratud pinnaga, mis tekib kovera y= Cx* pooriemisel
iimber y-telje (C=const}. ' '
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INTEGREERIMISE POHIVALEMID

1) j0odx=C 7) [e'dx=e*+C

2) [dx=x+C 8 (¥ =inixixc

3) S%=———-}-+C 9) fsinxdx= -cosx+C
4) _S%:ZJYHC - 10) {cos x dx=sinx+C’
5) Sx“dxz—’a‘a;;+0 11) Sgl%— —cotx+C

6) a*dx =135 +C 12) SCOS =tanx+C

13) f—\/_ld—%xz—'-—_arcsin x+C= —arccos x+Cy |

14) 5 > =arctan x + C= —arccot x + C,

T4x

15) [sh xdx=ch x+C 17) jﬂh—z,; cthx+C

16) ich xdx=sh x+C 18) j—%ﬁ-—th x+C



DIFERENTSEERIMISE POHIVALEMID

1. ¢’=0 (c =const) 14. (arcsin x)*:—f_—x—
2. x'=1 15. (arccos x)' = —ﬁ
3 F)= .-% 16. (arctan x)’ = 1_:)(;
S r_ 1

4. (Vx)'= N 17. (arccot x)’ = e
5 (%' =ax"! 18. (sh x)’ =ch x
6. (@)'=a’lna 19. (chx)’=shx
7_ x):= x ' ! 1

(e e | 20. (th x)". chix
8. (Iogalxl)’=7|1n—a 21. (cthx)' = - sl'fzx
9. (Inixl)'=- 22 (arshx)’= \/11—;(2
1_0. (sin x)" =cos x 23. (arch x)’:—-\/;;:T
11. (cos x)' = —sin x 24. (arth x)"=-7_1xz-—

1 i 1

12. (tan x) = coSix - 25. (arcthx)’ = 1222
13. (cot x)' = — —to—

Sin“x
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