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I peatiikk.
Norgad topoloogiad Banachi
ruumides

§ 1. Topoloogilised ruumid

1.1. Topoloogia moiste. Niiteid topoloogilistest ruumidest

Definitsioon 1.1. Oecldakse, et hulga X alamhulkade kogum 7 on topoloogia (hul-
gal X), kui

1°0,X er;

2° kogum 7 sisaldab koikvoimalikud oma hulkade loplikud tihisosad, s.t. mis tahes
ne€Njad,...,A, €7 korral (j_, A; €7

3° kogum 7 sisaldab koikvoimalikud oma hulkade iihendid, s.t. mis tahes alam-
kogumi & C 7 korral (J .0 A € 7.

Seejuures paari (X, 7) nimetatakse topoloogiliseks ruumiks. Kui topoloogia T roll on
kontekstist selge (voi see ei vaja tdpsustamist), siis deldakse ka lihtsalt, et X on
topoloogiline ruum. Kogumi 7 hulki nimetatakse lahtisteks hulkadeks (ruumis X
voi topoloogias 7). Kogumi 7 hulkade tidiendeid nimetatakse kinnisteks hulkadeks
(ruumis X voi topoloogias 7).

Niide 1.1. Hulga X koigi alamhulkade kogum P(X) ja kogum {0, X} on topoloo-
giad hulgal X. Neid topoloogiaid nimetatakse vastavalt diskreetseks topoloogiaks ja
triviaalseks (voi ka indiskreetseks) topoloogiaks.

Definitsioon 1.2. Olgu 71 ja 7 topoloogiad hulgal X. Oeldakse, et topoloogia 7
on tugevam kui topoloogia 7o (vOi et topoloogia 7o on nérgem kui topoloogia 1),
kui 71 D 7.

Vahetult eelnevast definitsioonist on selge, et diskreetne topoloogia ja triviaalne
topoloogia antud hulgal on vastavalt tugevaim ja norgim topoloogia sellel hulgal.

Niide 1.2. Meetrilise ruumi (X, d) lahtiste hulkade kogum on topoloogia (ruu-
mil X). Seda topoloogiat nimetatakse meetrika d poolt indutseeritud topoloogiaks.
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2 L Norgad topoloogiad Banachi ruumides

Niisiis, hulk meetrilises ruumais on lahtine parajasti siis, kui ta on lahtine selle ruumsi
meetrika poolt indutseeritud topoloogias; hulk meetrilises ruumais on kinnine parajasti
suis, kut ta on kinnine selle ruumi meetrika poolt indutseeritud topoloogias.

Diskreetne topoloogia hulgal X on indutseeritud diskreetse meetrika d poolt
(POHJENDADA!) , kus

A ) = 1, kuiz#uy; ryeX
’ 0, kuix =y, 7 '

Kui hulgas X on vihemalt kaks elementi, sis ei leidu niisugust meetrikat hul-
gas X, mis indutseeriks triviaalse topoloogia {0, X} (ponsenpapal) . Niisiis, mitte
1ga topoloogia pole indutseeritud mingi meetrika poolt.

Naiide 1.3. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum ning olgu Y C X. Siis kogum
{UNY:Uer}

on topoloogia hulgal Y. Seda topoloogiat nimetatakse suhteliseks (ehk relatiivseks)
T-topoloogiaks (hulgal Y').

Niide 1.4. Olgu X mingi hulk ning olgu € C P(X) (s.t. £ on mingi hulga X
alamhulkade kogum). Noérgimat topoloogiat (s.t. vdhimat topoloogiat) hulgal X,
mis sisaldab kogumit &, nimetatakse kogumi & poolt genereeritud topoloogiaks ja
téhistatakse siimboliga 7(&). Pole raske niha, et

(&) = ﬂ T (POHIJENDADA!) .
T on topoloogia

hulgal X,
TDE

1.2. Punkti timbrused topoloogilises ruumis

Olgu (X, 7) topoloogiline ruum ning olgu = € X.

Definitsioon 1.3. Oecldakse, et hulk N C X on punkti z dmbrus (topoloogias 7),
kui leidub hulk U € 7 nii, et x € U C N.

Kui punkti x mingi iimbruse puhul vajab topoloogia 7 roll kontekstis tédpsusta-
mist /rohutamist, siis viidatakse sellele timbrusele, kui punkti x 7-timbrusele.

Definitsioon 1.4. Oeldakse, et punkti « iimbruste kogum A on punkti « dmbruste
baas (ehk topoloogia 7 lokaalne baas punktis z), kui punkti z mis tahes iimbruse U

korral leidub hulk N € N nii,et z € N C U.
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1.3. Topoloogia baas

Definitsioon 1.5. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum. Oeldakse, et kogum %5 C 7 on
topoloogia T baas, kui iga kogumi 7 hulk (s.t. iga lahtine hulk ruumis X') esitub mingi
kogumi B hulkade iihendina.

Lause 1.1. Olgu (X, 1) topoloogiline ruum ning olgu B C 7. Siis kogum B on
topoloogia T baas parajasti siis, kui iga punkti x € X korral sisaldab kogum B ming:
selle punkti dimbruste baasi.

TOeEsTUS. BLA-BLA-BLA. .. [l

Teoreem 1.2. Olgu X mingi hulk ning olgu B mingi hulga X alamhulkade kogum.
Siis B on baas mingile topoloogiale hulgal X parajasti sits, kui on kehtivad jirgmised
kaks tingimust:

(1) iga x € X korral leidub W € B nii, et z € W;
(2) mis tahes U,V € B jax € UNV korral leidub W € B nii, etz e W CUNV.

Seejuures konealune topoloogia on
7:={U C X: iga x € U korral leidub W € B nii, et x € W C U},

TOESTUS. Tarvilikkus. BLA-BLA-BLA. ..
Piisavus. BLA-BLA-BLA. .. ]

Lause 1.3. Olgu X mingi hulk ning olgu £ mingi hulga X alamhulkade kogum. Siis

(a) kogumi & hulkade loplikud thisosad (koos hulgaga X ) moodustavad kogumi E
poolt genereeritud topoloogia T(E) baasi;

(b) kogumi € poolt genereeritud topoloogia (&) koosneb tihjast hulgast, hulgast X
ja kogumi € hulkade loplike tihisosade iihenditest.

TOrEsTUs. BLA-BLA-BILA... ]

1.4. Pere koonduvus topoloogilises ruumis
Definitsioon 1.6. Oeldakse, et seos < hulgas I on eeljirjestus, kui

1° < on refleksiivne, s.t. mis tahes a € I korral

axQ;

2° < on transitiivne, s.t. mis tahes «, 8,y € I korral

axp, 7 = a=x7.
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Seejuures paari (I, <) nimetatakse eeljirjestatud hulgaks. Kui eeljirjestuse < roll
on kontekstist selge (vOi see ei vaja tdpsustamist), siis Geldakse ka lihtsalt, et I on
eeljarjestatud hulk.

Kirjutades (8 = «, moistetakse selle all, et o < . Valemeid o < f ja 8 > «
loetakse “element « eelneb elemendile 5”7 voi “element 3 jargneb elemendile o”.

Kui lisaks tingimustele 1° ja 2°
3° < on antistimmeetriline, s.t. mis tahes «, § € I korral

a<B fgsa — a=4

siis eeljarjestust < nimetatakse osaliseks jirjestuseks ning 6eldakse, et paar (I, <)
(voi lihtsalt hulk I) on osaliselt jarjestatud hulk.

Definitsioon 1.7. Oeldakse, et eeljirjestatud hulk (1,<) on suunatud hulk, kui
4° mis tahes o, 8 € I korral leidub v € I nii, et

a7y ja B

Definitsioon 1.8. Olgu [ suunatud hulk ning olgu X topoloogiline ruum. Kujutusi
I — X nimetatakse suunatud peredeks voi lihtsalt peredeks ruumis X (voi ruumi X
elementide peredeks). Pere I 5 o +— z, € X maérgitakse siimboliga (24 )acr VOi (Za)a
voi lihtsalt (z,). Elemente z, nimetatakse selle pere liikmeteks, elementidele o € [
viidatakse kui indeksitele.

Niide 1.5. Jada (z,)%2, meetrilises ruumis X on pere N 5 n — =z, € X, kus
naturaalarvude hulk N on varustatud loomuliku jarjestusega <.

Definitsioon 1.9. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum, olgu (z,)aec; pere ruumis X
ning olgu = € X. Oeldakse, et pere (x,) koondub elemendiks x (ruumis X voi
topoloogias 7) ja kirjutatakse

T T ~ T
Ty — I, Ty — T vOl Ty — T
acl 1o
vol lihtsalt
Ty — T, Ty — T vOi To — T,
acl o

kui punkti x iga timbruse U korral leidub indeks aq € I nii, et
ael,ax>aqy = z,€U.

Naide 1.6. On lihtne veenduda, et jada meetrilises ruumis koondub parajasti siis,
kui see jada koondub tolgendatuna loomulikul viisil (s.t. niites kirjeldatud viisil )
perena, ning et seejuures on nendel jadal ja perel iks ja sama piirvddrtus.

Rohutame, et pere pitrvddartus topoloogilises ruumis ei ole tldjuhul tiheselt mad-
ratud (erinevalt jada piirviadrtusest meetrilises ruumis) — koonduval perel topoloogi-
lises ruumis voib iildjuhul leiduda rohkem kui iiks piirvaartus. Tarviliku ja piisava
tingimuse selleks, et antud topoloogilises ruumis leiduks igal koonduval perel tapselt

iiks piirviifirtus, anname jaotises (vt lauset [1.11]).
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1.5. Hulga sisemus, raja ja sulund topoloogilises ruumis.
Olgu (X, 7) topoloogiline ruum ning olgu A C X.

Definitsioon 1.10. Suurimat hulgas A sisalduvat lahtist hulka ruumis X nimeta-
takse hulga A sisemuseks (topoloogias 7) ja tihistatakse siimboliga A° voi int A.

Viahimat hulka A sisaldavat kinnist hulka ruumis X nimetatakse hulga A sulun-
diks (topoloogias 7) ja tihistatakse siimboliga A vai cl A.

Méargime, et niisugused suurim lahtine hulk ja vihim kinnine hulk on olemas: ilmselt

A° = U U ja A= ﬂ F (POHJENDADA!) ,

ADUer ACFeF

kus F tahistab ruumi X koigi kinniste alamhulkade kogumit.

Definitsioon 1.11. Vahet A\ A° nimetatakse hulga A rajaks (topoloogias 7) ja
téhistatakse stimboliga 0A.

Kui topoloogia 7 roll vajab kontekstis tdpsustamist, tdhistatakse hulga A sise-
must, sulundit ja raja topoloogias 7 vastavalt siimbolitega int, A, A voi el A ja

0-A.

Definitsioon 1.12. Sisemuse A° punkte nimetatakse hulga A sisepunktideks. Ra-
ja OA punkte nimetatakse hulga A rajapuktideks.

Jargnevad laused kirjeldavad vastavalt hulga sisepunkte, sulundi punkte
ja rajapunkte.

Lause 1.4. Olgu x € X. Jargmised vdited on samavadrsed:
(i) = € A%
(i) punktil x leidub dmbrus, mis tervenisti sisaldub hulgas A.

TOESTUS.
Ulesanne 1.1. Téestada lause

Lause 1.5. Olgu x € X. Jdrgmised vdited on samavddrsed:
(i) z € A;
(i) punkti x iga imbrus sisaldab hulga A punkte;

(iii) leidub hulga A elementide pere, mis koondub punktiks x.

TOESTUS.
Ulesanne 1.2. Toestada lause

Lause 1.6. Olgu x € X. Jargmised vdited on samavddrsed:
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(i) z € 04;

(i) punkti x iga dmbrus sisaldab nii hulga A punkte kui ka hulka A mittekuuluvaid
punkte.

TOESTUS.
Ulesanne 1.3. Toestada lause

1.6. Pidevad kujutused topoloogilistes ruumides

Olgu (X, 7) ja (Y, 72) topoloogilised ruumid ning olgu f: X — Y.

Definitsioon 1.13. Oeldakse, et kujutus f on pidev, kui
fYV)emn igaV € korral

(s.t. ruumi Y lahtiste hulkade originaalid kujutuse f suhtes on lahtised hulgad ruu-
mis X).

Definitsioon 1.14. Olgu = € X. Oeldakse, et kujutus f on pidev punktis x, kui
punkti f(x) iga iimbruse V korral leidub punkti z imbrus U nii, et f(U) C V.

Teisissonu, kujutus f on pidev punktis = parajasti siis, kui punkti f(x) mis tahes
imbruse V originaal f~'(V) on punkti  iimbrus (POHJENDADA!) .

Kui topoloogiate 7, ja 75 roll vajab kontekstis tdpsustamist, siis koneldakse pide-
vuse asemel 71-mo-pidevusest.

Lause 1.7. Kujutus f on pidev parajasti siis, kui ta on pidev igas ruumi X punktis.

TOESTUS.
Ulesanne 1.4. Toestada lause

Lause 1.8. Olgu x € X. Jdrgmised vdited on samavddrsed:
(i) kujutus f on pidev punktis x;

(ii) mis tahes punktiks x koonduva pere (x,) korral ruumis X koondub vastav kuju-
tuse f wvddrtuste pere (f(xa)) vddrtuseks f(x) ruumis Y, s.t.

To = x ruumis X = f(zy) = f(z) ruumis Y.

TOESTUS.

Ulesanne 1.5. Toestada lause
O

Lause 1.9. Olgu topoloogia 1o (hulgal Y') genereeritud hulga Y alamhulkade kogu-
mi € poolt. Siis kujutus f on pidev parajasti sis, kui f~Y(E) € 7y iga E € € korral
(s.t. parajasti siis, kui kogumi € hulkade originaalid kujutuse f suhtes on lahtised).
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TOESTUS. BLA-BLA-BLA. .. 0

Definitsioon 1.15. Kui kujutus f on péoratav, kusjuures nii f ise kui ka tema
poordkujutus on pidevad, siis 6eldakse, et f on homdomorfism.

Kui leidub homdomorfism X — Y, siis deldakse, et ruumid X ja Y on homdo-
morfsed (voi et ruum X on homdomorfne ruumiga Y voi et ruum Y on homéomorfne
ruumiga X).

1.7. Topoloogiliste ruumide eralduvusaksioomid

Definitsioon 1.16. Oeldakse, et topoloogiline ruum (X, 7) on
e Ty-ruum, kui mis tahes kahe erineva punkti x,y € X korral leidub hulk U € 7

nii, et
reUjaygU voi yeUijax&U;
e Ti-ruum, kui mis tahes kahe erineva punkti x,y € X korral leidub hulk U € 7
nii, et
reUijay&U,
o Th-ruum ehk Hausdorffi ruum, kui mis tahes kahe erineva punkti x,y € X
korral leiduvad hulgad U,V € 7 nii, et

relU,yeVijalnV =0

On ilmne, et iga Ti-ruum on Tj-ruum ning et iga Th-ruum on 7Tj-ruum.

Lause 1.10. Topoloogiline ruum on T\ -ruum parajasti sis, kui temas iga tihepunk-
tiline hulk on kinnine.

TOESTUS. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum.

Tarvilikkus. Olgu ruum X 7Tj-ruum ning olgu x € X. Siis iga y € X \ {z} korral
leidub U, € 7 nii, et y € Uy, kuid = ¢ U,. Aga niiiid X \ {z} = Uyex\(y Uy € 7
seega {z} on kinnine hulk.

Piisavus. Kui iga ithepunktiline hulk ruumis X on kinnine ning x,y € X, z # vy,
siis x € X \ {y} =: U € 7, kusjuures y € U, seega X on Tj-ruum. H

Lause 1.11. Topoloogiline ruum on Hausdorffi ruum parajasti siis, kui igal tema
elementide perel on ulimalt ks pirirvadrtus.

TOEsTUS. Tarvilikkus. Eeldame, et topoloogiline ruum X on Hausdorffi ruum. Ole-
tame vastuviiteliselt, et mingil ruumi X elementide perel (X,)aer on rohkem kui
iiks piirvdartus. Sel juhul mingite kahe erineva z,y € X korral z, — x ja x, — .
Kuna X on Hausdorffi ruum, siis leiduvad loikumatud lahtised hulgad U,V C X nii,
etxeUjayeV.Kunaz, = = jax, — vy, siis leiduvad indeksid oy, ay € I nii, et

ael,a>ay — x,€U ja acel,a>ay — x,€V.

Hulga I suunatuse tottu leidub indeks a € I nii, et o > ay ja a = ayp. Niiilid
To € UNV, mis on vastuolus hulkade U ja V' loikumatusega.

Piisavus. BLA-BLA-BLA. .. OJ

NB!
“{ihepunktine”?

Vai
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Definitsioon 1.17. Oeldakse, et topoloogiline ruum (X, 7) on

e requlaarne, kui mis tahes kinnise hulga F© C X ja punkti x € X \ F korral
leiduvad hulgad U,V € 7 nii, et

relU, FCVijaUNV =0

e (dielikult requlaarne, kui kinnise hulga F' C X ja punkti x € X\ F' korral leidub
pidev funktsioon f: X — R (siin vaatleme hulka R varustatuna loomuliku
meetrika poolt indutseeritud topoloogiaga), mille vairtused sisalduvad 16igus

0,1] ning f(z) = 1ja flr = 0.

e normaalne, kui mis tahes loikumatute kinniste hulkade F, H C X korral lei-
duvad hulgad U,V € 7 nii, et

FCU HCViaUNV =

Mairkus 1.1. Moned allikad nouavad regulaarsetelt, téielikult regulaarsetelt ja normaalsetelt
ruumidelt tdiendavalt, et need ruumid oleksid T}-ruumid.

Iga taielikult regulaarne ruum on regulaarne, sest kui f on funktsioon téielikult
regulaarse ruumi definitsioonist, siis hulgad

U::{zGX:f(Z)>%} ja V::{ZGXZf(Z)<%}

on lahtised (pomHIENDADA!) , kusjuures x € U, F C V ja UNV = (). Normaalne ruum
ei tarvitse iildjuhul olla regulaarne.

Néide 1.7. Kaheelemendilist hulka {a,b}, mis on varustatud topoloogiaga {0, {a}, {a,b}}, nime-
tatakse Sierpinski ruumiks. Sierpinski ruum on normaalne, kui mitte regulaarne.

Definitsioon 1.18. Oeldakse, et topoloogiline ruum (X, 7) on

o T5-ruum, kui ta on regulaarne 7T}-ruum;
o T51-ruum ehk Tihhonovi ruum, kui ta on taielikult regulaarne 7;-ruum;
2

e T)-ruum, kui ta on normaalne 7T}-ruum.

Kui mingi i € {O, 1,2,3,3%,4} korral (X, 7) on T;-ruum, siis deldakse ka, et topo-
loogia 7 on T;.

Lausest [1.10] jareldub, et iga Ts3-ruum on Th-ruum; samuti, et iga Ty-ruum on
Ts5-ruum. Kuna iga tdielikult regulaarne ruum on regulaarne, siis iga T31 ruum on
Ts-ruum. Iga T)-ruum on T31 -ruum — see fakt jareldub jargnevast Urésoni lemmast.

Teoreem 1.12 (Urésoni lemma). Olgu X normaalne topoloogiline ruum ning olgu
F.H C X loikumatud kinnised alamhulgad. Siis leidub pidev funktsioon f: X — R
(siin vaatleme hulka R varustatuna loomuliku meetrika poolt indutseeritud topoloo-
giaga), mille vddartused sisalduvad loigus [0, 1] ning flr =1 ja flg = 0.

TOESTUS. SEE TULEMUS ON TOESTATAKSE ULDISE TOPOLOOGIA KURSUSES. Il
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1.8. Kujutuste hulga poolt indutseeritud nork topoloogia

Olgu X mittetiihi hulk ning olgu iga i € J korral (X;,7;) topoloogiline ruum ja
fi: X — X;, kus J on mingi mittetiihi hulk (mille elementidele viitame kui indeksi-
tele ning millel me ei eelda mitte mingisuguse struktuuri olemasolu).

Definitsioon 1.19. Norgimat topoloogiat (s.t. viihimat topoloogiat) hulgal X, mille
suhtes iga kujutus f;, kus ¢ € J, on pidev, nimetatakse hulga {f;: j € J} poolt
indutseeritud (norgaks) topoloogiaks.

Mérgime, et selline norgim topoloogia eksisteerib: selleks on (hulga X alamhulkade)
kogumi
{fF{U):ieJ Uer}

poolt genereeritud topoloogia (hulgal X) (vt. ndidet (POHJENDADA!) .

1.9. Topoloogiliste ruumide korrutisruum

Olgu J mingi mittetiihi hulk (mille elementidele viitame kui indeksitele ning millel
me ei eelda mitte mingisuguse struktuuri olemasolu) ning olgu iga ¢ € J korral X;
mittetiihi hulk.

Meenutame, et hulkade X; otsekorrutis [ [, ; X; on defineeritud vordusega

[[xi:= {f: J =X

i€ i€J

f(i) € X;igaieJ korral}

(s.t. otsekorrutis [[,., X; on koigi niisuguste kujutuste f: J — (J,., X; hulk, mille
puhul f(i) € X; iga i € J korral); seejuures kujutuse J > ¢ +— z; mérkimiseks
kasutatakse siimbolit (z;);c;.
Otsekorrutisel [[,.; X; on iga indeksi § € J korral defineeritud koordinaatfunkt-
sioon
3! HXZ = (xi)ieJ — T € Xﬁ.
ieJ

Eeldame niitid tdiendavalt, et iga ¢ € J korral on (X;, ;) topoloogiline ruum.

Definitsioon 1.20.



§ 2. Topoloogilised vektorruumid

Koikjal edaspidises, koneldes vektorruumist, peame silmas, et tegemist on vektorruu-
miga iile korpuse K, kus K on reaalarvude korpus R voi kompleksarvude korpus C —
tikskoik kumb neist kahest korpusest, vélja arvatud, muidugi, juhul, kui (kon)tekstis
pole sedastatud teisiti.

Definitsioon 2.1. Olgu X vektorruum ning olgu 7 topoloogia ruumil X . Oeldakse,
et paar (X, 7) on topoloogiline vektorruum, kui vektorruumi tehted

XxX3(@yr—aos+yeX ja KxX>3(a,2)— areX

on pidevad. (Siin vaatleme hulka X varustatuna topoloogiaga 7 ning hulka K loomu-
liku kauguse poolt indutseeritud topoloogiaga ning korrutishulki X x X ja K x X
vastavate korrutistopoloogiatega.) Kui seejuures topoloogia 7 roll on kontekstist
selge (vOi see ei vaja tdpsustamist), siis Geldakse ka lihtsalt, et X on topoloogiline
vektorruum.

10
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