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1. Hulkade skitseerimine. Kera, risttahukas, rajapunktid, sisemus

1. Olgu A= (a,b) € R? ning olgu r,d;, d, > 0. Toestage, et ruumis R?
a) igakera (s.o. ring) B(A, r) sisaldab ruutu keskpunktiga A,
b) iga risttahukas (s.o. ristkiilik)

CAd,d):={(x,y): a—di<x<a+dy, b—-dy<y<b+dy}
sisaldab ringi keskpunktiga A.

Sonastage ja toestage sama ruumis R™.

2. Toestage, et alamhulk D € R™ on tokestatud parajasti siis, kui leidub selline r > 0, et
D < B((0,...,0),r).

3. Leidke jargmiste omadustega hulgad D ruumis R?:

a) 0D°=0D =0D; d) 0D #4D;
b) D#®,0D = @; _
c) dD=10,11%,0D° = ¢; e) hulgad 0D°, dD ja dD on koik erinevad.

4. Tooge niiteid ruumi R? hulkadest D, kus

a) D on lahtine, kuid ei ole kinnine, d) D on samaaegselt nii kinnine kui ka
b) D on kinnine, kuid ei ole lahtine, lahtine.
¢) D pole kinnine ega lahtine,

5. Toestage, et hulk D € R™ on samaaegselt nii kinnine kui ka lahtine parajasti siis, kui
0D =¢.

6. Kirjeldage (skitseerige) alamhulka D ruumis R?. Tehke kindlaks, kas D on lahtine, kinni-
ne ruumis R?.



a) D={(x,y):1<x<4,-1<y<0} d) D={(xy): x*+y* =625}
b) D={(x,y): 1<x*+y*<4}; e D={(x,y): y=2%y<1};
o D={(x,y): 1<x*+y*-1<x<L,-1<y <D ={(x,y): ¥* <y<2-x*}.

7. Kirjeldage (skitseerige) hulka, mis on miiratud ruumis R® jargmiste vorranditega voi
vorratustega. Tehke kindlaks, kas see hulk on lahtine, kinnine ruumis R®.

a) z=2; b) y=-1; o y=x d x+y=1 e z=)"
f) X*+22=4; ) { x=1, D { ¥+ +z2 =4,
g x’+) +2=4; P 1y=2 z2=1

h) ¥*+y*+2z° =2z x=1, ¥+ 428 =4,
N 22 12 k) _ m) 2 To o
) z=x"+y% V=2 XT+y +z°=4x

) (x-1%+(y+2)° +(z-3)%<4.

8*. Olgu D < R™. Olgu hulk D kinnine ning olgu fikseeritud positiivne reaalarv r. Tdhistame
={PeR™:3Q€e D d(P,Q) = r}. Toestage, et E on samuti kinnine hulk.

9*. Olgu D < R™. Toestage, et kui hulk D on korraga lahtine ja kinnine, siis D = @ v6i D =

R™.

2. FElementaarfunktsioonide midramispiirkond. Funktsiooni graafiku skit-
seerimine

10. Leidke funktsiooni f méaramispiirkond D:

a) f(xy)=vV-x+3y b) f(x,y)=In(x-y); o f(xy)=In(16-x*-y*);
d) f(xy)=sinx+\/-(y-3x)5 f) f(x,y]=m+,/4_x2_ 2.
e f(xy)=In(x*-y); ) f(x,y):tanf.

11. Skitseerige voi kirjeldage funktsiooni f graafikut:

a) f(xy)=2 d) f(xy)=\/x*+y% f) f(er’)zxz

b) f(x,y)=4-2x-4y;
o fxy)=\/9-x2-y% e f(xy)=—-\y1-x2-y% @ f(x,y)=siny.

2212

1
12. Leidke f(y, %), f(=x,~), f( ) f( X ki fx,y) = 2x;/'

Funktsiooni f: R*> — R tasemejooneks (tasemel k) nimetatakse punktihulka

{(x,): f(x,y) = k}. Funktsiooni f: R® — R tasemepinnaks (tasemel k) nimetatakse punkti-
hulka {(x, y,2): f(x,y,2) =k}.

13. Skitseerige jargmiste funktsioonide tasemejooned/tasemepinnad.
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a) fx,y)=x+y d) f(x,y)=Vxy; g fx,y2=x+y+z

b) f(x,y) =x*+y% e) flx,y)=1-|x-1yl; h fx,y,2) =x2+ 2+ 2%

X
o fx,y)=x*—y% f) f(X,y)=x2+y2; ) flx,y,2)=x*>+y*- 2%

14. Olgujadad (P;) ja (Qn) ruumis R sellised, et P, — Aja Q,, — B. Veenduge, et P, +Q,, —
A+BjaAP,— AA(LeR).

15. Olgu D < R™ ning olgu A hulga D rajapunkt. Toestage, et leidub hulga D punktide jada
(P;,), mille korral P,, — A.

16. Toestage piirvadrtuse definitsioonist ldhtudes, et

: _1a. : 2 o) _a.
) x,}/linz,:% (3x+4y) =18 ©) x,yﬂl (x Zy) 3

i _ = M i 2 _ = .
b) x,yll»—5,7 (4y—5x) =53; d) x},l_lg’l (2y”-3x)=5;

17*. Leidke koik funktsioonid f: (0,00) x (0,00) — R, mis rahuldavad jargmist tingimust: iga
x,y > 0korral

X 2 2
XY, —| =X — .
f(yy) y

3. Koondumiste ja pidevuse toestamine

18. Toestage piirvadrtuse definitsioonist 1dhtudes, et

li =1; e
a) x,}Illlxy e) = )

lim —

x,y—-1,0 x|y|
. 1

b) lim (—+2y) =3;

HyIAx I . —
) x1§/131 (x*+y%) =2; IPl—oco X2 + y2 —sinx
1
d lim ————— =00 im_(x° +2y%) = oo.
) 02 2+ (y-22 g “}ﬁ‘lloo (" +2y7) =0

19. Toestage, et kui m muutuja funktsioon f: D — R on pidevja f (A) > 0, kus A on hulga
D = R"™ sisepunkt, siis leidub selline timbrus U, (A), et f (P) > 0 iga P € U, (A) korral.

20. Olgu kahe muutuja funktsioon f: D — R pidev hulga D sisepunktis A = (a, b). Veen-
duge, et osafunktsioonid fj ja f>, mis on defineeritud seostega fi (x) := f(x,b) ja f>(y) :=
f(a,y), on pidevad vastavalt punktis a ja b.

21. Olgu A = (a,b) hulga D sisepunkt. Kas funktsiooni f: D — R pidevus punktis A on
samavadrne sellega, et osafunktsioonid f; ja f>» on pidevad vastavalt punktis a ja b?

22. Toestage, et kui kahe muutuja funktsioon f: D — R on pidev hulga D sisepunktis A,
siis leidub punkti A selline timbrus U, (A), milles f on tokestatud.

23. Ndidake, et kui kahe muutuja funktsioonid f ja g on punktis A pidevad, siis ka funkt-
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sioonid f + g ja f - g on selles punktis pidevad.
1
24*, Rahuldagu jada (P,) < R™ liikmed iga n € N korral tingimust d(Py,+1, Py) < o Toesta-

ge, et jada (P;) on koonduv.
25. Leidke jada piirvadrtus liIIIn(xn, yp) ruumis R?, kui

(1 n+1) (an L Cyn).
a) (xn;J/n)—(;; )) C) (xnyYn)—(Sln;,(— ) ’
2n-7 n3+3n—1)

n

n 3n ' n?2+5

n
b) (xn,yn)=(nsin%,(n+l) ); d) (xn,yn)=(
26*. Olgu antud lahtine hulk U € R® ning funktsioon f: U — R. Olgu tiidetud jirgmised
tingimused.
a) f on mélema muutuja jirgi eraldi vottes pidev hulgas U (see tdhendab, iga (a,b) € U
korral tekkivad osafunktsioonid f; ja f> on pidevad vastavalt punktis a ja punktis b),
b) f on muutuja y jargi kasvav (see tdhendab, iga (a, b) € U korral osafunktsioon f, on
kasvav).

Toestage, et f on hulgas U pidev funktsioon.

4. Piirvadrtuse arvutamine

27. Leidke piirvddrtused voi toestage, et piirvdartust ei leidu:

+

X2y’ +1-1 ) lim 2,
IPl—c0 X + ¥2

x+y

lim S a—
[Pl—oco X“+Xy+y
X

a) xl,;/lllo X2 +y?
. 11 )
b) lim (x+ y)sin—sin—;
x,y—0 X y

o lim In{zxy) ); 0 ey
x,y—0 xs.in vy D i X2+ y2
im ——;
d) liII(l) SInxy ; IPl—oo x* + y*
x,y—0a X 2 2
tan2xy m) lim &;
e) IPlI—=oo [x3| +]y3]
xy—10 x%y y
: N1z ) Xy
D lim (140%) m lm, T
g lim (x+y)e ), 0) x1}1110(x+y)ln(x2+y2);
I1Pll—o0 ' 2 2
+xy+
h) lim ; p) %;
%y—0 X+ y Ly—=0Xs—Xxy+y

28. Niidake, et funktsiooni

x2 y2

fxy) = m

6



korral piirvéiéirtust limo f(x,y) ei eksisteeri, kuid korduvad piirvaartused lirr(l) lin?) flx,y) =
xy— x—0y—

hm lim f (x,)=

y— 0x—0
29. Niidake, et piirvadrtus lim0 f(x, y) onolemas, kuid korduvaid piirvaartusi lin% lin%) flx,
x,y— x—=0y—

ja lim lim f(x, ) ei eksisteeri:
y—0x—0

1 1 1
a) f(x,y):(x+y)sin;sin;; b) f(x,y):(x—y)cos;sin%.
30. Kas funktsioon f on pidev punktis (0,0)?
sin x+y . x2—y2 o
, k + 0,
A { 1Y Tary 0 ERYEO f[x,y)z{ Eryp Y
1, kui x+y=0; 0, kui x* + y* = 0;
1
_ ) xysin—, kuix#0,
kui x* + 1 #0, f) f(x,y)—{ X i O
b) f(x,y)= x4+y 0, ui x=0;
kui x* + y* = 0; *y ui x2 + 2
' ) ¥y #0,
g flxy)={ ¥*+y
.2 o 0, kui x* + y* = 0;
o flxy)= x2+y kui x° +y~ #0, ) f(xy):{ 1, kuixeQjayeQq,
kui x* + % = 0; ’ 0, kuix¢Qvoiye¢Q;
D flxy)= \Vx?+y?, kuixeQjayeqQ,
d) f(xy)=yx*+y% 0,  kuix¢Qvoiy¢Q.
31. Leidke esimest jarku osatuletised:
a) f(x y):arctanx+y’ d f(xyz2)= —+——E
’ x_y’ ’ ’ x
b) f(x,y)=xyln(xy); e f(x,yz )—s1n(xy+yz)
©) f(x,y):arcsinL; f) f(x’y)zcosx.
x2+y? cosy

. a b -
32*. Olgu a, b, c,d > 0, kusjuures — + 7 > 1. Tdestage, et
Cc
lx|4yl>
xy=0 | x| +[y|4
5. Mitme muutuja funktsioonide diferentseerimine

33. Olgu f selline kahe muutuja funktsioon, et tal leiduvad punkti A = (a, b) timbruses
Ks(A) := (a—9d,a+0) x (b—0, b+0) (lahtine ruut) mittenegatiivsed osatuletised mélema muu-
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tuja jargi. Toestage, et f on kasvav jargmises mottes: kui (x1, y1), (X2, y2) € Ks(A), kusjuures
x1 < X2 ja y1 < ya, siis f(x1, y1) < fx2, y2). 5
34. Rahuldagu funktsioon f: R%\ {0} — R seost % (x,y) = xz+y2’ kus (x,y) € R?. Leidke f.

0
35. Olgu D = R*\{(0,)): y € R} ning rahuldagu funktsioon f: D — R seost é(x, y) =

X2+2

,kus (x,y) € D,ja f(1,y) =siny, kus (1, y) € D. Leidke f.

36. Pohjendage, et funktsioon f on punktis A diferentseeruv ning leidke tema téisdiferent-
siaal selles punktis:

a) f(x,y)=e", A=(0,0); e) f[x,y,z):cos(xy+xz),A=(l,z,z);
b) f(x,y)=x" A=(23); V2 6’6
o) f(xy)=xIn(xy), A= (-1,-1); D fluye)="A=0123).

d) f(xy)=arctan 2, A=,1);

37. Kontrollige, kas funktsioon w = f (x, y) on punktis (0,0) pidev, kas tal on selles punktis

Ioplikud osatuletised, kas ta on selles punktis diferentseeruv, kaks korda diferentseeruv:
2.2

_ ./ ) X .
;l) f(x,y): x2+'y2, h) f(x,y)={ szyyz’ kui (x, y) # (0,0),
) foy)=vIxyh 0, kui (x, y) = (0,0);
o flxy)=yxt+yh
. 2
d) f(x,y): 3/x4+y4; ) f(x'y)z{ \xX2+ 2, kUI(XJ/)E@Zy
o flx )_{ 0, kuix=0voiy=0, 0, kui (x,y) ¢ Q%
V)= L, ku1x7é01ay;£0 . x2+y2, kui(x,y)e@z,
kui (x,y) #0,0, ) f(x’y):{ 0, kui (x, ) ¢ Q%
f) f(xy)= x2+y . )
0, ui (x,y) = (0,0); 2
(x+y) sin ——,
2
Xy . _ VX2 +y?
9 flxy)= { 2 kui (x,) #(0,0), K f(xy)= Kui (x, ) # (0,0),
0, kui (x, y) = (0,0); 0, kui (x, y) = (0,0).

38. Olgu funktsioonidel f: D — Rja g: D — R 16plikud osatuletised punktis A = (a, b) € D.
Veenduge, et siis ka funktsioonidel f+gja fgonpunktis Aléplikud osatuletised ning

+
(]; g) (A )— f (A) ja (fg) (A) = (A) of (A) +f(A) (A)
X 6x

39. Veenduge, et kui f ja g on dlferentseeruvad punktls A, siis ka f +gjalf (AeR) on
diferentseeruvad punktis A ja

Dd(f+g)=df+dg 2) d(Af)=21df (kus LeR).

40. Leidke tihe muutuja liitfunktsiooni F tuletis, kui



a) f(X,J’)=ex_3yjax=sint,y=lcost; d) f[t,x,y):t2+x2+y22jax=t2,y2=\/?;
t,x,y)=t t -y)j =1,
b) f(x,y)=In(1-xy)jax=1¢*y=1% ¢ f(_;sc y)=tan(t+x"—y)jax
o f(x,y2) =xyzjax=sint, y = cost, y=t
z=2t
. . OF .
41. Leidke osatuletised P ja s kui
X y
a) f(u,v):uzvjau:xcosy,v:xsiny; d) f(u’y):arccotzja
1 - Y osve
b) f(u,v)=ulnvjau= ,v=e""Y; u=xsmy, v=xcosy;
X+ e) fu,v)=u*-1v*ja
¢ fu,v)=ue’jau=x%v=xlny; u=xsiny, v=Xxcosy.

42. Selgitage, miks liitfunktsioon on diferentseeruv ja leidke tema téisdiferentsiaal:

a) f(u,v):uvjau:e2x+1,vzl—x; u:x2+y2,v:x2—y2,

b) f(uw,v)=usinvjau=cosx, v=2x+1;

o fuv)=ulnvjau=2x+1,v=y+1; e) f(u,v,w)=uvwjau=x+y,v=e",
d) fuv)=u*+1’ja w=Xx;

43*, Olgu funktsioonil f: R™ — R pidevad osatuletised, kusjuures leidugu K > 0 nii, et
0
‘—f (P)’ <K
axj

koigi punktide P € R ja indeksite j = 1,..., m korral. Toestage, et f on Lipschitzi funktsioon,
st. leidub konstant L > 0 selliselt, et mistahes punktide P, Q € R™ jaoks kehtib vorratus

|F(P) - FQ]| < LIP-QI.

6. Puutujatasandijanormaali vorrandi koostamine pinnale z = f(x, y). Tu-
letis antus suunas. Gradient

44. Libi pinnal z = 2x? + y? asuva punkti M = (1,2,6) on tommatud xz-tasandiga ja yz-
tasandiga paralleelsed tasandid. Leidke, millised on nurgad punktis M tekkivate 16ikejoonte
puutujate ja koordinaattelgede vahel.

45. Olgu kahe muutuja funktsioon f punktis Py = (xo, yo) diferentseeruv. Olgu vektor s =
(51, $2) # (0,0). Arvutage funktsiooni f tuletis punktis Py vektori § suunas, mis on defineeritud
of f(xo + £51, Yo + 152) — f (X0, o)
0s t|3] '

46. Leidke funktsiooni z = x> —2x?y + xy? + 1 tuletis punktis M = (1,2) vektori § = (4,6)
suunas.

47. Mingil miel on punktis (x, y) korgus merepinnast mairatud seosega z = 2500—3x>—4y>

seosega — (Pp) := ltirr(l)
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(meetrites). x-telje positiivne suund osutab itta ning y-telje positiivne suund osutab pdhja.
Alpinist asub punktis (15,—-10,1425).

a) Kui alpinist liigub otse lddnde, kas ta liigub korgemale vd6i madalamale?

b) Kui alpinist liigub kagu suunas, kas ta liigub kérgemale v6i madalamale?

c) Millises suunas peaks alpinist lilkuma, et ta liiguks md6da samakorgusjoont?

48. Koostage pinna puutujatasandi ja normaali vorrand punktis A:

a) z=xy, A={1,0,0) € 2=x"+y" A=(12,5)

by z=xty" A= (0,11 f) z=2x"+)% A=(1,-1,3);
c) Z:x3+y3,A=(l,—l,O); e B n \/g
d) z=e""Y, A=(Q1,-1,1); g z=sin(xy), A= 1,5,7 )

49. Kas tasand z = 0 on punktis O = (0,0,0) puutujatasandiks pinnale
a) z=x*+y° b) z=1/x%+ y? (koonus); c) z = xy (hiiperboolne
(p6ordparaboloid); paraboloid)?

50*. Olgu antud kahe muutuja funktsioon f: D — R ning A € D°. Ulesande [45| pohjal on
teada, et kehtivad implikatsioonid

L _0
f on diferentseeruv punktis A => VS=(s1,8)#0 Ela—ij (A) eR,
0 0 . 0
f on diferentseeruv punktis A, —f(A) = —f(A) =0 = Vs=(s1,52) #0 —]:(A) =0.
0x o0y 0s

Kas emb-kumb neist implikatsioonidest on iildiselt pooratav?

7. Korgemat jirku osatuletiste ja tdisdiferentsiaalide arvutamine. Taylori
valem

51. Selgitage diferentseeruvust ja leidke ndidatud jarku tdisdiferentsiaalid:
a) f(xy)=(x+y+1)°, d*f; b) f(x,y2)=cos(2x+3y-5z), d°f.

52. Niidake, et funktsiooni

22

Y
f(x,y)z{ 4 x2+y2’
0

, kuix2+y2:0,

kui x2 + y? #0,

0% 0%

/ 0,0) # /
0yox 0x0y
53. Madadrake funktsiooni u = u(x, y) tildavaldis, kui ta rahuldab seost

korral

(0,0). Milline segaosatuletiste teoreemide eeldustest on rikutud?
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0%u s 62u_

=0; b) — =0

2 0x0dy ) 0x?
54. Leidke funktsiooni f Taylori valem punktis (0, 0), kui r = 3:

a) f(xy)=¢e’cosx; o f(xy)=e"InQ+y); e) f(x,y)=xcos®y;

b) f(x,y)=e"siny; d f(xy)=In(l+x+y); f) f(x,y)=ysin"x
55. Leidke funktsiooni f Taylori valem punktis Py, kui n = 3:

a) f(xy)=e", b) f(xy)= 5 o) f(xy)=In(xy),

Py =(1,-1); Po = (1,1); Py=(1,1).

56. Arvutage Taylorivalemi (n = 1) abil ligikaudne vadrtus:

a) 1,03%%; ) /3,97-2,03% d) 1n($/1,03+ \4/0,98—1).
b) v/2,03-1,98;
57. Tuletage Taylori valemi (n = 2) abil jargnevate avaldiste ligikaudse arvutamise valemid:
1-
; 1+a)™+(1+p6)"
a) arctany—g  (lal 1A= 1) b) \/( a2 . D" a1 < 1.
u  d%u
58*. Olgu funktsioon u = u(x, y) rahuldab vorrandit —; o 3y —— = 0 ja jérgmisi tingimusi:

u(x,2x) = X, uy(x,2x) = x°. Leidke 1}, (x,2x), uy, (x,2x), u}, (x,2X).

8. Kas vorrand miadrab funktsiooni, tuletise olemasolul leidke tuletis. Puu-
tujatasandi ja normaali vorrandi koostamine pinnale F(x, y,z) =0

59. Tehke kindlaks, kas vorrand F (x, y) = 0 médrab punkti A = (a, b) imbruses pideva il-
mutamata funktsiooni y= f (x). Juhul, kui méérab, siis leidke tuletis f’ (a), kui ta leidub.
a) F(x,y)= x —xy+2y +x-y—-1,A=(0,1);

b) F(x,y)=y*+x*—x* A=(0,0);

o F(x,y)= xey+ln(x+y+1) = (0,0);

d) F(x,y)= x4—x2—y +2y-1,A=(0,1);

e) F(x,y)= yzx3 +siny, A= (0,0);

f) F(x,y)= 15x —7xy 2y —53x+18y+44 A=(2,1);
g F(x,y)=*+y%)%-2(x* -y, A=(0,0).

60. Leidke f’, kui f on jirgmise vérrandiga antud ilmutamata funktsioon:
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a) ln\/x2+y2=arctanz; d) y+siny+e*=0;

X _
b) y—ecosy=x kuse€ (0,1); e) x+y=e"Y;
c) sinxy=1-0,2xy; f) y2+2xy—2=0.
61. Tehke kindlaks, kas vorrand F (x, ¥ z) = 0 madrab punkti A = (a, b, ¢) imbruses pideva
0 0
ilmutamata funktsiooni z = f (x, y). Arvutage ka 6_f (a,b)ja 6_f (a, b), kui nad eksisteerivad.
X y

a) F(x,y,2)=2"—xyz+y*—16, A=(1,4,2);

b) F(x,3,2)=x*+y*+2°—1r%, A=(a,b,c), kus c:= V12— a2 — b* #0;
) F(x,y,2)=2"-3xyz-8, A=(0,-1,2).

62. Leidke ilmutamata funktsiooni z = f(x, y) osatuletised, kui f on antud jargmise vor-
randiga.

a x+y+z=e ¥ 7% ¢ xX*+y*+22=2xyz
X z 2 T2 2
b S =l 41, )x—+%+z——1.
63*. Olgu
x:y+(p(y), 8.1)

kus @(0) = 0ja |¢'(y)| < 1, kui y € (—1,1). Toestage, et punkti 0 teatavas {imbruses méirab
vorrand muutuja y muutuja x (iihese) diferentseeruva funktsioonina y = y(x), kusjuu-
res y(0) =0

9. Lokaalsed ekstreemumid, tinglikud ekstreemumid. Globaalsed ekstree-
mumid

64. Leidke kahe muutuja funktsiooni f lokaalsed ekstreemumid:

_ 2
;; ;E;c ;/; ;c _);§+_;/: 9 f(x,y)={ szJ;/z, kui (x,y) #(0,0),
o) f(xy)=x*-2xy+2y*+2x; 0, kui (x, y) = (0,0);
d f(xy)=2"+y° -2 —2xy-p h) f(x,y)zxy+2(x+ );
e f(xy)= Vx2+y2' . B 1+x—yy
) f(x,y) =X —2y -3+ 6y; VI e

65. Leidke kolme muutuja funktsiooni f lokaalsed ekstreemumid:
a) f(x,yz2)=x*+xy+y*—2zx+22*+3y-1;
b) f(x,y2) =x*+2)*+ 22 —2x+4y—62+1;
2
y oz 2 .
Wz =x+—+—+—,k >0,y>0,z>0.
o f(xyz)=x =7z uix>0,y>0,z
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66. Leidke jargmiste funktsioonide globaalsed ekstreemumid.
a) f,y=x*+y*-xy, (xyeixy:F+y*<1}

b) flx,y)=x*-y*+2, (x,peixy: F+y*<1};

c) f(xy)—x—Zy—l (x,y)e{(x,y):ogx,ygl,0<x+y<1};
d) feey)=x*-xy+y*, Ly ef{y: Ixl+yl<1);

e) f(x,y)=2x*+3y")e " _J’z, (x,y)e{(x,y):x2+y2<4};

f) Ndidata, et funktsioonil f(x,y) = X3 —4x? +2xy— y2, (x,y) € [-5,5] x [-1,1] on iiks-
ainus lokaalne ekstreemum, mis ei ole globaalseks ekstreemumiks.

67. Leidke harilikule ekstreemumile taandamise meetodil funktsiooni f ekstreemum an-
tud tingimustel:

a) f(x,y)=xy, y=2x"-3x d) f(xyz)=x+y+72,
b) f(xy)=x(y-1), y=x5 z—-x=1,y-xz=1.
o f(xy)=x*+y>% 2+%:1;

68. Leidke Lagrange’i meetodll funkts1oon1 f ekstreemum antud tingimustel:
a) f(x,y)=6-4x-3y, x*+y*=1;
y)=

b) f(x, +yh x+y=2
o f(xyz)=x-2y+2z x*+y*+2z°=9;
d) f(x,p2)=x*+y*+27°, x+y+2z=6,x—y=0.

69*. Olgu antud funktsioonid f: R?> — Rja F: R?> — R ning punkt A € R?. Olgu funktsioon F
pidev ruumis R? ja funktsioonidel F ja f pidevad osatuletised mdlema muutuja jirgi ruumis

5 . OF
R, kusjuures — (A4) # 0.
oy
of . of . L o
Olgu Vf(A) := a(A), E(A) # (0,0), kusjuures funktsioonil f olgu tinglik lokaalne ekst-

. o - . . (OF oF
reemum punktis A tingimusel F(x, y) = 0. Toestage, et vektorid Vf(A) ja (a (A), E(A)) on

kollineaarsed.

10. Integraali omaduste iilesanded. Jordani mottes mootuvad hulgad

70. Lihtudes vastavate integraalide definitsioonidest, leidke funktsiooni

_J 0, kui(x,y) #(0,0),
f(x,y)—{ 5, kui (x,y) =(0,0);
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Darboux’ iilemine ja alumine integraal ning Riemanni integraal ristkiilikus R = [0, 2] x [0, 3].
71. Kasutades Riemanni integraali definitsiooni, leidke f f xydxdy, kui D =10,1] x [0,1].
D
72. Toestage, et ffarcsin(x+y) dxdy>0,kuiD={(x,»):0<x<1, -1<y<1—x}.
D

dxdy
100 + (cos x)2 + (cos )2

73. Hinnake arvu I = / / vadrtust.

lxI+1yI<10
74. Olgu funktsioon f tokestatud ristkiilikus R. Tdestage, et funktsioon f on integreeruv
parajasti siis, kui iga € > 0 korral leidub ristkiiliku R selline alajaotus 7, et S(T) — s(T) < &.

75. (Hulga nullmdadulisuse kriteerium) Olgu D < R? tokestatud hulk ja olgu R selline rist-
kiilik, et D < R. Toestage, et vordus p(D) = 0 kehtib parajasti siis, kui iga € > 0 korral leidub
ristkiiliku R selline alajaotus T, et nende osaristkiilikute, millel on {ihiseid punkte hulgaga D,
pindalade summa on viiksem kui .

76. Toestage, et iihepunktine hulk on nullmd6duga.
77. Olgu D = {(x,y) €10, 11%: x, y € Q}. Toestage, et D ei ole Jordani méttes mootuv.
78. Toestage, et nullmdoduga hulga iga alamhulk on mo6tuv ja samuti nullmédduga.

79. Toestage, et kahe nullmodduga hulga tihend on nullmédduga. Jareldage siit, et iga 16p-
lik hulk on nullmé6duga.

80. Toestage, et kui D; ja D, on Jordani méttes moodtuvad, siis Dy U D, D1 N Dy ja D1\ Dy
on samuti Jordani moéttes mootuvad.

81. Olgu f: [a, b] — Rpidev funktsioon. TOestage, et f graafik {(x,f(x)) :X€|a, Io]} on null-
modduga hulk.

82. Toestage, et lahtine kera Uy (A) on Jordani mottes mootuv ja leidke tema moot.

83. Toestage, et Jordani m66t on monotoonne: kui D; ja D, on méotuvad hulgad ruumis
R?, kusjuures D; € Dy, siis u(D1) < p(D>).
84. Toestage, et kui D on mittetithi mootuv hulk, kusjuures D < D°), siis w(D) > 0.

85. Toestage, et Jordani moo6t on subaditiivne: kui D; ja D, on méodtuvad hulgad ruumis
R?, siis p(D1 U D2) < (D1) + p(Do).

86. Olgu D < R? selline tokestatud hulk, et hulgad D, D ja D° on kdik Jordani mattes mo6-
tuvad. Toestage, et u(D) = u (5) = u(D°).

87*. Olgu R =[a,b] x [c,d].
¢ Kas leidub funktsioon f: R — R nii, et f on integreeruv ristkiilikus R = [a, b] x [c, d],

d
aga tingimus ,iga ¢ € [a, b] korral leidub f [,y dy“ on rikutud?
C

d
¢ Kas leidub funktsioon f: R — R nii, et iga ¢ € [a, b] korral leidub f f,y)dy, aga f
(o

pole integreeruv ristkiilikus R?
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11. Kahekordse integraali arvutamine. Uleminek polaarkoordinaatidele

88. Leidke kahekordsed integraalid:
a) ff xdxdy, kui D on kolmnurk tippudega (0,2), (3,3) ja (2,0);
D

b) ffD xdxdy, kui D on piiratud joontega y +3x -6 =0ja y = 3x%;
c) ffD (x* + y*) dxdy, kui D on piiratud joontega y* = xja y = x*;
d) ffD xydxdy, kui D on piiratud joontega y* + x> =1, y=x+1jax=1;
e) fszlxl dxdy, kui D on trapets tippudega (—1,4), (5,4), (1,1) ja (4,1).

89. Leidke kahekordsed integraalid, minnes iile (elliptilistele) polaarkoordinaatidele:

a) ff dxdy, kui D on madratud vorratustega y <0, x > 0ja x> + y* < R%;

b) ff \/*2 + y2dxdy, kui D on méidratud vorratustega y* + (x - 1)> < 1, y > 0;

©) ff 6—2x2—3y2dxdy, kui D on miératud vorratusega % y?\ ,

d) ff xdxdy, kui D on piiratud joonega x* + y* = 4x — 2y + 4;
D

e) ff xy*dxdy, kui D asub joonte x* + (y—2)2 =4jax®+ (y- 1)2 = 1vahel.
D

90. Leidke jargmised kahekordsed integraalid.
a) ff (?)x+2y—4)2 dxdy, kuiD={(x,y): —1<x-y<3, -2<3x+2y<8};
D

b) [[ (2x—y)dxdy, kuiD={(x,y): 1<x+y<2, 1<2x-y<3};
D

c) ff (x+y)dxdy, kui D={(x,): x¥* +y* < x+y}.
D

91*. Olgu funktsioon f pidev hulgal R? ja a > 0. Toestage, et kehtib jirgmine valem:

a X a a
f dxf f,y dy:f dyf f(x,y)dx.
0 0 0 y

92*, Leidke kahekordne integraal f f ly—x2]dxd (tdhis |a] tahistab suurimat tiis-
g D\/ y y
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arvu, mis ei iileta arvu a), kus D = {(x,y): —2<x<2, ¥ <y< 4}.

12. Kolmekordse integraali arvutamine. Kordsete integraalide rakendusi

93. Leidke jargmised integraalid:
o [[[ ¢y axayaz i E=031 1021 0.1
) fffﬁydmydz’k““g:“W’Z”0<X<3,0<y<2,0<z<z—y};
o [[] e+ naxdydz ki E=irp0: ~1<x <1, <y<10< 22

dxdyd
d) fff 1x yaa , kus E on piiratud tasanditega x =0, y=0,z=0jax+y+z=1;
E xX—y

e) j] f xy?z% dxdydz, kus E on piiratud hiiperboolse paraboloidiga z = xy ja tasanditega
E
x=1,y=xjaz=0;

f) fff (2x+ 3y —z)dxdydz, kus E on piiratud tasanditega x =0, y=0,z2=0, z=3 ja
E
xX+y=2.
94. Uleminekuga (elliptilistele) silinderkoordinaatidele, leidke jirgmised integraalid:

a) f f f zdxdydz, kus E on piiratud silindriga X+ y2 =1 (x>0, y > 0) ja tasanditega
E
x=0,y=0,z=0jaz=2;

b) f f f xzdxdydz, kus E on piiratud silindriga x* + y* = a® (x > 0, y > 0) ja tasanditega
E
z:O,z:l,y:xjayzx\/g;

© f f f ydxdydz, kus E on piiratud silindriga x> + y? = 2x, tasandiga z = 0 ja paraboloi-
E

diga z = x* + y%;

d) fff (x? + y*)dxdydz, kus E={(x,y,2): a’ <X+ yP+ 22 < PP z>0};
E

2 2
e) fff xzdxdydz,kusE:{(x,y,z): xz+%+z2§1,x20, y=0, 220}.
E

95. Uleminekuga sfiir- voi ellipsoidkoordinaatidele, leidke jargmised integraalid:

a) fff\/x2+y2+z2dxdydz,kusE={(x,y,z):x2+y2+22<1,y>0};
E

b) fff\/x2+y2+zzdxdydz,kusEonkerax2+y2+zzgz,
E

© fff (" +y") dxdydz, kus E ={(x,y,2): @ <x*+y*+ 72 <b2};
E
x? y2 z2
@ fff 1_?_E_ZdXdJ’dz,kusEonellipsoid6x2+4y2+3zz<12;
E
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e) fff z?dxdydz, kus E on kerade x° + y* + 2> < a® ja x* + y* + z° < 2az iihisosa.
E

96. Leidke tasandilise kujundi D pindala kahekordse integraali abil:
a) D on piiratud joontega xy = az, x+y=25a(a>0);
b) D on piiratud joontega r = bcosf jar = acos, kus 0 < a < b;
¢) D on piiratud joontega rcos¢ = 1 (sirge) ja r = 2 (ringjoon), kusjuures D ei sisalda
poolust;
d) D on piiratud joontega x* = ay, x* = by, y* = ax, y* =px, kus0<a< b, 0< a < f.
Néipundiide: votke kasutusele uued tundmatud u, v, kus =u Y y2 =VUX.

97. Leidke ruumilise kujundi Q ruumala:
a) Qon piiratud pindadega x =0, y=0,z=0jax+y+z=1;
b) Q on piiratud pindadega y = x?, y=1,x+y+2=4,2=0;
¢) Qon piiratud pindadega x=0, y=0,z=0, x+y=1jaz=2x*>+ > +1;
d) Q on piiratud pindadega z=0, z= x*+ y*jax* + y* = 1;
e) Qon piiratud pindadega x> + y* =3ja z° = x> + y* + 3;
f) Q on piiratud pindadegaz=9-y?, z=1+y? x=-1jax=5.

98. Tasandiline kujund D on piiratud joontega y = sinx (x € [0, g]) ja OA, kus O = (0,0)
A= (g, 1). Leidke kujundi D raskuskeskme koordinaadid.

99. Leidke kardioidi r = a(1 + cos ) (a > 0) raskuskeskme koordinaadid.

100. Leidke risttahuka [0, a] x [0, b] x [0, c] mass, kui risttahuka tihedus punktis (x, y, z) aval-
dub seosega p(x,y,2) =x+y+=z.

101. Leidke kera mass, kui kera raadius on 3 ja tihedus p = p(x, y,2) igas tema punktis
(x, ¥, z) on vordeline punkti kaugusega kera keskpunktist, kusjuures tihedus tihiku kaugusel
kera keskpunktist on 2.

102. Leidke paraboloidiga y* + 2z* = 4x ja tasandiga x = 2 piiratud keha raskuskeskme
koordinaadid.

103*. Toestage valem

t n Im-1 1 t m
f dn dtg...f f(tl)f(tz)...f(tm)dtmz —|(f f(T)dT) ,
0 0 0 m! \Jo
kus f on pidev funktsioon.
13. Joonintegraalide omadused, arvutamine

104. Olguy: [0,1] — R? antud seosega y(0) = (0,0) ja y(f) = (t, tcos® %) Tdestage, et L:=
y([0,1]) on pidev ja lihtne, aga mitte sirgestuv joon.
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1
2n+1-j’
105. Olgu y: [a, b] — R? Lipschitzi méttes pidev funktsioon, st. leidugu K € R omaduse-
ga d(y(1),y(t)) < K|t—t'| mistahes punktide 7, € [a, b] korral. Olgu L := y([a, b]) lihtne.
Toestage, et L on sirgestuv joon ning |L| < K(b— a).
106. Arvutage esimest liiki joonintegraalid:

Népundiide: uurige koolmurdjooni, mis on méératud punktidega o =0, ¢; = j=1...,2n.

a) f (x+ y) ds, kui L on kolmnurk tippudega O = (0,0), A= (1,0) ja B = (0,1);
L

b) f eVi+y? ds, kui L on ringi sektori 0 < r < a,0< 0 < % rajajoon;
L

c) f y2 ds, kui L on tstikloidi x = a(t —sint), y = a(1 —cos ¢) kaar (0 < t < 27);
L

d) f \/ %2 + y2ds, kui L on ringjoon x? + y* = 2ax, a > 0;
L
322 . .. . )
e) Tyz ds, kui L on kruvijoone x = acost, y = asint, z= at esimene keerd (0 < ¢ < 27);
LX

f) f zds, kui L on koonilise kruvijoone x = fcost, y = tsint, z = t kaar (0 < £ < a).
L

107. Leidke materiaalse joone L mass, kui
a) Lonantud vorrandiga y =Inx (1 < x < e) ja joontihedusega p (x, y) = kx?;
b) L on antud vorranditega x = e ‘cost, y=e 'sint,z=e"' (0< r<In3)jap(x,y2) =
Po-

108. Olgu L =y([a, b]) lihtne pidev sirgestuvjoon. Defineerige 16igu T alajaotusele vastavad

joonintegraali f f ds Darboux’ iilem- ja alamsummad s(7) ja S(T). Toestage, et tokestatud

L
funktsiooni f: L — R korral kehtib samavéérsus
EI[fdsE[R < lim (S(T)-s(T))=0.
L MD)—0

109. Olgu L lihtne pidev sirgestuv joon. Toestage, et kui f: L — R on pidey, siis leidub esi-

mest liiki joonintegraal f fdseR.
L

110. Sonastage ja tdestage I ning I1 liiki joonintegraali lineaarsuse omadus. (NB! Riemanni
integraalile arvutusvalemi abil mitte {ile minna, kuna see vajab joone siledust!)
111. Sonastage ja toestage Iliiki joonintegraali monotoonsuse omadus ning keskmise muu-
tuja omadus (nn. sandvitSiteoreem). Kas II liiki joonintegraal on tildiselt monotoonne?
112. Arvutage teist liiki joonintegraalid:
a) 2xydx+x2 dy,kus O=(0,0), B=(1,1)ja OBi) onsirge y = x, ii) on parabool y = xz,

OB
iii) koosneb sirgléikudest OA ja AB, kus A = (1,0);

b) f (x+y) dx+ (x—y) dy, kus T on ringjoon (x—1)> + (y—1)* = 4;
r
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c) f (2—y) dx+xdy, kus L on tsiikloidi x = r —sin¢, y = 1 — cos t kaar (0 < 7 < 27);
L

d) f (4x+y) dx+ (x+4y) dy, kus AB on punkte A = (1,1), B = (-1,1) {ihendav joon
AB
y=x%
e) f ydx+zdy+ xdz, kus L on kruvijoon x = cost, y =sint, z=t (0 < t < 27m).
L

113. Olgu L lihtne sile sirgestuv joon ruumis R* ning 7(X) = (71(X), 72(X)) olgu iihikpuutu-
javektor joonele L punktis X € L. Olgu f: L — R pidev funktsioon. Tdestage, et

/Lfdx=fo'T1dS, fody=/Lf-rgds.

114. Leidke joonintegraali abil tasandilise kujundi D pindala, kui ta on piiratud astroidiga
Xx=acos’t, y= bsin®r (0 < £ < 27).

115. Olgu xy-tasandil joud F suunatud igas punktis M(x, y) punkti (0,0) poole ja tema
suurus F olgu vordne punkti M kaugusega punktist (0,0). Leidke jou t66 A, mis on kulunud
punkti nihutamiseks m66da parabooli y2 = 8x kaart punktist (2,4) punkti (4,4\/5).

116. Joud konstantse suurusega F on xy-tasandi igas punktis x-telje suunaline. Leidke jou
to6 A, mis kulub punkti nihutamiseks mooda ringjoont x>+ y* = a® negatiivses suunas punk-
tist (0, a) punkti (a,0).

117*. Leidke pindade x* + y* = x ja z = x iihisosaks oleva kaare pikkus. Avaldage tulemus
jargmiste suuruste kaudu:

z do
« esimest liiki elliptiline integraal K(k) = f k>0
0 1 - k?(sin@)?

* teist liiki elliptiline integraal E(k) = f ’ V' 1-k2(sin6)2do, k > 0.
0

118*. Olgu antud funktsioon f: [a, b] — R. Tdhistame

n
V(f;s, 1) :sup{z |[f(xe) = fxk-1)|: s=x0<x1 <...<xp= t}.
k=1

Suurust V(f; a, b) nimetatakse funktsiooni f tédisvariatsiooniks; kui V (f; a, b) € R, siis 6eldak-
se, et f on1digus [a, b] tokestatud variatsiooniga.
Tahistame veel
vf(x):V(f;a,x), X € [a,b).

llmselt v¢(a) =0ja vr: [a, b] — R on kasvav funktsioon.
Toestage, et

a) kui f on punktis xp € [a, b) paremalt pidev, siis v on punktis xo paremalt pidev;

b) kui f on punktis xp € [a, b] pidev, siis vy on punktis xo pidev;

c) kui vy on punktis xg € [a, b] pidey, siis f on punktis xo pidev.
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Népundiited. Osa [a)| jaoks piisab nédidata, et xlir£1+V(f;x, Xxp) = 0, seda voiks teha -9 keeles. Osa
—Xo

juures tasub uurida vorratuse | f(x) — f(xp)| < |v f(x) -v f(xo)l kehtivust.

Mirkus. Asendades absoluutvddrtused normidega, néditab ﬁlesanne etkuijoony: [a,b] —
R™ on sirgestuy, siis y on pidev (mingis punktis) parajasti siis, kui ,kaarepikkuse funktsioon*
t— |{y(w): uela,tl}| on pidev (samas punktis).

X
119*. Toestage, et elhp51 S+ Y - = 1 pikkus C rahuldab vérratusi

b2
m(a+b) <C<nv2(a?+b?).

Ndpundide: Joone kaare pikkuse valem.

14. Greeni valem. Integreerimisteest sdltuvad joonintegraalid

120. Leidke Greeni valemi abil jirgmised joonintegraalid.
a) f(l - xz)ydx+ x(1 +y2)dy, L: x* +y2 =a’;

x2 y2
b) f(xy+x+y)dx+(xy+x—y)dy, L: _+ﬁ_l;
L

c) f(xy+x+y)dx+(xy+x—y)dy, L: x*+y* = ax.

121. Millised jargmistest joonintegraalidest on integreerimisteedest sdltumatud ja millised
soltuvad?

a) f(4x+2y)dx+(2x—6y)dy;
b) fydx—xdy;
L

c) f(?)xz —2xy+y?)dx—(x*-2xy+3yH) dy.

122. Leidke funktsioonid U nende tdisdiferentsiaalide dU jérgi.
a) dU = (3x2 — 2xy2) dx+ (3y2 - 2x2y) dy;
b) dU = (%’ -5)%e¥)dx+ (2xe?’ —15y%e*)dy;

o dU:(x+2y)dx+ydy_
(x+y)?
d d
4 du=rXXrrdy.

VaZ+y?

e) dU = (2xcosy— y?sinx)dx + (2ycosx — x*siny)dy;
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f) dU=[2x+sin(x+ y)]dx+[2y +sin(x + y)]dy;
g) dU =sin(x+ y)(dx+ dy).

123. Leidke jargmised joonintegraalid.

2,3) 3,0
a) f ydx+xdy; ) f (x* +4xy®)dx+ (6x°y* —5yh) dy;
-1,2) (-2,-1)
1,2) @)
b) f 2xy3dx—(3x% - yHytdy; d) f 2xydx+x?dy.
©,1) 0,0

124. Ndidake, et iga diferentseeruva funktsiooni f korral vérduvad jargmised jooninteg-
raalid nulliga, kui L on kontuur.

a) ff(x)dx+thydy; c) fx_zf(g)(xdy—ydx).
L

L
b) ff(xy)(ydx+ xdy);
L

125*. Leidke lihtne kinnine joon L, mille korral joonintegraal f (y® - y)dx—2x> dy saavutab
L

maksimaalse vairtuse.

15. Fourier’ read

126. Leidke funktsiooni

0, kuixe[-m,0),
7w, kuixe][0,nr]

f(x)={

Fourier’ rida 16igus [—, 7] ja uurige selle koonduvust. Joonistage funktsiooni f, tema Fou-
rier’ rea summa S ning osasummade Sy, S; ja S, graafikud.
127. Leidke funktsiooni Fourier’ rida 16igus [—, 7] ja uurige selle koonduvust:

a) f(x)=sgnx; e) fx)=x;
n-x )

b; j:((x))—F f) f(x)=x5
c) f(x)=Ixl; _ 3.
d | m kuixe[-m0), 8 flx)=x
) [ = x, kuixe[o,m]; ’ h) f(x)=x%

Népundiide osade [)Hh)]juurde. Saab néidata, et kui f Fourier’ rida koondub 16igus [, 7] keskmiselt
T n

funktsiooniks f (see tdhendab, f % + aypcoskx+bysinkx— f (x)) deO), nditeks juhul, kui
- k=1
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fe LY-m,7), siis fxf(t) dr= % “X+ Z a—nn sinnx— b—: cosnx+ b—: ehk Fourier’ rida véib integree-
rida liikmeti. Sealjlfures integreerimiselnsaadud rida koondub iihtlaselt 16igus [-m, 7].
Niisiis, kui on teada f(x) = x Fourier’ rida, saab integreerides kergesti leida ka X2 =2 f * f(©)dt ning
edasi ka x3 jne., Fourier’ rea.) ’

128. Leidke funktsiooni Fourier’ rida etteantud intervallis ja uurige selle koonduvust:

a) f(x)= , x€[0,2m]; c) f(x)=Ixl, xe[=L1].
b) f(x)= 2 xelo,2n];

16. Fourier’ read

129. Arendage antud funktsioon loigus [0, ] koosinusreaks ja uurige rea koonduvust:

a) f(x)=1, xel0,nx]; c) f(x)=sinx, xel0,n].
b) f(x)=x, xe[0,7];

130. Arendage antud funktsioon 16igus [0, 7] siinusreaks ja uurige rea koonduvust:

a) f(x)—l x€[0,7]; O fo=2-2 xelonl
b) fx)=x% xelox]; 42

131. Leidke jargmiste ridade summad'

s _ n—li, oo ) [es) )n 1
a) n;( D" b) Z (Zn s c) ;1—4712_1, Z St

132. Olgu f: [-m, 7] — R pidevalt diferentseeruv funktsioon ja a,, b, tema Fourier’ rea kor-
dajad. Toestage, et funktsioon f on z-perioodiline siis ja ainult siis, kui ay,,—1 = by,—1 =01iga
n > 1 korral.

133. Olgu

o0

f(x)=)_ bpsin2nx, x€ (—oo,00)

n=1

ning f(x) =x, x€ ( ”) Joonistage funktsiooni f graafik.
134*. Olgu f: R — R 2n-perioodiline ja 16igus [, 7] tiikiti pidev. Olgu

aop n . . . P
Sp(x) = > + Z ay cos kx + by sin kx funktsiooni f Fourier’ rea n-nes osasumma. Olgu
k=1
Sox)+s1(X)+...+5,-1(%)

on(x) = P , n€N. Olgu m, M € R. Tdestage jargmised implikatsioo-
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nid:

Vxel-mnal fx)=>m = VxeR,VneN o,(x)>m;
Vxel[-mn] fx)<M = VxeR,VneN o,(x) <M.

135*. Olgu funktsioonil f pidev tuletisfunktsioon 16igus [—m, 7] (st. f € Cl([—n,n])). Toes-

a ()
tage, et f Fourier’ kordajad a, ja b,, kus f(x) ~ ?0 + Z a,cosnx + by sin nx, rahuldavad
n=1
tingimusi

limna, =0, limnb, =0.
n n
Ndpundide: Riemanni lemma.
Meéirkus. Saab ndidata, et kui f € C*([-7, 7)), see tihendab, k korda pidevalt diferentseeruv,
siis li’11n nfa, = li,?l n*b,, = 0. Niisiis, mida korgemat jarku pidev tuletis on funktsioonil f, seda
kiiremini hddabuvad tema Fourier’ kordajad.
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Vastused ja lahendusvihjed

Elnéidake, etC (A, ﬁ, %) C B(A, r);néiidake, et B(A,min{r;,r2}) € C(A, r1,12).

Ruumis R niidake, et C(A, \/L%,..., \/L%) <€ B(A, 1) ning B(A, min{ry,r2,...,rm}) S C(A, r1,72,...,Tm).

Sisalduvusest D < B((0,...,0),r) jareldub D tokestatus. Vastupidi, olgu D tdkestatud, siis D < B(A, p)
mingi p >0 ja A€ R™ korral. Tdhistage r = p + || Al|.

IID 0,112 b ID R?; ID {(x,y) €10,11%: x,y € @},ID [0, 1]2 1 te (o, 1] ID =
Q*ulo0,1]%

Wl B, 1:bIB0, 1] BO, D U, 0EE]s.

[} hulga enda ega tema téiendi tikski punkt pole rajapunkt.

[6l [@)]1ahtine, ei ole kinnine, ristkiilik;[b)] ei ole lahtine ega kinnine, rongas; [c)] kinnine, ei ole lahtine;
kinnine, ei ole lahtine, ringjoon. [e)|kinnine; )] kinnine.

[@)]kinnine, ei ole lahtine, tasand; [b)| kinnine, ei ole lahtine, poolruum;[c)|kinnine, ei ole lahtine, ta-
sand;[d)]kinnine, ei ole lahtine, tasand; [e)]|kinnine, ei ole lahtine, paraboolne silinder;[f)]kinnine, ei ole
lahtine, elliptiline silinder; kinnine, ei ole lahtine, sfdar; kinnine, ei ole lahtine, sfaéir;kinnine,
ei ole lahtine, elliptiline paraboloid; kinnine, ei ole lahtine, sirge; kinnine, ei ole lahtine, sirge;
kinnine, ei ole lahtine, ringjoon;[m)|kinnine, ei ole lahtine, punkt;[D]lahtine, ei ole kinnine, kera.
[T1}[a)]tasand;[b)|tasand;[c)|sf4éri tilemine pool;koonus-sfﬁéri alumine pool;[[)]paraboolne silinder.
FG0 = =@, fx=9 = Foon, (5 §) = =@ 70 = 7

[2)]paralleelsed sirged; )| kontsentrilised ringjooned;[c)hiiperboolid, mllle astimptootideks on nur-
gapoolitajad; hﬁperboolid, mille astimptootideks on koordinaatteljed; kontsentrilised rombid;
ringjooned, mille keskpunkt asub x-teljel ja mis puutuvad y-telge; [g)] paralleelsed tasandid; [i)] kont-
sentrilised sfidrid; )] sama asiimptootilise koonusega péérdhiiperboloidid.

114} Viiakse ldbi nagu ruumis R, aga absoluutvaartus on asendatud normiga.

I Leldke igan ]aoks selline Py, et d(Py, A) <5

c)[6 =min {1, £};|d)[6 = mln{li

6_8’.5 10'
!6 m1n15;6 mln{%,‘l} 6 min{l, }6—f,6 mln{ %} f[D=1/1+% I

. Vahge e=f(A).

Funktsiooni f pidevuse tingimusest tekkiv 6 sobib ka fj ja f> jaoks.

211 Ei.

Valige nditeks € = 1 ning mérgake, et | £ (X)| < |f(X) - f(A)| +|f Q)|

Heine kriteerium (kdige mugavam).

25} [a)] (o, 1);@(1,e);ei leidu;[d)]ei leidu.

27 [)]0;[0)]0; [0)] —o0; [D)] a; [e)] 2; D] e; [8)] 0; [R)] ei leidu; D] ei leidu; [] 0; ] ei leidu; [] 0; [m)] 0; [n)] 0; [o)] ei leidu.

[29} Korduvate piivddrtuste jaoks kasutage Heine kriteeriumit.

II]ah ;) ei; .]ah [D]jab;[e)lei; .]ah [®)]ei; 0] ei; ] jah.

) 5 o o
6x (x n= x2+y2’ 55( Xy = xz_,_yzr a{;(x y)=y+yln(xy), 5;(35 ¥) = x+xIn(xy);[c) a—j;(x,y) =

9 0
lefyzyay(x, )=-2om(d)5 Lwya=1+5Lwya= ——y—"z, I (x,y2) = —l—zlg;a—’;(x,y,z):

_sinx Of cosxtany

ycos(xy +yz) = g’; (x,5,2), f(x ¥,2) = (x+2z)cos(xy+yz); I ) =~Cosy’ 3y 0 V) = “cosy
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Kasutage korduvalt viidet: kui f on 16igus [a, b] pidev ja vahemikus (a, b) dif-v, kusjuures f’(x) >0,
siis f on kasvav 16igus [a, b].
fl,y) = arctan% + C(x), kus C: R — R on suvaline funktsioon.

2 2 2
f(x,y):yl%+x7’1+siny.

36} Diferentseeruvuse pohjendab punkti A imbruses pidevate osatuletiste olemasolu;ja)| df (h, hp) =
0;b)] df(hy, o) = 12y + 8h21n2; df (1, o) =y + s Q)] df Gy, o) = 20 225 fe) d (g, ) =
(T g+ hg); df (hy, ha, h3) = ~6hy +3hy +2h3.

P =on pidev, O = on l6plikud osatuletised, D = on diferentseeruv, DD = on kaks korda diferentseeruv;
[)]P. ~O;[B)|B O, =D;[0)|B, ~O;[d)| B, O, D, =DD;[e)] =B, O;[0)] =B 0;[g)] B, O, =D;[R)|B, O, D, =DD;[]B, ~O; [P
0, D, ~DD;[K]P, O, D, =DD.

Kasutage iithe muutuja funktsiooni tuletise vastavaid omadusi.

Kasutage iilesannet[38|ning piirvaértuse omadusi.

eSin I=C0ST(gin r + cos t); tg—i;sinZt—ZICOSZt;4t3 +2r+ 1;%.

la)|3x2 sin y cos? y, x3 cos® y—2x3sin® y cos y;O, 0;x2 Y Iny+2xy*, k3 y*-1 .0, —-1;le)—2xcos2y,
2x?sin2 y.
Nii védlimine funktsioon kui ka sisemised funktsioonid on diferentseeruvad seoses pidevate osatule-
tiste olemasoluga;la)| df = (e2¥—2xe?*—1) dx; df = (cosxcos(2x+1)+cos(3x+1)) dx; df =2In(y+
Ddx+ Zyx:ll dy;|d)|df =8x3 dx +8y3 dy; df =e?* Y (2x? +2xy+2x+y)dx + (x— xy — x*)dy).
44} arctan4, arctan4.
4} 5L (Po) = grad f(Po) - 5.
40l 5.
[)]kargemale; b)) madalamale; [c)]vektori (8,9) suunas v3i vastassuunas.
M8l y-z=0;Plx+2y-z-1=0;[c]3x+3y—z=0;[d]x+y—z+1=0;[e)]2x+4y -z -5 = 0;[[)]
4x—2y—z—3=0;%x+ 3y-z+ ‘/75 -Z=0
jah;[b)]ei (puutujatasandit ei leidu);[c)|jah.
@ Koik osatuletised on pidevad, vajalikku jarku diferentseeruvus on seega olemas, veelgi enam, liit-
funktsiooni diferentsiaali kuju on invariantne muutuja vahetuse suhtes, kuna sisemine funktsioon on
lineaarfunktsioon;|a)|u = x+ y+1, d* f = 120ud4u;u =2x+3y—5z, d®f=—-cosudSu.

aa; g (0 =-1, 56; ({ v (0) = 1; rikutud on segaosatuletiste pidevuse ning osatuletiste diferentseeruvuse
nouded.
u(x,y) = C(y) + D(x), kus C on diferentseeruv ja D on suvaline funktsioon; b)| u(x, y) = xC(y) +
D(y), kus C ja D on suvalised funktsioonid.

=) 3yxi-y’

541 Koikjal rahuldab jadkliige a tingimust ~_ lim 1C7) N )| f,=1+y—-=—F——-="F%"—+

3
[x2+y2—0 (x2+y?)2

2_.3 2 2_a.2 3
a(x,y);f(x,y) = y+yx+ 2L +a(x,y);f(x,y) = pyx= o WISyl Fx, ) =

2 3
x+y—% + % +a(x,y);f(x,y) =x—y2x+a(x,y);f(x,y) =x2y+ax,y).
55} Koikjal rahuldab jadkliige a tingimust lim () =0;j@)|f(x, ) =1+x+y+

——
V= DZ4(y-1)2—0 (=D +(y=1)%)2

2 3
%+%+a(x,y);f(x,y)=1+3x—3y+3y2—3xy+xy2—y3+a(x,y);
3x24312  x3413
3y_u+%+a(x,y)'

56l [a)] 1,06;[B)]2,005;[c)] 8,21;[d)] 0,005.

fx,» =—% +3x+
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a+ﬁ a? ﬁz H 1 ma+np | (3m?—am)a’—2mnaf+@3n?—4n)p>
+ 7 .
aarab f (0) b)|ei médra, sest A on {(x, y): F(x,y) = 0} isoleeritud punkt;|c)|miérab, f'(0) =
) ei mééra, sestA on {(x,y): F(x,y) = 0} isoleeritud punkt'.méérab £'(0) = 0;[f)| ei miéra, sest
(x ¥): F(x,y) = 0} laguneb punkti A timbruses kaheks 16ikuvaks sirgeks;|g e1 maédra, sest{(x,y): F(x,y)
0} laguneb punkti A timbruses kaheks 16ikuvaks jooneks.

+f(x) (x) X x—f(x) _
60tfa) /' () = ;_%;f’(x) = e ro|f @ = —fTX;f%x) = e | W = S
f’(x) == xf;x()x)
amaarab, ﬁ(l 4) = 1, 3y (1 4) = Imaarab, Fr (a,b) = —2 6—f (a,b) = ——,maarab, %(d b) =

i
v (@ b) =
0 z2 0
II ) = ,5’;(x =-1p|E e = 5 Foon = ] e = £ Lo -
) 2
Pt af(x »=-5%, 6—§(x.y)=—bTﬁ.

[8)] range lok. miinimum punktis (0,0); [p)] lok. ekstr. puuduvad; [c)] range lok. maksimum punktis
(-2, -1);|d)|range lok. maksimum punktis (%, g—l), lok. maksimum punktis (0, 0);|e)|range lok. miinimum
punktis (0, O);range lok. miinimum punktis (1, —1), range lok. maksimum punktis (-1, -1); lokaal-
sed ekstreemumid puuduvad;[h)]lokaalsed ekstreemumid puuduvad; )]range lok. maksimum punktis

1,-1).
range lok. miinimum punktis (1, -2, %), range lok. miinimum punktis (1,-1,3); range lok.

miinimum punktis %, 1,1).

[66l[@)]max f = £(0,-1) =2, min f = £(0,1/2) = -0,25;[p)|max f = f(~1,0) = f(1,0) =3, min f = f(0,1) =
£(0,-1) = L;[g]max f = £(1,0) = 0, min f = f(0,1) = -3;[d)|max f = f(-1,-0) = f(0,-1) =1, minf =
f(0,0) = 0;[g)]max f = £(0,1) = f(0,—1) = 3/e, min f = £(0,0) = 0;[[)] Punktis (0,0) on ainuke lokaalne
maksimum f(0,0) = 0, kuid néiteks punktis (5,0) f(5,0) = 25. Seega punkt (0,0) ei ole globaalse ekst-
reemumi punkt.

range lok. miinimum punktides (-1,1) ja (1,—1), range lok. maksimum punktis (0, 0); range
lok. miinimum nktis (1,1), range lok. maksimum punktis (—1,1);|c)| range lok. miinimum punktis

2
(azaf AR b2) range lok. miinimum punktis (-1, 1,0).

range lok. miinimum punktis (g, %), range lok. maksimum punktis (— %, - %);range lok. miini-
mum punktis (1, 1);range lok. miinimum punktis (-1, 2, —2), range lok. maksimum punktis (1, -2,2);
[D]range lok. miinimum punktis (1,1,2).
1/4 (Kuna tegemist on pideva funktsiooniga, siis integraali voib arvutada {ihtlase alajaotuse kaudu.)
D:DluDz,kule ={(x,):0<x<1,0<y<1-x}jaDy=1[0,1] x [—1,0].ffD1 arcsin(x+y) >0
(miks?). [[p, aresin(x +y) = 0 (integraali voib arvutada iihtlase alajaotuse kaudu (miks?), punktid on
otstarbekas valida nii, et punkti P; ; korral leiduks punkt P;j, mis on stimmeetriline punktiga P; j sirge
y = —x suhtes, siis arcsin(P; j) + arcsin(ng) =0).
1,96 <I<2.
Kasutage Darboux’ lemmat.
Kasutage iilesande[74]tulemust.
Kasutage hulga nullmoddulisuse kriteeriumit (iilesanne|75).
Niidake, et S(T) — s(T) = 1 ristkiiliku [0, 1]2 iga alajaotuse T korral.
. [79} kasutage hulga nullmoddulisuse kriteeriumit (iilesanne[75).
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Kui D; ja D2 on nullm6oduga, siis D1 UdD» on nullmddduga. Ndidake, et (D1 U D2) 0D UODs,
0(D1 N Dy) €0D; UOBD7 ning 8(D1 \ D2) €0D1 UOD:>.
Teatavasti f graafik sisaldub ristkiilikus R := [a, b] x [m, M]. Kasutage hulga nullmdddulisuse kritee-
riumit (iilesanne, pidades alajaotuse konstrueerimisel silmas, et f on iihtlaselt pidev 16igus [a, b].
Pange tihele, et 3Us (A) on sile joon (voi kahe pideva funktsiooni graafiku ithend). (U (A)) = 782.
Kasutage mdodu aditiivsust l1dikumatute hulkade jaoks.
Pange tihele, et D sisaldab mingit lahtist kera.
Kasutage moddu monotoonsust ja mdddu aditiivsust ldikumatute hulkade jaoks, esitades Dy UDy =
Dyn(D2\ D).
m Kasutage mo6du monotoonsust ja subaditiivsust koos seostega D° € D € D = D° UdD.
Izof ;35¥ 12'711
128

..224/3 [b)]4/3;[0)|7/2. Teha asendus u = x+y, v = x— y ja seejdrel minna iile polaarkoordinaatidele.
[93] [a)]6;[B)]4;[c)]40/3;[d)] 1/2;[e)] 1/364;[D)] 1.
.@n/z b)34%(v/3 - v2);[0)o; @47:(195 ad)/15;[e)|2/5.

n/2 Ib)|7/10;[0) 87 (1° — %) /15;[d)|67%;[e)] 597 a® 1 480.

471

@ (15-16In2)ib)| % - (02 - a)o] 4 - v3i[a)] L=

6,.15,.4,.2,471 2V6- \/' |12

12 37‘[ 24—671 Gn
5a

@ (%.0).

m abc(a+b+c)
—

101l 1627.
102 (%,0, 0). (NB! Raskuskese asub viljaspool keha!)
1104} Olgu ndpundites antud kddlmurdjoone pikkus p(7), siis

1 1 1
N=z2-—+2- +..+2-==1+—-+...+ ——o00.
P 22 s 2772 non

105| Kaare L suvalise kodlmurdjoone pikkus ei tileta arvu K(b — a).
106}[a Il + \/E;MZe -2+ 248 ;l27m ;HSa;a&Uﬁ \/E;H —W
107

R /(eZ + 1)3 _2\/5).4&.
108 Suuna = jaoks kasutage omadust s(T) = inf{o(T,¢): &g € [tx_1, fx), k=1,...,n} ja analoogilist
S(T) jaoks. Suuna < jaoks niidake, et I* — I, = 0 ning testage, et leidub & > 0 nii, et kui A(T) < 6,
siis Ix —e < S(T) —e < s(T) < 0(T,¢), analoogiliselt ka teine pool.
109} Niidake, et /1(17i'1)n 0(S (T) - s(T)) =0, kasutades liitfunktsiooni f oy {ihtlast pidevust 16igus [a, b].
1 |

10} Toimub analoogiliselt Riemanni integraaliga.
111| Toimub analoogiliselt Riemanni integraaliga. Ei.
112 a) 1,b) 1, ¢) 1 (mirkus: vaadeldes potentsiaalifunktsiooni F(x, y) = x2 ¥, pole see juhuslik, et kdik
vastused on samad);[b)|0 (mérkus: vastust on arvutamata lihtne néha, vaadeldes potentsiaalifunktsioo-

2 _
ni F(x,y) = W); —2m;|d)[ -2 (mérkus: vastust on lihtsam n#ha, vaadeldes potentsiaalifunkt-
siooni F(x, y) = 2x? + xy + 2y? ning mingit lihtsamat kverat AB); —.
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Kuna joone {(¢1 (1), ¢2(8): € [a, b]} puutuja sihivektor on ((p’1 (0, (p’z(t)),
@ (1)

NG
b , b

fodx=f f(‘ﬂl(t);‘l)Z(t))(pl(t)dt:f f((Pl(t),(Pz(t))'Tl((Pl(l‘))'\/(Pll(l‘)zﬂplz(l‘)zdt:fo'Tldx,
a a

samuti saadakse teine vordus.

114} [5 xdy = 328,

115, F(x,y) = (—x,—y); tarvis on leida A = fL(F, 7)dF, kus d7¥ = (dx, dy); saame, et A= —14.

116} F(x,y) = (F,0), seega A= aF.

120 H a* , kahekordne integraal arvutada {ileminekuga polaarkoordinaatidele;|b)| 0, kahekordne in-

tegraal lelda ulemmekuga elliptilistele polaarkoordinaatidele x = arcos¢, y = brsing, kus0<r <1ja

0< < 2m; I -

ﬂ Soltumatu, @ soltuv;[c)]soltumatu.
122} [a)

Ux,y) =x3-x2y%+ 38 +CU(xy)—x92y 5y3e* +CIU(xy) In|x+yl— m+CV01

Ul(x, y)—ln|x+y|+xTy+C!U(x V) =1/x2+y2+C; IU(x y) = y?cos x+x%cos y+C,vottaa=b=0;
) U(x, )—x —cos(x+y)+y +C.U(x y)=C—cos(x+y).

123][a) . .8,l64 fa]4.

126, S(x) = F +23%° S“‘SC# S(-m) = S(0) = S(m) = L, mujal S(x) = f(x).
S(x) k 1 (2k G sin(2k—1)x, S(=n) = S(7) = 0, mujal S(x) = sgn x;
b) S(x)=§+z k smkx, S(—n)zS(n)=%,mujal S(x) = 5%,
olseo=%- 42k lw,s(x)zlxl;

siis 71 (@1 (1) = analoogiliselt 72 kohta. Niisiis

2k-1)?
d)|S(x) = %T” +X% 712:2_1 CoOSnx— Sinn”x, S(0) = Z, mujal S(x) = f(x);
e) S(x)—22°° (Gl g 1) smkx S(—m) = S(n):O mujal S(x) =
)| S(x) = +4Zk 1 coskx, S(x) =

2)|S(x) = —2):7:’:1 %32"_6) sinkx, S(-m) = S(m) = 0, mujal S(x) = x3
h)|S(x) = %4 +8Y H)k(;z#cos kx, S(x) =
S(x) =m-25% Sk §0) = Sm) = 7, mujal S(x) =

. 2
S0 = 4 paxe  coskx _asinkx g) = §27) = L, mujal S(x) =
o]s = % ~ I S S0 =
4 cos(2k-1)x . _2_4 2k .
129 S(X)—l S(x) ——— Zo=1 W,S(x)—x,S(x)—;—— %olcfksz Ix,S(x)—Slnx

130} [a)[ S(x) = 2% W S(m) = 0, mujal S(x) = x; S(x) 2y @A) -Ddnks
() = 0, mujal S = Wloseo =3 xee 2k 50) = 50m) =0, mujal S(x) = %-g.

!H i (kasutage f)=x arendlst),@ 82 (kasutage f(x) = Z5% arendist); I% (Fourier’ ridu pole
vaja, kuna S, = 2 Cm +1)) 32 (kasutage f(x) = x3 arendist).

X, kui x € [0,5),
133} Funktsioon f on 2r-perioodiline, paaritu, kusjuures 16igus [0, 7] f (x) ={ x—-7n, kuixe (%,n] ,
0 kuix=7%.
2
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