290. D ={(x,y): y=0},0D ={(x,y): y =0}, D ei ole lahtine ((0,0) € D\ D°), D on kinnine;
],,

0.8+

0.6+

0.4+

(im

I L ) I I

-1 -0.5 0.5 1

X

291.D ={(x,)): xz+y2 <4},0D={(x,y): )c2+y2 =4}, D ei ole lahtine ((2,0) € D\D°), D on kinnine;

ro
=,
—
L)

| 'w-?Z_A“-~<“'H

X

293. D={(x,y): x>—y},0D ={(x,—x): x€R}, D on lahtine, D ei ole kinnine ((0,0) € 0D\ D);



(Heyiim

y
<:',-"

-0.5—+

-]+
294. D={(x,)): x>-y,x>0,x#1},0D ={0,y): y=0lu{(1l,y): y=-1}u{(x,—x): x =0}, D on
lahtine, D ei ole kinnine ((0,0) € D\ D°);

18

0.5+

295. D =0D = {(x,x): x €R}, D eiole lahtine ((0,0) € D\ D°), D on kinnine;

1+

>

296. D =Rx[-1,1],0D = {(x,-1): x e R} U{(x,1): x € R}, D ei ole lahtine ((0,1) € D\ D°), D on
kinnine;



1.5

(Hoim
~ L GASEELE e
L5 1 0.5 ) (0] 1 15
O
-1.5—
X

297. D = [-1,1]%, 0D = {(x,-1): x e R} U {(x,1): x € R} u{(-1,y):yeRlu{l,y): yeR}, Deiole
lahtine ((1,0) € D\ D°), D on kinnine;
1.5

oty

=1 T € T 1
-1.5 g -0.5 ) Oy 1.5
-0.5

-1.5—
x

298. D = {(x,y): -x*-1 Sy< —x2+1}, 0D = {(x,—xz—l): xeR}u{(x,—x2+1): x € R}, D eiole
lahtine ((0,1) € D\ D°), D on kinnine;

299. D={(x,y): x* > y},0D = {(x,x*): x € R}, D on lahtine, D ei ole kinnine ((0,0) € 4D\ D);



Ll
X

300. D ={(x,y): y*>x=0},0D =1{(3%y): y=01U{(0,y): y =0}, D ei ole lahtine ((0,1) € D\ D°), D
ei ole kinnine ((0,0) € dD \ D);
ot

154
];,
~ o5t

| | yal | | | |

301. D = (—1,00) x ((-1,00)\{0}), 0D = {(-1,y): y= -1} U{(x,-1): x = -1} U{(x,0): x = -1}, D on
lahtine, D ei ole kinnine ((0,0) € 0D \ D);

fo S

26
X

302. D={(x,y):2< X+ y2 <3},0D ={(x,y): X+ y2 =2}uf{(x,»): x? +y2 =3}, D on lahtine, D ei
ole kinnine ((1,1) e D \ D);



303. D={(x,0):2< x> +y> <4, x> +y* #3}, D = {(x,)): ¥* +y* =21 ulx,y): x¥* +y* = 31U
{(x,y): x>+ y? = 4}, D ei ole lahtine ((2,0) € D\ D°), D ei ole kinnine ((1,1) € D \ D);

304. D= | [2nm,2n+ 7] x [0,00)) U ( U l@rn+1D7r, 2n+2)r] x (—00,0]), oD = ( U {nm} x R) U

ne”z nez ne”z
R x {0}, D ei ole lahtine ((0,0) € D\ D°), D on kinnine;

10

5_ L

1 -5 5 10

SH B

10+

X

305. D =R?, 4D = @, D on lahtine, D on kinnine;
o0
306. D=0D = U {(x,1): X+ y2 =2nn}, D eiole lahtine ((0,0) € D\ D°), D on kinnine;

n=0



N\

)

o

4 -2

Z
N

(o] o0
307. D = | J{(x,y): 2nw < ¥ +y?<@n+ 1)}, 0D = Ui, p): x*>+ y? = nm}, D ei ole lahtine
n=0 n=0

((0,0) € D\ D°), D on kinnine;

¥, ‘ &

\

=

7
N\

308. D = {(x,)): |yl < x|, x # 0}, 0D = {(x,¥): |yl = |x|}, D ei ole lahtine ((1,1) € D\ D°), D ei ole
kinnine ((0,0) € D\ D);

309.D=100,81°n |J (2m,2m+1]1x[2n,2n+11u2m+1,2m+2]x [2n+1,2n+2]),0D = [0,8]*N
m,nez

(ZxRUR x Z), D ei ole lahtine ((0,0) € D\ D°), D on kinnine.



o

>

2 4 6 8
X

—2x(3y* +2x° - 3x)e Y
—2y(3y2 +2x3—3)e Y’

667. Statsionaarsed punktid méddrame siisteemist { Siisteem

3 3
on samavdiirne tingimusega (x, y) € { (0,0), (0,£1), (i%,o) , (1, i% } Neis punktides saab f viar-
3
3v3e 1
tused hulgast 0,3e_1,i%,3e_% } Rajal {(x,y): X+ y2 = 4} omandab funktsioon vairtused

(2x3 +12 —3x2)e4 €[- 16e4, 16e4] (ithe muutuja funktsiooni analiiiis!). Neist vadrtustest suurim on 16e*
(punktis (2,0)) ja vdhim on — 16¢* (punktis (-2, 0)).

2 — =
668. Statsionaarsed punktid méd4drame siisteemist { 3x gi J_r gi _ 8’ siisteem on samavaar-
ne tingimusega (x, y) € {(0,0)}. (Punkt (2,2) ei ole mddramispiirkonnas.) Leiame hessiaanid: H(x, y) =

6x—8
[
Leiame, et f(0,0) = 0.
Paneme tihele, et f(5,0) = 25 ja f(—5,0) = —225, mistottu punktis (0,0) ei ole globaalne ekstree-
mum.

2
o ), millest jareldub, et H(0,0) on negatiivselt mddratud, seega range lokaalne maksimum.

—(e’+1)sinx =0,

mis on samavaiirne
—eY(y—cosx+1)=0

669. Statsionaarsed punktid méddrame siisteemist {

- . . . o _ [ —(e+1Dcosx —e¥sinx
tingimusega (x, y) € {(2kn,0): k € Z}u{((2k—1)7,-2): k € Z} Leiame hessiaanid: H(x, y) = —e¥sinx —e¥ (y—cosx+
-2

seega H(2km,0) = ( 0

_01 ), negatiivselt méddratud (range lok. maksimum) ning H((2k — 1), -2) =

e?+1 0 :
0 o2 ) on médramata (ekstreemumit pole).

670. Olgu D = {(x,): x>0,y > 0,30 — x — y > 0}. Ulesanne on leida funktsiooni f: D — R, kus
fx,y)=x-y-(B0—x—y), suurim vaartus.

Vaatleme sulundit D = {(x, y):x=20y=0x+y< 30} Hulk D on tokestatud ja kinnine, seega
Weierstrassi teoreemi kohaselt funktsioon f: D — R saavutab seal oma suurima véirtuse. Statsio-
30y—2xy—y2 = 0,
30)c—2xy—x2 = 0,
mavadrne tingimusega (x, y) = (10, 10). Seega mujal kui punktis (10, 10) funktsioonil f lokaalset ekst-
reemumit hulgas D ei ole. Saame, et £(10,10) = 1000. Rajal 0D on f vairtus null, seega punktis (10, 10)
on globaalne maksimum.

Lahendus 2. Aritmeetilise-geomeetrilise keskmise vorratus.

naarsed punktid hulgas D’ = D leiame vorrandisiisteemist { siisteem on sa-



Lause. OlguR" = {xeR: x>0}, D= (R*)" ning f: D—R

f on kaks korda dif-v D-s,
VX e D hessiaan H(X) on f-1on punktis A
positiivselt médratud, range globaalne miinimum.
A€ D on f stats. punkt

Analoogiliselt,

f on kaks korda dif-v D-s,
VX € D hessiaan H(X) on f-lon punktis A
negatiivselt médaratud, range globaalne maksimum.
A€ D on f stats. punkt

Lause toestuse idee. Vaatleme esimest implikatsiooni. Punktis A on range lokaalne miinimum. Olgu antud
suvaline punkt B € D, kus B # A. Vaatleme iithe muutuja funktsiooni g vahemikus (—¢,1 + €), mis on funktsiooni
[ loige AB sihis nii, et A — 0 jaB < 1. Funktsioonil g leidub 16plik positiivne teine tuletis kogu vahemikus (0, 1).
Seega g' on rangelt kasvav 16igus [0, 1]. Samas g'(O) =0, mistottu g' on positiivne kogu vahemikus (0, 1). Jarelikult
g on rangelt kasvav 16igus [0, 1], mistottu f(A) = g(0) < g(1) = f(B).

Uldiselt saab lause toestada suvalise kumera hulga D korral.

81
1-— = 0,
x8)1/z
81
671. D= (R")?, f(x,¥,2) = X+ y+z+ ——. Statsionaarse punkti tingimus { 1- iz 0, on
Xyz
Y 51
1- 5 = 0,
Xyz
2 1 1
¥ xy xz
- . xyz 17T .
samavédrne néudega (x, ¥, z) = (3,3,3). Hessiaan H(x, y,z) = H . x_ ? ﬁ on positiivselt
Iy 1 2
xz yz z?
madratud iga (x, y, z) € D korral. Lause pohjal on punktis (3,3, 3) funktsioonil f globaalne miinimum

£(3,3,3)=12.
Lahendus 2. Aritmeetilise-geomeetrilise keskmise vorratus.

. 2 74 174 1 1 .
672. Olgu fikseeritud V > 0, D = (R")*, f(x,y) =2xy+2x- — +2y- — =2xy+2V-| — + —|. Tarvis
Xy Xy Xy

2 2V 0
-= =0,
on leida funktsiooni f vdhim véértus hulgas D. Statsionaarse punkti tingimus e
- =0
2
y

on samavddrne tingimusega (x, y) = (W NV )
Tédhistame D; = {(x,y): x>0,y >0,x+y < 2V/2V}. Paneme tihele, et (W, W) € D,. Lahtises ku-
meras hulgas D; on lause pohjal punktis (W NV ) funktsiooni f vahim védrtus f (\S/V NV ) =6V V2,

4V 9
33
sesthessiaan H(x,y)=| * 4y |on positiivselt méératud iga (x, y) € D korral. Téepoolest, kuna
?

X+ Y2 16V?
xys( Zy) <V 4V2, siis P —4>0.




2V (x + 4vVV2v
Kui aga (x,y) € D\ Dy, siis x+y = 2V2V, mistottu fl,y) =2xy+ 2Vixry) =2xy+ =
Xy

2/ 8V V2V = 2g V% > 6\3/ V2, kuna 28 = 256 > 216 = 6°. Kokkuvottes on punktis (W, W) funktsiooni

f vdhim vaértus hulgas D.

14 |4 1 1
673. Olgu fikseeritud V > 0, D = R")?, f(x,)) = xy +2X- — +2y-— = xy +2V - (— + —). Tarvis
Xy Xy y

X
2V
-— = 0,
on leida funktsiooni f vihim véartus hulgas D. Statsionaarse punkti tingimus 5 on
X-— = 0
32

samavdidrne tingimusega (x, y) = (\/3 2V, v ZV).
Tdhistame D; = {(x,)): x>0,y>0,x+y< 2V 4V}. Paneme tihele, et (\/3 2V, Vv ZV) € D;. Lahtises
kumeras hulgas D; on lause pdhjal punktis (\/3 2V, V ZV) funktsiooni f vdhim véartus f (\/3 2V, V ZV) =

4V
Yave ) 3 1 - . _
3V 4V?, sest hessiaan H(x,y) = 4y | on positiivselt méddratud iga (x, y) € D korral. Téepoo-
1 _
¥3

X+ Y2 16V?
lest, kunaxys(Ty) < V16V2, siis =3 —1>0.
Xy

2V (x+ 4V V4V
Kui aga (x,y) € D\ Dy, siis x+y = 2V/4V, mistottu fx,y) =xy+ (x—y) = xy+ =

Xy
2\/ 4VVaV = 2% V% >3 W, kuna 2’ =128 > 108 = 33-4. Kokkuvattes on punktis (\S/W, W) funkt-
siooni f vdhim vaartus hulgas D.

674. Olgu fikseeritud R. Risttahuka servapikkused olgu x, y ja z, siis x* + y* + z° = 4R?. Ulesanne on
leida funktsiooni f(x, y) = x-y-1/4R2 — x2 — y2 suurim viirtus hulgas D = {(x, y): x>0,y > 0,x*+ y* <
4R}

Vaatleme sulundit D = {(x,): x =0,y = 0,x* + y* < 4R?}. Hulk D on tdkestatud ja kinnine, seega

Weierstrassi teoreemi kohaselt funktsioon f: D — R saavutab seal oma suurima viirtuse. Statsionaar-
4xR?-2xy* - x°

= 0,
. —o _ . - - . VAR? —x% —y? ,
sed punktid hulgas D = D leiame vorrandisiisteemist > p) 3 slisteem on sa-
4yR*=2x"y—-y> 0

/ARZ= 32— )2

mavdéirne tingimusega (x, y) = ) Seega mujal kui punktis ( 7 \/_) funktsioonil f lokaalset

a]a on Vaar us nu Seega pun IS
on globaalne makSImum.

675. Olgu kolmnurga alus a ja tipunurk a. Ulejddnud kaks kiilge olgu b ja ¢, mille vastasnurgad ol-
a-b-siny  a*
 2sina

43

ekstreemumit ei ole. Saame, et f (

gu fBjay. Kolmnurga pindala on
2

-sin Bsiny. See on ithe muutuja ekstreemumdiles-

anne funktsiooni f(x) =
P

Tena. sinxsin( — @ — x) jaoks vahemikus (0, 7 — a). Globaalne maksimum

A AY . T—a
(sm ) punktis x = ——.
2 2

2sina
676. Olgu fikseeritud p (pool iimbermd6tu). Ulesanne on leida funktsiooni f(x,y) = /p-(p—x)-(p—y) - (x+y—p)
suurim vadrtus hulgas D ={(x,y): x>0,y >0,x+ y <2p}.




Vaatleme sulundit D = {(x,¥): x = 0,y = 0,x + y < 2p}. Hulk D on tokestatud ja kinnine, seega
Weierstrassi teoreemi kohaselt funktsioon f: D — R saavutab seal oma suurima viirtuse. Statsio-
p(p-y)2p-2x—y)

= 0,
naarsed punktid hulgas D° = D leiame vorrandisiisteemist 2\/’;?((’;)__)%(5 ’; Y ))5{-5 ;//)_ P)
= 0’
2/p(p=0(p-yNG+y-p)
2p 2
siisteem on samavidrne tingimusega (x, y) = (?p Sp) Seega mujal kui punktis (?p ?p) funktsioo-
2p 2 2
nil f lokaalne ekstreemumit ei ole. Saame, et f (?p ?p) = :—\/g Rajal 0D on f vadrtus null, seega

2p 2
punktis (?p, ?p) on globaalne maksimum.

677. Uhe muutuja ekstreemumiilesanne, f(x) = 7x3( p — x) 16igus [0, p]. Globaalne maksimum on
2
punktis x = —p.

678. Olgu kolmnurga kiiljed a, b ja c, kusjuures kiilg a olgu poodrlemisteljeks. P66rdkeha koosneb
kahest pohjati kokkupandud koonusest. Koonuse p&hja raadiuse ruut on b? (sin}f)2 = b? - b*(cos }f)z =
- (2 — a? — b2)2 (@p-b-a)? - a®-Db*)? .

4a? 4a?
a. See on ithe muutuja ekstreemumiilesanne vahemikus (0,2p — a). Globaalne maksimum on punktis
2p—a
b=——.

.Sealjuures a+b+c = 2p. Koonuste koguruumala on f(b) = 3 b’ -

2
679. Moeldud on, et risttahuka servad on paralleelsed koordinaattelgedega. Olgu fikseeritud R.
20 .2 2
x

Risttahuka servapikkused olgu x, y ja z, siis — s Z 5+ 2= =4, Ulesanne on leida funktsiooni f(x,y) =

X2 y? P
X-y-c 4———ﬁsuurlmvaartushulgasD—{(x , )1 x>0,y>0,— +ﬁ<4}

2 2
- . J’
Vaatleme sulundit D = {(x,y): x =0,y =0, ? 7S

Weierstrassi teoreemi kohaselt funktsioon f: D — R saavutab seal oma suurima viirtuse. Statsio-
cy-@a*b?® -2b*x* — a*y?)
ab\/4a?b? — a?y®> — b*x?
cx-(4a®b? - 2azy2 —b%x%)

ab\/4a2b2 —a? V2 — b2x?
eega muj ui punktis unkisioo-

< 4}. Hulk D on tokestatud j ja kinnine, seega

= 0,

naarsed punktid hulgas D° = D leiame vorrandisiisteemist

’

slisteem on samavédrne tingimusega (x, y) =

[%:35)

2a Zb) 8abc
v3' V3] 3v3

nil f lokaalset ekstreemumit ei ole. Saame, et f ( . Rajal 0D on f vadrtus null, seega

punktis ( ) on globaalne maksimum.

V3 V3
680. Olgu D = {(x,y): x>0,y > 0,7 — x— y > 0}. Ulesanne on leida funktsiooni f: D — R, kus

f(x,y) =sinxsin ysin(z — x — y), suurim vairtus.

Vaatleme sulundit D = {(x,): x = 0,y = 0,x+ y < }. Hulk D on tdkestatud ja kinnine, seega
Weierstrassi teoreemi kohaselt funktsioon f: D — R saavutab seal oma suurima véirtuse. Statsio-
cosxsin2x+y) = 0,

. . siisteem on
sinxsin(x+2y) = 0,

naarsed punktid hulgas D’ = D leiame vorrandisiisteemist {

samavéadrne tingimusega (x, y) = (3 3 ) Seega mujal kui punktis (3 ) funktsioonil f lokaalset ekst-
3
reemumit hulgas D ei ole. Saame, et f (]3[ g) = i .Rajal D on f véartus null, seega punktis (;T 7;)

10



on globaalne maksimum. Otsitav kolmnurk on vordkiilgne.

Lahendus 2. Jenseni vorratus.

681. Olgu D = {(x,¥): x>0,y > 0,7 — x— y > 0}. Ulesanne on leida funktsiooni f: D — R, kus
f(x,y) =sinx+siny+sin(r — x — y), suurim véirtus.

Vaatleme sulundit D = {(x, P:x=0,y=0,x+y < m}. Hulk D on tokestatud ja kinnine, seega
Weierstrassi teoreemi kohaselt funktsioon f: D — R saavutab seal oma suurima véirtuse. Statsio-
cosx+cos(x+y) = 0,
cosy+cos(x+y) 0.
jareldub, et cosx = —cos(x + y) = cos y, millest x, y € (0, ) tottu x = y. Niisiis cos x = —cos2x, millest

Siisteemist

naarsed punktid hulgas D’ = D leiame vorrandisiisteemist {

2 e s . /A
jareldub, et 2(cos x)“ + cos x — 1 = 0. Niisiis cos x = X mistottu x = —.

- . .. L T . .
Kokkuvottes leiame, et siisteem on samavéddrne tingimusega (x, y) = (5, §) Seega mujal kui punk-
T T 3v3
tis (g, —) funktsioonil f lokaalset ekstreemumit hulgas D ei ole. Saame, et f (—, —) = T\/_ Rajal 0D

on f avaldises {iks liidetav null, jarele jadb f(x, y) =sinx+siny voi f(x, y) = 2sinx véi f(x, y) = 2siny.

3v3 T T
Et tikski neist vddrtustest ei saa iiletada arvu T\/_ > 2, on punktis (g, g) globaalne maksimum. Otsitav

kolmnurk on vordkiilgne.
Lahendus 2. Jenseni vorratus.
Olgu D < R™, olgu D sidus.
N def iga pideva lihtsa kinnise joone y(I) korral
Don ihelisidus <= )ig(l ) poolt piiratud hulliE’ sisalgub hulgas D.
Lause. Olgu ¢ lahtine ja tihelisidus. Olgu T: ¢ — R?, kus T(u,v) = (¢(u, v),n(u, v)). Olgu A lihtne
kinnine tiikiti sile joon hulgas ¢. Olgu 6A = A. Olgu D = T'(A).
T on regulaarne,
f on integreeruv D-s, } =
&yujanyy, pidevad ¢-s

= ffo(x,y)dxdy=ffAf(E(u,v),n(u,v))ll(u, v)|dudv.

Lause.OlguDc X c R% D modtuv ja tokestatud, f,g: D — R,

V(x,y)eD f(x,y) <glx, ).
E={xy2):(x,yeD,ze(f(x,y),8x M},
{ f ja g on int-vad hulgas }D } = ViE)= ffD(g(X) — Sl dx.

Olgu A c R* mootuv iihelisidus hulk. Olgu antud funktsioonid x, y,z: A — R.
Olgu Q: A — R, kus Q(1) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) iga (u, v) € A korral.
Vektorfunktsiooni Q viirtuste hulka Q(A) = {Q(u, v): (1, v) € A} nimetatakse pinnaks ruumis R>. Kui
on antud funktsioonid x, y ja z, 6eldakse monikord, et pind on antud parameetriliselt.

Olgu U = (u, v) € A. Téhistame

- _|l yu@)  2,(U)
n(U) = (A(0), B(U),C()) = (' 1) z,U) |
(xv(U)»yv(U)vzv(U))-

Xu» Xu» Yu> Yvr Zur 2y pidevad hulgas A,

. def
QA)onsile = { VU €eA (A(U), B(U),C(U)) #0.
Lause. Olgu Q(A) sile pind. Olgu Uy € A. Tdhistame 7 = {X: (n(Up),X - Q(Up)) = 0}. Kehtib koon-
Q ’
dumine lim w =

u=Up [U-Upll
Lause néitab, et siledal pinnal on igas tema punktis Q(U) puutujatasand my, mille normaalvektor

on n(U).
Olgu A kinnine médtuv iihelisidus hulk. Olgu Q(A) sile pind.

zy(U)  x,(U)
zp(U)  x,©@) |’

x,(U)  yu(U)
xp(U)  y,(U)

11



dof A=A U...UA,,
T =(Ay,...,Ap) onhulga A alajaotus — Vk=1,...,n A onkinnine ja mdotuv,
Vk,I=1,...,n k;éle‘,’cmA‘l’zg

Iga tasandi 7 = {(x, y, z) Ax+ By + Cz+ D = 0} korral tdhistame tdhisega p,(U) punkti Q(U) pro-

QU
jektsiooni tasandile 7. Arvutuslikult: p;(U) = Q(U) — M ‘ng, kus n; = (A,B,C) ja n(x,y,2) =

g
Ax+By+Cz+D.
Hulga A iga alajaotuse T korral valime iga k = 1,..., n jaoks Uy € Ag ning tdhistame Q. = Py, (Ak).

Hulgad Qj on méotuvad.
n
S(Q(A) dgf;L (l%l)n ; )" u(Qy) (pinnatiiki Q(A) pindala).
“Vk=1

Lause. S(Q(A))z[f In(u, v)|| dudv.
A

. T
874. Valime A = {(u, V):VE [_E’ 5]' ue[0,2cos v]},
T(u,v) = (ucos v, usinv), siis T(A) = D. Leiame, et J(u, v) = u. Saame, et

s

> 2cosv 32
ff \/x2+y2dxdy=ff uzdudv=f (f uzdu)dvz—.
D A 0 9

b/
Alternatiiv: Valime A = [0,1] x ],

2’2
T(u,v) = (2u(cos U)Z,ZMCOS vsinv), siis T(A) = D. Leiame, et J(u, v) = 4u(cos v)z. Saame, et

x2+y2dxdy = || 4u(cos v)*v u?-4(cos v)* + u? - 4(cos v)2(sin v)2 dudv = 8[[ u?(cosv)* dudv =
A A

b/

D
Lirz 32
8[ (fz uz(cosv)gdv)du:—.
o \J-z 9

2
Mirkus. Jargnevates iilesannetes saab iilaltoodud alternatiivse lahenduse esitada sageli. Sellise

lahenduse eelis on, et A on lihtsa ehitusega hulk (ristkiilik). Puuduseks on aga vajadus arvutada kee-
rukam jakobiaan. Allpool pole konealust alternatiivi enam eraldi vélja toodud.

b4
878.Valime A = {(u, V) VE [Z,arctanz] , U€[4cosv,8cos v]}, T(u,v) = (ucosv, usinv), siis T(A) =

arctan2 8cosv
D. Leiame, et J(u, v) = u. Saame, et ff ydxdy:ff u?sin vdudvzf (f w?sinvdu|dv =
D A 4cosv
196
25°
896. On antud D ={(x, y): (x® + y2)2 = 2a2xy}.
ValimeA:{(u,v): UE[O,g]U ,uE[O,IaI\/siHZU]},

T(u,v) = (ucoswv, usinv), siis T(A = D. Leiame, et J(u, v) = u. Saame, et

3 aVsin2v
S(D):ff dxdy:Zf f udu|dv=2ad%
D 0 \Jo

898. On antud D = {(x, ): (x* + y*)? <2ax’}.
. T T 3
Valime A = {(u, V):vE [_E’ E] , u€ [0,2a(cosv) ]},
T(u,v) = (ucosv,usinv), siis T(A) = D. Leiame, et J(u, v) = u. Saame, et

z 2a(cosv)? 5ma?
S(D)=ff dxdyzf2 (f udu)dv: ra .
D -z \Jo 8

904.0lgu D = {(x,y): x€[0,1], y€ [0,1 - x]} ning f(x,y) = 1-x—y.Siis E = {(x,,2): (x,y) € D, z€ [0, f(x, »)1}.

1 1-x
Saame,etV(E)z[f f(x,y)dxdysz (1—x—y)dxdy=f (f (1-x—-ydy dle.
D D 0o \Jo 6

B

4

3
T, —

12



2
912.0lguD = {(x, y): ;—2 +y* < 1},f(x, ¥ =1,8(x,y) =12-3x—4y.Siis E={(x,y,2): (x,y) €D, z€ [f(x, ), 8(x, »1}.

2n 1
Saame, etV(E)sz (g(x,y)—f(x,y))dxdyz[f (11—3x—4y)dxdy=f (f (11-3-2cosv—4sinv)-2udu|dv =
D D 0 0
227.

916.0lgu D = {(x,): x* +y* <3}, f(x,1) = —\/*¥2 +y2 +3, g(x,)) = \/¥2 + y2 +3.

Siis E = {(x,1,2): (x,y) € D, ze [f(x,¥),g(x, Y1} Olgu A = [0, V3] x [0,27], T(1,v) = (ucosv,usinv),
iis T(A) =D j V) = u. S , et V(E) = ¥ — fx, ddzsz\/ 2+ y2+3dxdy =
siis T'(A) ja J(u,v) = u. Saame, et V(E) ffD(g(x y)— f(x,y)dxdy 5 X+ y xdy

V3 p2m
2[[ u\/u2+3dudv=2f ( u\/u2+3dv)du=4n(2\/§—\/§).
A 0 0
917. OlguD:{(x,y): lx+yl < g, lx—yl< g},f(x,y) =0, g(x,y) =cosxcos}y.

Siis E={(x,1,2): (x,y) € D, z€[f(x,),8(x,)]}. Saame, et V (E) :ff (g(x,y)—f(x,y))dxdy:ff cosxcosydxdy =
D D

I

(SE}

Z=lx|
f cosxcosydy|dx =m.
I

xl-%
. w2 . .
Alternatiiv: olgu A = [_Z’Z] , T(u,v) = (u+v,u—v),siis T(A) = D ja J(u,v) = —2. Saame, et

e
4

V(E)=ff cosxcosydxdyszZcos(LH v)cos(u—v)dudvzf (f4(cos2u+c032v)dv)du=ﬂ.
D A o

z
4

3
919.0IguA ={(u,v): uel0,2], ve[0,—2u+4]} ning Q(u, v) = (u, 1,6 —-3u— zv).Leiarne, etn(u,v) =

(3, ;’ 1) ning n(u, v)|| = g Saame, et S(Q(A)) = /f In(u, v)||dudv = g -u(A) = 14.
A

4

2
@\.I\)(NAMQ\

13



920. Olgu A = {(u, v): U’ + 17 < 1} ning Q(u, v) = (4, v,uv). Leiame, et n(y, v) = (-v,—u,1) ning

2n 1
In(u, V)| = V1+u?+v2. Saame, et S(Q(A)) = ff In(u, v)|dudv = f (f rV1+7r2 dr) dp = Z?JT
A o \Jo
(2v2-1).

S
[
=

u

Alternatiiv. Olgu A = [0, 1] x [0,27] ning Q(u, v) = (u cos v, usin v, u?sin vcos v). Leiame, etn(u, v) =

2n 1
(—u?sinv, —u? cos v, u) ning [n(u, v)|| = uV 1+ u2. Saame, et S(Q(A)) = ff In(u, v)|| dudv :f (f uvV1+u? du)dv =
A 0 0

2?”.(2\/5—1).

6+

5+

44

0 1 —t—

I
T

0 1 2 3 4 5 6
u

921. Antud pind koosneb kahest vordpindsest tiikist. Olgu A = {(u, v): u* + v* < b*} ning Q(u, v) =

. u v . a
(u, v,Va?-u®- vz). Leiame, et |n(u, v)| = ( , ,1) ning [n(u, V)| = ———.
Va2 —u2-1v2 Va2 -u?2-v? va?-u?-v?

21 b r
Saame, et S(Q(A))sz n(u, v) dudv=a[ (f —dr)d =2an|a-V a? - b?|. Seega otsi-
y el o Ay vamadrfae=2ar| Joes
tav pindala on 4an (a -Va%- bz).

14



Alternatiiv. Olgu A = [0, b] x [0,27] ning Q(u, v) = (ucos v,usinv, Va? - uz). Leiame, et n(u, v) =

( u?cosv u®sinv au

au 27 b
, ,u| ning |In(u, U)II:—.Saame,etS(Q(A)):ff [In(w, v)lldudv:f (f —du)dv:
Va2 -2 Va?—u? ) & VaZ - u? A o \Jo vVaz—u2
2amn (a— Va?- bz). Seega otsitav pindala on 4asn (a— Va?- bz).

6+

5+

44

0 1 1

922, Antud pind koosneb kahest vordpindsest tiikist. Olgu A = {(1, v): u*+(v—1)* < 1} ning Q(u, v) =

u v
(u, v,V u?+ vz).Leiame, etn(u,v) =|- ,— ,1| ning [In(u, )| = V2. Saame, et S(Q(A)) =
Viz+ 2 Viz +1?

b2 2sing
ff [In(wu, v)lldudv:ff \/idudv:f (f r\/zdr) d(p:n\/i. Seega otsitav pindala on 27v/2.
A A o \Jo

Alternatiiv. Olgu A = {(u, v): v € [0,7], u € [0,2sin v]} ning Q(u, v) = (ucosv, usinv, u). Leiame, et

b4 2sinv
n(u,v) = (—ucosv,—usinv, u) ning |n(u, v)|| = uV2. Saame, et S(Q(A)) = ff In(u, v)|| dudv :f (f u\/idu)dv =
A o \Jo

15



mV2. Seega otsitav pindala on 27 V2.

3+
254

PR

923. Antud pind koosneb kahest vordpindsest tiikist. Olgu A = {(«, v): u€[0,1], v€ [-2Vu, 2V u]}

. . 1 . u+1
ning Q(u, v) = (1, v,2v/u). Leiame, etn(u, v) = —ﬁ,o, 1|ning n(u, v)|| = - Saame, et S(Q(A)) =

1 2Vu 1 1 8
ff [In(z, v)lldudvzf (f \/ ur dv)du=4 V1+udu= —-(Zﬁ—l).Seega otsitav pindala
A 0 \J-2vu u 0 3
16
on g-(Z\/E—l).

u

Alternatiiv. Olgu A = {(u, v): u€[0,1], v € [-2u,2u]} ning Q(u, v) = (uz, v,2u). Leiame, et n(u, v) =

1 2u
(=2,0,2u) ning [n(u, v)| =2V 1+ u?. Saame, et S(Q(A)) =/f In(w, v)lIdudv=2[ ( \/1+u2dv)du=
A 0 —2u

1
8[ uvVi1+utdu= g . (2\/5— 1). Seega otsitav pindala on ? . (2\/5— 1).
0

16



0.5+
{2 F——
105, 0\ 05 15 2 25
S+
1.5+

u

924. Antud pind koosneb kahest vordpindsest tiikist. Olgu A = {(u, v): u® + v* < au} ning Q(u, v) =

(u, v,Va?-u®- vz). Leiame, etn(u, v) = (

Saame, et S(Q(A)) = ff In(u, v)||dudv = af
A

u v

) y
Va2 —u2—1v2 Va2 -u?-v?

acosy d
[ 7)o
0 —

2—12

a

1) ning |n(u, v)|| =
2 — 2 — 12
/A /A
2 2 X 5
(a—al|sinv|)dv=a“(m—
T
7

s
2

2). Seega otsitav pindala on 24? (m—2).

]

0.5+

-0.5

-1

f

u

Alternatiiv. Olgu A = {(u, V):ve [—g,g] ,u€0,acos v]}ningQ(u, V) = (ucos v,usinv, V a2 — uz).
Leiame, etn(u, v)=( sy ) Wisiny u) ning [n(u, v)|| = L.Saame, etS(Q(A)):[f In(u, v)|dudv =
} Va2 - u? \/qf—uz Va2 -u? A
: (facosv Ldu) dv=a : (a—alsinv))dv = a®(r - 2). Seega otsitav pindala on 2a% (- 2).
sl Ve

1.5

2

0.5

925.

u

Antud pind koosneb neljast vordpindsest tiikist. Olgu A = {(u, v): w+ P < 2,u=0,vl< u}

17



u v 1) u\/z
v iz
L 2 2
1 r COS(p\/_ dr = f nrdr = m. Seega ot-
0

———dv
-z r\/m

ning |n(u, v)|| =

ning Q(u, v) = (u, v,V u?— vz). Leiame, etn(u, v) = (

V2
Saame, et S(Q(A))sz [Im(w, v)IIdudvzf (
A 0

sitav pindala on 47.
1,,

0.5+
. o I I I A I I )
4 T T T 7y T T 1
04 06 08 1 12 If4
-0.5—+

-

T T . . .
Olgu A = {(u, V): ue [0, \/E], VE [_Z'Z]} ning Q(u,v) = (ucos v,usinv, u cos21/). Leiame, et
uv2cosv

VCcos2v
V2
v|du= [ nudu = . Seega otsitav pindala on 47.
0

u
n(u,v) = —— (— cos v,sin v, v cos2 v) ning [|n(u, v)|| =
vcos2v

f\/é(i uv2cosv d
0 -2 /1-2(sinv)?

0.8

.Saame, et S(QQ(A)) :ff In(u, v)||dudv =
A

0.61

041

0.24

-0.61

-0.8—=

980. Saame, et E = {(x, ¥ 2): x? +y2 +7z%¢€ [0, vV a3z] } Olgu T («, v, w) = (ucos vsin w, usin vsin w, ucos w),

2

siis T(®) = E, kus ® = {(u, vw): vel0,2n],we [0,%] ,UE sin w.

0, a(cos w)%]}. Leiame, et J(u, v, w) = —u
3

I 3 ay/cosw Tad
Seegaff dxdydz:fff uzsinwdudvdwzf f f wsinwdu|dv|dw="—.
E ) o \Jo \Jo 3

18



440

.Seegasaame, et L = {(x,)): y2=
t? 1
2x}={(?,t): tE[—l,I]}. Otsitav pindala onSzf\/2x—4x2—(—\/2x—4x2)ds=2f V-t

1 b 1% w?du o
\/t2+1dt:2f |t|\/1—t4dt.Olgu\/1—t4:u,siisZ/ t\/l—t4dt:—2-§f ———. Olgu niitid
-1 0 1

1
1049. Tingimus 2x—4x% = 0 on samaviirne tingimusega x € |0, 3

, , K V1-u?

1 0 z 2

B u-du (cosv)= . 2 b4 B

u:cosv,susf —_— = - ~smvdv:f (cosv)zdv:—.Kokkuvotte52f [t|V1-ttdt =
0 V1-u? z |siny| 0 4 -2

0 1 T T 7
2/ (—t)\/l—t4dt+2f t\/l—t4dt=Z+Z:§.
-1 0

1050. Saame, et L = {(x,y): x*+ y2 =2x} = {(Z(COS H?%,2costsint): te [—g, %] } Otsitav pindala

onS=f \/4—x2—y2—(—\/4—x2—y2st:2 : \/4—4(cost)4—4(costsinl‘)2-\/1dt=8[E V1-(cost)?dt=
L _

I z
2 2

8/2 sin £]dz = 16.

z
2

19



. .. 2n 27 1 4+ cos2t
1098.OlgudD = {(acost,bsint): t € [0,2n]}, siis S(D) =f xdy = f acost-bcos tdt?abf —dt:
oD
rab.

2n
1099. Olgu 4D = {(a(cos 03, b(sin t)s) : 1€ (0,271}, siis S(D) = f xdy =f a(cos 1)3-3b(sin )% cos tdr =
oD 0

2n 3ab 2n 3ab 2n )
Babf (cos )*(sin )% dr = —f (sin20)?(cos )% dr = Tf ((sin2t)20052t+(sin2t)2)dt: Tf (cos2t - (cos21)
0 0

3ab 3mab
—_— (1—cos4t)dt: .
16 Jo

21
1100. OlgudD = {(a(2cost—cos2t),a(2sint —sin2¢)) : t € [0,27]}, siis S(D):f xdy:f a(2cost—
oD 0
27
cos2t)-a(Zcost—ZcosZt)dtZazf (2(cos )* —3cos2tcost + (cos21)*)dt = 6ma’.
0

1 0
1101. Olgu dD = {(t,£*): t€ [0, 1} U{(¢%,1): t € (0,11}, siis S(D)=f xdyzf t-2tdr+f dt=
0D 0 1

[SSHI S

1
3
102. Viime 14bi tasandi pdorde, kus T'(u,v) = (

W =

u+v u—v
V2 V2

(x+ y)3 = 2xy on samavdirne vorrandiga 2v2u® = u? - v?, millest v? = u? — 2v/2u3. Niisiis on 0D =

{(u,— u2—2\/§u3):u€ 0,%”%(%\/ u2—2\/§u3):u€ 0,# }.Leiame,etS(D) f vdu =
Bl Bl

_fzﬁ( u3)duf Vu V2uddu= 2[ Vuz-2v2udu = Zf‘fu 1-2v2udu=
0

1
T (Integreerida ositi.)

1103. Polaarkoordinaatides on lemniskaadi vorrand r = a+/2cos2¢.

Seega 0D = {(amcosw,a\/msimp) e [—E,E }U

4 4
3 p
U{(aMcosq),a\/man(p) tpeE ” } Leiame, et S(D) = f xdyzzf4 2a/2cos2¢ cos ¢-
oD _z

4

J—

). Poore ei muuda pindala. Vorrand

2acos3 1 i
M dy = 4a2f ) cos@cos3pdp = 2a2f4 (cos4¢ + cos2¢)dyp = 2a°.
\/C0S2¢ -z -z
(it DL ()"
n+
192. Saame, et R = 1: lirrln % =1: llrrln = e. Cauchy-Hadamard’i teoreemi pdohjal
nn

(—e,e)c X c[-ee].

20



Kui x = —e, siis saame arvrea Z . Kuna Stirlingi valemit kasutades ndeme, et lim
n

X (=1)"nle" (=D "nle™
= —

n=1 n"
V2nnne"
lim ————— = oo, siis rida hajub. Analoogiliselt ndeme, et rida hajub juhul x = e. Kokkuvottes
n e'n
X =(—e,e)
(n+D1x!
.. o , ,e . . 1)n+l
Alternatiiv: Kasutame rea koonduvuse uurimiseks d’Alembert’i tunnust. Leiame, et C = 11}11n % =
nﬂ

. n" | x|
|x] - lim =—.
n (n+1)" e

X
Teame, et kui C < 1, siis rida koondub. C < 1 on samavédirne néudega u <1ehk x€(—e,e).
e
Teame ka, et kui C > 1, siis rida hajub. C > 1 on samavédédrne noéudega x € (—oo,—e) U (e,00) ehk
x ¢ [—ee].
Otspunktid —e ja e vaatame ldbi samamoodi nagu eelmises lahenduses.
193. Saame, et R=1: li,11n Vint=1: li'I;n n =0. Cauchy-Hadamard'’i teoreemi pohjal X = {3}.

Alternatiiv: Kasutame rea koonduvuse uurimiseks Cauchy tunnust. Saame, et C = lim {/|n"(x —3)"| =
n

0, kuix=3, _
{ oo, kuix#3. Seega X = {3}.
1\ 1\ 1
194. Saame, et R=1:lim { (1 + —) =1:lim|1+ —| = —-.Cauchy-Hadamard'i teoreemi poh-
n n n n e
. 1 1 1 1
jal (2——,2+—)cXc 2—=2+—|.
e e e e
2 2
1 A AL | o _ S 1Y 1
Olgu x = 2——, siissaamerea Z (-1D)"|1+—] -—.Seeridahajub,sestlim|(-D)"[1+—| -—|=
e n=1 nj e n n n
1
7. Viimase koondumise pohjendab asjaolu, et
e
In —(n+1)n) n n
. en’ . en m+D)"- (n+1)In(n+1)—-(n+1Inn-1) 1
lim — ) = lim . ===
n - n (n+1)" en(n+1) n
1 In(n+1)-Inn- -
= —limnz(ln(n+1)—lnn—— =—lim ntl —
n 1 n 1
}’l2
1 1 1
= _limm_ﬁ+(n+l)2 =—1i —nz :_l
n -2 2(n+1?2 2
n
- . . . . 1
Analoogiliselt hajub ka rida, mis saadakse, kui x =2+ —.
1 1
Kokkuvottes X = (2 —=2+—|.
e e
1\"
Alternatiiv. Kasutame rea koonduvuse uurimiseks Cauchy tunnust. Saame, et C = lirlln Y (1 +—] x-=-2)"=
n

1 n
|x—2|lim(1+—) =|x—-2|-e.
n n

1 1 1
Teame, etkui C < 1, siisrida koondub. C < 1 on samavéédrne ndudega |x—2| < — ehk x € (2 - =2+ —).
e e e

21



1 1
Teame ka, et kui C > 1, siisrida hajub. C > 1 on samavéddrne noudega |x—2| > — ehk x € (—oo, 2——
e e

1 1 1
2+—,oo) ehkx¢ |2——-,2+—].
e e e
In — 1n2 -
1+ 4
Koonduvust parempoolses otspunktis voime uurida logaritmilise tunnuse abil. Leiame C = li,r1n ( 0 "11 =
n+n?lnn nl; m
im =lim = 0. Seega rida hajub.
n (Inn)r?ln(n+1) »n In(n+1)
Koonduvust vasakpoolses otspunktis peame uurima nagu eelmises lahenduses (logaritmiline tun-
nus kehtib positiivsete ridade jaoks).
195. Saame, et X = [-1,1). Teame, et astmerida voib oma koonduvusvahemikus (-1, 1) liikkmeti
[} n+1y/ [eS)
1
diferentseerida, mistottu S’ (x) = Z ( = Z x"=—— kuixe(-1,1). Seega S(x) = —In|1 — x| +
n=0 n+ 1 n=0 1 — X

C, kui x € (-1,1). Konstandi C médidrame, valides niiteks x = 0. Saame, et 0 = S(0) = -In|1-0|+C=C.
Niisiis S(x) = —In(1 — x), kui x € (—1, 1). Abeli lemma p6hjal kehtib S(x) = —In(1 — x), kui x € X.
196. Saame, et X = (—1,1). Teame, et astmerida voib oma koonduvusvahemikus (-1, 1) liikkme-

X (o] X o0
X
ti integreerida, mist()ttuf S(ndr = Z nt"ldr = Z x" = T kui x € (=1,1). Seega S(x) =
n=1J0 n=1 —X

0
x ! x 1
Sde| =|——| = Jkui x € X.
(fo () ) (l—x) (x—1)2
197. Saame, et X = (—1,1). Teame, et astmerida voib oma koonduvusvahemikus (-1, 1) liikkmeti

X (o] X (e 0] X
integreerida, mistﬁttuf S(ndt = Z[ DM n+De"de = Y (DX = —— kui x € (-1,1).
0 n=0J0 n=0 1+x
X ! x
S S(x) = S(Hdt] =|—| =—,kuixe X.
eega S(x) (fo (1) ) (1+x) G112 ui x
o0 (x _ 2)n+1
198. Saame, et X = [1,3). Vaatleme astmerida ) _ 1 mille summa T'(x) = (x —2)S(x). Vii-
n=0 n
mase astmerea summa on leitud iilesandes 195, kus saime, et T(x —2) = —In(3 — x), kui x € (1,3).
In(3 -
Jarelikult S(x) = — n(—zx), kui x € (1,3) \ {2}, ning S(2) = 0 (see on ndha algsest astmereast). Kasutades
In(3-x) X\2
ka Abeli lemmat x — 1+ jaoks, leiame kokkuvéttes, et S(x) = T x—2 re 2}
0, x=2.
199. Muutujavahetusega —t = x — 2 saame iilesande 198. Seega kdesolevas iilesandes X = (—1,1] ja
In(1+ x) € X\ (0}
S(x) = x 7 '
0, x=0.

200. Saame, et X = (—1,1). Teame, et astmerida voib oma koonduvusvahemikus (-1, 1) liikkmeti

X (o) X [e.o]
integreerida, mistc”)ttu/ Sxde=Y | nn-1D"?de=) nx"' = — 1 (iil. 196 pohjal).
0 n=2J0

n=2

(x-1)2

kui x € X.

S Sx)=- ,

eega S(x) Go1)3
[0}

201. Saame, et X = (—1,1). Vaatleme astmerida Z (=1D"n(n-1)x""2, mille summa olgu T(x) ja
n=2

mille koonduvuspiirkond on samuti (—1,1), siis x* T(x) = S(x). Teame, et astmerida voib oma koondu-

X [e.¢] X o0
vusvahemikus (-1, 1) liikkmeti integreerida, mist()ttuf T()dt = Z (-D"n(n-1)t"2dx= Z (-1)"nx™ 1,
0 =2J0 =2
X (e X " (o) x2n
Olgu viimase astmerea summa U(x), siisf unde=Y | D" tde=) (-D)"x" = =
0 0

. See-
n=2 n=2 X
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aU=20%D s re 2 g S0 = 2T = 25
& T2 T e 8 - S (x+1)3
oo 2n+1 3 45
202. Saame, et Z -n" 1 =x- Y + 5 Uurime selle rea koonduvust D’Alembert’i tun-
n=0 n
(_1)n+1 x2n+3
nusega: C = li;ln xzzn'itg = x2. Niisiis (-1,1) € X c [-1,1]. Punktis x = 1 leiame Leibnizi tunnuse
=D
[ee] _ 1\ [ee] (_1)n+1
abil, et arvrida Z koondub. Punktis x = —1 saame arvrea Z ————, mis samuti Leibnizi
o 2n+1 n=0 2n+1

tunnuse pohjal koondub. Kokkuvottes X = [-1,1].
Kuna astmerida véib oma koonduvusvahemikus liikkmeti diferentseerida, siis juhul x € (-1,1) leiame,

0 2n+1 4/ o
etS'(x)=) o 1) =Y (-D"x*" = L Seega S(x) = arctan x + C. Konstandi C m4rame néi-
n=0 n=0

teks S(0) = 0 abil. Abeli lemmat x — 1-ja x — —1+ jaoks kasutades leiame, et S(x) = arctan x, kui x € X.
OlguDcR,ae D’ f: D— R,olgu f kuitahes palju kordi dif-v punktis a.

- n . . ™
Z ap(x—a)” onf-ni f Tayloriridap-sa <= VneN a,= .
n=0

n!

(e
Lause. Olgu astmerea )  a,(x— )" koonduvusraadius R > 0.

n=0
o0 (o)
e, d)cR Vxe(c,d) f(x)=) aplx-a)"| = > ay(x—a)" onf-ni f Tayloririda.
n=0 n=0
Lause. Olgu (c,d) c DcR, f: D — R, f kuitahes palju kordi dif-v vahemikus (c, d).
oo (n)
(Fa,C>0:Vte(c,d) If()I<Ca™) = Vxe(cd) fx)=), I n'(”) x-a"

n=0 :

Levinud Taylori ridadest.
[ee) n
(51) f(x) = e*. Saame, et £ (#) = ¢’ ning £ (0) = 1. Seega f Maclaurini ridaon y_ % Uurime,
n=0 "*
kas see rida koondub funktsiooniks f.

Fikseerime vahemiku (—d, d). Lausesse sobivad C = e? ja @ = 1 ning seega saame, et VxR e* =
o0 xn

n=0 n! .
Alternatiiv. Cauchy-Hadamard’i teoreemi (vdi d’Alembert’i tunnuse) pohjal ndeme, et funktsioo-
n xk
ni f Maclaurini rea koonduvuspiirkond on R. Olgu T, (x) = Z * (Taylori poliinoom). Olgu x € R
k=0

suvaline. Kuna f"*V(r) = e!, siis Taylori valem jaikliikmega Lagrange’i kujul annab, et leidub &,

(n+1)( )xrﬁ—l e{n X n+1 ele X n+1
arvude 0 ja x vahelt nii, et |e* - T, (x)| = ! & _ el eTixd

. Stirlingi valemi

(n+1)! m+1)! — (n+1)!
elx\|x|n+1 ™ (|x|e)n+1
abil ndeme, et lim ———— = e"li = 0. Keskmise muutuja omaduse tdttu
n (n+1)! n\22r(n+1)(n+ 1)1
(e8] n
lirrln|ex — Ty(x)| = 0 ehk lim T, (x) = e*. Seega Vx€R e* = ) —.
n=0 1

0, kui2|n,
-7, kui2fn.

(—1)% sinx, kui2|n,

52) f(x) = sin x. Saame, et f " () = n-
(52) f(x) = sinx. Saame, et f'" () {(—1)21c0sx, kui2fn

ning £ (0) = {

[es) (_1)nxn+l
Seega f Maclaurini rida on Z P EE——
= 2n+1)

Fikseerime vahemiku (—d, d). Lausesse sobivad @ = C = 1 ning seega saame, et Vx € R sinx =
(_l)nxn+1
6 2n+1)! "

. Uurime, kas see rida koondub funktsiooniks f.

P18

n
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Alternatiiv. Cauchy-Hadamard’i teoreemi (vdi d’Alembert’i tunnuse) pohjal ndeme, et funktsioo-

n -1 k. k+1
ni f Maclaurini rea koonduvuspiirkond on R. Olgu T, (x) = Z ((2]1—_:61)' (Taylori poliinoom). Ol-
k=0 .
gu x € R suvaline. Taylori valem jadklilkmega Lagrange’i kujul annab, et leidub ¢, arvude 0 ja x va-
f(nJrl)(En)anrl |x|n+1 x|n+1
helt nii, et |[sinx— T, (x)| = < . Stirlingi valemi abil ndeme, et lim =
(n+1)! (n+1)! n (n+1)!
I (elxh™"! 0. Keskmi tuja omaduse tottu lim |sin x — T, (x)| = 0 ehk lim T, (x)
im = 0. Keskmise muutuja omaduse tottu lim[sin x — T}, (x)| = 0 ehk lim T, (x) =
n 2+ D(n+ 1)+ ) n 8 n "
e} (_l)nxn+1
sinx. Seega Vx€R sinx=) ———

= @n+1!
(53) f(x) = cos x analoogiline (52)-ga.
(54) f(x) = (1 +x)*. Vt. [G. Kangro Mat. analiiiis II 1k. 77]

1
(55) f(x) = - Paneme tihele, et (1—x)-(1+x+...+x") =1—-x""! millest 1+ x+...+x" =
1_x}’l+l o]

1
4 Seega Z x" = < kui x € (-1,1). Kuna astmerida on oma summa Taylori rida, siis Vx €
—-X n=0 —-X

1 (e e}
-1,1) — =) x"
LD T n;o

Alternatiiv. Leiame tuletised: £ (f) = ning £ (0) = n!. Seega funktsiooni f Taylori rida

n!

a- t)n+1
o0

on ) x". Cauchy-Hadamardi teoreemi (voi nditeks Cauchy tunnuse) abil selgitame, et rea koondu-
n=0

vuspiirkond on (-1, 1). Uurime, kas see rida koondub funktsiooniks f.

(n+1)!

n
Olgu T, (x) = Z xk (Taylori poliinoom). Olgu x € (—1,1) suvaline. Kuna f"*V(¢) = a—one siis

k=0

Taylori valem jadkliikmega Cauchy kujul annab, et leidub ¢, arvude x ja 0 vahelt nii, et

FUDE D (x—Ep)"x

1 Ty (x)
1-x "

n+1)|x—E&," n+1)|x—=E&,"
-( )X =6yl .Kuixe(—l,O],siistI-—( )X = ¢yl

=|x|

< (n+1)|x|™! —nv().

n! 1=Eplm+? 1= &2
. .. . X—=&n _x+1 _ (n+1)]x—&,l" x
Kui aga x € (0, 1), siis paneme tihele, et < ning seetottu | x| 5— < 5 -(n+
1-¢y 2 [1—&pl™ (1-x)
x+1\" _ . . . . 1 L
1)- > — 0. Mélemal juhul annab keskmise muutuja omadus, et11’r1n ﬁ—Tn(x) = 0, mistottu
1 . 1 e
—— =1lim T;(x) ehk —— = x" kui x€ (-1,1).
l1-x n 1-x ;5
1 e} (o) (_x)nJrl
(56) f(x) =In(1+x).Kuna f’(x) =—= Z (=x)" kuix e (-1,1), siisIn(1+x)+C = — Z s
1+x ;5 n=o n+1

kui x € (-1,1). Valides x = 0, leiame, et C = 0. f(una astmerida on oma summa Taylori rida, on funkt-
% (-1 nxn+l
siooni f Maclaurini rida leitud. Paneme téhele, et kui x = 1, siis rida Z % koondub (Leibnizi
n=0 n
. L 2 (="
tunnus). Seega, kasutades ka Abeli teoreemi, leiame, et Vx € (-1,1] In(1+x) = Z 1
n=0 1

n+1

- m-1!
Alternatiiv. Leiame tuletised: f™ (x) = Sl GOl
a+x)n

[ee) _1 n
ridaon Z % X" Cauchy-Hadamardi teoreemi (voi nditeks d’Alembert’i tunnuse) abil selgitame,
n=0 1

etrea koanduvuspiirkond on (—1,1]. Uurime, kas see rida koondub funktsiooniks f.

, kui n € N. Niisiis funktsiooni f Maclaurini
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_1)kxk+l

v ( (-D"n!
Olgu Ty, (x) = kz:‘bT m»

siis Taylori valem jadkliikmega Cauchy kujul annab, etleidub ¢, arvude x ja 0 vahelt nii, et |In(1 + x) — T, (x)| =
f(n+1)(€n)(x_€n)nx _ |x_€n|n . .. [x—&nl"

" =|x]|- |l+§n|n+1.Ku1xE[0,1), siis IXI~W

—¢nl" _ X ‘(x+1 n

2

(Taylori poliinoom). Olgu x € (-1,1) suvaline. Kuna f("”)(t) =

< |x|"“—n»0. Kui x € (~1,0),

. |
siis | x|- <
1+, 1+x

(e ) _1 n
0, mistottuln(1+x) = lirrln T, (x) ehkIn(1+x) = Z %x’”l, kui x € (-1,1). Otspunktis x = 1 td6tame
n=0 1

- 0. Molemal juhul annab keskmise muutuja omadus, et li,rln In(l+x) - Ty (x)| =

Abeli teoreemiga nagu eelmises lahenduses.

o0
(57) f(x) = arctan x. Kuna f/(x) = 5= Z (—xz)”, kui—x% € (-1,1) (ehk x € (-1,1)), siis arctan x+
n

= Z —1x2"+1. Valides x = 0, mdirame C = 0. Kuna astmerida on oma summa Taylori rida, on

) (1"

funktsiooni f Maclaurini rida leitud. Paneme tdhele, et kui x = +1, siis rida Z x*"*! koondub

o1l
o0
Leibnizi tunnuse pohjal (ta omandab kuju + kasutades ka Abeli teoreemi, leiame,
1
etVxe[-1,1] arctanx= Z CL” XL
n—o2n+1
Miirkus. Ka siin saaks kordajad leida Vahetult tuletiste vOtmise teel, aga see on kiillaltki tiilikas.
1 1 n (-nn
210. Kasutame seda, et f(x) = =— ———(x—2)". Kuna astmerida
f()le Z( ) ZOZ,M( )

on oma summa Taylori rida, on funktsiooni f Taylorl rida punktis 2 leitud. Geomeetriline rida annab

2._
koonduvuseks noude Tx € (-1,1) ehk x € (0,4).

Al iiv. K () on _ =D"-n! () roy _ (-1)"n! Niisiis funktsi i £ Tavloririd K

ternatiiv. Kuna " (x) = W,sus [(2) = ——— Niisiis funktsiooni f Taylori rida punk-
_1\n

tis2 on Z ( on +)1 -(x—2)". Cauchy-Hadamardi teoreemi (voi néditeks d’Alembert’i tunnuse) abil leiame,

etselle rea koonduvuspiirkond on (0,4). Uurime, kas see rida koondub funktsiooniks f.
n (—l)k
Olgu Tp(x) = ) Y

Sx—-2)k (Taylori poliinoom). Olgu x € (—1,1) suvaline. Kuna f"9 () =

D™ (n+ 1)
——————, siis Taylori valem ja&kliikmega Cauchy kujul annab, et leidub ¢,, arvude x ja 2 vahelt

tn+2
1 (n+1) x—E&)M(x—-2 n+1)|x—&,"
nii, et |— - T, (x)| = ) Cn)br=&n)C ) =|x-2]- w Kui x € [2,4), siis |x—2]| -
x n! gnr2
n+Dlx—&0"  n+1l|x—2|""! -x 2-x
( )X =4l < — 0. Kui aga x € (0,2), siis paneme tdhele, et 6"— < —— ning
EZ+2 2 2 n n 2
n+D|x—-¢&," 2-x 2—x\"
seetottu |x—2|-( ;;lnz &l <S— -(n+1)-(T) — 0. Mélemal juhul annab keskmise muutuja
X
n
|1 - 1 . 1 =D no
omadus, et lim |— — T, (x)| = 0, mistottu — = lim T}, (x) ehk — = Z T (x=2)" kuixe (-1,1).
no|x x n X 5o 2™
< (=" n+1 :
211.Kasutame seda, etlnx=In(1+(x-1)) = Z -(x—1)""". Kuna astmerida on oma summa

n=o n+1
Tayloririda, on funktsiooni f Tayloririda punktis 1 leitud. Koonduvus leiab aset juhul, kui x—1 € (-1,1]
ehk kui x € (0,2].

(=D 1(n D!

Alternatiiv. Leiame tuletised: f" (x) = ja f™(1) = (-1t (n-1)!, kui n € N. Nii-
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o0 _1 n

siis funktsiooni f Maclaurini rida on Z ( )1 (x— 1)”“. Cauchy-Hadamardi teoreemi (v6i niiteks
n=0

d’Alembert’i tunnuse) abil selgitame, et rea koonduvuspiirkond on (0,2]. Uurime, kas see rida koon-

dub funktsiooniks f.

n _1 k
Olgu Th(x) = ) (]CT)I(X_ 1)**! (Taylori poliinoom). Olgu x € (0,2) suvaline. Kuna f"*V () =
k=0

(-D"n!

T siis Taylori valem jaékliikmega Cauchy kujul annab, et leidub ¢, arvude x ja 1 vahelt nii,

(n+1) _ Ny _ _ n _ n
f Ex—¢)"(x-1) =|x—1|-|x fnll Kui x € [1,2), siis |x_1|‘|x £n|1
! &l €l

|x—€n|”<l—x‘(2—x
€t~ x 2

x

etlnx—T,(x)| =

n
lx—1)"1 - 0.Kui x € (0,1), siis |x—1]- ) - 0. Mdlemal juhul annab keskmise

o0 _1 n
muutuja omadus, et h;%n Inx — T, (x)| =0, mistottulnx = lirrln Ty, (x) ehklnx = Z ( +)1 .
n=0
x € (0,2). Otspunktis x = 2 to6tame Abeli teoreemiga nagu eelmises lahenduses.
212.Saame, et {4 (x) = (-4)"esinx, f4"V (x) = (-4)"e*(sinx+cos x), f4"*? (x) = (-4)"-2e* cos x,
FE () = (-4)" - 2e* (cos x - sinx), mistottu f4™7(0) =0, f4D(0) = (-4)", f4"2(0) = f4"*¥(0) =
2x®  4x> 8x% 8x” 16x°
2-(—4)". Niisiis funktsiooni f Taylori rida punktis0on x+ — + — - — - — - — + ——
2! 3! 5! 6! 7! 9!
See rida koondub iga x € R korral arvuks f(x), sest|f () (x)| < 2" iga n korral.

(x—1"™ kui

T\2n X T\2n+1 TX
213. Saame, et £ (x) = (Z) (—1)”sin% ning f@"*V(x) = (Z) (-1)"cos R mistottu £ (2) =
2n o] 2n 2n
(%) -1)"ja f(2n+1)(2) = 0. Niisiis funktsiooni f Taylori rida punktis 2 on Z (%) (-1D" ()26 T See
n=0 nj.

n
rida koondub iga x € R korral arvuks f(x), sest | f™ (x)| < (%) iga n korral.
TAY-1. a) tehtud tlalpool.

(—=x3",

X 1:3-...-2n-1
t2"dt=x+z—( n-D on,
2"n!2n+1)

((2) (5)r(Eamntl) o 1§ EDE3)09) (20t
! 3 2nm

o0
b) Kuna (1-x2)"2 = 1+ >
n=1 n=1
*1-3-...-(2n-1)

o0
siis liikmeti integreerides leiame, etarcsinx = x+ ) S
0 n.

n=1 n=1
Koonduvusraadius integreerimisel ei muutu, seega R = 1.
¢) tehtud tilalpool.
214. Muutujavahetus y = 2x.
215. Muutujavahetus y = —x.
X
216. Muutujavahetus y = IR
217. Muutujavahetus y = 2x.
oo 1-cos2x . , / .
218. Kasutage valemit (sinx)“ = — vOi pange tdhele, et f'(x) = sin2x.
X o, 1+cos2x _. . , .
219. Kasutage valemit (cos x)* = ——— v0i pange téhele, et f'(x) = —sin2x.
221. Pange tédhele, et f(x) = xcosx —sinx.
ef—e™*
222. Pange tihele, et f(x) = ————.
ef+e™*

223. Pange tdhele, et f(x) =
oo(=2-n+1)
n!

224. Saame, et f(x) = (102 =14y, 2 I —0"=1+) (~D"(n+Dx" =
n=1 n=1

(o]
Y (-D"(n+1x" ning R=1.
n=0
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o0 (o ¢]
225, Saame, et f(x) = x° = Z = Z x"ning R=1.
n=0 n=9

226. Saame, et f(x) = (1—x)‘2+2x- 1-03=1+ Z (_2)'(_3)"";" S YU
5 (94 (B-ntD —1+Z(n+1)x +2x+2xzw P14 (ne DX+
n=1 n! n=1 n=1 n=1

(e 0] o0
2x+ ) nn+Dx"=)Y (n+1)*x" ningR=1.

n=2 n=0

11 1&gy @1
227. Saame, et f(x) = > =2 _Engo(z) _nZ:'oZ"Hx ning R = 2.
1 1 1 & xyn & 1

228. Saame, et f(x) = — == (—) = x" ning R =3.

fa=3 1-2 3,;0 3 ,;03'”1 &

5-2x 1 1 0 1 1

229. Saame, et f(x) = =— - = x" ning R =2.

f@ 6-5x+x2 2-x 3-x ,lZ::O( o+l 3"“) &

n+l

231. Saame, et f(x) =In8+In(1+—=|=1n2+ 1)"———— ning R=8.

f& (1+3) nzo( Vi) e

o (-1 (-2)..... (-t -n+1 X 1-3-...-2n-1)-3"
232.Saame,etf(x):x-(1—3x)_%=x+x ( 2) ( 2) ( 2 )(—Bx)”:x+z ( ) xH1
n=1 n! n=1 n
ning R =3.
(o] l _l . l_n+1 00 -1 n+1132n_3
233. Saame, et f(x) = (1+x°) %:1+Z 2 2) '(2 )x2"21+z( ) ' ( )xzn
n=1 n: n=1 n.
ning R=1.
234. Saame, et xf(x) =e*~1= ) — millest f(x) =} rDl ning R = co.
=1 ¢ 0
oc? 2n+1 "= () 2n

235. Saame, et xf(x) =shx = —, millest f(x —— ning R =oo.

/&) Z0(2 +1)! f= 20(2n+1)! &

n+l n+1

1+ x (D" 1\
243.Saame, et f(x) =1n 1—+2 arctanx = In(1+x)-In(1-x)+2arctanx = )_ x4+
— =

[eS) 4n+1

oZo: 2-1" K2+l io“ —2 L 2-1" K2l —y Z

ningR: 1.

—o 2n+1 —o\2n+1 2n+1
3 3 00 6n e} x6n+3
244, Saame, et f(x) = sin 1-x%) =sin1cosx’—cos1sinx® = sin1 -n" —cos1 -Nt—-=
f) =sin(l=x) LV 2 G
sin
Z( n'———=— ( ) x3" ning R = oo.

1

245, Saame, et f(x) = — = Z (— +3) x" ning R=1.

246. Kuna astmerida voib oma koonduvusvahemlkus lilkmeti integreerida, siis saame, et f(x) =
2n o] 2n+1

sint r

—d = 1”—dt= -1)"—————— ning R=oc0.
fo Z = 2n+1)! n;,( S ens Dign+n "ER=0

o] 2n n-1

247.Leiame, et xf'(x) = 1—cosx = Z (—1)”“%, millest f(x) = Z( 1)’“rl i .Seega f(x) =

0 rXx ) t2n—1 2n ‘
D" (= 1)" R=00
,;J; (Zn)' Zl @n)n
- (=) & D" ,
258. Saame, ete” " = Z e b kusjuures selle astmerea koonduvusraadius on
n=0 : n=0 :

oo. Et astmerida voib integreerida liikmeti igas 16igus, mis asub koonduvusvahemikus, saame, et I :=
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1 2 1/ oo (—l)” o0 1 (_l)n () (—l)" x2n+1 oo ( 1)n
X _ 2n — L 2n —
fo e d)c—-[0 (Z X )dx nZ’ng b dx=)_ Z METYETE

=0 =0 N 2n+1lo
n (_1)](7

,;) k2k+1) ' S+ Di2n+3)

Leibnizi tunnuse veahinnang annab, et . Seega on tarvis leida

1

t{t —mm@¥@ @8
“ i ien+3)
259. Analoogiline iilesandega 258.

< 10_3, esimene sobiv n = 4. Jarelikult | — 0,747| < 1073,

1 4 1 1 & n

260. Teeme muutujavahetuse y = —, saame, etlzzf ex dxzf —dy (—2 — 4 )dyz
X ) Ly 1 y = (n+2)!

1 00 1 1

: y—§_2+1n2+z( )

i smo(m+2)(n+1) 1 2+ (n+ 2)(n+1) 4”+1(n+2)!(n+1)

S 1 1 1 x 1 1

ReajddkonR, = Z = - < = T .

e 2k (e +2)1(k+ 1) 4K+ (k+2)!(k+1) (n+3)!(n+2) 5, 21 21 (n+2)(n+3)!

Vaja votta v’cihemalt n=2,etR, < 1073, Saame, et | —2,835| < 1073,
2n

n+1

261. Saame, et = Z (=" 2ns , kusjuures selle astmerea koonduvusraadius on co. Et ast-
e e .. . . . lsinx
merida voib 1ntegreer1da lilkmeti igas 101gus, mis asub koonduvusvahemikus, saame, et I := —dx
0o X
2n+1 00 n
X 1 (-1
f Z(—) Z (—) dx Z(—)—)= _—
0 \5 (2n+1)' ! @n+D2n+1)lo "~ 2 @n+D)I2n+1)

n k
Z (_1) _
= k+ D12k +1)

Leibnizi tunnuse veahinnang annab, et . Seega on tar-

<
2k +3)!(2k+3)

vis leida n, et ———————— < 107%, esimene sobiv n = 2. Jarelikult | — 0,946| < 1074,
k+3)!(2k+3)

z": (sinx)* e (sinx)"*!

262. Taylori valem jizkliikmega Lagrange’i kujul annab, et I := e*"* =

’

P (n+ 1)
1 n (sinx)¥ " (sinx)k
kus ¢ asub sin0 ja sin x vahel. Et kone all on x € |0, = 5 , siis hindame: ) ( X ) <) ( X ) +
k=0 K k=0 K
& el n+1 n . k n+1 1y . k 1
e’ (sinx sinx ex sinx -
( ) <) ( ) + . Integraali monotoonsus annab, et f ’ > (sin x) dx < f *eSinT gy <
n+D)! A& K (m+D 0 \& & 0

Lin (ginnk n+1 noploginak 1 L gin )k 1 ayn+l
2 (sinx) ex . 2 (sinx) QSinx 2 (sinx) ex
fo (Z a + e 1)!)dx, millest ) 5 dx<f0 dx < Z k! dx+‘[0 (n+ 1)| dx

k=0 k=070 k=0v0
1
7 ext! e e sinx)k
Kunaf dx= ,siiskuin =4,0n —————— < 10~*. Seega |1-0,6449| = Z : ) dx| <
o (n+1)! 21+2(p + 2)! 21+2(p +2)!
1074
. siny _ & (sinx)” . ) -
Alternatiiv. Saame, et e = Z . Et see rida koondub {ihtlaselt 16igus |0, — | (tdidetud on
n=0
. . (smx)” S L o .
Weierstrassi tunnuse eeldused: " Z = e < 00), voime integreerida liikmeti: I :=
1 1 1
2 2 (& (sinx)” X 1 [2
f eSInX gy = f (Z ( ) )dx = Z —f (sinx)" dx. Rea jddk on R, = Z —f (sinx)kdx.
0 0o \izo ! n=o ! Jo k=ne1 Kt Jo
1
2 e 1 1 °° 1 1 on+2 1
Saame, et R, < ) Ef xkdx = y — - < ' = ' 2 +21 = T
k=n+1 % Jo ko1 25T HE+1)!Y (n+ D! S 2 (n+DI1-4  (n+D)2

Vaja votta vidhemalt n = 5, siis R, < 10~*. Saame, et |I —0,6449| < 1074,
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1 1 1 n+1

263.0lguy: V/x, siis saame, etI::f4ln(1+ﬁ) dx:Zf2 yln(1+y)dy:2f2 (Z(—l)”“yT dy=
0 0 0 \im1

n+2 1 oS} (_1)n+1 "

2
Zl 2ntlp(n+2)°

22 i ( l)n+1y dy ZZ( prt Y y

n(n+2)lo
(o) (_1)n+1 1
Leibnizi tunnuse veahinnang annab, et Z o s 3 . Seega on tarvis
= 2n*ln(n+2) (n+1)2"*2(n +3)
1
leida n, et <1073, esimene sobiv n = 4. Jarelikult |[I — 0,071| < 1073,

(n+1)2"*2(n+3)
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