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Oletame, et on vaja arvutada maaratud integraal

/a ’ F(x)dx.

Kui on vaimalik leida algfunktsioon F, s.t. F/(x) = f(x), siis vdib
kasutada Newton—Leibnizi valemit

b
/a f(x)dx = F(b) — F(a).

Mbonikord ei onnestu algfunktsiooni leida kui elementaarfunktsiooni,
naiteks feX dx ei ole elementaarfunktsioon. Newton—Leibnizi valemit ei
saa kasutada ka siis, kui funktsioonist f on teada vaid 16plik arv vaartusi.
Sel juhul kasutatakse ligikaudseid meetodeid. Kui kasutatakse 16plikku
hulka funktsiooni f vaartusi integraali leidmiseks, siis nimetatakse vastavat
eeskirja kvadratuurvalemiks.
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Usna levinud on jargmised kvadratuurvalemid

b n
/ f(x)dx ~ ZA,’f(X,‘),
a i=1

siin argumendi vaartusi x; nimetatakse kvadratuurvalemi sdélmedeks, arve
n

A; kvadratuurvalemi kordajateks, avaldist > A;f(x;)
i=1

kvadratuursummaks. Loomulik on eeldada, et x; € [a, b].
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Olgu f suvaline Riemanni mottes integreeruv funktsioon. Integraali
definitsiooni pdhjal

b n
| o=t > 6

kusa=xp<x1 <...<xp=b, Ax;=x; —xj_1,i =1,...,n,
&€ [xi—1,xi].
&

| | | | | |

I I I I I I

Zo T Ti-1 €T Tp

I —_— I

a A.Z’, b

Siit saab suure hulga kvadratuurvalemeid

b n
/ F(x)dx ~ Y (&) Ax;,
a i=1

kus &; on kvadratuurvalemi s6lmed, Ax; kordajad ja kvadratuursummaks
voetakse integraalsumma.
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Seda vGtet ei saa kasutada, kui integraal on paratu, s.t. f on tSkestamata
vOi integreerimispiirkond on tSkestamata. Sel juhul kasutatakse
kvadratuurvalemeid

b n
/ p(x)f(x)dx ~ ZA,-f(x,-)
a i=1

kus p on kaalufunktsioon, mille omadused peegeldavad integraali
paratust voi integreeritava funktsiooni isedrasusi, ning f on heade
omadustega (sile, tokestatud) funktsioon.
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Naiteks paratu integraali

1
dx
— =~ 2.42865
/_1 V1 — x5

korral eraldatakse kaalufunktsioon jargmiselt

R | 1
VI—x6  V1I-x2V1I+x2+x*
——— ——
p(x) f(x)
kus
() = e = (14 %) F(1 = %)} = (x— 2)°(b— )’
x) = = X — X =(x—a —x)7,
P V1—x2
a=-1,b=1,a=08= —%, ning funktsioon f on tdkestatud ja sile.
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Enimkasutatavad kaalufunktsioonid
IGigus [a, b]: p(x) = (x —a)¥(b—x)?, a,8 > —1,
piirkonnas [0, 00): p(x) = x%e™, a > —1,
piirkonnas (—o0,00):  p(x) = e voi p(x) = e~ X,

Tavaliselt noutakse kaalufunktsioonilt teooria arendamisel, et
@ p(x) =0, x € [a, b], eksisteerib fab p(x)dx > 0,
o eksisteerivad [ p(x)xkdx, k =1,2,... .
Nendest eeldustest jareldub, et iga poliinoomi P korral eksisteerib

fab p(x)P(x)dx.
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Vaatleme enimlevinud kaalufunktsioonide korral esimese eelduse taidetust.

Naide

3.0
|

Olgu p(x) = (x — (=1))"2(1 — x)"2, siis [*, p(x)dx =

6./13.05.2019
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Sissejuhatus

Naide

Vaatleme enimlevinud kaalufunktsioonide korral esimese eelduse taidetust.

Olgu p(x) = x "2, siis Is° p(x)dx = /7.

0.10 |

Loeng 12-13

Numbriline integreerimine

6./13.05.2019



Naide

Vaatleme enimlevinud kaalufunktsioonide korral esimese eelduse taidetust.

Olgu p(x) = e, siis 75 p(x)dx = /7.

»]‘ ,ll/-\'.
op |

o6 \
pal |

0.2
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Enne ildise teooria juurde asumist vaatleme moningaid konkreetseid
kvadratuurvalemeid integraali fab f(x)dx arvutamiseks. Neis on
kvadratuurvalemi s6lmed x; valitud thtlasel vorgul ning funktsiooni f on
lahendatud Lagrange'i interpolatsioonipoliinoomiga, st

x—x  FmE)
f(x) = Pp(x) 4 Ra(x ZfX’Hx,—xJ+ D)

J#l

wn(x)

mingi n korral. Jaakliikme sellise esituse korral on eeldatud, et
f e C™1[a, b].
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Trapetsvalem

Olgu n =1, xp = a ja x3 = b. Lahendame funktsiooni f € C2[a, b]
lineaarpoliinoomiga, siis

B X —xi x—xo | f"(£(x))
f(x) = f(XO)Xo—Xl +f(x1)X1_X0+ 5 (x — x0)(x — x1)
Pi(x) Ri(x)
ning
b X1 X1
/ f(x)dx = f(XO)/ (x — x1)dx + fla) / (x — xp)dx
a Xo — X1 X0 X1 — X0 X0

~
0 ~~

pid sailitab marki [xp,x1]

+3 / FMER)) (x — x0)(x — x1) dx
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Trapetsvalem

b » X X
f ! f !
/ f(x)dx= (x0) / (x — x1)dx + ba) / (x — xo)dx
Ja X0 — X1 . X0 X1 — X0 . X0
1 [/
5 [ FIE00) (x— r0)(x — 1)
Jxg ~——
pid sailitab marki [xo,x1]
f(xo) (x —x1)?® N f(x1) (x —x0)?|™
N X0 — X1 2 X0 X1 — X0 2 X0
f'(n) (X*  (xo0+x1)x° Xl
+ 5 R + XoX1X N
Xg — X X1 — X
= —f(x0) T + () =5
£ 3_.,3 2 __ 2
+ 5'7) <X1 - % (o+ X1)2(X1 %) + xox1(x1 — xo))
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Trapetsvalem

X1 — X0

Xp — X
= —f(x0) =5 +f(x)

) (=28 (0 +x)0d—x3)
2 3 2

+ X()Xl(Xl — Xo)>

X1 — X
= =5 (F(x0) + (1))
N f//(n) (x4 — x0) X12 + x1x0 + Xg B X12 + 2x1x0 + Xg ¥ xox1
2 3 2
X1 — X0

= 220 () + F(x))

" X2 — 2x1x0 + X2
n én)(X1X0)<1 éo o>

X1 — X X—X3
= M0 (1) + ()~ 1Ly
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Trapetsvalem

Tahistame h = x; — xp. Eeldusel f € C?[a, b] oleme saanud trapetsvalemi
kujul

b h h3
/a F(x)d = 2(F(a) + F(B) — 1), €< (a,).

Y A

=Y

a=x, x =b
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Integraalarvutuse keskvaartusteoreem

Tuletuskaigus kasutasime jargmist teoreemi (MA III)

Integraalarvutuse keskvaartusteoreem

Kui f on pidev, g integreeruv ja sailitab marki (s.t. g(x) > 0iga x € [a, b]
korral voi g(x) < 0 iga x € [a, b] korral), siis leidub & € (a, b) nii, et

/ " F(0g(x)d = £(¢) / e

Naide 1

Vaatleme integraali f_ll x?dx = % Kui f(x) = x?, g(x) = 1, siis teoreemi
eeldused on taidetud ning leidub & € [—1, 1] nii, et

2 1 ! 3
3 :/1x2dx: f(g)/1 dx = 2f(£), g:i\g.
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Integraalarvutuse keskvaartusteoreem

Tuletuskaigus kasutasime jargmist teoreemi (MA III)

Integraalarvutuse keskvaartusteoreem

Kui f on pidev, g integreeruv ja siilitab marki (s.t. g(x) > 0iga x € [a, b]
korral voi g(x) < 0 iga x € [a, b] korral), siis leidub & € (a, b) nii, et

/ " F0g(x)d = £(¢) / e

Naide 2
2

Vaatleme integraali f_ll x?dx = 5. Kui f(x) = x, g(x) = x, siis margi
sailitamise eeldus ei ole taidetud ning ei leidu € [—1, 1] nii, et

2 12 1
— = dx =f dx =¢-0.
s = | < (5)/1” ¢

-1
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Integraalarvutuse keskvaartusteoreem

Tuletuskaigus kasutasime jargmist teoreemi (MA III)

Integraalarvutuse keskvaartusteoreem

Kui f on pidev, g integreeruv ja siilitab marki (s.t. g(x) > 0iga x € [a, b]
korral voi g(x) < 0 iga x € [a, b] korral), siis leidub & € (a, b) nii, et

/ " F0g(x)d = £(¢) / e

a

Naide 3

Vaatleme integraali [*, x?dx = . Kui f(x) = x, g(x) = x, siis mérgi
sdilitamise eeldus ei ole taidetud ning ei leidu & € [—3, 4] nii, et

91 4 4 7 182 2
3:/3x2dx=f(§)/3xdx:g.2 <§—_83>.
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Integraalarvutuse keskvaartusteoreem

Tuletuskaigus kasutasime jargmist teoreemi (MA IlI)

Integraalarvutuse keskvaartusteoreem

Kui f on pidev, g integreeruv ja sdilitab marki (s.t. g(x) > 0 iga x € [a, b]
korral v&i g(x) < 0 iga x € [a, b] korral), siis leidub £ € (a, b) nii, et

/ " F(0g()dk = F(€) / e

Erijuht teoreemist, kus g(x) =1 iga x € [a, b] korral, on laialdasemalt
tuntud. Sel juhul

b
/ f(x)dx =f(§)(b—a), &€ (a,b).
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Trapetsvalem

Lisaks kasutasime tuletuskiigus fakti, et kui f € C?[a, b], siis funktsioon
x — f""(£(x)) on pidev. Tegemist on erijuhuga llesannetest 32-33, kus oli
vaja niidata, et eeldusel f € C""1[a, b] on funktsioon x — f"1(£(x))

pidev.

6./13.05.2019 16 / 63
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Trapetsvalem liitkujul

Liitvalemi tuletamiseks jaotame Iigu [a, b] vGrdseteks osadeks pikkusega
h = £=2 osalgikudel tekivad otspunktid x; = a+ih, i =0,...,n
Avaldame
b n Xi
/ f(x)dx = Z/ f(x)dx
a j=1 v Xi-1
ja rakendame igal osalSigul eespool saadud trapetsvalemit

[ =306 + )~ ), 6 € G

i—1

Kokku saame valemi
n

b h n h3
[ F0dx= 53 (Fma) + 70) — 15 D (6
g i=1 i=1
b (b o)

—a
= on (fb + 2f]_ 4+ ...+ 2fn—1 + fn) - 12”2 f//(f)

kus f; = f(x;).

6./13.05.2019 17 / 63
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Trapetsvalem liitkujul

Naidata on vaja veel, et jaakliikme

3._n _
Ralh) =~ S ey = - B0 5 o

12n .
i=1 i=1

saab esitada kujul R,(f) = — ?232)3 (&).
Kuna .

(e < // < 1

”12’£nf (&) = Zf (&) T P&,
siis
min  f”(x) < min (&) < 1if”(f)< max (&) < max f"(x)

£1<x<En 1<i<n Y= — " = 1<i<n "= e <x<tn

ning f” pidevuse tttu leidub & € (a, b) nii, et f/(¢) = 1 3 F7(&)).
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Trapetsvalem liitkujul

(b—a)?
12n2

b b—a
/ f(x)dx = (fo+2A+...+2f_1+1f)—
a

— F1(€) €€ (ab)

YA

=/

=
x
KN
[
I
=
=
=<V

a=x, X Xi1 X
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Simpsoni valem

Olgun=2xg=a, xy = ‘9+b ,Xxp =Dbjah= ;. Lahendame funktsiooni

f Lagrange'i ruutpolﬂnoomlga siis

2 2

x—x; f"(&(x
) = S f0) T 2225+ TEOD T
i=0 o X T j=0
J#i ~ v
Pa(x) Ra()
ning
b f X2 f X2
/ f(x)dx = 2(;(2)) (x —x1)(x — x2)dx + _();712) (x — x0)(x — x2)dx
a X0 X0

+ 2(;;) /X:Z(X — Xo)(X — Xl)dX

+5 / F(E(3))(x — x0) (x — x1)(x — x2) .

0
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Simpsoni valem

Vajaminevad integraalid on koik lihtsasti leitavad

/X2(X —x1)(x — x0)dx = /X2(x —x)(x — x)d(x — x)

X0 X0

¥y
/ (Y+hydy_<3 _|_h2)

/XZ(X —x0)(x — x2)dx = /X2(x —x0)(x — x2)d(x — x2)

X0 X0

0 y3
2 3 —2h

/XZ(X — x0)(x — x1)dx = /X2(x — x0)(x — x1)d(x — x0)

X0 X0

2h 3 )
= — _ (Y y
h)dy = | Z— — hZ-

/o yly = h)dy (3 2>

0

= §h3 —2hd = Zh3,

0

8 4
=_h—4n3=—_h
3 37

2h
2
= §h3 — o3 = 2R3,

o 3 3
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Simpsoni valem

kvadratuursumma esitub kujul

b X X2 X1 x2
/a f(x)dx ~ f2(h(2)) (x — x1)(x — x2)dx + f_(h2) (x — x0)(x — x2)dx

+ f(x2) /X2(x — xp)(x — x1)dx

2h J,,
f(x0)2,3, flx1) [ 4,3 f(x)2 3
= DX Eys TP (L Tps) 4 D)5y,
ome 3" T T \ 73" ) T 3

= g(f(xo) +4f(x1) + f(x2)).
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Simpsoni valem

Jaakliikme korral ei saa integraalarvutuse keskvaartusteoreemi kasutada,
sest (x — xp)(x — x1)(x — x2) muudab integreerimispiirkonnas marki, kuid
integreerides piirkondades [xg, x1] ja [x1, x2] eraldi, saame

/X1 FUEGD) (x = x0)(x — xa)(x — x2)dx

X0

_ f”/(fl) /Xl(x —x0)(x = x1)(x — x2)d(x — x1)

0

0 4 2 0
— f”’(&)/h(y + h)y(y — h)dy = f///(gl) <); _ h2y2> h _ f///(gl)%/#7
/X2 F(E0))(x — x0)(x — x1)(x — x0)dx = ... = —f”’(ﬁg)%h“

ning Simpsoni valemi kujul

b h W 1"
| e = (70 +4£0) + o) + 5 (F'(60) = £ (22).
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Simpsoni valem

Praegusel juhul vealiige on kujul Ch*. Parema vealilkme hinnangu (Ch®)

saame kasutades tuletuskaigus Taylori poliinoomi. Olgu endiselt xp = a,

x| = agb, xp=bjah= bga. Kasutame Taylori arendist

f(x)=f(x)+ f(x)(x —x1) + f//(le) (x — X1)2 + f”/éxl) (x — x1)3

@) (¢(x
i 4 (254( ))(X—X1)4,

/X2 f(x)dx = (f(xl)(x —x1)+ fl(le)(x - x1)2 + f”(6xl)(x - X1)3

i fmz(f)(x—xl)“> [T OG0 )

o 24 Jx

6./13.05.2019 24 / 63
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Simpsoni valem

[ o= (o)) + Fo g G

i +
| LG X1)4>

X2 1 X2
Jr I
“ 24 /.,

h? " f(4)(771) 5
—2hf(X1)+?f (x1) + 20 (x — x1)

% FOE0) (x — ) e

x2

h3 ho 0
= 2hf(x1) + 5 () + @f@‘)(m).

Kasutasime siin integraalarvutuse keskvaartusteoreemi ning ilesannet 44.
Asendame f”(x;) diferentsvalemiga

1" 1 h2 (4)
FPla) = 13 (fo) = 2f(x1) + f(x)) — 157 (112),

Saame

/X2 F(x)dx = 2 (F(x0) + £ () + FG2)) + 1o A () — I F O )
. 3 0 1 2 60 m 36 n2)-
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Simpsoni valem

Saab niidata, et jaakliige esitub kujul —g—;f(4)(§). Seega eeldusel
f € C*[a, b] oleme saanud Simpsoni valemi kujul

/ab f(x)dx = g (f(a) + 4f <342r b) n f(b)) B ggf(4)(5)’ ¢ (ab),
kus h = 232,

Y=/

y = Pyx)

=Y

a=x, X1 X, =b
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Simpsoni valem

Ulesanne* (1 p) Tuletada Simpsoni valem koos vealikmega kasutades
esitust

/~x2 f(X)dX = agf(Xo) —+ alf(xl) + 82f(X2) + kf(4)(§)

0

ning fakti, et Simpsoni valem on tapne kuni 3. astme poliinoomide korral

(st jadkliige on null). Leidke ag, a1, a» kasutades funktsioone f(x) = x”,

n=1,2,3, seejirel leidke k rakendades valemit funktsioonile f(x) = x*.
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Simpsoni valem liitkujul

Liitvalemi tuletamiseks jaotame I8igu [a, b] n osaks, kus niiiid valime n
paarisarvu, kuid ikka olgu h = ?. Avaldame integraali fab f(x)dx
summana integraalidest iile osaldikude [a,a + 2h|, [a+ 2h,a+4h], ...,
[b — 2h, b] ning igale osaintegraalile rakendame Simpsoni valemit.
Tulemusena saame

b n/2 n/2 h5
f(x)dx = —(f(x0j—_2) + 4f(x0i_1) + f(x0;)) — i
| 71a = 3 5 6 oa) + i) + 1)~ 3 g5 (6
Analoogiliselt trapetsvalemi juhtumiga keskmistame siingi £(4) vairtused
n/2
Z F(¢ 4)(5), §€(ab).

Kokkuvottes saame valemi

/a i Fx)dx = 2

—a (b—2a)° (4
- (fo+A4A+26+4F+.. . +4f_1+1,)— 180" (8).
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Simpsoni valem liitkujul

/b f(x)dx = b— a(,r()+4ﬂ +26H+4fH+.. -+4fn_1+fn)_uf(4)(£).
a 3n 180n*

YA

a=Xxo X2 Xoj—2 Xoj-1 Xy
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Naide

Kasutame trapetsvalemit ja Simpsoni valemit (lihtkujul) integraali
2 S
Jo f(x)dx leidmiseks.

Trapetsvalem: f02 f(x)dx =~ £(0) + f(2), Ri(F) = —§f”(§)
Simpsoni valem: f02 f(x)dx ~ %(f(O) +4f(1) + £(2), Ro(f) = _910 F4(€)
46 XX (x+ )T VITaZ sinx e

Tapne vaartus  2.667 6.400 1.099 2.958 1.416 6.389
Trapetsvalem 4.000 16.000 1.333 3.326 0.909 8.389
Simpsoni valem 2.667 6.667 1.111 2.964 1.425 6.421
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Interpolatsioonitutpi kvadratuurvalemid

Kvadratuurvalemit

b n
/ p(x)f(x)dx = ZAif(Xi) + Rn(f) (1)

i=0

nimetatakse interpolatsioonitiitipi valemiks, kui

n b
> Aif(x) = [ p)Pa(x)ax
i=0 a

kus Pp(x;) = f(x;), i =0,...,n, ja P, aste ei iileta arvu n, st
kvadratuursumma on sGlmedega x; interpolatsioonipoliinoomi integraal
kaaluga p.
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Interpolatsioonitutpi kvadratuurvalemid

n
Lagrange'i valemi pdhjal P,(x) = Y_ f(x;)¢ni(x), seeparast
i=0

n

’Zj;Aif(Xi) — /ab p(x) (Iz_n; f(x,-)f,,,-(x)> =Y </ab p(x)gni(x)dx> o

i=0

iga funktsiooni f korral parajasti siis, kui A; = fab p(x)€ni(x)dx. Sellega on
toestatud

Kvadratuurvalem (1) on interpolatsioonitiiiipi parajasti siis, kui tema
kordajad avalduvad A; = fab p(x)2ni(x)dx.

Niisiis on interpolatsioonitiilipi valemites kordajad iiheselt maaratud, kui
s6lmed on antud (muidugi peame silmas, et a, b ja p on fikseeritud).
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Interpolatsioonitutpi kvadratuurvalemid

Interpolatsioonivalemist f(x) = P,(x) + Rn(x) saame
b b b
| e = [ paPaxdeic+ [ plx)Ro(x)d

n
millest jareldub, et fbp (x)Pn(x)dx = > Aif(x;) parajasti siis, kui
i=0
f p dx Siit saame jargmise vaite.

Kvadratuurvalem (1) on interpolatsioonitiiiipi parajasti siis, kui tema
jaakliige avaldub interpolatsioonivalemi jaakliikme kaudu kujul

b
Ro(F) = / p(x)Ra(x) dx.
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Interpolatsioonitutpi kvadratuurvalemid

Kvadratuurvalemit nimetatakse tapseks funktsiooni f korral, kui f puhul
integraal ja kvadratuursumma on vdrdsed ehk jaakliige R,(f) on vdrdne
nulliga.

Teoreem

Kvadratuurvalem (1) on interpolatsioonitiilipi parajasti siis, kui ta on
tapne koigi ulimalt n astme poliinoomide korral.

Toestus. "<" Kui (1) on tapne kdigi n astme poliinoomide korral, siis on
ta tapne ka Lagrange'i fundamentaalpoliinoomide ¢,; korral. Seeparast

b n
/ p(x)lni(x)dx = Z Ailni(x) = Ai,
a j=0

sest £pi(xj) = 6;;. Seega (1) on interpolatsioonitiiiipi.
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Interpolatsioonitutpi kvadratuurvalemid

"=" Olgu (1) interpolatsioonitiiiipi. Valime vabalt poliinoomi P, mille
aste ei Uleta arvu n. Tema interpolatsioonipoliinoomiks on tema ise, sest
tema aste ei lleta arvu n, ta rahuldab interpolatsioonitingimusi ja
interpolatsioonipoliinoom on iiheselt maaratud. Seega
interpolatsioonivalemi jaakliige R,(x) = 0 ja kvadratuurvalemi jaakliige
R,(P) = fab p(x)Ra(x)dx = 0, mis tahendab, et (1) on tépne poliinoomi
P korral. O
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Interpolatsioonitutpi kvadratuurvalemid

Meenutame, et funktsiooni f nimetatakse paarisfunktsiooniks, kui

f(—x) = f(x), ja paarituks funktsiooniks, kui f(—x) = —f(x), iga x korral
funktsiooni f maaramispiirkonnast D, mis peab olema siimmeetriline
punkti O suhtes: kui x € D, siis —x € D.

Uldisemalt, funktsiooni f nimetatakse paarisfunktsiooniks punkti ¢
suhtes, kui f(x') = f(x) iga x ja x’ korral, mis paiknevad simmeetriliselt
punkti ¢ suhtes: x — ¢ = ¢ — x’ ehk x’ = 2c — x. Loomulik on eeldada, et
funktsiooni f maaramispiirkond D on siin summeetriline punkti ¢ suhtes,
s.t. x € D korral 2c — x € D. Analoogiliselt defineeritakse paaritu
funktsioon mingi punkti suhtes.
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Ulesanne

@ Toestada, et kui interpolatsioonitutpi kvadratuurvalemis
kaalufunktsioon p on paaris integreerimispiirkonna keskpunkti
c= 3+b suhtes ja solmed paiknevad siimmeetriliselt ¢ suhtes, siis
sijmmeetrlllstele s6lmedele vastavad kordajad on vordsed, s.t. kui
Xj —Cc=c—xj,siis Aj = Aj.
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Interpolatsioonitutpi kvadratuurvalemid

Margime veel, et kui f € C™1[a, b], siis interpolatsioonivalemi jaikliige
avaldub kujul

FD(E(x))
Ra(x) = an(x)

ning interpolatsioonitutpi kvadratuurvalemis jaakliige saab kuju

b
Rol) = Ty || PR G0
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Newton—Cotesi valemid

Newton—Cotesi valemid on

@ interpolatsioonituiipi kvadratuurvalemid,

@ milles integreerimispiirkond on 10ik, s.t. a, b € R,
e p(x)=1iga x € [a, b] korral,

o x;=a+ih i=0,...,n h= 22

Newton—Cotesi valemites on vabadus ainult a, b ja n valikus.
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Newton—Cotesi valemid

Newton—Cotesi valemid on kujul
b n
/ F(x)dx =" Aif(x;) + Ra(f).
a i=0

Kuna nad on interpolatsioonitiitpi, siis A; = fab Lni(x)dx. Arvestades £,;
kuju, saame

o bix=x0)...(x = xi—1)(x = Xjx1) - .. (x — xp)
A

dx.
Xi —x0) -+ (Xi — xi—1)(xi — Xit+1) - .. (xi — xn)
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Newton—Cotesi valemid

Teeme muutujavahetuse x = a + th, kus h = ?, siis dx = hdt,

x—xj=a+th—(a+jh)=(t—j)h,
xi—xj=a+ih—(a+jh)=(i—j)h
ning integraali rajad a ja b asenduvad vastavalt arvudega 0 ja n. Selle
tulemusena arvutame

o bx—x0). . (x = xi_1)(x — xi41) ... (x — xn) "

A _/a (xi —x0)---(xi —xi—1)(xi — Xj31) - - - (xi —X,,)d

B "tt—1)...(t—=(—=1))(t—(+1))...(t—n)

_h/o i(i—1)...1-(=1)...(i—n) dt
_b—a(—l)"*" n _ (i (i o
-2 i!(n_l_)!/ot(t Do (b= (= 1)t = (i +1))...(¢— n)dt

=. (b — a)B,-,

kus arvud B; ei soltu integreerimispiirkonnast [a, b], kiill sdltuvad nad
arvust n, seeparast kirjutame B; = B,;, kui n ei ole fikseeritud.
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Newton—Cotesi valemid

Niisiis on Newton—Cotesi valemid kirjutatavad kujul

b n
/ F(x)dx = (b—a) > Bif (x;) + Ra(f),
a i=0

kus

LDy — (i — (i —n
ni!(n—i)!/ot(t ... (t—@0G-=-1))(t—=(+1))...(t — n)dt.

B =
Esitame mdned kordajate B; omadused.

@ >  Bni =1, selle saame, kui vétame kvadratuurvalemis f(x) = 1,
selle funktsiooni kui O astme poliinoomi korral on kvadratuurvalem
tapne.

@ B, = B, - iilesande 41 pdhjal.

Q > I |Bnil = 00, kui n — o0; seda vaidet siin ei tdestata.
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Newton—Cotesi valemid

Omadused 1) ja 3) lubavad vaita, et arvu n kasvades hakkavad esinema
negatiivsed kordajad, esimene neist ilmneb juhul n =8 ja n > 10 korral on
neid juba alati. Omadus 3) tahendab veel seda, et arvu n kasvades
suureneb andmetes esinevate ebatapsuste moju. Naitame seda.

Oletame, et arvude f(x,) asemel on leitud 7 nii, et |f —f(x)| <e.

Kvadratuursumma Z B,if(x;) asemel arvutatakse Z Byif:. Siis
i=0 i=0

is,,,-ﬁ--is,,,f(x, ZB,,,(,- ))‘
i=0 i=0

n
SZ\Bm—I fi— F(xi)| <D 1Baile = o0,
i=0 i=0

kui n — oo.
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Newton—Cotesi valemite jaakliige

Kui f € C™1[a, b], siis interpolatsioonivalemi jaikliige avaldub kujul
FImD(E(x))
Rn = T Ny WYWn bl
0= @)
millest saame Newton-Cotesi valemi jaakliikme jaoks esituse

b b
Ro(F) = / Rn(x)dxz(njl)! / F7 1) (£ (x) o (x) .

Kui tahistada M,11 = max |f("1)(x)]|, saaksime hinnangu
a<x<b

R < g n+1/ ()] dx,

kuid see on oluliselt tle hinnatud, sest w, muudab sdlmest |abiminekul
marki (selline arutelu sobib ka teiste interpolatsioonitiiiipi valemite korral,
kus tldjuhul esineb ka kaalufunktsioon p). Newton—Cotesi valemites saab
jaakliikme teisendada marksa sobivamale kujule kui ildjuhul.
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Newton—Cotesi valemite jaakliige

Olgu Newton—Cotesi valemis n = 1 ja f € C?[a, b]. Siis

b
RuF) = 55 | FECx = a)(x — b

b
=570 [ (= a)x— bydlx— )
b—a
=3O [ vty
1 y? y? b (b_a)3 I
50 (5-e-a% )| =Bt

Kasutasime siin integraalarvutuse keskvaartusteoreemi (funktsioon
x — f"(&(x)) on pidev ja kehtib ka (x — a)(x — b) < 0 iga x € [a, b]
korral).
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Newton—Cotesi valemite jaakliige

Uldiselt saab t3estada (tuginedes keskviirtusteoreemile, aga arutelu on
kiillalt tehniline), et kui n on paaris, siis

(n+2) b
Ra(f) = f(n—|—2()£|)/ (x — ¢)wn(x)dx,

kus ¢ € R on suvaline; kui aga n on paaritu, siis

(n+1) b
Ro(F) = &) / wn()dx.

(n+1)!
Muidugi kehtivad need jaakliikme esitused juhul, kui funktsioonilt f néuda

sobivat siledust: paaris n korral f € C"*2[a, b], paaritu n korral
fe C'a,b.

Loeng 12-13 Numbriline integreerimine 6./13.05.2019 46 / 63



Newton—Cotesi valemite jaakliige

Nendele tulemustele tuginedes saadakse

(4) b
Ryx(f) = f 4'(0 / (x — a)(x — ¢)?(x — b)dx

4) b
= 162156)/3 (x — c+ h)(x — ¢)*(x — c — h)d(x — ¢)

(4) h
! zf) / (v + h)y*(y — h)dy

—h
_ Q) (v h _ 9,5 (2 2
()] -0

1 (b—a\®
- (4)
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Newton—Cotesi valemite jaakliige
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Newton-Cotesi valemid juhul n=1,2,3jan=20

Vaatleme Newton-Cotesi valemeid

b n
/a F(x)dx = (b—a) > Bif (x;) + Ra(f),

i=0

n

kus >  Bi =1 ja Bj = B,_j, lisaks on valem tapne kdigi tlimalt n-astme
i=0

poliinoomide korral.
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Newton—Cotesi valemid juhul n =1,2,3

Olgu n =1, siis kordajad B; rahuldavad seoseid

Bo+ By =1,
By = B,

millest jareldub, et By = B; = % Kvadratuurvalem on

b a —a)3
JA R R e T A I C!

kusjuures selline on jaikliige, kui f € C?[a, b]. Tegemist on
trapetsvalemiga.

Loeng 12-13 Numbriline integreerimine 6./13.05.2019

50 /



Newton—Cotesi valemid juhul n =1,2,3

Olgun=2,siisxg=a, xgy = %b, xp = b. Kordajate omadustest saame

Bo+ B1+ B, =1,
By = B».
Kordajad B; ei sdltu I8igust [a, b], arvutuste lihtsuse huvides vétame

hetkeks [a, b] = [0,2] ja integreeritavaks poliinoomi f(x) = x?, kusjuures
teame, et siis valem on tapne. Saame

2
4
0

Arvestades veel eespool toodud vordustest saadavat B; + 2B, = 1, leiame,
et By = By, = %, By = %. Oleme saanud Simpsoni valemi

/ab f(x)dx = bg . <f(a) +af <372L b) " f(b)> _% (b;a)S o)
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Newton—Cotesi valemid juhul n =1,2,3

Olgu n =3, siis By = B3 = %, By = B, = 2. Tahistades h =

/b f(x)dx = %(f(a) +3f(a+ h) +3f(a+2h) + f(b)) — 8%##“(5),

seda nimetatakse Newtoni %—valemiks.

@ Naiidata, kuidas leitakse kordajad By,...,Bs Newton—Cotesi valemis
juhul n=3.
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Newton—Cotesi valemid juhul n =1,2,3

Liitvalemi saamiseks vétame kolmega jaguva arvu n, siis h = £2=2

lahutame integraali fab f(x)dx osaintegraalideks iile 16ikude [a, a + 3h],
[a+3h,a+6h], ..., [b—3h,b|. Seejarel rakendame igale osaintegraalile
Newtoni %—valemit ja keskmistame jakliikmes tekkiva f(#) vairtuste
summa, tulemusena saame

/ f(x)dx )(ﬁ)+3f1+3f2+2f3+3f4+ 4 3f1+ fn)

- 80ni) FOQ),
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Newton—Cotesi valemid juhul n =1,2,3

Kui vorrelda Simpsoni ja Newtoni %—valemi jaakliikmeid, vastavalt

(b—a)°

180n*

. b—a)®
e LoD

siis naiteks n = 12 korral tuleb kasutada esimest. Kui aga n =9, siis saab
kasutada vaid Newtoni %—valemit, Simpsoni valemit mitte.
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Newton—Cotesi valemid juhul n =1,2,3

Siiani vaadeldud valemite jaakliikmetest saab jareldada, et protsessis

h — 0 voi n — oo trapetsvalemis kvadratuursumma koondub integraaliks,
kui f € C?[a, b], samuti Simpsoni ja Newtoni %—valemis, kui f € C*[a, b].
Tegelikult toimub koondumine iga Riemanni mottes integreeruva
funktsiooni korral. Naiteks trapetsvalemis

h
E(fo—l-2f1+...+2fn—1+f,,):

1 1
=sho+h+. . +fha)+sh(A+h+. +f)—
1 b 1 b b
—>2/ f(x)dx+2/ f(x)dx:/ f(x)dx,

sest kvadratuursumma jaotasime kaheks liidetavaks, mis molemad on

integraalsummad kordajaga %: esimesel summal on voetud funktsiooni
vaartused iga osaldigu vasakpoolses otspunktis, teisel summal aga iga

osaldigu parempoolses otspunktis.
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Ulesanne

® Toestada, et Simpsoni ja Newtoni %—valemis toimub koondumine iga
Riemanni mottes integreeruva funktsiooni korral.
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Ristkulikvalem

Vaatleme kvadratuurvalemit

/b F(x)dx = Aof(x0) + Rolf),

s.t. kasutatakse ainult tihte s6lme xp. Maarame kordaja Ag ja sdlme xg nii,
et valem oleks tapne véimalikult korge astme poliinoomide korral. Kui
f(x) =1iga x € [a, b] korral, siis tema puhul tapsus annab

fab f(x)dx =b—a= Ao -1, mistttu Ag = b — a. Kui f(x) = x iga

b

x € [a, b] korral, siis [P xdx =% | = P52 — (b=a)(bta)

a
kvadratuursumma on (b — a)xp, integraali ja kvadratuursumma vérdumine

annab xg = %b.
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Ristkulikvalem

Eeldame, et f € C?[a, b] ja piiiiame leida jaikliikmele sobivat esitust.
Taylori arendist kasutades

b
Ro(f) = / f(x)dx — (b — a)f(xo)

b "(e(x
= /a (f(xo) + f'(x0)(x — x0) + f(i())(x - x0)2> dx
— (b—a)f(x0)
b b
= f’(xo)/ (x — xo)dx —i—;/ F7(£(x))(x — x0)?dx.
a ~- a

Edasises teisenduses tugineme asjaolule, et funktsioon x — f”(£(x)) on
pidev (vt il 44), siis saame kasutada integraalarvutuse
keskvaartusteoreemi.
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Ristkulikvalem

Seega

Ro) = 37(©) [ e ropar = 30 E

Selliselt oleme saanud ristkulikvalemi

/ab F(x)dx = (b— a)f <"’”2r b) U 0]
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Ulesanne

@ Toestada, et Taylori valemis

FM(&(x
f(X) = f(Xo) + fI(Xo)(X — Xo) + ...+ Efl())(x — XO)n
on funktsioon x — (" (£(x)) pidev, kui f € C"[xo — 6, xo + ] mingi
0 > 0 korral.

Loeng 12-13 Numbriline integreerimine 6./13.05.2019 60 / 63



Ristkulikvalem

Ristkiilikvalem liitvalemina esitub kujul

[* et oo+ 2) o0 28) (5 1))

} }
Xo X1

On selge, et ristkiilikvalemis kvadratuursumma koondub integraaliks iga
Riemanni mdttes integreeruva funktsiooni korral, sest kvadratuursumma on
ise integraalsumma, seega eeldus f € C2[a, b] ei ole koondumiseks tarvilik.
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Ulesanne

@ Kas trapetsvalem, Simpsoni valem, Newtoni %—valem, ristkilikvalem

(liitvalemid) on interpolatsioonitiiiipi?
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Ulesanne* (1 p) Leidke kordajad ja jaskliige kvadratuurvalemis

/01 f(x)dx ~ Ao f<i> + Ay f(é) + Ay f<z>

eeldusel, et see on tapne voimalikult kdrge astme poliinoomide korral.
Vorrelge saadud valemit Simpsoni valemiga.

Ulesanne* (0.5 p) Trapetsvalem on tépne 1. astme poliinoomide korral.
Kas saab leida kvadratuurvalemi kujul

1
/0 f(x)dx =~ A(f(xo) + f(xl)),

mis oleks tapne kdigi kuni 2. astme poliinoomide korral? (Vaja on
maarata A, xo ja x1.)
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