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Vaatleme vorrandisusteeme

kus fi,...,f, on antud funktsioonid, xi, ..., x, otsitavad arvud.
Tahistame x = (x1,...,xn), F(x) = (f(x), ..., fa(x)), siis vGime

vaadeldava siisteemi kirjutada

kus F:R" —R"véi F: D —R"”, DcCR".
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Kasitleme ka siisteeme x = G(x), mis vdrandite kaupa kirjutatult on

st siin G(x) = (g1(X),- .-, gn(x)).

Selliste siisteemide lahend on vektor x* € R", kus F(x*) = 0 v&i
x* = G(x*).

Iteratsioonimeetodil leitakse vektorite jada x™, m=0,1,...,
x™=(x{",...,x7") € R".
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Kui x,y € R korral on elementide x ja y vaheline kaugus |x — y|, siis
x,y € R" korral on elementide x ja y vaheliseks kauguseks ||x — y||, kus
Il on mingi norm ruumis R". Enimkasutatavad normid on
2 2\ 1/2 -
Ixll, = (xf 4+ ...+ x;) "~ ehk eukleidiline norm,
Xl = Pal+ -+ [xal,

X[l oo = max |x,

1<i<n
n 1/p
Ix[l, = (Z |Xi\"> , 1< p<oo.
i=1
lga x € R" korral pILrgo HXHP = |Ix|l o -

Norme saab vaadelda erinevaid, kuid kdigi nende korral peavad olema
taidetud normi aksioomid: 1) ||x|| =0 < x = 0; 2) ||Ax]| = |Al||x]]; 3)
[x +yll < lIx|l + llyll-
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Naide
Olgu x = (3, —4) € R2. Siis

Il = O + )72 = /32 + (~472 = 5

Ixlle = Pal + el = 8]+ -4/ =7
[IXlloo = max{]al, |} = max{[3],| — 4]} = 4

1 2 3
—14
[P
-2 1|2
_3lIIxlleo
— 44
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Naide

Vaatleme niiiid elemente x = (x1, x2) € R2, mille korral ||x| < 1.

Ixlt €16 |l + x| <1

Ixla <1e x+x3 <1°

Ixllp <1 & [xalf + [el? <17
IXlloo <1 | <1jalx|<1

N A
DVZRN A,

-1 -1 -1
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Naide

Vaatleme niiiid elemente x = (x1, x2) € R?, mille korral ||x|| < 1.

Ixi <1 al+ e <1

[x]l2 <1 x2+x3 <12

Ix[lp <1 |x|P + pel” <17
IX|loo <1< x| <1lja|x| <1

a0
NV A N R o

—1 Il <1 —1Ixlls <1 —1 flx]le <1
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Vaatleme vektorite jada x™, m=0,1,..., kus x™ = (x{",...,x) € R".

Oeldakse, et jada x™ koondub elemendiks x* ehk x™ — x*, kui

[|Ix™ — x*|| — O protsessis m — oo, st elementide x™ ja x* vaheline kaugus
koondub nulliks.

Tegelikult IGplikum&dtmelises ruumis (mida R” ju on) [|x™ — x*|| — 0 on
samavaarne sellega, et x" — x*, i = 1,...,n, kui m — oo, olenemata
normi valikust. Seega ruumis R" koondumine x™ — x* on samavaarne
koordinaatide koondumisega.
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Olgu ruumis R"” antud norm ||-||. Kinnine kera on hulk

B=B(ar)={x:|x—a| <r},
kus arv r on kera raadius, a € R" kera keskpunkt.

Naide

Vaatleme niiteid keradest B(a, r) ruumis R? normide || - ||2 ja || - || korral.

Loeng 5
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Harilik iteratsioonimeetod

Vaatleme siisteemi x = G(X). Harilikus iteratsioonimeetodis antakse ette
algldhend x° € R”, jargmised lihendid avalduvad x™+1 = G(x™),

m=0,1,..., mis koordinaatide kaupa on
m+1
X =g, X,
1_
xpth = gn(X"s - x)
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Harilik iteratsioonimeetod

Teoreem (hariliku iteratsioonimeetodi koonduvusteoreem)

Olgu B C R" kinnine kera. Kui
1) G:B - B,
2) dg < 1 nii, et [|G(x) — G(y)|| < g||x — y|| igasuguste x,y € B,
x # y, korral (st G on ahendav),

siis stisteemil x = G(x) on keras B parajasti iiks lahend x*, iga algldhendi
x% € B korral harilik iteratsioonimeetod koondub selleks lahendiks
(x™ — x*), kehtib hinnang

[IX™ = x| <

Sy

[l =]

@ Teoreemis voib kinnise kera B asendada kogu ruumiga R".

e Muutmata eeldust 2) v3ib teoreemis esimese eelduse G : B — B
asendada tingimusega ||G(a) — a|| < (1 — g)r (piirang kera B
keskpunkti a nihkele) [pShjendame tahvlil].
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Harilik iteratsioonimeetod

Jargnevas leiame piisavad tingimused G ahendavuseks. Eeldame, et G on
diferentseeruv, st g;, i = 1,...,n, on diferentseeruvad. (Mitmemuutuja
funktsiooni g; diferentseeruvuse maiste esineb kursuses MA IV, see ei ole
samavaarne osatuletiste eksisteerimisega). Kasutame Lagrange'i
keskvaartushinnangut

16(x) = 6l = sup 16" (Ax + (1 = Ay)llllx = ¥,

<A<1
kus
16) 16)
a—i(x) . 85,1, (x)
G'(x) = RS EECRRREE o
9o (x) 522 (x)

Seega, kui ||G'(x)|| < g < 1iga x € B korral, siis G on ahendav keras B
[pShjendame tahvlil].
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Et kontrollida tingimust ||G’(x)|| < g < 1, on vaja teada, mis on maatriksi
norm ja kuidas seda leitakse. Olgu A maatriks, siis definitsiooni kohaselt
|Al = sup [|Ax].
lIxll<1
Vektori normi on kasutatud siin kahes kohas, seega saab vaadelda norme
|Allp—q = sup ||Ax|q, kus 1 < p,q < co. Olgu A = (ajj), siis
lIxllp<1
n

[Allco—s00 = max Z laji|, (max lile reasummade)
1<i<n 4

J=1
n

|A|l1—1 = max Z laji|, (max lile veerusummade)

=
. 1/2
[Allze = /o(ATA < | 3 Jayf?
ij=1
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n
Tuletame I8pmatusnormi valemi ||A|lco—00 = max > |ajj|. Definitsiooni
<i<nizy

kohaselt

|Alloos0o = sup  max ZaUXJ

max|x,|<1 i

< sup maxz |ajj|xj] < maxz |ajj|.

max [xi|<1

Viimane maksimum realiseerub mingi i = iy korral, st

n n
max > laijl = > |aipj|- Olgu X; = sgn(aj, ), siis
j=1 j=1

n n n
Allooso0 > | aigjXj| = Y laipl = max D |ay].
j=1 j=1 )
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n
Tuletame 1-normi valemi [|A|l1—1 = max ) |aj|. Definitsiooni kohaselt

1<j<ni=;
n n n n
(A= sup > 1> aig| < sup > > laill]
E\x,\<1' L=t > Ixl<1i=1 =1
i=1 i=1
n
= sup Z(Zp,ﬂ) x| < max ) ajl.
n . J =
i=1 i=1

> Ix|<14=1
i=1

Viimane maksimum realiseerub mingi j = jo korral, st
n n
max > |aj| = >_ |aij,|- Olgu X; =0, kui j # jo, ning xj, = 1, siis
J =1 j

[Al151 > Z Zauxj = Z |aijo| = maxz |ajj]-

i=1 |j=1

Loeng 5 Vérrandisiisteemide lahendamine 11.03.2019 16 / 30



Naide

3 normi.
4

3 3
| Alloo00 = 1rgg<xnz jay] = max{4 4} -3

O b=
N

Leiame maatriksi A = (

5 5
r|AHH1=1ga<anrau|_max{4 4} °
1/2

Z 14+4+9\2 14
Z |3ij|2 = <++> = { ~ 0.94.

1Allz2 < | T
ij=1

IN

Vérrand det(ATA — A\l) = 0 ehk (5/16 — \)(9/16 — \) — 9/64 = 0 annab
omavaartusteks A\ = 7 + 1/ 55 ning [|All22 = /max[A] & 0.91.

v
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Harilik iteratsioonimeetod

Piisavad tingimused funktsiooni G ahendavuseks

Q@ Kui

) <g<l VxeB={x:|x—a|,<r},

siis G on ahendav keras B co-normi suhtes;

Q Kui " |dgi
max Iz:; 8—XJ(X)

< 1 B = : - <
max <q<1 VxeB={x:|x—al; <,

siis G on ahendav keras B 1-normi suhtes;

. n ) 2
Q Kui Z(%(X)) <g<l ¥YxeB={x:|x—a|,<r},
ij=1 J

siis G on ahendav keras B 2-normi suhtes.
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Harilik iteratsioonimeetod

Naide

Vaatleme vorrandisusteemi

3x1 — cos(x2x3) — % =0,
x2 —81(x2 +0.1)2 + sinx3 + 1.06 = 0,
e 12 4 20X3 + % = 0.

Viime selle kujule x = G(x):

X1 = %COS(X2X3) + %,

Xp = %\/xf +sinxz + 1.06 — 0.1,

_ 1 _—xix _ 10m—3
X3 = —op¢ 60 -

KontEIIime koonduvusteoreemi eelduste taidetust kera
B = B((0,0,0),1) = {x : x|l <1} =[~1,1] korral.

v
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Harilik iteratsioonimeetod
Niide jatkub

Kasutades tahistusi

1 1
gi1(x1,x2,x3) = 3 cos(xox3) + 3

1
220, 32, 5) = §\/xf +sinx + 1.06 — 0.1,

1 —X1X: 10mr — 3
&30, %2, %) = —5pe” Ve — —o—,

naitame, et G : B — B. Olgu x € B, siis

L <

|g1(X1,X2,X3)| < *| COS(X2X3)‘ + = 0.5,

(o))
w\.—n
oﬂr—‘

1
lga(x1, x2, x3)| < 9\/1+S|n1+106+01 < 0.29,

1 10m —3
< — .61.
|_20e+ 60 < 0.6

4
Loeng 5 Vérrandististeemide lahendamine

|g3(x1, X2, x3)
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Harilik iteratsioonimeetod

Niide jatkub

Naitame, et G on ahendav keras B oo-normi suhtes. Kuna

1
gi(x1, x2, x3) = = cos(xox3) + 5

\/x? +sinx3 +1.06 — 0.1,

1 .. 10mr — 3
g3(X17X27X3)=—%6 B3 = 7;0 ,

Ol = W[+

&(x1, X2, x3) =

siis 28 = 982 — 98 — () ping

Ox1 Oxp Ox3
1 1
%«2 = 3bxllsinCex)| < 3sinl < 0.281, ’g—i < 0.281,
Og| _ 1 2| <1 < 0.238,
Oxi|  92,/x} +sinxs+1.06 ~ 94/sin(—1) + 1.06
Og2| _1 | cos x| < L < 0.119,
Ox3|  92\/x} +sinx;+1.06 ~ 184/sin(—1) + 1.06
8g3 1 —X1X2 1 8g3
= = < -e<0.136 2221 < 0.136.
x| 200l S 3ge <0136, |50 <

Loeng 5 Vérrandisiisteemide lahendamine 11.03.2019 21 /30



Harilik iteratsioonimeetod

Naide jatkub
Og2

)
4

3g1 — _ _
Hinnangute 3 = P = o — 0,
%i: = %‘X3|| sin(x2x3)| < %Sin 1< 0.281, ‘g—i < 0.281,
g2 _ 1 2Dal <1 <0.238,
Ox1 92,/xZ +sinx; +1.06 ~ 9y/sin(—1) + 1.06
O _1___lcosxl <! <0.119,
Oxs|  92,/x7 +sinxs+1.06 ~ 18y/sin(— 6
ag3 1 — X1 X2 1 ag3
2B || = < 1 1
o | = 2Pl 55¢ < 0.136, | < 0136,

pShjal saame

|G’ (x Mlloe = max Z’ g"<max{0562 0.357,0.272} = 0.562 = g

iga x € B korral. Koonduvusteoreemi eeldused on taidetud.

v
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Harilik iteratsioonimeetod

Niide jatkub

Lahendame vorrandisiisteemi hariliku iteratsioonimeetodiga, saame

m X" x5 x3" X" = X" loo
0 0.10000000 0.10000000 —0.10000000

1 0.49998333 0.00944115 —0.52310127 0.423

2 0.49999593 0.00002557 —0.52336331 9.4-.1073

3 0.50000000 0.00001234 —0.52359814 2.3-107*

4 0.50000000 0.00000003 —0.52359847 1.2.107°

5 0.50000000 0.00000002 —0.52359877 3.1-1077

Teoreemist saame hinnangu

0.562°
0~ 1—0.562

HX5 — X*H HXO — XlH < 0.055.

Kuna teada on ka tapne lahend x* = (0.5,0, — %), siis tegelikult
[x® = x*||,, <2-1078
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Seideli meetod

Vaatleme siisteemi x = G(X)

Seideli meetodis antakse ette alglahend x9.Uleminek x™ — x™*+! toimub
jargmise skeemi kohaselt:

m+1 m _.m m
X —gl(xl,xz,...,xn ),

_ m+1 m m
X2 g (X 2 g 7XI1 )7
m+1 m+1 m+1 _m
Xn _gn(Xl 7"'7Xn_1 7Xn )
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Seideli meetod

Teoreem (Seideli meetodi koonduvusteoreem)
Olgu B = {x : ||x — a||,, < r} C R". Kui
1) lI6(a) = alle < (1 =q)r,

2) 3g < 1 nii, et ||G(x) — G(¥)|lc < qllx — yl|l igasuguste x,y € B,
x # y, korral (st G on ahendav),

siis slisteemil x = G(x) on keras B parajasti iiks lahend x*, iga alglahendi
x% € B korral Seideli meetod koondub selleks lahendiks, kehtib hinnang

m
Oogq_
1-g

m

Ix™ — x*| [1x° = x| -

Lahendi olemasolu ja tihesus tuleneb hariliku iteratsioonimeetodi
koonduvusteoreemist. Tdestame vaid veahinnangu, siis on naidatud ka
meetodi koonduvus.
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Seideli meetod

Tahistame x™ = ("1, ... x™1 x™, ..., x™), seejuures
xMl = xm xmntl — ymtl — ym+11 - Giig Seldell meetodi arvutuseeskiri
on

x,-’"Jrl =gi(x™), i=1,...,n.

Veendume, et x™ € B iga m, i korral.

Loeng 5 Vérrandisiisteemide lahendamine 11.03.2019 26 / 30



Ulesanded

@ Olgu G: B — B, B={x: |x—all, < r}, x™ Seideli meetodi
rakendamisel siisteemile x = G(x) esinevad vektorid. Tdestada, et kui
x € B, siis x™ € B iga m, i korral.

@ Toestada, et teoreemi eeldustel kehtib vorratus

HXm-i—l 7X*||oo <gq HXm _ X*Hoo'
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Seideli meetod

Viimase llesande abil saame

IX™ =Xl S @ X = x| < < g™ X0 = x|

00 oo’

millest juba jareldub koondumine. Teoreemis vaidetud veahinnangu
saamiseks hindame

0

I =x"lo < X° =]+ [t = X"l

< 1x® = xHlso + qlIx° = x*|oo,
millest (1 — q)|[x° — x*[|oo < [|X® — x!||oc ning seega
X0 — x* |00 < 1flqﬂxo — x| 0. Kokkuvdttes
qm
©=1_g

Ix™ = X"l < @™ [|x° = x| 1% = x| oc-
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Seideli meetod

Markus. Teoreemis voib eeldada, et

1G(x) = G(¥)lleo < qllx =yl Vx,y €R?, x#vy,

siis vaited jaavad kehtima kujul, kus kera B on asendatud ruumiga R”.
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Harilik iteratsioonimeetod

Niide jatkub

Lahendades eespool toodud vorrandisiisteemi hariliku
iteratsioonimeetodiga, saime

m_ x S Pl i
0 0.10000000 0.10000000 —0.10000000

1 0.49998333 0.00944115 —0.52310127 0.423

2 0.49999593 0.00002557 —0.52336331 9.4.1073

3 0.50000000 0.00001234 —0.52359814 2.3-107*

4 0.50000000 0.00000003 —0.52359847 12-107°

5 0.50000000 0.00000002 —0.52359877 3.1-1077

Lahendades Seideli meetodiga, saame

x{" x5 x5 [[x™ fx’”71||oo
0.10000000 0.10000000 —0.10000000
0.49998333  0.02222979 —0.52304613 0.423

0.49997747 0.00002815 —0.52359807 22.1072
0.50000000 0.00000004 —0.52359877 2.8-107°
0.50000000 0.00000000 —0.52359878 3.8-1078

B~ WN RO

v
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