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Eessõna

Käesolev õppevahend on mõeldud eelkõige üliõpilastele, kes omandavad mate-
maatilist haridust. Siin ei ole seatud eesmärgiks esitada materjali kokkusurutuna,
et teksti lühendada. Vastupidi, kohati esineb selgitusi, mis võib-olla kogenud luge-
jale ei ole vajalikud, aga matemaatikuna vähem töötanud isikul aitavad paremini
detailidest aru saada.

Materjali esitus võib näida liiga teoreetiline, mitte sisaldades praktilisi üles-
andeid väga mitmesugustest valdkondadest, mida optimiseerimine pakub. See on
taotluslik, sest praktiliste probleemidega tegelemisele peaks eelnema hea teooria
tundmine. Pealegi nõuab praktiliste küsimuste põhjalikum käsitlemine rohkesti
aega, mille olemasolu keskmise mahuga aine õppimisel ei ole loomulik eeldada.
Esitatud materjal on mõeldud esmaseks tutvumiseks optimiseerimisega ja see on
ka üks põhjus, miks ei ole mõistlik aine mahtu väga paisutada.

Osa olulisi valdkondi nagu näiteks transpordiülesanne, rändkaupmehe (proo-
vireisija) ülesanne, ruutplaneerimine, täisarvuline planeerimine, mitme sihifunkt-
siooniga ülesanded, ei ole esindatud. Ei ole üldistusi lõpmatumõõtmelistesse ruumi-
desse. Samal ajal on eriti põhjalikult esitatud lineaarse planeerimise teooria, samuti
mitmed olulised tulemused kumerast planeerimisest. Loodetavasti aitab esitatud
materjali valdamine neid puuduolevaid teooriaid kergemini õppida, kui selleks te-
kib vajadus, sest just paljud lineaarses ja kumeras planeerimises esinevad ideed
leiavad mujal arendamist.

Osa materjalist (ülesanded, tõestused, alapunktid) on varustatud sümboliga *.
Need võib esimesel lugemisel vahele jätta, kuid vastavast valdkonnast tervikliku
pildi saamiseks peaks nendega tutvuma.
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Sissejuhatus

Optimiseerimises tegeldakse põhiliselt järgmiste ülesannete lahendamisega.
Antud on hulk X (eeldame, et X 6= ∅) ja funktsioon (funktsionaal) f : X → R.

Leida x∗ ∈ X nii, et f(x∗) = inf
x∈X

f(x). Viitame sellele kui ülesandele (1).

Alati eksisteerib inf
x∈X

f(x), mida võib kirjutada ka inf f(X), sest f(X) ⊂ R ja

igal reaalarvude hulga R osahulgal on infiimum olemas. Seejuures inf f(X) ∈ R

või inf f(X) = −∞.

Ülesanne 1. Põhjendada, miks inf ∅ = +∞ ja sup ∅ = −∞, kui vaadelda ∅ ⊂ R.

Lisame ülesandele 1 võrdluseks, et kui A ⊂ R ja A 6= ∅, siis inf A 6 supA.
Võib vaadelda ülesannet, kus on vaja leida x∗ ∈ X nii, et f(x∗) = sup

x∈X

f(x). See

on taandatav ülesandele (1), sest sup
x∈X

f(x) = − inf
x∈X

(−f(x)) ja on tarvilik ja piisav

leida x∗ ∈ X nii, et x∗ korral saavutab funktsioon −f infiimumi.
Mõnikord vaadeldakse ka ülesannet, kus antud f : X → R korral seatakse ees-

märgiks leida ainult inf
x∈X

f(x), olgu see ülesanne (2). Muidugi võib seada eesmärgiks

leida x∗ ∈ X, kus f(x∗) = inf
x∈X

f(x), kui ka inf
x∈X

f(x) ehk lahendada nii ülesanne

(1) kui ka ülesanne (2).
Üldises plaanis peaks vastama küsimusele, kas ülesandel (1) on lahend olemas;

samuti lahendi olemasolu korral, kas lahend on ühene. Optimiseerimismeetodite
peamine probleem on aga ülesande (1) lahendi leidmine.

Kui ülesandel (1) on lahend x∗ olemas, siis võib kirjutada f(x∗) = min
x∈X

f(x), sa-

muti , kui f(x∗) = sup
x∈X

f(x), siis tegelikult f(x∗) = max
x∈X

f(x). Seepärast räägitakse

vastavalt minimiseerimisest ja maksimiseerimisest.
Ülesanne (1) on liiga üldine, et tema kohta ilma täiendavaid eeldusi tegemata

midagi sisukat öelda saaks. Eeldusi tehakse hulga X ja sihifunktsiooni f kohta.
Vastavalt sellele jaotatakse ülesandeid klassidesse.

Üks võimalik jaotus on järgmine:

1) hulk X on vektorruum, praktikas tihti lõplikumõõtmeline;
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Sissejuhatus 5

2) hulk X on osahulk mingis vektorruumis V , seejuures X ise ei ole vektorruum
(ei ole alamruum ruumis V ); hulk X on kirjeldatud mingite lisatingimustega, mida
nimetatakse kitsendusteks. Ülesanne juhul 1) on siis kitsendusteta ülesanne.

Klassi 2) puhul nimetatakse hulka X lubatavaks hulgaks. Sel juhul tavaliselt
f : V → R ehk f on määratud terves vektorruumis V .

Teine võimalik jaotus on peajoontes funktsiooni f iseloomu järgi. Oletame, et
f : X → R, X ⊂ R

n. Kui f on lineaarne (siis f : Rn → R) ja X on määratud lõpliku
arvu lineaarsete kitsendustega, siis on tegemist lineaarse planeerimise ülesandega.
Vastasel juhul räägitakse mittelineaarse planeerimise ülesandest. Tähtsamad mit-
telineaarse planeerimise valdkonnad on:

1) ruutplaneerimine, kus X on määratud lõpliku arvu lineaarsete kitsendustega
(nagu lineaarses planeerimises) ja f on ruutfunktsioon;

2) kumer planeerimine, kus X on kumer hulk ja f on kumer funktsioon.

Kolmas oluline jaotus on selline, kus X ⊂ R
n ja f on sile (vähemalt diferentsee-

ruv) või ei ole diferentseeruv.
Selle loengukursuse üks tähtsamaid osasid on lineaarne planeerimine, mis on eriti

suure praktilise kasutusega. Lineaarsel planeerimisel on ka alaharusid, kus ülesan-
ded jaotatakse alamklassidesse. Näitena ühest erikujulisest võime tuua transpor-
diülesande.



§1. Põhimõisteid

Vaatleme siin juhtu, kus f : Ω → R, Ω ⊂ R
n. Märgime, et mitmed esitatavad

mõisted on vahetult üle kantavad üldisemasse olukorda.
Olgu vaja leida x∗ ∈ Ω nii, et f(x∗) = min

x∈Ω
f(x) (või f(x∗) = max

x∈Ω
f(x)). Üles-

ande min
x∈Ω

f(x) lahend on selline x∗ ∈ Ω, kus f(x) > f(x∗) iga x ∈ Ω korral.

Analoogiliselt, x∗ ∈ Ω on ülesande max
x∈Ω

f(x) lahend, kui f(x) 6 f(x∗) iga x ∈ Ω

korral. Elementi x∗ ∈ Ω nimetatakse f : Ω → R lokaalseks miinumumpunktiks, kui
eksisteerib δ > 0 nii, et f(x) > f(x∗) iga x ∈ Ω ∩ {x | ‖x − x∗‖ < δ} korral. Siin
võib silmas pidada suvalist normi ruumis R

n, samuti võib lokaalsuse tingimuses
kirjutada 6 δ. Analoogiliselt defineeritakse lokaalne maksimumpunkt. Mõlemaid
nimetatakse lokaalseks ekstreemumpunktiks. Vastandina sellele räägitakse ülesan-
de min

x∈Ω
f(x) lahendi puhul globaalsest miinimumist, ülesande max

x∈Ω
f(x) lahendi

puhul globaalsest maksimumist.

Definitsioon. Jada xk ∈ Ω nimetatakse funktsiooni f : Ω → R minimiseerivaks
jadaks, kui f(xk) → inf

x∈Ω
f(x).

Märgime, et inf
x∈Ω

f(x) eksisteerib alati, infiimumi mõiste kohaselt on minimi-

seeriv jada alati olemas (sest oli kokkulepe Ω 6= ∅). Analoogiliselt defineeritakse
maksimiseeriv jada.

Funktsioon f on ülalt tõkestatud hulgas Ω, kui eksisteerib M ∈ R nii, et f(x) 6
M iga x ∈ Ω korral. Analoogiliselt mõistetakse funktsiooni alt tõkestatust.

Ülesande min
x∈Ω

f(x) või max
x∈Ω

f(x) lahendite hulka tähistame Ω∗. Võib muidugi

olla, et Ω∗ = ∅.

Näited. 1. Olgu f : R → R, f(x) = x2 (siin Ω = R). Siis f on alt tõkestatud,
ei ole ülalt tõkestatud (hulgas R). Minimiseerimisülesandes Ω∗ = {0}, maksimi-
seerimisülesandes Ω∗ = ∅.

2. Olgu f : R → R, f(x) = ex. Funktsioon f on alt tõkestatud, ei ole ülalt
tõkestatud. Nii miinimum- kui ka maksimumülesandes Ω∗ = ∅.
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3. Vaatleme funktsiooni f : R → R, mis määratakse võrdusega f(x) = |x|+ |x−
1| − 1. Siis f(x) = −2x, kui x 6 0; f(x) = 0, kui 0 6 x 6 1; f(x) = 2x − 2, kui
x > 1. Tema graafik on ette kujutatav järgmisel joonisel

0 1

Kui minimiseerimisülesandes võtta Ω = R, siis Ω∗ = [0, 1], kui Ω = [1, 2], siis
Ω∗ = {1}. Maksimiseerimisülesandes Ω = [0, 2] korral Ω∗ = {2}, kui aga Ω = [0, 2),
siis Ω∗ = ∅.

4. Olgu f : R → R määratud võrdusega f(x) =
x2

1 + x4
. Vahetu arvutus annab

f ′(x) =
2x(1− x4)

(1 + x4)2
ning f ′(x) = 0 parajasti siis, kui x = 0 või x = ±1. Selle

funktsiooni graafikust saab ettekujutuse järgmiselt jooniselt

−1 1

1/2

Kui siin valida Ω = R ja vaadelda minimiseerimisülesannet, siis Ω∗ = {0}. Mini-
miseeriv jada on näiteks xk = k, aga see jada ei koondu. Minimiseeriv jada on ka

xk =
1

k
, mis koondub miinimumülesande lahendiks, sest siin xk → 0.

Paragrahvi lõpetuseks tõestame ühe laialt kasutatava ja mitmesuguseid üldis-
tusi lubava teoreemi. Selle tõestus annab ettekujutuse mõnedest optimiseerimises
kasutatavatest olulistest ideedest.

Teoreem (Weierstrassi teoreem). Olgu Ω kinnine tõkestatud hulk ruumis R
n ja

f : Ω → R pidev. Siis f on alt ja ülalt tõkestatud, miinimum- ja maksimumüles-
andel on olemas lahend (Ω∗ 6= ∅), iga minimiseeriva või maksimiseeriva jada xk

korral vastavalt ülesandele ρ(xk,Ω∗) → 0.



8 §1. Põhimõisteid

Meenutame, et elemendi kaugus hulgast defineeritakse võrdusega ρ(x,Ω) =
inf
y∈Ω

ρ(x, y).

Tõestus. Kinnine tõkestatud hulk ruumis Rn on kompaktne ja tõestuse standard-
sus seisnebki kompaktsuse kasutamises.

Oletame vastuväiteliselt, et f ei ole alt tõkestatud. Siis leidub jada xk ∈ Ω,
k ∈ N, nii, et f(xk) → −∞, k ∈ N. Hulga Ω kompaktsust kasutades eraldame
jadast xk, k ∈ N, osajada xk, k ∈ N ′ ⊂ N, nii, et xk → x0 ∈ Ω, k ∈ N ′. Funktsiooni
f pidevuse tõttu f(xk) → f(x0) ∈ R, k ∈ N ′, mis on vastuolus vastuväitega.

Funktsiooni f ülalt tõkestatuse tõestus on täiesti sarnane.
Olgu miinimumülesandes xk ∈ Ω, k ∈ N, minimiseeriv jada. Eraldame sellest

osajada xk → x0 ∈ Ω, k ∈ N ′ ⊂ N. Siis f pidevuse tõttu f(xk) → f(x0), k ∈ N ′.
Samal ajal minimiseeriva jada mõiste kohaselt f(xk) → inf

x∈Ω
f(x), k ∈ N. Seega

f(x0) = inf
x∈Ω

f(x) ja x0 ∈ Ω∗, mistõttu Ω∗ 6= ∅.
Olgu miinimumülesandes xk ∈ Ω, k ∈ N, minimiseeriv jada. Me teame juba,

et Ω∗ 6= ∅. Oletame vastuväiteliselt, et ei kehti ρ(xk,Ω∗) → 0, k ∈ N. Siis leidub
osajada xk, k ∈ N ′ ⊂ N, ja δ > 0 nii, et ρ(xk,Ω∗) > δ, k ∈ N ′. Eraldame jadast xk,
k ∈ N ′, osajada xk, k ∈ N ′′ ⊂ N ′, nii, et xk → x0 ∈ Ω, k ∈ N ′′. Eelnevas nägime, et
x0 ∈ Ω∗ (minimiseeriva jada koonduva osajada piirväärtus oli miinimumülesande
lahend). Nüüd k ∈ N ′′ korral

0 < δ 6 ρ(xk,Ω∗) = inf
y∈Ω∗

ρ(xk, y) 6 ρ(xk, x0) → 0,

mis on vastuolu.

Teoreem on tõestatud.

Ülesanne 2. Kas Weierstrassi teoreemi eeldustel minimiseeriv jada koondub mii-
nimumülesande lahendiks? Põhjendada.

Ülesanne∗ 1. Millised Weierstrassi teoreemi väited jäävad kehtima, kui eeldus
funktsiooni f pidevuse kohta asendada f alt poolpidevusega?

Selgituseks lisame, et f : Ω → R, Ω ⊂ R
n, nimetatakse alt poolpidevaks, kui

xk → x, xk, x ∈ Ω, korral f(x) 6 lim
k→∞

f(xk). Seejuures defineeritakse jada ak korral

lim
k→∞

ak = lim
l→∞

inf
k>l

ak. Muidugi tagab funktsiooni pidevus tema alt poolpidevuse.



§2. Ühe muutuja funktsioonide ekstreemumülesan-
nete lahendamine

Alustame siin paari ülesandega.

Ülesanne 3. Tõestada, et funktsioon f(x) = ax + b, kus a 6= 0, saavutab miini-
mumi ja maksimumi lõigus [α, β] ainult siis, kui x = α või x = β.

Ülesanne 4. Olgu f : R → R defineeritud võrdusega f(x) = min
06t61

∣

∣t2 − xt
∣

∣. Leida

ülesande min
x∈Ω

f(x) lahend, kui Ω = R ja Ω = [1,∞).

1. Diferentseeruvuse kasutamine

Paneme selles punktis kirja väited, mida tavaliselt esitatakse matemaatilist ana-
lüüsi käsitlevates kursustes. Nendest on teada, et kui f : [a, b] → R on pidev ja
f : (a, b) → R on diferentseeruv, siis funktsioonil f : [a, b] → R saab olla lokaalne
ekstreemum punktides x, kus f ′(x) = 0, x ∈ (a, b), või punktides a ja b. Kui
f ′(x) > 0 iga x ∈ (a, a+ δ), δ > 0, korral, siis punktis a on lokaalne miinimum.
Kui f ′(x) 6 0 iga x ∈ (a, a+ δ) korral, siis punktis a on lokaalne maksimum.
Analoogilised kaks väidet kehtivad teises lõigu otspunktis b.

Ülesanne 5. Tõestada vähemasti üks viimati esitatud neljast väitest. Soovitus:
kasutada Lagrange’i keskväärtusteoreemi.

Eeldame järgnevas, et f : (a, b) → R on küllaldane arv kordi diferentseeruv. Olgu
x0 ∈ (a, b) korral f ′(x0) = 0, . . . , f (n−1)(x0) = 0, f (n)(x0) 6= 0. Siis võib väita
järgmist (näitefunktsioonidena võib silmas pidada f(x) = xn ja x0 = 0, x0 ∈
(a, b)):

1) kui n on paaris, siis punktis x0 on lokaalne ekstreemum; juhul f (n)(x0) > 0
on tegemist lokaalse miinimumiga, juhul f (n)(x0) < 0 lokaalse maksimumiga. Mõ-
lemal juhul on lokaalne ekstreemum isoleeritud, mis tähendab, et punktil x0 leidub
ümbrus, kus ei ole teisi ekstreemumpunkte.

2) kui n on paaritu, siis punktis x0 ei ole lokaalset ekstreemumit.
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10 §2. Ühe muutuja funktsioonide ekstreemumülesannete . . .

Need väited järelduvad Taylori valemist

f(x) = f(x0) + f ′(x0) (x− x0) + . . .+
f (n−1)(x0)

(n− 1)!
(x− x0)

n−1 +

+
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n + α(x0; x) =

= f(x0) +
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n + α(x0; x),

milles
α(x0; x)

|x− x0|n
−→ 0, kui x → x0. Kui |x− x0| < δ küllalt väikese δ > 0 korral,

siis vaadeldes seejuures x 6= x0, saame

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n + α(x0; x) =

(

f (n)(x0)

n!
+

α(x0; x)

(x− x0)
n

)

(x− x0)
n

ning
f (n)(x0)

n!
+

α(x0; x)

(x− x0)
n säilitab märki. Paarisarvu n korral säilitab märki ka

(x− x0)
n ja f (n)(x0) > 0 tagab, et f(x) > f(x0), f (n)(x0) < 0 annab aga, et

f(x) < f(x0). Paaritu n juhul aga (x− x0)
n muudab märki vastavalt sellele, kas

x < x0 või x > x0.

Ülesanne 6. Olgu f : (a− δ, a+ δ) → R , δ > 0, diferentseeruv. Tõestada, et kui
x0 ∈ [a, b] ja f(x0) = min

x∈[a,b]
f(x), siis f ′(x0) (x− x0) > 0 iga x ∈ [a, b] korral. Leida

näide, kus tingimustest x0 ∈ [a, b] ja f ′(x0) (x− x0) > 0 iga x ∈ [a, b] korral ei
järeldu, et f(x0) = min

x∈[a,b]
f(x).

Nagu eelnevast nähtus, on lõigu sisepunktis x diferentseeruva funktsiooni f ekst-
reemumi tarvilik tingimus f ′(x) = 0. Selle võrrandi (ligikaudseks, aga kuitahes täp-
seks) lahendamiseks kasutatakse praktikas arvutusmeetoditest tuntud võimalusi,
nagu harilik iteratsioonimeetod, Newtoni meetod, lõikajate meetod.

Ülesanne∗ 2. Leida kolmemõõtmelise ruumi ühikkeras asuv silinder, mis on mak-
simaalse ruumalaga, esitada terviklik põhjendus. Lahendada sama probleem ruumi
R

n ühikkeras, kus n > 4 korral selgitada, mida mõeldakse silindri ruumala all.

Järgnevas kahes punktis käsitleme kahte meetodit, mis ei kasuta klassikalisi di-
ferentsiaalarvutuse vahendeid ja on seega palju laiemate praktilise kasutuse või-
malustega.



2. Lõigu poolitamise meetod 11

2. Lõigu poolitamise meetod

Definitsioon. Funktsiooni f : [a, b] → R nimetatakse unimodaalseks, kui eksistee-
rivad α ja β nii, et a 6 α 6 β 6 b ja

1) f on rangelt kahanev lõigus [a, α], kui a < α;

2) f on rangelt kasvav lõigus [β, b], kui β < b;

3) f(z) = inf
x∈[a,b]

f(x) iga z ∈ [α, β] korral ehk minimiseerimisülesandes min
x∈[a,b]

f(x)

on Ω∗ = [α, β].

On võimalik, et unimodaalse funktsiooni puhul on osa lõikudest [a, α], [α, β],
[β, b] ühepunktilised. Definitsioonist on vahetult järeldatav, et mingis lõigus uni-
modaalne funktsioon on unimodaalne selle lõigu igas osalõigus.

Eelmises paragrahvis vaadeldud näidetest on unimodaalsed f(x) = x2 ja f(x) =
|x|+ |x− 1| − 1 igas lõigus [a, b].

Asume kirjeldama lõigu poolitamise meetodit. Lahendatakse ülesannet

min
x∈[a,b]

f(x). (1)

Eeldame, et f : [a, b] → R on unimodaalne. Valime δ nii, et 0 < δ < b−a (praktilis-

tes arvutustes on δ väike). Arvutatakse x1 =
a+ b− δ

2
ja x2 =

a+ b+ δ

2
(punktid

x1 ja x2 asuvad lõigu [a, b] keskpunkti
a+ b

2
ümbruses, olles sellest eri pooltel), siis

x2 − x1 = δ.

a a+ b

2

x1 x2

δ

b

Leitakse f(x1), f(x2). Kui f(x1) 6 f(x2), siis võetakse a1 = a, b1 = x2; kui
aga f(x1) > f(x2), siis võetakse a1 = x1, b1 = b. Kuna f on unimodaalne, siis
Ω∗ ∩ [a1, b1] 6= ∅ (näiteks esimeses variandis f(x) > f(x2), kui x > x2). Seejuures

b1− a1 =
b− a

2
+

δ

2
=

b− a− δ

2
+ δ. Lõiguga [a1, b1] toimitakse nagu algse lõiguga

[a, b], leides x3, x4 ∈ [a1, b1]. Esitame üldise sammu kirjelduse eeldusel, et on leitud
lõik [ak, bk], mille puhul teeme ka induktsioonieelduse, et

bk − ak =
b− a− δ

2k
+ δ (2)



12 §2. Ühe muutuja funktsioonide ekstreemumülesannete . . .

(see on täidetud k = 1 korral). Lõigus [ak, bk] võetakse x2k+1 =
ak + bk − δ

2
ja

x2k+2 =
ak + bk + δ

2
. Kui f (x2k+1) 6 f (x2k+2), siis olgu ak+1 = ak ja bk+1 = x2k+2;

kui aga f (x2k+1) > f (x2k+2), siis ak+1 = x2k+1 ja bk+1 = bk. Sama põhjendus, mis
esimesel sammul, tagab, et Ω∗ ∩ [ak+1, bk+1] 6= ∅. Veel leiame induktsioonieeldust
kasutades

bk+1 − ak+1 =
bk − ak − δ

2
+ δ =

=

b− a− δ

2k
+ δ − δ

2
+ δ =

b− a− δ

2k+1
+ δ.

Lõigu [ak, bk] leidmiseks ehk k iteratsioonisammu sooritamiseks on vaja kasuta-
da 2k funktsiooni f väärtust. Võrdus (2) annab protsessis k → ∞ koondumise
bk−ak → δ, seejuures bk−ak > δ. Kui miinimumülesande (1) lahend on vaja leida
täpsusega ε > 0, siis võetakse δ < ε ja itereeritakse kuni bk−ak < ε, lähislahendiks
sobib suvaline punkt lõigus [ak, bk].

Märkus. Meetodi kirjelduses esineb teatud ebasümmeetria, mis seisneb selles, et
kui iteratsioonisammul tekib võrdus f(x2k+1) = f(x2k+2), siis valitakse lõigus
[ak, bk] vasakpoolne osalõik [ak+1, bk+1]. Tegelikult võib sellises olukorras võtta
ükskõik kumma osalõigu, ikka Ω∗ ∩ [ak+1, bk+1] 6= ∅, sest pidades silmas f uni-
modaalsust, juhul x2k+1, x2k+2 ∈ [α, β] sisaldab lõik [ak+1, bk+1] lahendi x2k+1 või
x2k+2; kui aga f(x2k+1) = f(x2k+2) > min

x∈[a,b]
f(x), siis x2k+1 ∈ [a, α), x2k+2 ∈ (β, b]

ja [ak+1, bk+1] ⊃ [α, β]. Programmeerimise seisukohalt tuleb valik ära määrata ja
põhitekstis kirjeldatud variant on adekvaatne.

Kui funktsioon f ei ole unimodaalne, siis ei saa garanteerida, et meetod annaks
miinimumülesande (1) lähislahendi. Selleks võib vaadata näiteks järgmist joonist:

a = a1 bx1 x2 = b1

Juba esimesel sammul valitakse lõigus [a, b] vasakpoolne osalõik, milles ei ole funkt-
siooni miinimumpunkti.

Loomulik on küsida, miks ei tehta lihtsalt lõiku [a, b] pooleks nagu toimitakse
klassikalises lõigu poolitamise meetodis võrrandi f(x) = 0 lahendamisel. Vaatame
jälle joonist:
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a ba+ b

2

Leides f(a), f

(

a+ b

2

)

, f(b) ei ole mõistlikku alust osalõigu valikuks nende väär-

tuste kohaselt. Seejuures on joonisel toodud funktsioon unimodaalne. Märgime,
et selles punktis kirjeldatud lõigu poolitamise meetodil lahendatakse ligikaudselt
võrrandit f ′(x) = 0 (kui f ′ eksisteerib), mitte võrrandit f(x) = 0, ja tuletise

lokaalseks iseloomustamiseks ei piisa f väärtusest ühes punktis
a+ b

2
.

3. Kuldlõike meetod

Lõigu [a, b] kuldlõikeks nimetatakse tema sellist jaotust [a, x], [x, b], kus

b− a

b− x
=

b− x

x− a
(3)

ehk (b− x)2 = (b− a)(x− a) (siin b− x > x− a)

a bx

või [a, z], [z, b], kus
b− a

z − a
=

z − a

b− z
(4)

ehk (z − a)2 = (b− a)(b− z) (siin z − a > b− z).

a bz

Niisiis on lõigus kaks kuldlõike punkti, meie tähistustes vasakpoolne x ja parem-
poolne z.

Võtame ajutiselt a = 0, b = 1, siis kuldlõike tingimus z jaoks on z2 = 1 − z

ehk z2 + z − 1 = 0, mille sobivaks lahendiks on z =
−1 +

√
5

2
≈ 0.618. Siis

x = 1− z =
3−

√
5

2
≈ 0.382. Üldise lõigu korral avalduvad kuldlõike punktid

x = a+
3−

√
5

2
(b− a), z = a+

√
5− 1

2
(b− a),
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mida võib väljendada veel samaväärselt

x− a

b− a
=

3−
√
5

2
,

z − a

b− a
=

√
5− 1

2
.

Vahetu arvutamine näitab, et selliselt määratud punktid x ja z rahuldavad kuld-
lõike võrduseid (3) ja (4).

Ülesanne 7. Tõestada, et kui x jaotab lõigu [a, b] kuldlõikes nii, et b− x > x− a
(ehk x on lõigu [a, b] vasakpoolne kuldlõike punkt) ja z jaotab [a, b] kuldlõikes nii,
et z − a > b− z (ehk z on lõigu [a, b] parempoolne kuldlõike punkt),

a x z b

siis x jaotab lõigu [a, z] kuldlõikes nii, et x − a > z − x (ehk x on lõigu [a, z]
parempoolne kuldlõike punkt), ja z jaotab [x, b] kuldlõikes nii, et b − z > z − x
(ehk z on [x, b] vasakpoolne kuldlõike punkt).

Asume kirjeldama kuldlõike meetodit. Olgu vaja lahendada ülesanne (1). Eel-
dame, et f on unimodaalne lõigus [a, b]. Olgu a1 = a, b1 = b. Võtame lõigus [a1, b1]
kuldlõike punktid x1, z1 nii, et a1 < x1 < z1 < b1. Leiame f(x1) ja f(z1). Kui
f(x1) 6 f(z1), siis võtame a2 = a1, b2 = z1; kui aga f(x1) > f(z1), siis võtame
a2 = x1, b2 = b1. Funktsiooni f unimodaalsuse tõttu Ω∗ ∩ [a2, b2] 6= ∅. Mõlemad
valikud annavad sama pikkusega eelislõigu [a2, b2] ja näiteks esimese valiku korral

b2 − a2 = z1 − a1 =

√
5− 1

2
(b1 − a1) =

√
5− 1

2
(b− a). (5)

Üldise sammu kirjeldamiseks oletame, et on leitud [ak, bk], milles võtame selle
lõigu kuldlõike punktid xk, zk nii, et ak < xk < zk < bk. Juhul k > 2 on üks
punktidest xk, zk eelmises lõigus [ak−1, bk−1] juba leitud (ülesande 7 põhjal). Leiame
f(xk), f(zk), millest jällegi üks on juba eelmisel sammul kasutusel ja seetõttu
nõuab iteratsioonisamm ainult funktsiooni f ühe uue väärtuse arvutamist. Kui
f(xk) 6 f(zk), siis olgu [ak+1, bk+1] = [ak, zk]; kui aga f(xk) > f(zk), siis määrame
[ak+1, bk+1] = [xk, bk]. Funktsiooni f unimodaalsus tagab, et Ω∗ ∩ [ak+1, bk+1] 6=
∅. Igal iteratsioonisammul ehk üleminekul ühe võrra suurema indeksiga lõigule

korrutub eelmise lõigu pikkus teguriga

√
5− 1

2
ning võrdust (5) arvestades saame

bk − ak =

(√
5− 1

2

)k−1

(b− a). Kui lõik [ak, bk] jääb viimaseks, mille me leiame,

siis on selles ka leitud üks kuldlõike punkt, mis on loomulik võtta lähislahendiks
x̃k. Seejuures

ρ(x̃k,Ω∗) 6 max{bk − x̃k, x̃k − ak} =
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=

√
5− 1

2
(bk − ak) =

(√
5− 1

2

)k

(b− a)

ja lähislahend x̃k on leitud soovitud täpsusega ε > 0, kui

(√
5− 1

2

)k

(b− a) < ε.

Paneme tähele, et seejures on funktsioonist f kasutatud k väärtust, sest kuigi
alglõigus [a1, b1] olevates kuldlõike punktides leitakse kaks funktsiooni f väärtust
ja järgnevates lisandub igas lõigus üks uus f väärtus, ei ole lõigus [ak, bk] enam
vaja f uut väärtust leida.

Kui lõigus [ak, bk] on teada eelmisest lõigust üks kuldlõike punkt, kas xk või zk,
siis teise leidmiseks on praktilistes arvutustes kaks võimalust:

1) kui xk on teada, siis arvutatakse zk = ak +

√
5− 1

2
(bk − ak); kui zk on teada,

siis xk = ak +
3−

√
5

2
(bk − ak);

2) arvestades võrdust
xk + zk

2
=

ak + bk
2

, mis väljendab sümmeetriat lõigu

[ak, bk] keskpunkti
ak + bk

2
suhtes, arvutatakse vastavalt zk = ak + bk − xk või

xk = ak + bk − zk.

Ülesanne∗ 3. Põhjendada, miks praktilistes arvutustes arvutiga võib igal sammul
võimaluse 2) kasutamise korral juhtuda, et mingi δ > 0 korral ρ(x̃k,Ω∗) > δ, kui
k → ∞. See tähendab, et lahendit ei saa kuitahes täpselt leida.

Kuldlõike meetodi esitatud kirjeldus on ebasümmeetriline nagu lõigu poolitamise
meetodki, sest f(xk) = f(zk) korral valitakse lõigus [ak, bk] vasakpoolne eelislõik.
Lõigu poolitamise meetodi juures tehtud märkus on kohane siingi.

Võrdleme veel lõigu poolitamise meetodit ja kuldlõike meetodit efektiivsuse sei-
sukohalt. Nägime, et kuldlõike meetodis

ρ(x̃k,Ω∗) 6

(√
5− 1

2

)k

(b− a) = Ak

(tähistame nii veahinnangut). Lõigu poolitamise meetodis, kui oleme jõudnud lõi-
guni [ak, bk], saame võtta lähislahendiks x̃k = ak (või x̃k = bk), sest selles lõigus
teisi punkte me ei ole leidnud. Siis, arvestades, et δ on väike isegi võrreldes soovitud
täpsusega, hindame

ρ(x̃k,Ω∗) ≈
b− a− δ

2k
6

b− a

2k
= Bk.
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Seejuures on meil kasutatud funktsiooni f 2k väärtust. Niisiis, võrdse arvu kasu-
tatud f väärtuste korral peame võrdlema arve A2k ja Bk. Seega

A2k

Bk

=

(√
5− 1

2

)2k

(b− a)

/

b− a

2k
=

(

(
√
5− 1)2

2

)k

≈ (0.764)k,

mis näitab kuldlõike meetodi suuremat efektiivsust võrreldes lõigu poolitamise
meetodiga.



§3. Mitme muutuja funktsioonide ekstreemumkohta-
de leidmine klassikaliste meetoditega

1. Üldised probleemid ja kitsendusteta ülesanded

Meenutame siin mõningaid mõisteid ja tulemusi, mida tavaliselt käsitletakse
analüüsi kursustes. Olgu Ω ⊂ R

n lahtine hulk (erijuhul Ω = R
n) ja f : Ω → R.

Öeldakse, et f on diferentseeruv punktis x ∈ Ω, kui eksisteerib vektor f ′(x) ∈ R
n

nii, et
f(x+ h)− f(x) = (f ′(x), h) + α(x;h),

kus
α(x;h)

‖h‖ → 0 ehk α(x;h) = o(‖h‖), kui ‖h‖ → 0, seejuures h ∈ R
n \ {0} võib

olla suvaline, mille korral x + h ∈ Ω (et Ω on lahtine, siis iga küllalt väikese ‖h‖
korral see kehtib). Kirjutis (f ′(x), h) tähistab skalaarkorrutist ruumis R

n, mille
asemel kasutatakse ka f ′(x)h, pidades silmas, et f ′(x) ∈ L(Rn,R). Seejuures on
samastatud L(Rn,R) ja R

n. Kui f on diferentseeruv punktis x, siis

f ′(x) =

(

∂f

∂x1

(x), . . . ,
∂f

∂xn

(x)

)

= grad f(x) = ∇f(x),

mille juures esimene võrdus näitab, kuidas tuletist f ′(x) on võimalik leida, vii-
mased kaks võrdust aga tutvustavad erinevaid tuletise tähistusviise. Märgime, et
osatuletiste eksisteerimisest ei piisa funktsiooni diferentseeruvuseks juhul n > 2.
Analüüsi kursusest on teada

Lause. Kui funktsioonil f on punktis x ∈ R lokaalne miinimum või lokaalne

maksimum ja f on punktis x diferentseeruv, siis f ′(x) = 0 (ehk
∂f

∂xi

(x) = 0,

i = 1, . . . , n).

Niisiis on vaadeldavatel eeldustel osatuletiste vektori võrdumine nulliga tarvilik,
ei ole aga piisav (ei ole piisav juba n = 1 korral, näiteks f(x) = x3, x = 0).

Kui f on diferentseeruv igas punktis x ∈ Ω, siis võib vaadelda funktsiooni
f ′ : Ω → R

n, kus elemendile x ∈ Ω seatakse vastavusse f ′(x) ∈ R
n. Rääkides

17
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selle funktsiooni diferentseeruvusest, on tema tuletis punktis x ∈ Ω selline lineaar-
ne operaator (maatriks) f ′′(x) ∈ L(Rn,Rn), et

f ′(x+ h)− f ′(x) = f ′′(x)h+ β(x;h),

kus
β(x;h)

‖h‖ → 0 , kui ‖h‖ → 0 (siin on tuletist defineerivas võrduses kõik liidetavad

R
n elemendid). Muidugi saab f ′′(x) olemasolu nõuda juba siis, kui f on diferent-

seeruv punkti x ümbruses. Analoogiliselt jätkates saab defineerida ka kõrgemat
järku tuletised. Analüüsi kursusest on teada ka

Lause. Kui f on diferentseeruv punkti x ∈ Ω ümbruses, f ′ on diferentseeruv
punktis x, f ′(x) = 0 ja (f ′′(x)h, h) > 0 iga h ∈ R

n \ {0} korral, siis funktsioonil f
on punktis x lokaalne miinimum. Kui lisaks diferentseeruvuse eeldustele f ′(x) = 0
ja (f ′′(x)h, h) < 0 iga h ∈ R

n \{0} korral, siis funktsioonil f on punktis x lokaalne
maksimum.

Näide. Antud on punktid xi ∈ R
n, i = 1, . . . ,m. On vaja leida x ∈ R

n nii, et
m
∑

i=1

‖x − xi‖2 oleks minimaalne (siin ‖ · ‖ on eukleidiline, skalaarkorrutise poolt

määratud norm ehk 2-norm).

Vaatleme funktsiooni f(x) =
m
∑

i=1

‖x−xi‖2, x ∈ R
n. Veendume selles, et f ′(x) =

= 2
m
∑

i=1

(x− xi), x ∈ R
n. Saame

f(x+ h)− f(x) =
m
∑

i=1

‖x+ h− xi‖2 −
m
∑

i=1

‖x− xi‖2 =

=
m
∑

i=1

(x− xi + h, x− xi + h)−
m
∑

i=1

‖x− xi‖2 =

=
m
∑

i=1

(‖x− xi‖2 + 2(x− xi, h) + ‖h‖2)−
m
∑

i=1

‖x− xi‖2 =

= 2

(

m
∑

i=1

(x− xi), h

)

+m‖h‖2,

kusjuures α(x;h) = m‖h‖2 = o(‖h‖). Tingimus f ′(x) = 0 on samaväärne sellega,

et
m
∑

i=1

(x− xi) = 0 ehk mx−
m
∑

i=1

xi = 0 ehk x =
1

m

m
∑

i=1

xi = x0 (võtame kasutusele
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elemendi x0). Lisaks sellele

f ′(x+ h)− f ′(x) = 2
m
∑

i=1

(x+ h− xi)− 2
m
∑

i=1

(x− xi) = 2mh

ning β(x;h) = 0. See tähendab, et f ′′(x) = 2mI (I tähistab ühikmaatriksit)
ja (f ′′(x)h, h) = 2m‖h‖2 > 0 iga h ∈ R

n \ {0} korral. Niisiis on x0 lokaalne
miinimumpunkt. Tegelikult on x0 ainus globaalne miinimumpunkt, mida saame
üldiste kaalutlustega põhjendada hiljem, kui oleme tutvunud teiste vahenditega
kumerate funktsioonide käsitlemisel. Praegu võime aga tugineda Taylori arendisele
(sest selles ülesandes f ′′′ = 0)

f(x0 + h) = f(x0) + f ′(x0)h+
1

2
(f ′′(x0)h, h) = f(x0) +

1

2
(f ′′(x0)h, h) > f(x0)

iga h ∈ R
n \ {0} korral.

Ülesanne 8. Olgu f(x, y) = x2 − xy + y2 − 2x + y, (x, y) ∈ R
2. Lahendada

min
(x,y)∈R2

f(x, y) ja max
(x,y)∈R2

f(x, y), leides lahendid, kui need on olemas, ja tõestades,

et lahendit ei ole, kui see puudub.

2. Kitsendustega ülesanded

Vaatleme olukorda, kus f : Rn → R ja lubatav hulk on

Ω = {x ∈ R
n | gj(x) = 0, j = 1, . . . ,m},

kus gj : R
n → R on antud funktsioonid. Siin tavaliselt Ω ei ole lahtine hulk ruumis

R
n.
Üldisem olukord oleks, kui f, gj : Ω1 → R, kus Ω1 ⊂ R

n on lahtine hulk ja
Ω = {x ∈ Ω1 | gj(x) = 0, j = 1, . . . ,m}, aga algne olukord Ω1 = R

n on meie
käsitluse jaoks küllalt üldine ning piirdume sellega.

Vaadeldaval juhul on miinimum- ja maksimumülesannete uurimiseks olemas kül-
lalt üldine vahend, Lagrange’i kordajate meetod. Moodustame funktsiooni

L(x, λ) = λ0f(x) +
m
∑

j=1

λjgj(x),

kus λ = (λ0, λ1, . . . , λm). Funktsiooni L : Rn+m+1 → R (ka L : Ω1 × R
m+1 → R)

nimetatakse Lagrange’i funktsiooniks. Vektori λ komponente nimetatakse Lagran-
ge’i kordajateks (λ on Lagrange’i kordajate vektor).

Vaatleme ülesannet
min
x∈Ω

f(x) või max
x∈Ω

f(x). (1)
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Teoreem 1. Olgu x∗ ∈ R
n ülesande (1) lahend, f, gj, j = 1, . . . ,m, pidevalt

diferentseeruvad x∗ ümbruses. Siis leidub λ∗ 6= 0 nii, et

∂L
∂xi

(x∗, λ∗) = 0, i = 1, . . . , n (lühidalt Lx(x
∗, λ∗) = 0). (2)

Teoreem 1 tõestatakse tavaliselt mingis analüüsi kursuses.

Lisame, et võrrandid
∂L
∂xi

(x, λ) = 0, i = 1, . . . , n, koos võrranditega gj(x) = 0,

j = 1, . . . ,m, (mis on samaväärsed võrranditega
∂L
∂λj

(x, λ) = 0, j = 1, . . . ,m)

annavad n+m võrrandist koosneva süsteemi






∂L
∂xi

(x, λ) = 0, i = 1, . . . , n,

gj(x) = 0, j = 1, . . . ,m,
(3)

x∗, λ∗ otsimiseks, millel on kokku n+m+ 1 komponenti. Kui (x∗, λ∗) on süsteemi
(3) lahend, kusjuures λ∗ 6= 0, siis on sobivaks lahendiks ka (x∗, cλ∗), c 6= 0. Lahendi
võimaliku paljususe vähendamiseks lisatakse tavaliselt veel mingi normeerimistin-

gimus, näiteks ‖λ‖ = 1 (levinuim 2-normis, s.t.
m
∑

j=0

λj2 = 1). Kui on teada, et

lahendi korral λ∗

0 6= 0, siis on üks loomulik lisatingimus λ∗

0 = 1.
Süsteemi (3) lahendamise tulemusena saab leida punktid x, mille hulgas on

teoreemi 1 põhjal ülesande (1) kõik lahendid. Et teha kindlaks, kas oleme leidnud
ülesande (1) lahendi, võib kasutada järgmist tulemust.

Teoreem 2. Eeldame, et

1) f ja gj, j = 1, . . . ,m, on kaks korda diferentseeruvad punktis x∗;

2) (x∗, λ∗) rahuldab süsteemi (3), kusjuures λ∗

0 > 0;

3) kehtib (Lxx(x
∗, λ∗)h, h) > 0 iga h ∈ R

n \ {0} korral, mis rahuldab tingimusi

(f ′(x∗), h) 6 0, (g′j(x
∗), h) = 0, j = 1, . . . ,m. (4)

Siis x∗ on miinimumülesande (1) lokaalne lahend ja ta on lokaalselt ühene miini-

mupunkt. Siin Lxx(x, λ) =

(

∂2L
∂xi∂xj

(x, λ)

)n

i,j=1

on sümmeetriline n× n maatriks,

mida vaadeldakse Lxx(x, λ) ∈ L(Rn,Rn).

Enne tõestust märgime, et kui (Lxx(x
∗, λ∗)h, h) > 0 h 6= 0 korral, siis λ∗ 6= 0.

Selle põhjenduseks on, et λ∗ = 0 korral Lxx(x
∗, λ∗) = 0.
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Tõestus∗. Oletame vastuväiteliselt, et x∗ ei ole lokaalselt ühene miinimumkoht. Siis
on olemas jada zk ∈ Ω, zk 6= x∗ iga k ∈ N korral, nii, et zk → x∗ ja f(zk) 6 f(x∗).
Seejuures kehtib gj(z

k) = 0, j = 1, . . . ,m (sest zk ∈ Ω).
Esitame

zk = x∗ + ‖zk − x∗‖ zk − x∗

‖zk − x∗‖ = x∗ + tke
k,













§4. Gradientmeetodid

Alustame ühest üldisest diferentseeruva funktsiooni käitumist iseloomustavast
asjaolust. Vaatleme funktsiooni f : Ω → R, kus Ω ⊂ R

n on lahtine hulk. Eeldame,
et f on diferentseeruv punktis x ∈ Ω. Valime h ∈ R

n, h 6= 0, ja moodustame
funktsiooni ϕ(t) = f(x + th), t ∈ (−δ, δ), mis on määratud sobivalt väikese δ > 0
korral hulga Ω lahtisuse tõttu. Siis ϕ(0) = f(x). Tuletist defineerivast võrdusest
f(x+ th)− f(x) = (f ′(x), th) + α(x; th) saame t 6= 0 korral

f(x+ th)− f(x)

t
= (f ′(x), h) +

α(x; th)

t
.

Ühe muutuja funktsiooni ϕ tuletis ϕ′(0) näitab ϕ kasvamise kiirust, kui argumen-
diga t hakata liikuma punktist 0 kasvamise suunas. Leiame

ϕ′(0) = lim
t→0
t 6=0

ϕ(t)− ϕ(0)

t
= lim

t→0
t 6=0

f(x+ th)− f(x)

t
= (f ′(x), h),

sest

lim
t→0
t 6=0

α(x; th)

t
= lim

t→0
t 6=0

α(x; th)

t‖h‖
‖h‖ = 0.

Seega on ka (f ′(x), h) funktsiooni f kasvamise kiirus, kui liikuda punktist x suunas
h. Teiselt poolt, Cauchy–Bunjakovski–Schwarzi võrratuses (siin kasutame 2-normi)

−‖f ′(x)‖ ‖h‖ 6 (f ′(x), h) 6 ‖f ′(x)‖ ‖h‖ (1)

vähemalt üks võrratus on võrdus parajasti siis, kui f ′(x) ja h on lineaarselt sõl-
tuvad. Eeldame, et f ′(x) 6= 0 ja vaatleme kõikvõimalikke elemente h ∈ R

n, mil-
le korral ‖h‖ = ‖f ′(x)‖. Siis parempoolses võrratuses (1) leiab aset võrdus ehk
(f ′(x), h) on maksimaalne parajasti siis, kui h = f ′(x), ja vasakpoolses võrratuses
võrdus ehk (f ′(x), h) on minimaalne (f kahanemise kiirus on maksimaalne) pa-
rajasti siis, kui h = −f ′(x). Niisiis on punktist x liikuma hakkamisel funktsiooni
f kahanemise kiirus maksimaalne, kui liikuda gradiendi vastassuunas ehk suunas
−f ′(x). Siit saab idee iteratsioonimeetodiks ülesande min

x∈Ω
f(x) lahendamisel: kui

22
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lähend xk on leitud (võib olla alglähend), siis järgmist lähendit xk+1 võib otsida,
liikudes suunas −f ′(xk).

Olgu f : Rn → R diferentseeruv. Vaatleme ülesannet min
x∈Rn

f(x).

Definitsioon. Iteratsioonimeetodeid xk+1 = xk − αkf
′(xk), αk > 0, miinimum-

ülesande lahendamisel nimetatakse gradientmeetoditeks.

Definitsioon. Kui gradientmeetodis αk > 0 määratakse tingimusest

f(xk − αkf
′(xk)) = min

α>0
f(xk − αf ′(xk))

(suunas −f ′(xk) liigutakse seni, kuni jõutakse funktsiooni f vähima väärtuseni
sellel suunal), siis räägitakse kiireima languse meetodist.

Gradientmeetodite koondumise uurimisel läheb meil vaja järgmist abitulemust.

Lemma (lemma jääkliikme hinnagust). Olgu f : Rn → R selline, et mingi L korral
(kasutame 2-normi)

‖f ′(x)− f ′(y)‖ 6 L‖x− y‖ ∀x, y ∈ R
n, x 6= y

(tuletis rahuldab Lipschitzi tingimust). Siis Taylori arendises

f(x+ h) = f(x) + (f ′(x), h) + α(x;h) (2)

on jääkliige hinnatav |α(x;h)| 6
L

2
‖h‖2.

Tõestus. Newton–Leibnizi valemit kasutades saame
∫ t

0

d

ds
f(x+ sh) ds = f(x+ sh)

∣

∣

∣

∣

s=t

s=0

= f(x+ th)− f(x).

Leiame mitme muutuja liitfunktsiooni tuletist arvutades

d

ds
f(x+ sh) =

d

ds
f(x1 + sh1, . . . , xn + shn) =

=
n

∑

i=1

∂f

∂xi

(x1 + sh1, . . . , xn + shn)hi =

= (f ′(x+ sh), h).

Eelnevate võrduste ja arendise (2) põhjal

α(x; th) = f(x+ th)− f(x)− (f ′(x), th) =
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=

∫ t

0

(f ′(x+ sh), h) ds−

∫ t

0

(f ′(x), h) ds =

=

∫ t

0

(f ′(x+ sh)− f ′(x), h) ds.

Saadud võrduse alusel hindame (olgu t > 0)

|α(x; th)| 6

∫ t

0

‖f ′(x+ sh)− f ′(x)‖ ‖h‖ ds 6

6

∫ t

0

Ls‖h‖2 ds = L‖h‖2
∫ t

0

s ds =
Lt2

2
‖h‖2.

Lemmas väidetud võrratuse saamiseks võtame t = 1, aga lemma ja tõestuses saa-
dud võrratused on tegelikult samaväärsed, sest kui lemmas väidetud võrratuses
võtta h asemel th, on meil just tõestuses saadud võrratus.

Lisame märkusena, et kui f ′ rahuldab Lipschitzi tingimust mingite eukleidilisest
normist erinevate normide korral, siis normide ekvivalentsus ruumis R

n tagab ka
Lipschitzi tingimuse täidetuse 2-normi suhtes, muutuda võib küll kordaja L.

Ülesanne 9. Tõestada, et kiireima languse meetodis (xk+1−xk, xk+2−xk+1) = 0,
s.t. kaks järjestikust liikumissuunda on ortogonaalsed.

Ülesanne 10. Tõestada, et kui f ′(xk) 6= 0, siis kiireima languse meetodis leiab
aset f(xk+1) < f(xk).

Ülesanne 11. Olgu f(x) =
1

2
(Ax, x) − (b, x), x ∈ R

n, kus A on sümmeetriline

positiivselt määratud n × n maatriks ja b ∈ R
n. Tõestada, et selle funktsiooni

korral kiireima languse meetodi arvutuseeskiri on

xk+1 = xk −
‖gk‖

2

(Agk, gk)
gk, gk = f ′(xk) = Axk − b.

Ülesandes 11 vaadeldavat funktsiooni nimetatakse ruutfunktsionaaliks. Lisame

märkusena, et iga n× n maatriksi A korral (Ax, x) =

(

1

2

(

A+ AT
)

x, x

)

, sest

(Ax, x) =

(

1

2
(A+ A) x, x

)

=
1

2
(Ax, x) +

1

2

(

x,ATx
)

=
1

2

((

A+ AT
)

x, x
)

.

Seejuures on maatriks
1

2

(

A+ AT
)

sümmeetriline, sest
(

A+ AT
)T

= A+AT . See-

ga ei ole ruutfunktsionaalis maatriksi sümmeetrilisus kitsendav tingimus. Küll on
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oluline positiivne määratus: on olemas γ > 0 nii, et (Ax, x) > γ ‖x‖2 iga x ∈ R
n

korral.
Kiireima languse meetodis esineval ülesandel min

α>0
f(xk − αf ′(xk)) ei tarvitse

lahendit olla või on seda täpselt raske leida. Seejuures on alati olemas f ∗
k =

inf
α>0

f(xk − αf ′(xk)). Meetodit, kus αk > 0 leitakse nii, et

f(xk − αkf
′(xk)) 6 f ∗

k + δk, δk > 0, lim
k→∞

δk = 0,

nimetame ligikaudseks kiireima languse meetodiks. See on alati realiseeritav eel-
dusel, et f ∗

k > −∞. Kiireima languse meetod on ühtlasi ligikaudne kiireima languse
meetod, siis δk = 0.

Teoreem 1. Kui f on alt tõkestatud, f ′ rahuldab Lipschitzi tingimust ja ligikaudses

kiireima languse meetodis
∞
∑

k=1

δk < ∞, siis lim
k→∞

f ′(xk) = 0.

Tõestus. Kasutame lemmas saadud jääkliikme hinnangust tulenevat võrratust

f(x+ th) 6 f(x) + t(f ′(x), h) +
Lt2

2
‖h‖2.

Võtame selles x = xk, h = f ′(xk) ja t = −α, siis

f(xk − αf ′(xk)) 6 f(xk) +

(

−α +
L

2
α2

)

‖f ′(xk)‖
2.

Selles võrratuses võtame algul vasakul infiimumi üle α > 0, sinna saame f ∗
k , seejärel

paremal infiimumi üle α > 0.

Vahepealses arvutuses olgu ϕ(α) = −α+
L

2
α2, siis ϕ′(α) = −1+Lα ja ϕ′(α) = 0

annab α =
1

L
. Et ϕ′′(α) = L > 0, siis punktis α =

1

L
on ϕ väärtus minimaalne ja

ϕ

(

1

L

)

= −
1

L
+

L

2

1

L2
= −

1

2L
.

Selliselt oleme jõudnud võrratuseni

f ∗
k 6 f(xk)−

1

2L
‖f ′(xk)‖

2. (3)

Kasutame nüüd järjest seda, et tegemist on gradientmeetodiga, seejärel ligikaudse
kiireima languse meetodiga ja lõpuks rakendame võrratust (3). Seega

f(xk+1) = f(xk − αkf
′(xk)) 6 f ∗

k + δk 6
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6 f(xk)−
1

2L
‖f ′(xk)‖

2 + δk. (4)

Võrratusest (4) saab vahetult f(xk+1) 6 f(xk) + δk ning seda korduvalt kasutades

f(xk+i+1) 6 f(xk+i) + δk+i 6

6 f(xk+i−1) + δk+i−1 + δk+i 6 . . . 6

6 f(xk) + δk + . . .+ δk+i 6

6 f(xk) +
∞
∑

j=k

δj. (5)

Võrratuses (5) võtame vasakul ülemise piirväärtuse i järgi, mis on ka ülemine
piirväärtus tervest jadast, niisiis

lim
i→∞

f(xk+i+1) = lim
k→∞

f(xk) 6 f(xk) +
∞
∑

j=k

δj. (6)

Võrratuses (6) võtame paremal alumise piirväärtuse, kusjuures arvestame seda, et

lim
k→∞

∞
∑

j=k

δj = 0. Seega lim
k→∞

f(xk) 6 lim
k→∞

f(xk), mistõttu eksisteerib lim
k→∞

f(xk). See

piirväärtus on lõplik, sest f alt tõkestatuse tõttu ei saa see olla −∞, aga võrratus
(6) annab, et lim

k→∞
f(xk) < ∞.

Võrratusest (4) saame

‖f ′(xk)‖
2
6 2L(f(xk)− f(xk+1) + δk),

mille abil

0 6 lim
k→∞

‖f ′(xk)‖
2
6 lim

k→∞
‖f ′(xk)‖

2
6

6 2L lim
k→∞

(f(xk)− f(xk+1) + δk) =

= 2L lim
k→∞

(f(xk)− f(xk+1) + δk) = 0, (7)

seejuures on lim
k→∞

(f(xk)− f(xk+1)) = 0 saamisel oluline, et piirväärtus lim
k→∞

f(xk)

oleks lõplik. Nüüd (7) põhjal lim
k→∞

‖f ′(xk)‖
2 = 0 ehk lim

k→∞
f ′(xk) = 0.

Teoreem 1 on tõestatud.

Märkus. Vaikimisi eeldasime tõestuse käigus, et L > 0. Kui L = 0, siis f ′(x) = 0
iga x ∈ R

n korral, f on konstantne funktsioon ja miinimumülesande lahendamist
ei ole mõtet uurida. Tõestus küll sel juhul ei kannata, sest me võime L = 0 asemel
võtta positiivse kordaja.
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Ülesanne∗ 4. Tõestada, et kui f : Rn → R on alt tõkestatud ja f ′ rahuldab

Lipschitzi tingimust kordajaga L, siis valides gradientmeetodis αk =
2

L
− ε, ε > 0

on väike (erijuhul αk =
1

L
), kehtib lim

k→∞
f ′(xk) = 0.

Teoreem 1 annab tehtud eeldustel küll koondumise f ′(xk) → 0, aga mitte veahin-
nangut ja meetodi enda ehk jada xk koondumist miinimumülesande lahendiks.
Selliste tulemuste saamiseks eeldame funktsioonilt f rohkem, milleks vajame mõ-
ningaid mõisteid.

Funktsiooni f : Rn → R nimetatakse kumeraks, kui iga x, y ∈ R
n, x 6= y, ja iga

λ ∈ (0, 1) korral

f(λx+ (1− λ)y) 6 λf(x) + (1− λ)f(y).

Funktsiooni f : Rn → R nimetatakse rangelt kumeraks, kui iga x, y ∈ R
n, x 6= y,

ja iga λ ∈ (0, 1) korral

f(λx+ (1− λ)y) < λf(x) + (1− λ)f(y).

Funktsiooni f : Rn → R nimetatakse tugevalt kumeraks, kui eksisteerib γ > 0
nii, et

f(λx+ (1− λ)y) 6 λf(x) + (1− λ)f(y)− λ(1− λ)γ‖x− y‖2

iga x, y ∈ R
2, x 6= y, ja iga λ ∈ (0, 1) korral.

Definitsioonidest on selge, et tugevalt kumer funktsioon on rangelt kumer ja
rangelt kumer funktsioon on kumer. Teistpidised järeldused ei kehti.

Ülesanne 12. Tõestada, et funktsioon f(x) = (x, x), x ∈ R
n, on tugevalt kumer.

Ülesanne 13. Tõestada, et kumera funktsiooni iga lokaalne miinumumkoht on
tema globaalne miinimumkoht. Järeldada sellest, et rangelt kumeral funktsioonil
saab olla ülimalt üks miinumumkoht.

Teoreem 2. Kui f on tugevalt kumer ja f ′ rahuldab Lipschitzi tingimust, siis
ülesandel min

x∈Rn

f(x) on olemas ühene lahend x∗ ja kiireima languse meetodi korral

kehtivad võrratused

f(xk)− f(x∗) 6 (f(x0)− f(x∗))qk,

‖xk − x∗‖2 6
1

γ
(f(x0)− f(x∗))qk,

kus q = 1 −
2γ

L
(γ ja L on arvud vastavalt f tugeva kumeruse võrratusest ja f ′

Lipschitzi tingimusest).
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Tõestus. Tõestame, et funktsioonil f on olemas miinimumpunkt. Fikseerime su-

valiselt x0 ∈ R
n. Olgu f1 = min

‖y−x0‖=1
f(y) ja r = max

{

2,
2(f(x0)− f1)

γ

}

. Olgu

z ∈ R
n selline, et ‖z − x0‖ > r. Võtame λ =

1

‖z − x0‖
. Et r > 2, siis ‖z − x0‖ > 2

ja λ ∈

(

0,
1

2

]

. Funktsiooni f tugev kumerus annab

f(λz + (1− λ)x0) 6 λf(z) + (1− λ)f(x0)− λ(1− λ)γ‖z − x0‖
2,

sellest

f(x0 + λ(z − x0))− f(x0) + λ(1− λ)γ‖z − x0‖
2
6 λ(f(z)− f(x0)). (8)

Võrratuse (8) vasakul poolel f(x0 + λ(z − x0)) > f1, sest ‖λ(z − x0)‖ = 1, peale

selle hindame 1− λ >
1

2
, seejärel ‖z − x0‖ > r abil

λ(1− λ)γ‖z − x0‖
2
>

1

2
λγr‖z − x0‖ =

1

2
γr,

kus jällegi kasutasime võrdust λ‖z−x0‖ = 1. Nüüd r valiku tõttu r >
2(f(x0)− f1)

γ
,

seepärast
1

2
γr > f(x0)− f1. Niisiis saame võrratuse (8) vasakut poolt alt hinnata

arvuga 0 ja seepärast f(z) > f(x0). Selle tõttu inf
z∈Rn

f(z) = inf
‖z−x0‖6r

f(z). Funkt-

sioon f saavutab keras B(x0, r) = {x ∈ R
n | ‖x− x0‖ 6 r} Weierstrassi teoreemi

põhjal miinimumi, selle tähistame x∗. Miinimumpunkti ühesuse tagab funktsiooni
f tugev kumerus.

Teoreemi 1 tõestamisel saadud võrratuses (4) on antud juhul δk = 0, seega
praegu

f(xk+1)− f(xk) 6 −
1

2L
‖f ′(xk)‖

2. (9)

Tugeva kumeruse võrratusest

f(λx∗ + (1− λ)xk) 6 λf(x∗) + (1− λ)f(xk)− λ(1− λ)γ‖xk − x∗‖2

ehk

f(xk + λ(x∗ − xk))− f(xk)

λ
6 f(x∗)− f(xk)− (1− λ)γ‖xk − x∗‖2

saame piiril λ → 0 võrratuse

(f ′(xk), x
∗ − xk) 6 f(x∗)− f(xk)− γ‖xk − x∗‖2
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(märgime, et me arvutame punktis xk tuletise suunas x∗ − xk; teistes terminites
arvutame Gâteaux’ tuletise, mis avaldub Fréchet’ tuletise kaudu, sest Fréchet’
mõttes dife-













§5. Kaasgradientide meetod

1. Ruutfunktsionaali minimiseerimine kaasgradientide mee-

todiga

Olgu antud ruutfunktsionaal f(x) =
1

2
(Ax, x) − (b, x), x ∈ R

n, kus A on süm-

meetriline positiivselt määratud n× n maatriks ja b ∈ R
n. Maatriksi A positiivne

määratus (eksisteerib γ > 0 nii, et (Ax, x) > γ‖x‖2 iga x ∈ R
n korral) tagab, et

A on pööratav, sest kui Ax = 0, siis x = 0. Seepärast on olemas parajasti üks
x∗ ∈ R

n nii, et Ax∗ = b (x∗ = A−1b). Siis

f(x) =
1

2
(Ax, x)− (b, x) =

=
1

2
(A(x− x∗ + x∗), x− x∗ + x∗)− (b, x− x∗ + x∗) =

=
1

2
(A(x− x∗), x− x∗) + (A(x− x∗), x∗) +

1

2
(Ax∗, x∗)−

− (b, x− x∗)− (b, x∗) =

=
1

2
(A(x− x∗), x− x∗) + f(x∗),

kus kasutasime võrdust (A(x− x∗), x∗) = (x− x∗, Ax∗) = (x− x∗, b) = (b, x− x∗).
Arvestades nüüd, et (A(x−x∗), x−x∗) > γ‖x−x∗‖2, näeme, et f(x) > f(x∗), kui
x 6= x∗. Niisiis saavutab ruutfunktsionaal oma miinimumi parajasti ühes punktis
x∗ = A−1b.

Ruutfunktsionaali f tuletis avaldub f ′(x) = Ax− b, sest

f(x+ h)− f(x) =
1

2
(A(x+ h), x+ h)− (b, x+ h)−

1

2
(Ax, x) + (b, x) =

= (Ax− b, h) +
1

2
(Ah, h)

ja α(x;h) =
1

2
(Ah, h) 6

1

2
‖A‖‖h‖2 = o(‖h‖) (siin (Ah, h) ja α(x;h) on mittene-

gatiivsed).
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Märgime veel, et (Ax, y), x, y ∈ R
n, on skalaarkorrutis ruumis Rn, selle tagab A

sümmeetrilisus ja positiivne määratus. Kasutatakse tähistust (x, y)A = (Ax, y) ja
räägitakse A-skalaarkorrutisest.

Asume kirjeldama kaasgradientide meetodit ruutfunktsionaali korral. Olgu an-
tud x0 ∈ R

n, leiame g0 = Ax0−b (tuletis, gradient punktis x0), z0 = −g0 (gradiendi
vastassuund). Kui g0 = 0, siis x0 = x∗ ja miinimumülesanne on lahendatud. Ole-
tame, et xk, gk, zk on leitud, seejuures xk on punkt, kus asutakse, gk = Axk − b
on gradient, samuti jääkliige võrrandi Ax − b lahendamisel, zk on liikumissuund
punktist xk väljumisel. Eeldame, et zk 6= 0. Leiame funktsiooni f(xk +αzk) miini-
mumkoha, vaadeldes α argumendina. Arvutame

f(xk + αzk) =
1

2
(A(xk + αzk), xk + αzk)− (b, xk + αzk) =

=
1

2
(Axk, xk) + α(Axk, zk) +

1

2
α2(Azk, zk)−

− (b, xk)− α(b, zk) = ϕ(α),

kus argumendist α sõltuva funktsiooni jaoks kasutame tähist ϕ. Siis

ϕ′(α) = (Axk, zk)− (b, zk) + α(Azk, zk) =

= (Axk − b, zk) + α(Azk, zk) =

= (gk, zk) + α(Azk, zk) = 0

parajasti siis, kui α =
−(gk, zk)

(Azk, zk)
. Lisaks ϕ′′(α) = (Azk, zk) > 0, mis ütleb, et

αk =
−(gk, zk)

(Azk, zk)
on miinimumkoht. Määrame

xk+1 = xk + αkzk = xk −
(gk, zk)

(Azk, zk)
zk, (1)

gk+1 = f ′(xk+1) = Axk+1 − b (gradient, jääkliige),

zk+1 = −gk+1 + γkzk,

kus γk =
(gk+1, Azk)

(Azk, zk)
; siin zk+1 on punktist xk+1 väljumisel liikumissuund, mis on

gradiendi vastassuuna −gk+1 korrigeeritud suund.

Ülesanne 14. Tõestada, et nullist erinevad paarikaupa ortogonaalsed vektorid on
lineaarselt sõltumatud. Formaalselt: kui xk 6= 0, k = 1, . . . , n, (xk, xj) = 0, k 6= j,
siis xk, k = 1, . . . , n, on lineaarselt sõltumatud.

Teoreem. Kui ruutfunktsionaali korral lähendid xk on leitud kaasgradientide mee-

todil, siis leidub k 6 n nii, et xk = x∗.
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Tõestus. Alustame abiarvutustega.

1) näeme, et

(Azk+1, zk) = (zk+1, Azk) =

= (−gk+1, Azk) + γk(zk, Azk) =

= −(gk+1, Azk) +
(gk+1, Azk)

(Azk, zk)
(zk, Azk) = 0,

mis tähendab, et vektorid zk ja zk+1 (järjestikused liikumissuunad) on ortogonaal-
sed A-skalaarkorrutise suhtes;

2) veel saame

(gk+1, zk) = (Axk+1 − b, zk) =

= (A(xk + αkzk)− b, zk) =

= (Axk − b, zk) + αk(Azk, zk) =

= (gk, zk) +
−(gk, zk)

(Azk, zk)
(Azk, zk) = 0;

3) kasutades järgnevas tulemust osas 2) ja zk leidmise reeglit, teisendame

αk =
−(gk, zk)

(Azk, zk)
=

−(gk,−gk + γk−1zk−1)

(Azk, zk)
=

=
‖gk‖

2 − γk−1(gk, zk−1)

(Azk, zk)
=

‖gk‖
2

(Azk, zk)
,

millest näeme, et αk > 0, kui gk 6= 0 (üldiselt eeldasime, et zk 6= 0);

4) kasutades nüüd 1) ja 3), samuti zk ja gk vahekorda, arvutame

(gk+1, gk) = (Axk+1 − b, gk) =

= (A(xk + αkzk)− b, gk) =

= (Axk − b+ αkAzk, gk) =

= (gk + αkAzk, gk) =

= ‖gk‖
2 + αk(Azk, gk) =

= ‖gk‖
2 + αk(Azk,−zk + γk−1zk−1) =

= ‖gk‖
2 − αk(Azk, zk) + αkγk−1(Azk, zk−1) = 0,

millega oleme näidanud, et naabergradiendid ehk jääkliikmed on ortogonaalsed
tavalise skalaarkorrutise suhtes;



1. Ruutfunktsionaali minimiseerimine kaasgradientide meetodiga 33

5) järgnevalt näitame, et (gk, gi) = 0, k 6= i, ja (Azk, zi) = 0, k 6= i, ehk punk-
tides 1) ja 4) saadud ortogonaalsused leiavad aset kõikide erinevate indeksitega
vektorite vahel. Võime eeldada, et i < k. Deklareeritud väited tõestame indukt-
siooniga. Induktsiooniskeemi iseloomustab joonis

(1, 0) (2, 0) (3, 0) (4, 0)

(2, 1) (3, 1) (4, 1)

(3, 2) (4, 2)

(4, 3)

k

i

milles diagonaalil toodud indeksipaaride (k, k−1) korral on väited tõestatud. Skee-
mis liigume veergude kaupa paremale, igas veerus ülevalt alla, kasutades eelmis-
te indeksipaaride korral tõestatud ortogonaalsusi. Sisuliselt järjestame indeksite
paarid lineaarselt liikumisskeemi kohaselt, et teostada induktsiooni. Tõestame in-
deksipaari (k + 1, i) korral mõlema vektoripaari ortogonaalsused, seejärel liigume
järgmise indeksipaari juurde induktsiooniskeemi kohaselt.

a) arvutame (lisades vahele selgitusi eelneva võrduse kohta)

(gk+1,gi) = (gk + αkAzk, gi) =

/gk+1 = Axk+1 − b = A(xk + αkzk)− b =

= Axk − b+ αkAzk = gk + αkAzk/

= αk(Azk, gi) =

/(gk, gi) = 0 eelmises veerus/
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