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Eessona

Kaesolev oppevahend on moeldud eelkoige iliopilastele, kes omandavad mate-
maatilist haridust. Siin ei ole seatud eesmaérgiks esitada materjali kokkusurutuna,
et teksti lithendada. Vastupidi, kohati esineb selgitusi, mis voib-olla kogenud luge-
jale ei ole vajalikud, aga matemaatikuna viahem tootanud isikul aitavad paremini
detailidest aru saada.

Materjali esitus voib nédida liiga teoreetiline, mitte sisaldades praktilisi iiles-
andeid viga mitmesugustest valdkondadest, mida optimiseerimine pakub. See on
taotluslik, sest praktiliste probleemidega tegelemisele peaks eelnema hea teooria
tundmine. Pealegi nouab praktiliste kiisimuste pohjalikum késitlemine rohkesti
aega, mille olemasolu keskmise mahuga aine oppimisel ei ole loomulik eeldada.
Esitatud materjal on moeldud esmaseks tutvumiseks optimiseerimisega ja see on
ka iiks pohjus, miks ei ole moistlik aine mahtu viga paisutada.

Osa olulisi valdkondi nagu néiteks transpordiiilesanne, rdndkaupmehe (proo-
vireisija) tlilesanne, ruutplaneerimine, tdisarvuline planeerimine, mitme sihifunkt-
siooniga iilesanded, ei ole esindatud. Ei ole tildistusi lopmatumootmelistesse ruumi-
desse. Samal ajal on eriti pohjalikult esitatud lineaarse planeerimise teooria, samuti
mitmed olulised tulemused kumerast planeerimisest. Loodetavasti aitab esitatud
materjali valdamine neid puuduolevaid teooriaid kergemini oppida, kui selleks te-
kib vajadus, sest just paljud lineaarses ja kumeras planeerimises esinevad ideed
leiavad mujal arendamist.

Osa materjalist (iilesanded, toestused, alapunktid) on varustatud stimboliga *.
Need voib esimesel lugemisel vahele jéatta, kuid vastavast valdkonnast tervikliku
pildi saamiseks peaks nendega tutvuma.



Sissejuhatus

Optimiseerimises tegeldakse pohiliselt jargmiste iilesannete lahendamisega.
Antud on hulk X (eeldame, et X # (}) ja funktsioon (funktsionaal) f: X — R.
Leida z, € X nii, et f(z.) = in)f( f(z). Viitame sellele kui iilesandele (1).
faS

Alati eksisteerib in}f{ f(z), mida voib kirjutada ka inf f(X), sest f(X) C R ja
xre

igal reaalarvude hulga R osahulgal on infiimum olemas. Seejuures inf f(X) € R
voi inf f(X) = —oo.

Ulesanne 1. Péhjendada, miks inf ) = +o00 ja sup ) = —oo, kui vaadelda () C R.

Lisame tilesandele [1] vordluseks, et kui A C R ja A # (), siis inf A < sup A.

Voib vaadelda iilesannet, kus on vaja leida z, € X nii, et f(z.) = sup f(x). See
zeX

on taandatav iilesandele (1), sest sup f(x) = — in)f( (—f(z)) ja on tarvilik ja piisav
zeX ze

leida x, € X nii, et x, korral saavutab funktsioon —f infiimumi.
Monikord vaadeldakse ka iilesannet, kus antud f: X — R korral seatakse ees-
mérgiks leida ainult in)f( f(z), olgu see iilesanne (2). Muidugi voib seada eesmérgiks
BAS

leida z, € X, kus f(z,) = in)f( f(z), kui ka in)f( f(z) ehk lahendada nii iilesanne
ze e

(1) kui ka tilesanne (2).

Uldises plaanis peaks vastama kiisimusele, kas iilesandel (1) on lahend olemas;
samuti lahendi olemasolu korral, kas lahend on iihene. Optimiseerimismeetodite
peamine probleem on aga iilesande (1) lahendi leidmine.

Kui iilesandel (1) on lahend z, olemas, siis voib kirjutada f(x,) = ml)I(l f(z), sa-

T€
muti , kui f(z.) = sup f(x), siis tegelikult f(z,) = max f(z). Seepérast raggitakse
reX Tre
vastavalt minimiseerimisest ja maksimiseerimisest.

Ulesanne (1) on liiga iildine, et tema kohta ilma téiendavaid eeldusi tegemata

midagi sisukat 6elda saaks. Eeldusi tehakse hulga X ja sihifunktsiooni f kohta.

Vastavalt sellele jaotatakse iilesandeid klassidesse.
Uks voimalik jaotus on jargmine:

1) hulk X on vektorruum, praktikas tihti 1oplikuméotmeline;
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2) hulk X on osahulk mingis vektorruumis V', seejuures X ise ei ole vektorruum
(ei ole alamruum ruumis V'); hulk X on kirjeldatud mingite lisatingimustega, mida
nimetatakse kitsendusteks. Ulesanne juhul [1)| on siis kitsendusteta iilesanne.

Klassi [2)| puhul nimetatakse hulka X lubatavaks hulgaks. Sel juhul tavaliselt
f:V — R ehk f on méiratud terves vektorruumis V.

Teine voimalik jaotus on peajoontes funktsiooni f iseloomu jérgi. Oletame, et
f: X =R, X CR" Kui f onlineaarne (siis f: R" — R) ja X on méératud 16pliku
arvu lineaarsete kitsendustega, siis on tegemist lineaarse planeerimise iilesandega.
Vastasel juhul radgitakse mittelineaarse planeerimise iilesandest. Téhtsamad mit-
telineaarse planeerimise valdkonnad on:

1) ruutplaneerimine, kus X on mééaratud 16pliku arvu lineaarsete kitsendustega
(nagu lineaarses planeerimises) ja f on ruutfunktsioon;

2) kumer planeerimine, kus X on kumer hulk ja f on kumer funktsioon.

Kolmas oluline jaotus on selline, kus X C R" ja f on sile (vihemalt diferentsee-
ruv) voi ei ole diferentseeruv.

Selle loengukursuse iiks tdhtsamaid osasid on lineaarne planeerimine, mis on eriti
suure praktilise kasutusega. Lineaarsel planeerimisel on ka alaharusid, kus iilesan-
ded jaotatakse alamklassidesse. Néitena iihest erikujulisest voime tuua transpor-
diiilesande.



§1. Pohimoisteid

Vaatleme siin juhtu, kus f: Q@ — R, Q C R". Méargime, et mitmed esitatavad
moisted on vahetult iile kantavad iildisemasse olukorda. i
Olgu vaja leida x, € Q nii, et f(z,) = IIli(IZl f(z) (voi f(z,) = max f(z)). Ules-
xre S
ande mig f(z) lahend on selline z, € Q, kus f(z) > f(x,.) iga x € Q korral.
re
Analoogiliselt, z, € Q on iilesande max f(z) lahend, kui f(x) < f(z.) iga z € Q
xe
korral. Elementi z, € {2 nimetatakse f: {0 — R lokaalseks miinumumpunktiks, kui
cksisteerib ¢ > 0 nii, et f(z) > f(z.) igaz € QN {z | ||x — .|| < ¢} korral. Siin
voib silmas pidada suvalist normi ruumis R", samuti voib lokaalsuse tingimuses
kirjutada < d. Analoogiliselt defineeritakse lokaalne maksimumpunkt. Molemaid
nimetatakse lokaalseks ekstreemumpunktiks. Vastandina sellele rasgitakse iilesan-
de mi(rzl f(z) lahendi puhul globaalsest miinimumist, iilesande max f(z) lahendi
TE TE

puhul globaalsest maksimumist.

Definitsioon. Jada z; € () nimetatakse funktsiooni f: {2 — R minimiseerivaks
jadaks, kui f(z) — ingf(w).
BS

Mérgime, et in(f) f(z) eksisteerib alati, infiimumi moiste kohaselt on minimi-
TE

seeriv jada alati olemas (sest oli kokkulepe 2 # )). Analoogiliselt defineeritakse
maksimiseeriv jada.
Funktsioon f on iilalt tokestatud hulgas €2, kui eksisteerib M € R nii, et f(x) <
M iga x € ) korral. Analoogiliselt moistetakse funktsiooni alt tokestatust.
Ulesande IQ?GISI]l f(z) voi max f(z) lahendite hulka téhistame .. Vo6ib muidugi

olla, et Q, = 0.

Niited. 1. Olgu f: R — R, f(z) = 2? (siin 2 = R). Siis f on alt tokestatud,
ei ole iilalt tokestatud (hulgas R). Minimiseerimisiilesandes €2, = {0}, maksimi-
seerimisiilesandes €, = (.

2. Olgu f: R — R, f(x) = e". Funktsioon f on alt tokestatud, ei ole iilalt
tokestatud. Nii miinimum- kui ka maksimumiilesandes 2, = .



3. Vaatleme funktsiooni f: R — R, mis méédratakse vordusega f(z) = |z|+ |z —
1] — 1. Siis f(z) = —2x, kui 2 < 0; f(z) =0, kui 0 < x < 1; f(x) = 22 — 2, kui
x > 1. Tema graafik on ette kujutatav jargmisel joonisel

A

v

Kui minimiseerimisiilesandes votta 2 = R, siis 2, = [0,1], kui Q = [1,2], siis
2, = {1}. Maksimiseerimisiilesandes Q2 = [0, 2] korral Q. = {2}, kui aga Q = [0, 2),
siis 2, = 0.

372

— Vahetu arvutus annab

4. Olgu f: R — R mééaratud vordusega f(x) = o
x

2z(1 — 2*

flay = 220=0)
(14 z4)

funktsiooni graafikust saab ettekujutuse jargmiselt jooniselt

ning f'(x) = 0 parajasti siis, kui = 0 voi z = +1. Selle

A

—1 1 ]

Kui siin valida © = R ja vaadelda minimiseerimistilesannet, siis Q. = {0}. Mini-
miseeriv jada on néaiteks x; = k, aga see jada ei koondu. Minimiseeriv jada on ka

T = T mis koondub miinimumiilesande lahendiks, sest siin z; — 0.

Paragrahvi lopetuseks toestame iihe laialt kasutatava ja mitmesuguseid iildis-
tusi lubava teoreemi. Selle toestus annab ettekujutuse monedest optimiseerimises
kasutatavatest olulistest ideedest.

Teoreem (Weierstrassi teoreem). Olgu Q kinnine tokestatud hulk ruumis R™ ja
f:Q — R pidev. Siis f on alt ja dlalt tokestatud, mitnimum- ja maksimumdiiles-
andel on olemas lahend (Q, # 0), iga minimiseeriva voi maksimiseeriva jada Ty,
korral vastavalt tilesandele p(zg, Q2.) — 0.
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Meenutame, et elemendi kaugus hulgast defineeritakse vordusega p(x,Q) =
inf p(z,y).
yeN

Toestus. Kinnine tokestatud hulk ruumis R" on kompaktne ja toestuse standard-
sus seisnebki kompaktsuse kasutamises.

Oletame vastuviiteliselt, et f ei ole alt tokestatud. Siis leidub jada z; € €,
k € N, nii, et f(xy) — —o0, k € N. Hulga 2 kompaktsust kasutades eraldame
jadast z1, k € N, osajada zy, k € N’ C N, nii, et 7, — 29 € Q, k € N'. Funktsiooni
f pidevuse tottu f(xr) — f(zg) € R, k € N', mis on vastuolus vastuviitega.

Funktsiooni f {ilalt tokestatuse toestus on téaiesti sarnane.

Olgu miinimumiilesandes x; € €2, £ € N, minimiseeriv jada. Eraldame sellest
osajada zp — z9 € Q, k € N’ C N. Siis f pidevuse tottu f(xy) — f(z0), k € N'.
Samal ajal minimiseeriva jada mdiste kohaselt f(zy) — ;:Ielgfz f(z), k € N. Seega
flzo) = ;gsf)f(:v) ja zg € Q,, mistottu Q, # 0.

Olgu miinimumiilesandes z; € €2, £ € N, minimiseeriv jada. Me teame juba,
et Q. # 0. Oletame vastuvaiteliselt, et ei kehti p(zy, Q) — 0, k € N. Siis leidub
osajada zy, k € N' C N, ja d > 0nii, et p(xy, Q) = 0, k € N'. Eraldame jadast zy,
k € N',osajada x, k € N” C N, nii, et 2, — 29 € Q, k € N”. Eelnevas niigime, et
xo € ), (minimiseeriva jada koonduva osajada piirvadrtus oli miinimumiilesande

lahend). Niitid & € N” korral

0 <0< play, ) = inf p(ag,y) < plag, xo) = 0,
yeildy

mis on vastuolu.
Teoreem on toestatud.

Ulesanne 2. Kas Weierstrassi teoreemi eeldustel minimiseeriv jada koondub mii-
nimumiilesande lahendiks? Pohjendada.

Ulesanne* 1. Millised Weierstrassi teoreemi viited jadvad kehtima, kui eeldus
funktsiooni f pidevuse kohta asendada f alt poolpidevusega?

Selgituseks lisame, et f: 0 — R, Q C R", nimetatakse alt poolpidevaks, kui

x = x, 2, x € Q, korral f(x) < lim f(zy). Seejuures defineeritakse jada ay, korral
k—o00

lim ay = lim inf ax. Muidugi tagab funktsiooni pidevus tema alt poolpidevuse.
oo I—00 k>l



§2. Uhe muutuja funktsioonide ekstreemumiilesan-
nete lahendamine

Alustame siin paari iilesandega.

Ulesanne 3. Téestada, et funktsioon f (x) = ax + b, kus a # 0, saavutab miini-
mumi ja maksimumi 16igus [a, 8] ainult siis, kui x = « voi z = f3.

Ulesanne 4. Olgu f: R — R defineeritud vordusega f(x) = min }tz — :Et|. Leida

0<t<1
tilesande rnelg f(z) lahend, kui Q =R ja Q = [1,00).

1. Diferentseeruvuse kasutamine

Paneme selles punktis kirja véited, mida tavaliselt esitatakse matemaatilist ana-
luiisi késitlevates kursustes. Nendest on teada, et kui f: [a,b] — R on pidev ja
f: (a,b) = R on diferentseeruv, siis funktsioonil f: [a,b] — R saab olla lokaalne
ekstreemum punktides z, kus f'(z) = 0, z € (a,b), voi punktides a ja b. Kui
f'(x) = 0iga x € (a,a+9), § > 0, korral, siis punktis a on lokaalne miinimum.
Kui f'(z) < 0iga z € (a,a+9) korral, siis punktis a on lokaalne maksimum.
Analoogilised kaks véidet kehtivad teises 16igu otspunktis b.

Ulesanne 5. Tdestada vihemasti iiks viimati esitatud neljast vaitest. Soovitus:
kasutada Lagrange’s keskvddrtusteoreemia.

Eeldame jirgnevas, et f: (a,b) — R on kiillaldane arv kordi diferentseeruv. Olgu
zo € (a,b) korral f'(xzo) = 0, ..., f* Y(xe) = 0, f™(x) # 0. Siis voib viita
jargmist (naitefunktsioonidena voib silmas pidada f(x) = 2" ja g = 0, o €

(a,b)):

1) kui n on paaris, siis punktis o on lokaalne ekstreemum; juhul f™(zq) > 0
on tegemist lokaalse miinimumiga, juhul f™ (x0) < 0 lokaalse maksimumiga. Mo-
lemal juhul on lokaalne ekstreemum isoleeritud, mis tdhendab, et punktil x( leidub
iimbrus, kus ei ole teisi ekstreemumpunkte.

2) kui n on paaritu, siis punktis zg ei ole lokaalset ekstreemumit.

9
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Need viited jarelduvad Taylori valemist

f(x) = flao) + fl(x0) (x —mo) + ...+ ——— 2 (x— )" +
f(n) (o)

_l’_
n!

(& = 20)" + alwo; ) =

(n) T N
= f(zo) + fn—(') (x —x0)" + a(zg; x),

a(xo; )
|z — 20"
siis vaadeldes seejuures x # xy, saame

milles — 0, kui  — zy. Kul |z — 20| < § kiillalt vdikese 6 > 0 korral,

f(n) (o)

n!

n ™) (x a(xo; x n
(@ = o) + olwoi0) = (f n(! s * (:c(—oxo))n> (&= )
[ (x0) | afzo;x)
+ D
n! (x — xp)
(x —x0)" ja f™(20) > 0 tagab, et f(z) > f(zo), f™ (o) < 0 annab aga, et
f(x) < f(xo). Paaritu n juhul aga (x — )" muudab mérki vastavalt sellele, kas
T < xo VOl x > xg.

sailitab maéarki. Paarisarvu n korral siilitab marki ka

ning

Ulesanne 6. Olgu f: (a —§,a+6) = R, § > 0, diferentseeruv. Toestada, et kui
zo € [a,b] ja f(xg) = m[ir%)] f(x), siis f'(z0) (x — z0) = 0 iga = € [a, b] korral. Leida
xE|a,

naide, kus tingimustest zo € [a,b] ja f'(xo) (x — z9) > 0 iga x € [a,b] korral ei
jareldu, et f(zo) = min f(z).

z€[a,b]

Nagu eelnevast néhtus, on 16igu sisepunktis x diferentseeruva funktsiooni f ekst-
reemumi tarvilik tingimus f'(x) = 0. Selle vorrandi (ligikaudseks, aga kuitahes tap-
seks) lahendamiseks kasutatakse praktikas arvutusmeetoditest tuntud véimalusi,
nagu harilik iteratsioonimeetod, Newtoni meetod, 16ikajate meetod.

Ulesanne® 2. Leida kolmemdootmelise ruumi iihikkeras asuv silinder, mis on mak-
simaalse ruumalaga, esitada terviklik pohjendus. Lahendada sama probleem ruumi
R™ iihikkeras, kus n > 4 korral selgitada, mida moeldakse silindri ruumala all.

Jargnevas kahes punktis késitleme kahte meetodit, mis ei kasuta klassikalisi di-
ferentsiaalarvutuse vahendeid ja on seega palju laiemate praktilise kasutuse voi-
malustega.
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2. Loigu poolitamise meetod

Definitsioon. Funktsiooni f: [a,b] — R nimetatakse unimodaalseks, kui eksistee-
rivad o ja S nii, et a < a < B <bja

1) f on rangelt kahanev 16igus [a, o], kui a < «;
2) f on rangelt kasvav 1digus |3, b], kui 8 < b;

3) f(z) = ir[lfb] f(z)iga z € |o, ] korral ehk minimiseerimistilesandes m[iri] f(zx)
x€|a, xe|a,
on Q, = [a, f].

On voimalik, et unimodaalse funktsiooni puhul on osa l6ikudest [a, |, [a, f],
[, b] ihepunktilised. Definitsioonist on vahetult jareldatav, et mingis 16igus uni-
modaalne funktsioon on unimodaalne selle 16igu igas osaloigus.

Eelmises paragrahvis vaadeldud niidetest on unimodaalsed f(z) = 2% ja f(z) =
|z| + |x — 1| — 1 igas 16igus [a, b)].

Asume kirjeldama 16igu poolitamise meetodit. Lahendatakse iilesannet

min f(z). (1)

x€|a,b]

Eeldame, et f: [a,b] — R on unimodaalne. Valime 4 nii, et 0 < § < b—a (praktilis-

b—9 b+9
tes arvutustes on § viike). Arvutatakse x; = % jaxy = % (punktid

. .. .a+b . .
x1 ja x5 asuvad 16igu [a, b] keskpunkti a4 timbruses, olles sellest eri pooltel), siis

.ﬁEQ—.Tl:(S.

a TLoa+4b T b
2

Leitakse f(x1), f(x2). Kui f(z1) < f(x2), siis voetakse a; = a, by = xo; kui
aga f(z1) > f(xq), siis voetakse a; = w1, by = b. Kuna f on unimodaalne, siis
]

Q. N [ag,bi] # 0 (néiteks esimeses variandis f(z) > f(x2), kul & > 25). Seejuures
b—a 6 b—a—9 . . -
by —ay = + - = ———— + 4. Loiguga [ay, b1] toimitakse nagu algse 16iguga

[a,b], leides x5, x4 € [aq,by]. Esitame tildise sammu kirjelduse eeldusel, et on leitud
16ik [ag, by], mille puhul teeme ka induktsioonieelduse, et
b—a—9

bk—CLk:T+5 (2)
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by, — 0
(see on tdidetud k = 1 korral). Loigus [ag, by vOetakse xori1 = Ik

2
ap + bk + ) . .. .
Toppo = ———— Kui f (22p41) < [ (22r42), siis olgu ap41 = ap, ja bpg1 = Topgo;
kui aga f (wors1) > f (Topy2), SIS Ggr1 = Topr1 ja bryr = bx. Sama pohjendus, mis
esimesel sammul, tagab, et Q, N [agy1, bpi1] # 0. Veel leiame induktsioonieeldust
kasutades

b, —ap — 0
bk+1—ak+1=%+5:
b—a—9
B ok +0—9 5_()—&—(5 5
- > o= o O

Loigu [ag, bx] leidmiseks ehk k& iteratsioonisammu sooritamiseks on vaja kasuta-
da 2k funktsiooni f vaartust. Vordus annab protsessis £ — oo koondumise
br — ax, — 0, seejuures by, — ap > §. Kui miinimumiilesande (1) lahend on vaja leida
tdpsusega € > 0, siis voetakse § < ¢ ja itereeritakse kuni b, —a; < £, lahislahendiks
sobib suvaline punkt 16igus [ay, b].

Mdirkus. Meetodi kirjelduses esineb teatud ebasiimmeetria, mis seisneb selles, et
kui iteratsioonisammul tekib vordus f(zoxi1) = f(wors2), siis valitakse 16igus
lag, bx] vasakpoolne osaldik [agi1,br+1]. Tegelikult voib sellises olukorras votta
tikskoik kumma osaloigu, ikka €, N [aks1,brr1] # 0, sest pidades silmas f uni-
modaalsust, juhul xo,1, Topio € [, 8] sisaldab 16ik [ag. 1, bry1] lahendi zop 1 vOi
Tort2; kui aga f(2opt1) = f(Tory2) > xfeﬂ[iﬂb] f(x), siis zar11 € [a, ), Tapy2 € (B,0]

)

ja [agt1,bkt1] D [, B]. Programmeerimise seisukohalt tuleb valik dra méérata ja
pohitekstis kirjeldatud variant on adekvaatne.

Kui funktsioon f ei ole unimodaalne, siis ei saa garanteerida, et meetod annaks
miinimumiilesande (1) ldhislahendi. Selleks voib vaadata néiteks jargmist joonist:

Juba esimesel sammul valitakse 16igus [a, b] vasakpoolne osaloik, milles ei ole funkt-
siooni miinimumpunkti.

Loomulik on kiisida, miks ei tehta lihtsalt 16iku [a, b] pooleks nagu toimitakse
klassikalises 16igu poolitamise meetodis vorrandi f(x) = 0 lahendamisel. Vaatame
jélle joonist:
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S R

Q¢ ------

a+b

+---

2

b
Leides f(a), f a—2|—
tuste kohaselt. Seejuures on joonisel toodud funktsioon unimodaalne. Méargime,
et selles punktis kirjeldatud loigu poolitamise meetodil lahendatakse ligikaudselt
vorrandit f'(z) = 0 (kui f’ eksisteerib), mitte vorrandit f(z) = 0, ja tuletise
+b

>, f(b) ei ole maistlikku alust osaléigu valikuks nende véér-

lokaalseks iseloomustamiseks ei piisa f vadrtusest ithes punktis

3. Kuldloike meetod

Loigu [a, b] kuldloikeks nimetatakse tema sellist jaotust [a, z|, [x,b], kus

b—a:b—:v (3)

b—xz x-—a

ehk (b—2)? = (b—a)(x —a) (siin b— 2 > 2 — a)

a x b

voi [a, 2], [z, 0], kus
b—a z—a

= (4)

z—a b—2z
ehk (z —a)> = (b—a)(b—2) (siin z —a > b— 2).

a z b

Niisiis on loigus kaks kuldloike punkti, meie téhistustes vasakpoolne x ja parem-
poolne z.
Votame ajutiselt @ = 0, b = 1, siis kuldlike tingimus z jaoks on 2° = 1 — z

145

ehk 22 + 2 — 1 = 0, mille sobivaks lahendiks on z = 5 ~ 0.618. Siis
3—5 N . .
r=1—z= 5 ~ 0.382. Uldise 16igu korral avalduvad kuldloike punktid
3—+5H 5—1
r=a+ 2\/_(b—a), z:a+\/_2 (b—a),
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mida voib véljendada veel samavéarselt

x—a_?)—\/g z—a_\/g—l
b—a 2 7 b—a 2
Vahetu arvutamine néitab, et selliselt maaratud punktid = ja z rahuldavad kuld-

loike vorduseid ja .

Ulesanne 7. Tdestada, et kui = jaotab 16igu [a, b] kuldloikes nii, et b—2 > x —a
(ehk z on 16igu [a, b] vasakpoolne kuldloike punkt) ja z jaotab [a, b] kuldléikes nii,
et z—a >b— z (ehk z on 16igu [a, b] parempoolne kuldléike punkt),

a T z b

siis « jaotab 16igu [a, z] kuldloikes nii, et z — a > z — x (ehk z on 16igu |[a, 2]
parempoolne kuldloike punkt), ja z jaotab [z,b] kuldloikes nii, et b — 2 > z — z
(ehk z on [z, b] vasakpoolne kuldloike punkt).

Asume kirjeldama kuldloike meetodit. Olgu vaja lahendada iilesanne (1). Eel-
dame, et f on unimodaalne 16igus [a, b]. Olgu a; = a, b; = b. Votame 16igus [aq, b1 ]
kuldléike punktid 21, 21 nii, et a; < 21 < 21 < b;. Lelame f(z1) ja f(z1). Kui
f(x1) < f(z1), siis votame ay = aq, by = z1; kui aga f(z1) > f(z1), siis votame
as = x1, by = by. Funktsiooni f unimodaalsuse tottu . N [ag, by] # 0. Molemad
valikud annavad sama pikkusega eelisldigu [ag, by ja néiteks esimese valiku korral

\/52— 1(b1 )= \/52— 1

by —ag =2z —a; = (b—a). (5)

Uldise sammu kirjeldamiseks oletame, et on leitud [ag, b, milles votame selle
loigu kuldloike punktid xy, 2zx nii, et ap < xp < 2 < bg. Juhul £ > 2 on iiks
punktidest xy, z; eelmises 16igus [ax_1, by_1] juba leitud (iilesandep()hjal). Leiame
f(zx), f(zx), millest jéllegi iiks on juba eelmisel sammul kasutusel ja seetottu
nouab iteratsioonisamm ainult funktsiooni f iithe uue vaartuse arvutamist. Kui
f(zx) < f(zk), siis olgu [agi1, k1] = [ak, zx); kui aga f(xg) > f(2x), siis madrame
[ak+1,bki1] = [Tk, bg]. Funktsiooni f unimodaalsus tagab, et Q. N [agy1,bri1] #
(). Igal iteratsioonisammul ehk tileminekul iihe vorra suurema indeksiga loigule

korrutub eelmise loigu pikkus teguriga

k—1
V5 —1
2

siis on selles ka leitud iiks kuldloike punkt, mis on loomulik votta ldhislahendiks
Tr. Seejuures

ning vordust H arvestades saame

b — ar = (b — a). Kui l6ik [ay, by] jddb viimaseks, mille me leiame,

p(Zg, Q) < max{by — T, T, — ax} =
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= \/g_l(bk—ak): <\/g_1> (b—a)

2 2

k
5—1
ja lahislahend 7}, on leitud soovitud tapsusega € > 0, kui \/_2 (b—a)<e.

Paneme téhele, et seejures on funktsioonist f kasutatud k vaartust, sest kuigi
algloigus [aq, by] olevates kuldldike punktides leitakse kaks funktsiooni f véértust
ja jargnevates lisandub igas 16igus iiks uus f véértus, ei ole 16igus |ay, bx] enam
vaja f uut vadrtust leida.

Kui 16igus [a, b] on teada eelmisest 16igust iiks kuldloike punkt, kas xj voi zy,
siis teise leidmiseks on praktilistes arvutustes kaks voimalust:

V5 —1
2

1) kui xy on teada, siis arvutatakse z = a; + (br. — ax); kui z;, on teada,

3-5

(b, — ag);

siis T, = ap +

TRtz ap+ b
2 2

suhtes, arvutatakse vastavalt z, = aj + b, — x) VOI

2) arvestades vordust , mis véljendab siimmeetriat loigu

ar + by,

[ag, b] keskpunkti

T = ap + by — 2.

Ulesanne* 3. Péhjendada, miks praktilistes arvutustes arvutiga voib igal sammul
voimaluse [2)| kasutamise korral juhtuda, et mingi 6 > 0 korral p(Zy, Q.) > 0, kui
k — o00. See tahendab, et lahendit ei saa kuitahes tapselt leida.

Kuldloike meetodi esitatud kirjeldus on ebasiimmeetriline nagu loigu poolitamise
meetodki, sest f(x) = f(zx) korral valitakse 16igus [ay, bi] vasakpoolne eelisloik.
Loigu poolitamise meetodi juures tehtud mérkus on kohane siingi.

Vordleme veel 16igu poolitamise meetodit ja kuldloike meetodit efektiivsuse sei-
sukohalt. Nagime, et kuldloike meetodis

p(Tr, ) < (\/52_ 1) (b—a)= A

(tdhistame nii veahinnangut). Loéigu poolitamise meetodis, kui oleme joudnud 16i-
guni [ag, b], saame votta lahislahendiks &) = ay (VOi T = by), sest selles 16igus
teisi punkte me ei ole leidnud. Siis, arvestades, et § on véike isegi vorreldes soovitud
tapsusega, hindame
b—a—9 b—a
<
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Seejuures on meil kasutatud funktsiooni f 2k vaartust. Niisiis, vordse arvu kasu-
tatud f véartuste korral peame vordlema arve Agy ja By. Seega

Ay N b—a (V5 —1)? kN L
B_::< 5 ) (b—a)/ o :( 5 >~(O.764),

mis néitab kuldloike meetodi suuremat efektiivsust vorreldes loigu poolitamise
meetodiga.




§3. Mitme muutuja funktsioonide ekstreemumkohta-
de leidmine klassikaliste meetoditega

1. Uldised probleemid ja kitsendusteta iilesanded

Meenutame siin moningaid moisteid ja tulemusi, mida tavaliselt kasitletakse
analiilisi kursustes. Olgu 2 C R" lahtine hulk (erijuhul Q = R") ja f: Q@ — R.
Oeldakse, et f on diferentseeruv punktis z € €, kui eksisteerib vektor f'(z) € R"
nii, et

flz+h) = f(x) = (f'(z), h) + a(z; h),
a(x; h) . : n =

Iz — 0 ehk a(z;h) = o(||h]]), kui ||h|| — 0, seejuures h € R™ \ {0} voib
olla suvaline, mille korral z + h € Q (et 2 on lahtine, siis iga kiillalt viikese ||h||
korral see kehtib). Kirjutis (f'(z),h) téhistab skalaarkorrutist ruumis R", mille
asemel kasutatakse ka f’(z)h, pidades silmas, et f'(z) € L(R",R). Seejuures on
samastatud £(R" R) ja R". Kui f on diferentseeruv punktis z, siis

kus

f(z) = (g—]{l(x), ol gx{l (93)) =grad f(z) = Vf(x),

mille juures esimene vordus néitab, kuidas tuletist f'(z) on voimalik leida, vii-
mased kaks vordust aga tutvustavad erinevaid tuletise tdhistusviise. Margime, et
osatuletiste eksisteerimisest ei piisa funktsiooni diferentseeruvuseks juhul n > 2.
Analiiiisi kursusest on teada

Lause. Kui funktsioonil f on punktis x € R lokaalne miinimum voi lokaalne

 wy =0,

(2

maksimum ja f on punktis x diferentseeruv, siis f'(x) = 0 (ehk
i=1,...,n).

Niisiis on vaadeldavatel eeldustel osatuletiste vektori vordumine nulliga tarvilik,
ei ole aga piisav (ei ole piisav juba n = 1 korral, niiteks f(z) = 2*, = = 0).

Kui f on diferentseeruv igas punktis x € (2, siis voib vaadelda funktsiooni
'+ Q — R™ kus elemendile z € ) seatakse vastavusse f'(z) € R". Réikides

17
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selle funktsiooni diferentseeruvusest, on tema tuletis punktis = € € selline lineaar-
ne operaator (maatriks) f”(z) € L(R",R"), et

f'(x+h)— f(x)= f"(x)h + B(x; h),

Bx; h)
il
R" elemendid). Muidugi saab f”(z) olemasolu nouda juba siis, kui f on diferent-
seeruv punkti z timbruses. Analoogiliselt jitkates saab defineerida ka korgemat

jarku tuletised. Analiilisi kursusest on teada ka

kus — 0, kui ||h]| — O (siin on tuletist defineerivas vorduses koik liidetavad

Lause. Kui f on diferentseeruv punkti x € € imbruses, f' on diferentseeruv
punktis x, f'(x) = 0 ja (f"(x)h,h) > 0 iga h € R™ \ {0} korral, siis funktsioonil f
on punktis x lokaalne mitnimum. Kui lisaks diferentseeruvuse eeldustele f'(x) =0
ja (f"(z)h,h) <0 iga h € R"\ {0} korral, siis funktsioonil f on punktis z lokaalne

maksimum.
Niide. Antud on punktid ' € R, i = 1,...,m. On vaja leida z € R" nii, et
m

Z |z — 2'||* oleks minimaalne (siin || - || on eukleidiline, skalaarkorrutise poolt
i=1
madratud norm ehk 2—norm).

m

Vaatleme funktsiooni f(z Z |z —2'||, € R™. Veendume selles, et f'(z) =

=1
m

= 2Z(x —12'), z € R”. Saame

||x+h o[ - ZH%‘ o'||* =

INGERNNGE

(x—xi+h,x—xi+h)—ZHx—a:iHQ:

=1

I

(lz =2l + 2(= — 2", h) + | 2]1%) lefc 2'[|* =

1

;

kuSJuures alx;h) = ml|h||?* = 0(||h||) Tingimus f'(x ) = 0 on samavéirne sellega,

)

I
N

NE

(z —a"), h) +mlA]?,

1

eth—x zoehkmx—Zx —Oehkx——Zx = 2" (vitame kasutusele

1=1 i=1 =1
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elemendi z°). Lisaks sellele

flat+h) = fle)=2> (z+h—2a')—2) (z—1a')=2mh
i=1 i=1

ning B(x;h) = 0. See tahendab, et f“(x) = 2mlI (I téhistab iihikmaatriksit)
ja (f"(z)h,h) = 2m||h||*> > 0 iga h € R™\ {0} korral. Niisiis on z° lokaalne
miinimumpunkt. Tegelikult on z° ainus globaalne miinimumpunkt, mida saame
iildiste kaalutlustega pohjendada hiljem, kui oleme tutvunud teiste vahenditega
kumerate funktsioonide késitlemisel. Praegu voime aga tugineda Taylori arendisele
(sest selles tilesandes " = 0)

P+ h) = F(a) + FEOh+ (@O h) = F@) + 57 (0)h,h) > F(a)
iga h € R™\ {0} korral.

Ulesanne 8. Olgu f(z,y) = 2* — 2y + y> — 2z + v, (x,y) € R? Lahendada

( m)ln , f(z,y) ja (m)ax f(z,y), leides lahendid, kui need on olemas, ja toestades,
€R zy)€

et lahendit ei ole, kui see puudub.

2. Kitsendustega iilesanded

Vaatleme olukorda, kus f: R" — R ja lubatav hulk on
Q={zeR"|gij(x)=0,5j=1,...,m},

kus g;: R™ — R on antud funktsioonid. Siin tavaliselt (2 ei ole lahtine hulk ruumis
R"™.

Uldisem olukord oleks, kui f, gi: 4 — R, kus €; C R" on lahtine hulk ja
Q={r e |gjx)=0,5=1,...,m}, aga algne olukord £2; = R" on meie
késitluse jaoks kiillalt {ildine ning piirdume sellega.

Vaadeldaval juhul on miinimum- ja maksimumiilesannete uurimiseks olemas kiil-
lalt iildine vahend, Lagrange’i kordajate meetod. Moodustame funktsiooni

L(z,\) = Mo f(z +ZAJgJ

kus A = (Ao, A1, ..., Ap). Funktsiooni £: R — R (ka £: O x R™! — R)
nimetatakse Lagrange’i funktsiooniks. Vektori A komponente nimetatakse Lagran-
ge’i kordajateks (A on Lagrange’i kordajate vektor).

Vaatleme tilesannet

min f(x) voi max f(z). (1)

e z€eQ



20 §3. Mitme muutuja funktsioonide ekstreemumkohtade . ..

Teoreem 1. Olgu z* € R" iilesande lahend, f,g;, 7 = 1,...,m, pidevalt
diferentseeruvad x* timbruses. Siis leidub \* # 0 nii, et

oL
3%

(X)) =0, i=1,...,n (lihidalt L,(z*,\*) =0). (2)

Teoreem |[1] toestatakse tavaliselt mingis analiiiisi kursuses.

Lisame, et vorrandid (¢, A) =0,7=1,...,n, koos vorranditega g;(z) = 0,

)

j = 1,...,m, (mis on samavéiirsed vorranditega a(m, AN)=0,j=1,...,m)
J
annavad n + m vorrandist koosneva siisteemi
oL
z,A) =0, i=1,...,n,
5, Y 3)

gi(x) =0, j=1,...,m,

x*, \* otsimiseks, millel on kokku n +m + 1 komponenti. Kui (z*, \*) on siisteemi
lahend, kusjuures A* # 0, siis on sobivaks lahendiks ka (z*, ¢\*), ¢ # 0. Lahendi

voimaliku paljususe vihendamiseks lisatakse tavaliselt veel mingi normeerimistin-
gimus, néiteks ||A|| = 1 (levinuim 2-normis, s.t. Z)\jQ = 1). Kui on teada, et
§=0
lahendi korral A\j # 0, siis on iiks loomulik lisatingimus A\j = 1.
Stisteemi lahendamise tulemusena saab leida punktid z, mille hulgas on
teoreemi |1{ pohjal tilesande koik lahendid. Et teha kindlaks, kas oleme leidnud
iilesande lahendi, voib kasutada jargmist tulemust.

Teoreem 2. Feldame, et
1) fjag;, j=1,...,m, on kaks korda diferentseeruvad punktis x*;
2) (z*, \*) rahuldab ststeemi (@, kusjuures Ay = 0;
3) kehtib (Lyr(x*, N )h,h) > 0 iga h € R"\ {0} korral, mis rahuldab tingimusi
(f'(z"),h) <0, (gi(z"),h) =0,  j=1....m (4)

Siis x* on miinimumiilesande lokaalne lahend ja ta on lokaalselt iihene maini-
0°L

mupunkt. Siin Lo.(x,\) = ((9 5 (x, )\)) on stimmeetriline n X n maatriks,
LiOT ij=1

mida vaadeldakse L., (x, ) € L(R", R").

Enne toestust mérgime, et kui (L., (2", A*)h, h) > 0 h # 0 korral, siis A* # 0.
Selle pohjenduseks on, et A* = 0 korral £,,(z*, \*) = 0.
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Toestus®. Oletame vastuvéiteliselt, et ™ ei ole lokaalselt iihene miinimumkoht. Siis
on olemas jada 2% € Q, 2 # 2* iga k € N korral, nii, et 2F — 2* ja f(2*) < f(2*).
Seejuures kehtib gj(zk) =0,j=1,...,m (sest 2" € Q).

Esitame L
A
R

|

= 2" + te,
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§4. Gradientmeetodid

Alustame {ihest ildisest diferentseeruva funktsiooni kditumist iseloomustavast
asjaolust. Vaatleme funktsiooni f: Q — R, kus Q2 C R" on lahtine hulk. Eeldame,
et f on diferentseeruv punktis z € . Valime h € R", h # 0, ja moodustame
funktsiooni ¢(t) = f(x + th), t € (—4,0), mis on méératud sobivalt viikese 0 > 0
korral hulga € lahtisuse tottu. Siis ¢(0) = f(z). Tuletist defineerivast vordusest
f(x+th) — f(z) = (f'(x),th) + a(x; th) saame t # 0 korral

fla +th) — f(x)
t

Uhe muutuja funktsiooni ¢ tuletis ¢’(0) niitab ¢ kasvamise kiirust, kui argumen-
diga t hakata liikuma punktist 0 kasvamise suunas. Leiame

p(t) — 9(0) f(x +th) — f(x)

/ S . _ !/
¢'(0) = lim ; = lim ; = (f'(x), h),
t#0 t#0
sest
. th . th
lim A O‘(‘r’h Dl = o,
2t el

Seega on ka (f'(x), h) funktsiooni f kasvamise kiirus, kui liikkuda punktist z suunas
h. Teiselt poolt, Cauchy-Bunjakovski-Schwarzi vorratuses (siin kasutame 2-normi)

— I @RI < (), h) < I @A) (1)

vihemalt iiks vorratus on vordus parajasti siis, kui f'(z) ja h on lineaarselt sol-
tuvad. Eeldame, et f'(z) # 0 ja vaatleme koikvoimalikke elemente h € R", mil-
le korral ||h]| = ||f'(x)]|. Siis parempoolses vorratuses leiab aset vordus ehk
(f'(x), h) on maksimaalne parajasti siis, kui h = f'(x), ja vasakpoolses vorratuses
vordus ehk (f'(z),h) on minimaalne (f kahanemise kiirus on maksimaalne) pa-
rajasti siis, kui h = —f’(z). Niisiis on punktist z liikuma hakkamisel funktsiooni
f kahanemise kiirus maksimaalne, kui liikuda gradiendi vastassuunas ehk suunas
—f'(z). Siit saab idee iteratsioonimeetodiks tilesande Imnelél f(z) lahendamisel: kui

22
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lahend z;, on leitud (voib olla alglahend), siis jargmist ldhendit 2., voib otsida,
liikudes suunas — f’(xzy,).
Olgu f: R™ — R diferentseeruv. Vaatleme iilesannet m}%@n f(z).
TER™

Definitsioon. Iteratsioonimeetodeid zy.1 = x1, — apf'(x1), ap > 0, miinimum-
iilesande lahendamisel nimetatakse gradientmeetoditeks.

Definitsioon. Kui gradientmeetodis o > 0 méiratakse tingimusest
oy = af'(xx)) = min f(zy — af'(zr))

(suunas —f'(z;,) liigutakse seni, kuni joutakse funktsiooni f vihima védrtuseni
sellel suunal), siis radgitakse kiireima languse meetodist.

Gradientmeetodite koondumise uurimisel laheb meil vaja jargmist abitulemust.

Lemma (lemma jadkliikme hinnagust). Olgu f: R" — R selline, et mingi L korral
(kasutame 2-normi)

If'() = Wl < Lz —yll Vz,y eR", z#y

(tuletis rahuldab Lipschitzi tingimust). Siis Taylori arendises
fle+h) = f(z)+ (f'(2),h) + alz; h) (2)
e . L., .5
on jadkliige hinnatav |a(x; h)| < §||h|| :

Toestus. Newton—Leibnizi valemit kasutades saame

s=t

= f(z +th) — f(x).

s=0

/0 %f(:p+sh)ds = f(x + sh)

Leiame mitme muutuja liitfunktsiooni tuletist arvutades

d d
gf(:z:—irsh) ZEf(xl—l—shl,...,a:n—i—shn):

n

(x1 4 shy, ..., xp + shy)h; =

i=1 z;

— (f'(a + sh), ).

Eelnevate vorduste ja arendise pohjal

a(z;th) = f(x +th) — f(x) — (f'(x),th) =
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:/0 (f'($+sh),h)ds—/0(f'(if)»h)dsz
:/0 (F'(z + sh) — f'(x), h) ds.

Saadud vorduse alusel hindame (olgu t > 0)
t
(s th)] < [ 17+ sh) = )] ] ds <
0
t t Lt2
< [ zstnipas = zing? [ sds = S al
0 0 2

Lemmas véidetud vorratuse saamiseks votame ¢ = 1, aga lemma ja toestuses saa-
dud vorratused on tegelikult samavéarsed, sest kui lemmas véidetud vorratuses
votta h asemel th, on meil just toestuses saadud vorratus.

Lisame mirkusena, et kui f’ rahuldab Lipschitzi tingimust mingite eukleidilisest
normist erinevate normide korral, siis normide ekvivalentsus ruumis R" tagab ka
Lipschitzi tingimuse taidetuse 2-normi suhtes, muutuda voib kiill kordaja L.

Ulesanne 9. Téestada, et kiireima languse meetodis (Tps1 — Ty T2 — Tpp1) = 0,
s.t. kaks jarjestikust lilkumissuunda on ortogonaalsed.

Ulesanne 10. Tdestada, et kui f/(z;) # 0, siis kiireima languse meetodis leiab
aset f(wg1) < f(ap).

.. 1
Ulesanne 11. Olgu f(x) = 5 (Az,z) — (b,z), x € R", kus A on siimmeetriline

positiivselt médratud n x n maatriks ja b € R". Toestada, et selle funktsiooni
korral kiireima languse meetodi arvutuseeskiri on

2
T+l = T — %gk, g = f/($k> = AZL‘k — b

9k, gk

Ulesandes vaadeldavat funktsiooni nimetatakse ruutfunktsionaaliks. Lisame

1
mérkusena, et iga n x n maatriksi A korral (Az,x) = 3 (A + AT) x,x |, sest

(Az,z) = (% (A+ A) x,x) = % (Az,z) + % (z,AT2) = = ((A+ A") 2,2).

N | —

1
Seejuures on maatriks 3 (A + AT) siimmeetriline, sest (A + AT)T = A+ AT, See-

ga ei ole ruutfunktsionaalis maatriksi siimmeetrilisus kitsendav tingimus. Kiill on
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oluline positiivne masratus: on olemas v > 0 nii, et (Az,z) > 7 |z|* iga = € R®
korral.
Kiireima languse meetodis esineval iilesandel migl [z — af'(xg)) el tarvitse
a>

lahendit olla voi on seda tépselt raske leida. Seejuures on alati olemas f; =
in%f(a:k — af'(zr)). Meetodit, kus ag > 0 leitakse nii, et
a>

[l —apf'(z) < fi+0k, 0r =0, lim d, =0,

k—o00

nimetame ligikaudseks kiireima languse meetodiks. See on alati realiseeritav eel-
dusel, et f; > —oo. Kiireima languse meetod on iihtlasi ligikaudne kiireima languse
meetod, siis d;, = 0.

Teoreem 1. Kui f on alt tokestatud, ' rahuldab Lipschitzi tingimust ja ligikaudses

kiireima languse meetodis g O < 00, Siis klim f'(zx) = 0.
—00
k=1

Toestus. Kasutame lemmas saadud jaakliikme hinnangust tulenevat vorratust

o+ th) < f(a) + (7 (@), 1) + 2 ]

Votame selles © =z, h = f'(x1) ja t = —a, siis

fon = af o)) < flo + (~a+ 5o ) 17 @)

Selles vorratuses votame algul vasakul infiimumi {ile @ > 0, sinna saame f;;, seejirel
paremal infiimumi ile a > 0.

L
Vahepealses arvutuses olgu p(a) = —oz+§oz2, siis ¢’ (a) = =1+ Laja ¢'(a) =0

1 1
annab o = T Et ¢"(a) = L > 0, siis punktis o = T one vadrtus minimaalne ja
y 1 n L1 1
P\L)T T2 ar
Selliselt oleme joudnud vorratuseni

fi < fa) = 5 If @l Q

Kasutame niitid jarjest seda, et tegemist on gradientmeetodiga, seejarel ligikaudse
kiireima languse meetodiga ja 16puks rakendame vorratust . Seega

f(@r) = flar — arf' (@) < fi + 0k <



26 §4. Gradientmeetodid

1
< flan) = 57 1/ @) + 0. (4)
2L
Vorratusest (4)) saab vahetult f(zx4+1) < f(2x) + 6 ning seda korduvalt kasutades

f(‘rk-Hl—H) < f(xk—H) + 6k+z X
< f(@hrio1) + Okgic1 + g < ... <
< S

<f

Tg) + 0k + .+ O <
(2x) + > 05 (5)
j=k

Vorratuses ((5) votame vasakul iilemise piirvddrtuse i jargi, mis on ka tilemine
piirvaértus tervest jadast, niisiis

hm f(@pyizr) = hm f(l'k J (o) + 25 (6)

Vérratuses (@ votame paremal alumise piirvadrtuse, kusjuures arvestame seda, et

lim 25 = 0. Seega hm f(zg) < lim f(2), mistottu eksisteerib klim f(zk). See
—00

k—o0 k—o0

p11rvaartus on loplik, sest f alt tokestatuse tottu ei saa see olla —oo, aga vorratus
annab, et klim f(zg) < oo.
—00

Vorratusest saame

1F (@) II* < 2L(f () — f(@re1) + 60),

mille abil

0< lim [|f"(2)* < m £ ()| <
—00

k—o0

< 2L ’}LTI(}O(JC(%) — f(Thy1) +0k) =
= 2L lim (f(2x) — f(2r+1) + 0) =0, (7)

k—o00

seejuures on klim (f (xk) f(zk41)) = 0 saamisel oluline, et piirvadrtus lim f(xy)
— k—o0
oleks loplik. Niitid (7)) pohjal hm |f'(zx)]|* = 0 ehk hm f'(zx) = 0.

Teoreem [1l on toestatud.

Mirkus. Vaikimisi eeldasime toestuse kdigus, et L > 0. Kui L = 0, siis f'(z) =0
iga x € R" korral, f on konstantne funktsioon ja miinimumiilesande lahendamist
ei ole motet uurida. Toestus kiill sel juhul ei kannata, sest me voime L = 0 asemel
votta positiivse kordaja.
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rahuldab
—c,e>0

Ulesanne* 4. Toestada, et kui f: R® — R on alt tokestatud ja f’
2
Lipschitzi tingimust kordajaga L, siis valides gradientmeetodis oy = I
1
on viike (erijuhul oy = Z)’ kehtib klim f'(zx) = 0.
—00

Teoreemannab tehtud eeldustel kiill koondumise f’(z;) — 0, aga mitte veahin-
nangut ja meetodi enda ehk jada xj; koondumist miinimumiilesande lahendiks.
Selliste tulemuste saamiseks eeldame funktsioonilt f rohkem, milleks vajame mo-
ningaid moisteid.

Funktsiooni f: R"™ — R nimetatakse kumeraks, kui iga =,y € R", x # y, ja iga
A € (0,1) korral

fz+ (1= Ny) <Af(x)+ (1 =N f(y)

Funktsiooni f: R™ — R nimetatakse rangelt kumeraks, kui iga x,y € R", x # vy,
jaiga A € (0,1) korral

fz+ (1= Ny) <Af(z)+ (1= A)f(y)
Funktsiooni f: R" — R nimetatakse tugevalt kumeraks, kui eksisteerib v > 0
nii, et
FOz + (1= Ny) < Af(x) + (1 =X fy) = A1 = N7llz =yl

iga z,y € R*, x # 5, jaiga A € (0,1) korral.
Definitsioonidest on selge, et tugevalt kumer funktsioon on rangelt kumer ja
rangelt kumer funktsioon on kumer. Teistpidised jareldused ei kehti.

Ulesanne 12. Téestada, et funktsioon f(x) = (z,z), z € R", on tugevalt kumer.

Ulesanne 13. Téestada, et kumera funktsiooni iga lokaalne miinumumkoht on
tema globaalne miinimumkoht. Jareldada sellest, et rangelt kumeral funktsioonil
saab olla iilimalt iiks miinumumkoht.

Teoreem 2. Kui f on tugevalt kumer ja f rahuldab Lipschitzi tingimust, siis
tilesandel mIiRn f(z) on olemas iihene lahend x* ja kiireima languse meetodi korral
me n

kehtivad vorratused
(f(x0) — f(z*))d",
(f(xo) — f(2*))q",

flxr) — f(@")

o — 2"* <

/A

2=

2
kus g = 1 — % (v ja L on arvud vastavalt [ tugeva kumeruse vorratusest ja f'

Lipschitzi tingimusest).
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Toestus. Toestame, et funktsioonil f on olemas miinimumpunkt. Fikseerime su-

9 _
valiselt xg € R". Olgu f; = | mir”1 1f(y) jar = maX{Q,M}. Olgu
Yy—xo||= Y
1

z € R" selline, et ||z — z¢|| > r. Votame A = e Et r > 2, siis ||z — zo|| > 2
zZ — X

1
ja A€ (0, 5} . Funktsiooni f tugev kumerus annab

Fz+ (1= Nao) S Af(2) + (1= A)f(z0) = ML = A)yllz — @],
sellest
fl@wo + Az = @0)) = flwo) + ML = Az = 2ol < A(f(2) = f(x0)).  (8)
Vaérratuse vasakul poolel f(xg+ A(z — xg)) = fi, sest || A(z — xg)|| = 1, peale
selle hindame 1 — \ > 3 seejérel ||z — xo|| = r abil
1

ML= Az = 2ol > 5

1
M|z — x| = 37

2(f (o) — f1)
—7 )
seeparast %fyr > f(xo) — fi. Niisiis saame vorratuse vasakut poolt alt hinnata
arvuga 0 ja seepdrast f(z) = f(zo). Selle tottu Zlerllan f(z) = inf  f(z). Funkt-

[z—zoll<r

kus jéllegi kasutasime vordust A||z—xo|| = 1. Niitid r valiku tottu r >

sioon f saavutab keras B(zg,7) = {z € R" | ||z — zo|| < 7} Weierstrassi teoreemi
pohjal miinimumi, selle tdhistame z*. Miinimumpunkti {ihesuse tagab funktsiooni
f tugev kumerus.

Teoreemi (1| toestamisel saadud vorratuses on antud juhul ép = 0, seega
praegu

1
f(@pg1) — flag) < _ﬁnfl(ka' (9)
Tugeva kumeruse vorratusest
SO+ (1= Nag) < Af(2) + (1= X f(xr) = A1 = A)yflag — 2|
ehk

flon 2 Mo —0) T8 & a) — fa) = (1= Al o

saame piiril A — 0 vorratuse

(f'(@e), 2" —2x) < f(@") = flan) = Yo — 2|
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(mérgime, et me arvutame punktis x; tuletise suunas z* — xy; teistes terminites
arvutame Gateaux’ tuletise, mis avaldub Fréchet’ tuletise kaudu, sest Fréchet’
mottes dife-
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§5. Kaasgradientide meetod

1. Ruutfunktsionaali minimiseerimine kaasgradientide mee-
todiga

1
Olgu antud ruutfunktsionaal f(z) = §(A:E,x) — (b,z), z € R", kus A on siim-

meetriline positiivselt madratud n x n maatriks ja b € R". Maatriksi A positiivne
méiiratus (eksisteerib v > 0 nii, et (Az,z) > v||z|* iga + € R" korral) tagab, et
A on podratav, sest kui Ax = 0, siis x = 0. Seepérast on olemas parajasti iiks
z* € R™ nii, et Az* =b (2" = A™'b). Siis

fla) = (A7)~ (b.7) =

1
:§(A(x—x*+x*),x—:c*+x*)—(b,x—x*+x*) =

= 1(A(gz: —x"),xr—x")+ (A(x — x¥),2") + %(Ax*,a:*) -

2
— (b7:p — {L‘*) — (b,$*> =
_ %(A@ —2*),x — 2) + f(zY),

kus kasutasime vordust (A(x —z*),z") = (x — 2", Az™) = (z — 2™, b) = (b,x — z¥).
Arvestades niiiid, et (A(z —2%), x —2*) > v||z — 2*||?, nieme, et f(x) > f(x*), kui
x # x*. Niisiis saavutab ruutfunktsionaal oma miinimumi parajasti iihes punktis
r* = A"
Ruutfunktsionaali f tuletis avaldub f'(x) = Az — b, sest
1 1
fla+h) = f(z) = S(A@ +h),x +h) = (be +h) — S (Az,2) + (b,2) =
1
= (Az — b, h) + E(Ah’ h)

1
ja a(z;h) = =(Ah,h) < §||A||||h||2 = o(||h]]) (siin (Ah,h) ja a(x;h) on mittene-

1
2
gatiivsed).

30
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Mérgime veel, et (Ax,y), z,y € R", on skalaarkorrutis ruumis R", selle tagab A
stiimmeetrilisus ja positiivne méératus. Kasutatakse téhistust (z,y)4 = (Ax,y) ja
radgitakse A-skalaarkorrutisest.

Asume kirjeldama kaasgradientide meetodit ruutfunktsionaali korral. Olgu an-
tud zo € R", lelame gy = Axo—0b (tuletis, gradient punktis z), zo = —go (gradiendi
vastassuund). Kui go = 0, siis g = 2" ja miinimumiilesanne on lahendatud. Ole-
tame, et T, gi, zx on leitud, seejuures x; on punkt, kus asutakse, g, = Az, — b
on gradient, samuti jadkliige vorrandi Ax — b lahendamisel, z; on liikumissuund
punktist x; valjumisel. Eeldame, et z; # 0. Leiame funktsiooni f(zj + az) miini-
mumkoha, vaadeldes o argumendina. Arvutame

1
flre + az,) = §(A(xk + az), xp + azg) — (b, xp + azy) =

= %(A:L‘k,l‘k) + oAz, zx) + %aQ(Azk, 2k) —
= (b, 2p) — a(b, z) = p(a),
kus argumendist a soltuva funktsiooni jaoks kasutame tahist . Siis
o' () = (Azg, zx) — (b, z) + a(Azg, 21,) =

= (Azy — b, z) + Az, 2) =
= (gk, Zk) + Oé(AZk, Zk) =0

— z
parajasti siis, kui o = M Lisaks ¢"(a) = (Azp,z;) > 0, mis iitleb, et
(AZk, Zk)
— z
o = M on miinimumkoht. Madrame
(Azk, Zk)
Gk, 2k
Tt1 = T + 2 = T — ﬁzm (1)
g1 = f'(2p41) = Az — b (gradient, jadkliige),
Zk+1 = —Gk+1 T Ve 2k,
Az
kus v = M; siin 2,1 on punktist xy, 1 valjumisel liitkumissuund, mis on

(Azka Zk)
gradiendi vastassuuna —gg, 1 korrigeeritud suund.

Ulesanne 14. Téestada, et nullist erinevad paarikaupa ortogonaalsed vektorid on
lineaarselt soltumatud. Formaalselt: kui x; # 0, k = 1,....n, (zx,x;) =0, k # j,
siis xp, k= 1,...,n, on lineaarselt soltumatud.

Teoreem. Kui ruutfunktsionaali korral ldhendid xy, on leitud kaasgradientide mee-
todil, siis leidub k < n nii, et x, = x~.
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Toestus. Alustame abiarvutustega.

1) néeme, et

(Azk‘-f—l) Zk) - (zk‘-i-la AZk) -
= (—Gr+1, Azi) + Ye(2k, Azi) =

LAz
(e, Az) + %( Az) =0,

mis tahendab, et vektorid zx ja 2.1 (jarjestikused liikumissuunad) on ortogonaal-
sed A-skalaarkorrutise suhtes;

2) veel saame

A(Ek+1 — b Zk)
A([Ek —|— ozkzk) — b Zk)

(Grr1521) = (
= (
(Al‘k — b Zk) + Oék(AZk, Zk)
= (

—( 9k, 2k)
“\GkaZk) (4 —0:
gk:7zk> (AZk,Zk)( 2k, Zk) 07

3) kasutades jargnevas tulemust osas [2)|ja z; leidmise reeglit, teisendame

—(9k,26)  —(Gr, =Gk + Ve-12k-1) _

o= (Azp, ) (Az, 21)
_ Ngel® = v-1(gm 2i-1) _ llgwll®
(Azka Zk) (Azka Zk) 7

millest ndeme, et oy > 0, kui gy # 0 (iildiselt eeldasime, et z;, # 0);

4) kasutades niiiid [1)|ja samuti z; ja g, vahekorda, arvutame

(Gr+1, 9%) = (ATpy1 — b gr) =
= (A(xg + arzr) — b, gr) =
= (Azxy — b+ Az, gx) =
= (g + axAzi, gr) =
= [lgrll* + an(Az, gr) =
= [|gxl|* + an(Azi, — 21 + Yim126-1) =
= llgkll? = cn(Az, 21) + i1 (Azi, z5—1) = 0,

millega oleme néidanud, et naabergradiendid ehk jaakliikmed on ortogonaalsed
tavalise skalaarkorrutise suhtes;
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5) jargnevalt nditame, et (gx, ;) = 0, k # i, ja (Az, z;) = 0, k # i, ehk punk-
tides |1)| ja 4)| saadud ortogonaalsused leiavad aset koikide erinevate indeksitega

vektorite vahel. Voime eeldada, et ¢ < k. Deklareeritud véited toestame indukt-
siooniga. Induktsiooniskeemi iseloomustab joonis

A

(3.2 (4,2
2,1 (3,1 @1

(1,0) (2,0) (3,0) (4,0)

milles diagonaalil toodud indeksipaaride (k, k—1) korral on viited toestatud. Skee-
mis liigume veergude kaupa paremale, igas veerus iilevalt alla, kasutades eelmis-
te indeksipaaride korral toestatud ortogonaalsusi. Sisuliselt jarjestame indeksite
paarid lineaarselt liikumisskeemi kohaselt, et teostada induktsiooni. Toestame in-
deksipaari (k + 1,4) korral molema vektoripaari ortogonaalsused, seejérel liigume
jargmise indeksipaari juurde induktsiooniskeemi kohaselt.

a) arvutame (lisades vahele selgitusi eelneva vorduse kohta)

(Gk+1,9:) = (g + aAzy, g;) =
Jgis1 = Ay — b = Ay, + ogz) — b=
= Azp — b+ apAzp = g + aAzy/
= ay(Azy, g:) =
/(gk,9;) =0 eelmises veerus/
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