Sissejuhatus finantsmatemaatikasse Toomas Raus

1. Intressid

1.1.Liht- ja liitintressid. Investeeringu niiiidis- ja tulevikuvéiirtus.
Intresside arvestamisel on kasutusel kaks metoodikat:

a) Lihtintress (simple interest)
b) Liitintress (compound interest)

Lihtintresside meetodi korral tehingu pohisumma, mis teenib intresse, ei muutu kogu
tehinguperioodi jooksul. Lihtintresse kasutatakse peamiselt alla aasta kestvate tehingute
korral.

Liitintresside puhul ei maksta intresse arvestusperioodi 10pul vilja, vaid need lisatakse
tehingu pohisummale. Jirgneval perioodil on intresse kandvaks summaks juba
pohisumma koos eelmiste arvestusperioodide intressidega.

Lihtintresside arvutamine

Olgu

P - intressi kandva tehingu pohisumma (principal); nimetatakse ka tehingu nimivaartuseks
(face value) voi nominaaliks (vdlakirjade puhul) (nominal) ,

I - intressiméir iihe aasta kohta chk aastaintressimaér (annual / yearly) rate of interest),

t - tehingu kestus ehk periood aastates (time period in years),

| - teenitav intress (amount of interest earned).

Siis tehingu teenitav intress lihtintresside korral leitakse vastavalt valemile
| =P*r*t. (1.1)

Niide 1.1. Pank andis Matile iiheks aastaks laenu 5000 EUR-1 intressimdiraga 8%. Kui suure
summa pidi Mati pangale tagasi maksma?

Vastus: Laenu intress on | =5000*0,08*1 =400 ning tagasimakstav summa on
5000+400=5400 EUR.

Pohimotteliselt voib intresside arvestamise perioodiks olla iihe aasta asemel ka mingi muu
ajavahemik, nditeks pool aastat, kolm kuud ehk kvartal, iiks kuu jne. Samuti vdib tehingu kestus
olla antud pédevades. Siis tuleb valemi (1.1) kasutamiseks péevad teisendada aastateks valemi

t=—,
K
jargi, kus N on tehingu kestus pdevades ja K arvestuslik pdevade arv aastas. ( K=360 voi
K=365). Eesti kommertspankades kasutatakse siisteemi 365/360, mille korral arvestatakse, et
aastas on koik kuud 30 pdeva pikkused, st pdevade arv aastas K = 360 ja N madramisel vetakse
arvesse tépne tehingu pievade arv, s.t. aastas (ka lisaaasta korral) on 365 paeva.
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Kui tehingu algus- ja I6ppkuupéev on teada, saame leida selle tépse ajalise pikkuse paevades.
Tavaliselt voetakse tehingu pdevade lugemisel arvesse tehingu alguskuupdev, kuid ei voeta
arvesse tehingu I6ppkuupéeva.

Kui intressimadr ja tehingu kestus on antud erinevate ajaiihikute korral, siis tuleb valemi (1.1)
rakendamiseks eelnevalt teisendada need suurused nii, et nad vastaksid samale ajaiihikule.
Naiteks kui intressiméér on antud kuu kohta ning tehingu pikkus on kvartalites, siis tuleb kas
a) tehingu pikkus esitada kuudes voi b) intressimédr kvartali kohta.

Niide 1.2. Mati solmis pangas laenulepingu 3000 EUR laenu saamiseks 10.jaanuarist kuni

30.maini kuise intressimddraga 1.5 % Kui suure summa peab Mati pangale tagasi maksma
(stisteem 365/360)?

Vastus. Laenulepingu pédevade arv on 22 (jaanuar) +28(veebruar)
+31(mirts)+30(aprill)+29(mai)=140 ning intress on
0.015

| = 3000*140*? =210 EUR ning tagasimakstav summa on 3210 EUR.

Kui tehinguperioodi viltel intressimddr muutub, tuleb kogu periood jaotada osaperioodideks,
mille véltel intressimédr on konstantne, arvutada intress iga osaperioodi kohta eraldi ja tehingu
intressiks on siis osaperioodide intresside summa.

Liitintresside arvutamine

Intressi lisamist intresside arvestamise perioodi algul olevale summale nimetame edaspidi
kapitalisatsiooniks (compounding v&i conversion), ajaperioodi, mille 13pus toimub
kapitalisatsioon, nimetame kapitalisatsiooniperioodiks (compounding period). Liitintresse
kasutatakse peamiselt keskmise kestusega ja pikaajalistes tehingutes.

Olgu

P - investeeringu pohisumma (nimivédrtus, nominaal),

I - intressimddr kapitalisatsiooniperioodi kohta (periodic rate of interest),

n - kapitalisatsiooniperioodide arv (hnumber of compounding periods),

S - investeeringu tulevikuvéartus ehk tdhtpaevavaartus (future value or maturity value).

Siis
S=P*@1+1i)", (1.2)

| =S—-P=P*(1+i)"-1). (1.3)

Periood Pohisumma kap. Kap. perioodil Teenitud summa
perioodi algul teenitav intress kap. perioodi 16pul

1. P Pi P(L+1)
2. PL+1) P@L+1i)i PL+i)?
3. P(L+i)? PL+i)%i PL+i)®
4. P@A+i)® P@A+i)’i P@A+i)*
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Niide 1.3. Mati pani investeeris 10000 EUR 2,5 aastaks poolaasta intressimédraga 15,5%.
Milline on investeeringu tulevikuvaartus ning saadav intress?

Lahendus. P =10000, n=5, i =0,155. Kasutades valemeid (1.2), (1.3) saame

S =10000(1+ 0,155)° = 20554,64 EUR.

| =S —P =10554,64 EUR.

Investeeringu, tehingu tulevikuviirtus (tdhtpdevavaartus) (future value, maturity value) on
olevikus investeeritud rahasumma vairtus tulevikus tehingu 16ppedes.

Investeeringu, tehingu niiiidisvadrtus ehk praegune véirtus (present value) on tulevikus
saadava rahasumma vaértus tdna (investeerimise paeval).

Kui on teada investeeringu tulevikuvéirtus S , siis saame investeeringu niitidisvaartuse P leida
vastavalt valemile
S

P>

Niiiidisvaartuse leidmist valemiga (1.4) nimetatakse diskonteerimiseks liitintresside meetodiga
ning suurust P nimetatakse tulevikuvdartuse S niiiidisvidrtuseks ehk diskonteeritud

véddrtuseks (net present value). Suurust (1+i)™" nimetatakse diskontoteguriks.

Majanduses, kus raha kasutamise eest tuleb tasuda intressi, on iga rahasumma antud
intressimééra suhtes vaadeldav muutuvana ajas, sest igal erineval ajahetkel on vastav intress
erinev. Raha véirtust vaadeldaval kuupdeval nimetatakse raha ajavidirtuseks (time value of
money) ehk dateeritud viidrtuseks.

Antud rahasumma koiki ajavddrtusi loeme omavahel ekvivalentseteks (finantsilise
ekvivalentsuse printsiip). Finantsilise ekvivalentsuse printsiipi kasutades on voimalik
kokkulepitud maksed asendada kas {iihe ekvivalentse maksega voi uue ekvivalentse
maksegraafikuga.

Niide 1.4. 15 kuud tagasi laenas Mari Jiirilt rahasumma, mille ndustus tagasi maksma kahe
osamaksega: 800 EURIi 21 kuud peale laenu votmist ja 500 EUR1 30 kuud peale laenu votmist.
Téna palus Mari, et lubatud kaks makset asendatakse {ihe maksega pdrast 2 aasta moddumist
laenu votmisest. Millise summa peaks Mari tagasi maksma, kui turul valitsevaks
nominaalintressimééraks on 14% iihe kapitalisatsiooniga igas kvartalis.

Lahendus. Kuna igas kvartalis on iiks kapitalisatsioon, siis 1 =14%/4 =3.5%. Leiame kahe
osamaksega ekvivalentsed maksed 9 kuu pérast (15+9 kuud = kaks aastat pérast laenu andmist).
Esimese osamaksega ekvivalentne makse (24 kuud -21 kuud = 1 kvartal):

E, = P(1+i)" =800(1+0,035)* =828 EUR-i. Teise osamaksega ekvivalentne makse ($$-24

kuud = 2 kvartalit)
S 500

El = - = 7
@+i)" (@+0,035)
Seega Mari peaks iihekordse maksena Jiirile tagasi maksma 828+466,76 = 1294,67 EUR-i

= 466,76 EURI.

Lihtintresside meetodi korral leitakse tulevikuviartus vastavalt valemile
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S=P*@1+r*t)
ning niitidisvéaértus vastavalt valemile

S
l1+r*t,

P

Nii nagu lihtintresside korral, antakse ka liitintresside korral intressiméér tavaliselt iihe aasta
kohta. Aastaintressimédra nimetatakse ka nominaalseks intressimddiraks ehk nominaal-
intressiméiraks (nominal rate of internest / nominal interest rate) ja tdhistatakse edaspidi
stimboliga j. Kui m on kapitalisatsioonide arv aastas, i intressimdar kapitalisatsiooniperioodi
kohta, siis aastane intressimair leitakse vastavalt valemile

j=i*m.
- tm
J
S=P*|1+— 1.5
(+mj (L5)

Tulevikuvaértus S suureneb, kui iiks parameetritest P, j,t,m suureneb.

Niide 1.5. Tehti investeering 1000 EUR viieks aastaks nominaalse intressimééraga 12%.
Kui suur on investeeringu tulevikuvairtus, kui kapitalisatsioon toimub

a) ks kord aastas, b) kaks korda aastas, c) iga kvartal d) iga kuu .
Lahendus. P =1000, t =5, j =0,12. Kasutame valemit (1.5). Saame

a) S =1000(1+0,12)° =1762,34

b) S =1000(1+0,12/2)* =1790,85
c) S =1000(1+0,12/4)® =1806,11
d) S =1000(1+0,12/12)® =1816,70

Paneme téhele, et kapitalisatsiooniperioodi sageduse suurendamine toob endaga kaasa
investeeringu tulevikuvéirtuse suurenemise.

tm
Valemi S = P*(1+ i) saame kirjutada kujul
m

m "
]

S=p* [1+ij'
m

S=prel, (1.6)

Minnes piirile m — oo saame

Kui investeeringu tulevikuvaartust (ja intressi | =S — P ') arvutatakse valemi (1.6) jérgi, siis
vastavat intressimééra nimetatakse pidevaks annualiseeritud intressimiéraks.
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Niide 1.6. Leida niites 5 antud tingimustel investeeringu tulevikuvairtus pideva
intressimééra arvutusreegli kohaselt.

Lahendus. S =1000exp(0,12*5) =1822,12.

Ekvivalentsed intressimiérad ja efektiivne intressimééir

Erineva sagedusega nominaalsed intressiméérad on ekvivalentsed, kui sama nimivéirtus teenib
nende midradega sama suurt intressi.

Efektiivseks intressimiiraks ehk efektiivintressi maaraks (effective interest rate) nimetatakse
nominaalset intressimédra, mille jargi arvestatud intressid lisatakse nimivéértusele 1 kord aasta
10pus.

Efektiivset intressimddra tdhistame edaspidi siimboliga f. Vaatleme, kuidas leida antud
kapitalisatsiooniperioodi intressile i vastavat efektiivset intressimééra f.

Olgu

P - investeeringu nimivéirtus,

m - kapitalisatsiooniperioodide arv aastas,

Siis intressimddraga f investeeritud summa P tulevikuvéértus 1 aasta parast on P*(1+ f)

Intressiméadraga i investeeritud summa P tulevikuvéértus 1 aasta parast on aga P*(1+i)"
Vordsustame niitid f leidmiseks saadud tulevikuvéértused ja avaldame sellest f: Saame

f=@+i)" -1. (1.7
Uldjuhul, kui S on investeeringu tulevikuviirtus ning t on investeeringu kestus aastates, siis
efektiivne intressimaar f leitakse vorrandist

S=PL+f).

Naide 1.7. Kui suur efektiivne intressiméér vastab nominaalSele intressimééirale 18%, mille
jérgi arvutatud intressid lisatakse iga kuu 16pul?

Lahendus. Kuna j=18% ja m=12, siis i =18%/12 =1,5% kuu kohta ning
f =@+i)" —1=(1+0,015)* —1) ~ 01956 =19,56%

1.2. Annuiteet ja perpetuiteet

Annuiteediks (annuity) nimetatakse perioodiliste laekumiste (sisse- vai véljamaksete) jada,
mis koosneb vordsete ajavahemike tagant toimuvatest vOrdse suurusega rahasummade
laekumistest ehk osamaksetest.

Ajavahemikku kahe jarjestikuse osamakse vahel nimetame annuiteedi makseperioodiks
(payment period / payment interval), ajavahemikku annuiteedi esimese makseperioodi algusest
kuni viimase makseperioodi 10puni nimetatakse annuiteedi tihtajaks (term of annuity).
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Annuiteedi osamaksed toimuvad tavaliselt makseperioodide 16pus (tavaannuiteet, harilik
annuiteet (ordinary annuity). Kui aga osamaksed toimuvad makseperioodide algul, siis sellist
annuiteeti nimetatakse avanssannuiteediks (annuity due).

Olgu

n - annuiteedi makseperioodide arv (number of payment intervals),

R - annuiteedi osamakse suurus (size of periodic payment).

p - intressimdr annuiteedi makseperioodi kohta (interest rate per payment period),

I - intressiméddra kapitalisatsiooniperioodi kohta (interest rate per compounding (conversion
period)) (nagu varemgi).

Annuiteedi tulevikuvidrtuseks (amount of annuity) nimetatakse selle kdigi osamaksetega
ekvivalentsete maksete summat annuiteedi téhtaja IGpus.
Kui kapitalisatsiooniperioodide sagedus iihtib makseperioodide sagedusega (s.t. p=i , siis

annuiteeti nimetatakse lihtsaks annuiteediks (simple annuity).
Lihtsa annuiteedi tulevikuvaartus leitakse vastavalt valemile

S = R((le)n_lJ . (1.8)

Valemi (1.8) selgitus: Esimene osamakse (esimese perioodi 16pul) teenib intressi n —1 perioodi
jooksul ning selle tulevikuvértuseks on R(L+ p)™™,

Teine osamakse teenib intressi n—2 perioodi jooksul ning selle tulevikuvdirtuseks on
RL+p)™,

(n=1) - ne osamakse teenib intressi 1 perioodi jooksul ning selle tulevikuvairtuseks on

R+ p),

viimane osamakse enam intressi ei teeni ning selle tulevikuvéartuseks on R.
Kokku saame kasutades geomeetrilise jada summa valemit

S=R@+p)"" +R@+p)"* +...+ R+ p)+R = R(—(“ pp)n _1],

Tavaannuiteedi niudisvairtuse saame leida vastavalt valemile

P= R(—l_(l; p)” J

Niéide 1.8. Mati on maksnud kolme aasta jooksul iga kuu 16pus oma investeerimiskonto
pangaarvele 300 EUR, mis teenib intressi nominaalse intressimédiaraga 9% kapitalisatsiooniga
iga kuu 16pus. Milline summa on tema arvele kogunenud?

Lahendus. Et R =300, p=9%/12 =0,75%, n =36, siis

n %6
s gl L+P) =1)_ 50 +0075)* -1 1234581
D 0.075
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Laenu kustutamine vordsete osamaksetena. Kui voetakse laenu iihekordses summas P ning
laenu makstakse tagasi vordsete osamaksetena, siis annuiteedi niilidisvddrtuse valemi pdhjal
avaldub osamakse suurus R

_ P

R=P .
((1—(1+ p)" )j

Kogu laenu kustutamiseks kuluv nominaalne rahasumma on nR, ning nominaalne koguintress
on | =nR-P.

Laenujdak L, parast k-ndat osamakset on
L, =S¢ (P)—S,(R),

kus S, (P)= P(l+ p)k on laenatud summa tulevikuvéirtus k-ndal perioodil ning

s, (R)= L+ P -1

on esimese k osamakse tulevikuvéirtus peale k-ndat makset .

Saame leida ka k-nda osamakse jaotuse — milline on laenu pdhiosa kustutamiseks kuluv osa
ning milline on intress. Intressi maksmiseks kuluv osa on leitav valemiga

I = pLy 4
ning laenu nimivairtuse kustutamiseks kuluv osa on
d, =R-1I,.

Et L, =P ning L, =L, —d,, siis saame neid valemeid kasutades rekursiivselt k =12,...n

korral arvutada iga perioodi jaoks pohiosa kustutamiseks ja intressi tasumiseks kulunud osa.

Perpetuiteet ehk igavene annuiteet

Mitmetel juhtudel pole annuiteedi kestus teada voi see on viga pikaajaline. Sellisel juhul on
moistlik vaadelda tdhtaega l0pmatuna, st eeldada, et annuiteet sisaldab ldpmata palju
makseperioode. Naiteks fond, mis on loodud iga-aastase fikseeritud summaga teaduspreemia
viljamaksmiseks.

Annuiteeti, mille tdhtaeg on 10pmatu, st sisaldab ldpmata palju osamakseid, nimetatakse
igaveseks (ka tiahtajatuks voi loputuks) annuiteediks ehk perpetuiteediks (perpetuity).

Perpetuiteedi niitidisvéartus
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p_R

AN (1.9)
p

Niide 1.9. Kultuuriministeerium soovib asutada fondi, mille arvelt saaks aasta parimale
nditlejatele maksta aastapreemiat. Kui suur peaks olema fondi algkapital, kui fondis paiknev
raha teenib intressi nominaalse intressiméddraga 10% kapitalisatsiooniga iga aasta 1opus ning
aastapreemia suurus on 3000 EUR?

Lahendus: p=10% =0,10, R =3000. Jarelikult
_ R _ 3000
p 010

=30000.

1.3. Inflatsioon ja reaalne tulevikuvéirtus

Tehingu reaalse efektiivsuse arvutamisel tuleb arvestada raha ostujdu muutumist ajas. Kui raha
ostujoud kahaneb ajas ehk kaupade hinnad tdusevad, siis on tegemist inflatsiooniga (inflation),
kui aga raha ostujoud ajas kasvab ehk kaupade hinnad langevad, siis on tegu deflatsiooniga
(deflation). Mairkigem, et igapdevaeclus on siiski peaaegu alati tegemist inflatsiooniga,
deflatsiooni esineb suhteliselt harva vaid teatavat tiiiipi majanduslanguse tingimustes.

Vaatleme arvulist néitajat, mis voimaldab raha ostujou muutust ajas arvesse votta. Selliseks
arvuliseks néitajaks tildnimetusena on hinnaindeks | (price index) , mis nditab mitu protsenti

moodustab vaadeldava ajahetke hinnatase mingi muu ajahetke hinnatasemest.

Hinnaindeks arvutatakse alati teataval ajahetkel kehtinud hinnataseme suhtes; nimetatud
ajahetke (vO1 ajaperioodi) nimetame hinnaindeksi arvutamise baashetkeks. Oletame, et 1.
jaanuar 2005 on vodetud hinnaindeksi arvutamise baasiks. Kui soovime teada, milline on
hinnaindeks 1. jaanuaril 2007, siis arvutatakse teatava kaupade ja teenuste ostukorvi hind V1
2005. aasta 1. jaanuari seisuga ning sama ostukorvi hind V2 2007. aasta 1. jaanuari seisuga.
Otsitav hinnaindeks on siis
I, =100\$
1 (1.10)

Inflatsioonimdidraks (rate of inflation / inflation rate) nimetatakse hindade suhtelist
juurdekasvu protsentides kindla ajavahemiku jooksul. Seega inflatsioonimdar h avaldub
valemiga

h=1,-100 (1.11)

Esitatud arutluse pohjal saame kirja panna ka valemi rahasumma reaalse tulevikuvéartuse
arvutamiseks. Olgu S rahasumma nimivéartusega P nominaalne tulevikuvdirtus n aasta
moodudes;

C rahasumma P reaalne tulevikuvaartus (real future value), st tulevikuvaértus, kus inflatsioon
on arvesse voetud, st rahasumma C iiks iihik on ostujoult vordne rahasumma P tihe tihikuga.

Siis vottes valemis (2.5.10) V, =C, V, =S saame valemi

C= IilOO

p (1.12)

8
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g 100
(100 + h)

1.4. Krediidi kulukuse méér

Krediidi kulukuse méair (annual percentage rate) on laenatud rahale aastas langev koigi
kulude (kaasa arvatud lepingutasu, kindlustus) koormus protsentides, eeldusel, et leping kehtib
kokkulepitud téhtaja jooksul.

Lepingurikkumisega seonduvad kulud (sh sissendude kulud jms) ei ldhe krediidi kulukuse
madra arvutamisel ja avaldamisel arvesse.

Esitame krediidi kulukuse méaéara arvutamise valemi erijuhul, kui
A - laenu suurus,
t, - k-nda osamakse toimumise aeg aastates peale laenu saamist,

R, - laenuga seotud maksete vaartused,

n - osamaksete arv,
| - krediidi kulukuse maar.

Siis krediidi kulukuse miar | arvutatakse valemist

" R
A= k
kzzll @+1)
Kui laenu (krediiti) antakse mitmes osas, siis

L :Zn: Ry

k'=1 (l+ |)Vk' k=1 (1+ |)tk ’

kus

v,. - k’-nda krediidi andmise aeg aastates peale laenu saamist, k-nda osamakse toimumise aeg
aastates peale laenu saamist,

L,.- k*-nda krediidi suurus,

m - krediidimaksete arv.

Niide 1.10. Viieaastase laenu vdtmisel summas 30000 EUR peab laenuvdtja laenu votmisel
tasuma lepingutasu 300 EUR ning igal poolaasta 16pus tasuma summa 3500 EUR. Leida antud
laenu krediidi kulukuse méadr. Leida krediidi kulukuse méér, kui lepingutasu puudub.

Vastus: Krediidi kulukuse méér on 6,30%. Kui lepingutasu puudub, siis on krediidi kulukuse
maar 5,90%.

2. Investeeringu ja investeerimisportfelli tuluméér.
Investeeringu sisemine tuluméir.

2.1 Investeeringu aastane tuluméir
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Vaatleme juhtu, kus ajahetkel t =0 investeeritakse summa V, ning investeerimise tulemusel
saadakse ajahetkel t >0 summa V,, kus aeg t on mdddetud aastates. Investeeringu puhastulu
(kasum/kahjum) on sel juhul V, —V,. Investeeringu puhastulu iseloomustab investeeringu

tulusust absoluutvaartuses. Investeeringu tulusust koguperioodil (return %, rate of return )
protsentides saame viljendada suurusega

Kuna erinevate investeeringute ajaline pikkus vdib erinev olla, siis kasutatakse tavaliselt
investeeringute tulususe (tootluse) iseloomustamiseks aastast tulumidra r (rate of return,
annual rate of return), Kui perioodi viltel reinvesteerimist ei toimu, siis

r=—.
t
Kui aga reinvesteerimine toimub ning aastas on k reinvesteerimisperioodi, siis

r tk
1+R :(1+—j
k

r=k(@+ Ry 1)
Nii nagu intresside puhul, saame ka siin vaadelda pidevat tulusust (continuosly compounded

return)
Vv
R, = In[—‘j
VO

ning logaritmilist ehk pidevat tuluméira (logarithmic rate of return, continuosly
compounded rate of return)
R, 1,(V,
M, = ==In| —
t ot |V,

Mirgime, et viimane vordus on ekvivalentne vordusega

millest

V, =Vye™
Niide 2.1. Investeeritakse 30000 EUR, mis viie aasta parast peaks tulu andma 45000 EUR
vddrtuses. Leida investeeringu aastane tulumddr a) liittulumédra korral, kui
reinvesteerimisperiood on 1 aasta ning b) pideva tulumaééra korral
Lahendus. a) Liittuluméara korral R=0,5 (50%)ja k =1 ja seega
r =k(a+R)"™ —1)= (1,5 ~1=0,084472 ehk r = 8,45%.

b) Pideva tulumééra korral R, =1In 45000
30000

j =0,405465 (40,55%) ning
~0,405465

n =0,081093 ehk r, =811 %
Eespool vaatlesime juhtu, kus leidsime tulumééra i{ihe perioodi [O,t] jaoks. Kui meil on antud
tulumdédrad r,r,,...,r, N jérjestikuse perioodi kohta, siis kumulatiivne ehk kogutulusus

(cumulative return, overall return) avaldub liittuluméaéarade korral kujul
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r =ﬁ(1+ r)-1.

ning pidevate tulumiirade korral

Kui ajaperioodid on vordse pikkusega (nditeks {liks aasta), siis saame réékida ka
aritmeetiliselt keskmisest tulumiérast (arithmetic average rate of return)

-1
r_Eizzl:ri

ning geomeetriliselt keskmisest tuluméirast (geometric average rate of return)

rg :(]1[(1+ r )jl/n ~1.

i=1

Aritmeetiliselt keskmise tuluméiira puuduseks on asjaolu, et ta ei vota arvesse liitintressi moju.
Kuna aritmeetiline keskmine tulumdir ei vota arvesse liitintressi mdju, on selle viértus alati
geomeetrilise keskmisega vOrdne voi sellest suurem. Aritmeetiliselt ja geomeetriliselt
keskmised tuluméérad on vordsed, kui kdigi perioodide tuluméirad on vordsed.

Aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise tuluméira vahelist erinevust mojutab ka investeeringu
véaartuse muutlikkus (volatiilsus). Volatiilsuse kasvades vaheneb investeeringust saadav tegelik
tulu ehk keskmine kogutulu, kuigi aritmeetiliselt keskmine tuluméér jadb samaks. Eeltoodut
ilmestab tosiasi, et investeeringust 50% kaotamise korral on meil alginvesteeringu taastamiseks
vaja saavutada tootluseks 100%. Ka vastupidine seos kehtib: kui volatiilsus védheneb, siis
kahaneb ka aritmeetiliselt ja geomeetriliselt keskmise tulumédira vaheline 15he.

Niide 2.2. Olgu investeeringu vaértus ning tootlus aastate 1dikes jargmine

Investeeringu véirtus | Aastane

Aasta -
eurodes tulumiidr

2008 200,00
2009 300,00 50,0%
2010 330,00 10,0%
2011 343,20 4,0%
2012 350,18 2,0%
2013 200,00 -42,887%

Leida aritmeetiliselt ja geomeetriliselt keskmised tulumééarad.

Lahendus.
r =(50,0% + 10,0% + 4,0% + 2,0% — 42,9%) : 5= 23,1% : 5 = 4,6%,
rg = (1,50*1,10*1,04*1,02*0,57113)“5 —1=0,0000 ehk 0,00%.

Nideme, et geomeetriliselt keskmine tuluméér annab meile digema vastuse — viie aasta jooksul
investeeringu vadartus ei kasvanud.
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2.2. Investeerimisportfelli tuluméiir

Mitu investeeringut koos moodustavad investeerimisportfelli. Vaatleme niiiid, kuidas leida
investeerimisportfelli tulusust, kui on teada iga investeeringu osakaal portfellis ning iga
investeeringu tuluméér.

Koosnegu portfell n investeeringust ning olgu V,,V,,...,V, nende investeeringute maksumused

ajahetkel t=0 ning olgu r,r,,...,r, nende investeeringute annualiseeritud tuluméarad. Olgu

n
portfelli kogumaksumus Vg, =ZVi ning portfellis sisalduvate investeeringute osakaalud
i=1

v, = V—j, j=12,..,n. Portfelli tulumédéra arvutamise valemid soltuvad sellest, kas meil on
(0)

antud iiksikute investeeringute liht-, liit- v&i pidevad tulumééarad.

a) Olgu r,r,,...,r, investeeringute annualiseeritud lihttulumédérad.
Sel juhul on investeerimisportfelli vdértus ajahetkel t
Vi = 2V, L+ rt) (2.1)
[
Teiselt poolt,
Viy =V L+ r1t). (2.2)

Seostest (2.1),(2.2) saame, et

1V 1 & Vi 13 4 1 &
r :E(\%—lJ:{Z[V—‘J(H rjt)—l] ZEJZ_;‘V] +J'Z_;‘vj.rj —E:;vjrj .

(0) =AY
Seega investeerimisportfelli lihttuluméér on vérdne investeeringute osakaalude ja nende
tuluméérade korrutiste summaga:
n
r=>vr.
j=1

.,I, investeeringute annualiseeritud liittulumddrad ning aastas on Kk

b) Olgu r,r,,.

reinvesteerimisperioodi. Siis vordustest
kt

kt
n r. ] r
Vi = _Zl:v J. (1+ ?'J ning V,, =V (1 + Ej saame vdrrandi investeerimisportfelli
]J=

rkt n r kt
I+—| =>v |1+ .
o) Sl

c) Olgu r,r,,...,r, nende investeeringute pidevad annualiseeritud tuluméaérad. Siis

liittulumaéra r leidmiseks

n
~ _ r.t - _ rt
vordustest V) = Y V;e" ning V,, =Ve" saame, et

=l
: rit
e _ j
e = E viel,
i1

millest
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1 s rit
r==-In ZVje’ .
t |4

Niide 2.3. Koosnegu investeerimisportfell kolmest viieaastasest investeeringust summades
30000, 50000 ja 80000 ning olgu nende investeeringute liittuluméérad vastavalt 15%, 1% ja
6% ja reinvesteerimisperioodi pikkus 1 aasta. Leida investeerimisportfelli liittulumaar.

Lahendus:
(L+1)° = (3/16)(1+0,15)° + (5/16)(1+0,01)° + (1/ 2)(1+0,06)° =1,374683, millest
r=0,065714 ehk r =6,57%.

Niide 2.4. Koosnegu investeerimisportfell kolmest viieaastasest investeeringust summades
20000, 60000 ja 80000 ning olgu nende investeeringute pidevad tuluméirad vastavalt 12%,
4% ja 8%. Leida investeerimisportfelli pidev tuluméar.

Lahendus: r :%In(eo'6 /8+¢%%(3/8) +e* /2): 0,071773 ehk r =7,18%.

2.3. Investeeringu sisemine tuluméir

Investeeringu puhas niiiidisvaartus NPV (net present value) on investeeringu kasumlikkuse
nditaja, mis leitakse nii, et investeeringuga kaasnevate sissetulevate rahavoogude
niitidisvéartusest lahutatakse maha investeeringuga seotud viljaminekute niitidisvéértus.

Olgu i investeeringu néutav annualiseeritud tulumiir, s.t sama riskitasemega
investeerimisprojektide  tuluméddr. Olgu  meil investeeringuga seotud rahavood
C,,n=012..,N ning nende toimumise ajahetked t , n=012,..,N (aeg t on tavaliselt

viljendatud aastates). Summa C negatiivne véértus tdhendab raha véljamaksmist, positiivne
C, aga laekumist. Siis investeeringu NPV leitakse valemi

N C,
@A+t

pohjal. Investeerimisprojekti on mdtet realiseerida siis, kui investeeringu niitidispuhasviértus
on mittenegatiivne.

NPV =

Niide 2.5. Olgu investeeringuga 35000 EUR ajahetkel t =0 kaasnev tulu jargmine: parast 1.5
aastat 5000 EUR, teise aasta 16pus 5000 EUR, kolmanda ja neljanda aasta 16pus 10000 EUR
ning viienda aasta 10pus 15000 EUR. Leida investeerimisprojekti NPV, kui ndutav
annualiseeritud tuluméér on 5%. Kas investeerimisprojekti on motet realiseerida?

Lahendus: Investeeringu NPV ndutav tuluméira 5% korral on

N
NPV = Z C? . 35000 + 5000 . 5000 - 10000 - 10000 - 15000 -

= @+ (1+0,05) (1+0,05° (1+0,05° (1+0,05" (1+0,05)
=-35000 + 4647143 + 4535147 +8638,376 + 8227,025 +11752,89 = —35000 + 37800,58 = 2800,58EUR
Kuna investeerimisprojekti NPV on positiivne, siis on motet projekti realiseerida.
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Investeeringu sisemiseks tulumiiraks r ., (internal rate of return, IRR) me nimetame aastast
tulumééra r, mille korral investeeringu puhas niliiidisvaartus NPV on null, s.t.

NPV = Z(1+r)

Kui investeeringu sisemine tulumidir on suurem voi vOrdne, kui ndutav tulumdir, siis on
projekti motet realiseerida.

Niide 2.6. Leida niites 5 toodud investeerimisprojekti sisemine tulumaar I .
Lahendus. Investeeringu sisemine tuluméir on vorrandi

NC,
0 _ _asopp., 5000 5000 10000 10000 15000

+ + +
= (L+i)t @+r)®*? @+n?* @+r)® @+n* @+r)°
lahend. Kasutades Exceli Data Solver-it saame lahendiks 1, =7,32%.

3. Volakirjad.

3.1. Pohimoisted. Volakirjade liigitus

Volakiri (bond) on véartpaber, mille viljaandjal on kohustus maksta volakirja omanikule
intresse ning lunastamistihtajal tagastada ka pohisumma.

Volakirju iseloomustavad jargmised karakteristikud:

a) Volakirja nimividirtus (ka nominaal, pohisumma) (ingl k principal, par value,
redemtion price, face value) on summa, mille pealt volakirja vdljaandja arvestab intresse
ja mis tuleb vdlakirja kustutamistéhtajal tagastada.

b) Kupongi- ehk intressimaksed (coupon payments) on maksed, mida vdlakirja
véljaandja maksab investorile tema raha kasutamise eest. Kupongi- ehk intressiméér on
kas fikseeritud kogu vdlakirja kestvuse ajaks voi seotud mone rahaturu indeksiga (nt
Euribor).

c) Lunastamistihtaeg (maturity date) on kuupdev, millal vdlakirja védljaandja peab
tasuma investorile pShisumma. Kui véljaandja on ka kodik kupongi(intressi)maksed
tasunud, ei ole tal peale lunastamistihtaega investorite ees enam kohustusi.
Lunastamistéhtaja pikkus soltub volakirjast ja voib olla mistahes pikkusega.

d) Viljalaskehind, volakirja hind (issue price) on hind, millega investor emiteeritud
volakirja ostab. Viljalaskehind voib vorduda volakirja nimivaartusega voi olla kas tile
vOi alla nimivédrtuse. Kui vdlakirja hind {iletab tema nimivéartust, siis 6eldakse, et
volakiri kaupleb preemiaga. Kui volakirja hind jdib alla nimiviirtust, 6eldakse, et ta
kaupleb diskontoga. Kui nimivéértus ja kauplemishind on vordsed, siis vOib 6elda, et
volakiri kaupleb nimivaértusega (price is at par).

Niide 3.1: riikk annab vélja volakirja nominaaliga 100 EUR tdhtajaga 3 aastat ning

intressimddraga 4%. Intressi makstakse kord aastas. Ostes sellise volakirja on investori tuleviku
rahavoog jargmine:
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l.aldopp — 4 EUR
2.a. 1opp —4 EUR
3.a. 16pp — 100 + 4 EUR.

Volakirjad sobivad investorile, kes on huvitatud madala riskiga, kindlast pidevalt lackuvast
tulust, mida talle garanteerib iga-aastane intress. Vorreldes aktsiatega on edukalt toimiva
ettevotte volakirjade risk ja tulusus vidiksem, kuid isegi ettevotte pankroti korral makstakse
volakirjaomanikele nende osa vélja enne aktsiondre. Erinevalt aktsiast ei anna volakiri selle
omanikule digust emitendi tegevuse iile otsustamiseks.

Volakirjade liigitus:

- Kupongvoélakiri (coupon bond) — omanik saab intressi perioodiliste intressimaksete
kujul (tavaliselt kord voi kaks korda aastas).

- Diskontovélakiri (ka nullkupongvélakiri) (discount bond, zero-coupon bond) —
intressi el maksta, omanik saab tulu vdlakirja ostuhinna ja nimivairtuse (nominaali)
vahena.

Volakirjade viljalaskjateks voivad olla riik, omavalitsus voi eraettevdte. Riigi volakirju voib
reeglina pidada riskivabadeks vdlakirjadeks, sest riigi pankrotistumine ei ole tdenéoline.
Ettevotete volakirju tuleks pidada riskantseteks volakirjadeks, sest ettevotte risk pankrotistuda
on suurem ning investoritel seeldbi voimalus oma investeering kaotada samuti suurem.

Riskivabaduse all moeldakse siin, et volakirjal ei ole makseriski ehk intressid ja pohisumma
makstakse kindlasti digel ajal ja diges summas. Muud riskid peale makseriski ohustavad ka
riiklike volakirju (nt. intressiméararisk, valuutarisk, poliitiline risk).

Valitsuse volakirju (treasuries) liigitatakse tihtaja jargi:

1. Lihiajalised (treasury bills) — tdhtaeg on kuni 1 aasta.
2. Keskmise pikkusega (treasury notes) - tahtaeg kuni 7 aastat.
3. Pikaajalised (treasury bonds) — tihtaeg tavaliselt kuni 30 aastat.

Munitsipaalviirtpabereid annavad vilja kohalikud omavalitsused. Munitsipaalvdlakirjadelt
tasutavad intressiméddrad on korgemad, kui valitsuse vdlakirjadelt makstavad, sest ka nende
puhul eksisteerib teoreetiline vdimalus, et emitent pankrotistub ja volakirja ostja kaotab oma
raha.

Ettevotete volakirjad (corporate bonds) on tavaliselt kdrgema intressiga, kui valitsuse
volakirjad, sest nendega kaasnev risk on kdrgem. Suuremate ettevotete volakirjadele annavad

krediidiriski suhtes reitinuid reitinguagentuurid (Moody's, S&P, Fitch).

Kommertspaber (commercial paper e. CP). Ettevotte poolt vélja antud lithiajaline volakiri
maksimumkestusega 270 péeva.

Konverteeritav vélakiri (convertible bond). Sellise vaértpaberi omanik voib teatud
tingimustel oma volakirja vahetada ettevotte aktsiate vastu. Vdlakirja vahetamise suhe aktsiate
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arvusse on maddratud konverteerimissuhtega (conversion ratio). Konverteerimisaja voib
kindlaks méédrata niiteks alates mingist tulevasest kuupéevast.

Tagasikutsutav volakiri (callable bond). Sellise vdlakirja emiteerijal on &igus vdlakiri
ennetdhtaegselt nii-Oelda  tagasi kutsuda (eelnevalt kindlaksmiiratud hinnaga).
Tagasikutsumise vdimalus hakkab {ildjuhul kehtima siis, kui volakirja emiteerimisest on
moddunud teatud ajavahemik (call protection period).

Hiipoteekvélakiri (mortgage bond). Selline volakiri on tagatud mingi kinnisvaraga, mis
tdhendab, et laen on voetud kindla kinnisvaraobjekti voi kinnisvaraobjektide kogumi
finantseerimiseks.

3.2. Volakirja hind

Vdlakirja hinna leidmisel ldhtutakse volakirjaga seotud tuleviku rahavoogudest, mida tuleks
diskonteerida sobiva diskontomdiraga. Diskontoméiras peavad kajastuma koik vastava
volakirjaga seotud riskid.

Olgu r diskonteerimisel kasutatav efektiivne tuluméér (diskontomaér) . Siis volakirja hinna B
saame leida vastavalt valemile

g, N

B = + ,
T@+r) @Q+n)t

kus t,t,,...,t

t,, t, =T intressimaksete toimumise aeg (aastates) alates volakirja

\fraxvéljalaskekuupdevast, T on aeg volakirja lunastamistdhtajani aastates, N - volakirja
nominaal ja c,,c,,...,C, on intressimaksete suurused.

Naiites 1 toodud volakirja hind soltuvalt diskonteerimisel kasutatavast tulumééarast r :
4 4 4 100

B= + + + :
A+r) @+n? @+r)® (@+r)?

Nullkupongvdlakirja hinna saame leida vastavalt valemile
N

=

Juhul kui r on antud pideva tuluméirana, siis kupongvolakirja hind
B=>ce™ +Ne™"
i=1

ning nullkupongvolakirja hind

B=Ne .
0-kupong vdlakirja hinna leidmine on koige lihtsam, sest nagu ka nimest voib jéreldada,
volakirja omanikule kupongimakseid ei tehta. Investorile makstakse likvideerimiskuupéeval
vaid pohisumma. Kuna intresse ei maksta on selliste volakirjade hetkeviirtus alati vdiksem kui
nende nominaalviértus ehk pdhisumma. Seega 6eldakse, et nad kauplevad diskontoga ning tihti
kutsutakse neid ka diskontovdlakirjadeks

3.3. Volakirja must ja puhas hind. Vélakirja tulusus tihtajani

16



Sissejuhatus finantsmatemaatikasse Toomas Raus

Must hind (dirty price) on vordne vodlakirja turuvdiartusega ehk see hind, millega diglases
tehingus volakiri omanikku vahetab.
Puhas hind (clean price) on aga musta hinna ja tehingupdevaks kogunenud intressi vahe.

Volakirja puhas hind avaldub kujul
CP=DP-Al , (4.2)

kus

CP — puhas hind (clean price),

DP — must hind (dirty price),

Al — kogunenud intress (accrued interest)

Kogunenud intressi saab leida valemiga:
Al =tNR,

kus

t — moodunud osa intressiarvestuse perioodist (tavaliselt kui intressi arvestatakse kord aastas,
siis (moodunud paevade arv)/365),

N — Vdlakirja nominaal (par value),

R — perioodi intressiméér

Joonisel 1 on ndha 10 aastase vodlakirja, mis maksab intresse (kuponge) kaks korda aastas
turuhinna (must hind) liikumist esimese 4 aasta jooksul. Ndeme, et volakirja hind kukub enam-
vihem vordselt iga poole aasta tagant — see on seotud intresside viljamaksmisega; kukkumisele
jargnev tous nditab aga kogunenud intresside kasvu.

Joonis 1. Volakirja turuhind ehk must hind esimese 4 aasta jooksul

104—
102 A /1
M A A S/ Wi

ﬂ.] III/ .___';-".‘ ﬁ/““ _..—-' I_-". / '_'_/ L/ |
L 100y v L/
j=18

981

96 : : .

0 1 2 3 4

year

Vastavalt valemile (4.1) saame volakirja musta hinna esitada puhta hinna (joonis 2) ja
kogunenud intresside summana (joonis 3).
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Joonis 2 Vdlakirja puhas hind esimese 4 aasta jooksul

104
1021
@ A . vx.f/\_'\.-r\.
2 100f7 Nnn
= “‘-\_,.\/\Iu’j
881
96 - . :
0 1 2 3 4

Volakirja puhas hind soltub tdielikult turuolukorrast ja investorite hinnangust vodlakirja
riskantsusele ehk investori ndutavale tulunormile. Vdlakirja puhas hind on suurem oma
nominaalvdirtusest, kui investori ndutav tulunorm on alla kupongimiira ja viiksem, kui
investori ndutav tulunorm on suurem kupongimaéirast. Joonisel 2 ndhtav litkumine ongi seega
tolgendatav ka kui investori hinnangu muutus ndutavale tulunormile — Kui clean price touseb,
siis ndutav tulunorm kahaneb ja vastupidi.

Joonis 3 Valakirja kogunenud intress

AN

year

Niide 3.2. Leiame 1. jaanuaril 2007.a. vélja lastud 2 aastase 10% intressimddraga ja 1000 €
nominaaliga volakirja musta ja puhta hinna ning kogunenud intressid 1.novembril 2007.a.
Intressi makstakse 31. detsembril 2007. Lunastustdhtaecg on 31. detsember 2008, mil
tagastatakse pohisumma koos viimase intressimaksega. Volakirja diskonteerimisel kasutame
pidevat diskontomééra 8%.

Leiame volakirja musta hinna:

2 2+12
DP = 100e %%z + 11007 %°®* 12 = 1100.65 €.

Jargmisena leiame 1-ks novembriks kogunenud intressid:
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30 x 10
365

~
~

X 1000 € X 10% = 82,19 €

Seega volakirja puhas hind peaks 1. novembril olema DP-AI=1100.65-82.19=1018.46€

Volakirja tulusus tihtajani

Volakirja tulusus tdhtajani (YTM — yield to maturity) on selline konstantne maér, millega
volakirjast tulenevaid rahavooge diskonteerides saadakse volakirja turuvdirtus (must hind).
Seega voib delda, et YTM on volakirja sisemine tuluméar (IRR — internal rate of return). YTM
on mugav vahend hindamaks investeeringu tulukust kui volakirja plaanitakse hoida kuni
lunastustdhtajani.

Volakirja tulusus tdhtajani Y leitakse kui vorrandi

DP = z:

i=1 1+y

N
a+yﬁ

lahend.

Niide 3.3.
Pohjamaade investeerimispanga (NIB) volakiri 15.12.2019 7,5%

Nimivéartus (Par) 10000.00
Viljaandmise kuupédev (Issue date) 15.12.2014
Kupongiméér (Coupon rate) 7.5%

Volakirja must hind 07.03.2015 oli 10044,29 . Eelmisest intressimaksest on moddunud 83
péeva.

Valakirju tulusus téhtajani on 7,82%.

Kuupdev | 15.12.2015 | 15.12.2016 | 15.12.2017 | 15.12.2018 | 15.12.2019 | Summa
Rahavoog 0,77 1,77 2,77 3,77 4,77

Aeg

rahavooni 750 750 750 750 10750

PV 707,65 656,36 608,78 564,66 7506,85 | 10044,29

Volakirja puhas hind on 10044,29-170,55=9873,74.

4. Matemaatiline mudel riskivabade

4.1. Uldised eeldused finantsturu matemaatilistele mudelitele

tuleviku rahavoogude hindamiseks.

Finantsmatemaatika mudeleid kasutatakse selleks, et hinnata finantseerimistegevuses
tarvitatavate véddrtpaberite hindu ja nendega seotud riske ning selgitada, kuidas oleks vdimalik
neid riske juhtida.

Finantsmatemaatika mudelite korral tuleb silmas pidada, et nad on kaugel tegelikkusest ja
nende tulemused vajavad kasutamiseks tervel mdistusel ja kogemustel pohinevat
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korrigeerimist. Nende mudelite korral on alati viga tdhtsad kaks kiisimust: 1) kui vale voib
tulemus olla mudelis tehtud kuid reaalselt mittetdidetud eelduste tottu ning 2) kui kasulik voib
see mudel olla sellele vaatamata

Matemaatilised mudelid on alati tegelikkuse lihtsustatud ja mingis mdttes idealiseeritud
kujutised, ning reaalsete finantsturgude ldhendina vaatleme selliseid turge-mudeleid, mis on
jargmises mottes tdiuslikud e. hdordevabad (frictionless):

e Kboigile kauplejatele on kittesaadav lihesugune info, mis igal hetkel t sisaldab téieliku
teadmise koikide turul kaubeldavate varade hindadest hetkel t ja varem.

e Tehingud — ost, miiiik, igasugused varadega seotud maksed nagu dividendid voi intressid
voi hoiukulud — toimuvad hetkeliselt, on tasuta ning tehingutest saadavat tulu ei maksustata.

e Jga kaupleja voib kaubeldavat vara nii osta kui miilia sama hinnaga igas soovitavas koguses
(ndit. 10 ihikut, 10° ihikut, 0.0013 ihikut, e+n ihikut jne.), kusjuures need ostu- ja
miiligimahud ei mdjuta hindu (koik kauplejad on nn. hinnavotjad).

e [gas kaubeldavas varas on kitsendusteta vdimalik votta ka mistahes lithikene positsioon
ning selleks ei nduta garantiivara olemasolu.

Liihike ja pikk positsioon

Liihikeseks miitimine (inglise keeles short selling) on laenatud véartpaberi miitimine lootuses,
et selle hind langeb, mille jarel saab ta odavamalt tagasi osta ning omanikule tagastada.

Lithikeseks miilimine on véértpaberi ostmisele vastupidine tehing. Liihikeseks miiiija teenib
kasumit siis, kui lithikeseks miitidud véartpaberi hind langeb.

Liihikeseks miiiidud véartpabereid nimetatakse lithikeseks positsiooniks. Vastupidiselt on
omatavad véirtpaberid pikk positsioon. Pika positsiooni soetamiseks tuleb véirtpaberid
kdigepealt osta ning tehingu 10petamiseks miiiia. Liihikeseks miitimise puhul on tegevuste
jarjekord vastupidine. Liihikeseks miilidud véértpaberid ei kuulu lithikese positsiooni
omanikule, mistottu volgneb ta nende védrtuse vadrtpaberite omanikule.

Liithikeseks miilimise eelis seisneb selles, et nii on kauplejail voimalik teenida ka langeval turul.
Liithikeseks miitimine on aga paljudel juhtudel seotud suurema riskiga. Peamine oht kauplejale
seisneb selles, et kaotused ei ole piiratud. Lisaks seisneb raskus veel selles, et pikaajalise
keskmisena tdusevad aktsiaturud umbes 8...12 protsenti aastas. Seega lithikeseks miilimine
nagu toob kasu vaid siis, kui tehing histi ajastada. Seetottu ei saa lithikeste positsioonide
omamist lugeda investeerimiseks. Liihikeseks miitimine on lithiajaline finantsspekulatsioon.
Mirgime ka, et koikidel borsidel ei ole lithikeseks miiiimine lubatud.

Me eeldame, et turuosalised on majanduslikult ratsionaalsed — kui on valida, siis sama hinna
eest (v0i odavamalt) nad alati eelistavad saada suuremat tulu vdi omada suurema tulu saamise
voimalust tulevikus. Muuhulgas eelistavad nad alati mittekauplemisele kauplemist, kui sellega
kindlasti ei kaasne kulusid, kuid kaasneb vdimalus saada tulu - sellise kauplemise voimalust
turul nimetatakse arbitraazivoimaluseks (arbitrage opportunity).

On selge, et reaalsel turul ei saa iikski arbitraazivdoimalus véhegi pikemaajaliselt piisida, sest
sellest tekkiv ndudlus tlihtede ja pakkumine teiste kaupade osas toob kaasa kaupade hindade
korrigeerimise. Arbitraazivoimaluste avastamiseks ja nende likvideerimiseks ndudluse-
pakkumise teel tootavad finantsturul ka eraldi spetsialistid, arbitraazoorid (arbitrageurs). Kuigi
arbitraazivoimaluse avastamisel selle kiire drakasutamine toob kindla tulu (voi vihemalt selle
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saamise voimaluse), ei saa iikski turul tegutseja loota sellele, et just temal dnnestub see tulu
saada.

Viirtpaberite hindade maidramiseks loodavate turumudelite korral on loomulik eeldada, et need
mudelid on mdistlikud ja majanduslikult sisukad siis, kui nendes puudub arbitraazivoimalus.

Hetkeliselt toimuvate tehingute korral on loomulik eeldada, et turg on igal hetkel tasakaalus,
s.0., koigi osalejate ostu-miiiigi soovid on rahuldatud (sest kdik saavad oma soovid hetkeliselt
rahuldada) ja seega kehtivad turul igal hetkel nn. diinaamilised tasakaaluhinnad (hinnad,
millega ost-miiiik pidevalt toimub, kuid mille korral ndudlus ja pakkumine on igal hetkel
tasakaalus).

Loomulikult saavad investorid aja edenedes maailmast uut infot ja see muudab nende
tulevikuhinnanguid ning ostu-miiiigi-tarbimise eelistusi ja soove, mis viib pidevalt uute
tasakaaluhindade viljakujunemisele, nii et tegemist on igas mottes diinaamilise tasakaaluga
(pidevalt toimuv ost-miiiik, pidevalt muutuv noudlus-pakkumine ja sellele vastavad pidevalt
muutuvad hinnad).

Kui ratsionaalsete osalistega turg on tasakaalus, siis seal ei saa olla arbitraazivoimalust, sest
arbitraazivoimalus tdhendaks, et kauplejate ostu-miiligi soovid ei ole rahuldatud -
arbitraazivoimalus tooks kaasa Idpmatu ja seega mitterahuldatava ndudluse osade kaupade
ostuks ja pakkumise teiste kaupade miitigiks.

4.2. Uhe hinna seadus

Finantsvarade teoreetilise vadrtuse mddramisel on tunnustatud pohimdte, et vara viirtus
ratsionaalsele investorile on médratud sellest varast saadavate tulevaste hiivedega. Sellest
pohimdttest tuleneb, et kui {iks turul kaubeldav vara on tulevaste rahaliste tulemuste mottes
mitte halvem kui teine, siis ei saa esimese vara hind olla viiksem kui teisel. (Vastasel juhul ei
ostaks iikski ratsionaalne investor teist vara ja sellega tegelikult turul ei kaubeldaks. Téiuslikul
turul tooks esimese vara vdiksem hind kohe kaasa arbitraazivdoimaluse — tuleks osta esimest
vara ja miilia teist.)

Sellest pohiméttest ldhtudes peab kehtima ka jirgmine Uhe Hinna Seadus (the Law of One
Price):

kui kaks turul kaubeldavat vara on tulevaste rahaliste tulemuste mottes samavéirsed siis
peavad olema vordsed ka nende varade praegused hinnad.

Sama pohimdte kehtib ka kauplemisstrateegiate korral: kui turul iiks kauplemisstrateegia on
tulevikus rahalises mottes mitte halvem kui teine (nendega kaasnevad tulevased rahavood on
esimese strateegia korral igal ajahetkel tulevikus mitte vdiksemad kui teisel), siis ei saa esimese
strateegia alustamiseks vajalik summa olla vdiksem kui teise strateegia alustamiseks vajalik
summa.

Uhe Hinna Seadus kauplemisstrateegiate korral iitleb, et kui kaks kauplemisstrateegiat on
tulevikus rahalises mottes samaviirsed, siis peavad vordsed olema ka nende alustamiseks
vajalikud rahasummad.

Uhe Hinna Seadus vdimaldab leida tulevase (ka juhusest sdltuva) rahavooga iseloomustatud
védrtpaberi hinna sel teel, et konstrueeritakse kauplemisstrateegia, millega kaasnev rahavoog
igal hetkel tulevikus vOrdub viirtpaberiga kaasneva rahavooga samal hetkel (véartpaberit
matkiv vdi imiteeriv kauplemisstrateegia). Vaadeldava viirtpaberi hind peab Uhe Hinna
Seaduse jargi vorduma sellise kauplemisstrateegia alustamiseks vajaliku raha kogusega. Lisaks
voimaldab sellise kauplemisstrateegia rakendamine tépselt tagada koik viértpaberi
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véljaandmisega voetavad voimalikud tulevased rahalised kohustused ehk teiste sonadega
taielikult maandada véartpaberi véljaandmisega tekkivad riskid.

Juhul, kui véartpaberit matkivat kauplemisstrateegiat konstrueerida ei onnestu, voib piitida
konstrueerida kauplemisstrateegiaid, mille tulevased rahavood ja portfellide vdértused pole
viiksemad (v0i pole suuremad) kui hinnatava védrtpaberi korral ja selliselt saada iilalt (voi alt)
hinnanguid selle vaartpaberi digustatud hinnale.

4.3. Riskivaba finantsturu mudel

Mudeli elemendid

1) Léplik arv T +1 ajahetke t e T ={012,...,T}, T <oo, millal turu mudelis saab midagi
toimuda. Sealjuures: t=0- olevik, modelleeritava perioodi algushetk; t>0-
tulevik 7'= {1,2,...,T} t =T - modelleeritava perioodi ldpphetk, ajas kaugemale me

selles mudelis ei vaatle.
Kauplemine (portfelli moodustamine) toimub ainult hetkel t = 0. Koik kaubeldavate varadega
seotud tulevased maksed (vOlakirja vOi laenulepingu korral intressimaksed ja vola
tagasimaksed vOi ka tdiendavad laenud) leiavad mudelis aset ainult hetkedel t=12,...,T.
Ajahetke numbrit tuleb siin mdista kui ajahetke jarjekorranumbrit, mitte kui ajahetke
arvvadrtust (néit aastates)

2) Loplik arv N turul kaubeldavat vara (assets) voi vaartpaberit (Securities)
Igavara n (1<n<N) on iseloomustatud hetke t =0 hinnaga B, = Bn(O) ja vara

omanikule laekuvate tulevaste maksete vooga (payment stream, cash flow)
¢, ={c,().c,(2)...c,(T)}. Sisult olulisim on juht, kui kaubeldavateks varadeks on

'¥n

volakirjad (bonds), s.o., sellised vaértpaberid, mille korral B, >0 ja c, (t) >0teT
ning c, #0.

Me eeldame, et vara lihiku hind ei sdltu sellest, kas vara tahetakse osta vO1 miiiia, ega ka tehingu
mahust. Suurused c, (t) vdivad iildiselt olla suvalised arvud — nulli t3lgendame kui makse

puudumist, positiivset arvu kui vaartpaberit omava investori poolt hetkel t saadavat makset ja
negatiivset arvu kui tema poolt hetkel t tehtavat makset. Kuna me oma mudelis hakkame
lubama ka liithikeseks miilimist (negatiivse positsiooni vOtmist), siis iildsust kitsendamata voib
eeldada, et koigi kaubeldavate varade korral B, > 0.

Niide 4.1. Olgu 1. veebruaril 2011 turul kaubeldavad vaid kaks vdlakirja, bond1 ja bond2. Olgu
volakiri bond1 hinnaga 3, 10pptdhtajaga 1. veebruar 2014, nominaaliga 1 ja iga-aastase 1.
veebruaril toimuva intressimaksega 1. Volakiri bond2 olgu hinnaga 2, 1opptahtajaga 1. veebruar
2013, nominaaliga 1 ja iga-aastase 1. veebruaril toimuva intressimaksega 1. Sellele turule
vastav mudel on kirjeldatav tabelina

t=0 t=1 t=2 t=3

Hind makse Makse makse
Bond1 3 1 1 1+1 =2
Bond?2 2 1 1+1 =2 0
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Kauplemisportfell

Olulised objektid, mida turu mudelites vaadeldakse on portfell ja kauplemisstrateegia. Portfell
on investori kées olev turul kaubeldavate varade (vdi nendes voetud positsioonide) kogum, mis
voib erinevatel ajahetkedel ja erinevates olukordades olla erinev. Kauplemisstrateegia on
eeskiri, mis {itleb, milline portfell tuleb sdltuvalt ajahetkest ja olukorrast moodustada.
Praktiliselt voib need moisted samastada ja siin kursuses me nii teemegi.

Kuna praegu vaadeldavas mudelis on kauplemine lubatud ainult hetkel t=0, siis koik
lubatavad kauplemisstrateegiad seisnevad selles, et hetkel t =0 moodustatakse mingi portfell
ja tulevikus kogu aeg hoitakse sama portfelli, mis hetkel t =0moodustati. Seetdttu selles
mudelis piisab kauplemisstrateegia kirjeldamiseks ndidata dra hetkel t=0moodustatav
portfell.

Def. Investori portfelliks e. kauplemisstrateegiaks vektorit H =(H,,H,,...H, ) kus H,

sisuline tolgendus on vara n kogus (positsioon) hetkel t =0 moodustatud portfellis.
Seejuures, kui H =(H,,H,,...H, ) ja H':(Hl',H'z,...,H'N) on portfellid, siis

o Portfell aH =(aH,,aH,,...,aH ),
o portfell H+H'=(H, +H,,H, +H,,...H, +Hy).

Suurus H, voib omandada ka negatiivseid védrtusi, mida tolgendatakse kui vara n katteta
ettemiiiiki voi “lithikeseks miilimist”. Seejuures toob vara N osas voetav positsioon H  kaasa
hetkel t =0 summa H_ B, maksmise (ehk summa —H_ B, saamise) ja tulevikus igal hetkel
teT” summa H c,(t) saamise.

Olgu niiteks B, >0 ja c, (t) >0,Vt e T (vara n hind on positiivne ja vara omamisega kaasneb igal
hetkel t>0 makse C,(t) saamine). Siis negatiivse positsiooni H, <0 vdtmise korral = s.o. liihikeseks
miilimisega kaasneb hetkel t =0 summa —H B, >0 saamine ja igal hetkel t >0 maksekohustus
summas H,c, (t).

N
Portfelli H =(H,,H,.....H, ) hind (véirtus) hetkel t =0 onsuurus W,, = > H B, . Nii palju
n=1

on hetkel t =0 vaja raha, et portfell H moodustada. Portfelli H moodustamisega kaasnev

N
tulevane maksete voog on vektorc,, = (c,; (1),¢,; (2),....c (T)) , kus ¢, (t)= D H,c, (t).
n=1

Niide 4.2. Leida niites 1 vaadeldud mudeli korral portfelli H =(2,~1) hind ja tulevane
rahavoog. Portfelli hindon W, =2*3-1*2=4 ja portfelliga kaasnev tulevane rahavoog on
¢y, =(L04) (2*1-1*1=1 2*1-1*2=0, 2*2-1*0=4).

ArbitraaZistrateegia

Def. Arbitraazivoimalus (arbitrage opportunity) voi  arbitraaZistrateegia voi
arbitraaziportfell on selline lubatav strateegia H , mille korral

kas a)W, <0,c, >0 (e. ¢, (t)>0 VteT),
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s.0., portfelli moodustamisel saadakse raha (portfelli hind on negatiivne) ning portfelli
tulevaste maksete voog on mittenegatiivne (tulevikus ei tule kindlasti kunagi midagi
maksta),

voi bYW, =0,c, >0,c, 20, (c,(t)=0 VteT janeist vihemalt itks ¢, (t)>0 ),

s.0., portfelli moodustamiseks ei vajata raha ning tulevaste maksete voog on
mittenegatiivne ja nullist erinev (seega vihemalt iiks tulevane makse on positiivne).

Lihtne on niidata, et arbitraazivabas mudelis kehtib Uhe Hinna Seadus. Tdepoolest, kui kaks
portfelli H' ja H'" omavad sama tuleviku rahavoogu c,,. = C,,., kuid niiteks esimene portfelli

hind on vidiksem (W, <W,.), siis strateegia H =H'-H" on arbitraazistrateegia:
W, <0,c, =0.

Sellest, et Uhe Hinna Seadus kehtib, ei jireldu see, et mudel on arbitraazivaba. Niiteks mudelis

t=0
1
1

—

=1 t=2
0
1

Bond1
Bond2

A

strateegia H =(~11) on arbitraazistrateegia: W,, =0, ¢, =(0,1), kuid et Uhe Hinna Seadus
kehtib (ei ole vdoimalik konstrueerida kaht identset tuleviku rahavoogu, millede hind oleks
erinev).

Saavutatav rahavoog

Def. Saavutatavaks (attainable, reachable, synthesizable) tulevaseks rahavooks nimetame
mudelis  sellist tulevast rahavoogu, mis on tekitatav mdne Ilubatava portfelli ehk

kauplemisstrateegia poolt, s.t. tulevane rahavoog X = (X,,X,,...,X; ) On saavutatav parajasti siis,
kui leidub lubatav portfell H nii, et x=c,; seejuures portfelli H nimetame tulevast
rahavoogu x tekitavaks portfelliks.

Def. Kui tulevane rahavoog x on saavutatav portfelliga H ja mudelis kehtib Uhe Hinna
Seadus, siis nimetame tulevase rahavoo X viirtuseks voi hinnaks (hetkel t = 0) portfelli H
vaartust hetkel t = 0. Tulevase saavutatava rahavoo X véartust hetkel t = 0 tdhistame tdhisega
W, . Seega

X=c, =>W, =W,.

Selleks, et tulevane rahavoog X =(X,X,,...X;) oleks saavutatav portfelliga
H = (Hl, H,,..Hy ), peavad kehtima vordused

iH c,(t)=x, t=12,...T (4.1)

n
n=1

Tegemist on lineaarse vorrandisiisteemiga tundmatute H,,H,,...,H leidmiseks. Siisteem

omab T vdrrandit ja N tundmatut ning ei pruugi alati omada tihest lahendit. Meenutame, et
kui N <T, siis siisteem ei pruugi olla lahenduv; kui N >T, siis iildjuhul siisteem on
lahenduv ning lahendeid on 16pmata palju; selleks et siisteem oleks {iheselt lahenduv on tarvilik
(kuid mitte piisav),et N =T .
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Niide 4.3. Leida niites 1 vaadeldud mudeli korral, kas tuleviku rahavood X =(3,4,5) ja
X= (3,4,4) on saavutatavad voi mitte ning leida saavutatavat rahavoogu genereeriv portfell.

Leida saavutava rahavoo x = (x,, X,, X; ).

t=0 =1 t=2 T=3
Bond1 3 1 1 2
Bond2 2 1 2 0

a) x=(345) H=(H,H,).

Vorrandisiisteem:

H,+H, =3

H, +2H, = 4

2H, =5

H,=5/2=H,=1/2,kuidH, +2H, =5/2+2*1/2=7/2 # 4. Vdrrandisiisteemil lahend
puudub, rahavoog x = (3,4,5) ei ole saavutatav.

b) x=(34,4) .

H,+H,=3

H,+2H, =4

2H, = 4

H,=2=H,=1and H,+2H, =5/2+2*1/2=4.

Rahavoog x = (3,4,4) on saavutatav ja seda genereeriv portfell on H = (2,1). Rahavoo hind
on W, =2*3+1*2=8.

c) Saavutava rahavoo x = (x,,X,, X, ) tildkuju.

H +H, =X
H,+2H, =X,
2H, =X,

Hi =X /2= H, =X —%X,/2, X, =X /2+2X, — X3 =2%X, — X, /2.
Suvaline tuleviku rahavoog kujul x = (x,,2x, — X, /2, X, ) on saavutatav.

Def. Mudel on tiielik (complete), kui mudelis on saavutatavad koik tulevased rahavood.

Diskontotegurid

Def. Diskontotegurite komplektiks nimetame iga sellist komplekti A=(4,,4,,..,4;)
positiivseid arve A, > 0, mille korral iga turul kaubeldava véartpaberi n =1,2,...,N jaoks kehtib

vordus

.
B, = AC,(t) vn:l<n<N; (4.2)
=1
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arvu A, nimetame hetkele t vastavaks diskontoteguriks. Lineaarse vorrandisiisteemil (4.2)
on T tundmatut ja N vorrandi. Siisteem on iildjuhul lahenduv kui N <T .

Olgu 1= (21,/12,...,27) diskontotegurite komplekt ja olgu X tulevane rahavoog, mille korral
igal hetkel t =1,2,...,T saadakse vastavalt makse x, . Siis nimetame

» hetke t makse x, korrutamist diskontoteguriga A, selle makse diskonteerimiseks (hetkele

t=0),
= Korrutist A, x, hetkel t toimuva makse x, diskonteeritud véirtuseks ehk
niudisvaartuseks,

.
= summat ) 4x, tulevase rahavoo X niiiidisviirtuseks (diskontotegurite komplekti A
t=1

jargi).

Niide 4.4. Leida néites 1 vaadeldud mudeli jaoks kdik diskontotegurite komplektid.

t=0 t=1 t=2 t=3
Bond1 3 1 1 2
Bond2 2 1 2 0

Vorrandisiisteem diskontotegurite leidmiseks on jargmine:

W +14,+24, =3

W +21,=2
Teisest vorrandist saame A, =1— A, /2 ning asendades A, esimeses vorrandis saame
W +1-4,12+22, =3= 4, =1-4, /4. Seega vorrandisiisteemi iildlahend on kujul

A=(4,,1-1,/2,1-1,/4) . Kuid kdik need vektorid A ei ole diskontotegurite komplektid,
kuna diskontotegurite jaoks peab kehtima vorratus 4, >0

Seega,
2,>0,1-2,/2>0(= 4 <2), 1-1,/4>0(= 4, <4).
ning kdik diskontotegurite komplektid on esitavad kujul (4,1-4,/21-4,/4), 0< 1, <2.

Kui mudelis eksisteerib vahemalt iiks komplekt diskontotegureid, siis

a) portfelli hind on vordne portfelli tulevase rahavoo diskonteeritud vaartusega
(niitidisvairtusega) mistahes diskontotegurite komplekti suhtes:

T N N T

> ac,(t)= iﬂ.tZann(t)z ZHnZitcn(t):nZZ:Han =W, ;

t=1 t=1 n=1 n=1 t=1

b) suvalise saavutatava rahavoo niitidisvaartus mistahes diskontotegurite komplekti

T
suhtes on vordne selle rahavoo hinnaga, s.t. W, = th X
t=1
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.
c) mudel on arbitraazivaba. Tdepoolest, kuna W, = Z/IICH (t), siis iikski strateegia ei
t=1

saa olla arbitraazistrateegia. Kui ¢, >0, siis W, >0; kuiaga c,, =0, c,, #0, siis
W, >0.

Pohitulemused riskivaba mudeli kohta

Teoreem 1. Turu mudel on arbitraaZivaba parajasti siis (s.0., siis ja ainult siis ), kui selle
mudeli jaoks on olemas vihemalt iiks diskontotegurite komplekt.

Teoreem 2. Mudel on arbitraaZivaba ja tiielik parajasti siis, kui tema jaoks on olemas
tapselt iiks diskontotegurite komplekt.

Mittesaavutatava rahavoo (sel juhul on mudelis 16pmatu arv diskontotegurite komplekte)
hinda ei dnnestu mudelis tiheselt méérata, kuid saab anda hinnale {ilalt ja alt hinnangud:

T T
W, =max> Ax, W, = Tigtzzl:ﬂtxt.

A4>0 ol

Seos diskontotegurite ja nullkupongvolakirjade tulususe vahel.

Vaatleme nullkupongvdlakirju nominaaliga 1. Lunastamistéhtajaga 7 (aeg 7 on mdddetud
aastates) nullkupongvdlakirja Z°tuleviku rahavoog on

{1, t, =7
c(t,) =

0, t =7

Kui nullkupongvdlakiri Z° rahavoog on mudelis saavutatav, siis selle vdlakirja hind Z; on
vordne ajahetkele 7 vastava diskontoteguriga (koikide diskontotegurite komplektide korral)

.
Zs =Y Ac(ty) =1,
m=1
Teiselt poolt, volakirja tulusus tdhtajani y, on nullkupongvolakirja Z° korral leitav vorrandist

ooc(t,) 1
Z: = n) __ |
’ mz;(l+ y )" @+y,)

millest saame seosed
1

A=—"— y =(2 )" 1.
@+y.)’ ()

Volakirjade turu andmete kasutamine mudeli konstrueerimiseks.

Reaalsed finantsturud ei ole tdielikud ning seetdttu voib juhtuda, et turumudel reaalsete
andmetega ei ole arbitraazivaba. Seetdttu konstrueeritakse arbitraazivaba mudel, kus
volakirjade hinnad on vaid ligildhedaselt samad, mis reaalsel turul. Selleks
a) leitakse diskontotegurid nii, et volakirjade niiiidisvaértused oleks voimalikult 1dhedased
volakirjade tegelikele hindadele (kasutatakse volakirjade musti hindu). Selleks
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.
minimiseeritakse volakirjade tegelike hindade B, ja nende niitidisvédrtuste ZACn (t)
t=1

vahede ruutude summat:

N T 2
S[Saal-e,| >, mn,

n=1\ t=1
Olgu A selle minimiseerimisiilesande lahend.

b) Konstrueeritakse arbitraazivaba mudel, kus volakirjade hindadeks voetakse

T p—
B, =Y AcC,(t) n=12..,N ning nende tuleviku rahavoogudeks on c,(t).
t=1

Niide 4.5. Vaatleme volakirjade turgu, kus kaubeldakse vaid kolme volakirjaga: bond1, bond2
ja bond3. Olgu aeg t mdoddetud aastates.

Hind, t=0 Makse t=1 Makse t=2
bond1 1.5 1 1
bond?2 2.4 1 2
bond3 2.6 2 1

See mudel ei ole arbitraazivaba. Niiteks portfell H = (3; -1; -1) on arbitraaziportfell:

W,, =05, ¢, =(0,0).

Konstrueerime niitid nende andmete pohjal arbitraazivaba mudeli. Selleks minimiseerime
funktsiooni F(A,,4,)= (4, + A, —1.5)* +(4, +21, —2.4)* + (24, + 1, —2.6)° > min

7450,4,50

Minimiseerimisiilesande lahendiks on 1 =0.918, 4, =0.718, F =0.023. Kasutades leitud
diskontotegureid leiame vdlakirjade hinnad arbitraazivabas mudelis kui vdlakirjade tuleviku

maksete nuudisvairtused

Hind, t=0 Makse t=1 Makse t=2
Bond1 1.636 1 1
Bond?2 2.355 1 2
Bond3 2.555 2 1

Lihtne on kontrollida, et see mudel on arbitraazivaba ja tdielik (s.t. selle mudeli jaoks leidub

vaid iiks diskontotegurite komplekt).

Voime konstrueerida arbitraazivaba mudeli ka nii et minimiseeritakse vdlakirjade
tulumédérade erinevust. Olgu y,, n=12,..,N reaalse turu volakirjade tuluméérad. Siis

a) leitakse diskontotegurid nii, et vdlakirjade tulusused tdhtajani oleks voimalikult
lahedased volakirjade tegelikele tulusustele. Selleks minimiseeritakse vdlakirjade
tegelike tulususte ja arbitraazivaba mudeli tulususte vahede ruutude summat:

ZN:(yn ~-¥.) > min

tingimusel, et

n=1
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T

S+, e, ()= Y Ac, (), n=12...N.

t>0 t>0

Olgu A selle minimiseerimisiilesande lahend.
b) Konstrueeritakse arbitraazivaba mudel, kus volakirjade hindadeks voetakse

T f—
B, =D AcC,(t) n=12..,N ning nende tuleviku rahavoogudeks on c,(t).
t=1

5. Swap-tehingud.

Swap on tuletistehing, mille korral tehingu osapooled vahetavad omavahel tuleviku
rahavoogusid.

Intressimiira swap - kahe osapoole kokkulepe kus osapooled vahetavad tuleviku
intressimaksete voogusid. Neid lepinguid kasutatakse tihtipeale selleks et vahetada ujuva
intressimddraga maksete voog fikseeritud intressimddraga maksete voo vastu. Rahavood
arvutatakse nominaali (notional amount) suhtes. Erinevalt volakirjadest ei ole makset lepingu
solmimise hetkel ning tehingu osapooled vahetavad vaid intressimakseid.

Intressimééra swapi kasutatakse selleks, et kindlustada end intressimééra riski vastu. Suur osa
swappe kasutavad ujuva intressimédédra saamiseks kas LIBOR-it (London Interbank Offer-Rate)
voi EURIBORi (mdlemad médratakse pankadevahelise kauplemise tulemusel). Ujuva
intressimdédra saamiseks lisatakse EURBOR-ile vdi LIBOR-ile mingi kogus punkte, kus tiks
punkt lisab 0.01% intressimédrale. Néiteks kui ujuv intressimdar on EURIBOR+60 punkti ning
EURIBORI véirtuseks on 2.5%, siis ujuvaks intressimédraks on 3.1%.

Valuutaswap. Valuutaswapi korral vahetatakse nii algsumma kui intress iihes valuutas
algkapitali ja intressi vastu teises valuutas.

Vaatleme niiiid, kuidas leida intressimddra swap-tehingu korral fikseeritud
intressimédra ehk swap-mééra . Olgu meil arbitraazivaba ja téielik riskivaba turumudel
diskontoteguritega A, .

Vaatleme intressimédra swapi 10pptahtajaga 7 ja nominaaliga 1.
Olgu C,, 0<t <7 - tuleviku intressimaksed ujuva intressimééra korral.

Olgu ¢, (W) ,0<t<7 - - tuleviku intressimaksed fikseeritud intressiméra korral.

Swap méair w=w, on fikseeritud intressimddr, mille korral ZCt/lt :th (W)ﬂt, s.t.
t>0 t>0
intressimaksete voogude niilidisvdédrtused on samad. Tuletame niilid vorrandi swap-méira

leidmiseks efektiivse intressimédra korral. Olgu aeg t mdddetud aastates.

Leiame koigepealt maksete niitidisvaédrtuse ujuva intressimédra korral. Leiame intressimakse
C, perioodi (t,t') eest . Kui me ajahetkel t investeerime riskivabalt iihe iihiku, siis me saame

. . A
ajahetkel t'tagasi summa 1+C, = A_t (kuna 1* 4, = (1+C, )4.). Kokkuvdttes saame
-

T T l T
thﬂt' =Z[/1—t—1 t :Z(ﬂt —/1t.)=1—ﬂr,

t'>0 t'>0 t' t'>0

kuna 4, =1.
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Leiame niitid fikseeritud intressimddraga maksete niitidisvddrtuse. Oletame, et intressi
makstakse ajamomentidel At'+ jAt, j=012,....k, kus At'+kAt =z ning At'< At . Fikseeritud

intressimddra W= Ww,_ (efektiivne intressimédr) korral on intressimakse suurus ajahetkedel

At'+jAL  j=12,..K Cy =(@+w)* -1 ning ajahetkel At'on intressimakse

=(@+w)* -1, Et @+w)" —1~wAt ja (L+w)" —1~wAt', siis c,, z%cm.

Kokkuvottes saame fikseeritud intressimaksete nutidisvaartuseks

S ~(2ans Tak,

t>0 t>At'+At
ning me saame jargmise vorrandi swap-mééra leidmiseks

(At S j(1+w _1)=1-4,.

t>At'+At

Vaatleme niiiid erijuhtu kui At'=At =1 (aeg t on mdddetud aastates). Siis

(ZT‘,AJWT =1-4,
t=1

millest saame, et

1- 1

r=1:w, = —ll = = ,
A 1+w,
-1 1-w
T=2:1W, = 2, = 221,
L+, 1+w,

jne. Seega, teades swap-maéérasid on voimalik leida diskontotegureid ja vastupidi. Seda asjaolu
saab dra kasutada arbitraazivaba mudeli konstrueerimisel reaalse turu andmete pohjal. Paljudes
riikides on swap-turg enam arenenud kui vdlakirjade turg ning arbitraazivaba turumudeli
konstrueerimiseks kasutatakse swap-turu andmeid.

6. Aktsiad. Turgude efektiivsus.
6.1 Aktsiad. Aktsiaturu efektiivsus

Aktsia (stock) on vairtpaber, mis nditab omaniku (aktsionéri) digust osale ettevotte varast ja
kasumist. Kasumiosa, mis aktsiate arvu alusel investeerijale vilja makstakse, nimetatakse
dividendiks.

Aktsiate liigitus soltuvalt hiiletusdigusest ja dividendidest
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a) Eelisaktsia
Dividendide suurus on fikseeritud, {ildjuhul puudub hééledigus aktsionéride
iildkoosolekul, Eelisaktsionédrid on eelisseisus vorreldes lihtaktsiondridega ettevotte
pankroti korral — nende nduded rahuldatakse esmalt

b) Lihtaktsia
Enamus kaubeldavaid aktsiaid on lihtaktsiad. Eesti turul on avalikult kaubeldavad vaid
lihtaktsiad.

Turul kaubeldavad aktsiad on tundlikud kdikide pdhiliste finantsturgude riskide suhtes.
Aktsiate vadrtuse muutus v3ib olla suur vorreldes teiste vaartpaberitega.

Aktsia viartuse hindamine

Nagu enamiku finantsinvesteeringute vaartus, soltub ka aktsiate véartus tulevikus lackuvate
rahavoogude niitidisvaértusest. Seega aktsiate korral dividendide niitidisvaértusest.

Eelisaktsia vairtus ehk hind P

2Tk

t>0

kus D, - dividendid ajahetkel t

k - investeerija ndutav tulunorm.

Kui dividendid koigil perioodidel vordsed ( D, = D) ning t =1,2,...,0n aastad, siis vastavalt

geomeetrilise progressiooni summa valemile:
D
p=—
k'

Kui aga dividendid kasvavad konstantses tempos, s.t. D, = (1+c¢c)D, ,, ¢ <Kk,, siis

D
k—c’
Viimast valemit nimetatakse Gordoni kasvumudeliks.
Lihtaktsiate korral dividende suurus ei ole kindlaksméératud ning neid vdidakse ka mitte
maksta. Kui aktsionér kavatseb hoida aktsiat oma kdes T aastat ning dividendide suurus
aastani T on teada, siis

P=

P
§(1+ K)' @+k)"
kus P; on aktsia turuhind ajahetkel T .

Vilja on pakutud ka kaheperioodiline muutuva dividendide kasvumédraga mudel, mille korral
eeldatakse, et dividendide suurus aastani T on teada ning edasi kasvavad aga dividendid
konstantses tempos, s.t. D, = (1+c¢c)D, ,, ¢ <Kk.. Siis

Dr
; (1+ k) (k —c)(1+k)"
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Praktikas on nende teoreetiliste valemite rakendamine keeruline, kuna see eeldab viga stabiilset
majanduskeskkonda, et dividendide suurused tulevikus oleks ligildhedaseltki teada.

Uheks vdimaluseks aktsiate hindamisel on lihtuda nende bilansilisest viirtusest. Aktsia
bilansiline védirtus (aktsia raamatupidamisviiartus (book value)) — firma bilansiline
omakapital {ihe aktsia kohta.
Aktsia hinna ja raamatupidamisvéaértuse suhe (price-to-book-ratio) P/B:
P/B= P
BV

P - aktsia turuhind

BV - aktsia raamatupidamisvairtus

Aktsia véadrtuse hindamise iiheks voimaluseks on ka ettevdtte kasumi prognoosimine tulevikus
ning selle pdhjal aktsia diglase hinna leidmine. Selleks leitakse suhtarv P/E:

P/E= i,
EPS
P - aktsia turuhind
EPS - puhaskasum aktsia kohta.
Aktsia hinda mojutavad tegurid:
1) Turul valitsev hinnang ettevotte kasumipotentsiaalile

2) Turul kehtivad intressiméérad

3) Konkreetse ettevottega seotud muudatused
4) Tootmisharu arengupotentsiaal

5) Uldine majandusareng

Finantsturgude efektiivsus

Arbitraazi all mdistetakse reeglina kahte korraga tehtavat tehingut (ost ja miilik), mille
eesmadrgiks on teenida hindade erinevuse pealt riskivaba kasumit.

1950-ndate aastate 15pus piistitasid majandusteadlased hiipoteesi, mille kohaselt aktsiate hinnad
ekslevad, s.t. nende muudatused on ajas ettearvamatud (Random walk hypothesis). Selle baasil
kujunes vélja efektiivse turu hiipotees, mis véidab, et efektiivne turg reageerib kohe uuele infole
ning seega ei Onnestu sama riskitaseme puhul iithelgi investoril teenida rohkem kui teistel. Et
efektiivsel turul peegeldavad finantsvarade hinnad kogu olulist infot, siis voivad investorid olla
kindlad, et nad maksavad varade eest alati diglast hinda.

Efektiivse turu tagamiseks on vajalikud teatud eeldused:

Turul piisav hulk investoreid, kelle eesmérk on teenida spetsiaalset ekstrakasumit;
Piisavalt suur kiive;
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Informatsioon liigub kindlaid kanaleid pidi (borsi infosiisteem);

Investorid on ratsionaalsed;

Taieliku konkurentsi eeldus — maksuméidrade ja tehingukulude erinevuste puudumine
turuosaliste vahel.

Turu nork efektiivsus. Aktsiaturg on norgalt efektiivne, kui

Aktsiahind peegeldab kogu informatsiooni varasema aktsiahinna liikumise kohta;
Investor ei saa prognoosida aktsiahinna muutust tulevikus varasemate hindade pdhjal;
Aktsiahind jdrgib juhuslikku arengutrendi, see vOib sama tdendosusega tdusta voi langeda.

Turu keskmine efektiivsus — turg, kus avalikkusele kéttesaadavat, sh ka ajaloolist infot
(varasemad aktsiahinnad, ettevotte aastaaruanded, ajaleheartiklid) kasutades ei saa teenida
lisakasumit.

Turu tugev efektiivsus — kus kogu ettevitte kohta kittesaadavat infot (sealhulgas ka ettevotte
siseinfo) arvesse vottes ei saa teenida lisakasumit.

Siseinfo kasutamist tehingute sooritamisel nimetatakse insider trading 'uks; paljudes riikides
on see seadusega keelatud ning firmajuhid peavad avalikult teatama oma kavatsusest sooritada
tehinguid oma ettevotte véadrtpaberitega

Tavaliselt koik arenenud turud on vihemalt norgalt efektiivsed.

Borsikrahhid on néhtus, mille seletamiseks ei piisa efektiivse turu teooriast. (aktsia hinnad
peegeldavad alati aktsia tegelikku vaértust). Kiirete hinnaliikumiste seletamiseks sobib rohkem
mulliteooria. Selle jargi ei viljenda vaartpaberite hinnad mitte alati nende tegelikku védartust.

Hinnamull — olukord, kus véirtpaberite hinnad tiletavad nende fundamentaalselt pohjendatud
vaartuse.

Mullide pohjused:

a) Investorid votavad soovitut tegelikkuse péhe, investorite usk mingi uudse olukorra voi
reaalsuse tekkesse;

b) Keskpankade ekspansiivne rahapoliitika;

c) Finantsvoimenduse (nt. pangalaen) laialdane kéttesaadavus.

Ajaloos tuntuimad hinnamullid

a) Hollandi tulbisibulate maania 17.saj,

Tipp 1637, mirts; 1 sibul=10 késitdolise aastapalka; 1636.nov.- 1637.mai hinnaindeks suurenes
10-It kuni 200-ni ja siis kukkus tagasi alla 10-ni;

b) USA borsibuum 1920-ndatel, krahh 29.oktoober 1929 (must teisipdev), kus New Yorgi
aktsiabors kukkus 11,7%. (24.oktoober — must neljapaev).
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28.0kt. 1929 Dow Jones indeks kukkus 12.82% ja 29.oktoobril 11.73%. Dow Jones indeksi
liilkumine: aastatel 1922-1929 indeks tousis 60-1t 330-ni ja sealt kukkus nelja aastaga 30 peale;
c) Kinnisvaramull USA-s 2007.a. ja sellega kaasnenud finantskriis 2007-2009. Dow Jones
indeks kukkus vahem kui kahe aastaga 14000-1t kuni 6700-ni.

6.2. Aktsia tulusus. Aktsia hinna kiitumine

Vaatleme aktsia hinda vdrdsete ajavahemike t =nz jarel, kus n=1,2,... ning z on fikseeritud
ajasamm. Tdhistame aktsia hinna hetkel nz (ehk edaspidi lithidalt ajahetkel n) suurusega S(n)
. Oletame, et hetkel t=0 on aktsia hind teada ning vordne suurusega S(0). Tuleviku

aktsiahinnad ei ole teada ning need on vaadeldavad juhuslikena.
Aktsia hinna S(n) kéditumist on sobiv kirjeldada aktsia tulususe kaudu. Kui aktsia kohta ei
maksta dividende ajaperioodil [n,m], siis aktsia tulumiir (liihidalt tulusus) R(n,m)
defineeritakse kui juhuslik suurus
R(n,m) = S(m)=S(n).

S(n)
Tulusus R(n) ajaperioodil [n—1,n] on seega
S(n)—S(n-1)

S(n-1)
Kui aktsia kohta makstakse dividende ajahetkel n, siis aktsia hind pédrast dividendide
véljamaksmist langeb ning see mojutab aktsiahinda S(n). Sel juhul aktsia tulusus R(n)

ajaperioodil [n—1,n] on

R(n) =

S(n) - S(n-1) +div(n)

S(n-1)
kus div(n) on ajahetkel n véljamakstud dividendid.
Kui meil on antud jérjestikused iiheperioodilised tulusused R(n+1),R(n+ 2),...,R(m), siis
perioodi [n,m] tulusus R(n,m) avaldub iiheperioodiliste tulususte kaudu valemiga

1+ R(n,m)=1+R(N+1))A+R(n+2)...+R(m)) .

Néeme, et selliselt defineeritud tulususe korral ei kehti nn. aditiivsuse omadus, s.t. kogutulusus
el vordu iiksikute perioodide tulususte summaga. Viimane omadus kehtib aga juhul kui
vaatleme logaritmilist ehk pidevat tulusust.

Kui aktsia pealt ei maksta dividende ajaperioodil [n,m], siis aktsia pidev
(logaritmiline) tuluméir (lithidalt tulusus) r(n, m) defineeritakse kui juhuslik suurus

r(n,m) = In(m].

S(n)
ning tiheperioodiline pidev tulusus r(n) kui

_ 1| _S(n)
r(n)_ln[s(n_l)j,

R(n) =

millest jareldub, et
S(n)=S(n—1)e"™.
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Kui aktsia pealt makstakse dividende ajahetkel n, siis pidev iiheperioodiline tulusus leitakse
valemiga

f(n) = In S(n) +div(n) .

S(n-1)
Kui meil on antud jarjestikused iiheperioodilised pidevad tulusused r(n+1),r(n+2),...,r(m),
siis perioodi [n,m] pidev tulusus r(n,m) avaldub iiheperioodiliste tulususte kaudu valemiga

r(n,m=r(n+)+r(n+2)+...+r(n+m) :ir(n+ j)-

Kui eeldada , et aktsiaturg on ndrgalt efektiivne, siis aktsiahinna pidevad iiheperioodilised
tulusused peaks olema soltumatud juhuslikud suurused. Eeldus, mis aktsiahinna kditumise
kohta tehakse, on jargmine

r(n) =c+w(n), @
kus ¢ on konstant ning @(n) on jirgmiste omadustega juhuslikud suurused
a) E(w(n))=0, s.t. juhuslike suuruste @(n) keskvértused on nullid.

b)  Juhuslikud suurused w(n) on sdltumatud, millest jireldub, et corr(n,m)=0 suvaliste
n,m, n = mKorral.

Valemist (1) jareldub, et
In(S(n)) =In(S(n—1)) +c+ w(n). (2)

ning
In(S(n)) = In(S(0)) + nc + Zn: a(]) -

Aktsiahindade empiiriline uurimine on ndidanud, et aktsiahinnad kéituvad ligikaudselt
vastavalt valemile (2), kus @(n) on normaaljaotusega sdltumatud juhuslikud suurused

keskviirtusega 0 ning konstantse dispersiooniga o, s.t o(n) ~ NID(O, 02) .

Niiteid aktsiahinna Kkéditumise kohta.

Vaatleme pédevaseid aktsiahindu viie aasta jooksul, kui pédevaste aktsiahindade kaitumist
kirjeldab vorrand

In(S(n)) = In(S(n —1)) + (0.07/365) + w(n), n =1,2,...1825, S(0) =100,

kus @(n) on normaaljaotusega sdltumatud juhuslikud muutujad keskviirtusega 0 ning

dispersiooniga o”.

a) Kui In(S(n)) =In(S(n—1)) +(0.07/365), n=12,...1825, siis aktsiahinna kaditumine
on selline
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b) Kui In(S(n)) =In(S(n-1)) +(0.07/365) + w(n), n=12,..1825, Var(w(n)) = 0.01,
siis aktsiahinna kaitumine vaib olla selline (neli korda genereeritud juhuslikke
suurusi):
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c) Kuiaga In(S(n)) =In(S(n—-1))+(0.07/365) +w(n), n=1.2,...1825, Var(w(n)) = 0.02,siis

aktsiahinna kditumine voib olla selline (neli korda genereeritud juhuslikke suurusi):
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Miks peavad aktsiahinna liitkumist kirjeldavad juhuslikud suurused olema sdltumatud?
Oletame, et juhuslikud suurused (n) ja @(n—1) on samasuunaliselt korreleeritud, s.t .

corr(w(n),w(n —1)) = p > 0. Siis vdime vilja pakkuda jirgmise strateegia aktsiate ostmiseks-
miitimiseks: ostame aktsia siis, kui In(S(n)) > In(S(n—1)) + (0.07/365) ning miilime aktsia
siis, kui In(S(n)) < In(S(n-1)) + (0.07/365)

Kui p =0.1, siis iihe aktsia ostmisel-miiiimisel on voimalik teenida puhastulu on keskmiselt
121 EUR , sealjuures keskmine tehingute arv ligikaudu 854;

Kui p=0.3 siis puhastulu on keskmiselt 335 EUR ja keskmine tehingute arv on ligikaudu
737,

Kui p=0.0 siis puhastulu on keskmiselt 27 EUR ja keskmine tehingute arv ligikaudu 913;

Siin ei ole arvestatud sellega, et praktikas tuleb aktsiatega kauplemisel maksta ka mingit
tehingutasu. Naiteks, kui tehingutasu on 0.1 % tehingu summast, siis juhul p=0.1 on iihe

aktsia ostmisel-miitimisel on vdimalik teenida puhastulu on keskmiselt vaid 15 EUR (mis on
madalam sellest kui ostaksime perioodi algul aktsia ning perioodi 16pus miiiiksime). Kui aga
p =0.3 siis puhastulu on keskmiselt 245 EUR.

6.3. Oodatav tulusus. Riskineutraalsus
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Riskantsete investeeringute korral ei ole tuleviku rahavood determineeritud, vaid on
juhuslikud. Kui meil on teada erinevate tulevikustsenaariumide tdendosused, siis on véimalik
radkida investeeringu keskmisest ehk oodatavast tulust ja tulususest (expexted return).
Oletame néiteks, et aktsia hind hetkel on 100 EUR ning aktsia hinnaks on majanduslanguse,
stagnatsiooni ja buumi korral vastavalt 90 EUR, 104 EUR ning 110 EUR. Olgu nende
stsenaariumide tdendosused on vastavalt Y4, 2 ja Va.

Siis oodatav tulu on leitav valemiga 4*90+1/2*104+ %4*110=102.

Saame leida ka tulusused iga stsenaariumi korral ning rddkida oodatavast tulususest.

S-5(0)
S(0)
oodatav tulusus on -6%*(1/4)+4%*(1/2)+10%*(1/4)=2%.

Tulusused R = on erinevate stsenaariumide korral vastavalt -10%, 4% ja 10% ning

Seega, kui on teada erinevate stsenaariumite @,,®,,..,o, tdendosused P, P,,.., Px Ning

investeeringu tulu  S,,S,,..,S, erinevate stsenaariumide korral , siis  oodatav tulu E(S)
leitakse vastavalt valemile

K
E(S): Z PySy -
k1

Kui on antud investeeringu tulusused R;,R,,..,R, erinevate stsenaariumide korral, siis
oodatav tulusus leitakse vastavalt valemile

< _E(S)-5(0)
E(R)—kzzl:kak = $(0)

Kui meil on antud jérjestikused soOltumatud iiheperioodilised oodatavad tulusused
E(R(n+1)), E(R(n + 2)),..., E(R(m)),, siis perioodi [n,m] oodatav tulusus E(R(n,m)) avaldub

itheperioodiliste oodatavate tulususte kaudu valemiga
1+ E(R(n,m)) =1+ E(R(n+1))A+ E(R(n+2))...A+ E(R(M))) .

Kui meil on antud jérjestikused itheperioodilised oodatavad pidevad tulusused

E(r(n+1)), E(r(n+2)),...,E(r(m)) (pidev tulusus r = In[%)) , siis perioodi [n, m] oodatav
pidev tulusus E(r(n,m)) avaldub {iiheperioodiliste oodatavate pidevate tulususte kaudu

valemiga
E(r(n,m)) = Zm: E(r(n+j)).

Viimane valem kehtib ka juhul, kui tiheperioodilised tulusused ei ole soltumatud, kuna
keskvairtus juhuslike suuruste summast on alati vordne keskvéartuste summaga.
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Vordleme riskantse investeeringu keskmist oodatavat tulu riskivaba investeeringu
tuluga kasutades viimasel juhul pidevat tuluméédra. Kui me investeerime riskivabalt summa
S(0) ajahetkel t=0 pideva tulumééraga r, siis pérast aja t=T pérast on investeeringu suurus

S(0)".

Tekib kiisimus, et kui investor investeerib sama summa riskantsesse investeeringusse,
siis milline peab olema sellise investeeringu oodatav tulusus, et ta valiks riskantse
investeerimisviisi riskivabalt investeerimise asemel. See sdltub investori suhtumisest riski.
Tiitipiliselt on investorid riskikartlikud ning nende jaoks peab kehtima vorratus

E(S) > S(0)e™ ehk e E(S) > S(0),
s.t. diskonteeritud oodatav tulu peab olema suurem investeeritud summast S(0).
Riskialtide investorite korral voib kehtida ka vorratus
E(S) < S(0)e"
(riskialtid investorid on nditeks loteriil osalejad). Riskineutraalsete investorite korral aga
E(S)=S(0)e™ ehk e E(S) =S(0),

s.t. nad on valmis valima riskantse investeeringu juhul kui diskonteeritud oodatav tulusus on
vordne (vOi suurem) kui investeeritud summa.

Kui meil on antud stsenaariumite tdendosused p,, P,,.., Py, siis Uldjuhul ei kehti vordus
e "E(S) =5(0).
Tdendosusi  Pp.(@,), P(@,),.-, P- (a)K ), millede korral

p.(w )>0, 1<k <K ja Zp*(a)k)=1

1<k<K

K
ning kehtib vordus e E.(S)=e"" Y p.(@,)S, =S(0), nimetatakse riskineutraalseteks
k=1

toeniiosusteks. Osutub, et tuletisvadrtpaberite (optsioonid, forwardid) diglase hinna leidmisel
on riskineutraalsed tdendosused olulisemad, kui stsenaariumide algsed tdendosused.
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7. Uldine matemaatiline mudel derivatiivide hinna leidmiseks.
Matemaatilise mudeli elemendid:

a) Loplik arv T +1 ajahetke t e T ={012,..., T}, T <o, millal turu mudelis saab midagi

toimuda. Sealjuures: t=0- olevik, modelleeritava perioodi algushetk; t>0-
tulevik, t=T - modelleeritava perioodi 10pphetk, ajas kaugemale me selles mudelis

ei vaatle.
Kauplemine (portfelli moodustamine ja realiseerimine) voib mudelis toimuda koikidel
ajahetkedel. Ajahetke numbrit tuleb siin mdista kui ajahetke jarjekorranumbrit, mitte kui
ajahetke arvvaartust.

b) Riskivaba vara, mida iseloomustatakse vara hinnaga S,(t), t=01...,T

c) Riskantsete varade hindade kujunemise vdimalike stsenaariumide  hulk
Q={w,,,.,0}  kus K on I5plik.

d) Loplik arv N turul kaubeldavat riskantset vara (assets) Iga vara n (1<n<N) on

iseloomustatud  vara hinnaga koikidel ajahetkedel ja kdigi vdimalike
arengustsenaariumide korral, s.t. on antud hinnad

S,(t,w), t=01,...T,0eQn=12,,, N.
Sealjuures eeldame, et vara hind hetkel t=0 (olevik) on kdigi stsenaariumide korral sama
S,(0)=S,0,w), e Q,n=12,...,N
Samuti eeldame, et kdigi varade hinnad on positiivsed:
S,(t)>0,S,(t,w)>0,n=12.,N,t=012,..T.

Niide 1. Vaatleme jargmist mudelit, kus kaubeldakse iihest aktsiaga ja riskivaba varaga.
Ajahetkede arvon 3 (T=2), N=1K =4.

Vara Stsenaarium Hind t=0 Hind t=1 Hind t=2
Aksia o, 90 100 112

w, 90 100 106

@, 90 80 90

0, 90 80 80
Riskivaba vara 100 110 121

Aktsia hinna voimalikud arengud saab esitada ka hinnapuuna
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S, =112
S, =100 <

S, =90 S, =106

S, =80 S, =90

S, =80

Def. 1. Investori portfell on vektor H(t) = (Ho(t), H, (), H,(t),...H, (t)), mis niitab varade

hulka investori portfellis ajahetkede t-1 ja t vahel, s.t portfell moodustatakse ajahetkel t-1 ning
hoitakse kuni ajahetkeni t. Erinevate arengustsenaariumide korral voib investor moodustada
erineva portfelli, s.t. H(t) voib olla erinevate stsenaariumide korral erinev Portfellide jada

H@®),H(2),...,H(N) nimetatakse investeerimisstrateegiaks. Me eeldame, et suurused H, (t)

voivad olla suvalised reaalarvud.

Portfelli vairtus ajahetkel t leitakse vastavalt valemile
N
V()=> H, 1S, )
n=0
ja selle portfelli moodustamise hind ajahetkel t-1 on
N
W(t-1)=> H, (t)S,(t-1).
n=0
Portfelli hind niditab rahasummat, mis portfelli moodustamiseks on vaja ning portfelli viirtus

nditab rahasummat, mis me saame selle portfelli maha miitimisel.

Investor voib oma portfelli muuta igal ajahetkel, miilies mingeid varasid ning ostes teisi.
Investor teeb oma otsused selle kohta, milliseid varasid miitia ja milliseid osta, talle tollel
ajahetkel teadaoleva informatsiooni pohjal. Eeldame, et selleks informatsiooniks on varade
hinnad kuni antud ajahetkeni (ja mingi muu info pdhjal investorid oma otsuseid ei tee) ning
info varasemate hindade kohta on kittesaadav koigile. See tdhendab seda, et kui varade hinnad
kuni ajahetkeni t on koigi varade korral kahe stsenaariumi korral samad, siis nende kahe
stsenaariumi korral hetkel t moodustatud portfellid peavad ka samad olema.

Niide 2. Leiame niites 1 vaadeldud mudeli korral ajahetkel t=1 moodustatud portfelli
H(2)=(2,3) hinna hetkel t=1 ja véirtuse hetkel t=2 erinevate stsenaariumide korral.

W (1) =3*100+ 2*110 =520 stsenaariumide o, ja w, korral
V(2) =3*112+2*121 =578 stsenaariumi @, korral

V(2) =3*106 +2*121 =560 stsenaariumi @, korral
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W (1) =3*80+2*110 = 460 stsenaariumide @, ja @, korral
V(2) =3*90+2*121 =512 stsenaariumi w, korral
V(2) =3*80+2*121 =482 stsenaariumide o, Korral

Uldiselt ei pea me stsenaariumide @, ja @, korral moodustama sama portfelli, mis
stsenaariumide @, ja @, Kkorral. Kuna stsenaariumide @, ja @, Korral riskantse vara hind

langes ajahetkel t=1 vorreldes ajahetkega t=0, siis vOime nende stsenaariumide korral
moodustada 460 rahaiihiku eest ka nditeks portfelli H(2)=(460/110,0), mille vaartuseks
ajahetkel t=2 on 508,2 tihikut.

Def. 2. Investeerimisstrateegia nimetatakse isefinantseerivaks, kui ajahetkel t,0<t<T
moodustatud portfelli hind on vordne ajahetkel t -1 moodustatud portfelli vairtusega, s.t.

STH, S, = 3 H, (t+ 1S, (1)

Niide 3. Niites 1 vaadeldud mudelis on isefinantseerivaks strateegiaks on néiteks strateegia
HO)=(-23), H2 ®)=H(2 o,)=(-13/112), H(2,0,)=H(2,®,)=(-6/11, ).

kuna V(L @)=V (L @,) =-2*100+3*90=70 ja
Wi o L @) =Wyy5 ., (1, @,) = (<13/11) *110+ 2*100 = 70
ning Vi (L @y) =V, (L, )= —2*110+80*3 = 20

AW, L ay) =Wy, Lo,)=(-6/11)*110+80*1=20.

Def. 3. Strateegia on ennustatav (predictable) kui portfellid H(t) mis moodustatakse ajahetkel
t-1 soltuvad vaid varade hindadest kuni ajani t-1

Lause 1. Etteantud algvara V(0) ning riskantsete varade portfellide
H,),....H, ), t=12.T korral on alati vdimalik leida riskivaba vara positsioonid

H,(t), t=12.T nii, etstrateegia H(t), t=12.T on ennustatav isefinantseeriv strateegia.

Taoestus: Leiame riskivaba vara positsioonid H,(t), t=12..T jargmiselt

V(-3 H, 1S, (0)
o) = ——
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N

V@ =2 H,0s,0),
n=0

VO3 H, 25,0

S, (1)

Ho(z):

V(2)= 3 H, (5, (2)

jne. Selline strateegia on isefinantseeriv ning samuti ennustatav, kuna positsioonid
H,(t), t=12.T avalduvad varade hindade kaudu ajahetkeni t-1.

Def. 4. Mudel on arbitraaZivaba, kui mudelis ei leidu sellist isefinantseerivat ennustatavat
strateegiat H, et V,, (0)=0 ning leidub t, 1<t <T,selline, et V,, (t)> 0 kdigi stsenaariumide
korral ja V,, (t)> 0 mingi stsenaariumi korral.

Niide 4. Vaatleme mudelit (vorreldes ndites 1 toodud mudeliga on muudetud vaid aktsia
hinda hetkel t=2 ja stsenaariumi @, korral)

Vara Stsenaarium Hind t=0 Hind t=1 Hind t=2
Aktsia , 90 100 112

w, 90 100 120

o, 90 80 90

o, 90 80 80
Riskivaba vara 100 110 121

See mudel ei ole arbitraazivaba, kuna vaadeldes investeerimisstrateegiat H(1)=(0,0),
H(2,0,)=H(2,@,)=(~10,11), H(2,0,)=H(2,,)=(0,0), saame investeeringu viirtuseks

soltuvalt stsenaariumist V(2,m,) =22, V(2,0,) =110, V(2,0;) =0, V(2,0,) =0. Selline
investeerimisstrateegia on isefinantseeriv ning V(0)=0, kuid stsenaariumide o,, », korral
saame positiivse tulu.

Pohiteoreem. Mudel on arbitraazivaba siis ja ainult siis, kui leiduvad tdendosused p.(w)

(neid tdendosusi nimetatakse riskineutraalseteks tdendosusteks) nii, et

a) p.(w)>0 iga stsenaariumi o € Q korral
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b) > p.(w)=1

weQ
ning

S,

c) diskonteeritud aktsia hindade §n t) = S korral kehtivad vérdused

E.(S, (t+1)fs(®))=S, () )

iga n=12...N ja t=012...T -1 korral, kus E.(|S(t)) tahistab tinglikku keskvirtust

toendosuste p((o) korral ning teadaolevate varade hindade S(t) korral kuni ajahetkeni t.

Paneme tdhele, et vordus (1) on automaatselt tdidetud n=0 korral, kuna S, (t)=1ligat

korral ning > p.(w)=1.

weQ)

Niide 5. Leiame riskineutraalsed tdendosused niites 1 toodud mudeli korral. Riskineutraalsed

tdendosused saame leida hargnemistdendosuste (tinglike tdendosuste) p,;, P, P, kaudu

P2 S, =112
Py S, =100 <
S, =90 S, =106
1_ le
1-p, S, =80 - S, =90
S, =80
1_ p22

Vorrandid (vt. valem (1)) hargnemistdendosuste leidmiseks on jirgmised

100 80, . 9%
110 " 110 77100
%p +@(1_p )—@
12177 121 277110
90 80 80
o 4—(1-p,)=—
121 P 121( Pz:) 110

Nende vorrandite lahenditeks on vastavalt p;; = %, Py = %, Py, =g ning riskineutraalsed

toendosused on vastavalt
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19

p*(a)l): P ™ Pa :%

19
p*(a’z): Py *(@A-py) = %

1
p*(wa): (L= py)* Py :2_5

p*(a)4): A-py)*@A-py)= ﬁ

Lihtne on veenduda, et leitud riskineutraalsete tdendosuste summa on 1:

19 19 1 1

P-(@)+ P.(0,)+ P.@,)+ pu(0,) = g2+ ot s = L.

Seega néites 1 vaadeldud mudel on arbitraazivaba.

Vaatleme tuleviku juhuslikku rahavoogu X (@) hetkel t=T. Tuleviku rahavoog on

saavutatav, kui leidub selline isefinantseeriv investeerimisstrateegia (rahavoogu X replikeeriv
strateegia) H = (H (), H(2),....H(T)), et

V,,(T,0)=X(0) VoeQ.

Arbitraazivabas mudelis on saavutatava tuleviku juhusliku rahavoo X (@) hinnaks strateegia
H hind hetkel t=0, s.t. W, (0)=W,(0). Saavutatava tuleviku rahavoo hinna saab

arbitraazivabas mudelis leida ka riskineutraalsete tdendosuste kaudu. Kehtib vordus

W, (0) = E.(X), ®)
S.t.
W, (0) & X (@)
5.0 " 2P q@

kus p. (a)k )on riskineutraalsed tdendosused. Viimasest vordusest saame

gz((.?)) g p*(a’k )X (a)k )

Wx (O) =

Naiitame vorduse (2) kehtivust juhul T=1. Sel juhul riskineutraalsed tdendosused rahuldavad
vorrandit

E.(S,(W)s(0)=S§,(0).,n=12...N,

ehk
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S S,Lay) _S,(0)

> plo) = n=12,.,N.

= So()  So(0)

Niitid saame saavutatava tuleviku rahavoo hinna esitada jargmiselt

ZN:H (1)(2 p.(@,)S, (1, a)kj
ZK: a)k)\/H(l a)k)_

Wy (0) =W, (0) = ZH @s, (0)—

S, (0) &

203 b0 S .05, <1wkj
)

S (0)2 p. (@, )X (a2,) =S, (0)E. (X

k=1

K

z a’k X(a)k)_

0 =1

(/)I—‘

millest jareldub, et W, (0) = (@ _ g (%),
S,(0)

Saab niidata, et kui riskineutraalsed tdendosused on iitheselt méadratud, siis koik tuleviku
juhuslikud rahavood on saavutatavad.

Niide 6. Leiame ndites 1 vaadeldud mudeli korral tuleviku juhusliku rahavoo
X(2,m,) =33/10, X(2,0,) =0, X(2,,) =55/10, X (2, ®,) =0 hinna.

Kuna mudel 1 korral riskineutraalsed tdendosused on iitheselt méédratud, siis koik tuleviku
rahavood on saavutatavad ning

Wy (0) =2~

100/19,33 19,45, 1,55 1 ,4)_21_,10
12130 10 60 25 10 100 11 11

Ulesanne. Vaatleme mudelit

Vara Stsenaarium Hind t=0 Hind t=1 Hind t=2
Aktsia o, 135 16 25

w, 135 16 15

o, 135 20 15

o, 13.5 20 30
Riskivaba vara 3 4 5

1. Leida riskineutraalsed tdoendosused

2. Leida tuleviku rahavoo X (2) = (10; 0; 0; 15) hind kasutades a) riskineutraalseid
toendosusi b) rahavoogu replikeerivat portfelli
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3. Leida tuleviku rahavoo X (2) = (10; 5; 10; 5) hind kasutades a) riskineutraalseid
toendosusi b) rahavoogu replikeerivat portfelli

Vastused:

1. p.(w)=1/4; p.(w,)=1/4; p.(w;)=1/6; p.(w,)=1/3,
2. W, =9/2

3. W, =17/4

8. Optsioonid. Optsiooni hind.

8.1.0ptsiooni moiste

Euroopa ostuoptsioon (European call option) annab optsiooni omanikule diguse (kuid mitte
kohustuse) osta mingit vara, edaspidi alusvara (underlying asset) optsiooni ostmisel fikseeritud
hinnaga X ning kindlaksmédratud ajal T. Fikseeritud hinda X nimetatakse optsiooni
taitmishinnaks (exercise price, strike price) ning aega T nimetatakse taitmisajaks
(realiseerimisajaks, optsiooni elueaks) (exercise time, expiry time).

Euroopa miiiigioptsioon (European put option) annab optsiooni omanikule diguse (kuid mitte
kohustuse) miilia mingit vara, edaspidi alusvara optsiooni ostmisel fikseeritud hinnaga X ning
kindlaksméératud ajal T.

Ameerika ostu— ja miiiigioptsioon annavad optsiooni omanikule diguse (kuid mitte
kohustuse) vastavalt osta ja miilia mingit vara optsiooni ostmisel fikseeritud hinnaga X
mistahes ajal alates optsiooni ostmisest kuni kindlaksméératud ajani T.

Alusvara voib olla erinevate optsioonide korral olla véga erinev. Alusvaraks voib olla aktsiad,
mingi kaup (nditeks tooraine), vilisvaluuta, kuid alusvaraks vdib olla ka aktsiaturu indeks,
intressiméér voi isegi lumekatte paksus. Niiteks Euroopa ostuoptsioon Standard ja Poor indeksi
kohta . Lepitakse kokku, et X=815 (815 indeksi véirtus tditmisajal) ning see, et iihe ihiku vorra
indeksi muutust vastab nditeks 100 eurole.

Optsioone kasutatakse riskide maandamiseks ja spekulatsioonideks.
Téhistame alusvara hinna tihisega S(t) ning olgu optsiooni ostmise hetk t =0.

Optsiooniga seotud viljamakse P optsiooni omanikule optsiooni tditmisajal T:

S(T)—X, kui S(T)> X

Euroopa ostuoptsioon P, = {O Wi STy< X'
: ui <

X —S(T), kui X >S(T)

Euroopa miitigioptsioon P, = {0 kui X <S(T)
, ul =
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X, kui x>0 L .
Tahistades [X]+ = . , Saame Euroopa ostu- ja miiiigioptsiooni védljamaksed esitada
0, kuix<O0
kujul
Po=[sM-xL.  R=[x-sm]

Ameerika ostu- ja miitigioptsiooniga seotud véljamaksed, kui optsioon realiseeritakse ajal
t, 0<t<T, on vastavalt

P. =[s®-X].. P, =[X -S@®]..

Téahistame Euroopa tiilipi ostu- ja miiligioptsiooni hinna vastavalt V. ja V. Kui riskivaba pidev
intressimdar on r, siis kasum Euroopa ostuoptsiooni realiseerimisel on

Pe _VcerT - [S(T)_ X]+ _VcerT
ning Euroopa miiligioptsiooni korral
P, —V,e" =[X =S(T)], -V,.e.

Seega niiteks ostuoptsiooni omamine on kasumlikum vorreldes raha paigutamisega
riskivabasse varasse juhul kui alusvara hind

S(T)> X +Ve.
8.2  Put-call parity

Kui alusvaraks oleva aktsia korral ei maksta dividende, siis sama tditmishinna X ja sama
taitmisaja T korral on Euroopa ostu- ja miiiigioptsioonide hinnad seotud jargmise vordusega

Ve -V, =S(0)— Xe . (1)

Toestame selle vorduse vastuviiteliselt 1dhtudes arbitraazivabaduse ndudest.

1) Oletame vastuviiteliselt, et V. —V, >S(0)— Xe™™ ning niitame, et siis eksisteerib
arbitraazistrateegia.

Hetkel t=0 :

a) Ostame iihe alusvara aktsia hinnaga S(0)

b) Ostame iihe miiligioptsiooni hinnaga V,

C) Kirjutame vilja ning miilime iihe ostuoptsiooni hinnaga V.

d) Nendeks tegevusteks vajaminev rahahulk on V. -V, —-S(0). Kui see summa on

positiivne, siis paigutame raha rahaturule pideva intressimddraga r; Kui negatiivne, siis
laename selle rahaturult
Kokkuvottes on nende tegevuste (tegevuste a)-d)) bilanss nullis.
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Hetkel t=T :

a) Lopetame rahaturu positsiooni, mille hind on (V. —V, —S(0))e” . Kui see on

positiivne, siis saame selle raha; kui negatiivne, siis peame sellise summa maksma
b) Kui S(T)- X >0, siis jitame miiligioptsiooni realiseerimata, miilime alusvara aktsia

hinnaga S(T) ning maksame vélja ostuoptsiooniga seotud vdljamakse S(T)— X .
Kokkuvottes on tegevuste bilanss

(Ve —Vp —S(0)e"™ +S(T) —(S(T) = X) = (Ve =V, =S(0))e" + X >0,

mis nditab, et selline strateegia on arbitraaZistrateegia.

C) Kui S(T)- X <0, siis realiseerime miiligioptsiooni ning saame summa X —S(T) ,
miilime alusvara aktsia hinnaga S(T) ; ostuoptsiooniga seotud kulud on 0.

Kokkuvbttes on tegevuste bilanss
(Ve =V —S(O)e™ +(X =ST)+S(T) = (Ve —V, ~S(O)e™ +X >0,
mis néitab taas, et selline strateegia on arbitraazistrateegia.

2) Oletame, niiiid et V.-V, <S(0)—Xe™™ ning niditame, et ka siis eksisteerib
arbitraazistrateegia. Hetkel t=0:

a) Miiiime (vOtame lithikese positsiooni) iihe alusvara aktsia hinnaga S(0)
b) Ostame iihe ostuoptsiooni hinnaga V,
c) Kirjutame vilja ning miilime tihe miitigioptsiooni hinnaga V,

d) Nendeks tegevusteks vajaminev rahahulk on V., +S(0)-V.. Kui see summa on

positiivne, siis paigutame raha rahaturule pideva intressimddraga r; Kui negatiivne, siis
laename selle rahaturult.

Kokkuvdttes on nende tegevuste (tegevuste a)-d)) bilanss nullis.

Hetkel t=T:

a) Lopetame rahaturu positsiooni, mille hind on (V, +S(0)—V.)e™ . Kui see on

positiivne, siis saame sellisse summa raha; kui negatiivne, siis peame sellise summa maksma;
b) Kui S(T)— X >0, siis realiseerime ostuoptsiooni ja sulgeme lithikese positsiooni,

makstes alusvara aktsia eest S(T) ; miitigioptsiooniga seotud kulud puuduvad.

Kokkuvdttes on tegevuste bilanss
(Ve +5(0) =V )e™ =S(T)+(S(T) = X) = (V, +S(0) -V )e" — X >0,
mis nditab, et selline strateegia on arbitraaZistrateegia.

C) Kui S(T)—X <0, siis jatame ostuoptsiooni realiseerimata, sulgeme lithikese
positsiooni, makstes alusvara aktsia eest S(T) ning maksame vilja miitigioptsiooniga seotud
kulud X —S(T).
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Kokkuvottes on tegevuste bilanss
(Ve +5(0) =V )™ =S(T)—(X =S(T)=(V, +S(0) -V )e" =X >0,

mis nditab taas, et selline strateegia on arbitraazistrateegia.

Mirkus. Vordus (1) ei kehti tildjuhul Ameerika optsiooni korral. Kui alusvaraks oleva aktsia
korral ei maksta dividende, siis sama tditmishinna X ja sama tditmisaja T korral on Ameerika
0stu- ja miiligioptsioonide hindade vahet hinnata jargmiste vOrratustega

S(0)— X <V& -VZ2 <S(0)—Xe ™,
kus V£,V on vastavalt Ameerika ostu- ja miiligioptsioonide hinnad. Tdestada saab jillegi
vastuviiteliselt.

Ameerika ja Euroopa optsioonide hindade korral kehtivad vorratused
V. V&, V, <V2.

Kasutades arbitraazivabaduse nduet, saab néidata, et Euroopa ostu- ja miiligioptsiooni hinnad
peavad rahuldama jargmisi vorratusi:

max{0, $(0)— Xe ™" }<V, <S(0),
max{0, —S(0)+ Xe ™ J<V, < Xe .

Optsioonide korral kasutatakse ka mdisted in the money, at the money ning out of the money.
Hetkel t on optsioon in the money kui optsiooni kohesel realiseerimisel saab optsiooni omanik
positiivse rahavoo (nt. ostuoptsioon on hetkel t in the money juhul, kui S(t) > X ). Optsioon

on at the money kui S(t)= X . Ostuoptsioon on out the money kui S(t) < X ning
miitigioptsioon juhul kui S(t) > X .

8.2.  Optsiooni hind

Optsiooni hinna leidmiseks tuletasid Fisher Black, Myron Scholes ja Robert C. Merton 1970-
ndatel aastatel (esimene artikkel 1973, Black&Scholes) nn. Black-Scholesi vorrandi.

Eeldused Black-Scholesi vorrandi tuletamisel.

1. Alusvara hinna kéitumine. Eeldame et alusvara hind kéitub vastavalt stohhastilisele
diferentsiaalvorrandile

dS(t) = £ S()dt + oS ()dW (1), )

kus u,o iseloomustavad vastavalt alusvara hinna keskmist kasvu ajas ning alusvara hinna
volatiilsust ning W (t) on Wieneri protsess.

Wieneri protsessi W (t) defineeritakse jargmiste omaduste kaudu:
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a) W (0) = 0 tdendosusega 1.

b) Wieneri protsessi mitteldikuvad juurdekasvud (increments) on soltumatud, s.t.
juhuslikud ~ suurused  W(t+u)-W() ja W(s+Vv)-W(s)on soltumatud, kui
[t,t +u]n[s,s+V]= D (16ikude iihisosa on null)

C) Wieneri protsessi juurdekasvud W (t +u) —W (t) on normaaljaotusega keskvaartusega 0
ning dispersiooniga u : W (t +u) —W (t) ~ N(0, u).

d) Wieneri protsessi W (t) on pidev aja t jargi toendosusega 1.

Mirgime, et Wieneri protsessi W (t) saab vaadelda kui juhusliku ekslemise protsessi

piirprotsessina. Lihtne on néha, et alusvara hinna litkumist kirjeldava vorrandi (2) saab esitada
ka kujul

d(log S(t)) = zdt + o dW (t).

2. Lubatud on lithikese positsiooni votmine turul (s.t on voimalus miiiia laenatud aktsiat
ning hiljem selle aktsia tagasiostmine ning omanikule tagasiandmine)
3. Puuduvad tehingukulud.

4. Alusvaralt ei maksta dividende optsiooni eluea jooksul.

5. Osta ja miilia voib suvalise reaalarvu vairtpabereid.

6. Arbitraazivdoimaluse puudumine turul, s,t. puudub voimalus riskivabalt rohkem tulu
teenida, kui riskivaba intressimdiraga rahaturule paigutades.

7. Viirtpaberitega kauplemine toimub pidevalt.

8. Riskivaba intressimaér r = r(t) ja alusvara volatiilsus o = o (t) on hetkel t=0

teadaolevad ajast soltuvad funktsioonid.
Sellistel eeldustel on voimalik tdestada, et optsiooni hind V =V (S (1), t) rahuldub jargmist

teist jarku osatuletistega (paraboolset tiiiipi) diferentsiaalvorrandit:

2
ﬂ+10282g+ s _rv =0,
o 2 0S oS

Selleks et sellel diferentsiaalvdrrandil oleks tihene lahend, tuleb ette anda ka 16putingimus ja
rajatingimused.

Euroopa ostuoptsiooni korral teame optsiooni hinda hetkel t=T, kus optsiooni hind vdrdub
optsiooniga seotud maksega, s.t.

V. (S(T), T)=max(S(T) - X,0).
Kui aga S(t) =0 mingil ajahetkel t, 0 <t <T, siis optsiooni hind on null
V. (0,t)=0.

Kui aga S(t) — «, siis optsiooni hind on sama suurusjérku alusvara hinnaga:
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V. (S(t),t) S, kui S(t)—>oo0.
Miitigioptsiooni korral on rajatingimusteks

Vo (S(T),T)=max(X —S(T),0)
Vo (0,t)= Xe ™Y,

Vo (S(t),t) >0, kui S(t) —>o.
Kui riskivaba intressimddr ja alusvara volatiilsus on ajast sdltuvad funktsioonid (voi
konstandid): r =r(t), o = o(t) . siis Black-Scholesi diferentsiaalvdrrandi lahendi saab Euroopa

optsioonide korral analiititiliselt vilja kirjutada ning ostuoptsiooni hind hetkel t=0 on leitav

valemiga
Ve (0)=V,(S(0),0)=S(0)N(d,) — Xe " N(d,),
kus
1 ¥ 1,
NGO == j exXp(~ y*)dy

on standardiseeritud normaaljaotuse N(O,l) jaotusfunktsioon ning

_log(S(0)/ X) +(r +o? /2)T . _log((0)/ X)+(r—a® /2T

d
' o T oVT

Euroopa miitigioptsiooni hind on leitav valemiga
Ve (0) =V, (S(0),0)= Xe " N(-d,) - S(ON(~d,) .
Optsiooni hinda méjutavad tegurid.

a) Alusvara hind S. Alusvara hinna suurenemine suurendab ostuoptsiooni hinda ning
vihendab miitigioptsiooni hinda;

b) Téaitmishind X . Kui tditmishind suureneb, siis ostuoptsiooni hind védheneb ning
miiiigioptsiooni hind suureneb;

c) Aeg optsiooni tditmisajani T. Mida suurem see on, seda suurem on optsiooni hind;

d) Alusvara hinna volatiilsus. Kui alusvara hinna volatiilsus suureneb, siis optsiooni hind
kasvab.

e) Riskivaba intressimddr. Ostuoptsiooni hind suureneb ja miiiigioptsiooni hind vaheneb,
kui intressimddr suureneb.
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8.3.  Eksootilised optsioonid

Lisaks Euroopa ja Ameerika optsioonidele kaubeldakse finantsturgudel ka nn. eksootiliste
optsioonidega (exotic option), millede korral optsioonidega seotud viljamaksed defineeritakse
erinevalt moodi vorreldes tavaliste optsioonidega. Eksootiliste optsioonide iiheks alaliigiks on
nn. teest soltuvad optsioonid (path dependent option), millede korral optsiooniga seotud
véljamakse s0ltub ka alusvara hinnast optsiooni eluajal. Teest sdltuvate optsioonide hulka
kuuluvad barjiiriga optsioonid, Aasia optsioonid ja tagasivaatavad optsioonid.

Barjiiriga optsioon (barrier option) .

Barjdériga optsioonide korral toimub optsiooniga seotud viljamakse alles siis, kui alusvara
hind jouab mingi védrtuseni (barjdirini) voi siis muutub optsioon viirtusetuks kui joutakse
mingi barjddrini. Barjddriga optsioone voime jagada kaheks: knock-out ja knock-in.

Kui tegemist on knock-out optsiooniga, siis optsioon kaotab kehtivuse, kui alusvara hind
jouab etteantud hinnatasemeni enne realiseerimisaega. Knock-in optsioon hakkab kehtima, kui
vara hind iiletab etteantud hinnabarjdéri enne tditmisaega. Barjadriga optsiooni korral voib
ette anda alumise barjaari L < S(0), tilemise barjairi H > S(0)vi mdlemad. Kui etteantud

barjdér asub tilalpool alusvara alghinda, on meil tegemist up- optsiooniga. Kui aga barjiér
asub alusvara alghinnast allpool, nimetame optsiooni down- optsiooniks. Selle pdhjal voime
nii knock-out kui ka knock-in optsiooni jagada omakorda kaheks:

Up-and-in optsiooni saab realiseerida vaid juhul, kui alusvara hind {iletab {ilemist barjdéri.

Down-and-in optsiooni saab realiseerida ainult siis, kui alusvara hind langeb allapoole alumist
barjééri.

Up-and-out optsioon kaotab kehtivuse, kui tilemisest barjdarist joutakse iilespoole enne eluea
16ppu.

Down-and-out optsioon kaotab kehtivuse, kui alumisest barjdarist joutakse allapoole enne
eluea 1oppu.

Aasia optsioon (Asian option)

Aasia optsiooni puhul sdltub optsiooni vdljamakse alusvara keskmisest hinnast (voib olla
aritmeetiline voi geomeetriline keskmine, voib olla kaalutud voi kaalumata keskmine.

Tagasivaatav optsioon (Lookback option)

Tagasivaatavate optsioonide korral sdltub véljamakse mitte ainult alusvara hinnast tiditmisajal

vaid ka alusvara suurimast vdi vahimast hinnast optsiooni elueal.

Binaarne ehk digitaalne optsioon (binary or digital option). Binaarne optsioon erineb
tavalisest optsioonist selle poolest, et vdljamakse voib iildjuhul olla suvaline mittenegatiivne
funktsioon alusvara hinnast.
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cash-or-nothing call : Kui S > X, siis vdljamakse on B > 0 (lepingus kokkulepitud summa);
vastasel juhul 0.
asset-or-nothing call: Kui S > X, siis vdljamakse on S ; vastasel juhul 0.

9. Binoommeetod optsiooni hinna arvutamiseks

Analiiiitiliselt onnestub Black-Scholesi vorrand lahendada ning optsiooni hinda leida vaid
lihtsamate optsioonide korral (Euroopa optsiooni korral, kui riskivaba intressimédér ja alusvara
volatiilsus on ajast sdltuvad funktsioonid) ning tildjuhul tuleb optsiooni hinna leidmiseks
kasutada erinevaid numbrilisi meetodeid. Need meetodid voime jagada kolmeks:

a) Vorgumeetodid (ilmutatud ja ilmutamata diferentsmeetod), mis seisnevad Black-
Scholesi diferentsiaalvorrandi numbrilises lahendamises.

b) Binoom- ja trinoommeetoditel pohinevad meetodid

c) Monte-Carlo meetod. Monte-Carlo meetodi korral simuleeritakse vastavalt eeldustele
alusvara hinna kéditumise kohta palju erinevaid alusvara hinna liikumiseteid ning
optsiooni hind leitakse kui diskonteeritud keskmine optsiooni viljamakse.

Alljargnevalt vaatleme 1dhemalt binoom- ja trinoommeetodit. Binoommeetod to6tati vilja Cox,
Ross ja Rubinsteini poolt 1979.a. ja seetdttu nimetatakse seda kirjanduses ka CRR-mudeliks.
Kui optsiooniga seotud véljamakse sdltub vaid {ihest alusvarast, siis 0n maistlik optsiooni hinna
leidmiseks vaadelda mudelit, kus kaubeldakse vaid selle alusvara ning riskivaba varaga.

9.1 Kaheperioodiline mudel. Riskineutraalne toenédosus.

Vaatleme esmalt kaheperioodilist mudelit, kus ajahetkedeks on t ja t+ At ning olgu aeg t
moddetud aastates. Olgu hetkel t alusvara hind S = S(t) ning riskivaba vara hind 1. Siis

riskivaba vara hind hetkel t+ At on e™, kus r on pidev annualiseeritud intressimr.

Alusvara hinna kohta eeldame, et hetkel t+ At saab alusvara hind omada vaid kahte véartust,
kas alusvara hind on US voi DS, kus U, D on mingit konstandid ning tildsust kitsendamata

eeldame, et U > D.

Eespool ndgime, et mudel on arbitraazivaba siis ja ainult siis, kui leiduvad riskineutraalsed
toendosused.  Uurime, millistel tingimustel meie mudelis riskineutraalsed tdendosused
eksisteerivad.

Riskineutraalsed tdendosused leitakse tingimusest (vt valem (1), loeng 9)
E.(S(t+at)s)=5(), (1)

kus S(t), S(t+ At) on alusvara diskonteeritud hinnad:

S(t)=S, S(t+At)=e™S(t +At).

55



Sissejuhatus finantsmatemaatikasse Toomas Raus

Téhistame riskineutraalse tdendosuse tdhisega p ning olgu alusvara hind US tdendosusega p

ning DS tdoendosusega 1— p. Siis tingimuse (1) pdhjal saame vorrandi p médramiseks :

puUSe™ +(1— p)DSe ™ =S

ehk
pU+(1-p)D=e™, ()
millest
erAt _ D
- 3
P=UDo ®3)

Selleks, et poleks riskineutraalne tdendosus, on vaja veel et kehtiksid vorratused 0 < p <1.
Need tingimused on tdidetud (kontrolli valemi (3) pdhjal), kui

D<e™ <U (ehk log(D) < rAt < log(U)). 4)
Seega kui valida U,D nii, et on tdidetud vorratused (4), siis mudel on arbitraazivaba . Et

riskineutraalne tdendosus on iiheselt médratud, siis ka koigi juhuslike tulevaste rahavoogude
hind on iiheselt maaratud.
Olgu V (t,S) optsiooni hind hetkel t ning alusvara hinna S korral. Siis kehtib valem

V(t,S)=e ™ (pV (t + At,US)+ (1— p)V(t + At, DS)).
9.2. Tingimus parameetrite U, D méifdramiseks.

Konstandid U,D médrame nii, et alusvara hinna volatiilsus mudelis vastaks tegelikule

alusvara hinna volatiilsusele. Kui eeldada, et alusvara hind kéaitub vastavalt stohhastilisele
diferentsiaalvorrandile (vt. loeng 10)

dS(t) = £ S(t)dt + oS (t)dW (t) (5)
ehk
ds() _
% = pdt + odW (1),

siis saab ndidata et mudelis peab alusvara hinna dispersioon rahuldama jargmist tingimust:
Var(%j = GZAt + O(At),

kus Var(X ) on juhusliku suuruse X dispersioon ning 0(At) on Idpmata viike suurus At suhtes,

s.tm—w,kui At —>0.
At

Arvestades, et
Var(aX +b)=a?var(X),
kus a,bon konstandid ning valemit
Var(X)=E(X?)-(EX)?
siis saame teisendada:
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Var(%} = éVar(S(t + At)) =

Spws)? +a- p@s)? - (pus + @ p)pS)?)- ,

pU®+(1-p)D*—(pU +(1- p)D)* = pU? + (1 p)D* —e*™
s.t. parameetrid U, D tuleb mudelis valida nii, et kehtiks vordus

pU? + (1— p)D? —e™ = %At + 0(At). (6)
Naitame niilid, et kui valida parameetrid U, D vastavalt valemitele (CRR valemid)
U=e"" D=1/U=¢""", ©)
siis vordus (6) kehtib. Esmalt paneme tihele, et
pU2 1 (1— p)D? = p(U? —D?)+D? = etrjt _DD U?-D?)+D?=

(e™ -D)U +D)+D? =e™ (U + D)~ DU - D>+ D? =e™ (U + D) -1

Kasutame niiiid Taylori valemit
. 2
f(h) = f(0)+ f'(0)h+%+o(h2).
Siis kasutades vordusi
oAt | -ovAt 1, 1,
U+D=e"""+e =1+a\/E+§a At+0(At)+1—0'\/E+EO' At +0(At) =

2+ 0’ At +0(At)

e™ =1+rAt+o0(At), e”™ =1+ 2rAt +o(At)

ning asendades need avaldisse (6) (sealjuures arvestades, et o(At) + o(At) = o(At) ), saame

pU? +(1- p)D? —e*™ =e™(U + D)-1-e** =

(1+ rAt + o(A))2 + oAt + 0(At))-1— (1+ 2rAt + o(At) =

2+ a2 At+ 2rAt +0(At)—1-1- 2rAt + o(At) = o* At + 0(At)
mis nditab, et vordus (6) kehtib. Mérgime,et kui valida parameetrid U, D vastavalt valemile (6)
ning kuna

—oVJAL <TAt < o/ AL,

kui At on piisavalt viike, siis on vorratused (4) piisavalt vdikse At korral alati taidetud.
Seega kokkuvottes saime, et kui valida parameetrid U,D vastavalt valemile (7), siis

mudel on arbitraazivaba ja alusvara hinna kditumine mudelis vastab eeldusele (5).
Mirgime veel, et tingimus (6) ei médra parameetreid U, D iiheselt; néiteks voib U, D valida
ka vastavalt valemitele (Jarrow-Rudd valemid)

U= e(r—azlz)AHo-\/B D= e(r—o-Z/Z)At—m/E
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9.3. Binoommeetod

Binoommudel koosneb identsetest eelnevalt vaadeldud tiheperioodilistest mudelitest. Olgu
optsiooni eluiga [O,T] ning alusvara hind hetkel t =0 S. Anname ette tdisarvu N ning jagame

optsiooni eluea N vdordseks osaks. Tahistame At = %

S$>0 S-U-D

1-p 9

S-D S-U-D-D

S-D-D

p S-U-U-u
S-U-U
p P
S-U S-U-U-D
p A
Ty

S-D-D-D

B=1 B =exp(rAt) B=exp(2rAt) |~ B =exp(3rAt)

Paneme tihele et hetkel T = NAt saab alusvara hind omada vasrtusi U 'DNI'S | j=012,...,N
ning hetkel t = mAt saab alusvara hind omada viirtusi U'D™ 'S, j=012,...,N, 0<m<N

Olgu V,, ; optsiooni hind hetkel mAt ning alusvara hinna U ID™ IS korral. Optsiooni hind

hetkel T = NAt on vordne optsiooniga seotud viljamaksega, s.t.

J T

Vo - p max{U 'D"I'S — X 0} ostuoptsiooni korral
" " max{X —U'D""'s,0} miiigioptsiooni korral

Teades optsiooni hinda hetkel T, on voimalik leida Euroopa optsiooni hinda rekursiivselt ajas
tagant ettepoole liikudes vastavalt valemile

Vo =™ (pVy a + Q= PV ) 0<j<m m=N-LN-2..0.

Optsiooni hind V, , ongi optsiooni hind hetkel t=0.

Saab tdestada, et kui N — oo, siis binoommeetodiga leitud optsiooni hind V3’ koondub Black-

Scholesi valemite pdhjal (vt. loeng 10) leitud optsiooni hinnale, s.t. Euroopa ostuoptsiooni
korral

VY -V (0)= S(0)N(d,) - Xe "™ N(d,), kui N — oo

ning Euroopa miitigioptsiooni korral
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VN -5V, (0)= Xe "™ N(=d,) -~ S(O)N(~d,) , kui N = oo.

Ameerika optsiooni hinna leidmine

Vaatleme niiiid Ameerika optsiooni hinna leidmist binoommeetodiga. Kas sel juhul leitakse
optsiooni hind rekursiivselt ajas tagant ettepoole litkudes.

Kuid Ameerika optsiooni korral on optsiooni hind V, ; vordne maksimumiga kahest suurusest:

a) Optsiooni hind W, ;juhul, kui optsiooni hoitakse vihemalt ajahetkeni (m+1)At . Selle
saame leida vastavalt valemile

Wm,j = e*l‘At (pvm+1,j+l + (1_ p)vm+1,j ) .

b) Optsiooni hind P, . juhul, kui realiseerime optsiooni hetkel mAt:

~ max{U 'D™S - X 0} ostuoptsiooni korral
max{X -uU jD'*“"S,O} miiiigioptsiooni korral

m,j
Kokkuvottes saame Ameerika optsiooni hinna leida vastavalt valemitele:

Vi = max{P

m,j?

e ™ (pVyju + A= PV, )b 0<j<m, m=N-LN-2,.0.

Trinoommeetod

Trinoommeetod koosneb samuti identsetest iheperioodilistest mudelitest, kuid alusvara hind
voib igal jargmisel sammul omada kolme erinevat vaartust, kas US, S vdi DS . Kui valida

D=1/U, siis hetkel T =NAt saab alusvara hind omada 2N +1 erinevat véértust
U's, j=-N,-N+1...0,...,N-1, N (meenutame, et binoommeetodi korral saab alusvara
hind hetkel T = NAt omada N erinevat vairtust).

oVt po1/U =V

Trinoommeetodi parameetriteks saab votta niiteks U =e ning sel

juhul riskineutraalsed tdendosused on kujul

o erAt/Z_\/B 2 0. = \/U_emtlz 2 o —1-p - p
S OV VRN R OV VNl Rl
Siin p,, Py, Py on vastavalt hinna iiles- ja allalilkumise ning hinna samaks jadmise
toendosused.
10. Forwardid ja futuurid.

10.1. Forwardlepingud

Forward (forward contract) on kokkuleppe ostu vOi miitia mingit vara fikseeritud
kuupdeval, edaspidi tarneajal (delivery time) tulevikus kokkulepitud hinnaga (forward price).

59



Sissejuhatus finantsmatemaatikasse Toomas Raus

Lepingu osapool, kes ndustub miitima vara, votab nn. lithikese positsiooni (short forward
position) ning osapool, kes ostab vara, votab nn. pika positsiooni (long forward position).
Forwardlepingute kasutamise mote seisneb selles, et maandada riskantse vara ostu-miiligiga
seotud hinnariski. Tavaliselt on tegemist mingi toorainega voi pdllumajandustootega, aga
samuti voib olla tegu néiteks aktsiatega voi valuutaga.

Olgu forwardlepingu sdlmimise aeg t =0, tarneaeg t =T ning tdhistame forwardhinna
tahisega F(0,T). Olgu hetkel t alusvara hind S(t). Forwardlepingu pika positsiooni omanik

saab lepingust tulu juhul, kui F(0,T)<S(T) ning kahju, kui F(0,T)>S(T), lithikese
positsiooni omanik aga saab tulu, kui F(0,T)>S(T) ning kannab rahalist kahju kui
F(0,T) < S(T). Oletame, et forwardlepingu sdlmimise hetkel lepingu osapooled rahavoogusid

ei vaheta (forwardlepingu véairtus ajal t =0 on null) ning uurime, milline peaks sel juhul
olema forwardhind. Olgu r — pidev annualiseeritud riskivaba intressiméér. Siis juhul, kui vara
pealt ei maksta dividende, on forwardhind esitatav kujul

F(0,T) =S(0)e" . 1)
Uldjuhul, kui leping sdlmitakse ajahetkel t <T , siis forwardhind on kujul
F(t,T)=5S(0)e ™,

Valemi (1) saab tdestada arbitaazivabaduse noudest ldhtuvalt. Oletame esmalt, et
F(0,T) > S(0)e" . Siis hetkel t=0:

- Laename rahasumma S(0) kuni ajani T
- Ostame iihe iihiku alusvara hinnaga S(0)

- Votame liithikese positsiooni forwardlepingus, s.t. kohustume miiiima hetkel t =T
alusvara hinnaga F(0,T)

Ajahetkel T:

- Miitime forwardlepingu kohaselt alusvara hinnaga F(0,T)
- Maksame tagasi laenu koos intressidega summas S(0)e" .

Kokkuvéttes saame riskivaba tulu summas F(0,T)—S(0)e" > 0.
Kui oletada, et F(0,T) < S(0)e", siis hetkel t=0:

- Miiiime {ihiku alusvara hinnaga S(0) (s.t. vGtame lithikese positsiooni)
- Hoiustame miitigist saadud raha S(0) panka kuni ajani T

- Votame pika positsiooni forwardlepingus, s.t. kohustume ostma hetkel t =T alusvara
hinnaga F(0,T)

Ajahetkel T:

- Saame pangast summa (koos intressidega) S(0)e" .
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- Ostame forwardlepingu kohaselt alusvara hinnaga F(0,T)

Kokkuvdttes saame riskivaba tulu summas S(0)e" —F(0,T) >0.

Mirkus 1. Kui liihikeseks miiiimine on kitsendatud, siis vorratus F(0,T) < S(0)e" ei pruugi

arbitraazivdimalust tekitada.

Mirkus 2. Kui pideva intressimddra asemel kasutada aastast liitintressimddra r ning
kapitalisatsiooniperioodide arv on m, siis

F(0,T) = S(O)L+r/m)™.

Kui alusvara pealt makstakse ajahetkel t, 0 <t < T, dividende summas D, siis arbitraazivaba
forwardhind on esitatav kujul

F(O,T)=[S(0)-e"Df.
Naitame, et vorratuse F(0,T) > [S 0)-e™ D}arT korral saame leida arbitraazistrateegia. Siis
hetkel t=0:

- Laename rahasumma S(0) kuni ajani T
- Ostame tihe tihiku alusvara hinnaga S(0)

- Votame lithikese positsiooni forwardlepingus, s.t. kohustume miitima hetkel t =T
alusvara hinnaga F(0,T)

Ajahetkel t:

- Saame dividende summas D ning hoiustame summa panka ajani T ;

Ajahetkel T:

- Miitime forwardlepingu kohaselt alusvara hinnaga F(0,T)

- Maksame tagasi laenu koos intressidega summas S(0)e" .

- Saame dividendide eest summa De'" ™,

Kokkuvottes saame riskivaba tulu summas
F(0,T)-S(0)e" +De' ™ =F(0,T)-(S(0)—e"D)e™ >0.
Ulesanne 1. Konstrueerida arbitraaZistrateegia juhul F(0,T) < [S (0)—e™ D}SrT .
Kui alusvaralt makstakse pidevalt dividende médéraga ry,,, Siis
F(0,T)=S(0)e" " .

Forwardlepingu s6lmimisel on lepingu véartus null. Kuid aja mdéddudes, kui alusvara hind
muutub, ei pruugi forwardlepingu (kus forwardhinnaks on F(0,T)) véartus enam null olla.
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Olgu V (t) sellise forwardlepingu véirtus pika positsiooni vGtja jaoks. Siis forwardlepingu
véartus ajahetkel t on esitatav valemiga

V(t)=[FtT)-F@OT) ™.
Niitame , et juhul V (t) < [F tT)-F (O,T)]e*r(H) saame konstrueerida arbitraaZistrateegia:
Ajahetkel t:

- Laename rahasumma V (t) kuni ajani T
- Saadud rahaga votame pika positsiooni forwardhinnaga F(0,T)
- Votame lithikese positsiooni forwardhinnaga F(t,T); selle korral kulusid ei ole

Ajahetkel T :

- Ostame alusvara hinnaga F(0,T)
- Miitime alusvara hinnaga F(t,T)

- Maksame tagasi laenu koos intressidega summas V (t) =e'" ™",

Kokkuvdttes saame riskivaba tulu summas
FtT)-F(@O,T)-V({t)e ™™ >0.
Ulesanne 2. Konstrueerida arbitraaZistrateegia juhul V (t) > [F tT)- F(O,T)]e*r(H) .

Mirkus 3. Kui sdlmitakse forwardleping, kus forwardhinnaks on F(0,T) asemel X, siis

sellise lepingu véértus ajal t on
VO =[FET) - X"
jaerijuhul t = 0on véartuseks V (0) = [F(O,T) - X ]e_'T .

10.2Futuurid

Uks forwardlepingu osalistest saab alati kahju ning seetdttu on vdimalus, et see osapool, kes
kahju kannab, ei suuda oma kohustust tdita. Futuurlepingud on nn. standardiseeritud
forwardlepingud, mis elimineerivad sellise riski. Vaatame ajahetki t=nz, n=012,...N,

tavaliselt 7 on vordne iihe pdevaga. Olgu T =Nrz. Nii nagu forwardlepingud nii ka
futuurlepingud sdlmitakse mingi vara ostmiseks-miiiimiseks kindlaksmédratud ajal ja
kindlaksméératud hinnaga. Olgu f(n,T) futuuri hind ajahetkel t =nz. Need hinnad ei ole

teada ajahetkel t=0 (v.a. hind f(0,T)) ning me saame neid hindu késitleda kui juhuslikku
suurusi. Forwardlepingute (forwardhinnaga F(0,T) ) puhul ei maksa nende sdlmimine midagi

(lepingu osapooled ei vaheta rahavoogusid) ning rahavoogusid ei vahetata ka enne
forwardtehingu 16ppu. Futuurlepinguga kaasneb aga igapdevane nn. turumérkimise protseduur
(marking to market) ning juhuslik rahavoog igal ajahetkel t=nz, t=nz,n=12,...N.

Futuurlepingu pika positsiooni omanik saab igal ajahetkel t=nz rahasumma
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f(n,T)— f(n-1T), kui see on positilvne, ning peab maksma sellise summa, Kkui
f(n,T)— f(n—1T) on negatiivne. Sealjuures:

a) Futuuri hind tarneajal f(T,T) on vdrdne alusvara hinnaga S(T).
b) lgal ajahetkel t =nz, n=12,...N on futuuri véaartus null.

Selleks, et kohustused, mis on seotud futuuride omamisega, oleks tdidetud, kasutatakse
teatavaid regulatsioone. Iga investor, kes siseneb futuuride turule, peab maksma deposiidi
(initial margin), mida kasutatakse summadega f(n,T)— f(n—1,T) arveldamiseks igal
perioodil. Pika positsiooni korral f(n,T)—f(n—-1T) lisatakse deposiidile, Kkui
f(n,T)— f(n—1,T)>0 ning vastasel juhul vdetakse maha. Kui deposiit langeb alla
mingisuguse taseme (maintenance margin), siis tehakse investorile nn. margin call ning
investor peab tegema deponeerima tdiendava summa. Deposiidi algtaset {iletava summa voib
aga investor vilja votta. Futuuriga seotud positsiooni voib investor sulgeda igal ajahetkel ning
sel juhul deposiit tagastatakse investorile. Erijuhul lopetatakse futuurleping automaatselt, kui
investor ei vasta margin call -ile ning ei deponeeri tdiendavat summat.

Niide 1. Oletame, et initial margin on 10% ning maintenance margin on 5% futuurhinnast.
Jargmine tabel kujutab {iht voimalikku stsenaariumi futuurhindade kujunemisest

n f(n,T) Rahavoog | Deposiit Makse Deposiit
perioodi investori perioodi
algul enne | (pikk 16pus
makset positsioon)

seisukohalt

0 140 Avamine 0 -14 14

1 138 -2 12 0 12

2 130 -8 4 -9 13

3 140 +10 23 +9 14

4 150 +10 24 +9 15

sulgemine | 15 +15 0
Kokku +10

Futuuride turu oluline omadus on likviidsus. See on voimalik tdnu standardiseerimisele ja nn.
arvelduskoja (clearing house) olemasolule, kes tegeleb deposiitide hoidmisega. Reeglina on
vOoimalik sdlmida vaid kindlate tarneaegadega futuurlepinguid. Samuti arvestatakse
standardiseeritult ka alusvara hoidmise ja tarnimisega seotud kulusid.
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Teatavatel tingimustel on forvardi ja futuuride hinnad samad. Nimelt, kui intressimdir on ajas
konstantne, siis saab toestada, et

f(0,T)=F(0,T).

ning f(t,T)=F(T)=S(t)e "™ ajahetkel t >0. Turul noteeritud futuuride hinnad v&ivad

sellest erineda, kuna investorite ootused tuleviku intressimiirade kohta muutujad ajas.

Investor, kes oletab, et alusvara hind tduseb riskivabast intressimdirast kiiremini, peab kasumi
saamiseks votma futuuride turul pika positsiooni, kes aga panustab alusvara hinna langusele,
peaks votma lithikese positsiooni.

11. Markowitzi portfelliteooria. CAPM.
11.1 Investeeringutega seonduvad riskis

Investeerides riskantsetesse varadesse on investoril alati vdimalik saada kahju ehk
investeerimine on alati seotud riskiga. Margime, et riski mdistel ei ole iihest definitsiooni, seda
vOib defineerida kui ohtude kombinatsiooni, kahju saamise toendosust voi kahju suuruse ebaselgust.
Selleks, et riske juhtida, on mitmeid vdimalusi. Koige lihtsam voimalus investeerimisel oleks
riskist hoidumine, kuid see tdhendab tavaliselt viga madala tulususega leppimist. Enamasti
seisnebki nii ettevotlus kui ka investeerimine teadlikus riskide votmises. Riske voib jagada
kaheks — puhasteks riskideks ehk sellisteks riskideks, mille puhul puudub kasu saamise
voimalus (nt tulekahju) ning spekulatiivseteks riskideks, mille puhul esineb voimalus saada
nii kasu kui ka kahju (nt valuutakursi muutus). Puhaste riskide juhtimisel kasutatakse enamasti
riskide kindlustamist (insurance), kuid spekulatiivsete riskide puhul seda voimalust iildjuhul ei
pakuta. Spekulatiivsete riskide juhtimisel (siia kuulub enamik finantsriskidest) kasutatakse kas
riskide maandamist (hedging), mida teostatakse tavaliselt 1dbi erinevate tuletisinstrumentide
voi riskide hajutamist ehk diversifeerimist (diversification).

Riski mddtmiseks on mitmeid voimalusi, néiteks tdendosus kahju saada voi kahju suurus
5% tdeniosusega. Uheks enamlevinud vdimaluseks riski mddta on investeeringu tuluméira
standardhdlbe voi dispersiooni kasutamine. Naiteks kui samade tdendosuste korral iihe
investeeringu tulusus voib olla kas 11% ja 13% ning teisel 2% ja 22%, siis ilmselt on esimene
investeering vahem riskantsem. Kuid risk sdltub ka stsenaariumide tdendosusest. Néaiteks kui
iihel juhul on tdendosus saada tulususeks 2% vaid 0.02 ning teisel juhul 0.5, siis on esimesel

V, -V
juhul risk viiksem kui teisel juhul. Investeeringu tulusus (tulumiir) R = ———2

0
investeeringu korral juhuslik suurus ning seetdttu me saame ridkida tulususe dispersioonist

on riskantse

Var(R) = E(R—E(R) Y’

vOi1 standardhélbest

op =4Var(R) .

Niide 1. Vaatleme kolme erinevat investeerimisprojekti. Milline neist projektidest on kdige
vidhem riskantne ning milline kdige rohkem riskantne?
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Stsenaarium TSendosus Tulusus (projekt | Tulusus (projekt | Tulusus (projekt
1) 2) 3)

w, 0.25 12% 11% 2%

o, 0.75 12% 13% 22%

E(R) 12% 12.5% 17%

Var(R) (%) 0 0,75 75

oy (%) 0 0.866 8.66

Kui kasutada investeeringu tulususe hindamisel logaritmilist tulusust R, = V—t , Siis saame riski
0

mddta suuruste Var(R, ) ja oy, = 1Nal’(R,n) abil. Kui meil on tegemist ajas jérjestikuste

investeeringutega, siis on logaritmilise tulususe standardhédlve ja dispersioon sobivamad riski
modtmise nditajad tinu riskide aditiivsuse omadusele. Nimelt, kui R, (i)on logaritmiline

tulusus ajaperioodil [t ,,t,], i=12..,n, R, (0,n)on koguperioodi [t,,t,] tulusus ning

erinevate ajaperioodide tulusused on sdltumatud juhuslikud suurused, siis

Var(R, (0.1) = Y Var(R, (i).

11.2 Markowitzi portfelliteooria. Portfelli minimaalne dispersioon.

Investeeringutega seotud riskide vihendamiseks on mdistlik mitte paigutada kogu summa iihte
riskantsesse investeeringusse, vaid moodustada sobiv portfell erinevatest riskantsetest
investeeringutest. Riskide hajutamiseks kombineeritakse erinevaid aktivaid ehk moodustatakse
investeeringute portfell. Riski hajutamise tdhtsust moisteti juba sajandeid tagasi, kuid kuna
puudus matemaatiline riski moot, polnud voimalik vidlja toGtada ka matemaatiliselt
formuleeritud mudelit optimaalse portfelli koostamiseks. Harry Markowitz otsustas
védrtpaberitega seotud riski modtmiseks kasutada statistikas ammutuntud néitajat —
dispersiooni (esimene. artikkel 1952.a) . Ta oli kaasaegse portfelliteooria (MPT) viljatootajaks
ning sai hiljem selle teooria viljatootamise eest Nobeli majanduspreemia. MPT eeldab, et
investorid on riski véltivad, mis tdhendab, et kui sama oodatava tulumdidraga on voimalik
moodustada kaks portfelli, siis investorid eelistavad vdiksema riskiga portfelli ning investorid
on nous riski suurendama vaid siis, kui sellega kaasneb suurem oodatav tulu.

Niide 2. Vaatleme viirtpaberiportfelli kahe riskantse aktsiaga ja oletame, et aktsiate
tulusused kéituvad jargmiselt

Stsenaarium Tdendosus Tulusus Tulusus
(aktsia 1) (aktsia 2)

w, 0.5 10% -5%

w, 0.5 -5% 10%

Kui me jaotame oma raha vdrdselt nende kahe investeeringu vahel, siis mdlema stsenaariumi
korral koguinvesteeringu tulusus on 2.5% ning koguinvesteeringuga seotud risk on null. Kui
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me aga investeeriksime kogu raha vaid iihte aktsiasse, siis investeeringu keskmine tulusus oleks
endiselt 2.5%, kuid investeeringu risk oleks o, =0.075 ehk 7.5%.

Vaatleme esmalt kahest riskantsest véartpaberist koosnevat portfelli ning vaatleme, kuidas
tuleks moodustada portfell, et riski vihendada. Olgu véaértpaberite tulusused vastavalt R, ja R,

. .S.(0 .
ning olgu nende védrtpaberite osakaalud portfellis vastavalt X, ja X,: X, = y\'/T'é)), =12,

kus y; on i-nda vairtpaberi kogus portfellis ning V (0) on portfelli hind moodustamise hetkel
t=0. KunaV(0)=y,S,(0)+Yy,S,(0),siis x, +X,=1.
Niitame kdigepealt, et portfelli tuluméar (tulusus) on leitav valemiga
R, = xR, +X,R,. (1)
Tdepoolest, portfelli vadrtus realiseerimisel on
V= ylsl(o)(1+ Rl) + yzsz (0)(1+ Rz) =
V(0)(x,(1+Ry) +x,(1+R,))

V —V(0)

ning seega R, = v 0)

= %R, +X,R,.

Portfelli oodatav (keskmine) tulusus on leitav valemiga

E(Rv) = X1E(R1)+X2E(R2)- (2)

Kuna Var(aX +bY) = a?Var(X) +b?var(Y) + 2abCov(X,Y), siis portfelli tuluméira
dispersiooni jaoks kehtib valem

Var(R,) = x/Var(R,) + x;Var(R,) + 2x,%,Cov(R,, R,) . 3)
Téhistades

uy =ER,), 1 =ER), u,=E(R,),

Oy :\/;ar(Rv)’ o, =4yvVar(R), o, :\/;ar(Rz),

_ Cov(R,R,)

12
0,0,

(oy,0,,0, on tulususte standardhélbed ning p,, on tulususte vaheline korrelatsioonikordaja)
saame valemid (2),(3) esitada kujul

Hy =Xy + X pdy
ol =X 0 + X505 +2X, X, 01, 0,0, -
Kui liihikese positsiooni votmine ei ole lubatud, siis portfelli dispersiooni kohta kehtib vorratus

oy < max {0'12 O} } 4)
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Téestus. Uldsust kitsendamata eeldame, et o < ;. Kui lithikeseks miiiimine ei ole lubatud,
siis X;,X, 20 ning X0, + X,0, <0o,. Kuna —=1< p,, <1, siis saame
oy =xlo! + X207 + 2%, X, p1,0,0, < X2 0F + Xo07 + 2X,X,0,0, =
(Xlo_l T X0, )2 <o,
Kui lithikeseks miitimine on lubatud, siis vOrratus (4) ei pruugi kehtida.

Niide 3. Olgu kahe aktsia tulusused erinevate stsenaariumide korral jargmised:

Stsenaarium Toendosus Tulusus Tulusus
(aktsia 1) (aktsia 2)

o, 0.4 -10% 20%

o, 0.2 0% 20%

o, 0.4 20% 10%

Siis véértpaberite tulususte standardhédlbed on vastavalt

o, =0.1356 ja o, =0.0490 ning

nendevaheline korrelatsioonikordaja on p,, =—0.9631:

4, = 0.4%(=0.1) + 0.4%0.2 = 0.04
o, =4/0.4(-0.1—0.04) +0.2(0—0.04) +0.4(0.2 — 0.04)* = 0.1356

4, =0.4%0.2+0.2%0.2+0.4%0.1=0.16
o, =+/0.4(0.2-0.16)? +0.2(0.2— 0.16) +0.4(0.1— 0.16)? =0.049

_ 0.4(-0.1-0.04)(02-0.16) + 0.2(0~0.04)(0.2 - 0.16) + 0.4(0.2 - 0.04)(01-016) _ o)
Pro 0.1356* 0,049 '

Kui portfelli kaalud on x, =0.4, x, =0.6, siis o, =0.0271 ning vdrratus (4) kehtib.

Kui aga portfelli osakaalud x, =—-0.5, x, =1.5 (s.t. lithikese positsiooni vdtmine on lubatud),
siis o, = 0.14ning vorratus (4) ei kehti.

Jargnevalt vaatleme, kuidas leida vairtpaberite osakaale nii, et portfelli risk oleks minimaalne.
Vaatleme esmalt erijuhte, kus p,, =1 Siis kehtib jargmine tulemus:

kui p, =1, o, # o, ning portfelli kaaludeks valida

siis o, =0.

Toestus elementaarne:

67



Sissejuhatus finantsmatemaatikasse Toomas Raus

2 2 __2 2 __2 2 __2 2 __2
Oy =X 0, + X505 +2XX,0,,0,0, =X O, +X;0; +2XX,0,0, =

2
(X0, +X,0,)° = ( — 9Ty % J =0
0,-0, 0,70,

Analoogiliselt, kui p, =-1, o, # o, ning portfelli kaaludeks valida

(o3 (o)

2 1
X, =——, X, =——,
Cl C2 C1 C2

siis o, =0.

Téhistame X =X, , SiiS X, =1-X. Vaatleme niiiid portfelli oodatava tulumaiéra ja tulumééra
standardhélbe vahelist seost. Kuna

ty = L= X) 21y +Xpty
o, =(1-x)’0’ + X207 + 21— X)Xp,0,0,,
siis paneme téhele, et kui p, =1, siis o, =|1-X)o, +xo,| ning kui p, =-1, siis

oy =|(1—x)0'1 —XO'2|. Oodatava tulumééra ja tulumééra standardhélbe vaheline seos on

esitatud joonisel 1 (rasvane joon niitab seost juhul, kui liihikese positsiooni votmine ei ole

lubatud)

.ﬂ“’ JL!J'

T~ o N G
» >

Joonis 1. Portfelli oodatav tuluméér ja tulumééra standardhdlve p,, =-1 ja p;, =1 korral.
Teoreem 1. Kui —1< p,, <1, siis portfelli tulumééra dispersioon on minimaalne juhul

2
0, — Pp0,0,

X= > > 5 .
O, +0, —£p,0,0,

Kui lithikese positsiooni votmine ei ole lubatud, siis minimaalne dispersioon saavutatakse
juhul

0, kuix, <0
Xmin =19 %o, Kui 0<%, <1
1

min

kui x,>1
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Téestus. Paneme tihele, et oy = (1-X)° o7 + X°07 +2(1—- X)Xp,,0,0,. Vdttes suurusest o

tuletise x jargi ning vordsustades selle nulliga, saame
—2(1-X)o} +2x0; + 2(1- X) p, 0,0, — 2Xp,0,0, =0.
See vorrand midrab dispersiooni miinimumi, kuna o teine tuletis
20; + 207 —4p,,0,0, > 207 +20% — 40,0, =20, -0, )2 >0

on mittenegatiivne.

Kui —1< p,, <1, siis oodatava tulumééra ja standardhilbe vaheline seos vdib olla selline
nagu on esitatud joonisel 2.

AM AM

(O3 1,) (AT

\(fl \Hl) / (01,1)

~_ G AN -
—» >

Joonis 2. Portfelli oodatav tuluméir ja tulumééra standardhilve —1< p,, <1 Korral.

Anname niiiid tulemuse, mis nditab, millal dnnestub portfelli dispersiooni vihendada vorreldes
portfellis olevate varade minimaalse dispersiooniga.

Teoreem 2. Oletame, et o, < o,. Siis on vdimalikud jargmised juhud:

a) Kui -1<p, < ﬁ, siis on vOimalik moodustada ilma lithikese positsioonita selline
0,
portfell, et o, <o, (jooned 4 ja 5 joonisel 3)
b) Kui p,, = ﬂ, siis o, > o, iga portfelli korral (joon 3 joonisel 3)

0,

. O o e . .
¢) Kui —< p,, <1, siis liihikest positsiooni lubades on vdimalik moodustada sellist
!

portfelli, et o, < o, kuid kui lithikese positsiooni vdtmine ei ole lubatud, siis o, > o,
iga portfelli korral (jooned 1 ja 2 joonisel 3).
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Al

>

Joonis 3. Portfelli oodatav tuluméér ja tulumaéra standardhilve erinevate p,, Korral.

Vaatleme niitid portfelli, mille moodustavad riskivaba vara ja mingi riskantne vara, mille
oodatav tulumddr ja standardhédlve on vastavalt u,o0,. Kuna riskivaba vara tuluméira

dispersioon on 0 ning riskivaba vara tulusus on méédratud intressimédraga r =r., siis portfelli
tulumaéir ja dispersioon on vastavalt
H, =X, +@—=x)re,
2

2.2
oy = X0

ning seos portfelli oodatava tuluméira ja tulumiira standardhélbe vahel on esitatud joonisel 4.

AM

I (&)
>

Joonis 4. Seos portfelli oodatava tulumédira ja tulumédéra standardhdlbe vahel juhul, kui
portfellis tiks riskantne ja riskivaba vara.

Vaatleme niiiid juhtu, kui portfell on moodustatud n erinevast véartpaberist. Olgu

70



Sissejuhatus finantsmatemaatikasse Toomas Raus

X; :M i=12...,n
V (0)

kus y, on i-nda vairtpaberi arv portfellis, S,(0)on i-nda véartpaberi algne hind ning V (0) on
portfelli hind. On ilmne, et in =1.0lgu g, i-nda vidrtpaberi oodatav tuluméir, o;;-i-nda

i=1

védrtpaberi tulumddra dispersioon ning o, i # J, i-nda ja j-nda véirtpaberi tuluméérade

vaheline kovariatsioon: o; = Cov(R;,R;). Siis portfelli tuluméér ja dispersioon on leitavad
vastavalt valemitele

n
Hy = Z X 1
i=1

n n n
oy =D X0+ DD X X0 .
i=1

i=1 j=1

Saab néidata, et kaalud X;, mille korral portfelli dispersioon on vdhim, saab leida vastavalt

valemile

X =1 i=12...n, )

kus 6”. on maatriksi X = (aij) poordmaatriksi X' = (5”—) elemendid. Valem (5) kehtib

tingimusel, et valemis (5) nimetaja ei vordu nulliga.

Seos portfelli oodatava tulumédra ja tulumédra standardhélbe vahel védrtpaberite erinevate
osakaalude korral portfellis on esitatud joonisel 5 halli vérvi piirkonnana.

0.20
0.15

0.10

0.15 0.20 0.25 0.30

Joonis 5. Seos portfelli oodatava tulumééra ja tuluméédra standardhélbe vahel vaartpaberite
erinevate osakaalude korral portfellis.
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Néeme, et sama standardhélbe korral on voimalik moodustada erineva oodatava tuluméiraga
portfelle, samuti sama oodatava tulumiédra korral on vdimalik moodustada erineva
riskitasemega portfelle.

11.3. Efektiivne portfell. Siistemaatiline ja mittesiistemaatiline risk.

Kui on valida kahe védartpaberi vahel , siis ratsionaalne investor eelistab alati investeerida
suurema tulumaiira ja viiksema riskiga véartpaberisse.

Def. 1. Me iitleme, et vaértpaber oodatava tuluméiéraga g, ja standardhilbega o,
domineerib véirtpaberi oodatava tuluméaéraga u, ja standardhilbega o, iile, kui
My 2 Hyy Oy <0,

Seda definitsiooni saab vahetult laiendada ka portfellidele. Mérgime, et dominantne vaértpaber
ei ole investori seisukohalt siiski kasutu, kuna portfelli moodustamisel vdib dominantse
védrtpaberi portfelli lillitamisega vihendada portfelli riski (vt. joonis 6).

AH

(0]
>

Joonis 6. Niide, kus dominantse vaértpaberi kasutamine aitab vdhendada riski.

Def.2. Portfelli nimetatakse efektiivseks (efficient) , kui ei ole iihtki teist portfelli peale tema
enda, mis domineeriks tema tile. Kdigi efektiivsete portfellide hulka kdigi lubatavate portfellide
seas nimetatakse efektiivsuse koveraks voi ka Markowitz i koveraks (efficient frontier,
Markowitz frontier).

Iga ratsionaalne investor valib alati efektiivse portfelli. Erinevad investorid vdivad valida
erineva portfelli efektiivsuse kdveral soltuvalt nende riskikartlikkusest. Riskikartlikum investor
voib eelistada madalama oodatava tulumédra ja vdiksema riskiga portfelli, riskialtim investor
aga korgema oodatava tuluméira ja suurema riskiga portfelli.

72



Sissejuhatus finantsmatemaatikasse Toomas Raus

A

Joonis 7. Efektiivsuse kdver juhul, kui portfell koosneb paljudest véartpaberitest .

Iga riskantse vidartpaberiga seotud riski voime jagada siistemaatiliseks ehk tururiskiks ning
mittesiistemaatiliseks ehk spetsiifiliseks riskiks. Mittesiistemaatiliseks riskiks nimetame seda
osa riskist, millest on vdimalik vabaneda portfelli diversifitseerimise abil.

Empiirilised uurimused on ndidanud, et kuna erinevate vaartpaberite (investeerimisprojektide)
omavaheline korrelatsioon on viiksem {iihest, on voimalik portfelli diversifitseerimise abil
summaarset riski oluliselt vihendada ilma, et sellega kaasneks tulususe vihenemine. Fabozzi
ja Modigliani toovad vilja jargmised iildistused diversifitseerimise mdju kohta:

* USA-s koosneb keskmise aktsia risk 30% ulatuses silistemaatilisest riskist ja 70% ulatuses
mittesiistemaatilisest riskist.

» Portfell, mis koosneb iile kahekiimne juhuslikult valitud ettevotte aktsiatest, sisaldab tiksnes
sistemaatilist riski.

Riski hajutamise edukus soltub otseselt portfelli kuuluvate erinevate ettevitete arvust (vt joonis
8).
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Riskitase
A

Mitteslstgmaatiline risk

kogurisk +
i SUstemaatiline risk

Erinevate
aktsiate arv

Joonis 8. Portfelli risk soltuvalt portfelli kuuluvate erinevate vaartpaberite arvust.

Mitmete kapitaliturgusid kisitlevate teooriate kohaselt kompenseeritakse investoritele iiksnes
siistemaatilise riski kandmine. Juhul, kui véirtpaberiturul on palju diversifitseeritud
vaartpaberiportfelle omavaid investoreid, kujuneb aktsia turuhind nii korgeks, et sellelt saadav
oodatav tulumidir kompenseerib iiksnes selle osa riskist, mida pole vdimalik portfelli
koostamise abil hajutada.

11.4. Finantsvarade hindamise mudel CAPM

Finantsvarade hindamise mudelit (Capital asset pricing model, CAPM) kasutakse selleks, et
teoreetiliselt médrata vara sobivat oodatavat tulumééra selleks, et teha otsuseid tema sobivuse
kohta diversifitseeritud portfellis. CAPM tootati vdlja 1960-ndatel aastatel (Treynor, Sharpe,
Lintner, Mossin).

Joonisel 7 on toodud efektiivsuse kover juhul kui portfell koosneb vaid riskantsetest
véadrtpaberitest. Kui aga liilitada portfelli ka riskivaba véértpaber, siis efektiivsuse kdveraks on
sirge (vt. joonist 9), mis on puutujaks eelnevale (ainult riskantsetest vadrtpaberitest koosnevate
portfellide) efektiivsuskdverale.
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—

s
]

Tangency Portiolio

T al Accate
ndividual Assets

Expected Re turn

/ \

A A

Best possible CAL

risk fres rate

Standard Deviation
Joonis 9. Kapitali allokatsioonijoon CAL.

Loik, millede otspunktideks (O,r-) ja (u,,oy) (punkt (u,,o0, ) on joonisel 9 tangency
portfolio) on efektiivsuskdveraks juhul, kui lithike positsioon ei ole lubatud ning seda
nimetatakse kapitali allokatsioonijooneks (capital allocation line, CAL). Punktis (0,r;)
koosneb portfell vaid riskivabast varast ning punktis (,,,o,) Vvaid riskantsetest varadest.
Portfellide korral, mis asuvad efektiivsuskdveral punktist (u,,,0,,) paremal, laenatakse raha
juurde ning paigutatakse see koik riskantsetesse viirtpaberitesse (s.t. vOetakse lithike
positsioon riskivaba vara suhtes). Portfelli oodatava tulumidraga u,, ning tuluméiira

standardhélbega o,, nimetatakse turuportfelliks.

CAL joone vorrand on esitatav kujul

ﬂc:rF"'O'cIUM—F’ (6)
Owm

kus u,,, o, onriskantsete varade portfelli tuluméér ja standardhdlve ning y, o, on oodatav

tuluméér ja tulumééra standardhélve riskivaba vara ja riskantse portfelli kombinatsiooni korral
CAL joonel. Paneme téhele, et riskivaba vara lisamine portfelli suurendab tulumééra/riski
suhet, kuna seosest (6) saame

Kuna ratsionaalsed investorid hoiavad oma riskantseid varasid samades proportsioonides
turuportfelliga ning turg on tasakaalus, siis riskantsete varade oodatavad tulumiirad on
kohandatud vastavalt sellele, kuidas riskantseid varasid pakutakse turul. Seega turul
védrtpaberite suhteline pakkumine on vdrdne suhtelise ndudmisega. Vara oodatav tuluméér
sOltub selle vara hinnast tdna. Hind, mida vara eest makstakse, peab garanteerima selle, et
turuportfelli riski ja oodatava tulumiéra karakteristikud ei halvene, kui vara lisandub turule.
CAPM mudel tuletab teoreetilise oodatava tulumidira vara jaoks tingimusel, et riskivaba
intressimddr ja tururisk on teada investoritele:

E(R): Ie +IB(/’lM — I ) (7)
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Finantsvarade hindamise mudeli kohaselt sdltub riskantse vara ndutav oodatav tulumair E(R)
riskivabast intressimédérast I'-, vara siistemaatilist riski véljendavast beetakordajast # ning

tururiskipreemiast g4, — I .
Siistemaatilise riski suurust moddab vara beetakordaja (beta):

_ Cov(R,Ry,)
p= Var(R,, )

kus Var(RM ) on turuportfelli tulumééra dispersioon ning COV(R, Ry ) on vara ja turuportfelli

tuluméirade vaheline kovariatsioon. Praktikas hinnatakse beetat ajalooliste andmete pohjal
vaadeldes regressioonimudelit vara tuluméirade ja turuportfelli tuluméaarade vahel:

R, :a+ﬂRMYt +&.

Aktsiate korral voetakse turuportfelli tuluméiraks sageli vastava aktsiaturu aktsiaindeks. Uhest
kdrgema beetakordajaga varad on siistemaatiliste riskide suhtes tundlikumad, tihest véiksema
beetaga varad aga vihemtundlikumad. Turuportfelli enda beetakordaja on alati vordne iihega.
Beetakordajat kasutatakse nii portfelli optimeerimiseks kui ka ndutava tulunormi leidmiseks.

Tururiskipreemia g,, — - niitab kui palju tiletab riskantsetelt varadelt saadav oodatav tuluméaér
optimaalselt koostatud portfelli korral riskivaba intressimééra.

Valemi (7) selgitus.

Vaatleme, kuidas muutub turuportfelli oodatav tuluméér ja tuluméira dispersioon, kui liilitame
vara oodatava tulumédraga u ja standardhilbega o, turuportfelli

0\3 :(1_Xa)20l\zll +X§O-a2 +2(1_Xa)xapaMO-aaM '

Lisanduv risk seega on ligikaudselt vdrdne suurusega  2(1—X,)X,P.u0,0w, Kuna

X202 << 2(L—X,)X, pauT.0y . kui osakaal x, on viike. Portfelli oodatav tulumair

a

U, = (1— X, ),uM + X, E(R,) ning seega lisanduv oodatav tulumiér on X,E(R,).

Kui vara on korrektselt hinnatud, siis oodatava tulususe ja riski suhte paranemine peab olema
sama hea vdrreldes sellega, kui paigutada selle vara ostmisele kuluv raha turuportfelli osa
suurendamisele:

Xa(E(Ra)_rF) — Xa(ruM _rF)
2(1_ Xa )XapaM 0,0\ 2(1_ Xa )XaO-M Owm .

Viimasest vOordusest saame

E(R,)="r¢ +(paMo_—2aO-MJ(ﬂM _rF)

Oy

ehk
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E(R) =" +B(uy —r1¢).

Finantsvarade hindamise mudel vdidab, et mingi aktiva oodatav tulumédér on leitav riskivaba
tulumééra ja tururiskipreemia summana, kusjuures investorile kompenseeritakse iiksnes sellise
riski vOtmine, mida pole vdimalik diversifitseerida vaértpaberiportfelli koostamise teel
(stistemaatiline risk). Finantsvarade hindamise mudeli viljatootamine 1960-ndatel mojutas
oluliselt ka majanduspraktikat. Uheks viljundiks oli tdiendava tduke andmine indeksfondide
levikule — mudel viitis, et teatud spetsiifiliste eelduste tdidetuse korral peaksid koik investorid
eelistama riskantse portfellina turuportfelli. Teiseks oluliseks véljundiks oli beetakordajate
ulatuslik kasutamine aktiva riskitaset iseloomustava néitajana.

11.5. Arbitraazihindade mudel

Arbitraazihindade mudel (arbitrage pricing theory, APT) on samuti vilja to6tatud varade
hindamiseks. Oodatavat tuluméiira vaadeldakse lineaarse funktsioonina mitmetest
makrodkonoomilistest faktoritest, kusjuures iga faktori moju antud varale iseloomustab
faktorile vastav beetakordaja. Mudeli baasil tuletatud tuluméidra saab kasutada vara
hindamiseks.

APT on mudel, kus tulumééirade erinevust erinevate varade vahel modelleeritakse mitmete
faktorite abil. Faktoritena kasutatakse enamasti volakirjaturu néitajaid, inflatsiooni,
majandusprognoosidega seotud faktoreid, védrtpaberituruindeksit jne. Faktorite valikul
lahtutakse empiirilisest sobivusest. Mudeli iildkuju on

E(R) =r- +b,RP, +b,RP, +...+ b, RP,
kus RP, on k-nda faktori riskipreemia ning b, on k-ndale faktorile vastav beetakordaja.
12. Riskide maandamine
12.1. Optsioonide viljaandmisega seotud riskide maandamine

Euroopa ostuoptsiooni viljaandmisel (miitimisel) on miiiija kasum/kahjum
Vee™ —(S(T)-X)",
ning ndeme, et kahjum vdib olla kuitahes suur kui alusvara hind S(T) kasvab; Euroopa

miiligioptsiooni viljaandja kasum/kahjum V,e" —(X —S(T))" ei saa kiill olla Idpmatu suur,
kuid vdib olla ikkagi vdga suur vorreldes voimaliku tuluga. Seega optsioonide viljaandmisel
on oluline riske maandada. Osutub, et optsioonide viljaandmisega seotud riske ei ole vdimalik
maandada ithe konkreetse védrtpaberiportfelliga, mida hoiame kogu optsiooni eluea, vaid
portfelli on vaja muuta pidevalt, kui alusvara hind muutub.
Vaatleme portfelli, mis koosneb mingist derivatiivist, volakirjadest (riskivaba rahapaigutus)
ning aktsiast, mis on antud derivatiivi alusvara.
Uldsust kitsendamata eeldame, et volakirja hind on 1. Siis portfelli véirtus V(S) on leitav
valemiga

V(S)=xS+y+1zD(S),
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kus D(S) onderivatiivi hind, S on alusvara hind ning X, y, Zon vastavalt aktsiate, volakirjade

ning derivatiivide kogus portfellis. Kui me anname iihe derivatiivi vilja (vOotame lithikese
positsioonti), siis z =—1 ning

V(S)=xS+y-D(S). 1)
Kokkuvottes selle portfelli védrtus soltub aktsia hinnast, kusjuures aktsia hinna viikeste
muutuste (S— > S + AS)) korral kehtib ligikaudne vordsus

AV (S) z;—SV(S)*AS.

Suurust ;—SV (S) nimetatakse portfelli deltaks ning strateegiat, kus portfelli muudetakse kogu

aeg nii, et ;_SV(S) =0, nimetatakse delta-maandamiseks (delta hedging) .

Vordusest (1) saame

d d
—V(S)=x——D(S
S (S) oS (S)
ning seega delta-maandamise korral tuleb aktsia kogus x portfellis hoida vordsena suurusega
d
—D(S).
" (S)

Euroopa optsioonide hind on leitav Black-Scholesi valemitega ning saab ndidata, et
ostuoptsiooni korral

d d
—D(S)=—V.(S)=N(
g5 D(5) =g Ve (S)=N(d)
ning miiligioptsiooni korral
d d
—D(S) =—V,(S)=-N(-d,).
g5 D) =35 Ve (S) (-d,)

Seega Euroopa ostuoptsiooni korral X = N(d,) ning aktsia hinna tdustes tuleb suurendada ka
vastava aktsia kogust portfellis, miiligioptsiooni korral aga tuleb aktsia hinna tdustes vihendada
aktsia kogust portfellis.
Volakirjade kogus portfellis voime valida nii, et portfelli hind on null, seega ostuoptsiooni
korral

y=D(S)—xS =V.(S)-N(d,)S =—Xe " N(d,).
Teame, et optsiooni hind ning seega ka riski maandava portfelli hind voib sdltuda ka muudest
parameetritest : ildjuhul V =V (S,t,0,r) . Finantsmatemaatikas kasutatakse vastavate

osatuletiste tdhistamiseks jargnevaid tdhiseid:
Delta= N ,
0S

2
Gamma =

82

Theta= 8_V ;
ot
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Vega= N ;
oo

Rho:ﬂ .
or

Kasutades Taylori valemit, saame :
AV =~ delta* AS +theta™ At +vega* Ac + rho™ Ar +0.5gamma* (AS )’ .

Kdigi nende riskide puhul on portfell maandatud, kui muudame ajas portfelli nii, kdik vastavad
osatuletised on nullid. See aga praktikas liiga keeruline, kuid vdime vaadelda niiteks delta-
gamma hedging voi delta-vega hedging.

12.2. Spekuleerimine derivatiividega

A Investor usub, et aktsia hind kasvab moddukalt. Sellisel juhul on mdistlik teha
jargmised tehingud (nimetus — bull-spread)
a) Osta ostuoptsioon tditmishinnaga X'
b) Miiiia ostuoptsioon tditmishinnaga X''> X'
A A A
— X! + ™ » =
Xh\
Figure 9.2 Bull spread
B. Investor usub, et aktsia hind langeb mdddukalt. Sellisel juhul on mdistlik teha jairgmised
tehingud (nimetus — bear-spread)
a) Miiiia miitigioptsioon tditmishinnaga X'
b) Osta ostuoptsioon tditmishinnaga X''> X'

Figure 9.3 Bear spread
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C. Investor usub, et aktsia hind jadb enam-vihem samaks. Sellisel juhul on mdistlik teha
jargmised tehingud (nimetus — butterfly)
a) Osta kaks ostuoptsiooni vastavalt tditmishindadega X' ja X'

b) Miiiia kaks ostuoptsiooni taitmishinnaga X'', kusjuures X'< X"'< X',

A A A

1)
+ X / N

7

A J

X.'I

|
v

Figure 9.4 Butterfly

Reverse butterfly - saame panustada sellele, et aktsia hind ei jd4 enam-vahem samaks.
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