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Sissejuhatus

Kaasaegne matemaatika baseerub hulga moistel. Hulk on mingite objektide kogum, mil-
les iga objekt (element) on teistest erinev. Kui antud hulga elementide voi alamhulkade
vahel on maaratud mingid seosed, siis 6eldakse, et hulgas on méaaratud vastav struktuur.
Struktuuriga hulki nimetatakse ka ruumideks.

Koige ildisem hulki késitlev opetus on hulgateooria, mis iildjuhul ei eelda hulgas min-
gisuguse struktuuri olemasolu. Sisukamate ja rakenduste suhtes vdartuslikumate teooriate
saamiseks vaadeldakse hulki, milles on defineeritud iiks voi enam struktuure.

N. Bourbaki jargi eraldatakse matemaatiliste struktuuride hulgast vélja kolm struk-
tuuride liiki, mida nimetatakse matemaatika pohistruktuurideks:

1) algebralised struktuurid, mida madravad seosed on antud algebraliste operatsioonide (te-
hete) abil ja seovad omavahel 16pliku arvu elemente,

2) topoloogilised struktuurid, milles (Bourbaki sonul) ...leiavad matemaatilise formuleeringu
intuitiivsed moisted dmbrus, pirvddrtus ja pidevus, mille juurde viib meid meie ettekujutus
ruumist”,

3) jarjestusstruktuurid, mis maaratakse sel viisil, et hulga monigate elementide jarjestatud
paaride (x,y) korral on fikseeritud komponentide jargnevus (tavaliselt viljendame seda s6-
nadega ”x on viiksem kui 7).

Kaéesoleva kursuse pealkiri — topoloogilised vektorruumid — viitab selgelt sellele, millis-
te struktuuridega me allpool tegemist teeme. Need on vektorruumid, mis samal ajal on
ka topoloogilised ruumid, lisaks sellele eeldatakse nende kahe struktuuri teatavat loomulik-
ku kooskola. See kooskola saavutatakse noudega vektorruumi tehete pidevusest. Niisugus-
te struktuuride késitlemist (ja seega kéesoleva aine oppimist) holbustab kogemus, mis on
saadud funktsionaalanaliilisi pohikursustest. Asjaolu, et normeeritud ruum on topoloogilise
vektorruumi iiks erijuhte, on oluliselt maaranud topoloogiliste vektorruumide teooria aren-
gut. Normeeritud ruumide teooriast on genereeritud mitte ainult mitmed probleemiasetused,
vaid ka siinvaadeldava teooria sisemine loogika.

Kuigi jarjestusstruktuure me kiesolevas kursuses spetsiaalselt ei késitle, vajame me
sellise struktuuriga hulki konkreetsete probleemide uurimisel. Topoloogilise koonduvuse kir-
jeldamisel kasutame me kéesolevas kursuses suunatud peresid. Suunatud pere on selline "ja-
da”, mille indeksid moodustavad mingi suunatud hulga (suunatud pere korrektne definitsioon
on antud artiklis 1.2). Seejuures nimetatakse hulka X suunatud hulgaks, kui tema elemen-
tide moningate jirjestatud paaride (z,y) korral on defineeritud (jérjestus)suhe z < y, mis
rahuldab tingimusi
(a) z < x iga v € X korral,

(D) kuiz<yjay <z siisz <z (x,y, 2 € X),

(c) kui z,y € X, siis leidub z € X omadusega = < z, y < z.

Kui lisaks tingimustele (a) ja (b) rahuldab vaadeldav seos veel tingimust
(dkuiz<yjay<asise=y (r,y € X),

siis nimetatakse hulka X jdrjestatud hulgaks. Jérjestatud hulkade iildisest teooriast rakendame
me allpool Zorni lemmat, mille formuleerimiseks vajame veel selle teooria moningaid pohi-
moisteid. Jarjestatud hulka nimetatakse taielikult jarjestatuks (ehk lineaarselt jirjestatuks),
kui iga paari z,y € X puhul kehtib kas z < y voi y < x. Alamhulka FE jarjestatud hulgas X
nimetatakse tlalt tokestatuks, kui leidub selline element z € X, et x < z iga « € FE korral.



Element zy € E omadusega
[z € E, x> x| = x =z,

nimetatakse alamhulga E maksimaalseks elemendiks.

Zorni lemma. Kui jdarjestatud hulga X iga tdielikult jarjestatud alamhulk on dlalt to-
kestatud, siis hulgas X leidub (vihemalt iiks) maksimaalne element.

Topoloogiliste struktuuride pohimoistetest ja meile vajalikest pohitulemustest anname
iilevaate esimeses peatiikis. Liihidalt meenutame siinkohal vektorruumide teooria mois-
teid ja lepime kokku pohiliste tdhistuste osas.

Vektorruum. Teatavasti nimetatakse hulka X vektorruumiks (ka lineaarseks ruumiks)
iile korpuse K kui iga elementide paari z,y € X korral on defineeritud nende summa z+y € X
ja suvaliste z € X ning A € K (K = C (koigi kompleksarvude korpus) voi K = R (koigi
reaalarvude korpus)) korral on defineeritud korrutis Az € X, kusjuures neilt tehetelt néutakse
jargmisi omadusi:
v+ y+2)=(x+y) + 2,
r+y=y-+uw,
eksisteerib nullelement 0 € X, et x +0 = x iga x € X korral,
iga r € X korral leidub vastandelement —x € X omadusega = + (—x) = 0,

(Ap) & = A (pa),

(A + p)z = \x + ux,

Az +y) = Az + Ny,

lr =x.

Vastavalt sellele, kas K = R voi K = C, koneleme kas reaalsest voi komplekssest vektor-
ruumist.

Vektorruumi X fikseeritud alamhulkade E ja F' ning elementide x € X ja A € K puhul
kasutame jargmisi tahistusi:

r+FE={rx+y|lyeE}, E+F={y+z|yek, z€F},
AE ={\y|ye€FE}.

Vektoralamruum ja hulga lineaarne kate. Alamhulka X, C X, mis rahuldab tingi-
musi

Xo+ Xo C Xo, MXoC Xy (AeK),

nimetatakse vektoralamruumiks. Antud alamhulka F C X sisaldavat vihimat vektoralam-
ruumi nimetame hulga E' lineaarseks katteks ja tdhistame span E. Seejuures on span F hulga
E elementide koikvoimalike lineaarsete kombinatsioonide hulk, s.t.

spanE:{Z)\kxk]xkEE, MeEK (E=1,...,n), nEN}.
k=1

Uheelemendilise hulga {z} puhul span{z} =: ().
Lineaarne soltumatus, vektorruumi baas. Oeldakse, et vektorruumi X alamhulk
E C X on lineaarselt soltumatu, kui tema iga 16pliku alamhulga {x1, ..., z,} puhul seosest



> Mgy = 0 jareldub, et A\; = ... = A, = 0. Niisugust lineaarselt soltumatut alamhulka F,
k=1
mille korral span £ = X, nimetatakse vektorruumi X baasiks.

Lineaarne kujutus. Kujutust (ehk operaatorit) A vektorruumist X vektorruumi Z
(kirjutame A: X — Z) nimetatakse lineaarseks, kui

A(xi4+x2) = A(x1) + A(xa), A(Mx)=XA(z) (N eK).

Kui selline kujutus A on pdodratav, siis ka poordkujutus A=': Z — X on lineaarne. Skalaar-
sete vaartustega lineaarset kujutust nimetame lineaarseks funktsionaaliks.

Bilineaarne funktsionaal. Olgu X ja Y vektorruumid iile iihe ja sama korpuse K.
Funktsionaali B: X x Y — K, mille korral funktsionaalid

B,:Y =K, y— B(z,y) (xeX)

ning
B,: X - K, x— B(z,y) (yeyY)

on lineaarsed, nimetatakse bilineaarseks.

Lopuks mérgime, et me lubame endale kasutatavate terminite osas teatvaid "keelelisi va-
badusi”, muidugi vaid siis, kui see ei héairi tekstist arusaamist. Néiteks kasutame me sona
“ruum” nii vektorruumi, topoloogilise ruumi, topoloogilise vektorruumi jm. ruumide puhul,
kui lause kontekstist on selge, millist ruumi silmas peetakse. Sona "siisteem” kasutame mo-
nikord hulga tahistamiseks. Naiteks koneldakse enamasti nulliimbruste siisteemist, kuigi
pohimotteliselt on tegemist hulgaga.

Tekstis on lugejale jaetud hulgaliselt nn. aktiviseerimiselemente. Need on iilesanded,
lihtsamate lausete toestused voi moned tehnilised detailid toestustes, mille iseseisev kontrol-
limine aitab vaadeldavate moistete ja tulemuste olemust paremini selgitada. Sellised kohad
tekstis on mérgitud stimboliga .
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8 1 Topoloogilised ruumid

1 Topoloogilised ruumid

Selles sissejuhatavas peatiikis on meie eesmérgiks tuletada meelde topoloogiliste ruumidega
seotud pohilised moisted ja faktid, mida teame iildise topoloogia ja funktsionaalanaliiiisi kur-
sustest. Klassikaline funktsionaalanaliiiis, mille pohisisu on normeeritud ruumid ja lineaarsed
kujutused neis ning nende vahel, toetub pohiliselt meetriliste ruumide teooriale. Meetrilise
ruumi topoloogia on téielikult kirjeldatav selles ruumis koonduvate jadadega. Topoloogilises
ruumis vajatakse selleks iildisemat koonduvuse moistet, mida saab kirjeldada kas filtrite voi
suunatud perede abil. Meie oma késitluses kasutame pohiliselt suunatud peresid.

1.1 Uldise topoloogia pohiméisted ja -tulemused

Topoloogiline ruum. Olgu X mingi hulk. Alamhulkade siisteemi 7 nimetatakse topoloo-
giaks hulgas X, kui ta rahuldab jargmisi tingimusi:
(Tl) o eTjaX e,
(T2) kui G, € 7 iga v € I korral, siis |J G € 7 mistahes hulga I' puhul,
vyel

(T3) kui Gy,...,G, € 1,slis [| Gy €T
k=1

Hulka X, mis on varustatud topoloogiaga 7, nimetatakse topoloogiliseks ruumiks (jargne-
valt lihidalt TR), mida me téhistame (X, 7) voi lihtsalt X, kui topoloogia suhtes on kokku
lepitud. Siisteemi 7 elemente G nimetatakse TR-i X lahtisteks hulkadeks, hulga X elemente
x aga selle ruumi punktideks.

Topoloogiate vordlemine. Kui hulgas X on defineeritud kaks topoloogiat 7 ja 7" ning
7 C 7' (s.t. iga lahtine hulk TR-is (X, 7) on lahtine ka ruumis (X, 7)), siis 6eldakse, et
topoloogia 7" on tugevam topoloogiast 7 ehk 7 on norgem kui 7’. Igas hulgas on norgim ja
tugevaim topoloogia, need on vastavalt {&, X} ja {G |G C X}.

TR-i alamruum. Olgu (X, 7) TR ja X, hulga X mingi alamhulk. Siis

70:={XoNG|GerT}

on topoloogia hulgas Xy. TR-i (Xy, 79) nimetatakse ruumi (X, 7) alamruumiks.

Hulga sisepunktid. TR-i (X, 7) alamhulga E elementi = nimetatakse selle hulga sise-
punktiks, kui leidub niisugune G € 7, et * € G C E. Selle definitsiooni kohaselt koosneb
lahtine hulk ainult sisepunktidest.

Punkti iimbrused. Iga hulka U C X, millele element z € X on sisepunkt, nimetatakse
punkti x dmbruseks. Niisiis, hulk U C X on punkti x € X dimbrus parajasti siis, kui leidub
selline lahtine hulk G C X, et x € G C U.

Umbruste baas. Kui antud punkti z € X puhul on fikseeritud selline iimbruste siisteem
B, et

punkti x suvalise iimbruse U korral leidub V' € 9%, omadusega V' C U,

siis slisteemi B, nimetatakse punkti « imbruste baasiks (ehk fundamentaalsiisteemiks).
Topoloogia saab méadrata ka nii, et defineeritakse iga punkti x jaoks timbruste baas.
Nimelt kehtib jargmine teoreem.
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Teoreem 1.1. (a) Kui TR-s (X,7) iga punkti x € X jaoks on fikseeritud tema dimbruste
baas B, siis on tdidetud jargmised tingimused:

(B1) kui V € B,, siisxz €V,

(B2) kui Vi, Vy € B, siis leidub V € B, omadusega V. C Vi N Vs,

(B3) iga V € B, jaoks leidub V' € B, nii, et

HV' cVija2)VyeV IWeB,: W cCW.

(b) Olgu hulga X iga elemendi x jaoks mddratud mittetihi alamhulkade siisteem B, nii, et
oleksid taidetud tingimused (B1) — (B3). Siis alamhulkade stisteem

r={GCX|VreGIVeDB,:VCG}

on topoloogia hulgas X, mille suhtes B, on punkti x imbruste baas.

Topoloogiate vordlemine iimbruste baaside abil. Olgu hulgas X méaratud kaks
topoloogiat 7 ja 7/, tdhistame suvalise punkti z € X {imbruste baasid nendes topoloogiates
vastavalt B, ja B!. Kehtib seos

rCTeVeeXVWe®B, IUeB :UCV.

Umbruste baasid alamruumis. TR-i (X, 7) alamruumi X topoloogia 7y on mésratud
timbruste baasidega

B ={XoNU|U€B,} (z€Xy).

Alamhulga puutepunkt. Olgu F TR-i (X, 7) alamhulk. Punkti z € X nimetatakse
hulga E puutepunktiks, kui ta iga timbrus V l1oikab hulka E, s.t. kui E NV # (. Selle
definitsiooni puhul juhime tdhelepanu jargmisele lihtsalt kontrollitavale, kuid olulisele faktile,
mida me allpool tihti kasutame ilma seda kommenteerimata:

véljendi "punkti x iga imbrus” voib asendada véljendiga "iga V € B,”.

Alamhulga sulund. Hulga £ koigi puutepunktide hulka nimetame tema sulundiks ja
tahistame FE. Niisiis,

reEESVVEB, ENV £,

Toome moned olulisemad sulundi omadused (toestadal)X:
WECEE-F
2) B, C By = E, C Es,

3) BE\UE, = B, UE,.

Kinnised hulgad. Hulka £ C X nimetatakse kinniseks TR-s (X, 7) ehk 7-kinniseks,
kui F = E. Lihtne kontroll niitab, et F on kinnine parajasti siis, kui tema téiend on lahtine,
s.t. kui X\ F € 7.

Pidev kujutus. Kujutust f TR-st (X,7) TR-i (Z,7’) nimetatakse pidevaks punktis
z € X, kul punkti f(z) € Z iga timbruse V korral tema originaal f~' (V) on punkti x
timbrus TR-s (X, 7). Sellega on samavéiirne tingimus

VVE%f(x) HUE%xfa])CV



10 1 Topoloogilised ruumid

Kujutus f on pidev (s.t. pidev igas punktis x € X), kui kehtivad jérgmised teineteisega
samavaarsed tingimused:
(i) G € 7" = f~1(G) € 7 (lahtise hulga originaal on lahtine),
(ii) F = F ruumis Z = f~' (F) = f~! (F) ruumis X (kinnise hulga originaal on kinnine).
TR-de isomorfism. Kui antud TR~de (X, 7) ja (Z, 7") puhul leidub niisugune péératav
ehk bijektiivne kujutus f: (X,7) — (Z,7'), mis on pidev ning mille péérdkujutus f=1:
(Z,7") — (X, 7) on samuti pidev, siis nimetame neid TR-e isomorfseteks ehk homdomorfse-
teks. Kujutust f nimetame sel juhul TR~de (X, 7) ja (Z, ') topoloogiliseks isomorfismiks ehk
homdomorfismiks.
TR-de korrutis. Selle artikli 1opus vaatleme topoloogiliste ruumide korrutistopoloogiat,
piirdudes seejuures kahe TR-i (X, 7) ja (Z,7') korrutisega. Defineerime korrutishulgas

XxZ:={(z,2) |zeX, z€ Z}

korrutistopoloogia Ty x 7 jargmisel viisil. Punkti w := (¢, zo) timbruste baasiks votame hulga
X x Z alamhukade siisteemi

%w::{UXV’UE%IO, VE%ZO}?

kus B,, ja B, on vastavalt punktide zy ja zo timbruste baas ruumis (X,7) ja (Z,7).
Vahetu kontroll néitab, et sel juhul on tédidetud teoreemi 1.1 tingimused (B1) - (B3), seega
on hulgas X x Z defineeritud topoloogia, mida me nimetame korrutistopoloogiaks ja mille
suhtes siisteem ‘B, iga w € X x Z korral on iimbruste baas.

Analoogiliselt defineeritakse korrutistopoloogia suvalise lopliku arvu TR-de korral.

Pidev kujutus korrutisruumis. Olgu lisaks TR-dele X ja Z antud veel kolmas TR
(H,7"). Kujutus f: (X X Z,7xxz) — (H,7") on definitsiooni kohaselt punktis w = (zo, 2¢)
pidev parajasti siis, kui

VW € By U € By, VEDB, : f(UxV)CW.
Seejuures on kujutused
fo: (X,7) = (H, "), 2 f(x,2)
ja
feo: (Z,7) = (H,7"), 2= [ (20,2)

pidevad vastavalt punktis xg ja zg.

1.2 Suunatud pered topoloogilises ruumis

Suunatud pere. Olgu I' mingi suunatud hulk (suunatud hulga definitsioon on toodud
sissejuhatuses). Kujutust suunatud hulgast I' mingisse hulka X nimetatakse suunatud pereks
(voi lithidalt pereks) hulgas X. Lihtsaimad pered on jadad, need tekivad juhul ' = N. Jadade
eeskujul tahistame suunatud hulgaga I' méératud peresid (z), . voi lihemalt (z).

Definitsioon. Olgu (9cay)WGF pere hulgas X ning olgu £ hulga X mingi alamhulk. Utleme,
et pere (z.)
1) risvab sageli hulka E, kui iga v € I" korral leidub 4’ > v omadusega z.,, € E,
2) on pohiliselt hulgas E, kui leidub selline 7y € T', et 2, € E iga v > v, korral.
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Lemma 1.2. Olgu <$7>yer pere hulgas X. Leidub hulga X alamhulkade hulk C jargmiste
omadustega:

(i) (z) riwvab sageli iga hulka A € C,

(ii) kui A,B € C, siis ANB €C,

(iii) iga A C X puhul kas A € C voi X\ A €C.

Toestus. Vaatleme alamhulkade A C X hulki F, mille korral on téidetud tingimused (i)
ja (i), olgu @ koigi selliste hulkade F hulk:

¢ := {F | F rahuldab tingimusi (i) ja (ii)}.

Selge, et {X} € @, seega & # &. Madrame hulgas ® osalise jarjestuse sisalduvuse jéargi
seosega

Fi1 < Fre FLCF

ning naitame Zorni lemma abil, et selles osaliselt jarjestatud hulgas on maksimaalne element.
Olgu {Fy | A € A} C @ taielikult jarjestatud alamhulk, tdhistame

F=JRn={AcXx|Ner AcFR}
AEA

ja veendume, et Fed (iseseisvalt! M. Seega on suvaliselt valitud taielikult jarjestatud alam-
hulk {F, | A € A} hulgas @ {ilalt tokestatud elemendiga F, Zorni lemma kohaselt on hulgas
® maksimaalne element, tahistame selle tdhega C. Jadb néidata, et C rahuldab tingimust
(iii).

Vaatleme kahte juhtu. Esiteks, olgu A C X selline, et iga B € C korral pere (x,) riivab
sageli hulka AN B. Olgu

F={CcX|3dBeC:ANnBcCC(C},

siis (z.) riivab sageli iga hulka C' € F’ (selgitadal . Seejuures, kui C, C" € F', siis leiduvad
B,B eC,et ANB C Cja AN B c (', jarelikult

An(BNnB)cCcncC'.

Seose BN B’ € C tottu CNC”" € F'. Tahendab, F' € ®, ja kuna A € F' (pohjendadal VK, siis
B € F'iga B € C korral ehk C C F'. Kuid kuna C on maksimaalne, siis C C F’, jarelikult
AelC.

Teiseks vaatleme alternatiivset juhtu, kus mingi B, € C korral (z,) ei riiva sageli hulka
AN By, s.t. (z,) on pohiliselt hulgas X\ (AN By) =: D. Kuna (z,) riivab sageli iga hulka
B € C, siis ka hulka D N B. Kordame eelmise juhu arutelu, vottes hulga A asemel hulga D,
saame, et D € C. Pidades silmas, et suvalise B € C korral D N BN By € C ja

DABABy= (XN (AN By) N BN By = ((XNA)U(XN\By)) N (BN By)
((X\A) N BN By) U ((X\Bo) N BN By)
= (XN\A)NBNBy (sest (X\By) NBN By= 9),

saame, et (z.,) riivab sageli hulka (X A) N B iga B € C puhul. Korrates veel korda esimesel
juhul esitatud arutelu hulga X\ A korral, saame, et X\ A € C. Lemma on toestatud. m
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Osapered. Definitsioon. Olgu (31:7)7EF pere hulgas X ning olgu A suunatud hulk.

Utleme, et pere (yz) sea O esialgse pere (z,), . osapere, kui on tdidetud jirgmine tingimus:
Vyel e AV 20 =2y yp =,

Mirgime, et jada osapere ei pruugi olla osajada: néiteks on (3,2,4,6,...,2n,...) natu-
raalarvude jada (1,2,3,...) osapere, kuid ei ole osajada.

Lemma 1.3. Olgu (x,) pere hulgas X ja olgu A selline alamhulkade A C X hulk, et
(i) (z) ritvab sageli iga hulka A € A,
(i) suvaliste A, B € A puhul leidub selline C € A, et C C AN B.

Stiis leidub perel (x,) niisugune osapere (yﬁ)ﬂeA, mas on pohiliselt hulgas A iga A € A korral.

Toestus. Defineerime hulgas A osalise jarjestuse sisalduvuse jargi nii, et
A< B:& BCA,
tanu eeldusele (ii) on A suunatud hulk. Téhistame
A:={(7,A) |yvel' Ac A =, € A}
ning defineerime hulgas A osalise jarjestuse
(7, A) < (Y, A) e [y <y, A< A

(kontrollida!PX. Néitame, et A on suunatud hulk. Suvaliste (v, A), (7', A’) € A puhul leiame
koigepealt Ay € A, et A9 C AN A’ (vrd. tingimus (ii)), ning seejérel (tingimust (i) ja hulga
I' suunatust kasutades) sellise 79 € I', et 7,7 < v ja z,, € Ap. Siis (79, 40) € A ning
(7, A), (7', A") < (70, Ao), jarelikult on A suunatud hulk.

Olgu (ys)gen pere, kus iga 8 := (7, A) € A korral yg := 2, siis (ys) g On pere () p
osapere. Toepoolest, suvalise v € I" puhul valime A € A nii, et =, € A, siis §:= (7, 4) € A,
jakui f':= (y/,A") € Aning ' > 3, siis v > v ja A’ C A, seejuures yg = ..

Osutub, et suvalise A € A korral on (y3) sca POhiliselt hulgas A. Nimelt leidub eelduse
(i) pohjal selline v € I', et ., € A, seega 8 = (v, A) € A. Seejuures iga §' = (7', 4") > 3
korral ygr = z,» € A’ C A. Lemma on toestatud. m

Ultrapered. Definitsioon. Ultrapereks (ehk universaalseks pereks) hulgas X nimeta-
takse sellist peret, mis iga alamhulga £ C X korral on pohiliselt kas hulgas E voi selle
taiendis X\ F.

Lemmade 1.2 ja 1.3 abil toestame jargmise lause.

Lause 1.4. Iga pere sisaldab osapere, mis on ultrapere.

Toestus. Olgu (xv)yer pere hulgas X, olgu C alamhulkade C' C X hulk, mis rahuldab
lemma 1.2 tingimusi (i), (ii) ja (iii). Siis rahuldab C ka lemma 1.3 eeldusi (i) ja (ii), niisiis
saame moodustada sellise osapere (yz) sens €t iga C' € C korral (yp) sea ON pohiliselt hulgas
C voi hulgas X\ C. Kuna suvalise A C X puhul kas A € C voi X\ A € C, siis (yg)ﬁEA on
pohiliselt kas hulgas A voi hulgas X\ A. Seega on (yg) ., ultrapere. m



TOPOLOOGILISED VEKTORRUUMID 13

Pere koonduvus TR-s. Definitsioon. Olgu (z), . pere TR-s (X, 7). Punkti z € X
nimetatakse pere (z.,) piirvidrtuseks (litleme ka, et pere (x.,) koondub punktiks ), kui punkti
x iga imbruse U € B, puhul leidub selline indeks vy € I', et 2, € U iga v > v korral. Sel
juhul kirjutame lvlérrl x, = x (lihemalt liin x, = x) Vol ., — =, aga ka x, — 2 (7), kui on

vaja rohutada, millises topoloogias koonduvus aset leiab.
Lihtne on veenduda, et kui pere (:177)761, koondub TR-s X mingiks punktiks x, siis samaks
punktiks koondub ka iga tema osapere (yg) ;. (kontrollidalpk.

Pere kuhjumispunkt TR-s. Esitatud definitsiooni kohaselt x, — x parajasti siis, kui
punkti = iga imbruse U korral pere (x,) on pdhiliselt hulgas U.

Definitsioon. Kui (z,) on pere TR-s X ja z € X selline punkt, mille iga iimbrust U
see pere riivab sageli, siis deldakse, et x on pere (z,) kuhjumispunkt.

Lause 1.5. Punkt x on pere <x7>'y€l_‘ kuhjumaispunkt TR-s X parajasti siis, kui leidub selline
osapere (Yg) gen, € Ys = .

Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et x on pere (x«,)wGF kuhjumispunkt. Olgu 8, punkti
x mingi imbruste baas, siis A := B, rahuldab lemma 1.3 eeldusi (i) ja (iit) (selgitadal)Xs.
Lemma véite kohaselt leidub perel (x’Y)weF selline osapere (yp) sea- mis on pohiliselt hulgas
U iga U € ‘B, korral. Seega yz — x.

Piisavus. Olgu (yg)zcn pere (2,) o selline osapere, mis koondub punktiks z ja olgu
U € B,. Peame veenduma, et iga v € I' puhul leidub 7 € I', et 4/ > v ja 2, € U. Osapere
definitsiooni kohaselt saame valida niisuguse 5 () € A, mis rahuldab tingimust

VB ZB() N =viyp =y
Edasi, lahtudes koonduvusest yg — x, saame leida 3; € A omadusega
B =0 =y cU.
Valides niitid 8 € A nii, et 5" > 5 () ja 8 > (1, saamegi soovitud seose ., =yz € U. =
Lause 1.6. Ultrapere koondub parajasti siis, kui tal on kuhjumispunkt.

Toestus. IseseisvaltPd =

Eralduvad TR-d ehk Hausdorffi ruumid. Koonduvuse moistel topoloogilises ruumis
on oluline puudus meetriliste ruumidega vorreldes: koonduva pere (voi jada) piirvidrtus ei
ole iildjuhul iiheselt maaratud. Selles on lihtne veenduda jargmise triviaalse naite varal. Olgu
X = {a,b, c} kolme-elemendiline hulk topoloogiaga 7 := {X, {a, b}, @} (veenduda, et see on
topoloogial P. Kuna punktidel a ja b on iihed ja samad iimbrused, siis jadad (a,a,...) ja
(b, b, ...) koonduvad molemad nii punktiks a kui ka punktiks b.

Et valtida sellist paljude probleemiasetuste puhul vastuvoetamatut olukorda, vaadeldakse
enamasti eralduvaid topoloogilisi ruume ehk Hausdorffi ruume. Nii nimetatakse TR-i X
jargmise omadusega:

kui x #y, z,y € X, siis leiduvad U € B, jaV € B,, et UNV = 3.

Kehtib jargmine lause.
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Lause 1.7. TR X on eralduv parajasti siis, kui igal koonduval perel on selles ruumis vaid
tliks pitrvddrtus.

Toestus. Iseseisvalt (vt. lilesanne 1.1)KH. =

Kinniste alamhulkade ja kujutuste pidevuse kirjeldamine koonduvate pere-
de abil. Punkti z € X iimbruste baas B, TR-s X on sisalduvuse jargi suunatud hulk.
Toepoolest, kui defineerime

V<ViieV cV,

siis B, rahuldab koiki suunatud hulga definitsiooni tingimusi (kontrollida!»X. Edasi, kui fik-
seerime suvaliselt iga V' € 9B, korral elemendi zy € V, siis saame suunatud pere (zv)ycq. -

Seejuures Vlir%l ry =x:kuiU € B,, siisiga V > U korral kehtib xy, € V' C U. See téihelepa-
[SPL P

nek voimaldab koonduvate perede abil kirjeldada topoloogilisi seoseid TR-s X samamoodi,
nagu seda meetriliste ruumide juhul saab teha koonduvate jadade abil.

Lause 1.8. Olgu (X, 7) ja (Y,7") TR-d.

(a) Element x € X on alamhulga E C X puutepunkt parajasti siis, kui leiduvad selline
suunatud hulk T ja hulga E mingi elementide pere (557)7 mis koondub purvadrtuseks x
ruumis X . Lihidalt:

er.

€ E & [3(2y), oty € Ejaxy, —a(r))

(b) Alamhulk E C X on kinnine parajasti siis, kui ta sisaldab kéoigi oma koonduvate perede
purvddrtused. Lihidalt:

E=F&z, ek (yel), x, > z(r) =z € E|.
(¢) Kujutus f: X =Y on pidev punktis x € X parajasti siis, kui kehtib implikatsioon

Ty = (1) = f(2y) = f(2) (7).

Ulesanne 1.1. Toestada lause 1.7.

Ulesanne 1.2. Toestada lause 1.8(a).
Ulesanne 1.3. Toestada lause 1.8(b).
Ulesanne 1.4. Toestada lause 1.8(c).

1.3 Kompaktsed topoloogilised ruumid

Kompaktsed TR-d. Olgu {E,}, ., hulga X alamhulkade siisteem. Utleme, et {E,} on
tsentreeritud siisteem, kui iga tema lopliku osasiisteemi iihisosa on mittetiihi, s.t.

m E,, # @ suvaliselt valitud n € N ja a1, ...,a, € A korral. (1.1)
k=1

Kui |J E, = X, siis 6eldakse, et {F,} on hulga X kate.

aEA
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TR-1 (X, 7) nimetatakse kompaktseks, kui iga tema lahtistest hulkadest moodustatud kate
sisaldab lopliku osakatte, s.t. kui kehtib implikatsioon

Go €T (€A, UGa:X :X:UG% mingite ay,...,q, € A korral.
k=1

a€cA

Vahetu kontroll néitab, et X on kompaktne parajasti siis, kui tema iga kinniste alamhulkade
tsentreeritud siisteemi iithisosa on mittetiihi, s.t. kui tingimusest (1.1), kus E, = FE, iga
a € A korral, jareldub, et () E, # @ (veendudal K.

a€cA

Teoreem 1.9. TR-i (X, ) puhul on jdrgmised vdited samavddrsed:
(a) X on kompaktne,

(b) igal suunatud perel on TR-s X vihemalt iiks kuhjumispunkt,

(¢) iga suunatud pere sisaldab koonduva osapere,

(d) iga ultrapere on koonduv.

Toestus. Seos (b) < (c) on toestatud lauses 1.5.

(a) = (b) Eeldame, et X on kompaktne TR, olgu (z,), . suvaline elementide pere ruumis
X. Defineerime iga v € I' korral hulga A, := {x,/ | ¥ > 7}, siis A,, C A,,, kui 11 = 72, ja
A, # @ iga vy € I korral. Seejuures on {A,}_ . tsentreeritud siisteem. Nimelt, kui votame
suvalised A, ..., A,, jalelame 7 € I' omadusega 71, ..., 7, < 7o (see on voimalik, sest I' on

suunatud hulk), siis () A,, D A,, # @. Muidugi on siis ka siisteem {E}WEF tsentreeritud,
i=1

kompaktsusest jareldub, et [ E # @. Votame mingi punkti z € ) E ja naitame, et x
vyel vyel
on pere (z,) kuhjumispunkt.

Olgu U € B, ja v € I suvalised. Kuna x € A, siis UN A, # @, seega leidub v € T
omadusega v = v ja x, € U. Teiste sonadega, pere (z,) riivab sageli punkti x suvalist
timbrust U, s.t. x on selle pere kuhjumispunkt.

(b) = (a) Eeldame, et TR-1 X iga elementide pere omab kuhjumispunkti. Olgu F suvaline
kinniste alamhulkade tsentreeritud siisteem, moodustame hulga

= {}S C:)(| dn € PL PE,...,F% eF:S8= (1F;}

i=1

siis iga S € T korral S = S % &. Defineerides hulgas I' seose S < 5 :& S D 5, saame
suunatud hulga (kontrollida!)PX. Fikseerime iga S € I' korral vabalt ¢ € S ning moodustame

pere (zg)gep- Eelduse kohaselt on sel perel vihemalt iiks kuhjumispunkt z € X. Naitame,

etxe () F.
FeF

Olgu U € B, ja Sy € I' suvalised. Kuna = on pere (zg)g. kuhjumispunkt, siis leidub
S; € I omadusega 57 > S ja xs, € U. Samil ajal g, € S, mistottu zg, € U N Sy.
Niisiis, U NSy # () iga U € B, korral, s.t. x € Sy = Sy. Kuna Sy € I oli suvaliselt valitud,

siisx € (1S = () F. Seega on suvaliselt valitud kinnistest alamhulkadest tsentreeritud
Ser FeF
siisteemi F tihisosa mittetiihi hulk, s.t. X on kompaktne.

Implikatsioon (b) = (d) jireldub vahetult lausest 1.6 (kontrollida!)X, (d) = (c) aga
lausest 1.4. Teoreem on toestatud. m
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Margime toestuseta jargmist lihtsat erijuhtu tuntud Tihhonovi teoreemast:
e suvalise lopliku arvu kompaktsete topoloogiliste ruumide korrutis on kompaktne.

Suhteliselt kompaktsed hulgad. Edaspidi, koneldes TR-i X alamhulgast X, nime-
tame teda kompaktseks, kui (X, 79) on kompaktne TR (75 on alamruumi topoloogia). Alam-
hulka Xy nimetame suhteliselt kompaktseks, kui Xy on kompaktne alamhulk.

Esitame moned lihtsalt kontrollitavad kompaktsusega seotud omadused:
e kompaktse topoloogilise ruumi kinnine alamruum on kompaktne,
e cralduva topoloogilise ruumi kompaktne alamruum on kinnine,
e kui f on pidev kujutus TR-st X TR~ Y, siis iga kompaktse alamruumi X, puhul on f (Xj)
kompaktne alamruum ruumis Y.
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2 Topoloogilised vektorruumid

2.1 Topoloogilise vektorruumi moiste

Vektorruumi tehted. Olgu X vektorruum iile korpuse K. Tema tehted on defineeritud
kujutustena

T: X xX—=X, (x,y)— z+y (liitmine),
S:Kx X — X, (\z)— \r (skalaariga korrutamine),

kus X x X ning K x X on vastavad otsekorrutised. Kui vektorruumis X on méaratud mingi
topoloogia 7, siis korrutisruumis X x X on defineeritud vastav korrutistopoloogia Tx x (Vt.
art. 1.1). Edasi, korpuses K on méératud tema loomulik topoloogia, seega on ka otsekorrutis
K x X varustatud korrutistopoloogiaga i« x-

Topoloogiline vektorruum. Definitsioon. Topoloogiliseks vektorruumiks ehk lineaar-
seks topoloogiliseks ruumiks nimetatakse niisugust vektorruumi X, milles on méaaratud sel-
line topoloogia 7, et vektorruumi tehted

T: (X x X, 7xxx) = (X,7) ja §: (K x X, 7k xx) — (X, 7)
on pidevad.

Niisiis on topoloogiline vektorruum (edaspidi lihidalt TVR) selline hulk, milles on
méadratud kaks struktuuri: 1) algebraline, s.o. vektorruumi struktuur, ja 2) topoloogia, kus-
juures nende struktuuride kooskola tagatakse noudega tehete pidevusest. Korrutistopoloogia
definitsioonist ldhtudes (vt. art. 1.1) kirjeldame kujutuste 7" ja S pidevust tédpsemalt.

Liitmise pidevuseks saame jargmise tarviliku ja piisava tingimuse (kontrollidal)¥:

Vie XVye XVWe®B,,, WeB, IVeB,:U+VCW. (2.1)

Skalaariga korrutamise pidevuse tingimuse leidmiseks peame silmas, et TR~s K moo-
dustavad punkti A € K timbruste baasi hulgad

Us:={peK|[lp—Al <} (6>0).
Seega on skalaariga korrutamine pidev parajasti siis, kui
Vee X VAeK VW eB,,3VeB, >0 |pu—-A<d=puV CW (2.2)
(kontrollidal! ) X.

Nihe ja homoteetia TVR-s. Jargnevalt vaatleme kahte spetsiifiliste kujutuste klassi,
mis edaspidistes aruteludes méngivad tahtsat rolli. Olgu X TVR ning olgu zp € X ja \p € K
fikseeritud elemendid, seejuures eeldame, et A\g # 0. Defineerime kujutused

Toy: X = X, ©— x4z (nihe),
Sr: X = X, z+— Nz (homoteetia).
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Nende kujutuste pidevus tuleneb otseselt kujutuste 7" ja S pidevusest. Nihke T, pidevuse
kontrollimiseks vabalt valitud punktis x € X votame suvalise W € ‘B,,,, ja leilame
vastavalt tingimusele (2.1) timbrused U € B, ja V € B,, omadusega U + V C W. Siis
T, (U) =U+azy C U+V C W, seega on kujutus 7, punktis z pidev. Analoogiliselt
toestatakse seose (2.2) abil homoteetia Sy, pidevus (vt. iilesanne 2.1)M.

Molemad vaadeldavad kujutused on podratavad, kusjuures

Tt =Ty ja Sy} = 5Si,
Toepoolest, iga x € X puhul

TpoT o (x) =Ty (x —x0) =2 — 30 + 79 = 7,
T sooTy () =T 4 (x+x0) =2+ 20 — 29 = Z,

niisiis 7y, 0 T_4, = T_4, 0 Ty, = ix (lihikkujutus vektorruumis X). See tdhendabki, et T_,,
on kujutuse 7}, poérdkujutus. Samamoodi veendutakse, et S)fol = S1/5, (kontrollida!)X.

Kuna poéordkujutused T, ;01 ja S/\_Ol kui vastavalt nihe ja homoteetia on samuti pidevad,
siis on iga lahtise (kinnise) hulga G C X puhul kujutishulgad

Tzo (G) =g+ G=G- (-Jfo) = Til (G)

ja
1 _
Sxo (G) = MG = mG =S

kui lahtise (kinnise) hulga originaalid pidevate kujutuste T Lia S/\’O1 suhtes lahtised (kinni-
sed). Kokkuvottes oleme toestanud jargmise véite.

(@)

Lause 2.1. Kui G on lahtine (kinnine) alamhulk TVR-s X, siis ka hulgad x + G, A\G ja
AG +x onigax € X ja A€ K\{0} puhul lahtised (kinnised).

Ulesanne 2.1. Toestada, et homoteetia Sy, on pidev.
Ulesanne 2.2. Veenduda, et S;OI = 51/

TVR-i nullilimbruste baas. Nagu me eelmises peatiikis mérkisime (vrd. teoreem 1.1),
on iiheks topoloogia méaramise voimaluseks defineerida iga punkti jaoks tema {imbruste
baas. Topoloogilise vektorruumi oluline eelis teiste topoloogiliste ruumide ees on selles, et
piisab defineerida vaid nullpunkti imbruste baas, sellega on méaratud iimbruste baas koigil
iilejaanud punktidel. Nullpunkti imbrusi nimetame edaspidi nulliiimbrusteks.

Kehtib jargmine lause.

Lause 2.2. Kui B on nulliimbruste baas TVR-s (X, T), siis moodustavad hulgad x+ U, kus
U € B punkti x € X umbruste baast.

Toestus. Koigepealt méargime, et x+U on punkti z iimbrus iga U € ‘B korral. Toepoolest,
et U on punkti 0 timbrus, leidub G € 7 omadusega 0 € G C U, mistottux €  +G C z+ U.
Lause 2.1 kohaselt x + G € 7, seega x + U on punkti = iimbrus.

Néitame niiiid, et B, := {x +U | U € B} on punkti z iimbruste baas. Kui V' on selle
punkti suvaline imbrus, siis z € C' C V mingi C € 7 puhul. Seejuures jareldub seostest
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O=—-a24+zr€—ax4+CC—-ax+Vija—x+Cer, et —x+V on nulliimbrus, mistottu leidub
U €8 omadusega U C —z+V ehkz4+UCV. =

Lepime siinkohal kokku tihistada (ilma seda iga kord spetsiaalselt mainimata) jarg-
nevas nullitimbruste baasi gooti tdhega 8.

Lausetest 2.1 ja 2.2 saame lihtsalt jargmised véited, mis jatame lugejale kontrollida:
e kui V' on nulliimbrus TVR-s X siis ka AV on nullitimbrus iga A # 0 korral (toestadal)?X,
e kui Vi,...,V, on nulliimbrused, siis ka V; N ... NV, on nullitimbrus (toestada!)*X,
e clementide pere (2,), . koondub piirvéértuseks * TVR-s X parajasti siis, kui 2 —2 — 0
(toestadal )X,
e punkt x € X on alamhulga FE puutepunkt parajasti siis, kui tema koik iimbrused x + U
(U € B) loikavad hulka E (toestadal)X,
e lineaarne kujutus A TVR~st X TVR-i Z on pidev parajasti siis, kui ta on pidev nullpunktis
(toestadal ) X.

Nagu iga teise matemaatilise struktuuri puhul koneldakse ka topoloogiliste vektorruumide
puhul nende isomorfismist. TVR-e X ja Z nimetatakse tsomorfseteks, kui leidub selline
bijektiivne lineaarne kujutus 7: X — Z, mis on pidev ja mille poérdkujutus 7! on samuti
pidev. Seega on isomorfism pidev ja samal ajal lahtine kujutus, s.t. iga lahtise hulga G C X
korral on 7' (G) C Z lahtine (veenduda!)X.

2.2 Vektorruumide topologiseerimise pohiteoreem

Lisaks topoloogiliste vektorruumide sellele eelisele tavaliste topoloogiliste ruumide ees, mi-
da kirjeldab lause 2.2, on veel teine oluline eelis. See valjendub voimaluses komplekteerida
nulliimbruste baas hulkadest, mis on vektorruumi vahenditega lihtsalt kirjeldatavad.

Neelavad ja tasakaalus alamhulgad. Definitsioon. Oecldakse, et vektorruumi X
mittetiihi alamhulk E neelab hulga A C X, kui leidub selline 6 > 0, et

| < 6= pACE.

Alamhulka E nimetatakse neelavaks, kui ta neelab iga iihe-elemendilise hulga {z}, kus z € X.
Definitsioon. Oeldakse, et vektorruumi X alamhulk E on tasakaalus, kui kas £ = &
voi AE C E iga A € K korral, mis rahuldab tingimust |A| < 1.

Mérgime moned definitsioonidest vahetult jarelduvad viited:
e mittetiihi tasakaalus hulk E sisaldab nullelementi ja on stimmeetriline (toestadal),
e tasakaalus hulkade iihisosa on tasakaalus (toestadal)X,
e kui £,..., E, on tasakaalus hulgad, siis ka E; + ...+ E, on tasakaalus (toestadal!)X,
e 16pliku arvu neelavate hulkade iihisosa on neelav (toestadal)?Q,
e kui F on tasakaalus hulk, siis aF on tasakaalus iga o € K korral (toestadal)/X,
e kui £ on neelav hulk, siis a £ on neelav iga a € K\ {0} korral (toestadal)X,
e tasakaalus hulk £ on neelav parajasti siis, kui iga € X korral leidub selline 6 > 0, et
dx € E (toestadal! K.

Rohutame, et nii alamhulga neelavus kui ka tasakaalustatus on algebralised moisted.
Nende téhtsus topoloogiliste vektorruumide jaoks selgub jargmisest lausest.
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Lause 2.3. (a) TVR-i X iga nulliimbrus on neelav hulk.
(b) TVR-i X iga nullitimbrus sisaldab tasakaalus nullitimbrust.

Toestus. Olgu U nullitimbrus TVR-s X ja olgu x € X. Ténu seosele 0x = 0 ja skalaariga
korrutamise pidevusele leiduvad punkti x iimbrus V ja d > 0, et kehtib implikatsioon

ul <d=pvV CcU (2.3)

(vrd. (2.2)). Viite (a) toestuseks méargime, et kuna x € V, siis pz € U iga skalaari p korral,
mis rahuldab tingimust |u| < 0, s.t. U on neelav hulk.

Viite (b) kontrollimiseks rakendame seost (2.3) juhul = 0. Sellele vastavalt leiame suva-
lise nullitimbruse U puhul nulliimbruse V' ning moodustame hulga W := (J{uV | |u] < d}.
Seosest (2.3) tuleneb vahetult, et W C U. Seejuures on W nulliimbrus, kuna ta sisaldab
nulliimbrust 6V. Jadb veenduda, et W on tasakaalus hulk. Toepoolest, iga x € W on esi-
tatav kujul x = pu, kus |p| < 6 ning u € V, ja kui |a| < 1, siis |au| < |p| < 6, mistottu
ar=auu e W. n

Jareldus 2.4. Igas TVR-s on tasakaalus neelavatest hulkadest koosnev nullitimbruste baas.

Toestus. See jareldub vahetult lausest 2.3. m

Jargnevalt toestame selle peatiiki pohitulemuse, mis kirjeldab vektorruumide topo-
logiseerimist.

Teoreem 2.5. Igas TVR-s X leidub nulliiimbruste baas B jargmiste omadustega:

(NB1) suvaliste Vi, Vo € B korral leidub selline V€ B, et V .C V3 N Vs,

(NB2) iga V € B on tasakaalus,

(NB3) iga V € B on neelav,

(NB4) iga V € B korral leidub U € B omadusega U +U C V.

Vastupidi, kui vektorruumis X on madratud mittetihie alamhulkade siisteem B omadustega
(NB1) - (NB4), siis X on TVR, milles punkti x € X dmbruste baasiks on

B, = {z+V|VeB}.

Toestus. Tarvilikkus. Olgu B8 TVR-i X koigi tasakaalus nullitimbruste siisteem. Jéarel-
duse 2.4 pohjal on B nulliimbruste baas, samuti on selge, et tingimused (NB2) ja (NB3) on
rahuldatud. Kuna tasakaalus hulkade {ihisosa on tasakaalus ja antud punkti kahe timbruse
tihisosa on samuti selle punkti timbrus, siis kehtib (NB1). Tingimus (NB4) tuleneb liitmise
pidevusest: kuna 0+0 = 0, siis iga V' € 8 puhul leiduvad Uy, U; € 8 omadusega U;+U, C V
(vrd. (2.1)), ja tingimuse (NB1) kohaselt saame valida U € B nii, et U C Uy N Uy, seega
U+UcCV.

Piisavus. Olgu vektorruumis X fikseeritud selline alamhulkade siisteem 8, mis rahuldab
tingimusi (NB1) - (NB4). Niitame koigepealt, et X on TR, kus B, := {x+V |V € B}
on punkti x € X iimbruste baas. Teiste sonadega, peame veenduma, et B, rahuldab teoreemi
1.1 tingimusi (B1) - (B3).

Esiteks, kuna V' € B on tasakaalus hulk, siis 0 € V jaseega v = x+0 € z + V iga
V € B korral. Teiseks, kui Vi, V5 € B on suvalised ning V' € B on selline, et V C V; N V5
(vrd. (NB1)),siisz+V Cax+ViNnVa C (x+ Vi) N(z+ Va).
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Kolmandaks peame néaitama, et iga x € X ja W € B, puhul leidub selline W' € 9B, et
W' C W ja suvalise y € W’ jaoks leidub ) € B, omadusega ) C W. Olgu = € X suvaline
jaW =z +V € 9B, kus V € B. Vastavalt tingimusele (NB4) valime U € 9B omadusega
U+UcCVijavotame W =ax+U.Siis W =x+0+U Cao+U+UCax+V,st. W CW.
Kui yca+UsisQ=y+UCao+U+UCax+V=W.

Niisiis on vektorruum X TR, nditame, et vektorruumsi tehted on pidevad.

Liitmise pidevus tuleneb vahetult tingimusest (NB4): suvalise W :=z+y+V € B,,,
korral, kus z,y € X ning V € B, valime U € B omadusega U + U C V ja tdhistame
Uy =2+UjaU;:=y+U,seejuures Uy € B,, Uy € By ning U1 + U, Cax+y+V =W.
Vastavalt seosele (2.1) tahendab see liitmise pidevust.

Skalaariga korrutamise pidevuse kontrollimiseks toestame koigepealt jargmise véite:

(*) YUeBVNeKIU, €8 : NUy CU.

Olgu U € B ja A\g € K suvalised. Peame silmas, et iga £ C X korral kehtib seos
2F C E + E, seetottu saame ténu tingimusele (NB4) leida V1) € 9B omadusega

2V c v+ v .
Edasi leiame V?) € B, et
2V cv® 4 v® c v s 22V c 2V c U
jne. Uldiselt voime iga n € N korral valida V(™ € 98  omadusega
2"V C U,

Fikseerime n € N nii, et |\g| < 27, ja tdhistame Uy := V™. Hulga U tasakaalustatuse tottu

A A
M%:ﬁﬁwmcﬁUCU

Viide (*) on toestatud.
Votame niiiid suvalised g € X ja A\g € K, olgu W : = \gxg+ V punkti gz timbrus, kus
V € B. Meie eesmérgiks on néidata, et leiduvad o > 0 ja Q) = z¢ + U, € B,, omadusega

A= Aol <6 = AQ CW.

Vastavalt tingimusele (NB4) leiame nullitimbruse U € B, et U + U + U C V. Rakendame
viidet (*) ja fikseerime Uy € B omadusega \gUy C U. Seejuures voime eeldada, et

UycU

(vajaduse korral votame nullitimbruse Uy asemel U; € B omadusega U; C Uy N U, siis
AoUr C AUy C U). Edasi, kuna U on neelav hulk, siis saab valida 6 € (0, 1] nii, et

lu| < 6= pxgeU. (2.4)

Olgu A € K suvaline arv omadusega |\ — A\g| < § ja olgu x element punkti z, imbrusest
xo + Up. Kuna z — g € Uy C U ja |A — A\g| < 1, siis hulga U tasakaalustatuse tottu

(A= Xo) (x—20) € A= Xo) U C U.
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Ténu eeldusele |\ — Ag| < 6 kehtib (vrd. (2.4)) (A — XAg) xo € U ja seose © — xy € Uy tottu
)\Q(ZB—QT()) e Uy CU.
Kokkuvottes,

)\l’—)\oxoz()\—)\0>(l'—$0)+<)\—)\0)l'0+>\0(.1'—$0)
cU+U+UCV.

Niisiis,
VW3:)\0$0+V€%A0I03QI:$0+U0 35>0‘)\—)\0|<5:>/\QCW,

seega on skalaariga korrutamine TVR-s X pidev iga zp € X ja Ao € K korral (vrd. (2.2)).
Teoreem on toestatud. m

Nullitimbruste baasi moodustamiseks on veel teisigi voimalusi. Ilmne on, et selle saab
alati moodustada lahtistest alamhulkadest (pohjendada! ). Teisalt kehtib jargmine véide.

Lause 2.6. Igas TVR-s on kinnistest taskaalus nullitimbrustest koosnev baas.

Toestus. Olgu B TVR-i X nulliimbruste baas omadustega (NB1) - (NB4). Té-
histame ‘B, := {V |V e ‘B}. Allpool iilesandes 2.3 sonastatud véite kohaselt on siisteemi
B, elemendid kinnised tasakaalus hulgad, jaab iile veenduda, et ta on nullilimbruste baas.
Kahtlemata on V iga V' € 98 korral nulliiimbrus. Valime suvalise nulliiimbruse W C X puhul
sellise V € B, et V C W. Tingimuse (NB4) pohjal saab leida U € 8 omadusega U+U C V.
Niitame, et U C W. Olgu = € U, siis U N (z + U) # @, mistdttu leidub z € U N (x + U).
Seega z =x+u, ueUjazeU, jarelikut r=2—-uecU—-U=U-+U CV C W. Niisiis,
iga nulliiimbruse W jaoks saab leida sellise U € B, et U C W, s.t. B; on nulliiimbruste
baas TVR-s X. m

Ulesanne 2.3. Tdestada, et tasakaalus hulga sulund TVR-s on tasakaalus hulk.
Ulesanne 2.4. Toestada, et vektoralamruumi sulund TVR-s on vektoralamruum.

Nagu naitab jargmine lause, saab nulliimbruste baasi abil lihtsalt kirjeldada topoloogi-
lise vektorruumi eralduvust.

Lause 2.7. TVR-i X puhul on jdrgmised vdited samavadrsed:
(a) X on eralduv,
(b) iga nulliimbruste baasi B korral kehtib seos

(H{V |V eB}={0}; (2.5)

(c) leidub nulliimbruste baas B omadusega (2.5).

Toestus. (a) = (b) Kui X on eralduv ja z € X\ {0}, siis suvalise nulliimbruste baasi
B korral leiduvad sellised U, W € B, et U[)(x + W) = @. Téhendab, x ¢ U, mistottu
x & ({V |V € B}. Seega kehtib seos (2.5).

(b) = (c) on ilmne.
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(c) = (a) Olgu B TVR-i X nullitimbruste baas omadusega (2.5), teoreemi 2.5 kohaselt
voime eeldada, et B rahuldab tingimusi (NB1) - (NB4). Kui z,y € X ning = # y, siis
x—y ¢ N{V |V € B} seega leidub W € B, et x — y ¢ W. Rakendame tingimust (NB4)
ja lelame U € B omadusega U + U C W. Osutub, et (z+U) N (y+U) = @: kui leiduks
ze(x+U)Ny+U),sise—y=(z—y)—(2—2) ¢ U—-U =U+U C W, mis oleks
vastuolus nullitimbruse W valikuga. m

Me piirdume siin vaid iihe lihtsa néitega topoloogiliste vektorruumide kohta. Keerulise-
maid naiteid vaatleme jargnevates peatiikkides.

Niide 2.1. Lihtne on veenduda, et iga normeeritud ruum (X, || ||) on TVR. Olgu B
selle ruumi iihikkera, s.t. B := {x € X | ||z|| < 1}. Vahetu kontroll néitab, et alamhulkade

siisteem )
B = {—B |n € N}
n

rahuldab tingimusi (NB1) - (NB4). Teoreemi 2.5 kohaselt on X TVR.
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3 Tokestatud ja kompaktsed alamhulgad topoloogilises
vektorruumis

3.1 Tokestatud ja taielikult tokestatud alamhulgad

Tokestatud hulgad TVR-s. Meenutame, et normeeritud ruumis (X, || ||) nimetatakse
tokestatuks alamhulka, milles norm on tokestatud. Teiste sonadega, alamhulk £ C X on
tokestatud parajasti siis, kui leidub mingi arv M > 0, et E C M B (ehk %E C B), kus B
on iihikkera. Niisiis on tokestatud parajasti need alamhulgad, mis on neelatavad iihikkera
poolt (vrd. art. 2.2). Lahtudes sellest ja pidades silmas, et hulgad AB, kus A > 0, moodus-
tavad nulliimbruste baasi normeeritud ruumis X (vrd. néide 2.1), defineerime jargnevalt
tokestatud hulgad topoloogilises vektorruumis.

Definitsioon. TVR-i X alamhulka E nimetatakse tokestatuks, kui ta on neelatav iga
nullitimbruse poolt ruumis X.

Lihtne on veenduda, et alamhulk £ C X on TVR-s X parajasti siis tokestatud, kui ta
on neelatav nullitimbruste baasi iga elemendi poolt, s.t. kui

VWWeBIo>0:|p<d=pECU (3.1)

(kontrollida! X, Kui baas B koosneb tasakaalus nullitimbrustest (teoreemi 2.5 pohjal selline
baas leidub), siis voib tingimuse (3.1) asendada lihtsama tingimusega

YVUeBIu>0:pECU (3.2)
(pohjendadal .

Taielikult tokestatud hulgad. Definitsioon. TVR-i X alamhulka E nimetatakse
taelikult tokestatuks ehk prekompaktseks, kui iga nullitimbruse U korral leidub selline loplik
alamhulk £y C X, et E C Ey+ U.

Nii nagu tokestatud hulkade defineerimisel, voime ka selles definitsioonis piirduda nulli-
iimbrustega baasist. Niisiis, alamhulk E on taielikult tokestatud TVR-s X parajasti siis,
kui

VUeB IneNI{r,...,x,} CX:EC U(xk—i—U).
k=1
Tahelepanuvédrne on, et tiieliku tokestatuse definitsioonis voime vajaduse korral eeldada,
et By C E. Kontrollime seda vaidet.
Olgu V € B suvaline ja U € B omadusega U + U C V. Kui E C X on téielikult

tokestatud, siis leidub definitsiooni kohaselt selline {z1,...,2z,} C X, et E C |J (x4 U).
k=1

Seejuures voime eeldada, et (x + U)NE # @igak = 1,...,n korral, olgu z € (z + U)NE.
Kuna z; € xy + U, siis zp — 2 € U ning

2+ VO +U+UDz+ar—z2+U=0,+U (k’:L...,n),

mistottu E C U,_, (zr + V), kus Ey == {z1,...,2,} C E.
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Veendume, et iga tdielikult tokestatud hulk E C Xon tokestatud. Olgu V € B, valime
vastavalt tingimusele (NB4) nullitimbruse U € B omadusega U +U C V. Fikseerime 16pliku
alamhulga Ey C X omadusega F C Ey+ U. Kuna FEj on tokestatud, siis saame valida 6 > 0
nii, et 6 <1 ja dFEy C U. Seega

OE COEy+oU CU+UCV,

tahendab, E on tokestatud.

Me formuleerime jargnevalt rea definitsioonidest vahetult tulenevaid fakte:
e iga 16plik alamhulk on téielikult tokestatud (ja seega tokestatud) (toestadal)X,
e (téielikult) tokestatud alamhulga alamhulk on (téielikult) tokestatud (toestadal)X,
e 16pliku arvu (téielikult) tokestatud alamhulkade iithend on (téielikult) tokestatud (toes-
tadal X,
e kui £ on (taielikult) tokestatud alamhulk, siis ka aF on iga a € K korral (téielikult)
tokestatud (toestadal),
e (téielikult) tokestatud alamhulkade E, ..., F, summa F; + ...+ E, on (téielikult) tokes-
tatud (toestadal!)X.

Lisaks tlaltoodutele toestame me veel kaks tahtsat omadust.

Lause 3.1. Tokestatud (tdielikult tokestatud) alamhulga E C X sulund E on TVR-s X
tokestatud (taielikult tokestatud).

Toestus. Toestuseks kasutame sisalduvust A\E C AE, mida on kerge vahetult kontrollida
(vt. tilesanne 3.1 Olgu B TVR-i X nulliimbruste baas, mis koosneb kinnistest tasakaalus
hulkadest (vrd. lause 2.6). Kui F on tokestatud, siis iga U € B jaoks leidub p > 0 omadusega
wE C U. Siit saamegi, et uF C uE C U = U, s.t. E on tokestatud.

Kui E on téielikult tokestatud ning x1,...,x, € X on sellised, et E C |J (zx + U), siis,
k=1

pidades silmas, et hulgad z; + U ja ka nende ithend |J (z; + U) on kinnised (selgitadal )X,
k=1
saame sisalduvuse

E C U Ty + U = U Ty + U
k=1 k=1
s.t. E on taielikult tokestatud. m

Lause 3.2. TVR-i X alamhulk E on tokestatud parajasti siis, kui iga selle hulga elementide
jada (x,,) ning suvalise nulliks koonduva arviada (\,) korral Az, — 0 ruumis X.

Toestus. Tarvilikkus. Olgu E C X tokestatud alamhulk ja B tasakaalus nulliimbrustest
koosnev baas TVR-s X. Fikseeritud V' € ‘B korral leidub siis A > 0 omadusega AEl C V.
Nulliks koonduva arvjada ()\,) jaoks lelame N € N nii, et |A,| < A iga n > N puhul. Ténu
nullitimbruse V tasakaalustatusele saame suvalise elementide jada (z,) korral hulgast E seose

A, € \E = %AE C %V cV,

kui n > N. Niisiis, \,x, — 0.



26 3 Tokestatud ja kompaktsed alamhulgad topoloogilises vektorruumis

Piisavus. Eeldame, et alamhulk F rahuldab tingimust
[z, € E (neN), \, = 0] = \z, =0,

ja oletame vastuvéiteliselt, et E ei ole tokestatud. Siis leidub selline (tasakaalus) nullitimb-
rus U, et (AE)N\U # @ iga A > 0 korral, muuhulgas kehtib E\ (nU) # @ igan € N
korral. Valime z, € EN\ (nU) ja paneme tihele, et jada (%zn) ei koondu nulliks TVR-s X
(kontrollida! DK, kuigi £ — 0. Saime vastuolu eeldusega. m

Ulesanne 3.1. Téestada, et sisalduvus A\E C AE kehtib TVR-s X iga alamhulga F ja
A € K korral.

3.2 Kompaktsed alamhulgad topoloogilises vektorruumis

Meenutame, et topoloogilise ruumi alamhulk on kompaktne parajasti siis, kui iga selle hulga
elementidest moodustatud pere sisaldab osapere, mis koondub selle hulga punktiks. Viimane
tingimus on samavéérne koigi selle hulga ultraperede koonduvusega (vt. lause 1.9).

Oma kogemustest meetriliste ruumide teoorias teame, et kompaktsus on tihedalt seotud
téaielikkuse moistega. Seejuures ei ole taielikkus tildjuhul topoloogia abil kirjeldatav, tema
defineerimiseks vajatakse nn. iihtlaste ruumide struktuuri, mis meetrilises ruumis on loomu-
likul viisil olemas. Saab veenduda, et ka igas topoloogilises vektorruumis on olemas loomulik
nihke suhtes invariantne {ihtlane struktuur. See voimaldab defineerida téielikud alamhulgad
topoloogilises vektorruumis pohimotteliselt samal viisil, kui meetrilises ruumis.

Definitsioon. TVR-i X elementide peret (2,),. nimetatakse Cauchy pereks, kui iga
nulliimbruse U korral leidub selline o € T, et

a, o > o0g= x4 — Ty €U.

Alamhulka F C X nimetatakse tdielikuks, kui tema elementide iga Cauchy pere koondub
selle hulga mingiks elemendiks.

Siinkohal huvitab meid eeskétt téiielikkuse seos kompaktsusega. Alustame jargmise liht-
salt toestatava viitega.

Lause 3.3. Kompaktne alamhulk E TVR-s X on tdielikult tokestatud.

Toestus. Eeldame, et £ C X on kompaktne, olgu 8 ruumi X selline nullitimbruste baas,
mis koosneb lahtistest hulkadest. Fikseerime suvalise V' € 8 ja moodustame alamhulkade
siisteemi {x + V'}, g, see on hulga E lahtine kate. Vastavalt kompaktsuse definitsioonile
leidub 16plik osakate {z1 + V, zo + V..., x, + V}. Seega

Ec|J@+V),
k=1
mis tdhendabki, et E on téielikult tokestatud. m

Lause 3.4. Kompaktne alamhulk E TVR-s X on taielik.
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Toestus. Olgu (z4),. Cauchy pere kompaktses alamhulgas £ ja olgu B ruumi X
nulliimbruste baas omadustega (NB1) - (NB4). Votame suvalise V' € B ja niisuguse U € B,
et U+ U C V. Vastavalt Cauchy pere definitsioonile leidub ag € T', et x,— xo € U, kui
a,a’ > ap. Hulga E kompaktsusest jareldub, et (z,) sisaldab koonduva osapere (yp) BeA
olgu x € F selle osapere piirviartus. Seega saab fikseerida 3y € A omadusega

5}50=>y5—33€(].
Osapere definitsioonist ldhtudes voime leida 8 € A nii, et
V23 el o > yp = 2o

Votame seejuures ' > By, By, slis 24 — & = o — o +yp —2x € U+ U C V, tédhendab,
To — . A

Me leidsime kaks tarvilikku tingimust — téaielikkus ja téielik tokestatus — almhulga kom-
paktsuseks TVR-s. Jargnevas on meie eesmirgiks toestada, et nimetatud tingimused on
kompaktsuseks ka piisavad. Selleks vajame me kahte jargnevat lemmat.

Lemma 3.5. Olgu (.I',Y)A/Er ultrapere mingis hulgas X. Kui X = |J X, siis leidub selline
k=1
ko € {1,...,n}, et (z,) on pohiliselt hulgas Xk, .

Toestus. Vastuviiteline oletus

T €Ty ==z, € [ ) (X\Xx)
k=1

on vastuolus tosiasjaga
X)) =X\ JXi =2
k=1 k=1
(selgitadal 4. m

Lemma 3.6. TVR-1 X alamhulk E on taielikult tokestatud parajasti siis, kui iga nullitimb-
ruse U € B korral saab valida sellised n € N ja alamhulgad Sy, ...,S, C E, et

Si—ScU (k=1,...,n) jaE =] Sk (3.3)
k=1

Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et E on taielikult tokestatud. Olgu U € B, leiame V € B

omadusega V — V' C U. Vastavalt taieliku tokestatuse definitsioonile valime sellise lopliku

alamhulga {z1,...,z,} C E, et EC | (z + V), siis
k=1
(Ik+V)—($k+V>=V—VCU.

Seega, kui Sy := (xp + V)N Eiga k = 1,...,n korral, siis tingimused (3.3) on tdidetud.
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Piisavus. Olgu U € B fikseeritud, eelduse kohaselt leiduvad S, ...,S, C F omadustega
(3.3), olgu Sy # @, kui k = 1,...,n. Votame suvaliselt z;, € Sy, siis Sy, — xx C S, — S, C U
ehk Sy, C z, + U, mistottu

E = USkC U(l’k+U)7
k=1 k=1
s.t. E on taielikult tokestatud. m

Jargnevalt toestame selle artikli pohitulemuse.

Teoreem 3.7. Alamhulk E TVR-s X on kompaktne parajasti siis, kui ta on tdaielikult tokes-
tatud ja taielik.

Toestus. Tarvilikkus tuleneb lausetest 3.3 ja 3.4.
Piisavus. Olgu E téielik téielikult tokestatud alamhulk TVR-s X, néditame (vrd. lau-

se 1.9), et suvaliselt valitud ultrapere (31:7)7EF hulgas F on selles hulgas koonduv. Olgu U

suvaline nullitimbrus ruumis X, lemma 3.6 kohaselt saame leida alamhulgad 5, ..., S,, et
U Sk = E ning Sy — Sy C U. Valime vastavalt lemmale 3.5 arvu kg € {1,...,n} nii, et (z,)
k=1

on pohiliselt hulgas Sy,, s.t.
el v >v=2, € Sk,

siis
Y.y =0 = 2y — 2y € Sk, — Sk, C UL

Niisiis on (x.,) Cauchy pere, seega vastavalt eeldusele koonduv hulgas £. m
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4 Metriseeruvad topoloogilised vektorruumid

Olgu Z meetriline ruum meetrikaga d. Alamhulga £ C Z sisepunktiks nimetatakse sel-
list punkti z € E, mille jaoks leidub iimbrus B (x,r) := {z € Z | d(x,z) < r} omadusega
B (z,r) C E. Kui alamhulk E koosneb ainult oma sisepunktidest, siis nimetatakse teda
lahtiseks. Koigi niiviisi defineeritud lahtiste hulkade siisteem 7; on topoloogia hulgas 7, s.t.
ta rahuldab topoloogia aksioome (T1) — (T3) (vt. art. 1.1). Seda topoloogiat nimetatakse
meetrika d poolt maaratud meetriliseks topoloogiaks.

Oeldakse, et topoloogilise ruumi X topoloogia 7 on metriseeruv, kui hulgas X saab de-
fineerida niisuguse meetrika d, et 7 langeb kokku meetrika d poolt maéaédratud meetrilise
topoloogiaga. Sel juhul kerad B (z,1/n), kus n € N, moodustavad punkti = imbruste baasi.
Niisiis, kui TR X on metriseeruv, siis igal punktil on olemas loenduv timbruste baas.

4.1 Metriseeruvad topoloogilised vektorruumid

TVR-i (X, 7) nimetame metriseeruvaks, kui tema topoloogia 7 on metriseeruv. Eelpool-
Oeldu pohjal saab sellises TVR-s fikseerida loenduva nullitimbruste baasi. Me niitame jarg-
nevalt, et
1) topoloogiat T méarava meetrika saab defineerida teatava iildistatud normi abil, mida ni-
metatakse pseudonormiks, ja
2) loenduva nullitimbruste baasi olemasolu eralduvas TVR-s garanteerib tema metriseeruvu-
se.

Pseudonormid. Definitsioon. Olgu X vektorruum. Funktsiooni | | : X — R, z — |z
nimetatakse pseudonormiks, kui ta rahuldab tingimusi
i) z=0«<|z|=0,
(i) [Az| < |z], kui z € X ja A € K, [N < 1,
(i) |« + y| < |o] + |yl

Paneme téhele, et iga norm on pseudonorm (selgitada!)X. Tdhtsaim vahetu jareldus
definitsioonist on, et seosega d(x,y) := |xr —y| on vektorruumis X méaaratud meetrika
(kontrollida! X, kusjuures see on invariantne nihke suhtes:

d@+zy+z)=|z+2)—(y+2)|=lz—yl=d(zy).
Sellega defineeritud topoloogiat nimetame pseudonormi | | poolt mddratud topoloogiaks.

Lause 4.1. Kui eralduvas TVR-s (X, T) on loenduv nulliimbruste baas, siis saab tema topo-
loogia mddrata pseudonormiga.

Toestus. Olgu B = {V,, | n € N} nullitimbruste baas TVR-s (X, 7). Vastavalt teoreemile
2.5 voime eeldada, et hulgad V,, on tasakaalus ja

(pohjendada! . Pseudonormi defineerimiseks tahistame iga lopliku mittetiihja alamhulga

J C N korral
qy = ZQ‘k ning V; := ZVk
keJ keJ
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Paneme tahele, et 0 < ¢; < 1 ja
gy <2"=r<min{l|leJ}=>V,CV,. (4.2)

Esimese implikatsiooni kehtivus on ilmne. Teise toestamiseks eeldame, et J koosneb na-
turaalarvudest k; < ko < ... < k,, ning votame suvalise r € N omadusega r < k;. Ténu
seosele (4.1)

VidVia + Vit D Vi + Vig D Vi + Vi1 + Vi
2 Vi + Vi + Vi, D Vi + Vi, + Vi1 + Vi

=1

Defineerime ntitid ruumis X pseudonormi | | jargmiselt. Olgu |z| := 1, kui = ¢ V; koigi
loplike alamhulkade J C N korral, vastupidisel juhul olgu

|z| ;== inf {q; |z € V;}. (4.3)

Néitame, et funktsioon | | rahuldab téepoolest pseudonormi definitsiooni tingimusi (i) — (iii).

Tingimuse (i) pohjendamiseks paneme téhele, et iihelt poolt kehtib ilmselt |0 = 0
(selgitadal X, teisalt, kui |z| = 0, siis © € V,, koikide n € N korral (vrd. (4.2)) ja tédnu
ruumi X eralduvusele on sel juhul x = 0 (vrd. lause 2.7). Tingimuse (ii) puhul on selge,
et kui |z| = 1, siis [Az| < |z| iga A € K korral. Olgu |z| < 1. Kuna V; kui 16pliku arvu
tasakaalus hulkade Vj, (k € J) summa on tasakaalus (kontrollida! X, siis eeldusel |A] < 1
saame soovitud vorratuse

|JAz| =inf {q; | \e € V;} <inf{q; |z € V;} = |z|.

Tingimuse (iii) kontrollimiseks votame z,y € X. Kui ||+ |y| > 1, siis on tingimus (iii)

taidetud. Kui |x| + |y| < 1, siis valime € > 0 selliselt, et |z| + |y| + 2¢ < 1, ja seejérel (seosest
(4.3) ning infiimumi definitsioonist 1dhtudes) 16plikud alamhulgad J C N ning I C N nii, et
1) x € Vyjaqs < |x| + € ning
2)yeVijaqr <lyl+e.
Edasi leiame (iiheselt méaaratud) 16pliku alamhulga K C N omadusega qx = ¢;+q; (veendu-
da hulga K olemasolus! X, sel juhul V;+V; C Vi (selgitada! PX. Seega x+y € Vi, mistottu
|z +y| < gx = q7 + qr < |z| + |y| + 2¢. Kuna € voib olla iikskoik kui véike positiivne arv,
saamegi tingimuse | + y| < |z| + |y] .

Lopuks jaab veel veenduda, et pseudonorm | | méérab vektorruumis X esialgse topoloogia
7. Olgu d pseudonormiga | | médratud meetrika ja olgu 7’ selle meetrikaga (s.0. pseudonor-
miga | |) méédratud topoloogia. Niitame, et 7 = 7/, s.t. {thikkujutused

it (X,7) = (X,7) ja i': (X,7) = (X,7) on pidevad.
Teatavasti moodustavad topoloogia 7/ nulliimbruste baasi 28’ hulgad
B.={reX||z|]<e} (¢>0),

veendume, et

By w CV, C B2—(k—1) (k? € N) . (4.4)
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Esimese sisalduvuse pohjendamiseks valemis méargime, et kui o € By-«, siis leidub selline
J CN, etz € Vyjaqy < 2% millest seoste (4.2) pohjal jireldub z € V;. Teine sisalduvus
on ilmne: kui z € V4, siis funktsiooni | | definitsioonist tuleneb |z| < 27

Olgu B. € B, vétame k € N nii suure, et 2%~ < ¢ siis seostest (4.4) jareldub V;, C B..
Seega oni: (X,7) — (X, 7') pidev kujutus. Olgu niitid, vastupidi, fikseeritud mingi V,, € B.
Kui e < 27", siis B. C Vj, niisiis on ka kujutus i~': (X,7") — (X,7) pidev. Lause on
toestatud. m

Teoreem 4.2. Eralduva TVR-i (X, 7) korral on jirgmised vdited samavddrsed:
(a) ruumis (X, 7) on loenduv nulliimbruste baas,

(b) topoloogia T saab mddrata pseudonormiga,

(¢) topoloogia T saab mddrata nihete suhtes invariantse meetrikaga,

(d) topoloogia T on metriseeruv.

Toestus. Implikatsioon (a) = (b) tuleneb vahetult lausest 4.1, iilejaéinud implikatsioo-
nide (b) = (¢) = (d) = (a) kehtivus on selge. m

Meetriliste ruumide teooria koige tdhelepanuvéidrsemad tulemused (Baire’i teoreem, Ba-
nachi ptisipunktiprintsiip jt.) on seotud tdielike meetriliste ruumidega. Eelmises peatiikis
toodud definitsiooni kohaselt on topoloogiline vektorruum taielik, kui iga tema elementidest
moodustatud Cauchy pere on selles ruumis koonduv.

On selge, et Cauchy jadad (kui Cauchy perede eriliigi) saame defineerida igas TVR-s
(X, 7): elementide jada (z,) on Cauchy jada parajasti siis, kui iga nulliimbruse V € B
korral leidub selline N € N, et z,, — z,, € V koikide m,n > N korral. Kui X on seejuures
metriseeruv ning tema topoloogia on maédratud nihke suhtes invariantse meetrikaga d, siis
voime nulliimbruste baasiks 8 votta alamhulkade siisteemi

Bs:={x e X |d(z,0) <d} (§>0).

Seetottu (tdnu seosele d (z,,x,,) = d(z, — xm,,0)) on jada (z,) Cauchy jada topoloogias

T parajasti siis, kui ta on meetrika d suhtes Cauchy jada, s.t. kui lim d(z,,z,) = 0
,mM—00

(kontrollida! P X. Seega kehtib jargmine véide.

Lause 4.3. Olgu (X, 7) eralduv TVR ja olgu dy ja dy nihke suhtes invariantsed meetrikad
vektorruumis X, mis molemad mddaravad topoloogia 1. Neil meetrikatel on thed ja samad
Cauchy jadad ning meetrika dy on taielik parajasti siis, kui meetrika ds on tdielik.

Metriseeruva TVR-i taielikkuse kirjeldamiseks toestame jargmise lause.

Lause 4.4. Metriseeruv TVR X on tdielik parajasti siis, kui tema topoloogia saab mdadrata
taveliku nihke suhtes invariantse meetrikaga. Teisisonu, metriseeruv TVR on tdaielik parajasts
siis, kui iga tema Cauchy jada on selles ruumis koonduv.

Toestus. Tarvilikkus tuleneb sellest, et iga jada, mis on Cauchy jada vaadeldava meetrika
mottes, on Cauchy jada ka TVR-s X.

Piisavus. Olgu (X, 7) selline metriseeruv TVR, milles iga Cauchy jada on koonduv. Olgu
B = {V,, | n € N} 7-nulliiimbruste baas omadusega V,,+1 + V41 C V,,. Olgu (2,) . suvaline
Cauchy pere ruumis X, meie eesmérk on néidata, et (z,) on koonduv ruumis X.
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Vastavalt Cauchy pere definitsioonile saab iga V,, € 98 korral leida sellise o, € T, et kui
a,f = o, siis x4 — x5 € V,. Moodustame indeksite jada (o) nii, et

an = al jaa, > a,1 (neN), (4.5)

ning paneme tihele, et (z,,) on Cauchy jada: suvalise V,, € B korral valime k,l > m, siis
g, 0 = Q= o, Mistottu x4, — 2o, € V. Et eelduse kohaselt on iga Cauchy jada koonduv,

siis eksisteerib piirvaartus lim z,, =: z. Naitame, et ka pere (x,) koondub piirvadrtuseks x.
n—o0

Olgu V,, € *B. Kuna z,, — =z, siis saab valida ny > m + 1 nii, et z,,, —x € V,;,1;. Votame
QO 2 Qpg, SIS O 2 g 2= Qpy1 2 ap, 4y (vrd. (4.5)), seega To — Ta,, € Ving1. Kokkuvottes,
kui o > ay,, siis

Ty — T = (:ca — xano) + (:cano — x) € Vi1 + Vi1 C Vi,
st.x, — 2. 1

Definitsioon. TVR~i X nimetatakse
1) lokaalselt tokestatuks, kui tal leidub tokestatud nullitimbrus, ja
2) lokaalselt kompaktseks, kui tal leidub kompaktne nulliimbrus.

Lokaalselt tokestatud ruumide tiitipiliseks néiteks on normeeritud ruum, kuid peale nende
leidub ka teisi (vt. art. 7.3, ndide 7.2). Siinkohal mérgime jargmist olulist fakti.

Lause 4.5. Iga lokaalselt tokestatud eralduv TVR on metriseeruv.

Toestus. IseseisvaltP Kasutada tilesannet 4.1. m

Ulesanne 4.1. Niidata, et kui B on tokestatud nulliiimbrus TVR-s X, siis hulgad r, B,
kusry >ro > ... >r,...jar, — 0, moodustavad ruumis X nullitimbruste baasi.

4.2 Loplikumootmelised topoloogilised vektorruumid

Loplikumootmeline vektorruum. Lokaalselt kompaktsed eralduvad topoloogilised vek-
torruumid osutuvad, nagu me peagi veendume, 16plikumdootmelisteks. Meenutame (vt. sis-
sejuhatus), et vektorruumi X nimetatakse n-mootmeliseks (kirjutame dim X = n), kui tal
leidub n elemendist koosnev baas, s.o. selline lineaarselt soltumatu alamhulk {eq, ..., e,}, et

iga element x € X on (iiheselt) esitatav kujul z = > Apeg, kus \; € K. Kui vektorruumi X

puhul see tingimus on mingi n € N korral téiidetud,ksilis oeldakse, et X on loplikumootmeline
ja margitakse dimX < oo.

Eralduvad n-mootmelised TVR-d on omavahel isomorfsed. Teatavasti on lopliku-
mootmelises vektorruumis koik normid ekvivalentsed. Jargmise lause kohaselt voib sedasama
vaita ka selliste eralduvate topoloogiate kohta, mis muudavad 16plikumootmelise vektorruumi
topoloogiliseks vektorruumiks. Me téhistame siimboliga m,, koigi n-mootmeliste vektorite
€= (&,...,&) normeeritud ruumi, kus norm on defineeritud seosega ||| := max 1| . Olgu

C selle normeeritud ruumi lahtine ihikkera, s.t. C':= {5 €m,, | max 1&] < 1} :
N
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Lause 4.6. Olgu X suvaline n-maotmeline vektorruum tle korpuse K. Kui 7 on selline topo-
loogia, et (X, T) on eralduv TVR, siis (X, 7) on isomorfne TVR-ga m,,, mis on defineeritud
tile sama korpuse K.

Toestus. Olgu {ey, ..., e, } vektorruumi X baas. Néitame, et kujutus

T:m, =X, £ ) &Ge
i=1
korraldab TVR-de m,, ja X vahel isomorfismi. Ilmselt on T lineaarne ja bijektiivne (pohjen-
dadal!)X. Liitmise ja skalaariga korrutamise pidevusest TVR-s X tuleneb kujutuse 7" pidevus:
kui £ — 0, (s.t. vektorite pere (5(5“))06EF koondub nullelemendiks 0,,, ruumis m,,), siis

iga i € {1,...,n} korral fi(a) — 0, mistottu £~(a)ei — 0e; = 0x ja seega
5(04) Zg € — 0X

Poordkujutuse 71 pidevuse kontrollimiseks niitame, et leidub selline 7-nullitimbrus U, mille
T teisendab ruumi m,, iihikkerasse C, s.t. U C T (C) ={z € X | |T ! (z)]| < 1}. Kuna T

on pidev ja {5 € my | max 1&| = 1} kui tokestatud kinnine alamhulk (kontrollida!)"X 16p-

likumootmelises normeeritud ruumis m,, on kompaktne, siis S := {z € X | [T~ (2)| = 1}
on kompaktne ning seega kinnine ruumis (X, 7). Nullelement hulka S ei kuulu, seetottu
saab valida tasakaalus lahtise nullitimbruse U omadusega U NS = @. Osutub, et U C T (C).
Toepoolest, kui oletada, et leidub mingi z € UNT (C), siis |77 (z)]] > 1 ja =@y € 2 NU
(pohjendada! X, mis on vastuolus nullitimbruse U valikuga. m

Jareldus 4.7. Eralduvas TVR-s (X, 7) on iga loplikuméotmeline vektoralamruum Y C X
kinnine.

Toestus. Olgu x alamruumi Y puutepunkt TVR~s X, moodustame Y; := span (Y U {z}).
Kuna dimYj < oo, siis lause 4.6 pohjal on TVR (Yp, 7 |y, ) isomorfne TVR-ga m,, mingi n € N
korral: leidub selline bijektiivne lineaarne kujutus 7": m,, — (Y, 7 |y, ), mis on pidev ja mille
poordkujutus on pidev. Tihistame € := T~ (z) ning L := T~ (Y), siis m,, = span (L U {£}).
Kui ¢ € L, siis m,, = L, vastasel juhul m,, = L & (&), kuid igal juhul on L kinnine vektor-
alamruum normeeritud ruumis m,. Kuna T on topoloogiline isomorfism, siis Y = T (L)
on kinnine TVR-s Yj. Viite toestuseks jadb niidata, et x on alamruumi Y puutepunkt ka
TVR-s (Yo, T |y ), sel juhul Y =Yy, s.t. 2 € Y, mistottu Y on kinnine TVR-s X.

Olgu U punkti x iimbrus TVR-s Yy, siis leidub V' C X, mis on punkti x timbrus TVR-s
X ja rahuldab tingimust U = V NY, (selgitada! )X, seejuures

Uny=Vny)nY=vVnynY)=vVnY.
Seega, kuna z € Y ruumis X, siis UNY =V NY # @, jirelikult € Y ka ruumis Y;. =

Lokaalselt kompaktne eralduv TVR on loplikumootmeline. Funktsionaalanaliiiisi
kursusest teame, et loplikumootmelises normeeritud ruumis on iga kinnine tokestatud alam-
hulk (muuhulgas ka kinnine iihikkera) kompaktne. Seega on selline ruum lokaalselt kom-
paktne. Jargmine lause iitleb, et lokaalne kompaktsus on omane ainult lIoplikumootmelistele
topoloogilistele vektorruumidele.
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Lause 4.8. Iga lokaalselt kompaktne eralduv TVR X on loplikumootmeline.

Toestus. Olgu V kompaktne nulliimbrus TVR~s X, iildisust kitsendamata voime eelda-
da, et V on tasakaalus (pohjendada!)PX. Kuna V' on tokestatud hulk, siis B := {27V | n € N}
on nulliimbruste baas (vrd. iilesanne 4.1). Et V' on téielikult tokestatud (vrd. teoreem 3.7),

siis saab valida sellised z1,...,z, € V, et V C | (acZ + %V) ={z1,..., T} + %V. Moo-
i=1

dustame 16plikuméootmelise vektoralamruumi Y := span{xy, ..., 2, } ja niitame, et V C Y,
millest hulga V' neelavuse tottu tuleneb X =Y (selgitada! X ning jarelikult ka dimX < co.

Jérelduse 4.7 kohaselt on Y kinnine alamruum TVR-s X, kusjuures V' C Y + %V. Pidades
silmas, et \Y =Y iga A # 0 korral, saame seose %V cCY + }LV, seega

1 1 1
VCY—i—éVCY—i—Y—l—ZV:Y—i—ZV.

Nii jatkates saame sisalduvuse

Ve((y+2v) =2
n=1
Paneme téhele, et Z C Y. Téepoolest, kui z € Z ja W := 2"V € B, siisz € Y + W,
mistottu x =y +w, kusy € Y ja w € W. Kuna 2 — w E_(x + W) NY, siis punkti x iga
timbrus loikab hulka Y, tdhendab, z € Y. Niisiis, V C Z C Y =Y. Lause on toestatud. m

4.3 Naiteid

Selle peatiiki lopetame kolme olulise néitega topoloogilistest vektorruumidest.
Naiide 4.1. Olgu C (C) kéigi komplekstasandil C pidevate funktsioonide hulk, s.t.

C(C):={z=xz(t)|z: C— Kon pidev}.

[lmselt on C' (C) vektorruum, milles liitmine ja skalaariga korrutamine on defineeritud punk-
tiviisi: suvaliste z,y € C'(C) ja A € K puhul (x +y) (t) := z (t) + y (¢) ja (A\x) (t) := Az (¢).
Tahistame

Vi ={z e C(C) ||z (t)| <1/i, kul |t| <n}

janéitame, et alamhulkade stisteem B:={V},; | n,7 € N} rahuldab tingimusi (NB1) - (NB4).
Nende kontrollimiseks paneme koigepealt tihele, et (kontrollida!)

ném:>Vm7iCVn7,- (ZGN) jaiéjéanjCVn,i (TLGN)

(NB1): Hulkade Vj; ja V, korral tdhistame n := max{k,{} ning ¢ := max{j,r}, siis
Vn,i - V;c,j N ‘/l,r-
(NB2): Kui |A| <1, siis iga z € V,,; korral

[(Az) (O] = M|z (O] < [z (@] < 1/i (|t <),

s.t. Ax € V,, ;. Tahendab, V,,; on tasakaalus hulk.
(NB3): Olgu z € C'(C)\ {0}, téhistame M := max {|z (¢)| | [t| < n} ja § := 5 fikseeritud
Vi € B korral. Siis

|(6x) (8)] = ﬁ [z (@) <= ([t <n),

S|
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s.t. 0x € V,, ;. Seega on V,,; neelav hulk.
(NB4): Olgu V,,; € B ja U := V), 9, siis U + U C V,,;. Toepoolest, kui x,y € U, siis
@) O <O+ s (O < 5+ 5 =7 (1<)
x SNE X 5 - — xn),
Y Y 2t 21 1

st.x+yeV,,

Kokkuvottes oleme toestanud, et C'(C) on TVR nullitimbruste baasiga 8. Kuna %8 on
loenduv stisteem ja ({V,.i | n,i € N} = {0}, siis C'(C) on metriseeruv. Vahetu kontroll
niitab, et TVR C' (C) on téielik, s.t. iga tema Cauchy jada on koonduv.

Naiide 4.2. Olgu S [a, b] koigi 16igus [a, b] Lebesgue’i mottes modtuvate peaaegu koikjal
loplike reaalsete vaartustega funktsioonide hulk. Kui peaaegu koikjal 1oplikud funktsioonid
x =x(t) jay = y(t) on médtuvad 16igus [a, b, siis ka x + y ja Az, kus A € R, on peaaegu
koikjal 1oplikud ja mootuvad. Teiste sonadega, S [a,b] on vektorruum. Lepime kokku, et me
samastame selle ruumi punktidena funktsioonid, mis langevad kokku peaaegu koikjal:

r=y:=mes{t € [a,b]|z(t)#y(t)} =0.
Tahistame
Voi={z € Sla,b] | mes{t € [a,b] | |z ()] > 1/n} <1/i} (n,ieN),
siis (kontrollida!)»
n<m="V,;, CV,; (ieN) jai<j=V,;CV,;, (neN).

Néitame, et siisteem B := {V},; | n,7 € N} rahuldab tingimusi (NB1) - (NB4).
(NB1): Kui Vi ;, Vi, € B jan :=max{k,l} ning i := max {j,r}, siis V,,; C Vi,; N Vi,
(NB2): Kui |A| < 1, siis iga © € V,,; korral

{t € a, 0] [ [z ()] > 1/n} C{t € [a,b] | |z ()] > 1/n},
mistottu
mes {t € [a,b] | |Az (t)| > 1/n} <mes{t € [a,b] | |z (t)] > 1/n} < 1/i.

Téhendab, \x € V,,; ja seega V,,; on tasakaalus hulk.

(NB3): Olgu z € S[a, b\ {0} ja V,,; € B fikseeritud. Kuna z = z (t) on peaaegu koikjal
1oplik funktsioon, siis leidub selline ng € N, et mes{t € [a,b] | |z (t)] > no} < 1. VGtame
§ = L siis

nng’

mes {t € [a,b] | |0z ()| > 1/n} = mes {t € [a,b] ()] > 1/n}

[z
0

1
=mes{t € [a,b] | |z (t)] > no} < >

jarelikult dz € V,, ;. Niisiis on hulk V,,; neelav.
(NB4): Téhistame hulga V,,; korral U := Vj, 9. Osutub, et U + U C V,,;. Toepoolest,
lahtudes suvaliste z,y € U korral seostest

et le@®+yO>1/nbc {telatl o0l > 5 buftelat o> 5|

2n
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(paneme téhele, et kui |z (¢)| < 5= ja |y (£)] < 55, siis |z (6) +y (¢)] < |z (0)] + [y (¢)| < 1/n),
saame moodu aditiivsuse tottu

mes {t € [a,b] | |z (t) +y (t)] > 1/n}

< mes{t € [a,b] | |z (t)] > %} +mes{t € la,0] [ |y ()] > %}

<
21 + 2t 1
ehkz +y eV,

Kuna ({V,.; | n,i € N} = {0} (selgitadal X, siis kokkuvottes oleme toestanud, et S [a, b]
on metriseeruv TVR nullitimbruste baasiga B. Lihtne on veenduda, et elementide jada (x,,)
koondub nulliks TVR-s S [a, b] parajasti siis, kui

1
Vn,i € N AN € N:m > N = mes{t € [a,] | |z, (t)| > 1/n} < =

Viimane tingimus tdhendab funktsioonide jada (x,,) koonduvust nulliks méodu jirgi. Niisiis,
TVR-i S [a,b] topoloogiline koonduvus langeb kokku funktsionaaljada moodu jérgi koondu-
vusega l6igus [a, b].

Mérgime, et ruumis S [a, b] defineeritud topoloogia T saab esitada teisel kujul. Defineerime
selles vektorruumis veel topoloogia 79 pseudonormiga | |, kus

b
2] 1= / %dt (z € S[a,b)).
Kui (z,) on elementide jada vektorruumis S [a, b], siis, nagu néitab vahetu kontroll,

z, = 0 TVR-s (S]a,b],m) < x, (t) = 0 moddu jargi < x, — 0 TVR-s (S]a,b], 7).
Seetottu on pidevad nii tthikkujutus i: (S [a,b],7) — (S [a, ], 70) kui ka tema péordkujutus
it (Sla,b],7) — (S[a,b],7), mis tihendab, et TVR-d (S a,b],7) ja (S[a,b], ) on
isomorfsed ehk 7 = 7y. Osutub, et TVR (S [a,b],7) (ja seega ka (S [a,b], 7)) on téielik.

Naiide 4.3. Olgu w koigi arvjadade x = (xy) hulk, s.t.

w={r=(2) |z €K (ke N)}.
Hulk w on vektorruum, kui defineerida vektorruumi tehted selles hulgas koordinaaditi:
r+y:=(z+uyr), A= Ary) (v,y€w, Ae€K).

Tahistame .
Vi 1= {x cwllzgl <= (=1, ...,n)}, (4.6)
i

siis

m<n=V,;,CVy,; (€N) jai<j=V,,CV,;, (neN)
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(veenduda! X. Vahetu kontroll néitab (vrd. iilesanne 4.2), et B :={V,,; | n,7 € N} on nulli-
timbruste baas mingis topoloogias 7,,, kusjuures (w, 7,,) on meetriline TVR.

Ulesanne 4.2. Kontrollida, et seosega (4.6) médratud B :={V,,; | n,i € N} rahuldab
tingimusi (NB1) — (NB4).

Ulesanne 4.3. Téestada, et TVR-s (w,7,) on koonduvus samaviirne koonduvusega
koordinaatide jargi, s.t.

2™ = 0 ruumis (w, 7,,) < 2 — 0 iga k € N korral.

Ulesanne 4.4. Toestada, et TVR (w, 7,,) on téielik.
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5 Kumerad hulgad ja poolnormid

5.1 Kumerad alamhulgad vektorruumis

Kumera hulga moiste on algebraline ega soltu topoloogiast. Sellest hoolimata méangivad
kumerad hulgad topoloogiliste vektorruumide teoorias erakordselt téhtsat rolli.

Definitsioon. Vektorruumi X mittetiihja alamhulka E nimetatakse kumeraks, kui iga
elementide paari z,y € F puhul kdik elemendid Az + (1 — A)y, kus 0 < A < 1, kuuluvad
hulka E. Lisaks loeme ka tiihja alamhulga kumeraks.

Tasakaalus kumerat hulka nimetatakse absoluutselt kumeraks.

Seega on alamhulk E C X kumer parajasti siis, kui A\E'+ (1 — A\) E C E iga A € [0, 1]
korral. Geomeetriliselt tdhendab hulga FE kumerus seda, et koos iga oma kahe punktiga x ja
y sisaldab FE ka neid punkte ithendava sirgloigu {\x + (1 — A\) y | A € [0, 1]} vektorruumis X.

Lause 5.1. Vektorruumi X alamhulk E on absoluutselt kumer parajasti siis, kui A\x+puy € E
1ga elementide paart x,y € E ja arvude paari A\, € K korral, mis rahuldavad tingimust
Al + |pl < 1.

Toestus. Tarvilikkus. Olgu E tasakaalus kumer hulk. Votame punktid x,y € E ning
arvud A\, p € K omadusega |A| + |p| < 1. Hlmselt Az + py € FE, kui iiks arvudest A ja pu on
null (selgitada!)pX. Eeldame, et molemad arvud on nullist erinevad, sel juhul ﬁx, ‘-%‘y € FE.
Peale selle

A il

AL Ll N+ el

millest hulga F kumeruse tottu saame seose

Y | w
= _Za4 BT cE
AL Ll A (A L] (]

Y

o A+ )
AL+ {ul
Kasutades veel kord asjaolu, et hulk F on tasakaalus, jouame ténu vorratusele |A| + |u| < 1
seoseni Az + py € (JA| + |p]) E C E.

Piisavus tuleneb vahetult vastavatest definitsioonidest (kontrollida!)X. m

Jargmised vaadeldavate moistetega seotud omadused jirelduvad vahetult definitsioo-
nidest:

e kui vektorruumi X alamhulgad E, on kumerad (absoluutselt kumerad), siis ka () E, on
a€el
kumer (absoluutselt kumer) hulk suvalise indeksite hulga I puhul; kui alamhulgad F; ja Es

on kumerad (absoluutselt kumerad), siis ka hulgad E; + F3 ning 0 E; on kumerad (absoluut-
selt kumerad) suvalise 0 € K korral (toestadal )X,

e kui £ C X on (absoluutselt) kumer ja 7' : X — Z lineaarne kujutus vektorruumist X
vektorruumi Z, siis ka 7' (E) C Z on (absoluutselt) kumer (toestadal)X.

Alamhulga (absoluutselt) kumer kate. Vektorruumi antud alamhulga puhul otsime
vastust kiisimusele, kuidas sellele (minimaalse hulga) elementide juurdelisamise teel konst-
rueerida kumer hulk. Niisuguse nn. kumera (vastavalt absoluutselt kumera) katte kirjelda-
misel on ldhtekohaks jargmine lemma.



TOPOLOOGILISED VEKTORRUUMID 39

Lemma 5.2. Olgu E vektorruumi X alamhulk.

(a) Kui E on kumer ja A1, ..., A\, on sellised mittenegatiivsed reaalarvud, et \y+. ..+ X, = 1,
sts A1 + ... + A\px, € E suvaliste punktide x4, ... ,x, € E korral.

(b) Kui E on absoluutselt kumer ning Ay, ..., A\, on sellised skalaarid, et |A\i|+...+|\,| < 1,
5118 Mxy + ... + A\, € E suvaliste punktide x4, ..., x, € E korral.

Toestus. Esitame siinkohal véite (a) toestuse, véide (b) toestatakse analoogiliselt, mole-
mal juhul kasutatakse matemaatilise induktsiooni meetodit. Juhul n = 2 véide ilmselt kehtib,
sel juhul taandub ta kumera hulga definitsioonile. Oletame, et véide on oige, kui n = m — 1,
ja naitame, et siis kehtib ta ka juhul n = m.

Olgu A\, ..., A\ = 0ning Ay + ...+ A\, = 1, tdhistame A ;== Ay + ...+ \,_1. Kui A =0,
siis suvaliste x1,...,x,, € FE puhul \,,, =1 ning \jz1 + ... + AT = AT = Ty € E. Kui

m—1
.. i ~
A # 0, siis seose § 3 1 tottu
1=

ning tadnu hulga £ kumerusele ja vordusele A + \,, = 1 saame, et

m m—1
=1 1=1

Seega on viide (a) toestatud. m

Definitsioon. Vektorruumi X mittetithja hulga E kumeraks katteks nimetatakse hulka

convl = {Z)\ixi\)\l,...,)\n20, M+...+ N\, =1, zq,...,2, € E, nGN}.

i=1
Hulka
absconvE = {Z)‘ﬂ:’ | A, M €K M|+ <, 2,2, € B 0 EN}
i=1

nimetatakse hulga E absoluutselt kumeraks katteks.

Ulesanne 5.1. Veenduda, et E C convE C absconvE C spanF.
Mérgime, et convE on kumer ning absconvE on absoluutselt kumer hulk. Et veenduda
naiteks hulga convE kumeruses, votame tema suvalised punktid x = Az + ... + \,x, ja

Y=ty + ..+ Y, kus
0< Ny <1, oy €E (i=1...m k=1,...,m), Y A=Y p=1
i=1 k=1
Kui A ja 1 on mittenegatiivsed reaalarvud omadusega A + p = 1, siis

x4 py = Z AN + Z Yk s

i=1 k=1
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kusjuures A\; = 0, pp = 0 ja > AN + > ppr = A+ po= 1. Niisiis, Az + py € conv E, mis
i=1 k=1
tahendabki, et convE on kumer hulk.

Pole raske toestada, et convE on vahim kumer hulk, mis sisaldab hulka E. Toepoolest,
kui F' on kumer ja F C F, siis iga © = \ix1 + ... + A\ 2, € convE puhul, kus

0<SN<1, meE CF (i=1....n), Y =1,
i=1

kehtib lemma 5.2(a) pohjal soovitud seos x € F. Samamoodi veendutakse, et absconvE on
vahim absoluutselt kumer hulk, mis sisaldab hulka FE.

Ulesanne 5.2. Niidata, et kui E on tasakaalus hulk vektorruumis X, siis ka convE on
tasakaalus ja absconvE = convFE.

Kumera hulga sulund on kumer. Siiani vaatlesime kumeraid ja absoluutselt kumeraid
hulki suvalises vektorruumis. Néaitame jargnevalt, et topoloogilises vektorruumis kanduvad
alamhulga kumerus ja absoluutne kumerus iile ka tema sulundile.

Lause 5.3. Kui E on TVR-i X kumer alamhulk, siis ka tema sulund E on kumer.

Toestus. Votame z,y € E ning A\, € [0,1], et A+ g = 1, ja tdhistame 2 := Az + uy.
Liitmise pidevuse tottu saab punkti z iga iimbruse V, jaoks leida punktide Ax ja py iimbrused
Vie = Az +U ja Vy, = py+V nii, et V\,+V,, C V, ning U ja V on tasakaalus nullitimbrused
TVR-s X. Eelduse kohaselt

(x+U)NE#9, (y+V)NE+#a,

seega leiduvad hulgas FE punktid 2’ ja 3/, et ' € x + U ning 3y’ € y+ V. Kuna FE on kumer,
siis Az’ + py’ € E, teisalt (peame silmas, et AU C U ja uV C V)

M+ py € A+ NU) + (py+pV)C Ao +U)+ (py+V) C V..

Niisiis, Az’ + g/ € V. N E # @, mis iitlebki, et z € E. Seega on E kumer hulk. m

Jareldus 5.4. Absoluutselt kumera hulga sulund on absoluutselt kumer.

Toestus. Kui E on absoluutselt kumer hulk, siis £ on kumer ja tasakaalus (vrd. iilesanne
2.3), seega absoluutselt kumer. m

Olgu Fy, ..., E, absoluutselt kumerad hulgad vektorruumis X. Naitame, et

absconVOEi = {i A% | i INi| <1, 25 € El} ) (5.1)
i=1 i=1

i=1

Téhistame parempoolse hulga seoses (5.1) tdhega F, lihtne on néha, et £ C absconv | E;
i=1

(selgitada! K. Olgu = = > A\gay, hulga absconv ] E; suvaline element, seega Y |A\x| < 1 ja
k=1 i=1 k=1
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xr € | Ei, seejuures eeldame, et xy # 0 ja A\, # 0. Siis
i=1

Z)\kxk—zz)‘z 3,

i=1 j=1

m k;
kus 7 € E; ja A} on elemendi 7} kordaja summas ) A\yxy. Tédhistame a; 1= )
k=1 j=1

i ’ ning

ki i
Z Mg * (peame silmas, et o; # 0 iga i = 1,...,n puhul (selgitada!)), siis

Z!azl—ZZ\X\ —Zm <

=1 j=1
ja z; € Eyigai=1,...,n korral (kontrollida!)*X, seetottu

ZAkxk*Zaz (Z X ) ZalzleE

Valem (5.1) on toestatud.

Lause 5.5. Kui Ey, ..., E, on kompaktsed absoluutselt kumerad alamhulgad TVR-s X, siis

on ka absconv|J E; kompaktne hulk.
i=1

Toestus. Vaatleme koigi n-mootmeliste vektorite A = (A, ..., \,) Banachi ruumi £},
kus norm on defineeritud seosega ||A|| := > |A\x|, tema tihikkera
k=1

{/\eél |Z|)\k| }

on kompaktne alamhulk. Moodustame korrutisruumi Z := £} x X x ... x X, milles TVR
X esineb komponendina n korda. Kuna alamhulk B x F; x ... x E,, on Tihhonovi teoreemi
(vt. art. 1.3) pohjal kompaktne korrutisruumis Z ning kujutus

©:Z =X, (M ), @1y ) = YN

on pidev (kontrollida! VK, siis kujutis ® (B x F; X ... x E,) on kompaktne ruumis X. Ténu
seosele (5.1) kehtib vordus

¢ (Bx E; x...xE,) :abscoanEZ-

=1

(selgitada! X, seetottu ongi absconv | E; TVR-s X kompaktne hulk. m

i=1
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5.2 Poolnormid ja Minkowski funktsionaalid

Sublineaarne funktsionaal ja poolnorm. Kumerate hulkade analiiiitiliseks kirjeldamiseks
kasutatakse spetsiaalseid reaalsete vaédrtustega funktsionaale.
Definitsioon. Olgu X vektorruum. Funktsionaali p: X — R omadustega
1) p(Az) = Ap(x) iga v € X ja A > 0 korral,
2) p(x+y) <p(x)+p(y) igaz,y € X korral
nimetatakse sublineaarseks. Kui funktsionaal p rahuldab tingimusi 2) ja
) p(Az) = |A\|p(x) iga z € X ja A € K korral,

siis nimetatakse teda poolnormiks.

Ulesanne 5.3. Niidata, et
a) suvalise sublineaarse funktsionaali p puhul p (0) = 0 ja

p(z) —py)| <max{p(z—y),ply—2)} (r,yecX), (5.2)

b) poolnormi p korral on p(z) > 0 iga x € X puhul ning

p () —pWl <p(r—y) (r,y€X),
¢) kui p on poolnorm, siis {x € X | p(z) = 0} on vektoralamruum vektorruumis X.

Ulesanne 5.4. Niidata, et kui p on poolnorm, siis tema ithikkerad {z € X | p(z) < 1}
ja {z € X | p(x) < 1} vektorruumis X on absoluutselt kumerad ja neelavad.

Hulga Minkowski funktsionaal. Definitsioon. Olgu U neelav alamhulk vektorruumis
X. Funktsionaali
pr: X =R, z—inf{u>0]|zepnlU}

nimetatakse hulga U Minkowski funktsionaaliks.
Ulesanne 5.5. Niidata, et py (0) = 0 ja 0 < py (z) < oo iga # € X korral.

Minkowski funktsionaali koige olulisemad ja tédhelepanuvaidrsemad omadused formulee-
rime jargmises lauses.

Lause 5.6. Olgu U vektorruumi X neelav alamhulk.

(a) Iga x € X ja A = 0 korral py (Ax) = A\py (x).

(b) Kui U on tasakaalus, siis py (Ax) = || py (z) iga z € X ja A € K korral.
(¢) Kui U on kumer, siis

pu(r+y) <pu(r)+pu(y) (r,y€X) (5.3)

ning
{reX|pr(x)<l}cUcC{re X |py(x)<1}. (5.4)

Toestus. (a) Kui A =0, siis 0 = py (0x) = Opy (x). Juhul A > 0 saame, et

pU()\:c):inf{u>O]AxEMU}:inf{u>O\xe%U}
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—)\mf{ >0|:E€MU}:)\pU(a:).

A A

(b) Selge, et viide kehtib juhul A = 0. Tasakaalus hulga U ja suvalise nullist erineva arvu
A korral kehtib seos \U = |A| U, seetottu

U(Ax):inf{,u>0|x6§U} 1nf{u>0]:c€|>\| }
)\mf{ >0|xe— }:Ap z reX).

(c) Eeldame, et U on kumer hulk. Kontrollime kdigepealt sisalduvusi (5.4). Kui py () < 1,
siis saame leida u € (0,1) omadusega = € pU ehk ix € U. Hulga U kumeruse tottu
x = ,uim + (1 — )0 € U (peame silmas, et kuna U on neelav hulk, siis 0 € U), niisiis kehtib
esimene sisalduvustest (5.4). Teise toestuseks mérgime, et kui x € U = 1U, siis py (z) < 1.

Seose (5.3) toestuseks fikseerime elemendid z,y € X ja arvu ¢ > 0 ning valime A > 0
ning p > 0 nii, et

13
: pU(y)<u<pU(y)+§-

Do ™

pu () < X <py(z)+

Kuna py (z) < A, siis € AU (selgitadalpX ehk fz € U, samuti l—ILy € U. Seejuures ténu
hulga U kumerusele

1 A 0wy
——(r+y) = S+ Zel.
AR s Wl ey

Niisiis,  +y € (A4 p) U, jérelikult py (z +y) < A+ p < py (x) +pu (y) +¢ iga e > 0 korral,
millest tulenebki (5.3). m

Lauses 5.6 toodud omadustest (a) — (c) tuleneb jargmine véide.

Jareldus 5.7. Neelava kumera alamhulga U C X Minkowsk: funktsionaal py on posititune
sublineaarne funktsionaal, kusjuures kehtivad sisalduvused (5.4). Kui U on sealjuures tasa-
kaalus, siis py on poolnorm.

Lause 5.8. Olgu p: X — R poolnorm ja U :={x € X | p(z) < 1}. Siis hulga U Minkowski
funktsionaal on p, s.t. py = p.

Toestus. Iseseisvalt. 4 m

Topoloogilises vektorruumis iseloomustab kumera neelava alamhulga Minkowski funkt-
sionaali pidevus selle hulga topoloogilisi omadusi. Nende seoste tapsemaks kirjeldamiseks
vajame jargmist lemmat.

Lemma 5.9. Olgu X TVR. Kui sublineaarne funktsionaal p: X — R on pidev punktis 0,
sits on ta pidev ruumis X.
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Toestus. Olgu € > 0. Funktsionaali p pidevuse tottu punktis 0 leidub niisugune tasa-
kaalus nullitimbrus V', et |p (v)| < € iga v € V puhul. Suvalise z € X puhul on W := 2+ V
tema {imbrus ning z — z ja z — z kuuluvad nulliimbrusse V iga z € W korral. Seega
Ip(z) —p(2)] < max{p(z —2),p(z —x)} < e (vrd. (5.2)), mis tdhendabki funktsionaali p
pidevust punktis x. m

Lemma 5.9 abil toestame selle artikli pohitulemuse.

Teoreem 5.10. TVR-i X neelav kumer alamhulk U on nulliiimbrus parajasti siis, kui Min-
kowski funktsionaal py on pidev. Kui U on lahtine, siis kehtib seosU = {z € X | py (z) < 1},
kui U on kinnine, siis U = {x € X | py (z) < 1}.

Toestus. Eeldame, et U on kumer nulliimbrus TVR-s X, ning néitame, et py on pidev
punktis 0, lemma 5.9 pohjal on ta sel juhul pidev kogu ruumis X. Téhistame suvalise € > 0
korral V' := eU. Kuna V' on nullitimbrus ja py (z) = py (eu) = epy (u) < e, kusz =cu €V
jau € U (vrd. (5.4)), siis py on pidev punktis 0.

Vastupidi, kui eeldada, et kumera neelava alamhulga U Minkowski funktsionaal py on
pidev, siis ruumis R lahtise hulga (—1, 1) originaal p;;' ((—1,1)) on lahtine. Seejuures (vrd.
(5.4))

0ep, (-1,1)={re X |py(x) <1} CU,

niisiis on U nulliiimbrus.

Kui eeldada, et U on lahtine, siis iga x € U on tema sisepunkt, mistottu leidub nullitimb-
rus V omadusega x +V C U. Kuna V on neelav, siis saame valida § > 0 selliselt, et dx € V,
seega (1+d)x =z + dzv € x+V C U. Niisiis,

pu () < ﬁ < liga z € U puhul,
st. U C {x € X | py () < 1}. Lause 5.6(c) pohjal jareldub siit, et vaadeldavad hulgad lan-
gevad kokku.

Kui U on kinnine ja py () < 1, siis iga p € (0,1) korral py (pz) = ppy (z) < p < 1,
s.t. pr € {z€ X [py(z) <1} C U. Moodustame pere (pz),cq ) ja paneme téhele, et
pux — loz = x ténu skalaariga korrutamise pidevusele TVR-s X. Kuna pz € U (u € (0, 1)),
siis ¥ € U = U. Me tdestasime sisalduvuse {x € X | py (r) < 1} C U, kust lause 5.6(c)
pohjal tuleneb nende hulkade vordus. m
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6 Hahn-Banachi teoreem

6.1 Hahn-Banachi teoreem reaalse vektorruumi puhul

Koigepealt lepime kokku kahe olulise tahistuse osas, mis puudutavad lineaarseid funktsio-
naale topoloogilises vektorruumis.

TVR-i kaasruum. Vektorruumi X algebraliseks kaasruumiks nimetatakse koigi lineaar-
sete funktsionaalide f: X — K hulka, seda tdhistame edaspidi siimboliga X*. Lihtne on
veenduda, et X* on vektorruum, kui funktsionaalide liitmine ja skalaariga korrutamine de-
fineerida punktiviisi, s.t.

(fi+f2) (@) = fi(@)+ fa(2),  (Af)(@):=Af(x) (fi,fae X', AeK).

(kontrollidal! ) X.

Lineaarsete funktsionaalide pidevuse kontrollimiseks on kasulik jargmine lause.

Lause 6.1. Lineaarne funktsionaal f TVR-s X on pidev parajasti siis, kui ruumis X leidub
selline nullitimbrus V, milles f on tokestatud, s.t.

M >0:|f(z)] < M igax €V korral.

Toestus. Olgu f lineaarne funktsionaal TVR-s X. Kui f on pidev punktis 0, siis pidevuse
definitsiooni kohaselt leidub iga ¢ > 0 puhul selline nullitimbrus V, et |f (z)| < cigaz € V
korral. Seega on f nullitimbruses V' tokestatud.

Vastupidi, kui mingi nulliimbruse V' jaoks leidub niisugune M > 0, et |f (x)| < M iga
x € V korral, siis tédhistame fikseeritud € > 0 puhul U := 7V ning paneme téhele, et U on
nulliimbrus TVR-s X. Iga x = ;v € V korral, kus v € V, kehtib vorratus

F @) =1 0] < M =<

Téhendab, f on pidev punktis 0, kuid siis on ta pidev kogu ruumis X (vrd. art. 2.1). =

Kui X on TVR, siis koigi pidevate lineaarsete funktsionaalide f: X — K hulka téhis-
tame X’ ning nimetame TVR-i X topoloogiliseks kaasruumiks, tavaliselt lihtsalt kaasruu-
miks. Selge, et X' C X*, vahetu kontroll niitab, et X’ on vektorruumi X* vektoralamruum
(veendudal K.

Funktsionaali ahend ja jatk. Kui X, on vektorruumi X vektoralamruum ja f, € X
(s.t. fo on lineaarne funktsionaal vektoralamruumis Xj), siis funktsionaali f € X* omadusega

Ve e Xo: f(z) = fo(x)

nimetatakse funktsionaali fy jatkuks (vektorruumi X'). Funktsionaali f; nimetatakse sel
juhul funktsionaali f ahendiks alamruumis Xy, seda asjaolu mérgime fo = f|x, -

Kaesoleva peatiiki eesmargiks on toestada Hahn-Banachi teoreem, millel topoloogiliste
vektorruumide teoorias on votmeroll. Seejuures vaatleme eraldi juhte K = R ja K = C.
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Teoreem 6.2 (Hahn-Banachi teoreem juhul K = R). Olgu X reaalne vektorruum ja Xo
tema vektoralamruum. Olgu p: X — R sublineaarne funktsionaal. Kui funktsionaal fo € X
rahuldab tingimust

fo(z) <p(z) (z€Xo),
stis leidub selline f € X*, et

fl@)=fo(z) (zeXo) jo f(z)<p(z) (reX).

Toestus. Toestuse idee on jargmine. Me vaatleme koigi selliste jérjestatud paaride (L, g)
hulka M, kus 1) L € X on hulka X sisaldav vektoralamruum ja 2) g: L — R on funkt-
sionaali fy niisugune jéatk, mis rahuldab tingimust g (z) < p(z) iga © € L korral. Selles
hulgas defineerime (loomulikul viisil) jérjestuse ja veendume Zorni lemma abil, et ta sisaldab
jarjestuse suhtes maksimaalse elemendi (Y, h). Osutub, et Y = X ja h ongi otsitav jatk f.

Niisiis, olgu M koigi selliste jarjestatud paaride (L, g) hulk, kus L € X on hulka X,
sisaldav vektoralamruum ja g: L — R on selline lineaarne funktsionaal, et g|x, = fo ja
g(z) < p(x), kui z € L. Kuna (Xy, fo) € M, siis M # &. Defineerime hulgas M jérjestuse
seosega

(L,g) =2 (M,r):=[LDMjagly =r]

(kontrollida jéarjestusaksioomide taidetust!)X. Selle jarjestuse suhtes leidub hulgas M maksi-
maalne element. Et selles veenduda, nditame, et iga téielikult jarjestatud alamhulk My C M
on iilalt tokestatud.

Tahistame Lo := |J{L | (L, g) € My} ja paneme téihele, et Ly on vektoralamruum. Toe-
poolest, kui z,y € Ly, siis leiduvad paarid (L, g),(M,r) € My omadusega x € L, y € M.
Kuna paarid (L, g) ja (M, r) on jérjestuse mottes vorreldavad, siis on vektoralamruumid L ja
M vorreldavad sisalduvuse mottes. Olgu M C L, siis z,y € L, mistottu x +y, Ax € L C Ly
iga A € R puhul. Seega on L, vektoralamruum. Edasi, kui = € Ly, siis « € L, kus (L, g) on
hulga M mingi element. Defineerime funktsionaali

go: Lo > R, =+ g(x)

ja mérgime, et go (x) ei soltu paari (L, g) € M, valikust: kui ka (M,r) € M, on selline, et
x € M, siis paaride (L, g) ja (M,r) vorreldavuse tottu kehtib g () = r (x) . Funktsionaal g
on lineaarne, ta on funktsionaali fy jitk ja go () < p(z) iga € Ly puhul. Seega on (Lg, go)
hulga M, iilemine toke. Zorni lemma pohjal leidub hulgas M maksimaalne element (Y, h).
Teoreemi toestuse lopuleviimiseks on vaja néidata, et Y = X, sel juhul h on otsitav jatk
funktsionaalile fj.

Oletame vastuviiteliselt, et leidub zq € X \|Y, ja moodustame hulga

Yi={z= o+y|AeR, yeY}.

See on vektorruumi X vektoralamruum, kusjuures iga x € Y; korral on tema komponendid A
ja y theselt madratud. Toepoolest, kui © = Azg+yz = Nao+y/, siis (A = N)zo+(y —y') =0
ja eeldusel X # X saaksime zg = (A — V)" (y — ¢/) € Y. Niitame, et ¥; = Y, see tdhendabki
seost Y = X.

Olgu y/,y" € Y, siis

hy)+h@)=hW+y")<pW +y") <plzo+y)+pH" —x0)
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ehk
h(y") —pW" —z0) < =R (YY) +p(z0+7).

Seega kehtib vorratus

A= sup (h(y") —p(y" —x0)) < inf (=h(y) +p(z0+y)) = B

yiey yey
Votame suvalise £y € [A, B] ja defineerime alamruumis Y; funktsionaali h; seosega
hy(z):=Xo+h(y) (z=Axo+yeYr).
Paneme tahele, et hy € Y|": kui 21 = Az + y1 ja 22 = Aoy + Y2 on hulgast Y7, siis
T+ = (A + X2) o+ (Y1 +32) s pwy = (A1) To + (uy1)
mistottu

hy (z1 + 22) = (A + A2) to + h (y1 + o)
= Mito + b (y1) + Xato + h (y2) = hy (21) + h (22)
ha (pe) = pdito + b (pyn) = p(Aito + h (y1)) = pha (21) .-

[lmselt hy |y = h, nditame, et hy (z) < p(x) iga x € Y} puhul. Selleks vaatleme eraldi kolme

juhtu:
1)A=0,st. xz €Y, siis h(x) =h(x) <p(z);

2) A > 0, siis
hy (x) = Mo+ h (y) < AB + h(y) <>\<—h<%>+p<xo+%>> +h(y)
A (=5 0+ 3200+ ) +100) = p O+ 9) = (o)
3) A <0, siis

hy (z) = Mo+ h (y) < M+ h(y)

( (‘%) ( Lo — —>> +h(y) [téhistame p = —)]

“ () o)) e
( (y)——p( /wco+y))+h(y)

=p(Azo +y) —p( )
Niisiis, (Y1, h1) € M. Kui oletada, et leidub =y € Yi\Y, siis (Y1,h1) = (Y, h), mis oleks

vastuolus elemendi (Y, k) maksimaalsusega. Jarelikult Y = X ning teoreem on toestatud. m

Jareldus 6.3. Olgu X reaalne vektorruum. Iga sublineaarse funktsionaali p: X — R puhul
leidub selline funktsionaal f € X*, et f(x) < p(z) iga x € X korral.

Toestus. Toestuseks votame X := {0} ja rakendame Hahn-Banachi teoreemi. m
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6.2 Hahn-Banachi teoreem kompleksse vektorruumi puhul

Kui X on vektorruum iile korpuse C, siis moistame me skalaariga korrutamise all selles
ruumis kompleksarvudega korrutamist. Jattes liitmise ruumis X samaks, kuid rakendades
skalaaridega korrutamisel ainult reaalarve, saame reaalse vektorruumi, mille me tahistame
Xg. Hulkadena (ja Abeli rithmadena) langevad X ning Xg kokku, vektorruumidena on nad
erinevad. Naiteks suvalise z € X\ {0} korral on iz molema vektorruumi element, kuid
ruumis Xp ei ole ta elemendi x kordne. Selliselt konstrueeritud reaalset vektorruumi vajame
me jérgneva teoreemi toestamisel.

Teoreem 6.4 (Hahn-Banachi teoreem juhul K = C). Olgu X vektorruum dle korpuse
K, kus K =R voi K = C, ja olgu p: X — R mingi poolnorm. Olgu Xy C X vektoralamruum
ning fo € X omadusega

[fo(z)l <plz) (€ Xo).
Siis leidub selline f € X*, et

f@)=fo(z) (zeXo) jalf(z)<plz) (zeX).

Toestus. Vaatleme algul juhtu K = R. Kuna fj (z) < |fo (z)| < p(2), kul z € X, siis
teoreemi 6.2 pohjal saame leida f € X*, mis on funktsionaali fy jitk ning rahuldab tingimust
f(x) < p(z)iga z € X korral. Paneme téhele, et f () = —f (—z) > —p(—z) = —p (z) ehk
—p(z) < f(z) <p(a), seega | f (z)] < p(z) iga z € X puhul.

Olgu niiiidd X kompleksne vektorruum. Tahistame g (z) := Re fo (), siis

fo(z) =Re fo(z) +ilm fy (x) = Re fo (z) —iRe (ifo (z))
= Re fo (r) —iRe (fo (ir)) = o (v) —ipo (i) (v € Xo).

Eelduse kohaselt
po (z)| = [Re fo (z)] < |fo(z)| <p(z) (2€ Xo).

Viite esimese osa pohjal saame funktsionaalile ¢y : Xorp — R leida jatku ¢ : Xg — R
omadusega |¢ (z)| < p(z), kui z € X. Moodustame lineaarse funktsionaali

f: X —=>C, v p(r)—ip(ir)

ja mérgime, et f (z) = fo (z) iga x € X, korral.

Jaab veenduda, et | f (x)| < p(x) koikide z € X puhul. Kuna {% | f(x)# O} sisaldub
hulgas {eit |t e R}, mis on iihikringjoon komplekstasandil C, siis saab iga fikseeritud x € X
korral leida niisuguse t € R, et €' f (z) = |f (x)| (juhul f (x) = 0 voib t olla suvaline). Seega
f (e"z) = e f (z) € R ning jérelikult

@) = 'f (1) = f (') = o (") < p (")
e p(@) =p(a) (e X).

Teoreem on toestatud. m
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6.3 FEraldamisteoreemid

Hiipertasand ja poolruumid TVR-s. Olgu X reaalne vektorruum ning f € X*\ {0}.
Téhistame reaalarvu o puhul

[f=al:={veX|f(x)=a}, [f<al:={reX|[f(z)<a},

samal pohiméttel defineerime ka hulgad [f > o], [f < ], [f > «o]. Hulka H = [f = q]
nimetatakse (funktsionaaliga f ja skalaariga a méédratud) hipertasandiks. Kuna f # 0, siis
Hy:=[f =0] # X, seose

H=2z2+H,, kus z € H,

tottu saame, et H # X (veendudal ).

Iga hiipertasand médrab nn. poolruumid [f < o] ja [f > a] ning ranged poolruumid [f <
ja [f > a]. Oeldakse, et hiipertasand [f = a] eraldab alamhulgad A ja B vektorruumis X,
kui kehtib kas vorratus A C [f < alja B C[f>a]voi B C[f<a]jaAC][f>al. Ku
selles definitsioonis on poolruumid voimalik asendada rangete poolruumidega, siis 6eldakse,
et hiipertasand eraldab hulgad A ja B rangelt.

Edaspidi iitleme ka, et funktsionaal f € X*\ {0} eraldab (rangelt) hulgad A ja B,
moeldes seejuures, et hiipertasand [f = ] mingi a € R korral eraldab (rangelt) A ja B.

Topoloogilises vektorruumis on probleem piistitatud teravamalt: mallistel tingimustel saab
mitteloikuvaid alamhulki eraldada pidevate lineaarsete funktsionaalidega? Nagu néitab jérg-
mine lause, tdhendab see alamhulkade eraldamist kinniste hiipertasanditega.

Lause 6.5. Reaalses TVR-s X on hiipertasand H = [f = o] kas kinnine voi tihe, s.t. kas
H = H voit H= X. Seejuures on H kinnine parajasti siis, kui f on pidev.

Toestus. Pideva funktsionaali f korral on H kinnine, s.t. H = H (kontrollida! K.
Naitame, et kui f € X*\ X', siis Hy = X, seega suvalise z € H korral

H=z2+Hy=z+Hy=24+X=X

(selgitada! pX. Kuna f ei ole pidev punktis 0, siis saame valida sellise pere (z4),. ja € > 0,
et z, — 0, kuid |f (z,)] > € iga o € T korral (selgitada! . Olgu x € X suvaline, votame
f(z)

Wa = T = j5 5% siis w, € Hp ja w, — « ruumis X (kontrollida!)PX. See téhendabki, et

Hy=X. m

Hahn-Banachi teoreemi tegelik tdhendus topoloogiliste vektorruumide teoorias ilmneb
eraldamisteoreemides. Arvukatest eraldamisteoreemidest toestame siinkohal teoreemi 6.7,
mis ilmekalt demonstreerib Hahn-Banachi teoreemi rolli seda tiiiipi teoreemide toestustes.
Lause toestamiseks vajame jargmist lemmat.

Lemma 6.6. Kui G on TVR-i X lahtine alamhulk, siis iga f € X*\ {0} korral on kujutis-
hulk f (G) lahtine ruumis K.

Toestus. Olgu a € f(G) suvaline punkt, nditame, et ta on sisepunkt. Selleks leiame
sellise A > 0, et punkti a timbrus

{a+up||pl <A}
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sisaldub hulgas f (G).
Olgu = € G omadusega f (r) = a. Kuna

0=x—x € G—xjaG—z on lahtine hulk

(pohjendada! K, siis G — x on nulliimbrus TVR~s X. Edasi, kuna f # 0, siis saab valida
xo € X omadusega f (x9) = 1. Nulliimbrus G — x neelab punkti x :

IN>0:|pl < A= pzg € G—u.

Secga, kui [ < A, sits o = f (jz0) € f (G — 2) = [ (G)—f (2) ehk artp = f (x)+11 €  (G),
mis tdhendabki, et {a+p | |u| < A} C f(G). =

Teoreem 6.7. Olgu F ja G TVR-1 X kumerad alamhulgad. Eeldame, et E NG = @ ning
G on lahtine. Siis leiduvad sellised f € X' ja reaalarv t, et

Ref(z)<t<Ref(y) igaz€eG jayé€E E korral.

Toestus. Mérgime koigepealt, et piisab, kui toestame viite juhul K = R. Nimelt voib
juhul K = C iga f € X* esitada kujul

fe) =¢(x) —ip(ix) (reX),

kus ¢ (z) € R, ning f on pidev parajasti siis, kui ¢ on pidev. Kéesoleva viite toestamiseks
tulebki meil tegelikult kontrollida ¢ = Re f olemasolu.

Valime vabalt punktid zy € G ja yo € E ning tdhistame xqy := yg— 29 ja C := G — E + xy.
Siis
1) C on kumer,
2) C on lahtine, sest C' = J{G —u+zo | u € E} ja G on lahtine,
3) zo ¢ C, sest vastasel korral 0 € G — E, mis on voimalik vaid siis, kui GN E # &,
4) 0=—x9g+20€ G— E+ x.
Seega on C' lahtine kumer nulliimbrus TVR-s X, jarelduse 5.7 ja teoreemi 5.10 pohjal on
tema Minkowski funktsionaal p := pc pidev positiivne sublineaarne funktsionaal, seejuures
p (o) =1 (vrd. 3)). Moodustame vektoralamruumi Xy := {z = Azg | A € R} ja defineerime
selles lineaarse funktsionaali

f()i Xo— ]R, )\ZL’() — A

Osutub, et fo (z) < p(x) iga x € Xy puhul. Toepoolest, juhul A > 0 on

Jo (Azg) = A < Ap(20) = p (Axo),

juhul A < 0 saame, et fy (Azg) = A < p(Azg). Rakendades niitid Hahn-Banachi teoreemi 6.2,
jatkame funktsionaali fj lineaarselt kogu ruumi X nii, et jatk f € X* rahuldaks tingimust
f(x) < p(z) iga © € X korral. Seejuures f € X'. Et selles veenduda, paneme téhele,
et V := C N (=C) on nulliimbrus TVR-~s X. Kuna f(z) < p(z) < 1, kui z € C, siis
f(x)>—1,kuiz € (=C), seega |f ()] < 1iga x € V korral, lausest 6.1 saame funktsionaali
f pidevuse.

Olgu niitid 2z € G ja y € E suvalised elemendid, siis

f)=fy+1=[f(z—y+mz) <p(z—y+x0) <1,



TOPOLOOGILISED VEKTORRUUMID 51

sest z —y + xy € C. Niisiis, f(2) < f(y) suvaliste z € G ja y € E puhul. Kuna G on
lahtine TVR-s X, siis on kujutishulk f (G) lahtine reaalarvude ruumis R (vrd. lemma 6.6).
Seepérast

[ <t<fly) (z€G yek),
kus t :=sup{f(z) | z € G}. Teoreem on toestatud. m

Jareldus 6.8. Kui TVR-s X on olemas mittetriviaalseid lahtisi kumeraid alamhulki, siis lei-
dub selles ruumis mddratud mittetriviaalseid pidevaid lineaarseid funktsionaale, s.o. funktsio-
naale f € X"\ {0}.

Toestus. IsesisvaltDd =
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7 Lokaalselt kumerad ruumid

7.1 Lokaalselt kumera topoloogia kirjeldamine nulliiimbruste baasi
ja poolnormide abil

Vaatamata oma elegantsusele, jatab topoloogiliste vektorruumide teooria paljus soovida, si-
suka teooria loomiseks on topoloogilise vektorruumi moiste liiga iildine. Tulles korraks tagasi
eraldamisteoreemi 6.7 juurde, méargime, et selle néiliselt iildine iseloom on moneti petlik, sest
iildjuhul ei pruugi topoloogilises vektorruumis mittetriviaalseid kumeraid lahtisi alamhulki
olla. Nende olemasoluks on vaja, et selles ruumis oleks mittetriviaalseid kumeraid nullitimbru-
si. Jarelduse 6.8 kohaselt on kumera nullitimbruse olemasolu tihedalt seotud mittetriviaalsete
pidevate lineaarsete funktsionaalide olemasoluga vaadeldavas ruumis. Allpool ndeme (vrd.
néide 7.3), et leidub selliseid TVR-e X, mille puhul X’ = {0}.

Nendest mérkustest lahtudes, vaatleme jargnevalt lokaalselt kumeraid ruume, nendele on
pithendatud kogu iilejadnud osa kaesolevast loengukursusest.

Lokaalselt kumer ruum. Definitsioon. TVR-i X nimetatakse lokaalselt kumeraks
ruumiks (edaspidi lihidalt LKR), kui tal leidub kumeratest alamhulkadest koosnev nulli-
iimbruste baas.

Olgu X LKR ja U suvaline nullitimbrus selles ruumis. Vastavalt lausele 2.6 leidub sel-
line (tasakaalus) kinnine nulliimbrus Uy, et U; C U. Edasi valime kumera nulliimbruse
V omadusega V' C U, ja rakendades veel kord lauset 2.6, leiame tasakaalus nullitimbruse
Uy, mis sisaldub hulgas V. Téhistame W := convU,, see on kinnine absoluutselt kumer
nullitimbrus (pohjendadalX, vrd. iilesanne 5.2 ja jéreldus 5.4), kusjuures

WcVcU=UcU.

Niisiis sisaldab lokaalselt kumeras ruumis iga nullitimbrus kinnist absoluutselt kumerat nul-
liimbrust. Seega oleme toestanud jargmise olulise véite.

Lause 7.1. Igas LKR-s leidub selline nulliiimbruste baas, mis koosneb kinnistest absoluutselt
kumeratest hulkadest.

Lokaalselt kumera topoloogia defineerimine nullitimbruste (pre)baasi abil. Ol-
gu B, neelavate absoluutselt kumerate alamhulkade mittetiihi siisteem vektorruumis X,
téhistame

%::{aﬂ‘/ﬂg>0, Vl,...,VnE‘BO,nEN}. (7.1)
i=1

Stisteemi B elemendid, s.o. siisteemi B, elementide koikvoimalike loplike iihisosade kord-
sed positiivsete kordajatega, on samuti absoluutselt kumerad alamhulgad. Vahetu kontroll
néitab, et B rahuldab teoreemi 2.5 tingimusi (NB1) — (NB4) (vt. iilesanne 7.1). Seega on
B mingi lokaalselt kumera topoloogia 7 nullitimbruste baas vektoruumis X, siisteemi B,
nimetatakse topoloogia 7 nulliimbruste prebaasiks ehk eelbaasiks. Pidades silmas lauset 2.7,
on lihtne veenduda, et LKR (X, 7) on eralduv parajasti siis, kui

(AW [A>0, VeB}={0}. (7.2)
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Toepoolest, tingimusest (7.2) tuleneb topoloogia 7 eralduvus ténu seosele
(YW IWeB}c AV IA>0, VeB},

teisalt, kui (X, 7) on eralduv, siis lause 2.7 kohaselt saab suvalise x € X\ {0} korral valida
e>0jaVi,...,V, € Bgnii, et ¢ ¢ ) V. Siit jareldub tingimus (7.2).
i=1
Niisiis kehtib jargmine lause.

Lause 7.2. Iga absoluutselt kumerate neelavate alamhulkade sisteem Bo vektorruumis X
mddarab selles lokaalselt kumera topoloogia, mis on eralduv parajasti sits, kui Bo rahuldab
tingimust (7.2).

Ulesanne 7.1. Veenduda, et eelpool defineeritud siisteem 9B rahuldab teoreemi 2.5 tingi-
musi (NB1) — (NB4).

Lisame siinkohal olulise markuse. Paneme tahele, et kui almhulkade siisteem ‘5, on
lokaalselt kumera topoloogia 7 prebaas vektorruumis X (s.t. seosega (7.1) méératud siisteem
B on T-nulliimbruste baas), siis siisteemi B iga alamsiisteem €, mis sisaldab siisteemi By,
on samuti topoloogia 7 prebaas, s.t.

i=1

¢i= {5ﬂVi|€>0, Vi,...,Va €8, neN}

on 7-nulliimbruste baas. On selge, et € on mingi lokaalselt kumera topoloogia 7" nullitimb-
ruste baas. Lihtne on néha, et B C €, seega 7 C 7. Vastupidise sisalduvuse toestamiseks
votame suvalise W € € ja leiame V' € B omadusega V' C W. Paneme téhele, et kuna
&y C *B, siis W on esitatav kujul

n ki
W = 5ﬂ ﬂ &tin(l), kus € >0, >0 ja Vk,(z) € By.
i=1 k=1

Tanu hulkade Vk(i) tasakaalustatusele saame sisalduvuse

n k;
V=W cw,
i=1 k=1
kus ¢/ := emin{ey,...,&,}. Seejuures V € B.

Lokaalselt kumera topoloogia defineerimine poolnormide abil. Lokaalselt kumera
ruumi iiks tdhelepanuvaidrsemaid omadusi on see, et tema topoloogiat saab kirjeldada ka
analiititiliselt, nimelt poolnormide abil.

Lause 7.3. (a) Iga poolnormide sisteem {p,} . vektorruumis Xmddrab selles ruumis lokaal-
selt kumera topoloogia T nullitimbruste baasiga

B={W.,, 1 1e6>0, 7,...,mel, neN}, (7.3)
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kus

1<i<n

Wemom = {x € X | max p,, () < 5} .

Seejuures on poolnormid p., pidevad topoloogias 7. Topoloogia T on eralduv parajasti siis, kus
poolnormide siisteem {p,} eraldab punktid vektorrumis X, s.t. kui ta rahuldab tingimust

Ve e XN A{0} Iyel: p,(z)#O0. (7.4)

(b) Iga lokaalselt kumera topoloogia saab mddrata mingi poolnormide sisteemiga {p} .

Toestus. (a) Olgu vektorruumis X méératud poolnormide siisteem {p,y}vGF ning olgu
alamhulkade siisteem B defineeritud seosega (7.3). Téhistame iga poolnormi p., puhul tema
kinnise ihikkera stimboliga V/, s.t.

V,:={ze X |p, (x) < 1.

Kuna V,, on absoluutselt kumer neelav alamhulk (vrd. ilesanne 5.4), siis By := {V, | v € T'}
médrab vektorruumis X sellise lokaalselt kumera topoloogia, mille nullitimbruste baasi moo-
dustavad alamhulgad

6ﬂ‘/%:W€771 ----- Tn (6>07 ’717"'7’7716F7n€N) (75)
1=1

(vrd. lause 7.2). Seejuures rahuldab prebaas By LKR-i (X,7) eralduvuseks tarvilikku ja
piisavat tingimust (7.2) parajasti siis, kui poolnormide stisteem {p,} rahuldab tingimust
(7.4):

(72) Ve e XN {0} Iyel IA>0: z ¢\,
eVre XN A{0} 3yel IA>0: p,(x) >\ & (74).

Poolnormide p., pidevus jareldub teoreemist 5.10, sest p, on hulga V., Minkowski funktsionaal:

pv, (r) =inf {u >0 |z € pV,} =inf {p>0|p, (z) < p}
=p,(z) (zeX).

(b) Olgu (X, 7) LKR ja olgu B selle ruumi nullitimbruste baas, mis koosneb kinnistest
absoluutselt kumeratest alamhulkadest. Moodustame hulkade V' € 8 Minkowski funktsio-
naalid py, need on pidevad poolnormid, kusjuures V = {z € X | py () < 1} (vrd. teoreem
5.10). Viite (a) kohaselt méérab see poolnormide siisteem {py } .o vektorruumis X lokaal-
selt kumera topoloogia 7, nulliimbruste baasiga

B, = {gﬂm le>0, Vi,..,V, € B, neN}.
i=1
Kuna B on topoloogia 7 prebaas, siis maaravad 8 ja B iihe ja sama topoloogia, s.t. 71 = 7.
Teoreem on toestatud. m

Lepime kokku kasutada edaspidi valjendeid lokaalselt kumer topoloogia on mddaratud
(pre)baasiga B ja lokaalselt kumer topoloogia on mddratud poolnormide sisteemiga {p-}
just selles tdhenduses, nagu on kasutatud lausetes 7.2 ja 7.3.

~yel
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Olgu {p,},cr ja {gs}scn kaks poolnormide siisteemi vektorruumis X. Paneme téhele, et
kui {p,} C {gs}, siis nende poolt médratud vastavad lokaalselt kumerad topoloogiad 7 ja
7’ rahuldavad seost 7 C 7/. Et selles veenduda, fikseerime suvalise 7-nullitimbruse W ning

nditame, et ta on ka 7/-nulliimbrus. Kuna hulgad (7.5) moodustavad topoloogias 7 nulli-

timbruste baasi, siis leiduvad sellised € > 0 ja v1,...,7, € ', et Wo,,, ., =V, C W.
i=1

Eelduse kohaselt p.,, ..., Py, € {¢5}scn, seetottu on hulgad V,,, ..., V, ka 7'-nulliiimbrused.

Jarelikult on W, ,, .. ja seega ka hulk W 7’-nullitimbrus.

Lause 7.4. Olgu (X,7) LKR ja olgu P koigi pidevate poolnormide p: X — R stisteem. Siis
stiisteemi P poolt madratud lokaalselt kumer topoloogia langeb kokku esialgse topoloogiaga T.

Toestus. Olgu 7y poolnormide siisteemiga P médratud lokaalselt kumer topoloogia,
fikseerime mingi poolnormide siisteemi {pv}vep, mis méédrab lahtetopoloogia 7 (vrd. lause
7.3(b)). Kuna kéik poolnormid p, on lause 7.3(a) pohjal 7-pidevad, siis {p,} ., C P ja
eelneva markuse kohaselt 7 C 7y. Vastupidise sisalduvuse kontrollimiseks paneme koigepealt
téhele, et p~' ((—1,1)) on iga p € P puhul lahtine hulk LKR-s (X, 7) ja

Oep (L)) CV,={zeX|p(x) <1},

jarelikult on V,, 7-nullitimbrus iga p € P korral. Seega on ka koik hulgad

n

6ﬂVm (>0, p1,....,pn € P, n € N),

i=1

mis moodustavad topoloogias 7y nullitimbruste baasi, 7-nullitimbrused. See tdhendabki sisal-
duvust 9y C 7. m

7.2 Koonduvus ja tokestatus lokaalselt kumeras ruumis

Lokaalselt kumerat topoloogiat kirjeldavate poolnormide abil on lihtne uurida perede (s.h.
jadade) koonduvust ning alamhulkade tokestatust selles topoloogias.

Lause 7.5. Olgu LKR-i (X, ) topoloogia mddratud poolnormide sisteemiga {p,} .
(a) Elementide pere (x4),c4 koondub punktiks x ruumis X parajasti siis, kui

lim p, (zq —x) =0 iga v € I" korral. (7.6)

a€cA

(b) Alamhulk E C X on tokestatud ruumis X parajasti siis, kui iga poolnorm p. on selles
hulgas tokestatud, s.t. kui

sup p, (z) < oo igay € I' korral. (7.7)
el

Toestus. (a) Tarvilikkus. Kuna poolnormid p, on 7-pidevad, siis eeldusest z, — 2 — 0
jareldub, et p, (z, — ) — 0 koikide v € I" korral.
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Piisavus. Eeldame, et tingimus (7.6) on tédidetud. Moodustame nullitimbruste baasi B
nii nagu lauses 7.3(a). Olgu V' = {x € X | max py, () < 5}, kus e > 0 ja yy,...,7, € I,

baasi B mingi element. Iga ¢ = 1,...,n puhul saame leida sellise indeksi a; € A, et
aZ=aq; = py, (rg —x) <e.
Kui ag > «; iga 1 =1,...,n korral, siis

a > ap= max p,, (r, — ) < e,
1<isn

s.t. xo, —x € V, kui a > . Niisiis, x, — * LKR-s X.
(b) Tarvilikkus. Olgu E' C X tokestatud alamhulk. Téhistame suvalise v € I" korral

Vyi=H{e e X|p,(2) <1},

see on nullitimbrus tdnu poolnormi p., pidevusele (selgitada!PX. Kuna E on tokestatud, siis
saab leida niisuguse A > 0, et A/ C V,, s.t.

Py (x) < (x € E).

>

Seega kehtib (7.7).
Piisavus. Eeldame, et tingimus (7.7) on tédidetud. Olgu W suvaline 7-nullitimbrus, siis

leiduvad sellised ¢ > 0 ja v1,...,7, € I', et Wy, . = ¢V, C W. Kuna poolnormid
=1

Doy -« -5 Dy rahuldavad tingimust (7.7), siis leiduvad positiivsed arvud My, ..., M, omadu-

sega
py () <M; (i=1,....n, x€FE),

seega
. < = ; .
max py, (¢) < M= max M; (z € E)
Olgu A := 47, siis iga z := Ar € AE korral
€
v = . < — =
max py, (z) = Amax p,, (2) < .- M =¢ (v € E),

st. \E C W, ,,. . ~. CW. Néeme, et I/ on tokestatud. m

Lause 7.6. (a) Kui E on tokestatud alamhulk LKR-s X, siis ka tema absoluutselt kumer
kate absconvE on tokestatud.

(b) Kui E on taielikult tokestatud alamhulk LKR-s X, siis ka tema absoluutselt kumer kate
absconvE on tdielikult tokestatud.

Toestus. (a) Olgu B ruumi X nulliiimbruste baas lahtistest absoluutselt kumeratest
hulkadest. Kui £ C X on tokestatud, siis suvalise fikseeritud V' € 98 korral leidub A > 0, et
E C \V. Seega absconvE C absconvAV = AV s.t. absconvE on tokestatud.
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(b) Olgu E' C X taielikult tokestatud, olgu V' € 9B. Valime U € B omadusega U+U C V
ning zy,...,o, € Fqii, et £ C | (x; + U). Moodustame
i=1

H := absconv {zy,...,z,}

ja néitame koigepealt, et H on kompaktne alamhulk LKR-s X. Selleks vaatleme normee-

ritud ruumi £}, s.o. vektorruumi K™ normiga || A := > |Ax], kus A := (A, ..., \,) € K™
k=1

n?

Defineerime lineaarse kujutuse

L= X, A > Ay
k=1

See kujutus on pidev punktis 0: kui ()\("‘)) on selline elementide (@) := (A@, ey )\510‘)) pere

normeeritud ruumis £}, mis koondub punktiks 0, siis arvpere (x\l(f)> koondub arvuks 0 iga

k=1,...,n korral, mistottu

o (A) =3 A%z, — 0 LKR-s X.
k=1

Edasi paneme téhele, et H = ®(B), kus B := {A € £} | |\|| < 1} on Ioplikumootmelise
normeeritud ruumi £} kinnine iihikkera, seega kompaktne hulk. Jirelikult H kui kompaktse
hulga pidev kujutis on toepoolest kompaktne hulk ruumis X.

Moodustame hulga H lahtise katte | J{z+ U | z € H}, see sisaldab kompaktsuse tottu
lopliku osakatte | J{z + U |l =1,...,7r}. Seega

absconvE C absconv U (x; + U) C absconv{zy,...,x,} + absconvU
i=1

ZH—FUCOZZ—}‘U‘FUCOZ]—’—V.

=1 =1

Kokkuvéttes, iga nulliimbruse V' puhul leidub 16plik alamhulk {z,..., 2.} C absconvFE, et

absconvE C J z + V. See tdhendabki, et absconvE on téielikult tokestatud. m
=1

7.3 Metriseeruvad ja normeeruvad lokaalselt kumerad ruumid

Teoreemi 4.2 jargi on TVR X metriseeruv parajasti siis, kui ta on eralduv ja tal on loenduv
nulliimbruste baas. Lihtne on kontrollida, et igas metriseeruvas LKR~s X on selline loenduv
nullitimbruste baas B = {V,, | n € N}, mis koosneb (kinnistest) absoluutselt kumeratest hul-
kadest (selgitada!)X. Kuna poolnormide siisteem {pv;, }, .y, kus py, on hulga V;, Minkowski
funktsionaal, mééarab ruumi X topoloogia (vrd. lause 7.3(b) toestus), siis voime viita, et iga
metriseeruva lokaalselt kumera topoloogia saab méaérata loenduva poolnormide siisteemiga.
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Olgu ntitid (X, 7) selline eralduv LKR, mille topoloogia on médratud mingi loenduva

poolnormide siisteemiga {p,}, o - Téhistame

- 1 Pn (l’ B y)
d(z,y) = ———— (r,y e X), 7.8
see on nihke suhtes invariantne meetrika vektorruumis X (kontrollida!)X. Ta méaérab
metriseeruva topoloogia 71, kusjuures mingi elementide pere (z,),., puhul

limd(z,,0)=0 < liergpn (o) =0 (neN) (7.9)

acA

(kontrollida! K. Teisi sonu, x, — 0 topoloogias 7 parajasti siis, kui z, — 0 topoloogias
7. Seega nii iihikoperaator 7: (X, 7) — (X, 71) kui ka tema poordoperaator i~* on pidevad
punktis 0, s.t. 7 = 7.

Me oleme toestanud jargmise olulise lause.

Lause 7.7. Eralduv lokaalselt kumer ruum on metriseeruv parajasti siis, kui tema topoloogia
saab mddrata loenduva (voi lopliku) poolnormide siisteemiga.

Naiide 7.1. Vaatleme veel kord peatiikis 4 toodud néites 4.1 késitletud TVR-i C (C).
Kuna alamhulgad
1 . .
Vpi = {x =z(t)]|]z@)] <=, kul |t| < n} (n,7 €N),
?
mis moodustavad loenduva nullitimbruste baasi, on absoluutselt kumerad, siis on tegemist
metriseeruva lokaalselt kumera ruumiga.

Normeeruvad LKR-d. Lihtne on néha (kontrollida! X, et kui eralduv lokaalselt kumer
topoloogia 7 vektorruumis X on méératud lopliku poolnormide siisteemiga {p1,...,pm},
siis funktsionaal

p: X >R, =~ max p; (z)

1<i<m

on norm ning (X, p) on normeeritud ruum. Sel juhul iitleme, et TVR (X, 7) on normeeruv.
Kerkib kiisimus, kuidas topoloogiliste vektorruumide hulgas normeeruvaid ruume ara tunda.
Vastuse annab jargmine lause.

Lause 7.8 (Kolmogorovi teoreem). Eralduv TVR (X, T) on normeeruv parajasti siis, kui
tal on tokestatud kumeraid nulliiimbrusi.

Toestus. Tarvilikkus. Normeeritud ruumi iihikkera on tokestatud kumer nullitimbrus
(vrd. {ilesanne 5.4).

Piisavus. Olgu V' tokestatud kumer nullitimbrus eralduvas TVR-s X. Lause 2.3(b) ko-
haselt sisaldab V' tasakaalus nulliimbrust V;. Téahistame U := conv Vj, see on kinnine
absoluutselt kumer nullitimbrus, seejuures tokestatud (pohjendada!)X. Hulga U Minkowski
funktsionaal py on jarelduse 5.7 pohjal poolnorm. Néitame, et py on norm, selleks on vaja
kontrollida implikatsiooni

pu(x)=0=2=0. (7.10)
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Koigepealt mérgime, et kuna U on tokestatud hulk, siis iga nullitimbruse W korral saab
valida arvu e > 0 omadusega eU C W. Seega on {eU | € > 0} 7-nulliimbruste baas, mistottu
(vrd. lause 2.7) ({eU | e > 0} = {0}. Niisiis, kui = # 0, siis leidub niisugune ¢ > 0, et = ¢
eU, s.t. py (x) # 0. Seega on implikatsioon (7.10) 6ige. Tdhendab, (X, py) on normeeritud
ruum iihikkeraga U (vrd. teoreem 5.10) ja kuna {eU | e > 0} on 7-nullilimbruste baas, siis
normi poolt madratud topoloogia langeb esialgse topoloogiaga kokku. m

Jareldus 7.9. Eralduv lokaalselt kumer ruum on normeeruv parajasti siis, kui tal on tokes-
tatud nulliiimbrus.

Siinkohal on vajalik juhtida tdhelepanu erinevusele normeeritud ruumi ja lokaalselt
tokestatud ruumi vahel (vrd. pt. 4). Loomulikult on iga normeeritud ruum lokaalselt
tokestatud, tdpsemalt Oeldes, lokaalselt tokestatud ruum on normeeritud ruum parajasti
siis, kui ta on lokaalselt kumer. Seda, et eksisteerib lokaalselt tokestatud ruume, mis ei ole
lokaalselt kumerad, néitab jargmine néide.

Naiide 7.2. Vaatleme vektorruumi /7, mille elementideks on arvjadad x = () omadu-
sega
o] = [’ < oo,
k

olgu seejuures 0 < p < 1. Reaalarvude a,b > 0 puhul kehtib vorratus (a +b)” < a? + P,
millest saame seose

lz +y| < |z| +y|

See tahendab, et £ on vektorruum, milles sosega & +— |£| maaratud funktsionaal on pseudo-
norm (veendudal! X, seega on (7 metriseeruv TVR meetrikaga

d(y) =z —yl = |ox -l (r,yel?).
k

Saab naidata, et meetriline ruum ¢? on téielik. Meie jaoks on olulisem see fakt, et /7 ez ole
lokaalselt kumer. Vaatleme elemente €' := (0, ...,0,1,0,...), mille i-s koordinaat on 1 ja
i € N. Kuna d(¢%,0) = 1 iga 4 korral, siis hulk {e’ | i € N} on ruumis 7 tokestatud, kuid
tema kumer kate conv{e’ | i € N} ei ole tokestatud. Nimelt on kumerate kombinatsioonide

™ =1 (el + .. +¢e") jada ruumis (7 tokestamata, kuna
1\ n
(n) = — = — = 1-p — — .
|2 ,;:1 (n) =N o0 (n— o0)

Lause 7.6(a) jirgi ei ole ¢» LKR.

Margime, et ruumid /P on juhul 0 < p < 1 tdhelepanuvéarsed eeskéitt kui metriseeruvad
TVR-d, mis ei ole lokaalselt kumerad. Hoopis olulisemad ja huvitavamad on ruumid ¢?, kui
1 < p < o0, sel juhul saame tuntud ja pohjalikult uuritud Banachi ruumid.
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7.4 Lokaalselt kumera ruumi kaasruum

Eralduvate lokaalselt kumerate ruumide iiks tdhtsamaid eeliseid iilejaanud topoloogiliste
vektorruumide ees on see, et neil on "palju” pidevaid lineaarseid funktsionaale. Vektorruumi
X algebralise kaasruumi X* alamruumi Y elementide rohkuse mooduks on see, milliseid
eraldamisteoreeme see alamruum rahuldab.

Definitsioon. Oeldakse, et vektoralamruum Y C X* eraldab punktid vektorruumis X,
kui suvaliste =,y € X korral, kus x # y, leidub funktsionaal f € Yomadusega f (z) # f (y).
[lmselt on see tingimus samavadrne noudega

Ve e XN A0} 3feY: f(x)#0.
Lause 7.10. Vektorruumi X algebraline kaasruum X* eraldab punktid vektorruumais X.

Toestus. Fikseerime vektorruumis X mingi algebralise baasi F. Siis iga elemendi z € X
korral leiduvad n € N, elemendid a4, ..., a, hulgast F ja skalaarid Aq,..., A, nii, et

T=Y A, (7.11)
k=1

kusjuures see esitus on tihene. Olgu zo € X\ {0} fikseeritud, siis baasis F leidub mingi
element a, mis kuulub elemendi x, esitusse (7.11) ja talle vastav kordaja on nullist erinev.
Niisiis, elemendi x esituses (7.11) leidub selline ky € {1,...,n}, et a = ax, ja \g, # 0.
Defineerime niiiid funktsionaali f: X — K jargmiselt: suvalise x € X puhul on f (z) baasi-
elemendi a kordaja elemendi z esituses (7.11), kui a kuulub sellesse esitusse, kui ta ei kuulu,
siis f(x) := 0. Saab néidata, et f on lineaarne, s.t. f € X* (kontrollida!)X. Seejuures

f(@o) =AMy #0. m

See, kas topoloogilise vektorruumsi topoloogiline kaasruum eraldab punktid, osu-
tub pohimottelise tdhtsusega kiisimuseks vaadeldavas teoorias. Meie eesmérk on naidata, et
eralduva lokaalselt kumera ruumi korral on vastus sellele kiisimusele positiivne. Lisaks sellele
toestame veel kaks meile edaspidi vajalikku eraldamisteoreemi.

Alustame jargmise olulise faktiga.

Lause 7.11. Lineaarne funktsionaal f LKR-s X on pidev parajasti sits, kui leidub selline
pidev poolnorm p: X — R, et |f (z)| < p(x) iga x € X korral.

Toestus. IseseisvaltPd m

Selle véite abil on lihtne Hahn-Banachi teoreemist saada jargmine lause, mida voiks
nimetada funktsionaali pideva jatkamise printsiibiks lokaalselt kumerates ruumides.

Lause 7.12. Olgu X, LKR-i X vektoralamruum. Iga fo € (Xo)' korral leidub f € X'
omadusega

f@)=fo(z) (reXo).
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Toestus. Olgu B absoluutselt kumeratest nullitimbrustest koosnev baas ruumis X, sel
juhul By := {UN X, | U € B} on alamruumi X, nulliiimbruste baas. Kuna f, € (X),
siis lause 6.1 kohaselt leidub niisugune V' € B, et |fy (z)| < 1 koikide z € V' N X puhul.
Moodustame hulga V' Minkowski funktsionaali py, see on pidev poolnorm (vrd. teoreem
5.10). Edasi, iga © € X, jaoks saab leida positiivse arvu a omadusega = € oV, seega
|fo (@) = |fo ()] = a|fo (v)| < a, kus z = av ja v € V N X,. Saame vorratuse

lfo(@)| <inf{a>0|zeaV}=py(x) (x€ Xp).

Toestuse lopuleviimiseks rakendame teoreemi 6.4 ning jatkame funktsionaali fy kogu ruumi
X nii, et saadud jatk f € X* rahuldaks vorratust |f (z)| < py (z) iga © € X korral. Kuna
py on pidev poolnorm, siis lause 7.11 pohjal f € X'. =

Toestatud lause voimaldab anda vastuse eespool piistitatud kiisimusele pidevate lineaar-
sete funktsionaalide rohkuse kohta lokaalselt kumeras ruumis.

Teoreem 7.13. Eralduva LKR-i X kaasruum X' eraldab punktid ruumis X.

Toestus. Votame suvalise punkti zp € X\ {0} ning pideva poolnormi p : X — R
omadusega p (xg) # 0 (vrd. lause 7.3). Meie eesmérk on leida niisugune f € X', mille korral
[ (x9) # 0. Moodustame alamruumi X, := {Azg | A € K} ning defineerime funktsionaali

fo:Xo—= K, Axgr— Ap(x).
Ilmselt on fy lineaarne, lause 7.11 kohaselt on ta ka pidev, sest

| fo (Azo)| = [A[p(z0) = p(Azo) (A €K).
Rakendades lauset 7.12, leiame funktsionaali fj jatku f € X'| siis f (z9) = p(x09) #0. m

Ulesanne 7.2. Tdestada, et kui vektorruumis X on defineeritud kaks topoloogiat 7 ja
. .o !/ /!
Ty ning 71 C Ty, siis (X, 1) C (X, 7).

7.5 Veel kaks eraldamisteoreemi

Me tuletame teoreemist 6.7 veel kaks eraldamisteoreemi. Jargmine lause on siduvaks liiliks
nende ja teoreemi 6.7 vahel.

Lause 7.14. Kui E on LKR-i X kumer alamhulk ja xy € X\E, siis leidub selline funkt-

sionaal f € X', et f (zo) ¢ f(E).

Toestus. Kuna zy ei kuulu alamhulga E sulundisse, siis saame valida lahtise kume-
ra nulliimbruse U omadusega (zo+ U) N E = @ (pohjendadal)PX. Rakendame kumeratele
hulkadele G := xg + U ja E teoreemi 6.7 ning leiame funktsionaali f € X’ mis rahuldab
tingimust f (zo + U) N f (E) = @. llmselt on f (¢ + U) lahtine hulk ruumis K (vt. jareldus
6.8), seetottu saab punktile f(x¢) leida imbruse B C f (zo+ U). Niisiis, BN f (E) = &,
jarelikult f(xzo) ¢ f(E). m
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Teoreem 7.15. Olgu X LKR. B
(a) Kui E C X on absoluutselt kumer ja xo € X\ F, sis leidub funktsionaal f € X'
omadusega

f(@)| <1 (x€E), f(x)>1.

(b) Olgu Xy ruumi X wvektoralamruum. Element xo € X on alamruumi Xo puutepunkt
paragjasti siis, kui f (xq) = 0 iga niisuguse funktsionaali f € X' korral, mis rahuldab tingimust
f ’Xo = 0.

Toestus. (a) Antud eeldustel saab lause 7.14 kohaselt leida sellise funktsionaali g € X,
mille puhul g (z¢) ¢ ¢ (FE). Seejuures on g (£) ning jarelikult ka g () absoluutselt kumer
alamhulk vektorruumis K. Téhendab, g (E) on kas kinnine ring komplekstasandil (juhul
K = C) voi reaaltelje 16ik (juhul K = R) keskpunktiga 0 (kontrollida! K. Kuna g (zo) ¢ g (F),

siis voime eeldada, et g (z9) > sup |g (z)| =: a. Defineerime
€l

ﬁg, kui o =0,

foo {—lcfg(fsg)g, kui a0 # 0,
siis suvalise x € E puhul |f (z)] = @ < 1, kui @ # 0, ning |f (z)| = 0, kui @ = 0. Samal
ajal f (xo) > 1. Niisiis on funktsionaalil f koik noutud omadused.
(b) Tarvilikkus. Olgu zy € Xo, siis leidub alamruumi X, elementide pere (24),p, mis
koondub punktiks zo LKR-s X. Kui f € X’ on nullfunktsionaal vektoralamruumis X, siis

7 (20) = i  (4) = .
[e1S
Piisavus. Oletame, et 2o ¢ X, ja rakendame lauset 7.14. Selle kohaselt leidub f € X’
omadusega [ (zg) ¢ f(Xo), jarelikult f(Xy) = {0}, millest tuleneb, et f|x, = 0. Samal
ajal f(zg) #0. =

Jéreldus 7.16. LKR-1 X vektoralamruum Xo on tihe ruumis X parajasti sis, kui f Ix, #0
iga € X'\ A0} korral. Teisisonu, Xo = X parajasti siis, kui

f |X0 =0= f =0
iga f € X' korral.
Toestus. IseseisvaltPd =

Naiide 7.3. Vaatleme veel kord néites 4.2 késitletud koigi 16igus [a, b] Lebesgue’i mottes
mootuvate peaaegu koikjal 16plike funktsioonide TVR-i S [a, b] . Me veendusime, et selle ruu-
mi topoloogiline koonduvus langeb kokku funktsionaaljada moodu jéargi koonduvusega loigus
la, b]. Funktsiooniteooriast teame, et S [a,b] on lihtsate funktsioonide hulga sulund méodu
jargi koonduvuse mottes, kus lihtsate funktsioonide all méistame 16igu [a, b] intervallide ka-
rakteristlike funktsioonide lineaarseid kombinatsioone. Olgu f € S[a,b]’, eeldame, et f # 0.
Mérgime tahega H 16igu [a,b] koigi intervallide karakteristlike funktsioonide hulga. Kuna
spanH on tihe TVR-is S [a, ], siis f |z # 0. Seetottu saame iga n € N puhul valida intervalli
A, C la,b] nii, et mesA,, < % ja tema karakteristlik funktsioon ya, rahuldab tingimust
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f(xa,) =: 6, # 0. Téhistame z,, := é)@n ja paneme téhele, et x,, — 0 moodu jargi, s.t.
x, — 0 TVR-s S [a, b]. Funktsionaali f pidevuse tottu f (x,) — 0, samal ajal

P =1 (o) = 57 (e) =1 (e,
Saadud vastuolu annab tunnistust sellest, et TVR-is S [a,b] ei leidu iihtegi mittetri-
viaalset pidevat lineaarset funktsionaali, s.t. S[a,b]’ = {0}.

Néide 7.3 titleb meile muuhulgas, et teoreem 7.13 ei ole iilekantav koigile topoloogilistele
vektorruumidele. Leidub metriseeruvaid (seega eralduvaid) topoloogilisi vektorruume, millel
ainukeseks pidevaks lincaarseks funktsionaaliks on nullfunktsionaal. Selline situatsioon (ka
mitte-eralduvate) lokaalselt kumerate ruumide puhul ei ole voimalik (vrd. jareldus 6.8).
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8 Vektorruumide duaalsed paarid

8.1 Duaalne paar

Jargmised kaks peatiikki on piihendatud topoloogiliste vektorruumide duaalsuseteooriale.
Selle teooria ldahteidee - uurida topoloogilist vektorruumi tema kaasruumi abil - on périt
klassikalisest funktsionaalanaliiiisist, kuid siin vaadeldavas kontekstis saab see idee oluliselt
tildisema késitluse.

Vektorruumide duaalne paar. Olgu (X, 7) eralduv LKR. Nagu me eelmises peatiikis
veendusime, on tema kaasruumis X' piisavalt palju elemente, eraldamaks punktid ruumis X .
Duaalsuseteooria iiks tiitipilisemaid ja fundamentaalsemaid iilesandeid on kirjeldada lokaal-
selt kumeraid topoloogiaid 7/ vektorruumis X, millele vastav kaasruum (X,7') on X'.

Selle probleemi ning temaga seotud kiisimuste uurimiseks vajaliku tehnilise aparatuuri
ehitamist alustame duaalse paari moiste sissetoomisest.

Definitsioon. Olgu X ja Y vektorruumid iile iihe ja sama skalaaride korpuse K. Oel-
dakse, et vektorruumid X ja Y moodustavad duaalse paari (X,Y), kui eksisteerib selline
bilineaarne funktsionaal (vt. sissejuhatus)

B: XxY =K, (z,f) B(z, f)=(x,f),

mis eraldab punktid nii ruumis X kui ka ruumis Y, s.t.

Vee XN A0} IfeY: (z,f)#0 (8.1)
ja
Vie YN A0} JreX: (z,f)#0. (8.2)

Sel juhul eldakse ka, et bilineaarne funktsionaal B korraldab duaalsuse (X,Y).
Bilineaarse funktsionaali siimmeetriaomadustest tuleneb duaalse paari stimmeetria: kui
B korraldab duaalsuse (X,Y"), siis korraldab ta ka duaalsuse (Y, X) .

Niide 8.1. Olgu (> := {x = (x) | sup |zx| < oo} (koigi tokestatud jadade vektor-
keN

ruum) ja ¢! := {y = (yr) | D lukl < oo} (koigi absoluutselt koonduvate ridade vektorruum).
k=1

Bilineaarne funktsionaal

B:(®x0' 5K, (z,y)~ Z%yk
=1

korraldab duaalsuse (>, £'). Toepoolest, rida Y zpy koondub (absoluutselt) koikide z € >
k=1
ja y € ¢! korral (kontrollida!)"H, seejuures on lineaarsed funktsionaalid

B,: ' = K, yHZxkyk ja By: (* =K, xHZxkyk
k=1 k=1

nullfunktsionaalid vaid sel juhul, kui elemendid z ja y on nullelemendid vastavalt ruumis ¢
ja £' (veenduda! K.
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Niide 8.2. Olgu L? koigi 16igus [a, b] Lebesgue’i mottes integreeruva ruuduga reaalsete
vadrtustega funktsioonide = = x (t) vektorruum, s.t.

L2:{m:x(t)|/ab\x(t)|2dt<oo}.

Seejuures samastame vektorruumi punktidena need funktsioonid, mis selles 16igus langevad
kokku peaegu koikjal. Ruum L? on Hilberti ruum skalaarkorrutisega

b
B: L* x L - R, (:U,y)»—>/a:(t)y(t)dt,

mis on bilineaarne funktsionaal. Kuna iga z € L*\ {0} korral B (z,z) = fab |z (t)]* dt # 0,
siis B korraldab duaalsuse (L?, L?).

Naide 8.3. Niitame, et iga vektorruum X ja tema algebraline kaasruum X* moodusta-
vad duaalse paari (X, X*). Selleks defineerime bilineaarse funktsionaali

B: X x X" =K, (z,f)— f(x)

(kontrollida! X ja veendume, et ta eraldab punktid nii ruumis X kui ka kaasruumis X*.
Tingimuse (8.2) kontroll on lihtne: kui f € X* on selline funktsionaal, et f(x) = 0 iga
x € X puhul, siis f = 0 vektorruumis X*. Tingimus (8.1) tuleneb lausest 7.10.

Niite 8.3 pohjal on selge, et iga vektorruum X ja tema algebralise kaasruumi X* iga
selline vektoralamruum Y, mis eraldab punktid ruumis X, moodustavad duaalse paari. Sel
juhul bilineaarne funktsionaal

B:XxY =K, (x,f)— f(2) (8.3)

korraldab duaalsuse (X,Y). Toepoolest, iga x € X\ {0} korral leidub f € Y omadusega
(x, f) = f(z) #0, teisalt on iga f € Y\ {0} puhul olemas punkt = € X, et f (z) # 0.

Tegelikult kehtib ka vastupidine véide: iga duaalse paari (X,Y") korral saab vektorruumi
Y samastada ruumi X algebralise kaasruumi mingi vektoralamruumiga ja vastupidi, vek-
torruumi X saab samastada ruumi Y algebralise kaasruumi vektoralamruumiga. Veendume
selles.
Olgu (X,Y) suvaline duaalne paar bilineaarse funktsionaaliga B. Téhistame iga f € Y
korral
Gy (2) = (o.f) (x€X),

siis Gy on lineaarne funktsionaal (veenduda)Xy, s.t. Gy € X*. Defineerime kujutuse
Y = X", f— Gy,

lihtne kontroll néitab, et m on lineaarne (veenduda)’X. Veelgi enam, ta on ka iiks-tihene:
kui f,g € Y ja f # g, siis saab valida o € X omadusega (zo,f) # (%o, 9), mistottu
7 (f) # 7 (g). Kujutust m nimetatakse vektorruumi Y kanooniliseks sisestuseks vektorruumi
X*, ta korraldab {iiks-iihese vastavuse vektorruumide Y ja Y = m(Y) C X* vahel, séi-

A~

litades seejuures vektorruumi tehted (kontrollida!)X. Seega on Y ja Y vektorruumidena
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samastatavad ja selles tdhenduses kehtib sisalduvus Y C X*, kusjuures Y eraldab punktid
vektorruumis X (kontrollidal M.

Kokkuvotteks: me voime alati duaalse paari (X,Y) iiht komponenti, vektorruumi Y
vaadelda teise ruumi X algebralise kaasruumi X* vektoralamruumina, mis eraldab punktid
ruumis X. Tépselt samamoodi on X interpreteeritav ruumi Y* vektoralamruumina, mis
eraldab punktid ruumis Y.

Edaspidi lahtume me just sellisest duaalse paari interpretatsioonist. Niisiis, duaalse paa-
ri moodustavad vektorruumid X ja Y, kus Y C X* ja ta eraldab punktid ruumis
X. Bilineaarne funktsionaal (8.3) on sel juhul automaatselt méaaratud.

Ulesanne 8.1. Téhistame
w:={x=(zg) | 2zx €K (k€ N)}
(koigi arvjadade vektorruum, vt. néide 4.3) ja
o ={ucw]|Ik, e Niup,=0,kui k >k, }

(koigi 1oplike jadade ruum). Defineerime bilineaarse funktsionaali B seosega

B:wxp—=K, (z,u) r—)Zukxk
k=1

Veenduda, et bilineaarne funktsionaal B korraldab duaalsuse (w, ¢).

8.2 Nork topoloogia

Antud duaalsusega kooskolas olev topoloogia. Vastavalt definitsioonile on duaalne paar
(ehk duaalsus) puhtalgebraline méiste, kuid ta méngib topoloogiliste vektorruumide teoorias
olulist rolli. Mérgime (see on oluline!), et kuna teoreemi 7.15 kohaselt eraldab eralduva LKR-i
X topoloogiline kaasruum X’ punktid ruumis X, siis (X, X’) on duaalne paar.

Definitsioon. Olgu (X,Y’) duaalne paar ja olgu vektorruumis X defineeritud lokaalselt
kumer topoloogia 7. Kui (X, 7)" =Y, siis 6eldakse, et topoloogia 7 on duaalsusega (X,Y)
kooskolas.

Meie eesmérgiks selles ja jargnevas kahes peatiikis on kirjeldada antud duaalsusega koos-
kolas olevaid lokaalselt kumeraid topoloogiaid ning uurida nende omadusi. Muuhulgas néita-
me, et sellised topoloogiad on alati olemas ning nende hulgas on nii norgim kui ka tugevaim.

On lihtne veenduda, et kui f on lineaarne funktsionaal vektorruumis X, siis seosega

ps () = [{z, )| = [f (@) (z € X) (8:4)
méadratud funktsionaal py: X — R on poolnorm (kontrollidal ).

Definitsioon. Olgu (X,Y) duaalne paar. Poolnormide siisteemiga {ps} ., méératud
lokaalselt kumerat topoloogiat vektorruumis X nimetatakse (duaalse paariga (X,Y’) mééra-
tud) norgaks topoloogiaks ja tahistatakse o (X,Y).
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Esitame siinkohal norga topoloogia moned lihtsamad omadused, mis tulenevad vahe-
tult definitsioonist.

1Y. Nork topoloogia o (X,Y) on eralduv: kuna Y eraldab punktid ruumis X, siis iga
x € X\ {0} jaoks saab leida funktsionaali f € Y omadusega ps(x) = |f (z)| # 0, véide
jareldub lausest 7.3(a).

20, Topoloogia o (X,Y) nulliiimbruste baasi moodustavad alamhulgad

We i fn:{:cEX|max|fi(x)|<5} (>0, fi,-..,fa€Y, neN),

1<i<n

ka see tuleneb lausest 7.3(a). Tegelikult saab seda baasi kirjeldada lihtsamalt: kuna Y on
vektorruum, siis W, ¢, 5, = Wi g, gn» KUS g; = %fl- €Yigai=1,...,n korral,
seetottu moodustavad sellesama baasi nullitimbrused

W fn:{xEX| max|fi(x)|<1} (fi,.- ., fa€Y, neN).

1<i<n

3°. Koonduvus topoloogias o (X,Y) on funktsionaalanaliitisi kursusest tuntud nork koon-
duvus (vrd. lause 7.5(a):

zo >z (0(X)Y)) & VfeY ipr(va—2) =0
sVfeY:|f(za—x)—0
eSVfeY: f(zy) = f(2).

Analoogiliselt kirjeldatakse tokestatust norga topoloogia suhtes: alamhulk £ C X on tokes-
tatud LKR-s (X, 0 (X,Y)) parajasti siis, kui (vrd. lause 7.5(b)

VfeY sup|f(z)| < oo.

zel

4%, Vektorruumis Y on nork topoloogia o (Y, X' ) madratud sellise poolnormide siisteemiga

{px}xeX7 kus
P (f) =z, Nl =1f (@) (feY).

Nullitimbruste baasiks on alamhulkade

siisteem. Pere (f,),cr koondub punktiks f € Y LKR-s (Y, o (Y, X)) parajasti siis, kui
Vee X : fo(z)— f(x),
alamhulk D C Y on o (Y, X)-tokestatud parajasti siis, kui

Ve e X :sup{|f(x)|| f € D} < 0.
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Ulesanne 8.2. Kirjeldada jada (2™) koonduvust LKR-s (¢, o (¢, ¢1)) (vt. néide 8.1).
Kas jada (:1:(")) on koonduv, kui
+M = (1,0,0,...), ¥ :=(1,1,0,0,...),..., 2™ :=(1,1,...,1,0,0,...),...7
Ulesanne 8.3. Kas ilesandes 8.2 toodud jada (™) on koonduv LKR-s (¢!, 0 (£1,£))?

Ulesanne 8.4. Niidata, et (™ — z topoloogias o (w, ) parajasti siis, kui a:,(:) —

protsessis n — oo iga k € N korral (vrd. iilesanne 8.1).

Nork taielik tokestatus. Teatavasti on topoloogilises vektorruumis iga taielikult tokes-
tatud hulk tokestatud (vt. art. 4.1), vastupidine véide on {ildjuhul vale (piisab vaadelda
suvalist 16pmatumootmelist normeeritud ruumi (selgitadal! ). Me néitame jargnevalt, et
norgas topoloogias langevad need kaks moistet kokku.

Lause 8.1. Olgu (X,Y) duaalne paar. Iga tokestatud alamhulk E LKR-s (X,0 (X,Y)) on
taielikult tokestatud.

Toestus. Olgu E' C X norgas topoloogias o (X, Y') tokestatud alamhulk. Votame o (X, Y)-
nulliiimbruste baasist suvalise nulliiimbruse (vrd. 2°)

U:{x€X|maX|fi(as)\<1},

1<i<n

kus fi, ..., fn € Y. Meie eesmérk on leida punktid xy, ..., z, € X omadusega £ C |J (x; + U).
i=1
Defineerime lineaarse kujutuse
T:X —>my, z—=(fi(z),. .., f.(x))

ja téhistame tdhega B kinnise iithikkera koigi n-mootmeliste vektorite z = (z1,...,2,)
normeeritud ruumis m,,, s.t.

B = {z = (z1,...,2zn) | ||12|| := max |z| < 1}

1<i<n
(vrd. art. 4.2 algus). Selge, et U = T~ (B). Votame suvalise z € T (X) ning leiame = € X,
mille korral T'(x) = z, siis  + U = T~ (2 + B). Toepoolest,
yeT ' (z+B)sy—xeT ' (B)
Syex+U.

Téhistame A := T (E). Kuna F on o (X,Y)-tokestatud, siis saab valida A > 0 omadu-
sega AE C U, mistottu AMA = T (AE) C T (U) C B. Niisiis on A tokestatud alamhulk
16plikumo6otmelises normeeritud ruumis m,, ning seega suhteliselt kompaktne (selgitadal)X,
jarelikult ka t#ielikult tokestatud (selgitada!). Valime vektorid z(),... 2" € A nii, et

Ac (z(i) + B), ja neile vastavad punktid zy, ..., 2, € E omadusega T (z;) = 2% . Siis
i=1

T T

ECcT(A)cT™! (U (29 + B)) = OTl (z"+B) =J (@ +U),

i=1 i=1

millega lause on toestatud. m

Norga topoloogia omaduste tdpsemaks kirjeldamiseks vajame jargmist lemmat.
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Lemma 8.2. Olgu f, f1,..., fn lineaarsed funktsionaalid, mis on madratud vektorruumis X.
Selleks, et kehtiks seos f € span{ fi,..., fn}, on tarvilik ja piisav tingimus
fix)=0 (i=1,...,n) = f(z)=0. (8.5)

Toestus. Tarvilikkus. Olgu f = > N\ f; € span{fi,..., fn}. Kul mingi z € X puhul
i=1

fi (x) = 0 koikide @ = 1,...,n korral, siis f (z) = 0, s.t. kehtib implikatsioon (8.5).
Piisavuse toestamiseks kasutame induktsioonimeetodit. Olgu koigepealt n = 1, eeldame,
et tingimus (8.5) on téidetud, s.t.

filx)=0= f(x)=0. (8.6)

Kui f; = 0, siis ka f = 0, tdhendab, f = f;. Kui f; # 0, siis leidub selline z € X, et f; (2) = 1.
Iga z € X puhul fi (z — fi (z) z) = 0, mistottu eelduse (8.6) kohaselt f(x — f1(x)z) =0
ehk f = \fi, kus A := f(2). Seega viide kehtib juhul n = 1.

Eeldame niitid, et vaide kehtib juhul n — 1, s.t. implikatsioonist

fitx)=0 (i=1,....n—=1) = f(z)=0

jareldub, et f € span{fi,..., fn_1}. Néitame, et vdide kehtib siis ka juhul n s.t. tingimusest
(8.5) tuleneb f € span{fi, ..., f,}. Ilmselt on see nii, kui mingi f; = 0 (selgitada! )X, seetottu
vaatleme juhtu kus f,, # 0. Lelame z € X, et f, (z) = 1, ja moodustame funktsionaalid

g=f—f@) fu gi=li—[i(z) fu (i=1,...,n—1),
siis g; € span{fi,..., fn} koikide i = 1,...,n — 1 puhul. Kontrollime implikatsiooni
gi(x)=0 (i=1,....n—1) = g(z)=0,
kui see on oige, siis induktsiooni eelduse kohaselt g € span{gi, ..., g,_1} ja jarelikult

f=g+f(2) fn€span{g,...,gn-1, fu} Cspan{fi,..., fu}.
Niisiis, olgu € X selline element, et g; () = 0iga ¢ = 1,...,n — 1 korral. Tdhistame
y:=1x— f,(z)z, siis
fz(y) :fZ(x>_fn(I)f2(Z):gl(x):() (i=1,...,n—1),
fo(y) = fu(x) = fo () fu (2) = fu (¥) = fu(z) = 0.

Tingimuse (8.5) kohaselt f(y) = 0, seetottu saamegi, et g (z) = 0 iga sellise elemendi «
puhul, mil ¢g; () =0, kuii=1,...,n — 1. Lemma on toestatud. m

Teoreem 8.3. Topoloogia o (X,Y) on kooskélas duaalsusega (X,Y), s.t. (X,0(X,Y)) =Y.

Toestus. Lihtne on niha, et Y C (X, 0 (X,Y))". Téepoolest, kui f € Y, siis seosega
(8.4) méératud poolnorm p; on pidev topoloogias o (X,Y) (vrd. lause 7.3(a)), millest lause
7.11 pohjal jareldub ka funktsionaali f pidevus nérgas topoloogias o (X,Y).

Vastupidise sisalduvuse (X, 0 (X,Y)) C Y tdestamiseks olgu f € (X, 0 (X,Y))". Téhis-
tame V = {zr e X ||f(x)| <1} = f1(D), kus D := {A\ € K | |\| < 1} on iihikkera Ba-
nachi ruumis K. Kuna f on pidev, siis V on ¢ (X, Y )-nullitimbrus (selgitada! )", seega peab
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leiduma nullitimbruste baasis timbrus W := Wy, (vrd. mérkus 2°) omadusega W C V.
Néitame, et funktsionaalid f, f1, ..., f, rahuldavad implikatsiooni (8.5), siis lemma 8.2 pohjal
f €span{fi,..., f,} CY jamesaame, et (X,0(X,Y)) CVY.

Olgu f;(z) = 0iga ¢ = 1,...,n korral, siis f; (ax) = af;(z) = 0 koikide a« > 0 ja
1 =1,...,n puhul. Seega

ax € W C V koikide o > 0 korral,

mistottu
alf(x)| =f (ax)| <1iga a > 0 puhul.

See on voimalik vaid juhul f(z) =0. m

Teoreem 8.4. Nork topoloogia o (X,Y) on norgim duaalsusega (X,Y) kooskdlas olevatest
lokaalselt kumeratest topoloogiatest.

Toestus. Olgu 7 selline lokaalselt kumer topoloogia vektorruumis X, et (X,7) = Y.
Fikseerime W := ﬂ V; topoloogia o (X, Y) nullilimbruste baasist, kus V; := f;"! (D) mingite

fi,oo o, fn€eY korral jaD:={xeK ||\ <1}.Siis fi,..., f, on 7-pidevad funktsionaalid,
mistottu Vi, ..., V, ning jarelikult ka W on 7-nullitimbrused. Tahendab, o (X,Y) C 7. m

Jareldus 8.5. Kui (X,7) on eralduv LKR ja X' := (X, 7)’, siis topoloogia T on kooskdlas
duaalsusega (X, X') jaT D o (X, X").

Norga topoloogiaga seoses teeme veel lihe olulise markuse.

5%. Olgu (X, 1) eralduv LKR, mille topoloogia 7 on méiratud poolnormide siisteemiga
{p’Y}'yEF' Vektoralamruumis X, C X indutseeritud topoloogia méa#ratakse samade pool-
Olgu X' := (X, 7) ja

normidega, tdpsemalt Geldes, nende ahendite siisteemiga {p- |x, }wel“'

(Xo)' = (Xo,7 |x,)’, paneme tihele, et

(Xo) = {flxo | f €X'}

T&epoolest, iihelt poolt on sisalduvus {f |x, | f € X'} C (Xp)' ilmne, teisalt saab iga pideva
lineaarse funktsionaali g: Xy — K pidevalt jatkata kogu ruumi X (vrd. lause 7.12), seega
leidub f € X’ omadusega f |x, = g. Niisiis,

€(Xo) «IfeX g="flx . (8.7)

Vaatleme vektoralamruumis X, kahte norka topoloogiat o (X, (Xo)') ja o (X, X)|x,.

Esimene on méératud poolnormide siisteemiga {p, } ja teine siisteemiga {p P
0

gE(XO)/ ;-
fex
Pidades silmas vordust (8.7), on selge, et need kaks siisteemi mééravad tihe ja sama topo-
loogia, s.t.
o (Xo, (Xo)') = 0 (X, X") |x, - (8.8)
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8.3 Polaarid

Selle artikli eesmérk on duaalsuseteooria tehnilise aparatuuri tdiustamine. Me alustame selle
teooria olulise tulemusega, mis kirjeldab kumerate alamhulkade sulundeid antud duaal-
susega kooskolas olevates topoloogiates. Teoreemi toestamisel kasutame jargmist lihtsalt
kontrollitavat fakti.

Ulesanne 8.5. Tdestada, et kui hulgas X on antud topoloogiad 71 ja 7 ning 7 C 7o,
siis alamhulga E C X puhul E” C E.

Lause 8.6. Olgu (X,Y) duaalne paar. Kumera alamhulga E C X sulund on sama hulk
koigis selle duaalsusega kooskolas olevates lokaalselt kumerates topoloogiates.

Toestus. Olgu 7 lokaalselt kumer topoloogia vektorruumis X omadusega (X,7) =Y.

Viite toestuseks piisab veenduda, et £ = T (pohjendadal . Kuna o (X,Y) C 7 (vrd.
teoreem 8.4), siis £ C olaRE (vrd. iilesanne 8.5). Vastupidise sisalduvuse naitamiseks vo-
tame suvalise z € X\ E  ning leiame vastavalt lausele 7.14 funktsionaali f € X’ =Y oma-
dusega f (2) ¢ f (E), kus sulund on voetud LKR-s K. Seega 26 := inf,ep |f (2) — f (2)| > 0
(pohjendada! P& ehk |f (2) — f(z)] = 20 > 0 iga x € E korral. Kuna f on o (X,Y)-pidev
funktsionaal, siis

U:={z e X|[f(z)]<d}

on o (X, Y )-nullitimbrus ja z+ U on punkti z imbrus nérgas topoloogias o (X, Y'). Seejuures
(z+U)NE=2: kuiz € 2+ U, siis z — z € U, mistottu |f (z) — f(2)| = |f(x —2)] <o

ja seega x ¢ E. Téhendab, z ¢ YY) a

Teoreem 8.7. Koigil antud duaalsusega (X,Y') kooskdlas olevatel lokaalselt kumeratel topoloo-
giatel on ruumis X thed ja samad kinnised kumerad hulgad.

Toestus. Iseseisvalth m
Polaarid. Definitsioon. Olgu (X,Y) duaalne paar ja £ C X. Alamhulka
E'={feY|VzeE: |f(x) <1}

vektorruumis Y nimetatakse hulga E polaariks duaalsuse (X,Y’) suhtes.
Analoogiliselt defineeritakse hulga G C Y polaar G° vektorruumis X:

GO={zeX|VfeG: |f(z)<1}.

Polaari moiste osutub tohusaks instrumendiks duaalsuseteoorias. Méargime jargmisi po-
laariga seotud omadusi.

Ulesanne 8.6. Niidata, et E C F = F° C E°.
Ulesanne 8.7. Niidata, et (A\E)" = 1E° (A € K\ {0}).

0
Ulesanne 8.8. Niidata, et <U Ea) = N E°.

a€el a€el
Ulesanne 8.9. Toestada, et E° on o (Y, X)-kinnine absoluutselt kumer hulk.

Ulesanne 8.10. Vektoralamruumi X, ¢ X korral

(Xo) = (X)) :={feY |VzeXy: f(z)=0}.
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Lause 8.8. Olgu B nulliimbruste baas LKR-s (X, 7). Ruumi X kaasruum X' langeb kokku
iihendiga |J{U® | U € B}, kus polaarid on vietud duaalsuse (X, X*) suhtes.

Toestus. Viide jareldub tosiasjast, et lineaarne funktsionaal f: X — K on pidev para-
jasti siis, kui leidub nullitimbrus U € 8 omadusega |f (z)] < 1 iga € U korral. =

Bipolaarid. Polaari moodustamise operatsiooni voib rakendada jarjest rohkem kui iiks
kord. Olgu (X,Y) ja (Y,Z) duaalsed paarid, kus X C Z C Y*. Hulka E® = (E9),
kus esimene polaar on voetud duaalsuse (X,Y’) ja teine (Y, Z) suhtes, nimetatakse hulga E
bipolaariks (vaadeldavate duaalsuste suhtes).

Ulesanne 8.11. Niidata, et £ ¢ E.

Lause 8.9 (teoreem bipolaarist). Olgu (X,Y) ja (Y, Z) duaalsed paarid, kus X C Z C Y*.
Hulga E C X bipolaar E® vektorruumis Z langeb kokku ruumis Z voetud o (Z,Y)-kinnise
absoluutselt kumera kattega, s.t.

EY = absconvEJ(Z’Y)'

Toestus. Tahistame C' := absconvEU(Z’Y), seejuures vaatleme hulka E vektorruumi Z

alamhulgana. Ilmselt on C' o (Z,Y")-kinnine absoluutselt kumer hulk (vrd. lause 5.3). Seosest
E C E™ ja iilesandest 8.9 saame sisalduvuse E% O C' (kontrollida! K. Vastupidise sisaldu-
vuse toestamiseks votame suvalise G € Z\ C ning niitame, et G ¢ E%. Vastavalt teoreemile
7.15(a) leiame elemendi ¢ € (Z,0 (Z,Y))’, mis rahuldab tingimust

lp (F)| <1 (F € absconvE), |¢(G)| > 1.
Kuna ¢ € Y ja F,G € Z C Y*, voime sama tingimuse kirjutada kujul
Af e Y |F(f)| <1 (F €absconvE), |G(f)|> 1.

Kui pidada silmas, et E C absconvE C X, saame |f (z)| < 1iga x € F korral, mis tdhendab,
et f € E° Seosest |G (f)] > 1 jireldub seega G ¢ E%. Niisiis, E% C C ja kokkuvottes
EY=C. =m

Enamasti kasutame me teoreemi bipolaarist juhul Z = X. Kui X on eralduv LKR, siis
alamhulga £ C X bipolaari E% all méistame me duaalsuste (X, X’) ja (X', X) suhtes voetud
bipolaari, s.t.

EY={re X |kui f€ X'jaigaz € FE korral |f(2)| <1, siis |f(z)] < 1}.

Jareldus 8.10. Eralduva LKR-i (X, 1) alamhulga E bipolaar E® on hulga E absoluutselt
kumera katte sulund LKR-s X, s.t. E°° = absconvE .

Jireldus 8.11. Kui E on eralduva LKR-i X alamhulk, siis E°% := (E%)° = E°.
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9 Polaartopoloogiad

9.1 G-topoloogiad ja vordpidevad hulgad

Polaaride abil on antud duaalse paari (X,Y’) korral mugav defineerida lokaalselt kumeraid
topoloogiaid nii ruumis X kui ka ruumis Y. Idee on jargmine. Me fikseerime vektorruumis
Y mingi selliste alamhulkade S siisteemi &, et nende polaarid S° oleksid vektorruumis X
neelavad hulgad. Kuna polaarid on alati absoluutselt kumerad, siis sel juhul on siisteem
{S°| S € G} mingi lokaalselt kumera topoloogia nullitimbruste prebaas (vrd. art. 7.1). See-
juures huvitavad meid eeskéatt kaks kiisimust. Esiteks, kuidas valida siisteem & nii, et saadud
topoloogia oleks eralduv, ja teiseks, millistel eeldustel on see topoloogia duaalsusega (X,Y’)
kooskolas?
Koigepealt kirjeldame hulki S C Y, mille polaar S° C X on neelav alamhulk.

Lause 9.1. Olgu (X,Y) duaalne paar. Alamhulga B C'Y polaar B® on neelav hulk vektor-
ruumis X parajasti siis, kui B on o (Y, X)-tokestatud.

Toestus. Paneme tahele, et suvaliste z € X ja A > 0 korral

M e B & VfEB:|f(:U)\<X::M.

Teiste sonadega, polaar B neelab elemendi € X parajasti siis, kui
IM > 0: |f (z)| < M iga f € B korral,

s.t. kui seosega p, (f) = |f (z)| vektorruumis Y méératud poolnorm p, (vrd. art. 8.2, mérkus
4% on hulgas B tokestatud. Jirelikult neelab B° iga elemendi z € X (s.t. B® on neelav)
parajasti siis, kui koik poolnormid p,, kus x € X, on hulgas B tokestatud, s.t. kui B on
o (Y, X)-tokestatud. m

Lausel 9.1 pohineb talle eelnenud maérkuses esitatud topoloogiate konstrueerimise idee.
Selle jargi médratud lokaalselt kumerad topoloogiad on lihtsalt kirjeldatavad nii geomeetri-
liselt (s.t. nullitimbruste baasi abil) kui ka analiiiitiliselt (s.o. poolnormide keeles).

Polaartopoloogiad. Olgu & vektorruumi Y mingi o (Y, X)-tokestatud alamhulkade stis-
teem, tihistame By := {S° | S € &}. Tegemist on neelavate absoluutselt kumerate alamhul-
kade siisteemiga vektorruumis X, mistottu siisteem

%::{5ﬂ(si)°|g>o, Sl,...,SnEG,neN}

=1

on teatava lokaalselt kumera topoloogia Tg nullitimbruste baas vektorruumis X (vrd. art.
7.1). Topoloogiat Ts nimetatakse sisteemiga & mddratud polaartopoloogiaks ehk thtlase
koonduvuse topoloogiaks siisteemi & alamhulkades. Uldiselt nimetame selliselt konstrueeritud
topoloogiaid polaartopoloogiateks ehk S&-topoloogiateks.

Esitame moned tahelepanekud seoses baasiga 8. Esiteks, on selge, et tdnu seosele
SY = S99 topoloogia T nulliiimbruste baas B ei muutu, kui asendame esialgses etteantud
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siisteemis & hulgad S nende bipolaaridega S%° = absconvSa(Y’X). Seega voime alati eeldada,
et hulgad S € & on absoluutselt kumerad ja o (Y, X)-kinnised.

Teiseks, topoloogia T ei muutu, kui & asendada siisteemiga S = {aS|a>0,5¢€6&},
sest By C {aS? |a >0, S € &} C B (vt. lausele 7.2 jirgnev mirkus). Analoogiliselt voime
stisteemi & asendada 16plike iihendite siisteemiga {S; U...U S, | S1,...,S, € &, n € N}.

Niisiis voime vajaduse korral eeldada, et siisteem & rahuldab tingimusi
(PTy) 51,9 €6=35€6:5US CS,

(PT,) Se6, A>0=\S€6.

Veendume, et eeldustel (PT;) ja (PT2) on topoloogia T nullitimbruste prebaas B

tegelikult nulliimbruste baas. Votame suvalise U = ¢ () (S;)° € B ja niitame, et leidub
i=1
S € & omadusega S° C U. Polaaride omaduste kohaselt kehtib seos

n 0
1
1

Tingimuse (PT;) pohjal saame leida S € & omadusega S" O (J S;. Olgu S := -5, siis
i=1
Se6 (Vrd. (PTz)) ja

n

0 n
S'=eSVce (U Si) =c((S)" =T.
i=1

i=1

Piistitame niitid kiisimuse polaartopoloogia 7s eralduvusest. Selleks on tarvilik ja
piisav tingimus (vt. lause 7.2)

Vee XN\ {0} 3S€6 IN>0: x¢&\S°,
mille voib esitada mitmel erineval kujul:

Vee XN\ A{0}3ISe&II>03feS: |f(x)]>A
eVre XN\ A{0}3feu{S|Se6}: f(x)#0
& Hy:=U{S | S € &} eraldab punktid vektorruumis X.

Naitame, et viimane tingimus on samavaarne noudega

(PT3) spanlJ{S|S € G}J(Y’X) =Y.

Toepoolest, teoreemi 7.15(b) pohjal (veendudal)rX

spant, " #£ Y & 3fy € Y\spanH,
S dre X:F,.(f)=0 (f €spanHy), F. (fo) #0
& Jr e XN\ {0} VfespanHy: F,(f)=0 [siin F, (f) := f (2)]
& dre XN\A{0} VfeHy: f(z)=0
< Hyj ei eralda punkte ruumis X.

Niisiis, tingimus (PT3) on tarvilik ja piisav polaartopoloogia Tg eralduvuseks.
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Ts kirjeldamine poolnormide abil. Lause 7.3(b) pohjal on topoloogia Tg méaaratud
poolnormide stisteemiga {pgo} ., kus pgo on hulga S® Minkowski funktsionaal. Seejuures

pso (@) =inf {p>0|zepnS’} =inf{u>0|VfeS:|f(z) <pu}
:inf{u>0|lsup|f(x)]<1}
K fes

=sup|f(2)] (zeX),
fes

seega on Tg madratud poolnormide siisteemiga {p(S)} See kus

P () := j}églf(w)! (z € X).

Siit selgub ka, miks topoloogiat Tis nimetatakse iihtlase koonduvuse topoloogiaks:

o =1 (Te) VS €& : p (2, —2) = 0
VS e& sup|f(xa) — f(z))—0
fes

& VS e&: f(x,) — f () thtlaselt hulgas S.

Tugev topoloogia. Rohutame veel kord asjaolu, et hulkade S € & o (Y, X)-tokestatus
on vajalik eeldus, sest vastasel juhul ei oleks SY neelav hulk. Niisiis, tugevaim duaalse paariga
(X,Y) méédratud polaartopoloogia vektorruumis X on méératud koigi o (Y, X)-tokestatud
alamhulkade siisteemiga &, vektorruumis Y. Loomulikult rahuldab siisteem &, tingimusi
(PTy) — (PT3). Vastavat polaartopoloogiat Ts, vektorruumis X nimetatakse tugevaks
topoloogiaks ja tahistatakse 5 (X,Y). Téanu seosele &, C &3 = Ts, C Ts, (pohjendadal)rX«
on B (X,Y) toepoolest tugevam koikidest polaartopoloogiatest, mida on voimalik duaalse
paariga (X,Y) méaarata.

Paneme téhele, et nork topoloogia on polaartopoloogia, nimelt o (X,Y) = Tg,, kus
S, on koigi iihe-elemendiliste alamhulkade siisteem {{f} | f € Y'}. Arutelust, mis eelnes
tingimuste (PTy) ja (PT3) formuleerimisele, jareldub, et sellesama topoloogia saame siis,
kui &, on koigi loplike alamhulkade S C Y stisteem, sel juhul on ka néuded (PT;) ja (PT2)
rahuldatud.

Lause 9.2. Iga eralduv lokaalselt kumer topoloogia T vektorruumis X on polaartopoloogia.
Tipsemalt, T = Teo, kus &° :={U" | U € B} ja B on T-nullitimbruste baas.

Toestus. Olgu B eralduva LKR-i (X, 7) nulliimbruste baas, mis koosneb kinnistest
absoluutselt kumeratest hulkadest (vrd. lause 7.1). Sel juhul U = U (vt. jireldus 8.11),
ning 7 = Teo, kus &% := {U" | U € B} ja polaarid voetakse duaalsuse (X, X’) suhtes. =

Vordpidevad hulgad. Definitsioon. Olgu (X, 7) TVR. Alamhulka S C X’ nimeta-
takse vordpidevaks (tdpsemalt T-vérdpidevaks), kui on téidetud tingimus

Ve>0 U eB: |f(x)|<e (el feb).

Jargmine lause annab polaaride abil vordpidevuse moistele lihtsa kirjelduse.
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Lause 9.3. Eralduva LKR-1 X puhul on alamhulk S C X' vordpidev parajasti siis, kui ta
sisaldub mingi T-nulliiimbruse U polaaris U, mis on véetud duaalsuse (X, X') suhtes.

Toestus. IseseisvaltP =

Ulesanne 9.1. Toestada, et kui S on 7-vordpidev hulk, siis @S on 7-vordpidev iga a > 0
korral.

Ulesanne 9.2. Toestada, et kui S; ja Sy on 7-vordpidevad hulgad, siis ka S; U Sy on
T-vordpidev.

Lausetest 9.2 ja 9.3 tuleneb jargmine teoreem.

Teoreem 9.4. Iga eralduv lokaalselt kumer topoloogia T vektorruumis X on thtlase koondu-
vuse topoloogia koigis T-vordpidevates alamhulkades.

Toestus. Olgu B ruumi X nulliimbruste baas, mis koosneb kinnistest absoluutselt ku-
meratest hulkadest. Tahistame siimboliga &, koigi 7-vordpidevate alamhulkade siisteemi,
olgu &° := {U° | U € B}. Teatavasti 7 = Tgo (vrd. lause 9.2), lause 9.3 pohjal &° C &,
(iga nullitimbruse polaar kaasruumis on vordpidev), seetottu 7 C T, .

Teiselt poolt, kui S € &, siis leidub U € B omadusega S C U (vrd lause 9.3). Seega

VS e®, U eB: S H>U"=U,
tdhendab, 7g. C 7. Kokkuvottes saame, et Tg, =7. ®

Vordpidevate hulkadega tuleb meil tegemist ka edaspidi, seetottu méargime moned nende
olulisemad omadused, mille toestused jaavad lugejale harjutusiilesanneteks. Me eeldame,
et (X, 7) on eralduv LKR. Siis
e iga loplik alamhulk S C X’ on vordpidevrX,

e vordpideva hulga S C X’ alamhulk on vordpidevX,

e kui S C X’ on vordpidev, siis ka S% on vordpidev,

e kui S C X’ on vordpidev, siis ka EU(X/’X) ja absconv S on vordpidevadX,
e iga vordpidev alamhulk S C X’ on o (X', X)-tokestatud.

9.2 Mackey topoloogia

Nagu eelmises peatiikis 6eldud, on duaalsuseteooria iiheks eesméargiks kirjeldada neid lo-
kaalselt kumeraid topoloogiaid, mis on antud duaalsusega kooskolas. Me oleme varustanud
end sobiva uurimisaparatuuriga polaaride ja polaartopoloogiate ndol ning oleme niiiid valmis
seda iilesannet lahendama. Seejuures vajame me kahte jargmist ettevalmistavat lauset.

Lause 9.5. Iga vektorruumi X korral on tema algebraline kaasruum X* norgas topoloogias
o (X*, X) taielik LKR.

Toestus. Olgu (fa),ep suvaline o (X*, X)-Cauchy pere ruumis X*, s.t. (vrd. art. 3.2)
Ve>0Ve e X Jag el :a,a > ap= |fo(r) — fo(2)] <e.

Seega on arvpere (f, (x)) iga fikseeritud x € X korral Cauchy pere ning seega koonduv, olgu
f(x):= linrl fo (). On selge, et f on lineaarne, s.t. f € X* ja fo, = f (0 (X", X)). =
ac
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Lause 9.6 (Alaoglu teoreem). Eralduva LKR-i (X, 7) iga nulliiimbruse U polaar U°, mis
on moodustatud duaalsuse (X, X') suhtes, on o (X', X)-kompaktne alamhulk ruumis X'. See-
Juures UY = U®, kus ® tihistab polaari duaalsuse (X, X*) suhtes.

Toestus. Selge, et U = U® N X’. Uhelt poolt on U?® kui kinnine alamhulk tdselikus
LKR-s (X*,0(X*, X)) selles ruumis téielik. Teisalt, kuna U®? sisaldab neelava hulga U,
siis lause 9.1 pohjal on U® tokestatud LKR-s (X*, 0 (X*, X)), lause 8.1 kohaselt on U®
taielikult tokestatud. Seega tuleneb teoreemist 3.7 hulga U® o (X*, X)-kompaktsus. Naitame,
et tegelikult UY = U®. Sisalduvuse U® C U kontrollimiseks mérgime, et kui f € U?, siis f
on tokestatud 7-nulliimbruses U, lause 6.1 pohjal on ta 7-pidev, s.t. f € X’. Me néiitasime,
et U® C X', jarelikult U° = U®. Kuna o (X*, X) |x= o (X', X), siis U° on topoloogias
o (X', X) kompaktne. Lause on toestatud. m

Mackey topoloogia. Olgu (X, Y") suvaline duaalne paar. Paneme téihele, et alamhulkade
siisteemiga

Sy :={SCY |Sono(Y,X)-kompaktne ja absoluutselt kumer}

médratud polaartopoloogia Tg, on tugevam kui nork topoloogia o (X,Y"). Toepoolest, kuna
o (X,Y)="Ts,, kus 6,:={S" | S C Y on loplik hulk} ja S° on Alaoglu teoreemi kohaselt
o (Y, X)-kompaktne, siis &, C &y, mistottu o (X,Y) C Tg,. Siit tuleneb muuhulgas, et Tg,
on eralduv topoloogia (selgitadal!)*X.

Niitame, et &, rahuldab noudeid (PT;) ja (PT3), siis By := {S° | S € S} on nulliiimb-
ruste baas topoloogias Tg,. Tingimuse (PT1) kontrollimiseks olgu 51, S2 € &, moodustame
hulga S := absconv (S; U Ss), lause 5.5 kohaselt on S o (Y, X)-kompaktne. Kuna S on ka
absoluutselt kumer, siis S € &, seejuures S D S U Sy, seega on tingimus (PT;) siisteemi
S puhul tédidetud. Tingimus (PT3) on tdidetud, sest AS on iga S € &g ja A > 0 korral
absoluutselt kumer o (Y, X )-kompaktne hulk.

Lisaks mirgime, et S = S% iga S € & korral (pohjendadal K.

Definitsioon. Polaartopoloogiat Tg, nimetatakse (duaalse paariga (X,Y’) méératud)
Mackey topoloogiaks vektorruumis X ja téhistatakse 7 (X,Y).

Mackey topoloogia tidhtsus selgub jargnevast lausest, mis on duaalsuseteooria iiks
olulisemaid véiteid.

Teoreem 9.7 (Mackey-Arensi teoreem). Eralduv lokaalselt kumer topoloogia T vektor-
ruumis X on antud duaalsusega (X,Y) kooskélas parajasti siis, kuio (X,Y) C T C7(X,Y).
Seejuures leidub siisteemi & selline alamsiisteem &, et 7 = Ts.

Toestus. Tarvilikkus. Olgu (X,7)" =Y. Uhelt poolt ¢ (X,Y) C 7 teoreemi 8.4 pohjal,
teisalt langeb 7 kokku polaartopoloogiaga Ts, kus & = {U° | U € B} ja B on 7-nulli-
imbruste baas (vrd. lause 9.2). Mirgime, et hulgad U° € & on Alaoglu teoreemi kohaselt
o (Y, X)-kompaktsed. Seega & C &, mis tihendab sisalduvust 7 C 7 (X,Y). Uhtlasi toes-
tasime ka véite teise osa, s.t. me leidsime & C & omadusega 7 = Ts.

Piisavus. Olgu o (X,Y) C 7 C 7(X,Y), siis

Y =(X,0(X,Y)) cX =(X,7) C(X,7(X,Y)).
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Niitame, et H := (X,7(X,Y)) =Y, sel juhul kehtib ka seos X’ = Y, mida me tahame
toestada.

Paneme téhele, et iga S € &, on tdnu oma o (Y, X )-kompaktsusele o (H, X )-kinnine. Et
selles veenduda, votame hulga S sellise elementide pere (f,),cp, mis on o (H, X)-koonduv
mingiks punktiks f € H, ja niitame, et f € S. Hulga S norga kompaktsuse tottu leidub
osapere (gg)ze, omadusega gs — g (0 (Y, X)), kus g € S. Kuna o (H, X) [y = o (Y, X)
(vrd. (8.8)), siis g3 — g (0 (H,X)). Koonduva pere iga osapere koondub iiheks ja samaks
piirvaartuseks, seetottu f =g € S.

Hulga S € &, o (H, X)-kinnisuse tottu

H,X) H,X)

5% — absconv SU( = §U( =5SCY.

Lausest 8.8 jireldub, et H = U{S” | S € &} C Y, s.t. H=Y. Teoreem on toestatud. m

Mackey-Arensi teoreemist saame vahetute jareldustena jargmised kaks véidet.

Jareldus 9.8. Mackey topoloogia T (X,Y) on tugevaim lokaalselt kumer topoloogia vektor-
ruumis X, mis on duaalsusega (X,Y') kooskolas.

Jareldus 9.9. Eralduv lokaalselt kumer topoloogia T vektorruumis X on duaalsusega (X,Y)
kooskolas parajasti siis, kui ta on esitatav polaartopoloogiana Tg, kus & on vektorruumi Y
mingi absoluutselt kumerate o (Y, X)-kompaktsete alamhulkade sisteem.

9.3 Mackey teoreem tokestatud hulkadest

Selle artikli eesmérgiks on toestada jargmine tahtis véide.

Teoreem 9.10 (Mackey teoreem). Eralduva LKR-i X alamhulk E on tokestatud parajasti
siis, kui ta on norgalt (s.t. o (X, X')-)tokestatud.

Mackey teoreemist tuleneb lihtsalt jargmine oluline fakt (kontrollida!)X.

Jareldus 9.11. Antud duaalsusega (X,Y) kooskélas olevatel lokaalselt kumeratel topoloo-
giatel vektorruumis X on thed ja samad tokestatud hulgad.

Mackey teoreemi toestuseks vajalikku eelt6dd alustame jargmiste tdhelepanekutega.

(I) Olgu V vektorruumi X absoluutselt kumer alamhulk. Néitame, et

Xy :=spanV = U nV. (9.1)

n=1

- (o]
Oieti on vaja kontrollida vaid sisalduvust spanV" C | J nV, vastupidise sisalduvuse kehtivuses
n=1

ei ole kahtlust. Niisiis, olgu * = aqzy + ... + @z, € spanV, kus aq, ..., a, € KN\ {0} ja
T1,..., T, € V. Sel juhul

||MS
g
k‘
Il
g
5
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kusjuures z; := %xk € V, sest V on tasakaalus hulk. Hulga V' kumeruse tottu

xEr(MVjL...%—MV) crv,
r r

kus r := |a1| + ... + || . Kui valida ng € N nii, et ng > r, siis

xerV CnyV C UnV.

n=1

Seosest (9.1) tuleneb, et absoluutselt kumer alamhulk V' on neelav vektorruumis X para-
jasti siis, kui spanV = X (pohjendadal)X.

(IT) Kuna Xy on vektorruum, milles téhelepaneku (I) kohaselt V' on neelav hulk, siis
tema Minkowski funktsionaal py on poolnorm vektorruumis Xy,. Ta maarab mingi lokaalselt
kumera topoloogia 7y, stisteem {eV | £ > 0} on selle nullitimbruste baas. LKR (Xy,7y) on
eralduv parajasti siis, kui py on norm (kontrollida!)¥X.

(III) Eeldame lisaks, et X on algselt eralduv LKR topoloogiaga T, milles V' on tokestatud
alamhulk, ja nditame, et siis (Xy,py) on normeeritud ruum. Olgu 75 := 7|y, . Kui B on
mingi nulliimbruste baas ruumis (X, 7), siis By := {UN Xy | U € B} on 7p-nullitimbruste
baas. Kuna V on 7-tokestatud, siis iga U € B puhul saab leida ¢ > 0 omadusega eV C U.
See tédhendab, et 79 C 7y, millest jireldub topoloogia 7, eralduvus. Tahelepanekust (IT)
tuleneb, et (Xy,7y) on normeeruv.

(IV) Eeldame l6puks, et V' on kompaktne alamhulk eralduvas LKR-s (X, T), ja nditame,
et sel juhul on (Xy, py) Banachi ruum.

Kuna V' on 7-kompaktne alamhulk, siis on ta 7-kinnine, seega ka 7p-kinnine, mistottu
V ={zx € X |py () <1} (selgitada!pX. Niisiis on V normeeritud ruumi (Xy, py) kinnine
tihikkera. Olgu (z,) suvaline Cauchy jada normeeritud ruumis (Xy,py), tema tokestatuse
tottu leidub M > 0, et py (z,) < M koikide n € N puhul. Téhistame z,, := %xn, ilmselt on
ka (z,) Cauchy jada normeeritud ruumis (Xy,py) (pohjendadalPX, samal ajal py (2,) < 1,
mistottu z, € V (pohjendadal PX. Olgu € > 0. Leiame N € N omadusega

nm=>=N=z, €z, +V.

Hulga V' kompaktsuse tottu LKR-s (X, 7) saab jadast (z,) eraldada sellise osapere (zm)7 o

mis koondub selles ruumis. Olgu z := liIrF1 Zn,, siis z € V. Kuna z,, + €V on kinnine alamhulk
e

LKR-s (X,7) (selgitadalpX, siis sellest, et z, € zn, + eV, kui n,,m > N, jareldub seos
2 € zym +€Vigam > N korral. Niisiis,

Ve>0dNeN m>2N=z,€z+cV

ehk z,, — z, seega x,, — x := Mz € Xy normeeritud ruumis (Xy, py). Tdhendab, (Xy, py)
on Banachi ruum.
Votame eelneva arutelu kokku jargmises lauses.

Lause 9.12. Iga absoluutselt kumer kompaktne alamhulk V' eralduvas LKR-s X mddarab
Banachi ruumi (Xvy,py), kus Xy on hulga V' lineaarne kate ja py selle hulga Minkowski
funktsionaal vektorruumis Xy . Seejuures on normi py poolt mddratud topoloogia tugevam
kut ruume X poolt indutseeritud topoloogia.
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Selle lause abil toestame jargnevalt artikli algul sonastatud Mackey teoreemi. Seejuures
kasutame iihte funktsionaalanaliilisi pohiprintsiipidest, nimelt Banachi ruumide teooriast
tuntud dhtlase tokestatuse printsiipi. See vaidab, et kui X ja Z on Banachi ruumaid ja 2 on
mingi selline pidevate lineaarsete kujutuste A : X — Z hulk, mis on punktiviisi tokestatud,
S.t.

iga v € X korral on hulk {A(x)| A € A} ruumis Z tokestatud,

siis sup {||A|| | A € A} < oc.

Teoreemi 9.10 toestus. Seose o (X, X') C 7 tottu on iga 7-tokestatud alamhulk vektor-
ruumis X ka o (X, X’)-tokestatud. Naitame, et kehtib vastupidine véide. Olgu F C X
topoloogias o (X, X’) tokestatud, s.t.

Vie X AM;>0:|f (x)| < M; (x€E). 9.2)

Olgu B kinnistest absoluutselt kumeratest hulkadest koosnev 7-nulliiimbruste baas ja olgu
U ¢ B fikseeritud nullitimbrus. Alaoglu teoreemi pohjal on V := U® kompaktne absoluutselt
kumer alamhulk LKR-s (X’, o (X', X)). Tahistame H := spanV = (X’),,, normiga py on H
lause 9.12 kohaselt Banachi ruum.

Edasi mérgime, et iga fikseeritud € X puhul on o (X', X)-pideva lineaarse funktsionaali

Fo: X' 5K, f— f(2)

ahend ¢, := F, |y pidev topoloogias o (H, X) = 0 (X', X) |y . Kuna normi poolt méaratud
topoloogia on tugevam kui o (H, X), siis ¢, € H' := (H,py)". Tingimusest (9.2) tuleneb, et
funktsionaalide hulk {¢;},. on Banachi ruumis A punktiviisi tokestatud, eespool tsiteeri-
tud iihtlase tokestatuse printsiibi kohaselt on {¢,}, . lihtlaselt, s.o. normi jérgi tokestatud.
Seega leidub selline M > 0, et

sup[f (z)] = sup e, (/) <M (z € E)
fev fev

ehk .
@IS (Fev.i e,

s.t. %E C VO = U = U. Niisiis, iga U € B korral leidub selline M > 0, et E C MU,
tdhendab E on tokestatud topoloogias 7. Teoreem on toestatud.

Mackey teoreemi iiheks rakenduseks on jargmine tédhelepanuviérne lause.

Lause 9.13. Metriseeruv lokaalselt kumer topoloogia on Mackey topoloogia. Tdpsemalt, kui
LKR (X, 7) on metriseeruv, siis 7 =7 (X, X’).

Toestus. Olgu (X, 7) metriseeruv LKR. Kuna o (X, X’) C 7 C 7 (X, X’) (vt. teoreem
9.7), siis on vaja toestada vaid sisalduvus 7 D 7 (X, X’). Moodustame absoluutselt kumera-
test 7-nullitimbrustest baasi B ={V,, | n € N} omadusega V.1 C V,. Olgu V absoluutselt
kumer 7 (X, X’)-nulliimbrus, niitame, et V,, C V sobivalt valitud n puhul.

Oletame vastuvéiteliselt, et V;, € V iga n € N korral. Siis V,, € nV iga n € N korral, sest
vastasel juhul saaksime seose V' D %Vn D V,, mingi sobivalt voetud m puhul. Valime punktid
x, € VNV, siis x, — 0 (1), jarelikult on jada (x,,) T-tokestatud. Mackey teoreemi kohaselt
on (z,) tokestatud topoloogias 7 (X, X'). Seega leidub ¢ > 0 omadusega 6 {z,, | n € N} C V
ehk z, € 071V iga n € N korral. Viimane tingimus on ilmselt vastuolus jada (z,) valikuga:
kui n > 671, siis x, € 6!V C nV. Niisiis leidub toepoolest iga 7 (X, X’)-nulliiimbruse V'
jaoks V,, € B omadusega V,, C V, mis loppkokkuvottes tdhendab, et 7= 7 (X, X’). =
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10 Tunniruumid ja F-ruumid

10.1 Tugev topoloogia ja tiinniruum

Veel tugevast topoloogiast. Nagu me eespool mérkisime, on antud duaalse paari (X,Y)
puhul lihtne leida tugevaimat polaartopoloogiat vektorruumis X. See on iihtlase koonduvuse
topoloogia koigis o (Y, X)-tokestatud alamhulkades, teatavasti nimetatakse seda tugevaks
topoloogiaks ja tahistatakse 5 (X,Y) (vt. art. 9.1). Arusaadavalt kehtivad seosed

o(X,Y)Cr(X,Y)CB(X,Y).

Antud eralduva LKR~i (X, 7) puhul huvitab meid selles kontekstis, millistel tingimustel lan-
geb 7 kokku tugeva topoloogiaga 5 (X, X').

Nagu eespool, tahistame stimboliga &, koigi o (Y, X)-tokestatud alamhulkade S C Y
siisteemi. Tugeva topoloogia nulliiimbruste baasiks on

B = {S0] 5

(pohjendada! ). Hulgad S° on o (X, Y')-kinnised, absoluutselt kumerad ja neelavad (selgita-
dal)X. Seejuures kuulub iga nimetatud kolme omadusega alamhulk U C X siisteemi 8B
(veendudal! . Niisiis: tugeva topoloogia B (X,Y) saab mddrata nulliimbruste baasiga, mis
koosneb koikidest o (X,Y)-kinnistest absoluutselt kumeratest neelavatest alamhulkadest vek-
torruumis X . Sellised hulgad méngivad lokaalselt kumerates ruumides darmiselt olulist rolli.

Tiinniruum. Definitsioon. Kinnist absoluutselt kumerat neelavat alamhulka U LKR-s
X nimetatakse tinniks. LKR-~1 X, milles iga tiinn on nullitimbrus, nimetatakse tinniruumaiks.

Lihtne on veenduda, et
e alamhulk U eralduvas LKR-s X on tiinn parajasti siis, kui ta on neelav ning U = U, kus
bipolaar on moodustatud duaalsuse (X, X’) suhtes (kontrolhda!)*l*,
e alamhulk U eralduvas LKR~s X on tiinn parajasti siis, kui leidub selline o (X', X)-tokestatud
hulk S € X', et U = SY (pohjendadal ¥q,
e koigil antud duaalsusega (X, Y') kooskolas olevatel lokaalselt kumeratel topoloogiatel vektor-
ruumis X on iihed ja samad tiinnid (pohjendadal)X ja
e igas lokaalselt kumeras ruumis leidub tiinnidest koosnev nullitimbruste baas (selgitadalPX;
vrd. lause 7.1).

Lause 10.1. Eralduva LKR-i (X, T) korral on jargmised viited samavdidrsed:
(a) (X, 7) on tinniruum,
(b) zga o (X', X)-tokestatud alamhulk S C X' on T-vérdpidev,
(c) 7=F5(X,X),
() 7 =7 (X.X) = B(X,X),
(e) kehtib seos T =7 (X, X") ja B (X, X’) on duaalsusega (X, X') kooskélas.
Toestus. (a) = (b) Kui X on tiinniruum ja alamhulk S € X’ on o (X', X)-tokestatud,
siis SY on tiinn LKR-s X. Seega on S° 7-nulliiimbrus, lause 9.3 kohaselt on S 7-vordpidev.
(b) = (¢) Kuna 7 C 7 (X, X') C (X, X’) (selgitadal "X, siis piisab veenduda, et eeldusel
(b) kehtib sisalduvus § (X, X’) C 7. Olgu U suvaline § (X, X')-nullitimbrus, leiame S € &,
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mille puhul S° C U (selgitada! pI. Alamhulk S on o (X', X)-tokestatud, eelduse (b) jérgi
on ta 7-vordpidev, jirelikult on SY 7-nulliiimbrus. Téhendab, iga 8 (X, X’)-nulliiimbruse U
jaoks leidub 7-nullitimbrus V' omadusega V C U, seega (X, X') C 7.

Implikatsioonide (¢) = (d) = (e) = (c) kehtivus on ilmne, kui pidada silmas Mackey-
Arensi teoreemi 9.7. Kuna iga tiinn LKR-s (X, 7) on £ (X, X’)-nullitimbrus (vrd. enne defi-
nitsiooni toodud kommentaar), siis (¢) = (a). Lause on toestatud. m

Vordpidevad hulgad pidevate lineaarsete kujutuste ruumis. Lause 10.1 impli-
katsioon (a) = (b) on o6ige ka iildisemas kontekstis, kui pidevate lincaarsete funktsionaalide
asemel vaadelda samade omadustega iildisemaid pidevaid lineaarseid kujutusi. Olgu X ja Z
TVR-d. Meenutame, et siimboliga L (X, Z) tdhistame koigi pidevate lineaarsete kujutuste
A: X — Z vektorruumi. Lineaarne kujutus A: X — Z on pidev parajasti siis, kui

VVG%ZHUG%XZA(U)CV,

kus By ja Bz on nulliimbruste baas vastavalt ruumis X ja Z. Alamhulka 2 C L (X, Z)
nimetatakse vordpidevaks, kui

YW eB, U €Byx: AU) CViga Aec A korral.

Lihtne on nédha, et erijuhul Z = K saame vordpidevuse moiste selles tdhenduses, nagu me ta
defineerisime artiklis 9.1.

Ulesanne 10.1. Veenduda, et iga vordpidev hulk 2 ¢ L (X, Z) on punktiviisi tokestatud,
s.t. hulk {A (z) | A € 2 } on tokestatud ruumis Z iga x € X korral.

Teoreem 10.2 (dihtlase tokestatuse printsiip). Olgu (X, 7) tinniruum ja olgu (Z,7)
mingi LKR. Iga punktiviisi tokestatud hulk A C L (X, Z) on vordpidev.

Toestus. Olgu A C L (X, Z) punktiviisi tokestatud alamhulk. Moodustame ruumis Z
kinnistest absoluutselt kumeratest nulliimbrustest koosneva baasi B,. Votame V € B,
ning tahistame

Us={A" (V)| Ac}.
Piisab veenduda, et U on tiinn LKR~s X, sel juhul on ta 7-nullitimbrus ning kuna
A(U)CA(A™"(V)) CViga A € A korral,

siis oleme toestanud, et 2 on vordpidev.
[mselt on hulk U absoluutselt kumer ning 7-kinnine (pShjendada! . Kui x € X, siis
{A(z) | A € A} on 7'-tokestatud, mistottu leidub A > 0 omadusega

VAed: A(z) e \V,
s.t. x € AU. Niisiis on U ka neelav ning seega tiinn. m
Teoreem 10.3 (piiroperaatori pidevusest). Olgu A, iga n € N korral pidev lineaar-

ne kujutus tiunniruumist (X,7) LKR-i (Z,7"). Kui iga x € X korral eksisteerib ruumis Z
piirvadrtus A (z) :== lim A, (z), siis A€ L(X,Z).
n—oo
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Toestus. Kujutuse A: X — Z lineaarsuses ei ole kahtlust. Kuna kujutuste jada (A,,) on
punktiviisi koonduv, siis on ta ka punktiviisi tokestatud ning teoreemi 10.2 jérgi vordpidev.
Olgu V kinnine nullitimbrus LKR-s Z, vordpidevuse tottu leidub U € By, et A, (U) C V
koikide n € N puhul. Siis iga € U korral seostest A, (z) — A(z) ja A, (x) € V jareldub
A(z) € V = V. Kokkuvéttes

VW eB, W eByx:AU)CV,

st. A€ L(X,Z). m

10.2 F-ruumid. Lahtise kujutuse printsiip

Teatavasti (vrd. lause 7.7) on eralduv LKR (X, 7) metriseeruv parajasti siis, kui topoloogia
7 saab méirata loenduva voi 1opliku poolnormide siisteemiga {p, }, sel juhul on seosega

=y eI X
d(x,y) 22 H%x_y) (z,y € X)

vektorruumis X defineeritud meetrika, mis maarab topoloogia 7. Seetottu voib nullitimbruste
baasiks LKR-s votta siisteemi {%B |neN } , kus
B:={reX|d(0,x)<1}. (10.1)
F-ruum. Definitsioon. Téielikku metriseeruvat lokaalselt kumerat ruumi nimetatakse
F-ruumiks ehk Frechet’” ruumiks.

F-ruumide omaduste uurimist alustame jargmise lemmaga.

Lemma 10.4. Olgu X ja Z F-ruumid ning olgu A: X — Z lineaarne strjektiivne kujutus.
Iga tinni U C X korral leidub ruumis Z nulliiimbrus V- omadusega V- C A (U).

Toestus. Kuna U on absoluutselt kumer neelav alamhulk ruumis X, siis (vrd. (9.1))

spanlU = G nU = X,

n=1

mistottu

s.t. -
Z =|JnA(U)
n=1

Kasutame meetriliste ruumide teooriast tuntud Baire’s teoreemsi: kuna téielik meetriline
ruum Z on esitatud oma kinniste alamhulkade nA (U) loenduva tihendina, siis mingi m € N
puhul on hulgal mA (U) sisepunkt. Siis on ka hulgal A (U) olemas sisepunkt 7. Valime
absoluutselt kumera nulliimbruse V' LKR~s Z omadusega yo +V C A (U). Pidades silmas
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seoseid V' = =V ja A(U) = —A(U), saame, et —yo+V = —yo—V C —A(U) = A(U),
mistottu iga y € V' korral

+ — 1 1
y="2 2y°+y 2y0 e A(0) +5AU) C A(U).

Niisiis, VC A(U). =
Toestatud lemmast tuleneb vahetult jargmine fakt.

Lause 10.5. Iga F-ruum X on tinniruum.

Toestus. Votame lemmas 10.4 Z := X ja A :=i: X — X (ithikkujutus). Siis iga tiinn
U C X sisaldab nulliimbrust V', jarelikult on ka U ise nulliimbrus. =

Lemma 10.4 abil toestame F-ruumide jaoks lahtise kujutuse printsiibi, iihe funktsio-
naalanaliitisi pohiprintsiipidest.

Teoreem 10.6. Pidev lineaarne strjektiivne kujutus A F-ruumist (X, 1) F-ruumi (Z,7") on
lahtine, s.t. ta teisendab iga T-lahtise alamhulga G C X7'-lahtiseks hulgaks A (G).

Toestus. I. Naitame, et
VU €Bx IVeB,:VCAU), (10.2)

kus B x ja B, on vastavalt ruumi X ja Z nulliimbruste baas absoluutselt kumeratest hul-
kadest, seejuures eeldame, et B, := {V,, | n € N} on omadusega V.11 C V,, (vrd. (4.1)).
Olgu U € B x. Leiame sellise tiinni W, et W C B = {x € X | d(0,z) < 1}. Kuna kinnised
kerad B, kus € > 0 moodustavad 7-nulliimbruste baasi (vrd. (10.1)), siis saab leida sellise
e > 0, et eB C U. Tahistame ¢, := 5z ning moodustame nullitimbrused By, := ¢, W C &.B
iga k € N puhul. Rakendame lemmat 10.4: kuna By, on tiinn (selgitadal X, siis leidub n; € N
omadusega V,, C A(B) , seejuures valime ng > ng_;. Tdhistame V :=V,,| ja nditame, et

VCcAU),st.

VyeV drelU:y=A(x).

Olguy € V C A(By), siis
(y+ Vi) NA(B1) # 2,

jarelikult leidub y; € A (B;) omadusega

y—uy € Vn2 - A(B2)
Viimasest seosest jareldub sellise elemendi ¢, € A (Bsy) olemasolu, mis rahuldab tingimust

Yy—11 — Y2 €V, C A(B3)

jne. Nii jatkates saame elementide jada (y,,) omadustega

ymeA(Bm)a y—zykEVan (mEN)
k=1
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Kuna V,

Nm+1

C Vp,,, siis lim Z yr = vy (pohjendadal DX, s.t. Z Yp = Y-

=00 p—1 k=1
Fikseerime niiiid iga k& € N korral 3 € By nii, et y, = A (), seejuures

Zd(:ck,()) <Zek:€§:lk: g,
k k =1

(0.)
millest tuleneb rea Y x; koonduvus F-ruumis X. Toepoolest,

k=1
m l m 9]
d (Zwk —Zxk,O) =d < Z xk,0> < Z d(zr,0) =0 (m>=1, | = c0),
k=1 k=1 k=l+1 k=l+1
niisiis on (Z a:k) Cauchy jada F-ruumis X ja seega koonduv, olgu z := >z € X.
k=1 meN

Paneme téhele, et

d(z,0)=d < lim E xk,()) < lim E d(zx,0) < E £k = €,
m—r0o0 m—00

seega x € eB C U. Seejuures

II. Veendume, et A on lahtine kujutus. Olgu G C X 7-lahtine alamhulk ja y suvaline
element kujutishulgas A (G). Votame x € G, mille korral A (z) = y. Kuna = on hulga G
sisepunkt, siis saab leida nullitimbruse U € By omadusega  + U C G, jarelikult

AG) DA +U)=A(z) + AU) =y + A(U).

Rakendame toestuse esimeses osas toestatud véidet (10.2) ning leiame V' € B, omadusega
VCcAWU), sel juhul y+V Cy+ A(U) C A(G). Tahendab, y on hulga A (G) sisepunkt,
mis titleb, et A (G) on lahtine hulk.

Teoreem on toestatud. =

10.3 Teoreem kinnisest graaafikust
Lahtise kujutuse printsiibi abil on lihtne toestada jargmist teoreemi.

Teoreem 10.7 (teoreem poordkujutuse pidevusest). Olgu X ja Z F-ruumid. Kui kujutus
A€ L(X,Z) on péiratav, siis A= € L(Z,X).

Toestus. Teatavasti on pooratava lineaarse kujutuse péordkujutus lineaarne, seega on
meil vaja kontrollida vaid kujutuse A=': Z — X pidevust. Olgu G C X lahtine hulk. Kuna
A: X — Z on pidev siirjektiivne kujutus, siis saame rakendada lahtise kujutuse printsiipi,
mille kohaselt (A~1)"' (@) = A(G) on lahtine hulk ruumis Z. Tihendab, kujutuse A~
suhtes on lahtiste hulkade originaalid lahtised, mis tdhendabki selle kujutuse pidevust. m
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Meenutame, et vektorruumide X ja Z otsekorrutis
XxZ:={(x,y) |z e X, ye 7}
on vektorruum koordinaaditi defineeritud tehetega:
(z,y) + (@ y) =@+ y+y), AMzy)=AzNy) (A€K).

Olgu jargnevas (X, 7) ja (Z,7") F-ruumid, mille topoloogia 7 ja 7/ on méaratud vastavalt

poolnormide siisteemiga {pn},cn ja {@m}en- Defineerime funktsionaalid

T X X Z =R, (2,9) = po (2) + ¢ (y)  (n,m € N),
vahetu kontroll naitab, et need on poolnormid, kusjuures

Tnm ((2,9)) =0 (n,m €N) & (2,y) =0xxz

(kontrollida! pX. Seega méérab poolnormide siisteem {7y, },, .oy vektorruumis X x Z metri-
seeruva lokaalselt kumera topoloogia. Paneme téhele, et (vrd. lause 7.5(a))

@k yr) = (x,y) (k= 00) & (vp — 2,y —y) = 0 (b — 00)
S T ((tr — 2,y —y)) = 0 (n,m €N, k — o0)
Spp(tr—2) =0, gnlys —y) =0 (n,m N, k — o0)
sa,—z (1), w—y (7)) (K— 00).

Niisiis tdhendab koonduvus LKR-s X x Z koonduvust koordinaatide jérgi. Tépselt samuti
veendutakse, et ((x,yr)) on Cauchy jada ruumis X x Z parajasti siis, kui (xx) ja (yx) on
Cauchy jada vastavalt ruumis X ja Z. Kuna molemad need ruumid on téielikud, siis leiduvad
re€Xjay€ Z et xp — x (7) ning yr — y (77), jarelikult (zx, yx) — (z,y) ruumis X x Z.
Me toestasime, et X X Z on téielik.

Kokkuvottes voime oelda, et F-ruumide X ja Z otsekorrutis X X Z on F-ruum.

Vaatleme projektsioone
Tx: X xZ—-X, (r,y)—zxja Ty: X xXZ =27, (z,y)—y.

Selge, et T'x ja Tz on lineaarsed kujutused, ilmselt on nad ka pidevad (kontrollida!)*X, niisiis,
Tx e L(X xZ,X), T, € L(X x Z,7).

Kujutuse graafik. Olgu A: X — Z lineaarne kujutus. Korrutisruumi X x Z alamhulka
grA = {(z,A(x)) | z € X}

nimetatakse kujutuse A graafikuks. Lihtne on veenduda (kontrollida! "X, et lineaarse kujutuse
graafik on vektoralamruum vektorruumis X x 7.
Definitsioon. Kui gr A = grA F-ruumis X x Z, siis 6eldakse, et A on kinnine kujutus.

Ulesanne 10.2. Veenduda, et iga pidev lineaarne kujutus on kinnine.
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Teoreem 10.8 (teoreem kinnisest graafikust). Lineaarne kinnine kujutus A F-ruumist
X F-ruumi Z on pidev.

Toestus. Kuna grA on F-ruumi X x Z kinnine alamruum, siis on ta samuti F-ruum.
Vaatleme projektsioonide Ty ja T ahendeid Ty := Tx |ga ja Tz := T |gra ning paneme
tahele, et T'x on pooératav kujutus: iga x € X korral on originaal (z, A (x)) iiheselt méératud.

-1
Seejuures on poordkujutus (TX> : X — X X Z teoreemi 10.7 pohjal pidev ja lineaarne

ning

~ A~

A(x) = Ty (A (2) = Ty ((TX>_1 (x)) — Ty (TX)_l (x) (zeX),

~ 0\ -1 - N1
st. A=Tyo0 (TX) . Kuna molemad komponendid T ja (TX> on pidevad, siis on ka

fZ 0] (fx)

Lineaarse kujutuse A: X — Z, kus (X, 7) ja (Z,7") on LKR~d, graafik on kinnine para-
jasti siis, kui kehtib jargmine implikatsioon (kontrollida!)X:

1
pidev. Téhendab, A € L (X, Z). Teoreem on toestatud. m

[y =2 (1) ja A(zy) =y (F)] =y =A(z).

Niisiis voib 6elda, et graafiku kinnisus ei garanteeri koonduva pere kujutiste pere koondu-
vust, kuid ta vilistab voimaluse, et see koonduks "valeks” piirvaartuseks. Seega on graafiku
kinnisus lineaarse kujutuse puhul oluliselt norgem tingimus kui selle kujutuse pidevus. Kres-
tomaatiline néide kinnise graafikuga tokestamata (s.o. mittepidevast) lineaarsest kujutusest
normeeritud ruumide korral on diferentseerimisoperaator

D: X — Cla,b], v+ 2,

kus X on koigi 16igus [a,b] pidevalt diferentseeruvate funktsioonide x = x (¢) alamruum
Banachi ruumis C [a, b].
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11 Projektiivsed piirid

Kaéesolevas ja jargnevas kahes peatiikis késitleme me meetodeid, mis voimaldavad antud
lokaalselt kumerate ruumide baasil konstrueerida uusi. Pohimotteliselt jagunevad need mee-
todid kahte (teatavas mottes duaalsesse) klassi. Vastavalt neile nimetatakse konstrueeritud
topoloogiat induktiivseks voi projektiivseks.

11.1 Projektiivse piiri topoloogia

LKR-de projektiivne piir. Me eeldame selles artiklis, et X on vektorruum ja (X, 7,)
on LKR-d (iile iihe ja sama korpuse K) ning v,: X — X, on lineaarsed kujutused iga v € T’
korral.

Definitsioon. Norgimat lokaalselt kumerat topoloogiat 7,,,; vektorruumis X, mille suh-
tes koik kujutused v, on pidevad, nimetatakse (LKR-de X, ja kujutustega v, méadratud)
projektitvse piiri topoloogiaks. LKR-1 (X, Tyroj) nimetame sel juhul LKR-de (X, 7,) projek-
titvseks piiriks (kujutuste v, suhtes).

Veendume, et selline topoloogia on olemas ja iiheselt médratud. Olgu iga fikseeritud
v € I' korral 2B, absoluutselt kumeratest nulliimbrustest koosnev baas LKR-s X, . Uldisust
kitsendamata eeldame, et
1) kui Uy, U, € B, siis Uy NU, € B, ja
2) kui U € B, ja A > 0, siis \U € B,
niisiis sisaldab ‘B, oma elementide loplike iihisosade kordsed. Vaatleme vektorruumis X

alamhulki
V=)o (Uy), (11.1)

yeH

kus U, € B, ning H # & on hulga I' suvaline loplik alamhulk. Vahetu kontroll néitab, et
hulgad (11.1) on absoluutselt kumerad ja neelavad (veenduda!)*X ning moodustavad seetottu
nullitimbruste prebaasi 8 mingi lokaalselt kumera topoloogia 7 jaoks vektorruumis X . Kuna
aga siisteem B sisaldab koigi oma elementide 16plikud iihisosad ja kordsed (selgitadal)X,
siis on ta topoloogia 7 nullitimbruste baas (vrd. art. 7.1). Kujutus v,: (X,7) = (X, 7,) on
pidev iga v € I' korral, sest hulk v’ Y(U,) on iga U, € B, puhul 7-nulliiimbrus. Kui 7; on
suvaline selline lokaalselt kumer topoloogia vektorruumis X, mille suhtes kujutused v, on
pidevad, siis peavad koik hulgad v’ 1(U,), agasiis ka iga hulk V' € 9B olema 7i-nullitimbrused.
See tdhendab, et 7 C 7, jérelikult 7 = 7,,0;.

Eelneva arutelu kohaselt on 7,,; norgim lokaalselt kumer topoloogia vektorruumis X,
mille suhtes koik hulgad v;* (U,), kus U, € B, ja v € T, on nulliiimbrused.

Lepime kokku, et projektiivse piiri topoloogia omaduste jargneval uurimisel kasutame
(seda spetsiaalselt méarkimata) eelnevas arutluses sissetoodud tahistusi.
Vastuse kiisimusele projektiivse piiri eralduvusest annab jargmine lause.

Lause 11.1. Eralduvate LKR-de (X, 7,), kus v € I', projektiivne piir (X, Tproj) on eralduv
LKR parajasti siis, kui kujutused v, rahuldavad tingimust

(o' ({0}) = {0}

vyel
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Toestus. Kuna (X, 7,) on eralduv LKR, siis lause 2.7 pohjal (| U = {0} igay e
Ues,
korral. Seetottu

Av=NNu'@=Nu"| NU|=v"{o}.

VesB el UeB, vyel Ues, yel

ning véide jareldub vahetult lausest 2.7. m

Jargnevalt kirjeldame projektiivsel piiril méaratud lineaarsete kujutuste pidevust.

Lause 11.2. Olgu Z mingi LKR ja (X, Tyro;) LKR-de (X, 7,), kus v € I', projektiivne piir.
Lineaarne kujutus A: Z — X on pidev parajasti siis, kui kujutused v, o A: Z — X, on
pidevad.

Toestus. Kui A on pidev, siis ka kujutused v, o A on pidevad kui pidevate kujutuste
kompositsioonid. Vastupidi, kui kujutused v, 0A: Z — X, on iga v € I' korral pidevad, siis
hulk (v, 0 A)~" (U,) on iga U, € B, ja v € I korral nulliiimbrus ruumis Z. Tihendab, iga
V' € B korral, mis on esitatud kujul (11.1), on hulk

AT (V) =A" (ﬂ U;1 (U'y)> = ﬂ (vy 0 A (U5)

ruumi Z nullitimbrus (peame silmas, et H on 16plik hulk). Seega on A pidev kujutus. m

Lause 11.3. Alamhulk E C X on Tyj-tokestatud parajasti siis, kui hulk v, (E) on tokestatud
LKR-s X, iga v € I' korral.

Toestus. IseseisvaltPd =

Koige olulisemat projektiivse piiri topoloogia erijuhtu — korrutistopoloogiat — késitleme
iiksikasjalikumalt jargmises artiklis. Siinkohal vaatleme viit lihtsamat juhtu, millest kaks
viimast on pohimottelise tdhendusega.

Naide 11.1. Olgu Xy LKR-i (X, 7) vektoralamruum. Alamruumi topoloogia 7y on pro-
jektiivse piiri topoloogia, kus seda tekitav LKR-de siisteem { X, } koosneb iihest elemendist,
nimelt LKR-st X, ja vastavaks lineaarseks kujutuseks on sisestus ¢: Xg — X, x — x. Sel
juhul koosneb projektiivse piiri nullitimbruste baas hulkadest

Vi=i'(U)=UnX, (Uée€Byx)

(siin By on ruumi X nulliimbruste baas), mis téepoolest moodustavad alamruumi topoloo-
gia 1y nulliimbruste baasi.

Naiide 11.2. Olgu (X,Y) duaalne paar. Nork topoloogia o (X,Y) vektorruumis X on
LKR-dega X; := K ja kujutustega f: X — K, kus f € V), médratud projektiivse piiri
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topoloogia. Uhelt poolt (X,o (X,Y)) =Y, seega iga f € Y on o (X,Y)-pidev, teisalt on
o (X,Y) vektorruumi X norgim lokaalselt kumer topoloogia omadusega (X, o (X,Y)) =Y.

Naide 11.3. Olgu iga v € I' korral vektorruumis X maératud lokaalselt kumer to-
poloogia 7,. Defineerime selles ruumis projektiivse piiri topoloogia 7p0; LKR-de (X, 7,) ja

lineaarsete kujutuste v, := ¢ suhtes, kus ¢: X — X on tihikkujutus. Lihtne on néha, et
B = |J B, on topoloogia T,0; nulliimbruste prebaas, kus 9B, on 7,-nulliimbruste baas
vyel’

ruumis X (veendudal!)X.

Naide 11.4. Olgu LKR-i X topoloogia 7 méératud poolnormide siisteemiga {p- }
Siis hulgad

yer”

V:zsﬂV% (>0, y,.,m€el, neN),
i=1

kus V, := {x € X | p, () < 1}, moodustavad 7-nullilimbruste baasi 8. Paneme téhele, et
7 on norgim lokaalselt kumer topoloogia vektorruumis X, mille suhtes koik poolnormid p.,
on pidevad. Toepoolest, kui 7; on mingi niisugune topoloogia, siis V, on 7-nullitimbrus iga
v € I' korral, mistottu ka iga V' € B on 7y-nullitimbrus. Téhendab, 7 C 1.

Edasi, iga fikseeritud v € I' korral méérab poolnorm p, vektorruumis X lokaalselt kumera
topoloogia 7.,. Seejuures poolnormi p, pidevus mingi lokaalselt kumera topoloogia 7 suhtes
on samavédrne {ihikkujutuse i: (X,7") = (X, 7,) pidevusega (kontrollida!)X. Seetottu on
ldhtetopoloogia 7 LKR-de (X, 7,,) projektiivse piiri topoloogia tihikkujutuse i suhtes. Niisiis,
iga LKR on esitatav poolnormeeritud ruumaide projektiivse piirina.

Naiide 11.5. Olgu (X, 7) eralduv LKR, topoloogia 7 on méératud kéigi 7-pidevate pool-
normide siisteemiga P. Moodustame iga p € P korral faktorruumi X, := X/p~! ({0}), selle
elementideks on ekvivalentsusseose © ~ y 1< p(x — y) = 0 jargi moodustatud ekvivalentsi-
klassid x = x + p~! ({0}). Lihtne on niha, et kui z ~ y, siis p(z) = p(y) (kontrollida! ).
Defineerime igas vektorruumis X, normi

Ixll, = infp(z) = p(s) (x € X,)
ja ruumis X kanoonilised kujutused
kp: X = X, s x=x4+p ' ({0}) (peP),
siis ||k, ()], = p (v) iga @ € X korral, seejuures () k,' ({0}) = {0} = p~' ({0}).

peEP
Meie eesmark on naidata, et topoloogia 7 langeb kokku normeeritud ruumide X, ja

kanooniliste kujutuste k, suhtes moodustatud projektiivse topoloogiaga 7. Selleks paneme
tahele, et
1) 7 on norgim lokaalselt kumer topoloogia vektorruumis X, mille suhtes koik poolnormid
p € P on pidevad (vrd. néide 11.4), ja
2) kujutus

byt (X,7) = (X111, (11.2)
on pidev lokaalselt kumera topoloogia 7’ korral parajasti siis, kui poolnorm p on 7/-pidev
(kontrollida!)»X.

Niisiis, 2ga eralduv lokaalselt kumer ruum on esitatav normeeritud ruumide pro-
jektitvse piirina.
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11.2 Lokaalselt kumerate ruumide otsekorrutis

Olgu I'" mingi indeksite hulk ja olgu X, iga v € I' korral vektorruum iile iihe ja sama
skalaaride korpuse K. Moodustame otsekorrutise

X::HX,Y::{x:(QZV)|\V/’)/€F:£C,YEX7}.

vyel

Definitsiooni jérgi on otsekorrutise elementideks (mitte tingimata suunatud) pered z = (),
mille elemente ., me tavaliste vektorite ja jadade eeskujul nimetame koordinaatideks. Ku-
jutusi
Ty HXV - X,, (x,)—z, (yel)
vell

nimetatakse projektsioonideks. Hulk [] X, on vektorruum, kui defineerida
vel’

(zy) + (yy) = (7, + ), Ja A(xy) = (Azy) (A €K),

seejuures on projektsioonid 7, lineaarsed (kontrollida!)X. Kuna vektorruumi [] X, nullele-
vyel
mendiks on pere, mille v-s koordinaat on ruumi X, nullelement, siis kehtib seos

(7" (0x,) = {0x}. (11.3)

yel’

Defineerime iga v € I' puhul kujutused

Iy Xy = X, 2y = (2),er, kus 2, = 2, kui v =17, ja 2, =0, kui v # v,

ning kontrollime nende jargmisi omadusi.

Ulesanne 11.1. Niidata, et kujutus J on lineaarne ja iiks-ithene.

Ulesanne 11.2. Veenduda, et 7, 0 j, = ix, (tihikkujutus) ja m, o j, =0, kui v # ~.

Ulesanne 11.3. Veenduda, et T, i x,) = it

Korrutistopoloogia. Eeldame jérgnevas, et (X, 7,) on LKR-d ja defineerime otsekor-
rutises X projektiivse piiri topoloogia projektsioonide 7, : X — X, suhtes. Seda topoloogiat
nimetatakse korrutistopoloogiaks, téhistame teda tdhega 7y7. Olgu B, LKR-i X, nullitimbrus-
te baas, eeldame, et ta sisaldab koik oma elementide positiivsed kordsed ja 1oplikud {ihisosad.
Siis

B = { ﬂ 7' (U,) | U, € B,, HCT onloplik alamhulk}

yeH

on m-nulliimbruste baas (kontrollida! ).
Korrutistopoloogia olemuse paremaks moistmiseks on kasulik jargmine fakt, mis tuleneb
vahetult projektsioonide 7, pidevusest.

Lause 11.4. Otsekorrutise X elementide suunatud pere ()., koondub elemendiks x kor-
rutistopoloogias i1 parajasti siis, kui lirrj 7y (%) = 7y (x) iga v € I’ korral.
ac

Toestus. IseseisvaltP =
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Lause 11.5. Suunatud pere (z),. 4 on Cauchy pere otsekorrutises (X, i) parajasti siis, kui
(my (2%)) yen 0n Cauchy pere ruumis (X, 7,) iga v € I' korral.

Toestus. IseseisvaltPd =

Otsekorrutise iildiste omaduste uurimist alustame jargmise kahe viitega, mis tule-
nevad vahetult lausetest 11.2 ja 11.3.

Lause 11.6. Olgu Z LKR. Lineaarne kujutus A: Z — (X, 1) on pidev parajasti siis, kui
kujutus m\, 0 A: Z — X, on pidev iga v € I" korral.

Toestus. Isesisvalt (vrd. lause 11.2)%. m

Lause 11.7. Alamhulk E C X on my-tokestatud parajasti siis, kui tema projektsioon m., (E)
on tokestatud LKR-s X, iga v € I" korral.

Toestus. Isesisvalt (vrd. lause 11.3))4. m
Lause 11.8. LKR (X, ) on eralduwv parajasti siis, kui koik LKR-d X, on eralduvad.

Toestus. Tarvilikkus. Kui oletada, et LKR X,/ ei ole eralduv mingi vy € I' korral,

siis leidub a € X, \ {0}, mis kuulub ihisossa () U. Kuid sel juhul kuulub element
UEB-,

Jr (@), mis on nullist erinev vektorruumis X, koikidesse nulliimbrustesse V' € B ruumis
X (pohjendadalX. Téhendab, (X, ) ei ole eralduv.
Piisavus tuleneb vahetult lausest 11.1 (vrd. seos (11.3)). m

Lause 11.9. Otsekorrutise (X, ) kinnine alamhulk E on taielik parajasti siis, kui tema
projektsioon ., (E) on tdtelik LKR-s X, iga v € I' korral.

Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et £ C X on ry-tdielik, olgu (a®), .4, kus a® € 7y, (E)
iga a € A korral, Cauchy pere LKR-s X,,. Vaatleme peret (j,, (a®)),c, Tuumis X. Kuna
Ty (Jro (@%)) = a® ja my (Jy (@) = 0, kui v # 0, siis (j,, (a*)) on Cauchy pere hulgas
E (vrd. lause 11.5). Seega (j,, (a®)) koondub ruumis X mingiks punktiks z € FE, ténu
projektsiooni 7,, pidevusele a® — 7, (2) € m,, (E). Téhendab, 7,, (£) on téielik hulk.

Piisavus. Olgu E selline kinnine alamhulk ruumis (X, 7y), et tema projektsioon 7, (£) on
téielik hulk ruumis (X, 7,) iga v € I" korral. Suvalise Cauchy pere (2*),. 4 puhul hulgas £ on
(my (2%)) 4e 4 Cauchy pere hulgas 7., (E). Seega leiduvad punktid z, € 7, (E), et m, (2%) — 2,
ruumis X, seejuures z* — z = (2,),p (7). Kuna E' on kinnine hulk, siis z € E.

Lause on toestatud. m

Jareldus 11.10. Taielike lokaalselt kumerate ruumide otsekorrutis on tdielik lokaalselt ku-
mer ruum.

Lause 11.11. LKR-de (X, T,), kus v € I', projektiivne piir (Xo, Tproj) lineaarsete kujutuste
vyt Xo — X, suhtes, mis rahuldavad tingimust

Moy (oD = {0},

on topoloogiliselt ja algebraliselt isomorfne nende ruumide otsekorrutise (X, 1) mingi alam-
TUUMLGQ.
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Toestus. Defineerime lineaarse kujutuse

T: Xo— [[ X, 2+ (vy(2)),

vyel

siis v, = m, 0 T iga v € I" korral. Kuna kujutused v, on pidevad, siis T' € L (Xp, X) (vrd.

lause 11.2). Seejuures T ({0}) = () v;' ({0}) = {0}, s.t. T : Xo — T (Xp) on iiks-iihene
~yel

kujutus. Saame seose v, o T~! = 7, millest jéreldub, et 7! € L (T (X),Xo) (vrd. lause

11.2). Kokkuvottes oleme naidanud, et projektiivne piir Xy ning otsekorrutise X alamruum

T (Xo) on algebraliselt ja topoloogiliselt isomorfsed. m

Pidades silmas naidet 11.5, saame lausest 11.11 jargmise jarelduse.

Jareldus 11.12. Iga eralduv lokaalselt kumer ruum on topoloogiliselt ja algebraliselt iso-
morfne normeeritud ruumide otsekorrutise alamruumiga.

Selle artikli 1opuks margime veel eelpool defineeritud kujutuste j, olulist rolli lokaalselt
kumerate ruumide otsekorrutise puhul.

Lause 11.13. Olgu X LKR-de X.,, kus v € I, otsekorrutis, mis on varustatud korrutistopo-
loogiaga Tr1. Siis kujutus j., korraldab iga vy € I' puhul LKR-i X, ja LKR-i (X, 1) alamruumi
Jv (Xy) vahel topoloogilise ja algebralise isomorfismi. Kui koik LKR-d X, on eralduvad, siis
Jv (Xy) on kinnine alamruum ruumis (X, ).

Toestus. Ulesande 11.2 kohaselt 7, o j, € L (X, X,,), lause 11.2 pohjal j, € L (X, X).
Ulesandest 11.3 saame, et j;l € L(j,(X,),X,). Seega on j, topoloogiline ja algebraline
isomorfism. Lopuks, kui LKR-d X, on eralduvad, siis 7, ' ({0}) on kinnine hulk ruumis X
(pohjendadal! MK, mistottu ka hulk j, (X,) = () 7, ({0}) on kinnine. m

vel vy

Lause 11.13 lubab meil samastada LKR-dena X, ja j, (X,). Seega voime edaspidi vaa-
delda LKR-e X, otsekorrutise (X, 7y7) alamruumidena, millel on parajasti tiks ithine punkt
0. Kui ruumid X, on eralduvad, siis on nad kinnised alamruumid ruumis X. Margime veel,

et kui A C I', siis [[ X, on ruumi (X, 7y) alamruum, seejuures kinnine, kui koik ruumid
YEA
X, on eralduvad.
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12 Induktiivsed piirid. Bornoloogilised ruumid

12.1 Induktiivse piiri topoloogia

LKR-de induktiivne piir. Me eeldame selles peatiikis, et X on vektorruum ja (X, 7,)
on iga v € I' korral LKR iile sama korpuse K ning u,: X, — X on lineaarsed kujutused
omadusega

X = span U uy (X5).

vyel

Definitsioon. Tugevaimat lokaalselt kumerat topoloogiat 73,4 vektorruumis X, mille
suhtes koik kujutused u. on pidevad, nimetatakse (LKR-de X, ja kujutustega u., médratud)
induktiivse piiri topoloogiaks. LKR-i (X, Ting) nimetame sel juhul LKR-de (X, 7,) induktiiv-
seks piiriks (kujutuste u., suhtes).

Ulesanne 12.1. Téestada, et iilaltoodud eeldustel induktiivse piiri topoloogia Ting vek-
torruumis X eksisteerib.

Induktiivse piiri topoloogia uurimisel on pohikiisimus, millised ruumide X, omadused on
parandatavad, s.o. kanduvad iile ruumi (X, 73,q4). Mainime kohe kahte omadust, mille puhul
vastus on negatiivne, need on eralduvus ja metriseeruvus. Naiteks F-ruumide induktiivne piir
ei ole iildjuhul F-ruum. Mérgime asjaolu, et iildjuhul puudub sellise poolnormide siisteemi
efektiivne kirjeldus, mis médrab induktiivse piiri topoloogia. Sellest hoolimata méngivad
induktiivsed piirid véga olulist rolli nii teoorias kui ka paljudes rakendustes.

Me alustame induktiivsete piiride ldhemat uurimist topoloogia 7,4 tdpsema kirjel-
dusega.

Lause 12.1. Absoluutselt kumer neelav alamhulk U C X on myna-nulliimbrus parajasti siis,
kui u ' (U) on nulliimbrus ruumis (X, 7,) igay € ' korral.

Toestus. Tarvilikkus. Kui U on 7ipg-nullitimbrus, siis u; 1 (U) on 7,-nullitimbrus kujutuse
u., pidevuse tottu.

Piisavus. Olgu 7y poolnormiga py (hulga U Minkowski funktsionaal) madratud lokaalselt
kumer topoloogia VR-s X, sel juhul {\U | A > 0} on 7y-nullitimbruste baas. Kui u>" (U) on
nullitimbrus ruumis (X, 7,), siis kujutus u,: (X,,7,) = (X, 7y) on pidev. Seega 7y C Ting,
s.t. U on Tiyg-nulliimbrus. =

Lause 12.2. Kui B, on LKR-i X, absoluutselt kumeratest nulliimbrustest koosnev baas iga
v € I' puhul, siis

B = {absconv U uy (V) | V5 € ‘37}

vyel

on nulliimbruste baas LKR-s (X, Ting)-

Toestus. Koigepealt paneme tihele, et iga hulk

U := absconv U uy (V) € B (12.1)

vyerl’
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on Tipg-nulliimbrus. See tuleneb lausest 12.1, sest

Vs Cuzt (us (Vs)) Cuy’ <abseonv U Uy (Vv)> =u; " (U)

vyel

iga 0 € T ja iga sellise V5 € B korral, mis on hulga U esituses (12.1).

Niitame, et B on Ti,g-nulliimbruste baas. Olgu U C X suvaline absoluutselt kumer
Ting-nullitimbrus. Iga v € I" korral on u L(U) siis 7,-nullitimbrus, seega saab valida V. € B,
omadusega V., C u' (U), kust u, (V) C U. Seetdttu U O V' := absconv |, . u, (V) ning
V € 3. Tahendab, B on 7,q-nulliimbruste baas. =

Lause 12.1 lubab meil toestada jargmise véite.
Lause 12.3. Tinniruumide induktiivne piir on tinniruum.

Toestus. Olgu (X, 7,q) LKR-de (X, 7,) induktiivne piir kujutuste u,: X, — X suhtes,
kus v € I'. Kui U on tiinn LKR-s (X, 7inq), siis u;' (U) on tiinn ruumis X, (kontrollida! )X
ning seega 7,-nullitimbrus. Lause 12.1 pohjal on U Tiyg-nullitimbrus. Tahendab, (X, 7inq) on

tinniruum. =

Lause 12.4. Olgu (Z,7) mingi LKR ja (X, Tina) LKR-de (X, 7,) induktiivne piir kujutuste
uy: Xy — X suhtes, kus v € I'. Lineaarne kujutus A: X — Z on pidev parajasti siis, kui
kujutus Aowuy: X, — Z on iga v € I' korral pidev. Lineaarsete kujutuste hulk A C L (X, Z)
on vordpidev parajasti siis, kui {Aowu, | A€ A} C L(X,,Z) on vordpidev iga v € I' korral.

Toestus. Selge, et kui A on pidev, siis ka kompositsioon A o u, on pidev. Kui eeldada
kujutuste A o, pidevust iga v € I" korral, siis seosest

u;' (AT (V) = (Aow,) (V) (12.2)

Y

tuleneb, et A~! (V') on Tyg-nulliimbrus iga absoluutselt kumera 7-nullitimbruse V' puhul.
See tdhendabki kujutuse A : (X, Tina) — (Z, 7) pidevust.

Hulk 24 C L (X, Z) on vordpidev parajasti siis, kui [V {A™ (V) | A € 2} on nullitimbrus
ruumis (X, ming) (selgitada! X, Seose (12.2) ja lause 12.1 tottu on see samavédrne tingi-
musega, et alamhulk {(Aou,)”™" (V)| A € A} on 7,-nulliimbrus, s.t. {Aowu, | A€ A} on
7,-vordpidev iga v € I" korral. m

Viimane lause annab meile voimaluse kirjeldada induktiivse piiri topoloogiat polaar-
topoloogiana. Selleks on mugav kasutada kaaskujutuse moistet. Olgu (X, X') ja (Z,Z')
duaalsed paarid. Lineaarse kujutuse A: X — Z kaaskujutuseks nimetatakse kujutust

A7 - X* g goA,
teiste sonadega,
A'(g) () = g (A(z)) ehk (z,A'(g)) = (A(z).9) (z€ X, g€ Z').

[mselt on A’: Z/ — X* lineaarne kujutus. Vahetu kontroll niitab, et A’ (Z") C X’ parajasti
siis, kui A on noérgalt pidev, s.t. A: (X,0 (X, X")) = (Z,0(Z,Z')) on pidev (veendudal ).
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Kui (X,7) ja (Z,7') on eralduvad LKR-d ja A € L(X,Z), siis A on norgalt pidev:
suvalise g € Z" korral go A € X', s.t. A'(Z') C X'. Seega on igal kujutusel A € L (X, Z)
kaaskujutus A’.

Alamhulk S C (X, Tina)" on Ting-vordpidev parajasti siis, kui v/, (S) = {f ou, | f € S} on
7,-vordpidev iga v € I" korral. Teisalt, iga eralduv lokaalselt kumer topoloogia 7 vektorruumis
Z on polaartopoloogia Tg, kus & on koigi 7-vordpidevate alamhulkade S C (Z,7)" siisteem
(vrd. teoreem 9.4). Siit tuleneb jérgmine lause.

Lause 12.5. Kui LKR-d (X,,7,) ja (X, Tina) on eralduvad, siis Tinqa on polaartopoloogia
Ts, kus & on koigi selliste hulkade S C (X, Tima) siisteem, mille puhul ul,(S) C X! on
Ty-vordpidev iga v € I' korral.

Induktiivse piiri ja projektiivse piiri moistete duaalsus selgub jargmisest lausest.

Lause 12.6. Eeldame, et LKR-d (X,,7,) ja (X, Tina) on eralduvad. Olgu igas kaasruumis
X = (X, 7)) mddratud polaartopoloogia Ts.,, kus &, on mingi o (X'w Xiy) -tokestatud alam-
hulkade siisteem. Kuz

63:{Uu%(57k)|57k66%7 k=1,....n; nGN}

k=1

!/

siis Ts on vektorruumis X' = (X, 7ing) LKR-de (XQ, 7’@7) projektitune piir kaaskujutuste u,

suhtes.

Toestus. Kuna u, € L(X,,X), siis u/: X" — X iga v € T korral. Defineerime kaas-
ruumis X' projektiivse piiri topoloogia 7p0; LKR-de (X;, 7@) ja kujutuste u, suhtes. See

on norgim lokaalselt kumer topoloogia, mille suhtes kujutused u/ on pidevad ehk milles

(u’)fl ((57)0) on nulliimbrused. Kuna (u’)fl ((SW)O) = (uy(S,))" (kontrollida! K, siis

v y
Toroj = Te (pOhjendadalpX. m

12.2 Bornoloogilised ruumid

Tokestatud kujutused. Olgu (X, 7) ja (Z,7") LKR-d ning A: X — Z lineaarne kuju-
tus. Kui A on pidev, siis on ta tokestatud, s.t. ta teisendab iga 7-tokestatud hulga F C X
7'-tokestatud hulgaks A (F) ruumis Z. Téepoolest, kui V' on mingi absoluutselt kumer nul-
litimbrus ruumis Z, siis kujutuse A pidevuse tottu leidub selline nullitimbrus U ruumis X,
et U C A7 (V), ning tinu hulga E tokestatusele \E C U C A™' (V) mingi A > 0 korral.
Siit tuleneb, et AA (E) = A(AE) C V, seega A (E) on tokestatud.

Kui X ja Z on normeeritud ruumid, siis kehtib teatavasti ka vastupidine viide: iga tokes-
tatud lineaarne kujutus on pidev. Need faktid on lahtekohaks jargmisele probleemiasetusele:
kirjeldada selliseid LKR-e X, mille puhul iga tokestatud lineaarne kujutus A: X — Z on
pidev suvalise LKR-i Z korral.

Bornoloogiline ruum. Definitsioon. LKR~i (X, 7) nimetatakse bornoloogiliseks ruu-
miks, kui iga selline absoluutselt kumer alamhulk U C X, mis neelab koik 7-tokestatud
hulgad, on 7-nullitimbrus.
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Meenutame (vrd. art. 2.2), et véljendiga "U neelab hulga A” tiéhistame me (eeldusel, et
U on tasakaalus) véidet "leidub selline A > 0, et AA C U". Mérgime veel, et kuna iga 16plik
alamhulk on tokestatud, siis definitsioonis toodud omadusega hulk U on kindlasti neelav.
Samal ajal ei pruugi U olla tiinn, sest me ei eelda tema kinnisust.

Jargmine lause néitab, et bornoloogiliste ruumide klass sisaldab parajasti koik soovitud
omadusega lokaalselt kumerad ruumid.

Lause 12.7. LKR-i (X, 7) puhul on jirgmised véited samavdidrsed:
(a) (X, 7) on bornoloogiline ruum,
(b) iga tokestatud lineaarne kujutus A: X — Z on iga LKR-i (Z,7') korral pidev.

Toestus. (a) = (b) Eeldame, et A on tokestatud lineaarne kujutus bornoloogilisest
ruumist X LKR-i Z. Olgu V absoluutselt kumer nulliiimbrus ruumis Z. Niitame, et A~ (V)
on 7T-nulliimbrus, siis A on pidev. Olgu F tokestatud alamhulk ruumis X. Kuna A on
tokestatud kujutus, siis A (£) on ruumis Z tokestatud ning seega A (E) C AV mingi A > 0
korral, millest tuleneb sisalduvus E C AA™! (V). Néeme, et absoluutselt kumer alamhulk
A~ (V) neelab iga T-tokestatud alamhulga, olles seetottu nulliiimbrus bornoloogilises ruumis
X. Niisiis on A pidev kujutus.

(b) = (a) Olgu U C X selline absoluutselt kumer alamhulk, mis neelab iga tokestatud
hulga ruumis X. Sel juhul on ta neelav ning tema Minkowski funktsionaal p;; on poolnorm
vektorruumis X (vrd. jareldus 5.7). Vaatleme selles ruumis lisaks esialgsele topoloogiale T
veel poolnormiga py maaratud lokaalselt kumerat topoloogiat 77, mille nulliimbruste baasiks
on siisteem {eU | £ > 0}. Paneme téhele, et iga T-tokestatud hulk B C X on 71y-tokestatud
(kontrollida! X, see tdhendab tihikkujutuse i: (X, 7) — (X, 7)) tokestatust ja seega eelduse
(b) kohaselt ka pidevust, mistottu U on 7-nullitimbrus. m

Mérgime bornoloogilise ruumi iiht olulist omadust: kui (X, 7) on eralduv bornoloogiline
ruum, siis T on Mackey topoloogia (X, X'), kus X’ := (X, 7)". Selle viite kontrollimiseks
paneme téhele, et ithikkujutus i: (X, 7) — (X, 7 (X, X’)) on tokestatud, sest topoloogiatel
T ja 1 (X, X’) on Mackey teoreemi jarelduse 9.11 kohaselt iihed ja samad tokestatud hulgad.
Lause 12.7 pohjal on ¢ pidev kujutus, seetottu 7 O 7 (X, X’). Kuna 7 (X, X’) on tugevaim
neist lokaalselt kumeratest topoloogiatest, mis on duaalsusega (X, X’) kooskolas (vrd. jéarel-
dus 9.8), siis kehtib ka vastupidine sisalduvus, ning kokkuvottes seos 7 = 7 (X, X').

Teatavasti (vt. lause 9.13) j&&b siin toestatud véide oigeks, kui selles asendada sona
bornoloogiline sonaga metriseeruv. Nende kahe moiste vahekorda selgitab jargmine lause.

Lause 12.8. Iga metriseeruv lokaalselt kumer ruum on bornoloogiline.

Toestus. Olgu (X, 7) metriseeruv LKR nullitimbruste baasiga 8 := {U,, | n € N}, mis
rahuldab tingimust U, .1 C U,. Oletame vastuviiteliselt, et X ei ole bornoloogiline. Siis
leidub selline absoluutselt kumer hulk U C X, mis neelab koik tokestatud alamhulgad, kuid
ei ole nullitimbrus, jarelikult U,, € U iga n € N korral, mistottu

Vn € N dzx,, € U \nU
(kontrollida!pX. Kuna x, — 0 (pohjendada! )X, siis hulk {z, | n € N} on tokestatud, niisiis

leidub A > 0, et A\z,, € U iga n € N puhul. Kui n > %, siis %[En € U ehk z,, € nU, mis on

vastuolus elementide z,, valikuga. Saadud vastuolu iitleb, et X on bornoloogiline ruum. m

Induktiivsete piiride kontekstis on oluline jargmine fakt.
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Lause 12.9. Bornoloogiliste ruumide induktiivne piir on bornoloogiline ruum.

Toestus. Olgu (X, Ti,qa) bornoloogiliste ruumide (X, 7,), kus v € I', induktiivne piir
kujutuste u,: X, — X suhtes ja olgu AX — Z tokestatud lineaarne kujutus, kus (Z,7')
on LKR. Kui E on tokestatud hulk ruumis X, siis tdnu kujutuse u., pidevusele ning A
tokestatusele on (A o u,) (E) = A (u, (E)) tokestatud hulk ruumis Z. Niisiis on Aou,: X, —
7 iga v € I' korral tokestatud kujutus ja seega eelduse kohaselt pidev. Lause 12.4 pohjal on
A pidev, mis tdhendab ruumi (X, 73,4) bornoloogilisust. m

Lausetest 12.8 ja 12.9 tuleneb, et metriseeruvate LKR-de induktiivne piir on borno-
loogiline ruum. Kéaesoleva artikli pohitulemus, mille me jargnevalt esitame, iitleb, et see
vaide on teatavas mottes pooratav.

Teoreem 12.10. Eralduv LKR (X, T) on bornoloogiline parajasti siis, kui ta on normeeritud
ruumide induktiivne piir. Tdaielik eralduv LKR (X, T) on bornoloogiline parajasti siis, kui ta
on Banachi ruumide induktiivne puir.

Teoreem 12.10 jareldub vahetult jargmisest iildisemast lausest.

Lause 12.11. Olgu (X, 1) eralduv LKR. Vektorruumis X on olemas tugevaim lokaalselt ku-
mer topoloogia 7', millel on topoloogiaga T iihed ja samad tokestatud hulgad. Seejuures on
(X, 7") bornoloogiline ruum ja ta on esitatav vektorruumi X wvektoralamruumidest moodus-
tatud normeeritud ruumide induktiivse piirina. Topoloogiad T ja 7' langevad kokku parajasti
siis, kui (X, 7) on bornoloogiline ruum. Kui (X, 7) on tdielik LKR, siis (X,7’) on Banachi
ruumide induktiivne piir.

Toestus. Téhistame tdhega S koigi kinniste tokestatud absoluutselt kumerate alam-
hulkade siisteemi ruumis (X, 7). Suvalise A € S korral olgu X4 tema lineaarne kate vektor-
ruumis X, s.0. X4 := spanA. Hulga A Minkowski funktsionaal p, on norm vektorruumis X 4.
Me teame (vt. lause 9.12 toestus), et normi p4 poolt méératud topoloogia 74 on tugevam,
kui indutseeritud topoloogia 7 |x, alamruumil X 4, seetottu sisestused

ua: (Xa,ma) = (X,7), 22 (AES)

on pidevad ning X = |J X4 = |J wa(X4). Olgu 7’ induktiivse piiri topoloogia vektor-
AeS AeS
ruumis X LKR-de (Xa4,74) ja kujutuste uy suhtes, kus A € S. Seejuures (X, 7') kui met-

riseeruvate lokaalselt kumerate ruumide induktiivne piir on bornoloogiline ruum. Kuna iga
absoluutselt kumera 7-nulliiimbruse U korral u,' (U) = U N X4 on T4-nulliiimbrus ruumis
X 4, siis lause 12.1 pohjal 7/ D 7. Kui 7 on seejuures bornoloogiline topoloogia, siis ithikku-
jutus i: (X, 7) — (X, 7') on pidev, mistottu saame 7" = 7.

Seosest 7" D 7 tuleneb muuhulgas, et iga 7'-tokestatud alamhulk on 7-tokestatud. Meie
eesmargiks on veenduda, et neil topoloogiatel on samad tokestatud hulgad. Kuna LKR-s
on alamhulk tokestatud parajasti siis, kui tema kinnine absoluutselt kumer kate on tokes-
tatud (selgitada! ), siis piisab naidata, et iga A € S on 7/-tokestatud (pohjendadal)rX.
Selleks paneme tahele, et A € S on 7'-tokestatud parajasti siis, kui iga absoluutselt kumera
7/-nullitimbruse V' korral leidub selline A > 0, et AA C V N X4, mis on samavéédrne tin-
gimusega 7' |x, C Ta (selgitadalX. See tingimus on tédidetud kujutuse uu pidevuse tottu
(kontrollida! ).
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Lopuks néitame, et kui (X, 7) on téielik LKR, siis (X4, 74) on Banachi ruum iga A € §
puhul. Olgu (z,) suvaline Cauchy jada normeeritud ruumis X4, siis on ta 7-Cauchy jada
ruumis X, mistottu ta koondub selles ruumis mingiks punktiks a. Cauchy jada definitsiooni
kohaselt

Ve>0 dINeN:m,n> N = x,, — x, € A.

Kuna €A on 7-kinnine hulk, siis a — z,, € €A, millest tuleneb, et a € z, + cA C X4 ja
x, — a(74). Téhendab, (X4, 74) on téielik. m

Lopetame selle peatiiki kahe méarkusega. Esiteks, lause 12.11 toestuses voime koigi kin-
niste tokestatud absoluutselt kumerate alamhulkade siisteemi S asendada selle siisteemi
suvalise fundamentaalsiisteemiga, s.0. niisuguse alamsiisteemiga Sy, et iga A € S jaoks lei-
dub B € Sy omadusega B D A. Siit tuleneb, et kui LKR-s (X, 7) on loenduv tokestatud
alamhulkade fundamentaalsiisteem, siis saab ta esitada loenduva normeeritud ruumide pere
induktiivse piirina (vrd. art. 13.3).

Teiseks méargime, et bornoloogilise ruumi ja tiinniruumi moisted ei ole iildjuhul vorrel-
davad. Saab tuua niiteid bornoloogilistest ruumidest, mis ei ole tiinniruumid ja vastupidi.
Lausetest 12.3 ja 12.11 aga saame, et iga taielik eralduv bornoloogiline ruum on tin-
niruum (kontrollidal ).
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13 Induktiivse piiri erijuhud: faktorruum, otsesumma, ran-
ge induktiivne piir

13.1 Faktorruumid

Olgu X vektorruum ning M tema vektoralamruum. Defineerime ruumi X elementide vahel
ekvivalentsusseose
r~y:sr—yeM

ja téhistame X /M vastavate ekvivalentsiklasside hulga. Selle elemente téhistame tdhtedega
X,y, ... Lihtne on veenduda, et X/M on vektorruum, kui defineerida

x+y ={zxt+ylrex,ycy} jarxx:={x|zex} (Ae K\ A{0})

(kontrollida! X, juhul A = 0 olgu 0x := M. Ekvivalentsiklass M osutub vektorruumi X /M
nullelemendiks: kuna iga z € x+ M korral z = z+4u, kusxr € xjau € M,siisz—x =u € M,
st. z~xzehk x4+ M = x.

Ekvivalentsiklassid x € X/M katavad kogu vektorruumi X ning ei 16iku omavahel. See-
tottu médrab iga € X iiheselt elemendi z + M € X /M. Defineerime kujutuse

k: X - X/M, x— x4+ M,

see on lineaarne ja siirjektiivne (selgitadal)X.
Vektorruumi X /M nimetatakse vektorruumi X faktorruumiks vektoralamruumi M jargi,
kujutust & nimetatakse faktorruumi X/M kanooniliseks kujutuseks.

Faktortopoloogia. Olgu (X, 7) LKR nulliimbruste baasiga 8, mis koosneb absoluut-
selt kumeratest hulkadest ja on kinnine loplike {ihisosade ja kordsete moodustamise suhtes.
Vaatleme alamhulkade siisteemi

B = {k(U) | U € B}

vektorruumis X /M, pole raske niha, et see on mingi lokaalselt kumera topoloogia nullitimb-
ruste baas: hulgad & (U) on absoluutselt kumerad ja neelavad (kontrollida! )X, peale selle on
B’ kinnine loplike iihisosade ja kordsete moodustamise suhtes.

Nullitimbruste baasiga 8’ méératud lokaalselt kumerat topoloogiat 7" vektorruumis X /M
nimetatakse faktortopoloogiaks. Kuna U C k™! (k(U)) iga U € B korral, siis kanooniline
kujutus k: (X,7) — (X/M,7’) on pidev.

Lause 13.1. Faktortopoloogia 7' on eralduv parajasti siis, kui M on kinnine vektoralamruum

LKR-s (X,7).

Toestus. Tarvilikkus. Kui (X/M, ') on eralduv, siis iihe-clelemendiline hulk {0x/a/} on
7'-kinnine. Kujutuse k pidevuse tottu on M = k= ({0}) kinnine ruumis X.

Piisavus. Olgu alamruum M kinnine ruumis X. Kui x € (X/M)\ {0}, siis iga z € x
korral = ¢ M. Jérelikult leidub U € B omadusega (z +U) N M = @, mistottu x ¢ M + U
(vastasel juhul x = m — u mingite m € M ja u € U korral ning  +u € (x + U) N M), seega



TOPOLOOGILISED VEKTORRUUMID 101

x=k(x)¢ k(M+U)=Fk(U). Téhendab, " {k (U) | U € B} = {0}, lause 2.7 kohaselt on
topoloogia 7/ eralduv. m

Faktortopoloogia kirjeldamiseks poolnormide abil saab kasutada hulkade k (U) € B’
Minkowski funktsionaale. Pidades silmas, et

xEMU)eJrex:xe U
(veendudal! X, saame seose
Pr(v) (X) :gifel,f(inf{)\ >0|ze U} =inf{py (z) |z € x}
iga x € X/M puhul. Kui X on normeeritud ruum, siis

x| := inf {{|z|[x [ = € x}

on norm (eeldusel, et M on kinnine alamruum) vektorrumis X /M.

Kaesoleva peatiiki kontekstis on oluline see fakt, et faktortopoloogiat voib vaadelda in-
duktiivse piiri topoloogiana: topoloogia 7/ on tugevaim lokaalselt kumer topoloogia vektor-
ruumis X /M, mille suhtes kujutus k: X — X/M on pidev. Toepoolest, kui 71 on niisugune
lokaalselt kumer topoloogia vektorruumis X/M, et k: (X, 7) — (X/M, ) on pidev, siis iga
V € B, korral k= (V) on 7-nulliiimbrus, seega leidub selline U € B,, et U C k= (V),
millest tuleneb &k (U) C k (k= (V)) = V. Tahendab, iga 7-nullitimbrus on 7/"-nullitimbrus
ehk 7, C 7. (Mirgime, et k (k™! (z)) = z iga z € X/M korral.)

Kui vektoralamruum M ei ole kinnine ruumis X, siis lause 13.1 kohaselt ei ole LKR
(X/M,1") eralduv, soltumata sellest, kas ruum X on eralduv voi mitte. Seega oleme saanud
kinnituse eelmise peatiiki alguses esitatud viitele, et eralduvus ei ole induktiivsetele
piiridele parandatav omadus.

Lausest 12.3 saame faktorruumide jargmise omaduse.

Lause 13.2. Tinniruumi X faktorruum X/M alamruumi M jdrgi on tinniruum.

Lineaarsed kujutused faktorruumis. Olgu 7' : X — Z lineaarne kujutus, kus X ja
Z on vektorruumid. Eeldame, et M C 7! ({0}) ={z € X | T (x) = 0}. Siis T' = S o k, kus

S:X/M—Z, x—T(z) (zex)

(peame silmas, et kui x — 2’ € M, siis T' (z) = T (2')). Kui X ja Z on sealjuures LKR-d, siis
lause 12.4 pohjal on T pidev parajasti siis, kui .S on pidev. Erijuhul saame jargmise viite.

Lause 13.3. Iga lineaarne kujutus T LKR-st X LKR-i Z on esitatav kujul T = S o k, kus
S on iiksiihene lineaarne kujutus faktorruumist X /T~ ({0}) ruumi Z ja k on faktorruumi
X/T71({0}) kanooniline kugutus. Kujutus T on pidev parajasti siis, kui S on pidev.

Toestatud lause abil saame kirjeldada faktorruumi kaasruumi. Kehtib jargmine véide.

Lause 13.4. Faktorruumi X/M topoloogiline kaasruum (X /M, ') on algebraliselt isomorfne
alamruumi M annullaatoriga M+ := {f € X' |V € M : f (x) = 0} kaasruumis X'.
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Toestus. Olgu g € (X/M,7'), siis f := gok € X'. Paneme tihele, et iga € M puhul
f(@)=g(k(z) =g (0xm)=0,st. fe M Defineerime kujutuse

F: (X/M,7) = M*, g gok,

vahetu kontroll néitab, et F' on lineaarne. Siirjektiivsuse kontrollimiseks votame suvalise
f € M+ ja moodustame funktsionaali g: X/M — K, kus g (x) := f (x) iga z € x korral. Siis
lause 13.3 pohjal g € (X/M,7')", kusjuures F (g) (v) = g (x) = f (z) kdikide € X korral,
st. F(g)=1f.

Lopuks paneme téhele, et F' on iiks-tihene: kui g o k = 0, siis g (x) = 0 iga x € X/M
korral ehk g = 0.

Kokkuvattes korraldab F isomorfimi vektorruumide (X/M,7') ja M+ vahel. m

Juhime tdhelepanu vektoralamruumi ja faktorruumi moistete duaalsusele. Ol-
gu (X,Y) duaalne paar ja olgu M ruumi X selline vektoralamruum, mis eraldab punktid
ruumis Y. Moodustame faktorruumi Y/M* (siin M+ :={f € Y |Vo € M : f (x) = 0}) ning
defineerime bilineaarse funktsionaali

B: M x (Y/M*') =K, (2,f) (z,f) = f(z), kus f €

(paneme téhele, et kui f € f ning g € f, siis f (z) = g (z) kdikide x € M puhul). Lihtne
kontroll néitab, et kui (z,f) = 0 iga f € Y/M* korral, siis = 0. Seega on (M,Y/M™)
duaalne paar.

Lause 13.5. o (M,Y/M*) = o (M,Y) = 0 (X,Y) |u.

Toestus. Olgu fi,..., f, ruumi Y elemendid ja olgu fy,...,f, € Y/M* neile vastavad
ekvivalentsiklassid. Kuna |(z, £;)| = |(z, fi)| suvaliste x € M ja f; € f; puhul, siis nullitimb-
ruste baasid topoloogiates o (M,Y) ja o (M Y/ M L), mis koosnevad vastavalt hulkadest
Wi ga = {7 € M [ maxicicn [(z, fi)| <1} ja Wy g, = {2 € M | maxiqicn (2, £)| < 1},
langevad kokku (vrd. art. 8.1). m

13.2 Topoloogilised otsesummad

Vektorruumide otsesumma. Olgu X, kus v € I, vektorruumid iile sama korpuse K, moo-

dustame nende otsekorrutise X := [] X, ja selle alamhulga |J X, tdpsemalt |J j, (X,),
yel’ yel’ vel’
kus kujutus j,: X, = X, 2, = (2),cp on defineeritud seosega

R T kui v =1,
YUl 0, kuiv#7,

vt. art. 11.2). Hulga |J j, (X,) lineaarset katet
v Ry
vyel’

@ X, 1= span U Jv (X5)

vyel vyerl
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nimetatakse vektorruumide X, (algebraliseks) otsesummaks. Vastavalt sellele definitsioonile
moodustavad otsesumma € X, need elemendid otsekorrutisest [[ X, millel on 16plik arv

vyel’ yel’
nullist erinevaid koordinaate. Iga element € @ X, on esitatav kujul
yel’
r = Zj7 omy (x), kus m,: HX,, - X,, (x,)—z, (yel) (13.1)
yeH vell

ja H C I' on mingi loplik alamhulk.

Otsesumma topoloogia. Olgu X := [[ X, ja X, := @ X,,. Varustame vektorruumi
vyel vel
X korrutistopoloogiaga 7y, mille me defineerisime artiklis 11.2. Sealsamas toestasime ka,

et j, (X,) kui LKR-i (X, 7q1) alamruum on isomorfne LKR-ga (X, 7,), seega voime delda
(samastades X, ja j, (X)), et korrutistopoloogia 1 indutseerib alamruumis X, selle ldhte-
topoloogia ., s.t. T ! x., = Ty iga v € I' puhul. Osutub, et korrutistopoloogia ei ole iildjuhul
tugevaim lokaalselt kumer topoloogia selle omadusega. Tugevaima topoloogia saame siis, kui
defineerime vektorruumil X, LKR-de X, induktiivse piiri topoloogia sisestuste j, suhtes,
tahistame selle 74 LKR-1 (Xo, 75) nimetatakse LKR-de (X, 7,) (topoloogiliseks) otsesum-
maks, topoloogiat 74 otsesumma topoloogiaks. Definitsiooni kohaselt 74 D 71 |x, . Seejuures
kehtib jargmine vaide.

Lause 13.6. Iga lopliku alamhulga H C T' korral T | @ x, = To

YEH

EB Xv'

YEH

Toestus. Olgu H C I" mingi n elemendist koosnev alamhulk ning olgu U C X, suvaline
kumer 7g-nullitimbrus. Kuna UN X, = j L(U) on vastavalt lausele 12.1 7. -nullitimbrus, siis

1 _
Vi=— (="' (UnX,)
yEH

on y-nulliimbrus ruumis X (vrd. art. 11.1). Igaz € V ja~y € H korral 7, (x) € %U, seetottu
r= Y m (x) € tU+...4+ U C U ténu hulga U kumerusele. Niisiis,

yeEH
vnEpx, cundgx,

yeEH yeEH

mis ttleb, et g D enXy 2 To ‘@%H x, - Kuna iildiselt kehtib vastupidine sisalduvus, siis

saamegi, et alamruumis € X, langevad topoloogiad 71 ja Te kokku. m
yeH

Rohutame, et lopmatu alamhulga H puhul lause 13.6 ei kehti. Nimelt, kui fikseerida iga

v € H korral 7,-nullitimbrused U, # X, siis V := (] 7' (U,) ei ole m-nullitimbrus, kuid
veH
on Tg-nullitimbrus, sest iga x € V' puhul

];1 (z) = my () € 7707;1 (Uy) =U, (ye H).
Topoloogilise otsesumma eralduvus. Nagu me eespool mérkisime, ei ole eralduvus
induktiivsete piiride puhul iildjuhul parandatav omadus. Jirgmine lause naitab, et otsesum-
mad moodustavad selles suhtes erandi.
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Lause 13.7. Topoloogiline otsesumma (Xo,Ts) on eralduv parajasti siis, kui iga ruum X,
on eralduv. Sel juhul on alamruumid X, kinnised otsesummas (Xo, Ta).

Toestus. Kui (X, 7s) on eralduv, siis ka X, on eralduv iga v € I' korral, sest 7
indutseerib alamruumis X, selle lahtetopoloogia 7.,. Kui eeldada, et koik ruumid X, on
eralduvad, siis korrutistopoloogia 71 vektorruumis X (vrd. lause 11.8) ja tema ahend 7 | x,
on eralduvad. Ténu seosele 74 D 711 |x, on siis ka 74 eralduv topoloogia. Lause 11.13 pdhjal
on alamruum X, kinnine topoloogias 71, ammugi siis tugevamas topoloogias 7¢,. ®

Lause 13.8. Olgu otsesumma (Xy, 7g) eralduv LKR. Alamhulk E C Xy on tokestatud ruu-
mis Xo parajasti siis, kui ta sisaldub ruumide X, tokestatud alamhulkade mingis loplikus
otsesummas.

Toestus. Tarvilikkus. Olgu E C X, 7e-tokestatud. Kuna w, : (Xo,78) — (X,,7,) on
pidev kujutus iga v € T korral, siis 7, (E) on 7,-tokestatud. Néitame, et 7., (E) # {0} ainult
16pliku arvu indeksite v puhul, siis, pidades silmas, et £ C € =, (E), saamegi viite.

yel

Oletame vastuvaiteliselt, et 7, (E) # {0} 16pmata paljude indeksite v korral. Siis saame
valida indeksite jada (7,) ja elementide jada (x,) omadusega z, € m,, (E)\ {0}. Kuna
LKR-d X, on eralduvad (vrd. lause 13.7), siis leiduvad absoluutselt kumerad nullitimbrused
U,, C X,, omadusega =, ¢ nU,, . Votame U, := X,, kui v # 7,, ning moodustame

Te-nulliimbruse U := absconv |J j, (U,). Kuna m,, (U) C U,, (pohjendada!)X, siis nU ei
vyel
sisalda hulka F iihegi n korral. See on vastuolus eeldusega hulga E tokestatusest.

Piisavus. Kui E C E,, + ...+ E, , (tdpsemalt £ C j,, (E,)+ ...+ j,, (E,.)), kus E,,

on tokestatud alamhulk ruumis X% iga k = 1,...,n korral, siis &/ on tokestatud loplikus

otsesummas € X, ning seega ka ruumis (Xo, 75). ®

k=1
Jareldus 13.9. FEralduvas topoloogilises otsesummas (Xo, 7a) on kinnine alamhulk E kom-
paktne parajasti siis, kui ta sisaldub ruumide X, kompaktsete alamhulkade mingis loplikus
summas.

Toestus. Tarvilikkus. Olgu E kompaktne alamhulk otsesummas (Xy,75). Nagu lause
13.8 toestuses selgus, on £ sel juhul 16pliku arvu projektsioonide 7., (E) otsesumma kinnine
alamhulk, seejuures on 7, (£) kompaktsed hulgad.

Piisavus tuleneb sellest, et kompaktsete alamhulkade loplik summa topoloogilises vek-
torruumis ja kompaktse hulga kinnine alamhulk on kompaktsed. m

Otsekorrutise ja otsesumma moistete duaalsus ilmneb jargmises teoreemis.

Teoreem 13.10. (a) Topoloogilise otsesumma (X, Te) kaasruum (Xo)' on algebraliselt iso-
!/

morfne kaasruumide (X)) otsekorrutisega, s.t. (Xo,70) = ] (X,)".
yel
(b) Topoloogilise otsekorrutise (X, 1) kaasruum X' on algebraliselt isomorfne kaasruumide
(X)) otsesummaga, s.t. (X, m) = @ (X,)".
~yel

Toestus. (a) Lause 12.4 kohaselt on lineaarne funktsionaal f: X, — K pidev parajasti
siis, kui tema ahendid f, = f ‘ i (x,) = foj, on pidevad iga v € I' puhul. Defineerime
kujutuse

(Xo) — H . e (),

vyel
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tinu kujutuste j, lineaarsusele on see lineaarne. Kui (g,) € [] (X,)" on fikseeritud, definee-
yel

g: Xog — K, xHZgW(xV)

~yel'

rime funktsionaali

(see summa sisaldab 15pliku arvu nullist erinevaid liiddetavaid), siis g € (Xo) ja T (g) = (g-),
niisiis on 7" siirjektiivne kujutus. Néitame, et T on tiksithene. Olgu T (f) = 0. Kui oletada
vastuviiteliselt, et f # 0, siis mingite 7o € I' ja a € X, korral f,, (a) = f (j, (a)) # 0
(selgitadal!PK. See on vastuolus eeldusega T' (f) = 0. Kokkuvottes korraldab 7' isomorfismi
vektorruumide (X;)' ja [1er (X,)" vahel.

(b) Kui f € X', siis

=f {Jv foijy€ (Xw), (verl)
(selgitadal )P, seega on méadratud lineaarne kujutus
T: X'— H s e (fy).
~yel’

Niitame, et T (X') C @@ (X,) . Olgu f € X', siis leidub U € B, milles f on tdkestatud.

U= ﬂ (Wv)_l (V4)

yeH

kus H C T on 16plik ning V,, € B . Kuna hulk ()" (V;) on kujul

{(x'/)uel“ |z, €V, 2, € Xy (V# ’7)}7

siis leidub vaid 16plik arv indekseid -, mille korral f, # 0 (selgitada! X, s.t.

T(f)= (fv)’yer € @(X /

vyel

Seejuures

Lihtne on veenduda, et kujutus 7: X’ — € (X,)" on iiksiihene (kontrollida! X, siirjek-
yel’

tiivsuse pohjenduseks votame suvalise (g,), o € @ (X,)" ja defineerime g := 3" g, o, siis
vyel
g € X' (selgitada! K. Kuna seejuures g o j, = g, (kontrollida!)*l*, siis T'(g) = (g,) -

Kokkuvdttes oleme niidanud, et T on isomorfism vektorruumide (X, )" ja @ (X,)’
vyel
vahel. m

Olgu (X,,Y,), kus v € I', vektorruumide duaalsed paarid, moodustame otsekorrutise

= [[ X, ja otsesumma Y; := € Y,,. Bilineaarse funktsionaaliga
el vel

B: X xYy =K, (z,f)= Y f(x)

yel

(peame silmas, et see summa sisaldab 16pliku arvu nullist erinevaid liidetavaid) moodustavad
X ja Yy duaalse paari (kontrollida!»X. Kehtib jargmine lause.
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Lause 13.11. Nork topoloogia o (X, Yy) on norkade topoloogiate o (X, Y,,) korrutistopoloogia.

Toestus. Olgu ¢ mingi selline lokaalselt kumer topoloogia vektorruumis X, mille puhul
lineaarne funktsionaal
f: X —=>K, xHZuV(%)
~yel
on pidev iga (u,) € Yj korral. Vaadeldavas summas on 16plik arv nullist erinevaid liidetavaid,
seega on f pidev parajasti siis, kui u, o my: (X,&) — K on pidev iga u, € ¥, jay € T
korral. Teisisonu,

feX, 8 & [m: (X, 8 — (X,,0(X,,Y,)) on pidev iga v € I korral] .

Jarelikult & = o (X,Y)) parajasti siis, kui £ on norgim lokaalselt kumer topoloogia, mil-
le suhtes koik projektsioonid 7., on pidevad, s.t. £ on on norkade topoloogiate o (X,,Y,)
korrutistopoloogia. m

13.3 Ranged induktiivsed piirid

Olgu X vektorruum ning olgu (X,) tema vektoralamruumide selline jada, mis rahuldab
tingimusi

Xo S Xop1 (n€N) jaX =X,

n=1

Seejuures ecldame veel, et (X,,,7,) on LKR ning
Tn = Tni1 |lx, (M EN).

Teiste sonadega, me eeldame, et (X, 7,) on LKR-i (X,41, 7,41) alamruum. Olgu 7,9 LKR-

de (X, T,) ja sisestustega i,: X,, — X médratud induktiivse piiri topoloogia vektorruumis

X, s.0. tugevaim lokaalselt kumer topoloogia, mille korral sisestused i, on pidevad. Sellistel

eeldustel nimetatakse LKR-1 (X, Tipa) alamruumide (X, 7,,) rangeks induktiivseks piiriks.
Topoloogia 7,4 omaduste uurimiseks vajame jargmist lemmat.

Lemma 13.12. Olgu Xo LKR-i X alamruum. Alamruumi X iga absoluutselt kumera nulli-
timbruse V' jaoks leidub ruumis X absoluutselt kumer nulliiimbrus U omadusega V = UNXj.

Kui zo € X\ Xy, siis saab U valida nii, et zo ¢ U.

Toestus. Kuna X on LKR-i X alamruum, siis saab leida ruumis X absoluutselt kumera
nulliimbruse W omadusega W N X, C V. Tdhistame U := absconv(V U W), see on nulli-
timbrus ruumis X ja V' C U N X,. Vastupidise sisalduvuse toestamiseks fikseerime suvalise
z=X+puy e UNXg, kusx e Viye Wija A+ |u <1.Kuip=0siisz=A eV
hulga V' tasakaalustatuse tottu. Kui p # 0, saame, et y = iz — l—’)x € Xy — Xo = X, seega
yeWnX,CV, jarelikult z € V.

Kui 2o € X\ Xy, siis voib nullitimbruse W valida nii, et (zo — W) N X, = @, seega
xo ¢ U. Toepoolest, seosest xg € U tuleneks, et g = A\x + py, kus x € V, y € W ning
Al + ] < 1, kuid siis g — py = Ax € Xp, mis on voimatu, sest xg — py € g — W.

Lemma on toestatud. m
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Lause 13.13. LKR-de (X, 7,) range induktiivse piiri topoloogia Tina indutseerib igas alam-
ruumis X, selle esialgse topoloogia ,. Teisisonu, Tiq |x, = T iga n € N puhul.

Toestus. Definitsiooni kohaselt 7,q |y, C 7, toestame vastupidise sisalduvuse. Olgu
fikseeritud n € N korral V,, suvaline absoluutselt kumer nullitimbrus ruumis X,,, nditame, et
on olemas Ti,g-nulliimbrus U C X omadusega U N X,, = V,,.

Kuna 7,, = 7,41 |x,,, siis lemma 13.12 jérgi leidub absoluutselt kumer 7, ,1-nullitimbrus
Vi1 C X1 omadusega V,,1NX,, = V,,. Edasi leiame absoluutselt kumera 7,, ; o-nullitimbruse
Vo C Xpao, et Vino N X, C Vo N X101 = V,y1 jne. Induktsioonimeetodil on voimalik
suvalise r € N puhul defineerida absoluutselt kumer 7, ,-nulliimbrus V,,,,. C X,,4, omadu-

oo

sega Va1 N Xyt = Vg, Téhistame U := |J V4, siis U on absoluutselt kumer neelav
r=0

alamhulk, seejuures U N X, = V4, mistottu U N X,, 4, on 7, -nulliimbrus iga » > 0

korral. Seega U on 7j,g-nullitimbrus (vrd. lause 12.1). m

Erinevalt iildistest induktiivsetest piiridest on eralduvus range induktiivse piiri topo-
loogia suhtes parandatav omadus.

Lause 13.14. Kui X,, on iga n € N korral eralduv LKR, siis (X, Tina) on eralduv.

Toestus. Rakendame lauset 2.7. Olgu x € X\ {0}, siis € X,, mingi n korral ja leidub
selline 7,,-nullitimbrus V,, C X,,, et ¢ V,,. Nagu me lause 13.13 tdestuses veendusime, leidub
Ting-nulliimbrus U C X omadusega U N X,, = V},, seejuures = ¢ U. m

Kui E on tokestatud alamhulk LKR~s X,, mingi n korral, siis ¥ C X ja on lause 13.13
pohjal 7i,q-tokestatud. Nagu néitab jargnev lause, on koik 73,4-tokestatud hulgad ruumis X
just niimoodi kirjeldatavad.

Lause 13.15. Olgu (X, Tina) selliste eralduvate LKR-de X, range induktiivne piir, mille
puhul X, on ruumi X, 11 kinnine alamruum iga n € N korral. Kui alamhulk E C X on
Tina-tokestatud, siis sisaldub ta ruumis X,, mingi n korral ja on selles ruumis tokestatud.

Toestus. Oletame vastuvaiteliselt, et 7,q-tokestatud alamhulk £ C X ei sisaldu iiheski
ruumis X,,. Siis saab leida hulga E elementide jada (y,) ja indeksite jada (k,) omadusega
Yn € Xppiy \Xk,. Kuna Xj, on eralduv ja seejuures kinnine alamruum LKR-s Xj, ., siis
vastavalt lemmale 13.12, saame iga n € N puhul induktiivselt moodustada absoluutselt
kumerate hulkade jada (Vj, ), kus Vj,, on 7, -nullitimbrus, Vi, ., N Xy, = Vi, ja y, & nVi,,,.

n—+1

Téhistame U := |J Vj,,, see on Tpg-nulliimbrus (vrd. lause 13.13 tdestus) ja %yn ¢ U iga

n € N puhul (veen&uda!)%, mis on vastuolus eeldusega hulga F 7,q-tokestatusest. Tédhendab,
E sisaldub ruumis X,, mingi n korral. Kuna 7i,q |x, = 7n, siis £ on 7,-tokestatud. m

Jareldus 13.16. Kui (X, 1inq) on selliste eralduvate LKR-de X,, range induktiivne piir, mille
puhul X, on ruumi X, 11 kinnine alamruum iga n € N korral, siis ta ei ole metriseeruv.

Toestus. Olgu {U,, | n € N} suvaline niisugune 7i,g-nullitimbruste loenduv siisteem ruu-
mis X, mille puhul U,,.; C U,. Iga n € N korral valime elemendi x,, € U,\ X, niimoodi
saame jada (z,), lause 13.15 jérgi ei ole see Tiq-tOkestatud. Samal ajal on {z,, | n € N} iga
hulga U,, poolt neelatav, seega ei ole {U, | n € N} 7,q-nullitimbruste baas. Niisiis, ruumis
(X, Tina) €l ole loenduvat nullitimbruste baasi, s.t. ta ei ole metriseeruv. m
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Me lopetame selle artikli néditega funktsiooniruumide rangest induktiivsest piirist. Eelne-
valt margime ilma toestuseta, et tiielike lokaalselt kumerate ruumide range induktiivne piir
on alati taielik.

Naide 13.1. Olgu
X, ={x=2()|z: R— Con pidev ja z (t) = 0 iga t € R\ [—n,n] korral}

ning
|z||, :=sup|z (t)| (r € X,, ne€N).
teR

Normiga | ||, on X, Banachi ruum. Moodustame koigi hulgas R defineeritud komplekssete

o

funktsioonide vektorruumis ithendi X := J X,,, see on koigi kompaktse kandjaga pidevate
n=1

funktsioonide z: R — C vektorruum. Varustame selle induktiivse piiri topoloogiaga Ti,q ja

paneme téihele, et tegemist on range induktiivse piiriga, kus X, on kinnine alamruum ruumis
Xn41 (kontrollida! M. Jarelduse 13.16 ja néitele eelnenud mérkuse kohaselt on (X, 7inq) téielik
mittemetriseeruv LKR. Alamhulk £ C X on 7,q-tokestatud parajasti siis, kui ta koosneb
niisugustest funktsioonidest, millel on iihine kompaktne kandja ja mis on iihtlaselt tokestatud
hulgas R.

Vaatleme vektorruumis X normiga || ||, méédratud topoloogiat 7.,. Kuna iihikkujutus
i: (Xn, ™) = (X,7w) on iga n € N puhul pidev, siis ka i: (X, Tina) = (X, 7o) on pidev
kujutus, s.t. Ting D 7Too. Paneme téhele, et 7.-tokestatud alamhulk {z € X | ||z|| < 1} ei
ole Tyq-tokestatud (pohjendadal)X, niisiis on 7,q rangelt tugevam topoloogiast 7., kuigi
molemad indutseerivad alamruumides X, iihe ja sama topoloogia 7,,.

Mirgime, et selles néites vaadeldud LKR-i (X, 73,4) kaasruum méngib olulist rolli mé6du-
teoorias, tema elemente u € (X, Ti,q) nimetatakse Radoni méotudeks hulgas R.
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14 Topoloogiliste vektorruumide naiteid

Selles viimases peatiikis tutvume monede olulisemate topoloogiliste vektorruumidega. See
on lithike ja kirjeldav iilevaade, milles on sonastatud vaid {iksikud vaited, kusjuures nende
toestused on enamasti vaid markeeritud, s.t. on esitatud vaid toestuse skeem.

14.1 Lokaalselt tokestatud ruumid L?, kus 0 <p <1

Teatavasti nimetatakse lokaalselt tokestatuks selliseid TVR-e, milles on tokestatud nullitimb-
rus (vrd. art. 4.1). Kui U on tokestatud tasakaalus nulliimbrus TVR-s X, siis siisteem
{%U |n e N} on nullitimbruste baas. Kui U on seejuures ka kumer ja kinnine, siis on tegemist
normeeritud ruumiga, kus U on iihikkera. Me vaatleme néidet sellistest lokaalselt tokestatud
TVR-dest, mis ei ole normeeruvad, s.t. ei ole lokaalselt kumerad.

Olgu 0 < p < 1. Téhistame

LP .= LP[0,1] := {x:x(t) | z: [0,1] — R on mootuv ja N (x) ::/0 lz (¢)|” dt < oo}7

selle VR-i punktidena samastame funktsioonid, mis langevad kokku peaaegu koikjal 16igus
0, 1] . Kuna suvaliste a,b > 0 korral (a + b)” < a?+bP, siis N (x +y) < N (x)+N (y), mistot-
tu seosega d (z,y) := N (z — y) on méédratud nihke suhtes invariantne meetrika vektorruumis
LP. Veelgi enam, see meetriline ruum on téielik, selle fakti toestuse jatame siinkohal vahele.

Téhistame B, := {z € L” | N (z) < r}, alamhulkade stisteem {B,. | r > 0} = {rB; | r > 0}
on nullitimbruste baas metriseeruvas TVR-s LP. Paneme téhele, et

1 1 » 1
xGBl(:)/ |z (¢)|” dt < 1@/ (r% |x(t)|> dt<reorizeB ore — B,
0 0 TP

seega

1

By = — B, iga r > 0 korral,

rp
mis titleb, et By on tokestatud nullitimbrus TVR-s LP. Tdhendab, LP on iga 0 < p < 1 puhul
lokaalselt tokestatud TVR.

Lause 14.1. Kui 0 < p < 1, sits TVR-s L? on lahtisteks kumerateks alamhulkadeks vaid LP
ja .

Toestus. Olgu V' C LP suvaline mittetiihi lahtine kumer hulk. Voime eeldada, et 0 € V'
(vajaduse korral nihutame hulka V'), s.t. V' on nulliimbrus ruumis LP. Seega B, C V mingi
r > 0 puhul. Olgu z € L? suvaline, leiame n € N omadusega n?~!N (z) < r. Vastavalt arvule
n fikseerime punktid tg,...,t, nii, et
Do0=ty<t;1<...<t,=1ja
2) [ e (@) dt = LN ().

Sellise valiku voimalikkus tuleneb funktsiooni

[ 0,1 >R, I(s):= /Os\x(mp dt
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pidevusest: tegemist on monotoonselt kasvava pideva funktsiooniga, see saavutab koik véér-
tused minimaalse vadrtuse 0 ja maksimaalse vidrtuse IV (z) vahel, seega ka védrtused * N (z),
kus ¢ = 1, ...,n. Seetottu saab arvud to,...,t, (iitheselt) maarata.

Tahistame t)
_fonx(t), kuiti <t <t
zi(t) = { 0, kui t ¢ (ti_1,t],

ja paneme téhele, et
ti
N(z) = np/ |z ()P dt =nP"'N (2) <,
ti—1
s.t. z; € B, C Vigai=1,...,n korral. Kuna V' on kumer hulk, siis

1
:1::%(21—1—...4—2”)6‘/.

Me naitasime, et V = LP. m
Lausest 14.1 tuleneb jargmine téhelepanek.

Lause 14.2. Olgu (0 <p < 1). Kui (Z,77) on mingi eralduv LKR, siis L(LP,Z) = {0}.
Erijuhul Z = K saame, et (LP) = {0}, s.t. TVR-s LP ei ole mddratud iihtki mittetriviaalset
pidevat lineaarset funktsionaali.

Toestus. Olgu W lahtine kumer nullitimbrus LKR-s Z. Kui A € L (LP, Z), siis A~ (W)
on kumer lahtine hulk ruumis LP, mis lause 14.1 kohaselt saab olla kas @ voi LP. Ilmselt ei

ole A=! (W) tiihi hulk, sest A (0) =0 € W, jirelikult
A~ (W) = L? iga 7z-nulliiimbruse W korral.

Seega
{0} cAUL) [ H{W W eBs}={0}

(siin Bz on mingi 7z-nulliimbruste baas ning viimane vordus kehtib tdnu eeldusele ruumi
Z eralduvusest), s.t. A(z) =0iga x € L? korral. =

14.2 Pidevate funktsioonide ruumid

Olgu Q2 C R™ mittetiihi lahtine hulk. Siis saab leida loenduva arvu kompaktseid mittetiihje
alamhulki K, C , et
Q= J Ky ja K, C Kpu,

n€Np

kus Ny := NU{0} ja }O( ne1 on hulga K, ;1 sisemus, s.t. tema sisepunktide hulk. Defineerime
iga n € Ny korral
C(K,) ={z=z(t)]|x: K, — Kon pidev},

see on Banachi ruum normiga

pn () ;== max {|z (¢)| | t € K,,}.
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Edasi moodustame vektorruumi
C(Q):={x=x()]|z: Q— Kon pidev}

ja paneme téhele, et C' () C ({C (K,) | n € No}. Defineerime vektorruumis C' (€2) lokaal-
selt kumera topoloogia poolnormide siisteemiga {pn [q },,cy, j@ mérgime, et see eraldab punk-
tid ruumis C' (). Nimelt, kui = € C (2)\ {0}, siis mingi ¢, € Q korral = (ty) # 0 ning
pn () = |2 (to)| > 0, kui tyg € K,. Niisiis on C'(Q2) metriseeruv LKR, néitame, et ta on
F-ruum.

Olgu (zj) Cauchy jada ruumis C' (), s.t.

Vn € No: pp, (2, — x1) = ?Elja{ﬂxk )=z ()] =0 (k1 — 00).

Kuna (z) on Cauchy jada igas Banachi ruumis C (K,), siis
Vn e Ny 32 e C(K,): py(ax—2") =0 (k— o0),

s.t. xp (t) — 2™ (t) iihtlaselt hulgas K,. Uhtlasest koonduvusest jireldub punktiviisi koon-
duvus iga t € K, ja n € Ny korral, seega punktiviisi koonduvus hulgas €2, seejuures

() =2 (1) (te Ky, neNy).

Nii saame sellise pideva funktsiooni z: Q — K, et z (t) := 2™ (), kui t € K, (n € Ny).
Kuna klim pn (z, —x) = 0 iga n € Ny korral, siis zy — x LKR-s C (§2). Kokkuvottes on
—00

C (Q) F-ruum.

14.3 Analuiutiliste funktsioonide ruum

Olgu 2 C C lahtine mittetiihi hulk komplekstasandil tdhistame
H(Q):={zxeC(Q)]|z: Q— K on analiiiitiline funktsioon} .

Meenutame, et kompleksmuutuja funktsiooni « nimetame analiiiitiliseks (ehk holomorfseks)
piirkonnas 2, kui ta on selles piirkonnas diferentseeruv ehk kui ta on selle piirkonna iga punk-
ti iimbruses esitatav astmerea summana. Kompleksmuutuja funktsioonide teooriast teame,
et kui analiiiitiliste funktsioonide jada koondub {ihtlaselt kompaktses alamhulgas, siis ka
piirvadrtuseks olev funktsioon on analiiiitiline. Sellest faktist jareldub, et H (€2) on kinnine
alamruum F-ruumis C' (), niisiis on ka H (£2) F-ruum.

Topoloogiliste vektorruumide teoorias nimetatakse Monteli ruumiks sellist tiinniruumi,
milles iga kinnine tokestatud alamhulk on kompaktne. Selle omaduse, mida monikord nime-
tatakse ka Heine-Boreli omaduseks, seostamine Monteli nimega on pohjendatud asjaoluga,
et F-ruumis H (£2) jareldub nimetatud omadus klassikalisest Monteli teoreemist, mille koha-
selt alamhulk D C H (€2) on suhteliselt kompaktne parajasti siis, kui iga kinnise alamhulga
F C Q puhul leidub selline M > 0, et |z (t)| < M koikide x € D ja t € F korral.
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14.4 Diferentseeruvate funktsioonide ruume

Olgu €2 C R™ lahtine mittetiihi hulk, olgu kompaktsed alamhulgad K, fikseeritud nii nagu
artiklis 14.2 ruumi C (2) defineerimisel. Olgu o = (ay, ..., ay,) vektor, mille koordinaadid
saavad vaartusi 0,1, 2, ..., sellist vektorit nimetatakse multiindeksiks. Fikseeritud « korral
defineerime diferentseerimisoperaatori

o\ o\
DY := | — o=
(3751) <3tm> 7

m
la] := Z Qg
k=1

nimetatakse selle operaatori astmeks. Operaatori D rakendamiseks m muutuja funktsioonile
x=ux(t) =x(ty, .., t,) tuleb muutuja ¢, jirgi votta ag-jarku osatuletis. Naiteks, kui m = 2,

siis indeksi o = (2, 3) korral D%z = %. Kui |a| = 0, siis Dz = z.

arvu

Tahistame
C*Q)={z=2@)]|z: Q= K, D € C(Q) iga « korral}
ja defineerime selles vektorruumis poolnormid
pn (z) == max{|D ()| |t € Kn, |of < N} (N €Ny). (14.1)

Maérgime, et kuna funktsioonid D%z on kompaktses hulgas Ky pidevad, siis on nad tokestatud
ning maksimum eelnevas seoses (14.1) toepoolest eksisteerib. Teiseks paneme téhele, et pool-
normide siisteem {py } vy, eraldab punktid ruumis C* (€2). Nimelt, kui z € C* (€2) \ {0},
siis z (tp) # 0 mingi ¢y € 2 korral, ja py (z) = |z (ty)| > 0 niisuguse N puhul, mil ¢, € Ky.
Niisiis, poolnormide siisteem {py} ¢y, méidrab vektorruumis C'* ()
metriseeruva lokaalselt kumera topoloogia. Naitame, et see on téielik.
Olgu (z1) Cauchy jada ruumis C'* (£2), siis iga N € Ny puhul leidub selline My € N, et
1
k1> My = py (2 —71) < N
S.t. 1
DYz (1) — D%y (t)] < N (te Ky, |af < N).

Seega iga fikseeritud o puhul on (D%zy (t)),cy, Cauchy jada iihtlase koonduvuse mottes
kompaktses alamhulgas K. Teisisonu, (D%z},);.y, on Cauchy jada Banachi ruumis C' (Ky),
jarelikult eksisteerib klim D%z, =: z, ruumis C' (Ky) ehk

—00

lim D%y, (t) = 2, (t) thtlaselt hulgas Ky.

k—oo

Vaatleme erijuhtu |a| = 0, siis z (t) — 20 (t). Kuna D%y, € C (Ky) ja D%y (1) — 24 (1)
iihtlaselt hulgas K, siis saame, et

2o € C*(Q), D%y = 2, ning xp — zo ruumis C* ().
Me oleme toestanud, et C*° (£2) on F-ruum.

Osutub, et C* (2) on Monteli ruum. Selle véite toestamiseks vajame me jargmist lemmat.
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Lemma 14.3. Olgu F-ruumi (X, 1) topoloogia médratud poolnormide siisteemiga {pn},cn.
kus p1(xz) < pa(z) < ... iga v € X korral, ja olgu (r;) rangelt kasvav naturaalarvude jada.
Kui igas hulgas A C X, mis on poolnormi p,,,, suhtes tokestatud, leidub poolnormi p,, suhtes
Cauchy jada, sits X on Monteli ruum.

Toestus. Olgu A C X 7-tokestatud alamhulk, nditame, et ta on suhteliselt kompaktne.
Kuna A on iga poolnormi p,, suhtes tokestatud, siis leidub temas eelduse kohaselt mingi jada
(%1k) ey, Mis poolnormi p,, suhtes on Cauchy jada. See jada on p,,-tokestatud, seega saab
temast eraldada osajada (7)., mis pr, suhtes on Cauchy jada. Nii jatkates saame jadade
stisteemi

(ZEH, T12,T13, - - )
(C(]Ql, T92,T23, - . )

. ,
(xnla Tn2y Tngy - - )

kus (@nk)pen O0 pr, suhtes Cauchy jada. Moodustame diagonaaljada (2,,), see on Cauchy
jada iga poolnormi p, suhtes, seega koikide poolnormide p,, suhtes, niisiis 7-Cauchy jada ja
seega koonduv. Kokkuvottes on A suhteliselt kompaktne hulk. m

Lause 14.4. F-ruum C* (Q) on Monteli ruum.

Toestus. Olgu A C C* () selline alamhulk, mis on poolnormi py suhtes tokestatud,
s.t. leidub selline My > 0, et py () < My iga © € A korral. Néitame, et A on poolnormi
pn—1 suhtes kompaktne. Suvalise o puhul, mis rahuldab tingimust || < N — 1, on D%z
hulgas Ky _1 pidevalt diferentseeruv funktsioon. Siis

D (t) — D% ()] < My ||t = |lgm (4,0 € Ky_1 C R™),

£

siit tuleneb hulga {D%z | € A} vordpidevus hulgas Ky _;: iga ¢ > 0 korral valime ¢ := el

siis

|t —t||gm < = |D% (t) — DY ()] < Myd = € iga & € A puhul.
Samal ajal on hulk {D®x | x € A} hulgas Kx_; tihtlaselt tokestatud, seega Arzela-Ascoli
teoreemi kohaselt ruumis C' (Ky_1) suhteliselt kompaktne. Igast elementide jadast (D%xy),
kus 2 € A (k € N), saab eraldada ruumis C (Ky_1) koonduva osajada, poolnormi py_y
suhtes on see Cauchy jada. Lemma 14.3 kohaselt on C*° (£2) Monteli ruum. =

Téahistame antud kompaktse hulga K C €2 puhul
Dg :={x € C>* () | suppz C K}.

Osutub, et tegemist on F-ruumi C'* () kinnise alamruumiga. Toepoolest, kui defineerida
lineaarsed funktsioonid

F:0°Q) oK, zoa(t) (teQ),

siis seosest |z (t)| < pn (x), mis kehtib iga ¢t € Ky korral, tuleneb funktsiooni f; pidevus.
Pidevuse tottu on f; ' ({0}) kinnine hulk, seega on ka Dy = ({f; ' ({0}) |t € O\NK}
kinnine ruumis C'* (Q).
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14.5 Distributsioonid
Olgu Q2 C R™ ja K,, C () fikseeritud nii nagu eespool. Téhistame

D () :={z € C*(Q) | suppz on kompaktne hulgas Q}
= U {Dk | K C Q on kompaktne}

ja defineerime selles vektorruumis poolnormide siisteemi (qn) vy, Seostega
gy (z) :=max {|D% (t)| |t € Q, |a| < N}. (14.2)

See siisteem eraldab punktid vektorruumis D (£2) ja méaérab metriseeruva lokaalselt kumera
topoloogia, mille tdhelepanuvairseks omaduseks on, et igas alamruumis Dg indutseerib ta
selle loomuliku F-topoloogia, mida me jargnevas tdhistame 75 . Kontrollime seda.

Iga kompaktse alamhulga K C €2 korral leidub niisugune Ny, et K C Ky suvalise N > N
puhul, siis gy (z) = pn (x) iga © € Dk korral (vrd. (14.1)). Kuna gy () < gny1(2) ja
pn () < pyaa (), sils vastava topoloogia médramisks ruumis Dg piisab poolnormidest
(Nos INo+15 - - - Ding vastavalt py,, P41, - - .- Siit on selge, et alamruumis Dy langeb D (Q2)
poolt indutseeritud topoloogia kokku tema F-topoloogiaga 7x.

Poolnormidega (14.2) méaaratud topoloogias on D () kiill metriseeruv, kuid ei ole taielik.
Toome lihtsa kontrandite juhul m = 1 ja Q@ = R. Votame sellise funktsiooni x € D (R), et
suppz = [0,1] ja x (t) > 0, kui ¢ € (0, 1), ja defineerime

Zn (1) ::x(t—1)+%m(t—2)+...+%x(t—n).

Jada (z,) on poolnormide ¢y suhtes Cauchy jada (kontrollida! )X, kuid tema piirfunktsiooni
kandja ei ole kompaktne.

Madrame vektorruumis D (€2) uue topoloogia. Olgu I' kdigi selliste absoluutselt kumerate
alamhulkade W C D (Q) siisteem, et W NDy on 7x-lahtine iga kompaktse alamhulga K C
korral. See siisteem on teatava lokaalselt kumera topoloogia 7 nullitimbruste (pre)baas (lihtne
on kontrollida, et iga W € I" on neelav). Saab néidata, et selles topoloogias on iga Cauchy
jada koonduv. See ja mitmed teised topoloogia 7 tdhelepanuvaédrsed omadused tulenevad
asjaolust, et ta on alamruumide siisteemiga {Dg} ja sisestuskujutustega ix: Dx — D (Q)
defineeritud induktiivse piiri topoloogia.

Definitsioon. Pidevaid lineaarseid funktsionaale LKR-s (D (f2) , 7) (s.t. kaasruumi (D () , 7)’
elemente) nimetatakse distributsioonideks ehk dldistatud funktsioonideks.

Distributsioonide teooria on oluliselt avardanud funktsiooni moistet. Idee ja motiivide
paremaks moistmiseks vaatleme jélle juhtu m = 1 ja {2 = R. Funktsiooni f: R — K nimeta-
takse lokaalselt integreeruvaks, kui ta on (Lebesgue’i méttes) mootuv ja [, [ f (t)| dt < oo iga
kompaktse alamhulga K C R korral. Iga lokaalselt integreeruva funktsiooni f ja x € D (R)
korral eksisteerib [, f (t) z (t) dt, seejuures méérab see integraal funktsiooni f itheselt peaae-
gu koikjal. Kui f on pidevalt diferentseeruv funktsioon, siis (tédnu ositi integreerimise reeglile)
kehtib vordus

/R £z (t) di = — /R ()2 (1) dt iga = € D (R) korral. (14.3)
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Veelgi enam, kui f € C™ (R), siis

/ £ 1)z (1) / £t dt (€D (R)). (14.4)

Integraalid paremal pool vordusmérki seostes (14.3) ja (14.4) eksisteerivad ja maaravad teata-
vad lineaarsed funktsionaalid ruumis D (R) ka sel juhul, kui f ei ole diferentseeruv. Teisisonu,
me voime suvalisele lokaalselt integreeruvale funktsmonlle f seada Vastavusse ruumis D (R)
médratud lineaarse funktsionaali ), kus ) ( fR t)z® (t) dtigak = 1,2, ...
puhul. Seda funktsionaali voib interpreteerida funkts1oon1 f k- ndat Jarku tuletisena teatavas
tildisemas tdahenduses. Seejuures funktsioonile f endale (s.o. 0-ndat jarku tuletisele) vastab
funktsionaal ¢, kus ¢ (z) == [; f ( ) dt. Distributsioonideks on eelpool toodud definit-
siooni pohjal need funktsmnaahd go, mis on pidevad. Valem (14.3) sisaldab ka ideed, kuidas
defineerida distributsioonide diferentseeruvus, ilmselt on moistlik defineerida distributsiooni
¢ tuletis seosega ¢ (z) := —p (2'), kus = € D (R).

14.6 Jadaruumid

Nagu eespool, tdhistame tdhega w koigi arvjadade x = (xj) vektorruumi, tdhega ¢ tema
alamruumi, mis koosneb koigist loplikest jadadest, tdpsemalt:

IG@@[HkoeNkaoil‘k:O]

Lihtne on néha, et ¢ = span{e” | k € N}, kus € := (61;),.y. Eespool (vt. niide 4.3) me
veendusime, et (w, 7,,) on F-ruum, kui temas topoloogia 7, médrata poolnormide siisteemiga
{7} pens kus 7y (2) == |2i| . Me teame ka (vt. iilesanne 8.1), et bilineaarne funktsionaal

(x,u) : Zukxk TEwW, uEp)
k=1

korraldab vektorruumide w ning ¢ vahel duaalsuse. Kuna rida ) wuxy sisaldab antud juhul
k=1
lopliku arvu nullist erinevaid liikmeid, siis

2@ Sz (1) e ZL‘](;X) —ap (keN)eVuep: Zuzozlx,(f) — Zuzozlukxk
k k

&2 > (0w ),

s.t. elementide pere (x ) koondub topoloogias 7, parajasti siis, kui ta on o (w, ¢)-koonduv.
Niisiis, 7, = 0 (w, ¢) . Pidades silmas lauset 8.1, mille kohaselt nérgas topoloogias on koik t6-
kestatud alamhulgad téielikult tokestatud, saame tdhelepanuvéérse fakti: (w, 7,,) on Monteli
ruum.

Jadaruumideks nimetatakse vektorruumi w vektoralamruume. Jadaruumi £ nimetatakse
solitdseks ehk normaalseks, kui ux = (upzy) € E suvaliste x € E ja u € (> korral (meenu-
tame, et £>° on koigi tokestatud arvjadade Banachi ruum). Jadaruumide duaalsete paaride
defineerimiseks vaatleme antud jadaruumi £ C w puhul tema a-kaasruumi

Ea::{u€w|‘v’x€E: Z|ukxk|<oo}

k=1
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Selge, et ¢ C E® ja (E,¢) ning (E, E*) on duaalsed paarid bilineaarse funktsionaaliga

(z,u) := Y uprg. Jadaruumi E omadusega £ = E*® := (E*)" nimetatakse perfektseks.
k=1
Lihtne on kontrollida, et perfektne jadaruum on soliidne.

Duaalse paariga (F, E*) on seotud nn. soliidne topoloogia. Tahistame iga u € E“ korral
Dlu| (T Z \ugzy| (2 € B),

siis ppj: £ — R on poolnorm ja siisteem {pM}ue o €raldab punktid jadaruumis FE. Selle

siisteemiga madratud lokaalselt kumerat topoloogiat v (E, E*) nimetataksegi soliidseks to-
o0

< Y |urwk| = pp (x) suvaliste v € B¢
k=1
ning * € E puhul, siis o (F, EY) C v (FE, EO‘) (peame silmas, et siisteem {p,},cp. mad-

rab norga topoloogia o (E, E%)). Néiitame, et soliidne topoloogia v (E, E*) on duaalsusega
(E, E“) kooskdlas, s.t. (vrd. teoreem 9.7) o (E, E*) C v (E,E*) C 7 (E, E%).
Tahistame ¢ := {F C N | F on 16plik} ja moodustame antud x € E korral summad

Zxkek (Fed).

poloogiaks jadaruumis E. Kuna p, (z) := Z UL

Need moodustavad suunatud pere ( > :ckek> , kus hulk ® on suunatud sisalduvuse jargi.
ker Fed
Kuna

k) _ 1 _
;__Igll)pw <I—Zl’k6 ) —]lrlgli) Z lugxk| =0,

keF kEN\F

siis ;}I% > rer The® = x topoloogias v (E, E®). Iga f € (E,v (E, E*))" korral
€

00
_;_%%Zuk$k Zuk% (xEE,uEEB),

keF k=1

st. (E,v (B, E*)) C E~. Vastupidine sisalduvus tuleneb sellest, et o (E, E%) C v (E, E%) ja
(E,0 (E,E*)) = E, kokkuvottes (E,v (E, E*)) = E°.

Olgu u = (ug) € E* selline jada, et uy # 0 iga k € N korral. Paneme téhele, et

{u}® = {xew | ;]ukwkl < oo} _ {(uikzk) \zeé} _. %z.

Defineerides kujutuse
I {u}* =0, 2 (upry),

saame bijektsiooni vektorruumide {u}® ja ¢ vahel. Kui varustada {u}" normiga p, kus

p (@) = [[(uezs) |, = Z|Uk1’k| (z € {u}?),
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siis I on isomeetriline isomorfism.
Kui loobuda noudest, et u; # 0 koikide k& € N korral, siis {u}” ei pruugi olla Banachi
ruum, kuid ta on F-ruum, mille topoloogia méératakse poolnormide siisteemiga {p,r; | j € N}.

Olgu A = (a(”))neN = (a,(gn))nkEN jadade jada (ehk 16pmatu maatriks), mis rahuldab

tingimusi
1) a,inﬂ) > a,(:) >0 (n,keN),

2) Sup{a,(:) |n€N} >0 (keN).
Téhistame

)\(A)::{wa]VnEN:Z

a,&")xk‘ < oo} = ﬂ{{a(")}a |ne N}

ja varustame selle jadaruumi poolnormide siisteemiga {p(”)}neN, kus

P (2) =Y af” lr < oo (x € A(A)).

Saadud jadaruum A (A) on loenduva arvu F-ruumide {a(”)}a ithisosaks, seejuures on ruumi
{a(")}a F-topoloogia méaaratud poolnormide siisteemiga {p(”), ri|j € N}. Téanu eeldusele 2)
on poolnormide siisteemid {p(”)}neN ja {p(”),rj | j,neN } jadaruumis A (A) samavéérsed,
seega madratakse F-topoloogia poolnormide siisteemiga {p(") }neN . Nii defineeritud F-ruumi
nimetatakse Kdthe jadaruumiks.

Lihtne on veenduda, et A (A) on perfektne, s.t. A(A) = X (A)*". Saadud F-topoloogia
on soliidne topoloogia. Veelgi enam, saab niidata, et iga perfektne jadaruum, mille soliidne
topoloogia, on F-topoloogia on esitatav Kothe jadaruumina.



