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7. Filter. Olgu X hulk.

Def 7.1. Öeldakse, et F ⊂ P(X) on filter hulgas X, kui

(1) ∅ �∈ F;
(2) A,B ∈ F =⇒ A ∩ B ∈ F;
(3) A ∈ F, A ⊂ B ⊂ X =⇒ B ∈ F.

Öeldakse, et B ⊂ P(X) on filtri baas hulgas X, kui

(1) ∅ �∈ B;
(2) ∀A,B ∈ B ∃C ∈ B C ⊂ A ∩ B.

Märkus. Kui B on filtri baas hulgas X, siis
FB = {D ⊂ X : ∃B ∈ B B ⊂ D}

on filter hulgas X.

Näide 7.1. 1) Olgu a ∈ R. Eelmise näite põhjal on hulgas R filtri
baas kõigi vahemike (a − ε, a + ε) hulk (ε > 0). Ka järgmised hulgad
on filtri baasid hulgas R:

(1) {(a, a+ ε) : ε > 0};
(2) {[a, a+ ε) : ε > 0};
(3) {(a− ε, a) ∪ (a, a+ ε) : ε > 0}.

2) Hulk {[x,∞) : x ∈ R} on filtri baas hulgas R.

3) Hulk {{n, n+ 1, n+ 2, . . . } : n ∈ N} on filtri baas hulgas N.

4) Olgu A ⊂ X mittetühi alamhulk. Kõigi hulka A sisaldavate alam-
hulkade kogum on filter hulgas X.

Olgu (X, τ) topoloogiline ruum.

Näide 7.2. Kui x ∈ X, siis punkti x kõigi ümbruste hulk Nx on filter
ja punkti x ümbruste baas on filtri baas.

Def 7.2. Olgu x ∈ X ja F filter hulgas X. Öeldakse, et filter F
koondub punktiks x, kui punkti x iga ümbruse U korral U ∈ F. Sel
juhul kirjutatakse F → x.

Olgu B filtri baas. Öeldakse, et filtri baas B koondub punktiks x, kui
filter FB koondub punktiks x, s.t. punkti x iga ümbruse U korral leidub
B ∈ B nii, et B ⊂ U . Sel juhul kirjutatakse B → x.

Märkus. Kui F ja G on filtrid topoloogilises ruumis (X, τ), x ∈ X,
F → x ja F ⊂ G, siis G → x.

Kui on teada punkti x ümbruste baas Bx, siis filtri või filtri baasi
koondumiseks piisab vaadelda juhtu, kus U ∈ Bx.

Näide 7.3. Punkti x ∈ X kõigi ümbruste filter Nx koondub punktiks
x ning punkti x ümbruste baas Bx kui filtri baas koondub punktiks x.
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Lause 7.1. Olgu (X, τ) topoloogiline ruum. Olgu x ∈ X ja A ⊂ X.
Siis x ∈ ClA parajasti siis, kui leidub filtri baas hulgas A, mis koondub
punktiks x.

Tõestus. (⇒) Olgu x ∈ ClA. Olgu Bx punkti x ümbruste baas. Võtame
B = {A ∩ B : B ∈ Bx}. Ilmselt on B filtri baas, kusjuures B → x.

(⇐) Olgu U punkti x suvaline ümbrus. Eelduse kohaselt leidub B ∈ B
nii, et B ⊂ U . Kuna ∅ �= B ⊂ A, siis järelikult A ∩ U �= ∅. �

Lause 7.2. Olgu (X, τX) ja (Y, τY ) topoloogilised ruumid ning f : X →
Y . Olgu x ∈ X. Kujutus f on pidev punktis x parajasti siis, kui
hulgas X iga punktiks x koonduva filtri baasi B korral filtri baas
f(B) = {f(B) : B ∈ B} koondub punktiks f(x).

Tõestus. (⇒) Olgu B filtri baas hulgas X. Eeldame, et B → x. Olgu
V punkti f(x) ümbrus. Kui f on pidev punktis x, siis leidub punkti
x ümbrus U nii, et f(U) ⊂ V . Eelduse kohaselt leidub B ∈ B nii, et
B ⊂ U , seega f(B) ⊂ V . Järelikult f(B) → f(x).

(⇐) Kui Bx on punkti x ümbruste baas, siis f(Bx) → f(x), sest
Bx → x. Seega punkti f(x) iga ümbruse V korral leidub B ∈ Bx nii,
et f(B) ⊂ V . Järelikult on f pidev punktis x. �

Ülesanne 7.1. Tõestada, et kui B on filtri baas hulgas X, siis

FB = {A ⊂ X : ∃B ∈ B B ⊂ A}
on filter hulgas X.

Ülesanne 7.2. Olgu X ja Y hulgad ning f : X → Y . Tõestada, et
kui B on filtri baas hulgas X, siis C = {f(B) : B ∈ B} on filtri baas
hulgas Y .

Ülesanne 7.3. Olgu B = {(n,∞) : n ∈ N}. Tõestada, et filtri baas
B ei koondu hulgas R.

Ülesanne 7.4. Kirjutada välja Sierpinski ruumi kõik filtrid ja nende
piirväärtused.

Filtrite ja perede vahekord. Mis tahes filter F hulgas X on suunatud
hulk (tagurpidi sisalduvuse suhtes).

Lause 7.3. Olgu F filter hulgas X ja x ∈ X. Samaväärsed on:

(1) F → x;
(2) iga pere f : F → X, f(A) = xA ∈ A, korral xA → x.

Tõestus. (⇒) Olgu U punkti x ümbrus. Eelduse kohaselt U ∈ F. Kui
A ∈ F ja U � A (s.t. A ⊂ U), siis xA ∈ A ⊂ U .
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(⇐) Oletame, et F �→ x. Mistõttu leidub punkti x selline ümbrus U , et
U �∈ F. Valime iga A ∈ F korral xA ∈ A \ U . Ilmselt xA �→ x, mis on
vastuolu. �
Lause 7.4. Olgu (xα)α∈A pere hulgas X ja x ∈ X. Samaväärsed on:

(1) xα → x;
(2) filter F = {A ⊂ X : ∃α0 ∈ A α0 � α =⇒ xα ∈ A} koondub

punktiks x.

Tõestus. Tingimus xα → x on samaväärne sellega, et punkti x iga
ümbrus U ∈ F ehk F → x. �


