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Sissejuhatus

Tegemist on 2021. aasta kevadel Tartu Ulikoolis loetud kursuse “Algebra IT” loengukons-
pektiga.

Seda kursust voib vaadelda kursuse “Algebra 1" jéatkuna. Kui kursuses “Algebra I”
on pohiliselt juttu lineaaralgebrast (maatriksid, determinandid, lineaarvorrandisiisteemid,
vektorruumid, ithe muutuja poliinoomid) ja pisut ka algebralistest struktuuridest, siis kur-
suses “Algebra I1” vaatleme neid olulisi lineaaralgebra teemasid, mis kursusesse “Algebra
[” &ra ei mahtunud (mitme muutuja poliinoomid, lineaarteisenduse kanooniline baas,
funktsionaalid ja vormid) ning siivendame teadmisi algebraliste struktuuride kohta (ho-
momorfismid, alamstruktuurid, faktorstruktuurid, otsesummad, Abeli rithmade ehitus).

Konspekti parandamisele ja tdiendamisele on kaasa aidanud mitmed iiliopilased: Jaa-
gup Kirme, Indrek Pertman, Téahvend Uustalu. Ténud neile!



1 Uldise algebra pshiméisted ja -konstruktsioonid

Selles padtiikis vaatleme algebralisi struktuure {ildise algebra vaatepunktist. Me anna-
me iildise (2-algebra definitsiooni ja ndeme, et varem vaadeldud konkreetsed struktuurid
(rithm, ring, vektorruum) on selle erijuhtudeks. Samuti tutvume iildise homomorfismi ja
alamstruktuuri moistega ning uurime, kuidas saab moodustada faktorstruktuure.

1.1 (-algebra

Abstraktses algebras uuritakse algebralisi struktuure, need on hulgad, millel on defineeri-
tud iiks voi mitu algebralist tehet. Kursuses “Algebra I” me vaatlesime pohiliselt kaheko-
halisi algebralisi tehteid, s.t. tehteid, millel on kaks argumenti. Uldiselt vaib argumentide
arv olla suvaline mittenegatiivne téisarv.

Definitsioon 1.1 Olgu A mittetiihi hulk ja n € {0,1,2,...}. Kujutust
w:A"— A
nimetatakse n-aarseks ehk n-kohaliseks algebraliseks tehteks hulgal A.

Kui n = 0, siis A° on iiheelemendiline hulk ja kujutus w : A — A on #ra miiratud
selle ainsa elemendi kujutisega. Seda kujutist tdhistame siimboliga 0%.

Definitsioon 1.2 Hulka (2 nimetatakse tiitibiks, kui ta on esitatud mitteldikuvate alam-
hulkade €2y, €21, {29, ... tthendina.

Rohutame, et selles definitsioonis voivad hulgad €2; olla 16plikud véi l1opmatud voi isegi
tithjad. Me motleme tiiiibist kui tehtemérkide hulgast, kusjuures €2; all peame silmas koigi
1-kohaliste tehete mérkide hulka.

Definitsioon 1.3 Olgu (2 tiitip. Mittetiihja hulka A nimetatakse (2-algebraks, kui iga
n € {0,1,2,...} jaiga w € Q, jaoks on hulgal A defineeritud iiks n-kohaline tehe wy :
A" — A.

Seega kui A on Q-algebra, siis iga w € 2, ja mistahes elementide aq, ..., a, € A korral
on olemas iiheselt médratud element wy(aq,...,a,) € A.

Kui tahetakse rohutada, mis tiiiipi algebraga on tegemist, siis tdhistatakse (2-algebrat
A paarina (A4; Q).

Moénikord lubatakse definitsioonis ka tiithje 2-algebraid. Selles kursuses ldhtume siiski
pisut levinumast praktikast, kus noutakse, et 2-algebra on mittetiihi. Niipea kui €2 sisaldab
monda nullkohalise tehte mérki, peab ka (2-algebra A olema kindlasti mittetiihi.

Naiide 1.4 Rithmi on otstarbekas vaadelda kui Q-algebraid, kus Q = Q¢ U Q; U €,
Qo = {1}, Q1 = {7}, Qo = {} ja Q, = 0 iga n > 3 korral. Selliste tehete korral
kirjutatakse harilikult ~!(z) asemel z7! ja -((z,y)) asemel x - y voi isegi ry. Rithma A
tehted -, 7! ja 1 peavad rahuldama jargmisi samasusi: iga z, vy, z € A korral

L (z-y)-z=x-(y-2)



Ring on Q-algebra, kus Q = QoUQUQ,, Q = {0,1}, O = {1} ja Q2 = {+, -}. Niisiis
ringil on kaks nullkohalist tehet (iiks neist fikseerib nullelemendi ja teine iihikelemendi),
iihekohaline vastandelemendi votmise tehe ning kahekohalised liitmise ja korrutamise teh-
ted.

Vektorruumi iile korpuse K voib vaadelda kui Q-algebrat, kus €2 = Qg U €y U €,
Qo ={0}, @y ={k- | k € K} ja Qs = {+]}. Seega vektorruumil on nullkohaline tehe, mis
fikseerib nullelemendi, {ihekohaline skalaariga korrutmise tehe iga k € K jaoks (neid on
I6pmata palju, kui K on lopmatu) ja kahekohaline liitmistehe. Vastandelemendi votmise
tehet ei ole vaja eraldi vaadelda, sest see tehe on sama, mis skalaariga —1 korrutamine.

1.2 Homomorfism

Homomorfismid on tehteid séilitavad kujutused sama tiiiipi algebrate vahel. Need méngi-
vad algebrate uurimisel sama téhtsat rolli kui kujutused hulkadega tegelemisel.

Definitsioon 1.5 Olgu A ja B Q-algebrad. Kujutust ¢ : A — B nimetatakse homo-
morfismiks, kui iga n € N, iga w € ,, ja mistahes aq,...,a, € A korral kehtib vordus

plwalar, .. an)) = wp(p(ar), ..., plan))

(selle vorduse poolt esitatavat tingimust véljendatakse sonadega: kujutus ¢ sdilitab tehet
w) ja iga nullkohalise tehte w € €y korral

©(0%) = 0%.

Koigi homomorfismide hulka (2-algebrast A (-algebrasse B tdhistame selles kursuses
stimboliga Hom(A, B).

Naiide 1.6 Olgu A ja B rithmad. Definitsiooni kohaselt on kujutus ¢ : A — B rithmade
homomorfism, kui ta rahuldab jargmisi tingimusi:

e o(1) =1, s.t. v sdilitab nullkohalist tehet, mis fikseerib rithma iithikelemendji;

e iga v € A korral p(z7!) = (p(z))7!, s.t. ¢ siilitab iihekohalist podrdelemendi
votmise tehet;

e iga z,y € A korral ¢(zy) = p(x)p(y), s.t. ¢ siilitab kahekohalist korrutamistehet.

Mairkus 1.7 Kui meil on kaks rithma A ja B, siis formaalselt vottes peaksime nullkohalise
tehte poolt fikseeritud elemente tdhistama erinevalt, néiteks 1,4 ja 1p. Harilikult seda
praktikas siiski ei tehta ja tdhistatakse molema rithma iihikelementi lihtsalt stimboliga 1.
Ka x -4 y asemel kirjutatakse lihtsalt x - y voi isegi xy, nagu tegime ka eelmises néites.

Algebrate puhul voib olla nii, et mingite tehete séilitamisest jareldub mingite teiste
tehete sdilitamine. Néaiteks rithmade korrutamise séilitamisest jareldub nii iihikelemendi
sdilitamine kui ka poordelementide séiilitamine.

Lause 1.8 Olgu A ja B rihmad. Kujutus ¢ : A — B on riihmade homomorfism parajasti
siis, kui 1ga x,y € A korral
plzy) = e(@)e(y).



TOEsTUS. Tarvilikkus on definitsiooni pohjal ilmne. Piisavuse toestamiseks peame néita-
ma, et korrutamise séilitamisest jareldub iihikelemendi ja poordelemendi votmise séilita-
mine. Eeldame, et kujutus ¢ : A — B siilitab korrutamist. Kuna rithmas A kehtib vordus
1-1 =1, siis rithmas B kehtib ténu eeldusele vordus ¢(1)¢(1) = ¢(1). Korrutades selle
vorduse molemaid pooli elemendiga ¢(1)7! ja kasutades rithma tehete omadusi saame
vorduse (1) = 1. Seega ¢ siilitab iihikelemendi fikseerimise tehet. Kui niitid = € A, siis

pla pla) = p(a™'z) = p(1) = L.

Analoogiliselt p(z)p(z™1) = 1. Seega p(z71) = (p(x)) L. O
Naide 1.9 Selles kursuses tidhistame siimboliga K* korpuse K nullist erinevate elemen-
tide hulka. Nagu teame, on hulk K™ rithm korpuse korrutamistehte suhtes. Muuhulgas

voime vaadelda rithma R*.

Kujutus

) 2
p:R* = R* x+— 2°,

on rithmade homomorfism, sest
pley) = (2y)(zy) = zryy = e(x)p(y).
Vaatleme regulaarsete maatriksite rithma G L, (R) korrutamise suhtes. Kujutus
Y : GL,(R) - R*, A det(A)
on rithmade homomorfism, sest det(AB) = det(A) det(B) mistahes A, B € GL,(R) korral.

Abeli rithmade korral rddgitakse korrutamise asemel harilikult liitmistehtest ja seega
lause 1.8 saab jargmise kuju.

Lause 1.10 Olgu A ja B Abeli rihmad. Kujutus ¢ : A — B on Abeli rihmade homo-
morfism parajasti siis, kui iga x,y € A korral

oz +y) = o)+ o(y).

Niide 1.11 Olgu A ja B ringid. Arvestades lauset 1.10 voime 6elda, et kujutus ¢ : A —
B on ringide homomorfism parajasti siis, kui

e o(1)=1,
e iga 1,y € A korral p(xy) = ¢(2)p(y);
e iga z,y € A korral p(z +y) = ¢(z) + ¢(y).

Naiide 1.12 Olgu A ja B vektorruumid iile korpuse K. Arvestades jallegi lauset 1.10
voime oelda, et kujutus ¢ : A — B on vektorruumide homomorfism (ehk lineaarkujutus)
parajasti siis, kui

e iga k € K jaiga x € A korral p(kx) = kp(z);

e iga z,y € A korral p(x +y) = p(z) + ¢(y).



Naiide 1.13 Vektorruumide homomorfismidest (lineaarkujutustest) oleme vaadelnud hul-
galiselt néaiteid kursuses “Algebra I”. Néiteks on lihtne kontrollida, et kujutus

0:R* =R (z,y,2)~ (2,2 +y,0,2),
on lineaarkujutus.

Kas kahe homomorfismi jarjestrakendamisel (kui see on voimalik) saame ka homo-
morfismi? Olgu antud (2-algebrad A, B ja C' ning nende homomorfismid ¢ : A — B ja
¥ B — C. Siis nende kujutuste korrutis ¢ : A — C on defineeritud eeskirjaga

(Ye)(a) = ¥(p(a))
iga a € A korral. Osutub, et see kujutus ¥ on samuti homomorfism.

Lause 1.14 Kui kahe Q2-algebrate homomorfismi korrutis on olemas, siis see korrutis on
1se ka Q-algebrate homomorfism.

TOEsTUS. Olgu A, B ja C Q-algebrad ning ¢ : A — B ja v : B — C nende homomorfis-
mid. Olgun € N, w € Q, ja ay,...,a, € A. Siis

(o) (walar, ... an)) = V(p(walas, . .., an))) (1 def.)
= Y(wp(p(ar),. .., plam))) (¢ on hom.)
=we(Y(p(ar)), ..., Y(p(an))) (¢ on hom.)
= wo((Pe)(ar), ..., (Ve)(an)) (Y def.)

Samuti iga w € €2y korral

Definitsioon 1.15 Homomorfismi mingist (2-algebrast iseendasse nimetatakse selle al-
gebra endomorfismiks.

Q-algebra A koigi endomorfismide hulka téhistatakse siimboliga End(A). On selge, et
(-algebra A samasusteisendus 1,4 on selle algebra endomorfism ja et kahe endomorfismi
korrutis on alati defineeritud.

Meenutame, et monoid on Q-algebra S, kus Q = Qo U Qq, Qo = {1}, Qo = {-}, mis
rahuldab tingimusi

1. (Vs,t,ue S)((s-t)-u=s-(t -u)),

2. (VseS)(s-1=s=1-53).

Lause 1.16 Iga Q-algebra A korral on hulk End(A) monoid kujutuste korrutamise (s.t.
jarjest rakendamise) suhtes.

TOESTUS. Selle lihtsa toestuse jatame ldbimotlemiseks lugejale. a

Definitsioon 1.17 Bijektiivset homomorfismi nimetatakse isomorfismiks.



Definitsioon 1.18 -algebraid A ja B nimetatakse isomorfseteks, kui leidub isomor-
fism ¢ : A — B.

Asjaolu, et Q-algebrad A ja B on isomorfsed, tahistatakse siimboliga A ~ B voi
A~ B.

Nii nagu ei saa radkida koigi hulkade hulgast, ei saa rddkida ka koigi (2-algebrate
hulgast. Kiill aga saab radkida koigi (2-algebrate klassist.

Lause 1.19 Isomorfsusseos on ekvivalentsiseos koigi Q2-algebrate klassil, s.t. ta on reflek-
siivne, stimmeetriline ja transitiivne.

TOESTUS. On selge, et Q-algebra A korral on samasusteisendus 14 : A — A isomorfism
ja seega A ~ A. Samuti on selge, et kahe isomorfismi korrutis on isomorfism ja seega
on isomorfsusseos transitiivne. Veendume, et seos ~ on stimmeetriline. Olgu A ~ B ja
leidugu Q-algebrate isomorfism ¢ : A — B. Kuna ¢ on bijektiivne, siis on tal olemas
poordkujutus ¢! : B — A, kusjuures mistahes b € B ja a € A korral

0 '(b) =a <= p(a) =b. (1)

Hulgateooriast teame, et kujutus ¢! on bijektiivne. Olgu niiid n € N, w € Q, ja

by, ...,b, € B. Kuna ¢ on siirjektiivne, siis leiduvad sellised elemendid a4, ..., a, € A, et
(a;) =b;igai € {1,...,n} korral. Siis

¢ (wi(br, - b)) = ¢ Hwalp(ar), - - p(an)))

= o Yp(walay, ..., a,))) (¢ on homomorfism)

(90 1@)(“14(@17 : 7an)) (90 4 def. )

= 1A(WA(a1>"'7an)) (90 ¥ = 1A)

= CUA(CH, aa’n) (]-A def)

=walp 1 (by), ..., 0 (bn)). (omadus (1))

Samuti
@ 1(0%) = 04

iga w € Qq korral, sest p(04) = 0%. Seega ¢! : B — A on Q-algebrate homomorfism ja
kokkuvottes isomorfism. Viimane tdhendab, et B ~ A, mida oligi tarvis téestada. a

Definitsioon 1.20 Bijektiivset endomorfismi nimetatakse automorfismiks.
-algebra A koigi automorfismide hulka tiahistatakse stimboliga Aut(A).

Lause 1.21 Iga Q-algebra A korral on hulk Aut(A) rihm kujutuste korrutamise (s.t.
jarjest rakendamise) suhtes.

TOESTUS. Ka selle toestuse jatame lugejale 1abimotlemiseks. a



1.3 Alamalgebra

Vektorruumide alamalgebrate ehk alamruumidega oleme tutvunud kursuses “Algebra I”.
Vaatame niiiid, kuidas iildjuhul defineeritakse (2-algebra alamalgebra.

Definitsioon 1.22 ()-algebra A mittetiihja alamhulka B nimetatakse algebra A alam-
algebraks, kui igan € N, w € Q, ja by,...,b, € B korral

WA<b1,...,bn) € B

jaiga w € )y korral
0% € B.

Sama definitsiooni sonastatakse monikord lithemalt 6eldes: mittetiihi alamhulk B on
()-algebra A alamalgebra, kui ta on kinnine koigi tehete suhtes.

Asjaolu, et B on Q2-algebra A alamalgebra, tdhistame jargmiselt: B < A. On selge, et
iga algebra on iseenda alamalgebra, s.t. A < A. Samuti on lihtne aru saada, et alamal-
gebraks olemise seos on transitiivne, s.t. et kui A < B ja B < (), siis ka A < C. Kui aga
A< BjaB<A,siis A= B, mis tahendab, et seos < on antisiimmeetriline. Seega on ta
jarjestusseos koigi (2-algebrate klassil.

(-algebra A koigi alamalgebrate hulka téhistatakse Sub(A).

Jargmise lemma toestus peaks olema ilmne.

Lemma 1.23 Kui B on Q-algebra A alamalgebra, siis on B ise ka Q-algebra algebra A
tehete poolt indutseeritud tehete suhtes, s.t. tehete suhtes, mis on igan € N, w € ), ja
by, ..., b, € B korral defineeritud vordusega

cuB(bl, e ,bn) = wA(bl, Ce ,bn)

ja iga w € Qg korral vordusega
= 0%.

Kui me rddgime A alamalgebrast B kui (2-algebrast, siis peamegi alati silmas just
nimelt selliseid tehteid, nagu on defineeritud lemmas 1.23.

Naiide 1.24 Definitsiooni jirgi on mittetiihi alamhulk B C A rithma A alamrithm, kui
e riithma A {ihikelement kuulub hulka B:;
e hulk B on kinnine péordelemendi vétmise suhtes;

e hulk B on kinnine korrutamise suhtes.

Lause 1.25 Riihma mittetiiht alamhulk on selle riihma alamrihm parajasti siis, kui see
alamhulk on kinnine péordelemendi votmise ja korrutamise suhtes.

ToOErsTUS. Tarvilikkus on ilmne. Piisavuse toestamiseks eeldame, et rithma A mittetiihi
alamhulk B on kinnine péordelemendi votmise ja korrutamise suhtes. Peame veenduma,
et rithma A iihikelement 1 kuulub hulka B. Kuna B # 0, siis leidub mingi element b € B.
Eelduste pohjal ka b™' € Bjal=0b""! € B. a



Naide 1.26 On lihtne veenduda, et hulk
SL,(R)={A € GL,(R) | det(A) =1}
on rithma GL,(R) alamrithm.

Kui B < A, siis saab vaadelda sisestuskujutust ¢ : B — A, mis on defineeritud
vordusega
t(b) =b

iga b € B korral. On lihtne aru saada, et selline kujutus on alati iiksithene homomorfism.
Seega iga alamalgebra tekitab teatud kanoonilise homomorfismi. Teatud mottes kehtib ka
vastupidine, s.t. iga homomorfismiga on seotud teatud alamalgebra.

Kui ¢ : B — A on homomorfism, siis voime vaadelda ¢ kujutist, s.t. hulka

o(B) = {p(b) |be B} C A.
Tihti kirjutatakse p(B) asemel ka im(p). Tuleb vélja, et p(B) on A alamalgebra.

Lause 1.27 Kui ¢ : B — A on Q-algebrate homomorfism, siis ¢(B) on A alamalgebra.
Kui ¢ on tksiihene, siis
B~ ¢(B).

TOESTUS. Olgun € N, w € Q, ja ¢(by),...,0(by) € ©(B), kus by,...,b, € B. Kuna ¢
on homomorfism, siis

wa(@(b1), - (bn)) = p(wp(br, ..., bn)) € p(B).

Samuti
1 =»(0%) € p(B)

iga w € Qg korral. Seega ¢(B) on algebra A alamalgebra. On selge, et kui ¢ on iiksiihene,
siis kujutus
B — ¢(B), b ¢(b)

on (2-algebrate isomorfism. a

Naiide 1.28 Seda tiiiipi isomorfisme nagu esines eelmises lauses oleme kohanud juba mit-
mes kohas kursuses “Algebra I”.

Vaatleme néiteks reaalarvuliste kordajatega poliinoomide ringi R[X] ja reaalarvude
ringi R. Siis kujutus ¢ : R — R[X], mis viib reaalarvu r konstantseks poliinoomiks r
(formaalselt jadaks (r,0,0,...)), on iiksithene ringide homomorfism. Seega R[X] sisaldab
alamringi, mis on isomorfne reaalarvude ringiga.

Alamalgebrate ja homomorfismide vahel on veel jargmine seos.

Lause 1.29 Olgu antud Q-algebrate homomorfism ¢ : A — B ning olgu antud alamal-
gebra D < B. Siis ¢~ (D) < A, kui o' (D) ={a € A| p(a) € D} # 0.

10



TOESTUS. Vaatleme tehet w € €, (n € N) ja elemente ay,...,a, € ¢ (D). Siis
o(a),...,p(a,) € D ning kuna D on alamalgebra ja ¢ homomorfism, siis ka

QO((UA(O,L s 7an)) = wB(SD(al)u - 7@(@,1)) €D.
See tihendab, et wa(ay,...,a,) € ¢ (D). Kuna ¢(04) = 0% = 0%, siis
0% € ¢~(D)

iga w € )y korral. a

Lause 1.30 Olgu antud Q-algebra A alamalgebrate hulk {B; | i € I}, kusjuures B =
Nies Bi # 0. Siis B < A.

TOESTUS. Olgu B =(,.; B; #0,0lgun € N, w e Q, jaby,...,b, € B. Siis by,...,b, €
Bjiga i € I korral. Kuna B;, i € I, on Q-algebra A alamalgebrad, siis wa(by,...,b,) € B;
iga i € I korral. See aga tiahendab, et ws(by,...,b,) € B. On ka selge, et 04 € B iga
w € Qg korral. O

Sellest lausest jéreldub, et kui X on Q2-algebra A mittetiihi alamhulk, siis leidub al-
gebra A viahim alamalgebra, mis sisaldab hulka X. Toepoolest: vaatleme koikvoimalikke
alamalgebraid, mis sisaldavad hulka X (selliseid on kindlasti vihemalt iiks: A ise), ja
votame nende iihisosa. Seda vdhimat alamalgebrat nimetatakse algebra A alamhulga X
poolt tekitatud alamalgebraks ja tdhistatakse (X). Kui (X) = A, siis deldakse, et
X on A tekitajate siisteem (ehk moodustajate siisteem).

Saab néidata, et (X) koosneb tépselt neist algebra A elementidest, mis on saadavad
hulga X elementidest, kui neile rakendada Ioplik arv kordi algebra A tehteid. Naiteks kui
A on vektorruum, siis (X) on alamhulga X C A lineaarne kate.

1.4 Cayley teoreem

Selles paragrahvis toestame iihe olulise teoreemi rithmade kohta, mis demonstreerib subs-
titutsioonirithmade erilist rolli rithmateoorias.

Tuletame meelde, et hulga M bijektiivsete teisenduste ehk substitutsioonide hulk
S(M) on rithm teisenduste jarjestrakendamise suhtes. Sellest rithmast oli kursuses “Algeb-
ra I” juttu erijuhul, kus M = {1,2,,...,n}, ja vastavat rithma tdhistasime siis siimboliga
Sp. Tuleb vélja, et iga rithma saab sisestada substitutsioonirithma.

Jirgmise teoreemi osalise toestuse andis Arthur Cayley! 1854. aastal ilmunud artiklis.

Teoreem 1.31 (Cayley teoreem) Iga rihm on isomorfne mingi substitutsioonirihma
alamriihmaga.

TOESTUS. Toestuse idee on kasutada lauset 1.27.
Olgu G suvaline rithm. Iga elemendi g € G korral voime vaadelda kujutust

L,:G—=G, v~ gz

Kui 7,y € G ja gr = gy, siis korrutades seda vordust vasakult elemendiga ¢! saame
vorduse x = y. Seega kujutus L, on injektiivne. Ta on ka siirjektiivne, sest iga z € G
korral

Ly(gz) =g(g~'z) = (99 )z =1z ==.

L Arthur Cayley (1821-1895) — inglise matemaatik
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Seega L, on bijektiivne kujutus ehk L, € S(G). See lubab meil defineerida kujutuse
0:G—=S(G), g—L,.

Niitame, et ¢ on rithmade homomorfism. Lause 1.8 tottu piisab, kui nditame, et ¢ siilitab
korrutamist. Selleks tuleb veenduda, et mistahes g, ¢’ € G korral p(gg") = ¢(g)p(g’) ehk
L,y = LyLy. Viimane vordus kehtib, sest iga o € G korral

Ly (2) = (99')x (Lggr def.)
=g(g'z) (assotsiatiivsus)
= Ly(g'x) (L, def.)

= L,(Ly(x)) (L, def.)
= (LyLy)(x). (jarjestrakendamise def.)

Kujutus ¢ on ka iiksithene, sest kui L, = Ly, siis g = Ly(1) = Ly (1) = ¢'. Lause 1.27
pohjal
G=p(G) ={Ly| g€ G} <S(G).

1.5 Kongruents ja faktoralgebra

Faktoralgebraid saab moodustada kongruentside jéargi. Kongruentsid on ekvivalentsiseo-
sed, mis on kooskolas vaadeldava algebra tehetega.

Definitsioon 1.32 Ekvivalentsiseost p (l-algebral A nimetatakse selle algebra kong-
ruentsiks, kui iga n € N, iga w € (), ja mistahes zy,..., 2., y1,...,yn € A korral
sellest, et

wlpyla ce e 7513np?/n

jareldub, et
WA({ED . 7xn) P wA(ylv s 7yn)

(-algebra A koigi kongruentside hulka téhistatakse Con(A).
Naiide 1.33 Poolrithma A kongruents on ekvivalentsiseos p, mis rahuldab tingimust

T1py1 N apys = (2122)p(Y11)2)

mistahes x1, 2, y1,y2 € A korral. Rithma kongruentsi korral lisandub sellele tingimusele
implikatsioon
xpy = oy
Kui p on ekvivalentsiseos hulgal A, siis iga element a € A méérab dra ekvivalentsiklassi
{z € A| zpa}, mida me hakkame téhistama siimboliga a/p. Meenutame hulgateooriast,
et
a/p=d/p < apd.

Koigi p-klasside hulka nimetatakse hulga A faktorhulgaks seose p jérgi ja tdhistatakse
A/p. Niisiis
Alp=A{a/p|ac A}.
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Definitsioon 1.34 -algebra A faktoralgebraks kongruentsi p jiargi nimetatakse fak-
torhulka A/p, millel tehted w € €2, (n € N) on defineeritud vordusega

("')A/p<a1/p> cee aan/p) = (wA(ala cee a&n))/p
ja nullkohalised tehted w € )y vordusega

Ténu sellele, kuidas on defineeritud kongruentsid, on faktoralgebra tehted korrektselt
defineeritud, s.t.

ar/p=bi/p N...N\ a,/p="0,/p = (walai,...,a,))/p= (wal(b1,....bn))/p.
Kui p on ekvivalentsiseos hulgal A, siis kujutust 7 : A — A/p, mis on defineeritud
vordusega
m(a) :=a/p,
a € A, nimetatakse loomulikuks kujutuseks faktorhulgale ehk loomulikuks pro-
jektisooniks. On selge, et see kujutus on siirjektiivne.

Lause 1.35 Kui p on Q-algebra A kongruents, siis loomulik kujutus m : A — A/p on
stirjektisvne Q-algebrate homomorfism.

TOESTUS. Veendume, et 7 on homomorfism. Kuin € N, w € Q, ja aq,...,a, € A, siis
m(walay, ... a,)) =walay,...,a,)/p (7 def.)
=wasplar/p,...,an/p) (wayp def.)
= wa/p(m(ar), ..., m(ay)). (7 def.)

Nullkohalise tehte w korral
m(0%) = 0%/p = 0%,

Ka jargmine definitsioon peaks lugejale olema tuttav hulgateooriast.

Definitsioon 1.36 Kujutuse ¢ : A — B tuumaks nimetatakse binaarset seost ker ¢
hulgal A, mis on defineeritud vordusega

ker g = {(2,y) € A* | p(z) = ¢(y)}-
On lihtne néha, et kujutuse ¢ : A — B tuum on ekvivalentsiseos hulgal A.

Lause 1.37 Kui ¢ : A — B on Q-algebrate homomorfism, siis ker ¢ on algebra A kong-
Tuents.

TOESTUS. Olgu n € N, w € Q, ja eeldame, et elemendid x1,...,2,,y1,...,yn € A on
sellised, et

(x1,11) € kerp, ..., (T, ypn) € ker p.
Siis (1) = (1), -, o(2n) = ©(yn) ja

o(walmn - z)) = wplp(er), . plea) (19 on homomorfism)
=wp(p(1), -, 0(Yn)) (eeldus)
= o(Wa(y1s---,Yn))- (¢ on homomorfism)
Seega (wa(T1, ..., &n),wa(y1, ..., Yn)) € ker p. a
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Lause 1.38 Kui p on Q-algebra A kongruents jam : A — A/p on loomulik homomorfism,
siis ker m = p.

TOESTUS. Kuna
(a,b) € kerm <= 7(a) = 7w(b) <= a/p =0b/p < (a,b) € p,

siis hulgad ker 7 ja p koosnevad tépselt samadest paaridest, jarelikult ker 7 = p. a

Jargmine teoreem on iiks enimkasutatavaid mistahes algebraliste struktuuride puhul.
Teoreem 1.39 (Homomorfismiteoreem) Kui ¢ : A — B on Q-algebrate siirjektiivne
homomorfism, siis

A/ kerp ~ B.
TOESTUS. Téhistame iga a € A korral @ := a/ ker . Siis
G = b p(a) = p(b). (2)

Defineerime kujutuse ¢ : A/ ker p — B vordusega

¥(@) = p(a)
A z B
\ S
A/ kerlgp

Ténu seosele (2) on kujutus ¢ korrektselt defineeritud ja iiksiihene. Kuna ¢ on siirjektiiv-

ne, siis ka v on siirjektiivne. Kuin € N, w € Q,,, a1,...,a, € A, siis
’QD (WA/kergo(a_l? B 7@)) = ’QD (WA(ala s 7an)> (WA/kertp def)
= p(walay,...,a,)) (¢ def.)
= wp(p(ar),...,pla,)) (¢ on homomorfism)
=wp(Y(@), ..., Y(a, (¢ def.)

Kui w € ), siis
w ( U;l/kercp) = ¢ (Oﬁ) =@ (OZ) = 0%
Seega 1) on homomorfism. Kokkuvottes ¢ on isomorfism. a

Jargnevates paragrahvides vaatleme faktoralgebrate moodustamise isedrasusi monede
tahtsamate algebraliste struktuuride puhul.

1.6 Korvalklassid, Lagrange’i teoreem

Tuleb vélja, et rithmade faktoriseerimisel voib kongruentsiklasside asemel kasutada nii-
nimetatud korvalklasse. Selles paragrahvis uurime korvalklasside omadusi ja toestame
nende abil Lagrangei’i teoreemi, mis seob 1opliku rithma alamriihma jérgu terve rithma
jarguga.
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Definitsioon 1.40 Olgu G (multiplikatiivne) rithm ja H tema alamrithm. Siis hulki
aH ={ah | h € H}

(Ha = {ha | h € H}), kus a € GG, nimetatakse alamrithma H vasakpoolseteks (pa-
rempoolseteks) korvalklassideks rithmas G.

Kui G on rithm iihikelemendiga 1, siis 1 - H = H = H - 1, s.t. alamrithm H on ise nii
vasakpoolne kui parempoolne korvalklass.

Niide 1.41 Vaatleme Abeli rithma (Z;0, —, +). Lihtne on veenduda, et hulk
52 =1{52|z€Z} ={...,—10,-5,0,5,10,...}

on selle rithma alamrithm. Kommutatiivsuse tottu ei ole vahet vasakpoolsetel ja parem-
poolsetel korvalklassidel. Uheks korvalklassiks on néiteks hulk

24+5Z={24+52]|2€2}={...,-8,-3,2,7,12,...}.
Lause 1.42 Olgu G rihm, H < G ja a,b € G. Siis
aH =bH < a'b € H.
Analoogiliselt, Ha = Hb parajasti siis, kui ab=' € H.

TOESTUS. Me toestame ainult esimese véite.

TARVILIKKUS. Kehtigu vordus aH = bH. Kuna b =b-1 € bH = aH, siis leidub selline
element h € H, et b = ah. Korrutades seda vordust vasakult elemendiga a~! saame, et
a'b=he H.

P11savus. Oletame, et a='b € H ja téhistame h := a~'b. Siis b = ah, millest jireldub, et
bH C aH. Samuti a=* = hb~! ja seega

a= (") =0t =bht € bH,

millest jareldub sisalduvus aH C bH. Kokkuvottes aH = bH. O

Vottes eelmises lauses a = 1 saame jargmise tulemuse.

Jareldus 1.43 Kui H on rihma G alamrihm ja b € G, sits H = bH parajasti siis, kui
be H.

Jargnev lause {itleb, et rithmas on koik korvalklassid sama véimsusega.
Lause 1.44 Olgu G rihm ja H < G. Siis iga a € G korral |aH| = |H| = |Hal.
TOESTUS. Defineerime kujutuse f : H — aH vordusega

f(h):=ah

iga h € H korral. On selge, et f on siirjektiivne. Kui ah = ah’, h,h' € H, siis korru-
tades selle vorduse mélemaid pooli vasakult elemendiga a™! saame vorduse h = h'. See
tdahendab, et kujutus f on injektiivne. Jarelikult f on bijektiivne ja |H| = |aH|. Analoo-
giliselt saab toestada vorduse |H| = |Hal. O
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Definitsioon 1.45 Lopliku rithma jarguks nimetatakse tema elementide arvu.

Jéargmine teoreem on nime saanud prantsuse matemaatiku Joseph-Louis Lagrange’i
(1736-1813) jargi.

Teoreem 1.46 (Lagrange’i teoreem) Lopliku rihma iga alamrihma jirk jagab selle
rihma jarku.

TOEsTUS. Olgu G 1oplik rithm ja H < G. Niitame, et vasakpoolsete korvalklasside hulk
{aH | a € G} annab klassijaotuse hulgal G. Kuna a = a -1 € aH iga a € G korral, siis
hulgad aH on mittetithjad. Samuti on selge, et

G:UaH.

Veendume, et kui hulgad aH ja bH loikuvad, siis on nad vordsed. Selleks oletame, et leidub
element g = ah; = bhy € aHNbH, kus hy, hy € H. Siis hy = a”'bhy ja a™'b = hih,' € H,
sest H on alamrithm. Lause 1.42 pohjal aH = bH. Sellega oleme n&idanud, et tegemist
on klassijaotusega. Lause 1.44 pohjal teame, et koik vasakpoolsed korvalklassid on sama
voimsusega (voimsusega |H|). Seega kui neid korvalklasse on m tiikki, siis

|G| =m-|H]

ehk naturaalarv |H| jagab naturaalarvu |G]. O

1.7 Faktorrithm

Nii nagu mistahes (2-algebrate korral véib ka rithmade korral faktorrithmi moodustada
kongruentside jargi. Tuleb aga vilja, et riithmade kongruentsid on dra méaratud teatud
eriomadusega alamriihmade poolt.

Definitsioon 1.47 Rithma G alamriihma H nimetatakse normaalseks alamriithmaks
ehk normaaljagajaks, kui iga g € G jaiga h € H korral g~'hg € H.

Riihma G koigi normaalsete alamriihmade hulka téhistame N (G).
Niide 1.48 Iga rithma G korral on alamrithmad G ja {1} normaalsed.

Niide 1.49 Kommutatiivse rithma (ehk Abeli rithma) koik alamrithmad on normaalsed,
sest g thg =g 'gh=h¢c H.

Naiide 1.50 Rithma GL,(R) alamrithm SL,(R) on normaalne.

Lause 1.51 Rihma G alamrihm H on normaalne parajasti siis, kui iga g € G korral
gH = Hg.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu H rithma G normaalne alamrithm. Kui g € G ja h € H,
siis gh = (g7 ) thg™t - g € Hg, sest (g7)"thg™' € H. Seega gH C Hg. Samuti hg =
g-g thg € gH ja seega Hg C gH. Kokkuvottes gH = Hg iga g € G korral.

Piisavus. Eeldame, et gH = Hg iga g € G korral. Kui h € H, siis hg € gH ja seega
leidub selline k' € H, et hg = gh'. Jarelikult g~ 'hg = h' € H. a

Niisiis alamrithma normaalsus tdhendab seda, et vasakpoolsed ja parempoolsed korval-
klassid tema jérgi langevad kokku.
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Teoreem 1.52 Iga riihma G korral leidub iiksiihene vastavus hulkade Con(G) ja N(G)
vahel.

TOESTUS. Olgu p € Con(@). Niitame, et 1/p € N(G). Kuna 1pl, siis 1 € 1/p ja hulk
1/p on mittetithi. Kui x,y € 1/p, siis zpl, ypl ja kongruentsi definitsiooni pohjal zypl
ehk zy € 1/p. Kui z € 1/p, siis xpl, millest saame, et 27 1p1~! ehk 271pl ehk 271 € 1/p.
Seega 1/p on rithma G alamrithm. Kontrollime normaalsust. Olgu g € G ja x € 1/p. Kuna
g pg~t zpl, gpg, siis kongruentsi definitsiooni tottu ka (¢ 'zg)p(g~'1g) ehk (g 'zg)pl
ehk g7lzg € 1/p. Sellega oleme niidanud, et 1/p € N (G). See fakt lubab meil defineerida
kujutuse
v:Con(G) = N(G), pr—1/p.

Olgu niitid H € N (G). Defineerime binaarse seose py rithmal G jargmise eeskirjaga:
rppy <= vH = yH <= 'y € H.

On lihtne veenduda, et py on ekvivalentsiseos. Néitame, et py on rithma G kongruents
(vt. niidet 1.33). Selleks oletame, et xpyy ja zpgw ehk x7 'y, 27w € H. Kuna H on
normaalne alamriithm, siis z~!(z7'y)z € H. Jarelikult

(z2) t(yw) = 2z 27 yw = (22 y2) (27 w) € H

ehk (z2)pm(yw). Kui zpgy ehk 271y € H, siis ka
yr ' =z lyr = (7)o y) T € H,

sest H on normaalne alamriihm. Kuna H on kinnine poérdelemendi votmise suhtes, siis
saame, et (x~1)7ly~t = (ya~1) 7! € H. Jirelikult py definitsiooni pohjal 7! pzy~!. See
tdhendab, et py on rithma G kongruents.

Defineerime kujutuse

k: N(G) — Con(G), Hw py.

Toestuse 1opetamiseks néditame, et v ja k on teineteise poordkujutused. Olgu p € Con(G).
Paneme téhele, et 27 ypl (x,y € G) parajasti siis, kui zpy. Téhistades niiiid H := 1/p
voime vaita, et

wpuy = 'y € 1/p <= lypl <= xpy,

s.t. pg = p. Jarelikult
(kv)(p) = K(1/p) = K(H) = pu = p.
Sellega oleme toestanud vorduse kv = lcon(q)-
Toestamaks vordust vk = 1) vaatleme suvalist normaalset alamrithma H € NV (G).
Siis
(ve)(H) =v(pn) = 1/pn = H,
sest y € 1/py parajasti siis, kui 1pgy ehk y € H. O

Olgu H rithma G normaalne alamrithm. Teoreemi 1.52 toestuses négime, et v bijek-
tiivsuse tottu leidub tapselt iiks G kongruents p, mille korral 1/p = H. Téapsemalt eldes
p = pu. Paneme téhele, et

a/p={beG|apgb}={beG|aH =bH} =aH.
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Viimase vorduse puhul on sisalduvus {b € G | aH = bH} C aH ilmne. Vastupidi, kui
ah € aH, siis aH = ahH, sest a~'ah = h € H. Seega ah € {b € G | aH = bH}. Niisiis
p-klassid on tépselt H (vasakpoolsed) korvalklassid rithmas G: iga a € G korral

a/p=aH.

Seega faktorrithma G/p elementideks on korvalklassid aH,a € G ja faktorrithma korru-
tamistehte definitsiooni

a/p-b/p=(ab)/p
voib esitada kujul
(aH) - (bH) = (ab)H.

Sellest tulenevalt voib faktorriihma defineerida jargmiselt (ja rithmateoorias seda harili-
kult nii ka tehakse).

Definitsioon 1.53 Riihma G faktorrithmaks normaalse alamrithma H jérgi nimeta-
takse rithma, mille elementideks on korvalklassid aH, a € GG, ja mille korrutamine toimub
eeskirja

(aH) - (bH) = (ab)H

kohaselt. Seda rithma tahistatakse G/ H. Selle rithma iithikelement on H = 1H ja elemendi
aH poordelement on a ' H.

Olgu ¢ : G — G’ rithmade homomorfism. Ténu lausele 1.37 on selle tuum rithma G
kongruents. Rakendades kongruentsile ker ¢ € Con(G) teoreemi 1.52 toestuses kasutatud
kujutust v saame normaalse alamrithma

v(kerp) =1/kero ={g e G| (g,1) € kero} ={g € G| p(g) = ¢(1) =1}.
Téhistame seda normaalset alamrithma stimboliga
Kerg:={g€ G|plg) =1}

ja nimetame ka seda homomorfismi ¢ tuumaks.
Ténu eespooloeldule voime viita, et

G/kerp =G/ Kerp
rithmadena. Seega v6ib rithmade homomorfismiteoreemi sonastada jargmisel kujul.

Teoreem 1.54 Kui ¢ : G — G’ on strjektiivne rihmade homomorfism, siis G' =~
G/ Ker p.

Naiide 1.55 Vaatleme rithmade homomorfismi
Y GL,(R) - R, A det(A).

See homomorfism on siirjektiivne. Kui » € R*, siis tema iiheks originaaliks 1 suhtes on
néiteks n-ndat jarku diagonaalmaatriks, mille peadiagonaalil on r, 1,1, ..., 1. Lisaks sellele

Kery = {A € GL,(R) | det(A) =1} = SL,(R).
Homomorfismiteoreem iitleb meile, et

GL,(R)/SLn(R) =~ R*.

18



Lause 1.56 Kui H on rihma G normaalne alamriihm, siis loomuliku homomorfismi
7:G—G/H, aw— aH,
tuum on H.
TOEsTUS. Téanu jareldusele 1.43
Kerr={a€G|aH=H}=H.

O

Abeli rithma koik alamrithmad on normaalsed. Kui A on aditiivne Abeli rithm (s.t.
tema kahekohalist tehet tdhistame siimboliga + ja nimetatakse liitmiseks) ja H tema
alamriithm, siis faktorrithma A/H elementideks on korvalklassid a+H = {a+h | h € H},
a € A, ja korvalklasside liitmine on defineeritud vordusega

(a+H)+(b+H):=(a+b)+ H.

Kuna poordelementide osas on vastandelemendid, siis lause 1.42 pohjal mistahes elemen-
tide a,b € A korral

a+H=b+H<+= —a+becH+=a—-bec H. (3)

On selge, et Abeli rithma faktorrithm on ka kommutatiivne. Kui ¢ : A — B on Abeli
rithmade homomorfism, siis

Keryp = {x € A| ¢(x) = 0}.

Niide 1.57 Vaatleme Abeli rithma (Z; +). Lihtne on veenduda, et kui n > 2 on natu-
raalarv, siis alamhulk
nZ={nx|xeZ}CZ

on alamrithm rithmas (Z; +). Korvalklassid on kujul
a+nZ={a+nz|z e},

a € 7. Tahistame sellist korvalklassi stimboliga @. Téhistame faktorrithma
Ly :=7/nZ ={a|acZ}

Faktorrithma liitmine on defineeritud vordusega

a+b=a-+b,

a,b € Z. On voimalik niidata, et Z, = {0,1,...,n — 1}. Selle faktorrithma puhul on
tegemist hastituntud jadgiklasside aditiivse rithmaga mooduli n jargi.
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1.8 Faktorring

Selles paragrahvis uurime ringide faktoriseerimist. Kéesolevas kursuses peame ringide all
silmas iihikelemendiga assotsiatiivseid ringe. Meenutame definitsiooni.

Definitsioon 1.58 Ring on hulk R koos kahe kahekohalise algebralise tehtega + ja -,
mille korral on rahuldatud jargmised tingimused:

1. (R,+) on Abeli rithm,
2. (R,-) on monoid,
3. (Va,b,c e R) a(b+c¢) =ab+ac ja (a+b)c= ac+ be.

Vaadeldes ringi (2-algebrana nii nagu néites 1.4 voime iildist kongruentsi definitsiooni
kohandada ringide juhu jaoks.
Ekvivalentsiseos p on ringi R kongruents, kui ta rahuldab tingimusi

1. (Vz,y,z,w € R) zpy A zpw => (z + 2)p(y + w),
2. (Va,y, 2w € R) apy A zpw = (22)plyw),
3. (Vz,y € R) zpy = (—x)p(—y).
Paneme téhele, et kui tingimus 2 kehtib p korral, siis
(=Dp(=1) Nzpy = (—1)zp(—1)y = (—2)p(—y).

See tdhendab, et tingimus 3 jdreldub tingimusest 2 ja ringis alati kehtivast omadusest
(—1)x = —=x.

Sarnaselt rithmadega saab ka faktorringide moodustamiseks kongruentside asemel ka-
sutada teatud alamhulki, mida kutsutakse ideaalideks.

Definitsioon 1.59 Ringi R ideaaliks nimetatakse rithma (R;+) alamrithma /, mis on
kinnine R elementidega vasakult ja paremalt korrutamise suhtes, s.t. igax € [ jar € R
korral xr,rx € I.

Ringi R koigi ideaalide hulka tdhistame Id(R).

Naiide 1.60 1. Alati {0} ja R on ringi R ideaalid.
2. Kui R on kommutatiivne ring, siis hulk aR = {ar | » € R} on ideaal.

Teoreem 1.61 Iga ringi R korral leidub tkstihene vastavus hulkade Con(R) ja |d(R) va-
hel.

TOEsTUS. Olgu p € Con(R). Niitame, et 0/p € Id(R). Kuna p on muuhulgas rithma
(R;+) kongruents, siis teoreemi 1.52 toestuse pohjal teame, et 0/p on selle rithma alam-
rithm. Kui € 0/p ja r € R, siis xp0 ja jarelikult zrpOr = 0, rzpr0 = 0 ehk ar,rz € 0/p.
Seega 0/p on ringi R ideaal ja voime defineerida kujutuse

v:Con(R) — Id(R), p— 0/p.
Olgu niitid I € Id(R). Defineerime binaarse seose py ringil R jéargmise eeskirjaga:

rpry<=cv+Il=y+1l <<= zr—-yecl
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On selge, et p; on ekvivalentsiseos ja teoreemi 1.52 tdestuse pdhjal on ta ka ringi aditiivse
rithma (R; +) kongruents. Néitame, et p; on ringi R kongruents. Selleks oletame, et xpry
ja zprw ehk © —y,z —w € I. Kuna I on ideaal, siis ka 2z —yz = (v — y)z € [ ja
yz —yw = y(z — w) € I. Et I on kinnine liitmise suhtes, siis

xz—yw = (rz —yz) + (yz —yw) € 1

ehk (zz)pr(yw). Sellega oleme tdestanud, et p; on ringi R kongruents.
Defineerime kujutuse
k:1d(R) — Con(R), I+ py.

Vordused kv = lcon(r) ja V5 = lig(r) jrelduvad tépselt samamoodi nagu teoreemi 1.52

toestuses.
O

Definitsioon 1.62 Ringi R faktorringiks ideaali [ jargi nimetatakse ringi, mille ele-
mentideks on ideaali I korvalklassid rithmas (R;+) ning mille liitmine ja korrutamine on
defineeritud vordustega

(x+D+y+1) = (x+y)+1,
(z+1)-(y+1) = (zy) +1,

x,y € R. Seda ringi tiahistatakse R/I.
Analoogiliselt rithmade juhuga saab toestada jéargmised tulemused.
Teoreem 1.63 Kui ¢ : R — R' on siirjektiivne ringide homomorfism, siis R' ~ R/Ker .
Lause 1.64 Kui I on ringi R ideaal, sits loomuliku homomorfismi
m:R—R/I, —x+1,
tuum on I.
Niide 1.65 Lihtne on veenduda, et alamhulk nZ (n > 2) on ringi (Z; +, -) ideaal (kuid

mitte alamring). Faktorringiks Z/nZ on jadgiklassiring Z, mooduli n jargi, milles liitmine
ja korrutamine on defineeritud vordustega

a+

a -

S o
Il

a+b,
a-b.

1.9 Faktorruum

Kui faktoriseeritavaks {2-algebraks on vektorruum, siis faktoralgebrat nimetatakse lihtsalt
faktorruumiks (mitte faktorvektorruumiks).
Analoogiliselt rithmade ja ringide juhtumiga saab toestada jargmise teoreemi.

Teoreem 1.66 Iga vektorruumi V' korral leidub iiksihene vastavus hulkade Con(V') ja
Sub(V') wvahel.
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Definitsioon 1.67 Vektorruumi V' (iile korpuse K') faktorruumiks alamruumi W jargi
nimetatakse vektorruumi, mille elementideks on alamruumi W korvalklassid rithmas (V;+)
ja mille liitmine ja skalaaridega korrutamine on defineeritud vordustega

(x+W)+y+W) = (x+y)+W,
k-(x4+W) = (kx)+ W,

xz,y €V, k € K. Seda faktorruumi téhistatakse V/W.
Meenutame, et vektorruumide homomorfisme nimetatakse lineaarkujutusteks.
Teoreem 1.68 Kui ¢ :V — V' on siirjektiivne lineaarkujutus, siis V' ~ V/Ker .

Lause 1.69 Kui W on vektorrumi V' alamruum, siis loomuliku homomorfismi
7 V-oV/W, z—ax+W,

tuum on W.

1.10 Q-algebrate otsekorrutis

Alamalgebra votmist ja faktoralgebra moodustamist voib vaadelda kui teatud konstrukt-
sioone, mille abil saab etteantud (2-algebratest tekitada uusi algebraid. Selles paragrahvis
tutvume veel kolmanda olulise konstruktsiooniga — otsekorrutiste moodustamisega.

Meenutame, kuidas defineeritakse hulkade otsekorrutis. Lopliku arvu mittetithjade hul-
kade Ay,..., A, (n € N) otsekorrutis on hulk A; x ... x A,, mille elementideks on kaik
16plikud jadad (ehk jarjendid ehk korteezid) (aq,...,a,), kus a; € Ay,...,a, € A,. Seda
otsekorrutist tdhistatakse ka [ | A;.

Loenduva hulga mittetiithjade hulkade A;, As, ... otsekorrutis on koigi selliste jadade
(ay,as,...) hulk, kus a; € A; iga indeksi ¢ € N korral. Seda jadade hulka tahistatakse kas
Ay x Ay x.oovel [0, Ay vol [],en Ai- Jada (aq, ag, .. .) téhistatakse ka (a;)ien.

Paneme téhele, et jada (a;);eny vOib vaadelda kui kujutust ¢ : N — UieN A;, mis
rahuldab tingimust a(i) € A; iga i € N korral ja mille puhul on téhistatud a; := a(i).

Analoogiliselt defineeritakse suvalise mittetiihjade hulkade pere A;, ¢ € I, otsekorrutis
kui koigi kujutuste a : I — J,;c; A; hulk, mis rahuldavad tingimusi a(i) € A; iga i € [
korral. Seda hulka téhistatakse [ [, ., A;. Tema elemente voib ette kujutada kui “iildistatud
jadasid” ja me hakkame neid tdhistama analoogiliselt harilike jadadega (a;)e;s-

Kui A = Hjel A;, siis kujutust m; : A — A;, ¢ € I, mis on defineeritud vordusega

mi((aj)jer) = a;

nimetatakse otsekorrutise A i-ndaks projektsiooniks. On selge, et mittetiihjade hulkade
otsekorrutise koik projektsioonid on siirjektiivsed.

Definitsioon 1.70 Q-algebrate A;, ¢ € I, otsekorrutiseks nimetatakse hulkade A;,
i € I, otsekorrutist A = [[,.; A;, millel tehted on defineeritud komponenthaaval. See
tdhendab, et kuin € N, w € Q, ja a' = (a} )ier, - .., a" = (a)ier € A, siis

]

wala', ... a") = (WAi(azla e 7a?))i61

ja kui w € Qy, siis
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Naiide 1.71 Olgu A4,..., A,, rithmad. Siis otsekorrutisel
A=A x...x A,
defineeritakse kahekohaline korrutamistehe vordusega

/ / / !/
(ay,...,am) - (a,...,a,,) = (a1 -ay,...,an - a,,),
ithekohaline podrdelemendi votmise tehe vordusega

(ar,...,am) " = (a7t ... a})

ja iihikelemendiks loetakse jada (11,1s,...,1,,), kus 1; (i € {1,...,m}) on rithma A;
ithikelement.

Veelgi konkreetsemalt: néiteks rithmade (Z3; +) ja (Z7; +) otsekorrutises Zg X Z7 voib
arvutada

(2,4)+(1,5) =24+ 1,44+5)=(3,9) = (0,2).

Lause 1.72 Kui A on Q-algebrate A;, i € I, otsekorrutis, siis koik projektsioonid ; :
A— A;, i €1, on Q-algebrate homomorfismid.

TorsTUs. Kuii € I, n € N, w € Q, jaa' = (aj)jer, ..., a" = (a})jer € A, siis
mi(walal,...,a") = m ((wAj(a;, . ,ag))jel) (wa def.)
=wy,(al,...,a") (m; def.)
= Wa, (Tri(al)a v aﬂ"i(an)) (7'('1' def)

ja kui w € €, siis
mi(04) = i (0% )jer ) = 0%,
(I

Algebralised struktuurid defineeritakse tihti teatud samasuste abil (néiteks assotsia-
tilvsuse samasus (z * y) * z = x * (y * z), kommutatiivsuse samasus x % y = y * = jne.).
Kuna tehted defineeritakse otsekorrutisel komponenthaaval, siis kehtivad 2-algebrate A;,
1 € I, otsekorrutisel koik samasused, mis kehtivad koigil neil algebratel. Teisisonu, kui
mingi (2-algebrate klass on defineeritav samasuste abil, siis see klass on kinnine otsekor-
rutiste moodustamise suhtes. Nii néiteks rithmade otsekorrutis on rithm, Abeli rithmade
otsekorrutis on Abeli rithm, ringide otsekorrutis on ring ja iile korpuse K vaadeldavate
vektorruumide otsekorrutis on vektorruum iile korpuse K. Kiill aga kahe korpuse otsekor-
rutis ei ole korpus.

1.11 Moodul iile ringi

Vaatleme niiiid veel iihte tiitipi algebralisi struktuure — mooduleid iile ringi. Moodul saa-
dakse, kui vektorruumi definitsioonis asendatakse korpus ringiga, aga kéik muud néuded
jaetakse samaks.

Definitsioon 1.73 Vasakpoolseks mooduliks iile ringi R ehk vasakpoolseks R-
mooduliks nimetatakse Abeli rithma (A; +), kui iga elemendi r € R jaoks on defineeritud
ithekohaline tehe

A— A arra,

nii et mistahes a,b € A jar,s € R korral
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1. (r+s)a =ra+ sa;
2. r(a+b) =ra+rb;
3. (rs)a = r(sa);

4. la = a.

Analoogiliselt saab defineerida parempoolse R-mooduli. Edasises vaatleme ainult va-
sakpoolseid mooduleid ja kutsume neid lihtsalt mooduliteks.

Naide 1.74 1. Iga vektorruum iile korpuse on moodul.
2. Nii nagu iga korpus on vektorruum iile iseenda on ka iga ring moodul iile iseenda.
3. Osutub, et Abeli rithmi saab vaadelda moodulitena iile tdisarvude ringi Z. Olgu
(A;+) Abeli rithm. Iga n € N ja a € A korral defineerime

na:=a-+...+a,
(—n)a = —(a+...+a)
(kus summades on n liidetavat) ja
O0a =0

(vorduse vasakul poolel on téisarv 0 ja paremal poolel on Abeli rithma A nullelement).
Sellega on iga tédisarvu z ja iga a € A jaoks defineeritud element za € A. Saab niidata,
et A rahuldab vasakpoolse Z-mooduli noudeid.

Jargmised viited toestatakse tapselt samamoodi nagu vastavad vaited vektorruumide
jaoks (vt. [1], lause 2.3.9).

Lause 1.75 Olgu A moodul iile ringi R. Mistahes a,b € A jar,s € R korral
1. 0 =0;
2. 0a = 0;

3. (=r)a=—ra=r(—a);

4. r(a—b) =ra—rb;

5. (r—s)a=ra— sa.

Erinevalt vektorruumide juhust on moodulite korral voimalik, et ra = 0, kuigi r # 0
ja a # 0. Selline olukord on niiteks moodulis Zj iile ringi Z4, kui votame r = 2 ja a = 2.
R-moodulid on (-algebrad samasuguse tiiiibi €2 jaoks nagu vektorruumidki (vaata
ndidet 1.4). See voimaldab kasutada eespool esitatud definitsioone alamalgebra (alam-
mooduli), homomorfismi, isomorfismi ja otsekorrutise jaoks. Me ei hakka koiki neid de-
finitsioone siin moodulite jaoks lahti kirjutama. Mainime vaid, et kui A ja B on vasak-

poolsed R-moodulid, siis kujutus ¢ : A — B on R-moodulite homomorfism parajasti siis,
kui

plat+a)=pla)+ed) ja o(ra)=re(a)
mistahes a,a’ € A ja r € R korral.
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1.12 R-moodulite viline otsesumma

Moodulite korral véib ragkida kahte tiiiipi otsesummadest — vilistest ja sisemistest.
Vilise otsesumma konstruktsioon on tihedalt seotud otsekorrutisega.

Definitsioon 1.76 Olgu R ring. R-moodulite A;, ¢ € I, viliseks otsesummaks ni-
metatakse nende moodulite otsekorrutise [[,.; A; alammoodulit &}, ; A;, mis koosneb
koigist neist tildistatud jadadest (a;);er, millel on ainult 16plik arv nullist erinevaid kom-
ponente.

Seega

@Zz‘h = {(ai)iel € HAz

el el

|{jeuaﬂé0}|<oo}.

Kui I = {1,...,n}, siis kirjutame © ) ,_; A; asemel A; & ... ® A,.
On selge, et lopliku arvu R-moodulite véline otsesumma on vordne nende otsekorru-
tisega, s.t.
AlD.. DA, =A x...x A,.

1.13 R-moodulite sisemine otsesumma

Definitsioon 1.77 R-mooduli A alammoodulite A;, i € I, summaks nimetatakse R-
mooduli A koéigi nende elementide hulka, mis esituvad alammoodulitesse A; kuuluvate
elementide summana.

R-mooduli A alammoodulite A;, i € I, summat tahistatakse ) .., A;. Lopliku ar-
vu alammoodulite Aq,..., A, summat tahistatakse A; + ...+ A,. Seega alammoodulite

summa » ., A; elementideks on koéikvoimalikud summad
ail—i—aiQ—l—...—i—ain, (4)
kusn € N, i1,iy,...,i, € I jaiga j=1,...,n korral a;, € A;,. Kui n = 1, siis summa (4)

vordub elemendiga a;,. See tdhendab, et summa ) ., A; sisaldab koiki alammooduleid
A, i€l

Lause 1.78 R-mooduli A alammoodulite A;, i € I, summa on mooduli A vihim alam-
moodul, mis sisaldab kéiki alammooduleid A;, i € 1.

TOEsTUS. Lihtne on niha, et summade (4) hulk on alammoodul (s.t. kinnine liitmise ja
R elementidega korrutamise suhtes). Seega > .., A; on A alammoodul.

Kui B on mooduli A alammoodul, mis sisaldab kéiki alammooduleid A;, i € [, siis
peab B sisaldama koiki summasid (4) (sest B peab olema kinnine liitmise suhtes), seega
Zz‘el A; € B. =

Naiide 1.79 Vaatleme moodulit A = Z x Z x 7Z iile ringi Z koos komponenthaaval defi-
neeritud tehetega. Siis

Ay ={(a,0,a) | a € Z},
As = {(b,b,b) | beZ}

on A alammoodulid. Lihtne on kontrollida, et nende summa on

A1+ Ay ={(c,d,c) | c,de€Z} C A.
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Definitsioon 1.80 R-mooduli A alammoodulite A;,..., A, summat nimetatakse (sise-
miseks) otsesummaks ja tihistatakse A; ...+ A, kui iga element a € A; 4 ...+ A,
esitub iiheselt summana

a=ai+ ...+ ay,

kus a; € A; igai=1,...,n korral.
Esituse iihesus selles definitsioonis tdhendab, et kui

a1+...+an:b1+...—|—bn,

kus a;,b; € A; igat=1,...,n korral, siis
ay :bl,...,an:bn.
Teoreem 1.81 Olgu Ay, ..., A, R-mooduli A alammoodulid. Siis jargmised tingimused

on samavdadrsed:

1. alammoodulite Ay, ..., A, summa on otsesumma;

2. igat=1,...,n korral kehtib vordus

AN(A+. .+ A +A+...+A) ={0} (5)

Il

Il
S
3

Il
o

3. kuiay+...4+a, =0, kusa; € A; igai=1,...,n korral, siis a;
TOESTUS. 1. = 2. Eeldame, et A; +...+ A, = A, +...+ A,. Olgu
ac AiN(Ai+... A 10+Aa+...+A,).
Siis leiduvad a1 € Ay, ... 0,1 € Aj_1,a;41 € Aiyq,...,a, € A, nii, et
a=a+...+a_1+aq41+ ...+ apn.
Téanu esituse iihesusele a = 0. Sellega oleme ndidanud, et
Ain(A+.. +A +HA+.. +A) C{0}.

Vastupidine sisalduvus on ilmne.
2. = 3. Eeldame, et iga i = 1,...,n korral kehtib vordus (5) ning et a; +...4+a, =0,
kus a; € A; igai=1,...,n korral. Siis iga ¢ =1,...,n korral

—ai=a+...+a1+a1+...+a, e AN A+ +A T +Aq+...+A,)={0}

ja seega —a; = 0, kust a; = 0.
3. = 1. Eeldame, et kehtib tingimus 3. Oletame, et

a1+ ...+ a,=by+ ...+ by,
kus a;,b; € A;iga 1 =1,...,n korral. Siis

(@ — b))+ ...+ (a, — b,) =0,
kus a; — b; € A; iga i =1,...,n korral. Eelduse pohjal

a1 —by=0,...,a,—b,=0

ehkalzbl,...,an:bn. O
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Naiide 1.82 Naiites 1.79 vaadeldud alammoodulite summa A;+ A, on otsesumma, sest kui
(x,y,2) € AiN Ay, siisy=0jax =y =z, kust ka x = z = 0. Seega A; N Ay = {(0,0,0)}.

Niide 1.83 Vaatleme jélle moodulit A = Z x 7Z x Z iile ringi Z. Lihtne on veenduda, et

Ay ={(a,0,0) | a € Z},
Ay ={(0,0,0) | b € Z},
A3 ={(0,0,¢) | c € Z}

on selle mooduli alammoodulid ja et A = A; + As + As. Samuti on selge, et
AN (Ay+ As) = {0}, Ao N (A + A3) = {0}, ja AsnN (A + Az) = {0}.
Kuna teoreemi 1.81 tingimus 2 on rahuldatud, siis voime 6elda, et
A=A+ Ay + As.

Naiide 1.84 Vaatleme ringi Zi5 moodulina iile iseenda. Siis

on alammoodulid. Kuna 1 = 10 + 3, siis iga Z;, element on esitatav summana a + b, kus
a € 2715 ja b € 3Z15. Seega
2%9 + 3%19 = 2o .

See summa ei ole otsesumma, sest 0 # 6 € 2715 N 3Z15.

Alammoodulite sisemise otsesumma saab defineerida ka siis, kui neid alammooduleid
on lopmata palju.

Definitsioon 1.85 R-mooduli A alammoodulite A;, i € I, summat nimetatakse (sise-

miseks) otsesummaks ja téhistatakse ) . ;A;, kui iga 16pliku hulga paarikaupa erine-
vate indeksite iy, ...,4, € I korral alammoodulite 4;,,..., A; summa on otsesumma.

Teoreem 1.81 kandub samuti iile iildjuhule, s.t. juhule, kui alammooduleid ei pruugi
olla loplik arv.

Teoreem 1.86 Olgu A;,i € I, R-mooduli A alammoodulid. Siis jirgmised tingimused on
samavddrsed:

1. alammoodulite A;,i € I, summa on otsesumma;

2. 1ga i € I korral kehtib vordus

A; N Z A; | ={0};

jen\{i}

3. kuiay+...+a, =0, kus a;j € Ay, iga j = 1,...,n korral ning iy,...,i, € I on
paarikaupa erinevad, siis a; = ... = a, = 0.
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Selle teoreemi toestust me kéesolevas kursuses ei anna.
Osutub, et sisemiste ja véliste otsesummade vahel on viga tihe seos.

Teoreem 1.87 Kui A = ZieIAi; kus A;, i € I, on mooduli A alammoodulid, siis A ~
Z?é[ A;. Vastupidi, kui B;, © € I, on R-moodulid ja A = Zi[ B;, siis leiduvad mooduli
A alammoodulid A;, i € I, nii et A = Z'iel A; ja A; ~ B; iga i € 1 korral.

TOESTUS. Toestame esimese viite. Eeldame, et A = > ., A; ja defineerime kujutuse
©: Z?é[ A; — A vordusega
e((ai)ier) == Zai-
iel
Selle vorduse paremat poolt maistame kui tildistatud jada (a;);e; nullist erinevate kom-
ponentide summat. Kuna neid nullist erinevaid komponente on 16plik arv, siis on selline

summa olemas ja » .., a; € Y, A = A
Veendume, et ¢ on moodulite homomorfism. Tdepoolest, mistahes (a;)ier, (b;)ier €
S A jar € R korral

2 ((ai)iej + (bl)lej) = © ((az + bi)ie[) (otsekorrutise + def)
= (a; +b) (¢ def.)

iel
= Z a; + Z b; (mooduli + kommutatiivsus)

iel icl

= ¢ ((ai)ier) + ¢ ((bi)ier) , (¢p def.)
o (r(ay)ier) = ¢ ((rag)ier) (r-ga korr. def. otsekorrutises)
=D (ra;) (¢ def.)

iel
=7 Z a; (mooduli def.)

i€l

= ro((aiicr)- (¢p det.)

On selge, et ¢ on siirjektiivne. Oletame, et ¢((a;)icr) = @©((bi)ier). Siis Y.y ai = > ey bi
kusjuures moélemas summas on 1oplik arv nullist erinevaid liidetavaid. Kuna A on alam-
moodulite A;, i € I, otsesumma, siis peab a; = b; iga i € I korral. Seega (a;)ic; = (b;)ier
ja o on injektiivne. Kokkuvottes ¢ on moodulite isomorfism.

Toestame teise viite. Eeldame, et B;, ¢ € I, on R-moodulid ja A = Zf’; ; Bi. Tahistame

A; :={(bj)jer € A|bj=01iga j € I\ {i} korral } .

Seega A; elementideks on iildistatud jadad, mille ainuke nullist erinev komponent (kui see
leidub) on i-ndal kohal. On lihtne aru saada, et A; on mooduli A alammoodul ja A; ~ B;
iga i € I korral. Olgu (b;),e; € A iildistatud jada, mille nullist erinevad komponendid on
bj,,...,b;,. Téhistades siimboliga §;,, ¢ = 1,...,n, ildistatud jada, mille j;-s komponent
on bj, ja ilejdédnud komponendid on 0-d, voime elda, et

(bj)]e] = /le + cte + /Bj'rm

kusjuures §;, € A;, igai =1,...,n korral. Seega A on alammoodulite A4;, 7 € I, summa.
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Kui niitid j,...,7, € I on paarikaupa erinevad indeksid, o, € A;,,...,a;, € A;,
ja aj, + ...+ «;, on nullidest koosnev iildistatud jada, siis ka «;,, ..., q;, on nulljadad,
sest liitmine on defineeritud komponenthaaval. Seega teoreemi 1.86 kolmas tingimus on
tdidetud ning jarelikult A on alammoodulite A;, ¢ € I, sisemine otsesumma. O

Naiide 1.88 Niites 1.83 vaadeldud mooduli puhul A = B; X By X By = B1 & By & Bs,
kus By = By = B3 = Z. Mooduli A alammoodulid A;, Ay, A3 on konstrueeritud tapselt
samamoodi nagu alammoodulid A; teoreemi 1.87 tdestuses.

1.14 Vektorruumide otsesumma

Nagu mainitud, iga vektorruum on moodul, seega saab ka vektorruumide korral réékida
nende alamruumide summadest ja sisemistest otsesummadest. TGestame nende kohta
moned tulemused, mis kasutavad vektorruumi baasi ja mootme moistet. Esimese asja-
na néaitame, kuidas konstrueerida alamruumide summa baasi.

Lause 1.89 Olgu Vi ja Vi wvektorruumi V- (ile korpuse K ) loplikumootmelised alam-
ruumid, B alamruumi Vi N Vo mingi baas (kui Vi N'Vy = {0}, siis loeme, et B = ()
ja B;, i = 1,2, alamruumi V; baas, mis sisaldab hulka B. Siis B1 U By on alamruumi
Vi + Vs baas.

TOEsTUS. Olgu

B = {e,...,e},
By = {e1,...,erar41,..., 05},
B2 = {617...,6T,br+1,...,bt}.

Peame néitama, et
BlLJBQ = {61,...,€T,ar+1,...,as,br+1,...,bt}

on alamruumi Vi + V5 baas. (Mérgime, et juhul kui iiks alamruum sisaldub teises, nt.
Vi TV, siisViNVo =V, By =B, BiUBy =By jaV; +V, =V,. Kuna B, on V, baas,
siis sellisel erijuhul véide kehtib.)

On selge, et iga vektor x = x1 + x5 € V) + Vo, kus 1 € V; ja x5 € V5, on esitatav
hulka B; U By kuuluvate vektorite lineaarkombinatsioonina. Seega By U By on alamruumi
Vi + V5 moodustajate siisteem.

Toestuse 16petamiseks peame néitama, et By U By vektorid on lineaarselt soltumatud.

Selleks oletame, et mingite korpuse elementide k1, ..., k., Ly, ..., s, Jrv1, -, J¢ € K kor-
ral

kiey + ...+ keep + ly1arp1 + oo+ lsag + Jrp1brpr + 0+ Gy = 0. (6)
Téhistame

c:=keg+ ...+ keep + 1001+ ...+ lsas € V7

Siis vordusest (6) saame, et
¢=—Jry1brp1 — ... — Jiby € Vs

Seega ¢ € Vi NV5. Kuna B on alamruumi V; NV, baas, siis leiduvad sellised hy, ..., h, € K,
et
c=hie; +...+ hye,.
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Jarelikult
hier + ...+ heer + Jryrbepr + oo+ 5ty = 0,

kust By lineaarse soltumatuse tottu jareldub, et
hi=...=h.=jp1=...=75=0.
Vordus (6) lihtsustub niitid kujule
kier + ...+ keep + 110,01+ ...+ lsas = 0.
Kuna B; on lineaarselt soltumatu, siis
kh=...=k.=lL1=...=1,=0.

Sellega oleme néidanud, et B; U By on lineaarselt sdltumatu. O

Meenutame, et vektorruumi modde (ehk dimensioon) on vektorite arv selle vektor-
ruumi mistahes baasis. Nullalamruumi mootmeks loetakse arv 0. Mootmete kohta saame
eelmisest lausest jargmise tulemuse.

Lause 1.90 Olgu Vi ja Vo vektorruuma V' loplikumaootmelised alamruumaid. Siis
dim(V; + V3) = dim(V;) + dim(V3) — dim(V; N V5).

Kuna alamruumi moode on 0 parajasti siis, kui see alamruum on nullalamruum, siis
kehtib jargmine véide.

Jareldus 1.91 Olgu Vi ja V, vektorruuma V' loplikumootmelised alamruumad. Siis
Vi+4Vo=V+V, <= dim(V; +V,) = dim(V;) + dim(V3).

Alamruumide summa modde el saa olla suurem kui nende alamruumide modotmete
summa.

Lause 1.92 Kui Vi,...,V,, on vektorruumi V' I[oplikumootmelised alamruumid, siis
dim(Vi + ...+ V) <dim(V3) + ... 4+ dim(V},,).

TOESTUS. Olgu iga i € {1,...,m} korral B; alamruumi V; baas. Siis U;c;B; on sum-
ma V) + ... 4+ V,, 16plik moodustajate siisteem. Teame, et igast 16plikust moodustajate
siisteemist saab vélja eraldada baasi. Seega

dim(Vi 4+ ...+ V) < |Bi|+ ...+ |Bp| = dim(V}) + ... + dim(V},).

O

Osutub, et modtmete pohjal saab otsustada, kas alamruumide summa on otsesumma,
vOi mitte.
Teoreem 1.93 Olgu Vi, ..., V,, (m > 2) vektorruumi V' loplikumootmelised alamruumid.
Stis
Vi+... +V,=Vi+...+V,

parajasti siis, kui

dim(Vi 4+ ...+ V,,) = dim(Vy) + ... + dim(V,,).
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TOESTUS. Toestame viite induktsiooniga m jargi. Juhul kui m = 2 kehtib vaadeldav viide
tanu jareldusele 1.91. Olgu m > 2 ja oletame, et viide kehtib, kui liidetavaid alamruume
on viahem kui m. Tdestame véiite m alamruumi jaoks.

TARVILIKKUS. Olgu alamruumide Vi, V5, ..., V,, summa nende alamruumide otsesumma.
Siis teoreemi 1.81 punkti 2 pohjal Vi N (Vo + ...+ V,,) = {0}. Teoreemi 1.81 punkti 3
abil on lihtne niha, et Vo + ... +V,, = Vo + ... + V,,. Induktsiooni eelduse pohjal peab
kehtima vordus dim(Va + ... 4+ V;,) = dim(Va) + ... + dim(V;,,). Kasutades lauset 1.90 ja
eelnevaid téhelepanekuid saame, et

Pusavus. Eeldame, et kehtib vordus dim(V; + ...+ V,,) = dim(V}) 4. .. + dim(V},). Siis
lause 1.90 tottu

dim(Vy) + ... +dim(V,,) = dim(V; + Vo + ... + V)
=dim(V}) +dim(Vo + ...+ V) —dim(V; 0 (Vo + ... + Vi)).

Lahutades selle vorduse molemast poolest arvu dim(V}) saame
dim(Vs) + ... +dim(V,,) = dim(Va+ ...+ V) —dim(Vi N (Va + ... + Vi),

kust jareldub vorratus dim(Vz)+. .. +dim(V;,) < dim(Va+...+V;,). Vastupidine vorratus
kehtib tdnu lausele 1.92. Seega dim(V3)+. .. +dim(V;,) = dim(Va+...+V},). Induktsiooni
eelduse pohjal

Vot ...+ Vi =Vot ... +V,. (7)

Kuna

dim(Vi+ (Va+ ...+ Vp)) = dm(Vi+Va+...+V,,)
= dim(Vy) + dim(V3) + ... + dim(V},)
= dim(V}) +dim(Va + ... + V),

siis

Vi+Vot+ ...+ V,=Vi+Vo+...+ V) (jareldus 1.91)
=V+WV+... 4+ V.. (vordus (7))
O

Jargmine lause iitleb, et vektorruumi baasi mistahes tiikeldus tekitab teatud alam-
ruumide otsesumma.

Lause 1.94 Olgu B loplikumaédtmelise vektorruumi V- baas, olgu { By, ..., By} klassijao-
tus hulgal B ja olgu Vi, i = 1,...,m, hulga B; poolt tekitatud alamruum (s.t. lineaarne
kate). Stis

V=WVi+..+V,
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TOESTUS. On selge, et V =V, + ...+ V,,. Viide jareldub teoreemist 1.93, sest

dim(Vi+ ...+ V) =dim(V) = |B| = | U, Bi| = |B1| + ... + | Bul
=dim(Vy) + ... + dim(V},).

Lause 1.95 Olgu V1, ..., V,, loplikumodotmelise vektorruumi V' alamruumid,
V=Vi+...4+V,

ja olgu By, i =1,...,m, alamruumi V; baas. Siis \J;~, B; on vektorruumi V baas.

TOESTUS. Ténu teoreemile 1.81 on (Vi + ...+ V1) NV; = {0} iga i = 2,...,m korral.

Kuna Vi NV, = {0}, siis B;U By on V; 4 V4 baas lause 1.89 pohjal. Et (Vi +1V3)N V3 = {0},

siis By U By U By on V; + V5 + V3 baas. Analoogiliselt jiatkates saame, et By U...U B,, on
vektorruumi V) + ...+ V,, = V baas. O
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2 Poliinoomid, algebra pohiteoreem

2.1 Mitme muutuja poliinoomide ringid

Olgu R ring. Siis voib vaadelda poliinoomide ringi R[X] iile ringi R muutuja X suhtes.
Voib vaadelda ka poliinoomide ringi R[X][Y] iile ringi R[X] muutuja Y suhtes. Seda ringi
tahistatakse R[X,Y] ja nimetatakse kahe muutuja poliinoomide ringiks iile ringi
R. Selle ringi elemendid on poliinoomid

f=aY"+aY" '+ ..  +a, 1Y +a,,

kus a; € R[X]igai = 0,1,...,n korral. Seega saab poliinoomi f esitada summana, kus
liidetavaiks on avaldised kujul aX*Y! kus a € R ja k,I € NU {0}. Seda protsessi voib
jatkata ja vaadelda nt. polilnoomide ringi R[X,Y, Z] = R[X,Y][Z].

Kui R on ring, siis kasutades eelpoolkirjeldatud meetodit voib eeskirja

R[Xl, e 7Xn] == R[Xl, oo 7Xn71][Xn]
abil defineerida ringid
R[X1, Xo], R[ X1, Xo, X3], ..., R[Xq,..., Xy], - ...

Definitsioon 2.1 Ringi R[Xj, ..., X,] nimetatakse n-muutuja poliitnoomide ringiks
iille ringi R ja tema elemente nimetatakse n-muutuja poliinoomideks iile ringi R.

Seega n-muutuja poliinoom iile ringi R on summa liidetavatest kujul
aXPXP X

kus a € Rja ky,...,k, € NU{0} ja X1,..., X, on muutujad.

Kui n on viike (nt. 2 voi 3), siis kasutatakse muutujate téhistamiseks tihti erinevaid
tiahti, harilikult X,Y, Z,.... Niiteks XY? — 5X3 4+ 2XY — 7 on iiks poliinoom ringist
Z[X,Y].

Poliinoomi, milles on iiksainus nullist erineva kordajaga liidetav, nimetatakse tiks-
liikmeks.

Uksliikmeid nimetatakse sarnasteks, kui nad on vordsed voi nende kordajad (ringi
R elemendid) on erinevad, aga muidu on nad samad.

Iga nullist erinev poliinoom on iiheselt esitatav paarikaupa mittesarnaste iikslitkmete
summana. Neid iiksliikmeid nimetatakse vaadeldava poliinoomi liikmeteks. Néiteks polii-
noomi 2X2Y +4Y — 5X?Y = —3X?%Y +4Y € Z[X, Y] liikkmed on —3X?%Y ja 4Y.

Kaks nullist erinevat poliinoomi on vordsed, kui nad on samade liikmete summad.

Definitsioon 2.2 Uksliikme aX!' X5 ... X* astmeks nimetatakse mittenegatiivset
taisarvu ki +. . .+k,. Poliinoomi astmeks nimetatakse suurimat tema litkmete astmetest.
Poliinoomi f astet tahistatakse deg(f).

Jargmisena tahame defineerida iihe jérjestusseose iiksliikmete hulgal. Selleks peame

fikseerima ka muutujate jéarjestuse. Me loeme, et X; on esimene muutuja, X, on teine
muutuja jne.

33



Definitsioon 2.3 Ringi R[X, ..., X,] kuuluvate iiksliikmete hulgal saab defineerida nn.
leksikograafilise jarjestuse jargmiselt. Oeldakse, et iiksliige aXf1X§2 ... XM on kor-
gem kui iiksliige bX1 X2 ... X! kui

o [ < ky voi
e leidub selline i € {1,...,n—1}, et ky =1,..., k; = 1;, kuid l;41 < kiyq.
Ukslitkmete m ja m’ korral téhistame
m <iex M <= m’ on korgem kui m

ja
m <jex m = m <lex m' voim =m'.

Ei ole keeruline néha, et seos <jx on jirjestusseos koigi iiksliikmete hulgal.

Lemma 2.4 Kui R on nullitequreita ring ja my, mo, m on tksliskmed ringist
R[le s aXn] nlng my Slex ma, siis ka mim Slex mam ja mmg Slex mmy.

TOESTUS. Toestame neist viidetest esimese (teine on analoogiline). Olgu

my = bXUXE2 . X! omy=aXP XK XEn o = e XTXP XTI my <jex Mo
Siis ' ' ' '
mym = bCX{1+]1X52+]2 N 'XfanrJn’ Mom = ach1+]1X§2+J2 N 'X7]:n+]n
on iiksliikmed, sest bc,ac # 0. Kui m; = my, siis on viide ilmne. Kui l; < ky, siis
ll + jl < k?l +]1 ja seega nym Slex mom. Kui ]{?1 = ll, ce ]{51 = ZZ', kuid li+1 < ki+17 siis
kr+p =0+, ki+Ji=l+7 kuid L+ g <kign+ Jio-
Jarelikult jallegi mim <jox mom. O

Antud n muutuja poliinoomi liikmete hulgas leidub alati korgeim liige (s.t. suurim
element jérjestuse <j., suhtes). Néiteks poliinoomi

3Xo X3 — 5X1 X0 X3 + 2X, X
korgeim liige on —5X; X5 X3.
Lause 2.5 Kui R on nullitequreita ring ning f ja g on nullist erinevad n muutuja polii-
noomid tile R, siis korrutise fg korgeim liige on polimoomide f ja g korgeimate litkmete
korrutis.
TOESTUS. Olgu my poliinoomi f korgeim liige ja m, poliinoomi g korgeim liige. Siis
poliinoomide korrutise fg suvaline liige esitub kujul mm’, kus m on poliinoomi f liige,
m’ on poliinoomi ¢ liige, m <jex My ja m' <jex my. Siis lemma 2.4 pohjal

/ /
MM Sjex MM Sex MMy,

Transitiivsuse totty mm’ <jex mgmg,. Seega msm, on polilnoomi fg korgeim liige. O

34



Jareldus 2.6 Kui ring R on nullitequreita, siis iga naturaalarvu n korral on ka poliinoo-
mide ring R[X1, ..., X,] nullitegureita.

Lause 2.7 Kui R on nullitequreita ring ning f,g € R[Xq,..., X,] \ {0}, siis
deg(fg) = deg(f) + deg(g).

TOESTUS. See viide kehtib téanu sellele, et {iksliikmete korrutise aste on vordne tegurite
astmete summaga. O

Definitsioon 2.8 Mitme muutuja poliinoomi nimetatakse homogeenseks, kui tema
koigi liikmete astmed on vordsed.

Kuna nullpoliinoomil liikmed puuduvad, siis on ta homogeenne, kuigi tema aste pole
médratud.

Kahe homogeense poliinoomi korrutis on homogeenne. Iga poliinoom on esitatav ho-
mogeensete poliinoomide summana.

Naide 2.9 Poliinoom
f(X,Y)=2X?Y + XY +5XY?*+ X? - Y?+3
on homogeensete poliinoomide 2X?Y +5XY?, XY + X2 — Y? ja 3 summa.

2.2 Siimmeetrilised poliinoomid

Definitsioon 2.10 Mitme muutuja poliinoomi nimetatakse siimmeetriliseks, kui ta
el muutu muutujate mistahes substitutsiooni korral. Koéigi siimmeetriliste poliinoomide

alamhulka ringis R[X7,..., X,] tdhistatakse S[Xi, ..., X,].

Teiste sonadega, polimoom f € R[X7,...,X,] on siimmeetriline, kui koos iga oma
liilkmega a X' X2 ... Xk sisaldab ta ka koik iiksliikmed

k1 yko kn
aXUzl)XU(Q) . .XU(n), o€ S,.

Néiide 2.11 Poliinoom f(X,Y) = X2Y + X + 3 ei ole siimmeetriline, sest f(Y, X) =
Y2X +Y +3# f(X,Y). Poliinoom

(XY, Z2)=X?+Y?+2Z? —4XYZ + 13
on siimmeetrilne.

Lause 2.12 Hulk S[X3,...,X,] on ringi R[X,, ..., X,] alamring.

Torstus. Olgu f,g € S[X1,...,X,]. Vaatleme summa f + g liiget a X" X5 . XFn,
Kui see liige on ka f liige voi ¢ liige, siis on selge, et aXf;%l)X:fQ) .. .X(’;z‘n) on f + g liige
iga 0 € S, korral. Kui aga X' X52... X! on f liitkme bX['X}> ... X* ja g liikme
cXPXh . Xk summa, siis @ = b + ¢ ning f sisaldab liiget be%l)Xf“’ ..szln) ja g

2" o
sisaldab liiget chzl)X j?z) . .Xf’gn). Seega [ + g sisaldab liiget

DX X0 X e X X X = aX 0t X X
Sellega oleme néidanud, et f + g € S[Xi,...,X,]. Analoogiliselt voib veenduda, et
ka polilnoomid —f ja fg on siimmeetrilised. On selge, et konstantne poliinoom 1 on
stimmeetriline. Seega S[X1, ..., X,] on alamring. O

On olemas iiks kogum stimmeetrilisi poliinoome, mida loetakse teistest teatud mottes
lihtsamateks.
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Definitsioon 2.13 Siimmeetrilisi poliinoome

01 = X1—|—X2+...+Xn,
09 = X1X2—|—X1X3+...+Xn,1Xn,
o, = XlXQXn

nimetatakse n muutuja siimmeetrilisteks pohipoliinoomideks.

Stimmeetriliste pohipoliinoomide abil saab kirjeldada seoseid unitaarse iithe muutuja
poliinoomi kordajate ja juurte vahel. Meenutame, et poliinoomi unitaarsus tdhendab seda,
et tema pealiikme kordaja on 1.

Teoreem 2.14 Olgu
JX)=X"+a X" "+ X"+ +a, X +a,

tihe muutuja poliinoom 1le nullitequreita kommutatiivse ringt R ning olgu ¢y ..., c, tema
Juured. Siis kehtivad nn. Viete’i valemid:

arp = (=) or(cr,...,cn), k=1,...,n.
TOESTUS. Meenutame kursusest Algebra I, et kui n-nda astme unitaarsel poliinoomil
f(X) onnjuurt ¢ ..., c,, siis on ta esitatav korrutisena f(X) = (X —c1)(X —ca) ... (X —
¢n). Seega kehtib vordus
X"+ X" M ao X" 4 ap X ta, = (X —c)(X —c)... (X —cp).

Kuna X vastavate astmete kordajad selle vorduse molemal poolel peavad olema vordsed,
siis neid omavahel vorreldes saamegi valemid

ay=—c1—cy—...—cp = (=D'oy(cr,...,cn),
ag = 16+ c1c3 4 .. cpo1cn = (—=1)?0a(cy, ..., Cp),
ap, = (—c1) - (=ca) ... (=cp) = (=1)"on(cr, ..., Cpn).

O

Lemma 2.15 KuiaX fl .. X on siimmeetrilise n muutuja poliinoomi korgeim liige, siis
ki1 >ke>...>k,.

TOESTUS. Oletame vastuviiteliselt, et poliinoomi f € S[Xj,...,X,] korgeima liikme
m = aXf1 ... XFn korral leidub i € {2,...,n} nii, et ky > ko > ... > k;_1 < k;. Vahetades
dra muutujad X;_; ja X; saame poliinoomi f lilkme a X} .. .ijleH ... XF mis on

korgem kui m, sest k; > k;_1. See on vastuolu. O

Teoreem 2.16 (Pdhiteoreem siimmeetriliste poliinoomide kohta) Iga n muutuja
stimmeetriline poliinoom fdle ringi R on esitatav poliinoomina n muutuja simmeetrilistest
pohipoliinoomidest.
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TorsTUs. Olgu f € S[Xi,...,X,] ja olgu m = aXMXF Xk tema korgeim liige
leksikograafilise jarjestuse mottes. Téanu lemmale 2.15 teame, et ky > ky > ... > k.
Seega saame moodustada iiksliikme

— - kn—1—k
kl k20_§2 k3 O_n 1 n kn

g1 :CL0'1 -0, Un
siimmeetrilistest pohipoliinoomidest. Kuna siimmeetriliste pohipoliinoomide o4, o9, ..., 0,
korgeimad litkmed on vastavalt X, X;Xo, ..., X;Xs... X, siis lause 2.5 pohjal on polii-
noomi ¢; (vaadelduna muutujate Xy, ..., X, suhtes) korgeim liige

aX{ (X X0) R (X X X) M (X Xy LX) = a XXX = m

Seega g1 korgeim liige on sama, mis f korgeim liige.
Olgu niiiid

fi=[—g.
Ténu lausele 2.12 on see poliinoom siimmeetriline poliinoom muutujate X, ..., X, suh-
tes ja selle poliinoomi korgeim liige on madalam kui poliinoomi f korgeim liige. Lahtudes
poliinoomi f; korgeimast liikmest moodustame uue {iksliitkme go stimmeetrilistest pohi-
poliinoomidest, millel (kui poliinoomil Xji,..., X, suhtes) on sama korgeim liige kui
poliinoomil f;. Olgu

f2i=f1— g
Selle poliinoomi fy korgeim liige on madalam kui poliinoomi f; koérgeim liige. Léhtudes
poliinoomi fy korgeimast lilkmest moodustame samal viisil iiksliikme g3 stimmeetrilistest
pohipoliinoomidest jne. Kuna poliinoomi liikmete astmed ei saa 16pmatult kahaneda, siis
niimoodi jatkates jouame mingil sammul olukorrani, kus vahe

fr—l _g’!‘:O

mingi r € N jaoks. See aga tidhendab, et

f=a+hHh=n+e+lh=..=g+¢e+.. +¢a+fi1i=0+¢0+...+¢-1+09.

Nii oleme avaldanud poliinoomi f poliinoomina siimmeetrilistest pohipoliinoomidest. O

Formaalsemalt voib selle teoreemi sonastada nii: iga f(Xi,...,X,) € S[X4,...,X,]
jaoks leidub polimoom g(Yi,...,Y,) € R[Y1,...,Y,] nii, et

f(Xy, .., X)) =g(o,. .. 00).

2.3 Poliinoomi lahutuskorpus

Selles paragrahvis vaatleme ithe muutuja poliinoome {ile korpuse. Selles kursuses peame
korpuse all silmas kommutatiivset ringi, mille nullist erinevad elemendid moodustavad
korrutamise suhtes rithma. On olemas poliinoome, mis ei lahutu lineaarpoliinoomide kor-
rutiseks (néiteks X2+ 2X +7 € R[X] on selline). Selle paragrahvi eesmirgiks on néidata,
et poliinoomi kordajate korpust saab nii “laiendada”, et iile suurema korpuse lahutub
vaadeldav poliinoom lineaartegurite korrutiseks. Meil 1ldheb vaja jargmisi definitsioone.

Definitsioon 2.17 Korpuse L alamringi K nimetatakse korpuse L alamkorpuseks, kui
iga k € K\ {0} korral k! € K. Kui K on L alamkorpus, siis deldakse, et L on korpuse
K laiend.
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Definitsioon 2.18 Korpusi K ja K’ nimetatakse isomorfseteks, kui nad on isomorfsed
ringidena.

Definitsioon 2.19 Mittekonstantset poliinoomi iile korpuse K nimetatakse taanduma-
tuks, kui teda ei saa esitada kahe mittekonstantse poliinoomi korrutisena.

Niide 2.20 1. Lineaarpoliinoomid aX + b € K[X] on alati taandumatud.
2. Poliinoom X? 42X + 7 € R[X] on taandumatu.
3. Poliinoom X? 42X + 7 € C[X] ei ole taandumatu.

Lause 2.21 Olgu K korpus ja p € K[X] vihemalt teise astme taandumatu polinoom.
Vaatleme faktorringi
Ky = K[X]/pK[X].

Stis
1. K, on korpus,

2. K, sisaldab korpusega K isomorfset alamkorpust,

3. kui vaadelda poliinoomi p iile korpuse K, siis tal leidub juur korpuses K.
TOESTUS. 1. Teame, et hulk
pK[X] ={pg|g € K[X]} C K[X]

on poliinoomide ringi K [X] ideaal (vt. nididet 1.60). Seega saame moodustada faktorringi
K,. Kuna ring K[X]| on kommutatiivne, siis ka tema faktorring K, on kommutatiivne.
Tuleb veel néidata, et ringi K, nullist erinevad elemendid on pooratavad. Téahistame
korvalklasse ideaali pK [X] jérgi lithidalt

f=f+pK[X]={f+pg]|ge K[X]}.
Siis
K,={f1f e K[X]}.

Meenutame, et faktorringis
f=h<= f-hepK[X]<=p|f—h

Muuhulgas f = 0 parajasti siis, kui p | f, ning faktorringis kehtib vordus p = 0.

Vaatleme niiiid elementi 0 # f € K,. Olgu d := SUT(f,p). Siis d | f ja d | p.
Oletame vastuvéiteliselt, et d ei ole konstantne poliinoom. Kuna d | p, siis leidub poliinoom
h € K[X] nii, et dh = p. Poliinoomi p taandumatuse tdttu h peab olema konstantne
poliinoom, h € K. Jarelikult

plph ' =d]| [,

kust f = 0, vastuolu. Seega d on konstantne poliinoom ja voime kirjutada SUT(f, p) = 1.
Viimasest asjaolust jareldub (vt. [1], lause 6.13.3), et leiduvad poliinoomid u,v € K|[X]
nii, et fu + pv = 1. Faktorringis K, saame siis arvutada

I=fut+pv=fu+pv=fu+pv=fu+0v=fu.

See tihendab, et f € K, poordelemendiks on w € K,,. Sellega oleme néidanud, et K, on
korpus.
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2. Vaatleme kujutust B
o: K=K, k—k

(¢ viib korpuse elemendi k konstantse poliinoomi k kérvalklassiks k). Kuna

olk+)=k+1l=k+1=k)+ o),
p(kl) =kl =k I = p(k)e(l),
p(1) =1,

siis ¢ on ringide homomorfism. Néitame, et ¢ on injektiivne. Selleks oletame, et p(k) =
¢(l), k,1 € K. Siis k = [ ehk p | k—I. Kuna k—1[ on konstantne poliinoom, aga deg(p) > 2,
siis ainus voimalus on, et k — 1 = 0 ehk k = [. Seega ¢ on injektiivne.
Lause 1.27 pohjal
K~pK)={k|ke K} <K,

s.t. ring K on isomorfne korpuse K, alamringiga ¢(K). See alamring on ka K, alamkorpus,

sest kui k € o(K) \ {0}, siis k- k=1 = kk—1 =1 ehk

F=FT =0k € o(K).

Niisiis korpus K, sisaldab korpusega K isomorfset alamkorpust {k | k € K}. Edaspidi
samastame korpuse K elemendi k temaga isomorfse korpuse elemendiga k. See lubab meil
muuhulgas vaadelda iga poliinoomi iile korpuse K poliinoomina iile korpuse K.

3. Olgu
p=p(X)=a X"+ ...+ an1X + an,

kus ag,a,...,a, € K jim > 2. Kuna X on ka poliinoom iile K, siis voime vaadelda
faktorringi K, elementi X = X + pK[X]. Vaadeldes poliitnoomi p iile korpuse K, ndeme,
et

p(Y) =aoX 4 ... 4 ap 1 X +an

=@ X +...4+ap X +an (a; ja @; on samastatud)
=aoX™+ ...+ apm_1 X +ap, (korrutamise def. faktorringis)
=ap X"+ ...+ am1 X + ap, (liitmise def. faktorringis)
=p=0

See tihendab, et element X € K, on poliinoomi p juur. O

Meil ldheb veel vaja jargmist hésti tuntud fakti (vt. [1], jareldus 7.1.5).

Lause 2.22 Korpuse K element ¢ on polinoomi f(X) € K[X] juur parajasti siis, kui
X —c| f(X) ringis K[X].

Teoreem 2.23 Olgu K korpus ja olgu f(X) € K[X] mittekonstantne polinoom. Siis
leidub selline korpus K, et

1. K on isomorfne korpuse K alamkorpusega;
2. f(X) lahutub lineaarpoliinoomide korrutiseks ringis K[X].

Selles korpuses K on poliinoomil f(X) samapalju juuri, kui on tema aste.
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TOESTUS. Vaatleme mittekonstantset poliinoomi f(X) € K[X] ja esitame ta taanduma-
tute poliinoomide korrutisena

f=pip2...ps (8)
(selline esitus leidub ténu jéreldusele 6.13.5 raamatust [1]). Kui politnoomid py, pa, . . ., ps
on lineaarpoliinoomid, siis voime votta K = K ja vajalik lahutus on olemas. Vastasel
korral leidub nende poliinoomide hulgas moéni, mille aste on vidhemalt 2, olgu see néiteks
p1 (vajaduse korral voime tegureid esituses (8) timber jirjestada). Konstrueerime korpuse

Ky, = K[X]/pi K[X]

ja samastame korpuse K korpuse K, teatud alamkorpusega nii nagu tegime seda lau-
se 2.21 toestuses. Siis poliinoomil p; leidub mingi juur ¢; korpuses K, . Lause 2.22 pohjal
leidub mingi poliinoom pj € K, [X] nii, et p; = (X — ¢1)p} ja deg(p}) > 1. Va&ib juhtuda,
et ka poliinoomidest ps, ..., ps moni lahutub mittekonstantsete tegurite korrutiseks iile
K,,. Esitades poliilnoomi p)ps...ps taandumatute polilnoomide korrutisena iile korpuse
K,, saame mingi lahutuse

f=X-a)ae. . . a,
kus lineaartegureid on vihemalt iihe vorra rohkem kui lahutuses (8). Kui niitid q1, ¢o, - . . , ¢
on koik lineaartegurid, siis on meil vajalik olukord saavutatud. Vastasel juhul leidub nende
poliinoomide hulgas vihemalt iiks — olgu see ¢; —, mille aste on vahemalt 2. Konstruee-
rime korpuse

th - Kpl [X]/qle [X]7
milles poliinoomil ¢; leidub mingi juur ¢,. Siis ¢; jagub lineaarpoliinoomiga X —c,. Paneme
tahele, et ¢q ja co on ka poliinoomi f juured. Seega analoogiliselt jatkates peame hiljemalt
n = deg(f) sammuga joudma olukorrani, kus f on n lineaarteguri korrutis. a

Monikord kutsutakse teoreemis 2.23 esinevat korpust K poliinoomi f(X) lahutus-
korpuseks.

Kui f(X) € K[X] on n-nda astme poliinoom ja K tema lahutuskorpus, siis leiduvad
sellised aq, ..., an,by,...,b, € K, et

F(X) = (@ X 4+ b1)(ae X +b2) ... (a, X + by).
Seega kordsusi arvestades on poliinoomil f(X) korpuses K n juurt: —a; 'b;,i € {1,...,n}.
Néiide 2.24 Poliinoom p(X) = X2 + 1 € R[X] on taandumatu. Vaatleme faktorringi
R, = RIX]/pR[X].
Kuna iga poliinoomi iile R saab jidgiga jagada poliinoomiga X? + 1 nii, et jéfigi aste on
iilimalt 1, siis saab nédidata, et
R, ={f|f€R[X]} ={bX +a|bacR}.

Paneme téhele, et faktorringis R, kehtib vordus X2 +1 = 0 ehk X2 ="Tehk X = -1,
s.t. ringis R, leidub element X, mille ruut on iihikelemendi 1 vastandelement. Lisaks
sellele

a1 + le + ag + bQX = (a1 —+ ag) + (b1 —+ bg)X,
ay + le - Qg + bQX = aias + alng + blagX + b1b2 : (—1)
= (a1a2 — blbg) + (a1b2 + blag)X.

Lihtne on aru saada, et R, on isomorfne kompleksarvude korpusega C. Seega C voib
konstrueerida poliinoomi X? + 1 € R[X] lahutuskorpusena.
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Ka loplikud korpused konstruueritakse harilikult teatud taandumatute poliinoomide
lahutuskorpusena (vt. [3]). Loplikel korpustel on viga oluline roll kriiptograafias ja kodee-
rimisteoorias.

2.4 Algebra pohiteoreem

Selle paragrahvi eesmérgiks on toestada teoreem, mida tuntakse algebra pdhiteoreemi
nime all. See késitleb kompleksarvuliste kordajatega poliinoomide juuri. Me alustame
tulemusega, mille kehtivus peaks olema iisna ilmne.

Lemma 2.25 Olgu K korpus ja
f(X)=ap X" +a X" '+ ... +a,1X +a, € K[X],
kusjuures ag # 0. Poliinoomil f(X) ja unitaarsel poliinoomil
X"+ (a1agH) X" 4+ (ano1ag DX + anagt
on tihed ja samad juured.

Lause 2.26 Igal paarituarvulise astmega reaalarvuliste kordajatega poliinoomil leidub
reaalarvuline juur.

TOEsTUS. Ténu lemmale 2.25 voime eeldada, et vaadeldav poliinoom on unitaarne. Olgu
fX)=X"+a X"+, +a, X +a, € RIX]

selline poliinoom, et n = deg(f(X)) on paaritu arv. Vaatleme selle poliilnoomi poolt
méadratud funktsiooni f : R — R, mis reaalarvule r seab vastavusse reaalarvu f(r). On
teada, et see funktsioon on pidev. Iga nullist erineva r korral

n (5] a2 anp,
fr)y=r (1+?+ﬁ+...+r—n>,

ja funktsioonid f(r) ja r™ on ekvivalentsed protsessis r — —o0 ja protsessis r — 00, s.t.
nende jagatise piirvadrtus on 1. Jarelikult

lim f(r) = lim " =—o0 ja lim f(r) = lim r" = co.
r——00 r——o0 r—00 r—00

Seega leiduvad sellised reaalarvud a ja b, et f(a) < 0 ja f(b) > 0. Loigus [a, b] pideval
funktsioonil, mille véartused loigu otspunktides on erimérgilised, leidub tdnu Bolzano-
Cauchy teoreemile vahemikus (a,b) nullkoht. Seega leidub selline ¢ € R, et f(c) = 0.
Teiste sonadega, poliinoomil f(X) leidub reaalarvuline juur c. 0

Lause 2.27 Poliinoomsi
f(X)=X?*+pX +qeClX]
Juurteks on kompleksarvud
P P\?
e
2 9) —1

us \/(8)° = g on mingi ruutjuur kompleksarvust (2)° — g.
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TOESTUS. Olgu z selline kompleksarv, et z? = (75’)2 — ¢ (me teame, et selline leidub).
Vahetu kontroll nditab, et w; = —£ + 2 ja wy = —§ — 2 on poliinoomi f(X) juured.

Rohkem juuri sellel poliinoomil olla ei saa. a

Lause 2.28 Igal reaalarvuliste kordajatega mittekonstantsel poliimoomil leidub kompleks-
arvuline juur.

TOESTUS. Ténu lemmale 2.25 voime eeldada, et vaadeldav poliinoom on unitaarne. Olgu
fX)=X"+a, X" '+ ... +a, 1 X +a, € RIX]

ja olgu n = deg(f(X)) = 2¥¢, kus k € NU {0} ja ¢ on paaritu arv. Viime tdestuse
1abi induktsiooniga k jargi. Kui & = 0, siis leidub poliinoomil f(X) lause 2.26 pdhjal
isegi reaalarvuline juur. Eeldame niiiid, et £ > 0 ja et véide kehtib koigi reaalarvuliste
kordajatega poliinoomide korral, mille aste on 2'm, kus [ € {0,1,...,k—1} jam € N on
paaritu. Niitame, et poliinoomil f(X) astmega 2¥q leidub kompleksarvuline juur.

Kuna f(X) € C[X], siis teoreemi 2.23 pohjal leidub korpus F', mis sisaldab korpust C
alamkorpusena ja milles poliinoomil f(X) on n juurt ¢y, ..., c,. Me toestame, et vihemalt
iiks elementidest ¢y, ..., ¢, € F' on tegelikult kompleksarv.

Olgu r mingi reaalarv. Vaatleme korpuse F' elemente

Qjj 1= CiCj +7“(CZ' +Cj), 1,] € {1,2, c. ,n}, 1< J. (9)

Vaatleme poliinoomi

X)) =[] X-ay) eFX].

1<i<j<n

Siis

n n(n—1) 2kq(2%q—1 _ B

aes(£,00) = . .

kus qo := q(2¥q — 1) on paaritu arv ning poliinoomi f.(X) juured korpuses F on arvud
aij, i,j € {1,2,...,n},i < j, ja ainult nemad. Tahistame ng := 281 ¢q.
Olgu poliinoomi f,(X) kordajad by, ..., b,, € F, s.t.

fr(X) = X" b X" 4 by 1 X by,
Naitame, et need kordajad on tegelikult reaalarvud. Viete’i valemite pohjal
bk = (—1>k0']€((1127 a1s, ... ,an_lm), k= 17 ..., Ng. (10)

Ténu vordustele (9) voime Gelda, et

bk; = gkz(clv s 7Cn)7

kus gx(c1, ..., c,) on reaalarvuliste kordajatega poliinoom ¢y, ..., ¢, suhtes. Veelgi enam,
me voime oelda, et gi(cy, ..., ¢,) on siimmeetriline polilnoom, sest muutujate cy, ..., ¢,
substitutsioon tekitab muutujate ais, ais, ..., a,—1, substitutsiooni ja viimase kéigus by
el muutu (tdnu vordusele (10)). Teoreemi 2.16 pohjal leidub stimmeetrilise poliitnoomi
gr(c1, ..., cn) jaoks reaalarvuliste kordajatega poliinoom h(Yi,...,Y,) € R[Y}, ..., Y]
nii, et

ge(cr,y ..y cn) = h(o(er, . osen), oy on(cr, .o en)).
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Viete'i valemitest poliinoomi f(X) jaoks jareldub, et

o1(c1,...,cn) = —a; €R,
oo(C1y...,¢n) = ag €R,
on(c1,...,cn) = (=1)"a, € R.

Seega by, = h(—aq,as,...,(—1)"a,) € R, s.t. by,...,b,, on reaalarvud.

Kuna iga reaalarvu r korral f,(X) € R[X] ja deg(f.(X)) = no = 28 "1qp, siis indukt-
siooni eelduse pohjal omab f,.(X) vihemalt {iht kompleksarvulist juurt, mis peab olema
iiks elementidest a;;. Kuna poliinoome f,(X) on lopmata palju, aga indeksite paare (4, j),
kus ¢ < jjai,j € {1,...,n}, on loplik arv, siis peab leiduma indeksite paar (i, j), millele
vastab kaks erinevat reaalarvu rq, ry, mille korral arvud

mp = CZ'C]' + T'l(Ci + Cj),

meo = CZ'Cj + TQ(CZ‘ + Cj)
on kompleksarvud. Lahutades {ilemise vorduse vastavatest pooltest alumise vorduse vas-
tavad pooled saame my — mg = (11 — 72)(¢; + ¢;), millest ry # o tottu

mi—m
Ci"’cj:ﬁ (11>

ja
CiCj =my — rl(ci + Cj). (12)

Vordustest (11) ja (12) néeme, et ¢; + ¢; ja ¢;c; on kompleksarvud. Seega ¢; ja ¢; on
kompleksarvuliste kordajatega ruutpoliinoomi

(X — CZ>(X — Cj) = X2 — (Cz‘ + Cj)X + Cz'Cj

juured. Lause 2.27 kohaselt on

2
{ciej} = CHFTC] + \/(CZJFTCJ) — CiCj

Kuna vorduse paremal poolel olevas hulgas on kompleksarvud, siis ka ¢;,¢; € C. Seega
¢;, ¢; on poliinoomi f(X) kaks kompleksarvulist juurt (mis voivad kiill olla ka vordsed).
O

Teoreem 2.29 (Algebra pohiteoreem) Igal kompleksarvuliste kordajatega mittekons-
tantsel poliinoomil leidub kompleksarvuline juur.

TOESTUS. Arvestades lauset 2.25 piisab vaadelda unitaarseid poliinoome. Olgu
fX)=X"+a X" ' +.. . +a,1X +a, € C[X],

kus n > 1 ning vaatleme ka poliinoomi

fX)=X"+@X" '+ .. +a@ X +a, € CX],
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kus a; on a; kaaskompleksarv iga ¢ = 1,...,n korral. Korrutades need poliinoomid saame
poliinoomi _
g(X) = fF(X)F(X) = X2+ 0, X" 1 L+ bap 1 X + Doy,

kus
bk = Z aﬁj
i+j=k
iga k = 1,2,...,2n korral ja loeme, et ay = ay = 1. Kasutades kaaskompleksarvude

omadusi ja vahetades summeerimisindekseid saame, et

bk = E aﬁj = E aﬁj = E (]J_ZCL_J = E a_iaj = E CLjCL_Z' = E aia_j = bk,

i+j=Fk i+j=Fk i+j=k i+j=k i+j=k i+j=k

mis tdhendab, et by, on reaalarv. Jarelikult g(X) € R[X]. Lause 2.28 pchjal leidub selline

kompleksarv ¢, et 0 = g(c) = f(c)f(c). Jarelikult f(c) = 0 voi f(c) = 0. Esimesel juhul

on ¢ poliinoomi f(X) juur. Kui f(c) = 0, siis
fle) = @ +ae +... +a,_ict+a,
= @ 4mc .+l acta,
= " +ac 4.+ cta,

= fle)=0=0

ja ¢ € C on polilnoomi f(X) juur. O

Definitsioon 2.30 Korpust K nimetatakse algebraliselt kinniseks, kui iga mittekons-
tantne poliinoom ringist K[X] lahutub selles ringis lineaartegurite korrutiseks.

Jareldus 2.31 Igal kompleksarvuliste kordajatega mittekonstantsel polinoomil on (kord-
sust arvestades) n kompleksarvulist juurt, kus n on selle polinoomi aste. Teiste sonadega,
korpus C on algebraliselt kinnine.

Algebra pohiteoreemi on aegade jooksul toestanud ja toestada iiritanud paljud nimekad
matemaatikud. Esimese tiielikult korrektse toestuse andis Gauss? aastal 1816. Ulevaate
algebra pohiteoreemi ajaloost voib leida raamatust [1], k. 229-231.

2(Carl Friedrich Gauss (1777-1855) — saksa matemaatik

44



3 Lineaarteisenduse kanooniline baas

3.1 Probleemi piistitus ja pohitulemuse s6nastus

Olgu V' 16plikuméotmeline vektorruum iile korpuse K ja ¢ selle vektorruumi lineaar-
teisendus. Kui vektorruumis V' on valitud mingi baas e = {ej,...,e,}, siis tekib selle
teisenduse maatriks baasi e suhtes AS, € Mat, (K). Maatriksi A}, i-ndas veerus on vek-
tori ¢(e;) koordinaadid baasi e suhtes. See maatriks soltub baasi valikust. Eesmérk on
leida antud lineaarteisenduse jaoks selline baas, mille suhtes oleks teisenduse maatriks
voimalikult lihtne. Kéesolevas peatiikis anname sellele probleemile iihe lahenduse juhul,
kui K on algebraliselt kinnine korpus.

Selles peatiikis eeldame vaikimisi, et koik vaadeldavad vektorruumid on loplikumdaot-
melised.

Definitsioon 3.1 Maatriksit J,,(\) € Mat,,(K) nimetatakse m-ndat jirku Jordani®
kastiks, kui selle koik peagonaali elemendid on vordsed elemendiga )\, igas reas on pea-
diagonaali elemendile jargnev element vérdne korpuse iihikelemendiga ja koéik iilejadnud
elemendid on nullid.

Seega
A1 0 0 0
0 X 1 0 0
Tn(A) = 0 0 A 0 0
O 0 0 ... X 1
0O 0 0 ... 0 X

Definitsioon 3.2 Ruutmaatriksit, mille peadiagonaalil asuvad Jordani kastid ja mille
iilejadnud elemendid on nullid, nimetatakse Jordani maatriksiks.

Ruutmaatriksit, mille peadiagonaalil asuvad ruudukujulised alammaatriksid By,. .. ,Bs
ja iilejadnud elemendid on nullid tdhistame diag(By, ..., Bs) ja nimetame blokk-diago-
naalseks maatriksiks. Seega Jordani maatriks on kujul

Jml ()‘1) 0
‘]TTLQ()‘Q)

diag (i, (M1); - -+ s Ty (As)) =

O Jms ()\5)

Naiide 3.3 Kastide

7 1 0
J2<4>=(§ }1) KO =07 1) (o) =

3Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922) — prantsuse matemaatik
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abil saab moodustada Jordani maatriksi

diag(J2(4), J3(7), J1(0)) =

oo o OO

S OO OO O
o O O O = =
o OO N OO
Sl o= OO
Sl N O OO

[0]

Definitsioon 3.4 Vektorruumi V lineaarteisenduse kanooniliseks baasiks nimetatakse
sellist V' baasi, mille suhtes selle teisenduse maatriks on Jordani maatriks.

Me toestame, et kehtib jargmine teoreem.

Teoreem. Kui V # {0} on vektorruum ile algebraliselt kinnise korpuse, siis selle vektor-
ruumi 1ga lineaarteisenduse jaoks lerdub kanooniline baas.

Meenutame, et sama jarku ruutmaatrikseid A ja B nimetatakse sarnasteks, kui leidub
regulaarne maatriks C nii, et B = C~'AC. Kui ¢ on vektorruumi V' lineaarteisendus ning
e, e’ on V baasid, siis Ag = T_IA;T, kus T on iileminekumaatriks baasilt e baasile ¢’.

Definitsioon 3.5 Antud ruutmaatriksiga sarnast Jordani maatriksit nimetatakse selle
maatriksi Jordani normaalkujuks.

Eelmise teoreemi maatrikskuju kolab jargmiselt.

Teoreem. Iga ruutmaatriks dle algebraliselt kinnise korpuse omab Jordani normaalkuju.

3.2 Invariantsed alamruumid

Definitsioon 3.6 Olgu ¢ vektorruumi V' lineaarteisendus. Vektorruumi V' alamruumi
U nimetatakse @-invariantseks (ehk invariantseks ¢ suhtes), kui ¢(U) C U (teiste
sonadega, p(u) € U iga u € U korral).

Niide 3.7 Alamruumid V', {0}, Ker(¢) ja Im(¢) on iga lineaarteisenduse ¢ € End(V)
korral ¢-invariantsed alamruumid.

Lause 3.8 Olgu ¢ vektorruumi V' lineaarteisendus ja U = (aq,...,a,) vektorruumi V
alamruum. Siis U on @-invariantne parajasti siis, kui p(a;) € U igai € {1,...,n} korral.

TOEsTUS. Tarvilikkus on ilmne.
Piisavuse toestamiseks votame suvalise vektori a = kiay + ... + kpa, € U, kus
ki,...,k, € K. Siis
pla) =kip(ar) + ...+ knplan) €U,

sest (ay),...,p(a,) € U ja U on alamruum. O

Lause 3.9 Vektorruumi V' lineaarteisenduse ¢ omavektori lineaarne kate on vektorruums
V' iihemootmeline p-invariantne alamruum. Vastupidi, kui U on vektorruumi V' ithemoot-
meline p-invariantne alamruum, siis alamruumi U iga nullist erinev vektor on ¢ oma-
vektor.
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TOESTUS. Oletame, et @ € V'\{0} on lineaarteisenduse ¢ omavektor, mis vastab omavaér-
tusele A € K. Siis p(a) = Aa jaiga k € K korral

p(ka) = kp(a) =kla € {la |l € K} = (a).

Seega (a) on p-invariantne alamruum.

Olgu niitid U vektorruumi V' ithemdotmeline p-invariantne alamruum, mille baasivek-
toriks on e. Siis U = {ke | k € K}. Et U on p-invariantne, siis leidub selline [ € K, et
p(e) = le. Siis iga k € K \ {0} korral

p(ke) = kp(e) = kle = lke,

mis tdhendab, et ke on ¢ omavektor, mis vastab omavéértusele [. Seega U nullist erinevad
vektorid on ¢ omavektorid. a

Lause 3.10 Olgu ¢ vektorruumi V' lineaarteisendus ja olgu vektorruum V oma @-in-
variantsete alamruumide otsesumma

V=U-+...4U,.

Kui B; on alamruumi U; baas iga i € {1,...,m} korral, siis B = By U...U B, on
vektorruumsi V' baas, mille korral

Ag = diag (ABl

P10

AT (13)
kus p; (i € {1,...,m}) on lineaarteisendus
i Ui = Ui, aw p(a).

ToestTUus. Hulk B = By U ... U B,, on vektorruumi V baas lause 1.95 tottu. Téanu
alamruumi U; p-invariantsusele on olemas lineaarteisendused ¢; : U; — U;. Vordus (13)
tuleneb vahetult lineaarteisenduse maatriksi definitsioonist, sest

vi(b) € Ui = (B;)

iga b € B; korral. a

3.3 Nilpotentse lineaarteisenduse kanooniline baas

Definitsioon 3.11 Ringi R elementi x nimetatakse nilpotentseks, kui leidub selline
n € N, et 2™ = 0. Vahimat naturaalarvu r, mille korral 2" = 0, nimetatakse elemendi x
nilpotentsuse indeksiks.

Niide 3.12 1. Element 2 on nilpotentne indeksiga 4 ringis Zig.

2. Element (8 (1)) on nilpotentne indeksiga 2 ringis Maty(R).

Muuhulgas v6ib rddkida niiteks nilpotentsetest lineaarteisendustest (s.t. ringi
End(V), kus V' on vektorruum, nilpotentsetest elementidest) ja nilpotentsetest ruut-
maatriksitest (s.t. ringi Mat,,(K) nilpotentsetest elementidest).

Meenutame, et ringi End(V') elementideks on vektorruumi V' lineaarteisendused, liit-
mine on defineeritud punktiviisiliselt, korrutamine on defineeritud jérjestrakendamise abil,
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ithikelemendiks on vektorruumi V' samasusteisendus ja nullelemendiks on nullteisendus.
Rédkides lineaarteisenduse ¢ astmetest loeme, et ¢° = 1y, Muuhulgas p?(a) = ¢(p(a)),

v*(a) = p(p(p(a))) je.
Niisiis ¢ € End(V'), kus V' # {0}, on nilpotentne lineaarteisendus indeksiga r parajasti
siis, kui

(Va € V)(¢"(a) =0) ja (3beV)(p " (b) #0).

Naiide 3.13 1. Mistahes vektorruumi nullteisendus on nilpotentne indeksiga 1.
2. Olgu n fikseeritud naturaalarv ja vaatleme poliinoomide vektorruumi

V ={f(X) e RIX] | deg(f(X)) < n}
iile korpuse R. Selle vektorruumi diferentseerimisteisendus
p: V=V, f(X) = fI(X)
on nilpotentne indeksiga n + 1.

Lause 3.14 VektorruumiV # {0} nilpotentsel lineaarteisendusel on tapselt iks omavdidr-
tus, milleks on 0.

TOESTUS. Olgu ¢ vektorruumi V' nilpotentne lineaarteisendus indeksiga r. Siis leidub
vektor b € V, et " 71(b) # 0. See aga tidhendab, et

P(e" (b)) = ¢ (b)) =0=0-¢"'(b),

kust ndeme, et 0 on teisenduse ¢ omaviirtus, millele vastab omavektor ¢"~1(b).
Néitame, et teisi omavadrtusi teisendusel ¢ ei ole. Selleks oletame vastuviiteliselt, et
p(a) = Aa, kus a € V'\ {0} ja A € K\ {0}. Siis

0=¢"(a) =¢"(p(a)) =¢"'(Aa) = A¢""H(a) =... = Na.
Kuna A # 0, siis ka A" # 0. Korrutades niitid vorduse 0 = A"a molemaid pooli elemendiga
(A7)~ saame vorduse a = 0, mis on vastuolus eeldustega. O

Lause 3.15 Olgu ¢ vektorruumi V. # {0} nilpotentne lineaarteisendus indeksiga . Iga
ke {0,1,...,r} korral tihistame

Hy, := Ker(¢*) = {a € V | ¢"(a) = 0}.
Siis
{0y=HyCcH, CH,C...CH,;CH, =V (14)

TOESTUS. Vordused {0} = Ker(1y) = Ker(¢°) = Hy ja H. =V on ilmsed.

Kui ¢*~!(a) = 0, siis ka p*(a) = 0 ja seega H;,_y C Hyiga k € {1,...,r} korral. Kuna
teisenduse ¢ nilpotentsuse indeks on r, siis leidub vektor b € V, et ¢"(b) # 0. Niiiid
0" *(b) € Hy, \ Hy_y, sest

P D) = TTED) = " (0) = 0
ja
SOk71<907"7k(b)) — SpkflJrrfk(b) — gﬁril(b) 7& 0.

Seega koik sisalduvused alamruumide ahelas (14) on ranged. a
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Lemma 3.16 Kasutame eelmise lause eeldusi ja tihistusi. Kui k € {1,...,r — 1} ja

by, ...,bp € Hxyq1 on sellised lineaarselt soltumatud vektorid, et
Hk+1 :Hk—i_<bla"'7bl>7 (15)
siis leiduvad vektorid byyq,...,b, € Hy nii, et sisteem p(b1),..., o), bit1,...,b, on

lineaarselt soltumatu ja
Hy, = Hy1 4 (p(b1), - 0(Br), bigas - oo, bp).

TOESTUS. Koigepealt niitame, et vektorid ¢(by),...,»(b) on lineaarselt sdltumatud.
Selleks oletame, et k1p(by)+. . .+kip(b) = 0ehk p(kibi+. . .+kb) =0, kusky, ..., k € K.
Siis

klbl+---+klbl GKGI"(QO) :Hl CHQC CHk,

millest ténu vordusele (15) saame, et kiby + ... + kb = 0. Kuna by, ..., b on lineaarselt
soltumatud, siis k1 = ... =k = 0.
Teiseks veendume, et

Hy—1 0 (p(b1), ..., (b)) = {0}.
Selleks oletame, et a = kyp(by) + ... + kip(by) € Hy—1, kus ky, ..., k € K. Siis

0= QOk—l((l) = (pk(/{ilbl + ...+ klbl>

ehk

kibi + ...+ kb € Hkﬂ<b1,...,bl> :{O}
Kuna vektorid bq,...,b on lineaarselt soltumatud, siis vordusest kiby + ...+ kb = 0
saame, et k1 = ... = k; = 0. Jérelikult ka a = 0.

Teoreemi 1.81 pohjal

Hi1+ (o(br), - 0(br)) = Hy—1 + (@(b1), ..., (b)) € Hy, .

Olgu B alamruumi Hj_; suvaline baas. Siis B U {¢(b1),...,¢(b)} on lause 1.95 pohjal
vektorruumi Hy alamruumi Hy_1 + (p(b1), ..., ¢(b)) baas. Tédiendame selle baasi alam-
ruumi H}, baasiks mingite vektoritega b;44,...,b, € Hj. Siis on selge, et vektorid
©(b1),...,0(b), bit1, - .., b, on lineaarselt soltumatud ning lause 1.94 pohjal

Hy, = Hy + <S0(b1)7 s 790(bl)> + <bl+1a s >bp> = Hi + <90(b1)7 SRR @(bl)vbl-i-lv - 7bp>'

O

Teoreem 3.17 Iga vektorruumi V. # {0} igal nilpotentsel lineaarteisendusel on olemas
kanooniline baas.

TOESTUS. Olgu ¢ vektorruumi V' # {0} nilpotentne lineaarteisendus indeksiga r. Vaat-
leme V' alamruumide jada

{0}=HyCcH, CHyC...CH..1.CH,=V.

Olgu ay,...,a, € V vektorid, mis tédiendavad alamruumi H,_; mingi baasi H, = V
baasiks. Siis ai, ..., a,, on lineaarselt soltumatud ja lause 1.94 pohjal

V = H'r = H'r—l + <(l1,...,CLp1>.
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Kasutades lemmat 3.16 saame leida sellised vektorid a,, 41, .., a,, € H,_1, et slisteem
w(ar),...,¢(ap,), ap 41, .., ap on lineaarselt sdltumatu ja

H. 1 =H, s+ {plar),....,0(ap), ap+1, -\ apy)- (16)

Seega

Vo= H?"—Q_i-<90(a1)7'"790(ap1)7a171+1""7ap2>-i_(al""?am)

ehk

V= Hr—? + <QO<CL1>, s >Q0(ap1)7ap1+17 ey Qpy

Aty ...y Gy, ),

kus teise rea vektorid kuuluvad alamruumi H, = V ja esimese rea vektorid alamruumi

H,_;. Siisteem @(a1),...,¢(ap,)s py41s-- -5 Apy, A1, - - ., Gy, o0 lineaarselt sdltumatu ténu
lausele 1.95.

Rakendades lemmat 3.16 vordusele (16) saame leida vektorid ap,11, ..., 0y € Hy—o
nii, et

HT—Q = HT—3 + <902(a1>’ s 7302(0’]91)7 ‘p(ap1+1)7 S (p(apz)v Apo+1s - - - 7ap3>
ja
V =H, 3 + <902(a1)7 s 7§02(ap1)7 @(ap1+1)> R ‘p(ap2)7 Qpy+1;5 -+ Apg

olay),...,o(ap), Apy41s - - - 5 Qpy

a1,y Gy, ),

kusjuures siin esinev vektorite siisteem on lineaarselt soltumatu.
Samamoodi jéitkates jouame 16puks olukorrani, kus leiduvad vektorid
Ap, 1415 - - - Ap, € Hy nil, et

Hy = Hy + <§0T_1(a1)7 R @T_1<ap1)7 QOT_2(G’P1+1)7 s 7§0T_2(a132)7 sy pr 41y - 7apr>

ja selle vorduse paremas pooles sisalduv vektorite siisteem on lineaarselt sdltumatu. Seega

V=
<¢r7;(a1)7 o Sprii(apl)ﬁpr72(ap1+1)’ ce 7“107172(61172)7' . 7()0(apr72+1)7 SX3) Sp(a’pv“fl)7apr71+17 ooy Apyy
QOT_ (al)v SRRE) SOT_ (apl)’sor_3(ap1+l)a s 780T_3(ap2)»- ) Apy_o+15 -+ Ap,_q,
wlar),...,o(ap), Api41y- -5 Opy,s
at,...,ap,),

kusjuures siin esinev vektorite siisteem B on lineaarselt soltumatu. Seega on see siisteem
vektorruumi V' baas. Veendume, et B on vektorruumi V' kanooniline baas.

Jérjestame baasi B vektorid nii, et kdigepealt on esimese veeru vektorid iilevalt alla,
siis teise veeru vektorid iilevalt alla jne. Olgu B;, i € {1,...,p.}, selle vektorite tabeli
1-nda veeru vektorite siisteem ja U; selle siisteemi lineaarne kate. Niitame, et

Up = (By) = (¢ Har), ¢ (a1),...,p(ar), a1)
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on p-invariantne alamruum (suvalise U; korral on toestus analoogiline). Tdepoolest, kui
r =k Nay) + k" %(a1) + ... + ke_1p(ay) + kpay € Uy,
kus ky,..., k. € K, siis k1¢"(a1) = 0 (sest a; € H, = Ker(¢")) ja seega
0(x) = ka" Ha1) + ks" 2 (a1) + ... + k_19%(ay) + krp(ay) € Uy
Lause 3.10 pohjal
AB = diag (451, AL ),

kus ¢; (i € {1,...,p,}) on lineaarteisendus

i Ui = U, aw— p(a).

Kuna
1" (a1) = ¢"(a1) =0,
1 () = ¢ Ha),
e1(p(ar)) = 902(a1),
1(ar) = olar),

siis lineaarteisenduse maatriksi definitsiooni pohjal
B
AZl = J.(0).
Analoogiliselt saab veenduda, et ka koik iilejadnud maatriksid Af;’ on Jordani kastid, mille
peadiagonaalil on 0. Ndeme, et Af on Jordani maatriks, milles on
e p; kasti J.(0),
e py — py kasti J,_1(0),

® p3 — py kasti J,_5(0) jne.
O

Teoreem 3.18 Igal nilpotentsel ruutmaatriksil ile mistahes korpuse on olemas Jordani
normaalkuju.

TorsTUS. Olgu A € Mat,, (K) nilpotentne maatriks. Siis leidub mingi vektorruum V iile
K, selle baas e = {ey,...,e,} ja lineaarteisendus ¢ € End(V') nii, et

A=A

Kuna maatriks A on nilpotentne, siis ka teisendus ¢ on nilpotentne. Teoreemi 3.17 pohjal
leidub teisendusel ¢ kanooniline baas B. Seega

B __ —1 pe o -1
AB =TV AST = TV AT

on Jordani maatriks, kus 7' = 7% on iileminekumaatriks baasilt e baasile B. Kuna
maatriks A on sarnane Jordani maatriksiga Af , siis viimane on A Jordani normaalkuju.
(I

Teoreemi 3.17 toestus annab meile ka meetodi nilpotentse lineaarteisenduse kanoonilise
baasi leidmiseks. Olgu ¢ vektorruumi V nilpotentne lineaarteisendus, mis on antud oma
maatriksiga A = A, mingi baasi e = {ey,...,e,} suhtes.
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e Koigepealt leiame teisenduse ¢ nilpotentsuse indeksi r, mis on iihtlasi maatriksi A
nilpotentsuse indeks. Selleks tuleb leida vihim naturaalarv r, mille korral A™ = 0.
See tihendab, et arvutame A2 A3, ... kuni A mingi aste on nullmaatriks.

e Igak € {l,...,7—1} jaoks leiame V alamruumi H}, := Ker(p") baasi. Selleks leiame
sellise homogeense lineaarvorrandisiisteemi lahendite alamruumi baasi (fundamen-
taalsiisteemi) By, mille maatriks on AF.

e Vaatleme baasi B, ;. Tédiendame selle baasi mingite vektoritega vektorruumi V'
baasiks. Rakendame saadud vektoritele teisendust ¢. Saadud vektorid kuuluvad
alamruumi H,_;. Taiendame nad H,_; baasiks. Rakendame neile vektoreile jélle
teisendust . Saadud vektorid kuuluvad alamruumi H,_ . Téiendame nad H,_»
baasiks. Niimoodi jatkame kuni jouame alamruumini H;.

3.4 Nilpotentse maatriksi Jordani normaalkuju leidmine

Lihtne on veenduda, et kehtivad jargmised kaks lauset.
Lause 3.19 Mistahes ruutmaatriksite Ay, ..., A,, korral
e rank(diag(Ay,..., A,,)) =rank(A4;) + ... +rank(A,,);
o (diag(A,...,Ay))" = diag (A,..., A%).
Lause 3.20 Kut k,m € N, siis

. k—m, kuim <k,
rank ((Jx(0))™) = { 0 kui m > k.

Meil 1dheb veel vaja jargmist lauset.

Lause 3.21 Sarnaste maatriksite astakud on vordsed.

TOESTUS. Olgu maatriksid A ja B sarnased. Siis leidub regulaarne maatriks C' nii, et
B = C7'AC. On teada (vt. [1], lause 4.6.6), et maatriksite korrutise astak on viiksem
voi vordne tegurite astakuga. Jirelikult rank(B) < rank(A). Kuna aga CBC™! = A, siis
ka rank(A) < rank(B). Seega rank(A) = rank(B). O

Me teame, et n-ndat jarku nilpotentse maatriksi Jordani normaalkujus saavad esineda
ainult Jordani kastid Ji(0), kus k£ € {1,...,n}. Kui me saaksime teada, kui palju mingit
jarku kaste peab olema, siis olekski Jordani normaalkuju kées. Tuleb vilja, et kastide
arvud saab leida teatud lineaarvorrandisiisteemi lahendamise teel.

Teoreem 3.22 Olgu A € Mat,,(K) nilpotentne maatriks ja olgu J(A) maatriksi A Jor-
dani normaalkuju. Olgu si, k = 1,...,n, Jordani kastide Ji(0) arv maatriksis J(A). Siis
arvud sy, saab leida lineaarvérrandisiisteemist

S1+8Sy+S83+S4+...+8, = n—u
So+S83+S4+...+8, = U] — Uy
S3+S4+...+8, = Uy —usg
Sp = Up—1 — Up,
kus u; = rank(A?) igai=1,...,n korral.
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TOESTUS. Kuna maatriksid A ja J(A) on sarnased, siis leidub regulaarne maatriks C' nii,
et J(A) = C1AC. Jarelikult

J(A) = (CTTAC)(CTIAC) ... (C7AC) = 1 AiC,

s.t. A" ja J(A)" on ka sarnased iga ¢ = 1,...,n korral. Et sarnaste maatriksite astakud on
vordsed, siis ' '

u; = rank(A") = rank(J(A)").
On selge, et n—u; = n—rank(J(A)) on vordne koigi Jordani kastide arvuga s;+s2+. . .48,,.
Maatriksi J(A) astak on maatriksi J(A)? astakust nii palju suurem, kui palju on kaste,

mille jark on vahemalt 2, s.o. u; — us = s9 + s3 + ... + s,. Analoogiliselt jatkates saame
katte koik vaadeldavad vorrandid. O

3.5 Piisav tingimus kanoonilise baasi olemasoluks

Hakkame niiiid vaatlema suvalisi lineaarteisendusi (mis ei pruugi olla nilpotentsed). Meie
eesmirgiks selles paragrahvis on anda piisav tingimus selleks, et lineaarteisendus omaks
kanoonilist baasi.

Definitsioon 3.23 Olgu V' vektorruum iile korpuse K, ¢ € End(V) ja
g(X) =ko+ ki X + ko X* + ...+ k, X" € K[X].
Poliinoomi ¢g(X) vadrtuseks kohal ¢ nimetatakse vektorruumi V' lineaarteisendust
9(¢) = koly + kip + ko> + ... + k™.
Analoogiliselt defineeritakse poliinoomi ¢g(X) védrtus kohal A € Mat,,(K).

Niide 3.24 Olgu K = R, olgu V vektorruum iile R, ¢ € End(V) ja g(X) = 3—2X+5X2.
Siis g(¢) on vektorruumi V' selline lineaarteisendus, mis viib vektori a € V' vektoriks

9(p)(a) = 31y — 20+ 5¢%)(a) = 3a — 2p(a) + 5p(¢(a)).

Definitsioon 3.25 Olgu V' vektorruum iile korpuse K ja ¢ € End(V'). Nullist erinevat
poliinoomi ¢(X) € K[X] nimetatakse lineaarteisenduse ¢ annulleerivaks poliinoo-
miks, kui g(¢) on nullteisendus. Analoogiliselt defineeritakse maatriksi A € Mat,, (K)
annulleeriv poliinoom.

Niide 3.26 Olgu tasandi vabavektorite vektorruumis [E, fikseeritud mingi ristbaas ja
vaatleme lineaarteisendust o, mis peegeldab vektoreid z-telje suhtes. Siis p? = 1g, ehk
©*—1g, on nullteisendus. Siit ndeme, et g(X) = X?—1 € R[X] on teisenduse ¢ annulleeriv
poliinoom.

Lause 3.27 Olgu V vektorruum iile korpuse K, ¢ € End(V') ning olgu A lineaarteisen-

duse ¢ maatriks mingi baasi suhtes. Polinoom g(X) € K[X] annulleerib lineaarteisenduse
© parajasti siis, kui ta annulleerib maatriksi A.

23



TOESTUS. Olgu g(X) = ko+ k1 X +...+k,X™ ja olgu e vektorruumi V baas. Meenutame,
et kujutus

f:End(V) — Mat,(K), ¢ Aj

on nii ringide kui vektorruumide isomorfism ([1], teoreemid 4.1.12 ja 4.2.12). Ténu sellele

flgle)) = f(koly + ki + ... + kn™)
=kof(lv) +kif(p) + ...+ kaf(p)"
— koF + kAt .. kA"

= g(A).
Et f on muuhulgas injektiivne lineaarkujutus, siis
g(¢) = 0 vektorruumis End(V') <= f(g(¢)) = 0 vektorruumis Mat,,(K) <= ¢g(A) = 0.

O

Lause 3.28 Igal ruutmaatriksil ile korpuse on olemas annulleeriv poliinoom. Iga vektor-
ruumzi igal lineaarteisendusel on olemas annulleeriv poliinoom.

TOESTUS. Toestame selle viite maatriksite jaoks. Vastav tulemus lineaarteisenduste koh-
ta jareldub siis lausest 3.27.
Olgu A € Mat,,(K). Teatavasti dim(Mat,(K)) = n?. Jirelikult vektorruumi Mat,, (K)

vektorite siisteem
2

E =A% A A% A"

on lineaarselt soltuv, mis tdhendab, et leiduvad kg, k1, ..., k,2 € K, mis ei ole kbik korraga
nullid, nii et
koE + ki A+ ko A2 4 .+ k2 A = 0.

See tihendab, et g(X) = ko+k1 X +ko X2+, . +k2 X" € K[X] on maatriksi A annulleeriv
poliinoom. O

Lause 3.29 Olgu V' vektorruum fdle korpuse K ning eeldame, et lineaarteisenduse ¢ €
End(V') annulleeriv polinoom g(X) € K[X] lahutub paarikaupa thistegurita polimoomide
91(X), ..., gm(X) korrutiseks:

9(X) = g1(X) ... gm(X).
Siis
V =Ker(gi(p)) + ... + Ker(gm(p)),

kusjuures otseliidetavad on @-invariantsed alamruumid.
TOESTUS. Toéestame lause vaid juhul, kui m = 2 (iildjuhul on tdéestus analoogiline).
Niisiis eeldame, et g(X) = ¢1(X)g2(X), SUT(¢g1(X), g2(X)) = 1 ja g(p) = 0. Siis leiduvad
poliinoomid u(X),v(X) € K[X] nii, et
1= g1(X)u(X) + g2(X)v(X)
(vaata [1], lause 6.13.3). Jérelikult 1y = g1(p)u(p) + g2(p)v(p) ehk iga a € V korral
a = (g1(p)u(p))(a) + (g2()v(p))(a). (17)
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Kuna

92() [(g1(@)ul))(@)] = [g2() g1 ()] (u(p) (@) = [9()] (u()(a)) = O(u(p)(a)) = 0,

siis (g1(p)u(p))(a) € Ker(ga(p)). Analoogiliselt (g2()v(¢p))(a) € Ker(gi(¢)). Seega vor-
dust (17) arvestades saame, et

V = Ker(g1()) + Ker(ga())-

Veendume, et see summa on otsesumma. Selleks oletame, et b €Ker(g;(¢))NKer(g2(¢)).
Kuna u(X)g1(X) = g1(X)u(X), siis ka g1(p)u(e) = u(v)gi(¢). Analoogiliselt kehtib
vordus go(¢)v(p) = v(e)g2(p). Jarelikult

b= (1()u(p))(b) + (92(p)v())(b) = (u()g1(9))(b) + (v(#)g2()) (D)
u()(91(0)(0)) + v()(92() (b)) = u()(0) + v(¢)(0) = 0+ 0 = 0.

Seega Ker(g1(p)) N Ker(gz(p)) = {0} ja

V = Ker(g1(p)) + Ker(g2(0))-

Naitamaks, et Ker(g;(¢)) on p-invariantne, votame a € Ker(g;(p)). Siis g;(¢)(a) =0

9i(0)(w(a)) = (g:(p)p)(a) = (pgi(¥))(a) = ¢(gi(¢)(a)) = »(0) = 0.

Seega ¢(a) € Ker(g;(¢)). 0

ja

Teoreem 3.30 Kui V' on vektorruum tle korpuse K ja lineaarteisendusel ¢ € End(V)
leidub selline annulleeriv poliinoom, mis lahutub lineaartegurite korrutiseks, siis on li-
neaarteisendusel ¢ olemas kanooniline baas.

TOEsTUS. Olgu lineaarteisendusel ¢ annulleeriv poliinoom
gX)=(X = )" (X =)™

kus Aj,...,\n € K on paarikaupa erinevad. Siis on selge, et SUT(X — \;, X — \j) =
kui ¢ # j. Lause 3.29 pohjal

V =Ker(p—M1y)" +... + Ker (o — \uly)™,
kusjuures otseliidetavad on p-invariantsed alamruumid. Téahistame
U; .= Ker (o — \1y)™,

i=1,...,m. Kui a € U, siis ka p(a) € U;, \ja € U; ja p(a) — Nja € U;. Seega voib
vaadelda vektorruumi U; lineaarteisendusi

oy, : ar p(a),
<)\i1V)U¢ Doar— )\Z-a,

(o —XNilv)y, : a— @(a) — \a.

Kuna lineaarteisendus (¢ — A1y )y, € End(U;) on nilpotentne (tema 7;-s aste on null-
teisendus), siis leidub selle teisenduse jaoks kanooniline baas B; ruumis U;. Et ¢ =

(o = Aily) + Nily, siis ka oy, = (¢ — Mily)u, + (Aily)o, ja
Al = AL + Al

(p=Ailv)y; (Nilv)u,
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Et Aif_ i)y, OB Jordani maatriks, mille peadiagonaalil on nullid ja A&lv)Ui on diago-

naalmaatriks, mille koik peadiagonaali elemendid on vordsed elemendiga A;, siis Ag;’}_ on
Jordani maatriks, mille peadiagonaalil on kéikjal A\;. Téhistades B := By U...U B,, vdoime
lause 3.10 pohjal viita, et

Agp—dlag<A1 LA ),

PuUy ’ ’ PUm,

mis on Jordani maatriks. Seega B on teisenduse ¢ kanooniline baas. a

Jareldus 3.31 Olgu V' vektorruum ile korpuse C. Siis igal lineaarteisendusel p € End(V)
leidub kanooniline baas.

TOESTUS. Ténu lausele 3.28 leidub lineaarteisendusel ¢ annulleeriv poliinoom ¢(X) €
C[X]. Vastavalt jareldusele 2.31 leidub sellel poliinoomil s juurt, kus s = deg(g(X)).
Seega poliinoom ¢(X) esitub s lineaarteguri korrutisena ([1], lause 7.1.8) ja kanooniline
baas ¢ jaoks leidub teoreemi 3.30 pdhjal. a

3.6 Cayley-Hamiltoni teoreem

Selle paragrahvi eesmérgiks on toestada tulemus, mida tadnapéeval tuntakse Cayley-Hamil-
toni teoreemina, ja mis iitleb, et lineaarteisenduse karakteristlik poliinoom on tema an-
nulleeriv poliinoom. Cayley* ja Hamilton® toestasid selle viite teatud erijuhtude jaoks,
iildjuhul andis esimese tdestuse Frobenius® 1878. aastal.

Definitsioon 3.32 Lineaarteisenduse minimaalseks poliinoomiks nimetatakse selle
lineaarteisenduse minimaalse astmega unitaarset annulleerivat poliinoomi. Analoogiliselt
defineeritakse ruutmaatriksi minimaalne poliinoom.

Ténu lausele 3.28 on igal lineaarteisendusel olemas nii annulleeriv kui minimaalne
poliinoom.

Lause 3.33 Olgu V' vektorruum ile korpuse K ja ¢ € End(V'). Nullist erinev polinoom
g9(X) on lineaarteisenduse ¢ annulleeriv poliinoom parajasti siis, kui ta jagub selle li-
neaarteisenduse minimaalse polimoomiga. Sama kehtib ruutmaatriksite jaoks tle korpuse

K.

TOESTUS. Toestame viite lineaarteisenduste jaoks. Maatriksite korral on tdestus analoo-
giline.

TARVILIKKUS. Olgu g(X) € K[X] lineaarteisenduse ¢ annulleeriv poliinoom. Jagades
poliinoomi ¢g(X) jadgiga teisenduse ¢ minimaalse poliinoomiga m(X') saame leida sellised
poliinoomid ¢(X),r(X) € K[X], et

9(X) =m(X)g(X) +r(X) ja deg(r(X)) < deg(m(X)).
Jarelikult

0=g(p) =m(p)a(e) +r(p) =0-q(p) +r(p) =r(p).

4Arthur Cayley (1821-1895) — inglise matemaatik
*William Rowan Hamilton (1805-1865) — iiri matemaatik
6Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917) — saksa matemaatik

26



Arvestades, et m(X) on minimaalne poliinoom, saab viimane vordus kehtida vaid siis,
kui 7(X) = 0. See aga tahendab, et g(X) = m(X)q(X) ehk poliinoom ¢(X) jagub
poliinoomiga m(X).

Prsavus. Oletame, et teisenduse ¢ annulleeriv poliinoom g(X) € K[X] jagub teisenduse
¢ minimaalse poliinoomiga m(X), s.t. g(X) = m(X)q(X), kus ¢(X) € K[X]. Siis

g(e) = m(p)q(w) = 0-q(p) = 0.

O

Jareldus 3.34 Igal lineaarteisendusel ja igal ruutmaatriksil ile korpuse leidub iiheselt
mddratud minimaalne poliinoom.

TOESTUS. Olgu my(X) ja ma(X) lineaarteisenduse ¢ € End(V') minimaalsed poliinoo-
mid. Siis peab neil olema sama aste. Kuna m;(¢) = 0 ja my(X) on minimaalne poliinoom,
siis lause 3.33 pohjal ma(X) | m1(X). Et nende poliinoomide aste on sama, siis leidub
k € K nii, et kma(X) = my(X). Kuna m;(X) ja mq(X) on unitaarsed poliinoomid, siis
k =1 ehk my(x) = ma(X). Maatriksite jaoks on tdestus tépselt samasugune. O

Lause 3.35 Olgu V' wvektorruum ile korpuse K, ¢ € End(V) ning olgu A lineaartei-
senduse @ maatriks mingi baasi suhtes. Polinoom f(X) € K[X] on lineaarteisenduse ¢
minimaalne poliinoom parajasti siis, kui ta on maatriksi A minimaalne poliinoom.

TOEsTUS. Lause 3.27 pohjal on teisendusel ¢ ja maatriksil A samad annulleerivad polii-
noomid, s.t.

{9(X) € K[X]\ {0} | g(p) = 0} = {g(X) € K[X]\ {0} | g(A) = 0}

Jarelduse 3.34 pohjal peab molemas hulgas leiduma tépselt iiks minimaalse astmega uni-
taarne poliinoom. Seega ¢ minimaalne poliinoom vordub A minimaalse poliinoomiga.
(I

Jareldus 3.36 Sarnastel maatriksitel on samad annulleerivad polinoomid ja vordsed mi-
nimaalsed poliinoomid.

TOESTUS. Olgu A, B € Mat,(K) sarnased maatriksid. Siis (vt. [1], jareldus 8.2.6) leidub
vektorruum V iile korpuse K, selle baasid e ja ¢’ ning lineaarteisendus ¢ € End(V) nii,
et A= Af ja B = Ag. Lause 3.27 pohjal

{9(X) € K[X]\ {0} | g(A) = 0} = {g(X) € K[X]\ {0} [ g(») = 0}
= {9(X) € K[X]\ {0} [ ¢(B) = 0},

seega A ja B omavad samu annulleerivaid poliinoome. Jarelduse 3.34 pohjal leidub esime-
ses ja kolmandas hulgas tépselt iiks minimaalse astmega unitaarne poliinoom. Jéarelikult
maatriksite A ja B minimaalsed poliinoomid on vordsed. a

Lemma 3.37 Olgu K korpus, A € K jan € N. Polinoomi (X — \)"™ unitaarsed jagajad
poliinoomide ringis K[X] on kujul (X — \)¥, kus k < n.
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TOEsTUS. Olgu f(X) poliinoomi (X — A\)™ unitaarne jagaja ringis K[X]|. Siis leidub
poliinoom h(X) € K[X] nii, et
FX)-h(X) = (X =)™

Olgu

k € NU {0} suurim selline arv, et (X — \)* | f(X), (18)

I € NU {0} suurim selline arv, et (X — )" | h(X). (19)
Siis

k1< deg(f(X)) + deg(h(X)) = deg((X = A)") = n
ning leiduvad poliinoomid f;(X),h(X) € K[X] nii, et (X — AN - fi(X) = f(X) ja
(X = A\ hy(X) = h(X). Jirelikult
(X = V" A(X) - (X) = (X =)™

Poliinoomide ring K[X] on nullitegureita ja iga nullitegureita ring on taandamisega. Seega
viimasest vordusest saame vorduse

fi(X) - hi(X) = (X = A"k

Oletame, et k +1 < nehkn—k—1>0.Siis 0 = (A= X\)""*' = fi(\) - h()\). Kuna
korpuses K ei ole nullitegureid, siis kas f1(A) = 0 voi hy(A) = 0. Kui fi(\) = 0, siis A on
poliinoomi f;(X) juur. Siis aga (X — ) | f1(X) ja (X — X\)F™ | £(X), mis on vastuolus
eeldusega (18). Analoogiliselt saame vastuolu, kui hy(A) = 0. Seega

k+4+1=n=deg(f(X))+ deg(h(X)).
Kuna k < deg(f(X)) jal < deg(h(X)), siis tegelikult k& = deg(f(X)) ja I = deg(h(X)).
Ténu unitaarsusele (X — \)* = f(X). O

Lause 3.38 Jordani kasti J,(\) € Mat,,(K) minimaalne polinoom on (X —\)" € K[X],
mis mdrgi tapsusega on vordne selle kasti karakteristliku polinoomiga.

TOESTUS. Vahetu maatriksite korrutamine annab, et J,,(0)" on nullmaatriks. Kuna
0= J,(0)" = (Jn(N) — AE)",

siis (X — A\)" € K[X] on maatriksi J,,(A) annulleeriv poliinoom. Ténu lausele 3.33 jagub
see poliinoom maatriksi J,(A) minimaalse poliinoomiga. Lemma 3.37 tottu on maatriksi
J,(A) minimaalne poliinoom kujul (X — \)* kus k& < n. Kui k < n, siis J,(0)* # 0, seega
k = n. Niisiis J,,(A) minimaalne poliinoom on (X — \)". Teisest kiiljest maatriksi J,,(\)
karakteristlik poliinoom on

A-X 1 0 0 0
0 A-X 1 0 0

det((n) - xE) = | 0 A—X . 0 0
0 0 0 A-X 1
0 0 0 0 A—X
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Lemma 3.39 Kui A = diag(A, ..., As) on blokk-diagonaalne maatriks ile korpuse K ja
9(X) € K[X], siis
g9(A) = diag(g(A1), . .., g(Ay)).

TOESTUS. Korrutades ndeme, et
(Vr e N) A" = diag(A],..., AL).

Samuti on selge, et iga k € K korral kA = diag(kAy, ..., kAs). Kui vaadeldav poliinoom
on g(X) =b, X"+ ...+ bX + by, siis

9(A) = by A" 4 ...+ b A+ bE
= diag(b, A7, ..., 0,AY) + ... + diag(b1 Ay, . .., b1 Ay) + diag(bo 1, - . ., boEs)
— diag(bn AT + o b Ar £ boEr, . ba A" 1.+ b A, + boEy)
= diag(g(41), ..., 9(As)),

kus Fy, ..., Es on sobivat jarku iithikmaatriksid. O

Lause 3.40 Jordani maatriksi minimaalne polimoom on tema kastide minimaalsete polii-
noomide vahim tihiskordne.

TOESTUS. Vaatleme Jordani maatriksit
J =diag (J1,...,Js),
kus Ji, ..., Js on Jordani kastid. Kui g(X) € K[X], siis

Seega g(X) on maatriksi J annulleeriv poliinoom parajasti siis, kui ¢g(X) on iga i €
{1,..., s} korral maatriksi J; annulleeriv poliinoom. Olgu m(X) maatriksi J minimaalne
poliinoom ja m;(X), i € {1,..., s}, maatriksi J; minimaalne poliinoom. Siis m(X) on ka
iga maatriksi J; annulleeriv poliinoom. Lause 3.33 pohjal m;(X) | m(X) igai € {1,...,s}
korral, mis tdhendab, et m(X) on polilnoomide m;(X),...,ms(X) ithine kordne.

Olgu niitid p(X) € K[X] selline poliinoom, et m;(X) | p(X) iga i € {1,..., s} korral.
Siis p(X) on maatriksite Jy,...,Js annulleeriv poliinoom. Seega p(X) on maatriksi J
annulleeriv poliinoom ja m(X) | p(X). Sellega oleme tdestanud, et m(X) on poliilnoomide
my(X),...,mg(X) véhim iihiskordne. O

Teoreem 3.41 (Cayley-Hamiltoni teoreem) Lineaarteisenduse karakteristlik polii-
noom on tema annulleeriv poliinoom.

TOESTUS. Toestame samavéirse viite, et iga maatriksi A € Mat, (K) karakteristlik
poliinoom det(A — X E) annulleerib selle maatriksi.

Olgu K korpus, A € Mat,(K) jaolgu g(X) € K|[X]| maatriksi A annulleeriv poliinoom
(selline poliinoom leidub tinu lausele 3.28). Teoreemi 2.23 pohjal leidub selline korpus K,
et K on K alamkorpus ja g(X) lahutub lineaarpoliinoomide korrutiseks ringis K[X].

Teoreemi 3.30 analoog maatriksite jaoks iitleb, et leidub Jordani maatriks J € Mat, (K)
nii, et maatriksid A ja J on sarnased. Jarelikult on neil samad karakteristlikud poliinoomid
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([1], lause 8.2.9) ja samad annulleerivad polilnoomid (tédnu lausele 3.27). Seega toestuse
16petamiseks piisab néidata, et J karakteristlik poliinoom annulleerib maatriksi J.

Olgu
J =diag (Jn, (A1), -+, Jn. (X)) -

Siis maatriksi J karakteristlik poliinoom on
det(J — XE) =det(J,, (M) — XE) - ... -det(J,,(As) — XE).
Rakendades lemmat 3.39 olukorras, kus ¢g(X) := det(J — X E) nédeme, et

9(J) = diag (g(Jn, (M), - -, 9(Jn, (As))) -

Lause 3.38 pohjal iga ¢ € {1,...,s} korral Jordani kasti J,,()\;) karakteristlik poliinoom
gi(X) = det(J,,(N\;) — X E) annulleerib selle Jordani kasti. Kuna

9(X) =g1(X) ...~ gs(X),

siis g(J) on blokk-diagonaalne maatriks, mille koik blokid on nullmaatriksid. Seega J
karakteristlik poliinoom annulleerib maatriksi J. a

Teoreem 3.42 Olgu V # {0} vektorruum tle korpuse K ja ¢ € End(V'). Lineaarteisen-
dusel o leidub kanooniline baas parajasti sis, kui tema karakteristlik poliinoom lahutub
lineaarpoliinoomide korrutiseks iile korpuse K.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Oletame, et lineaarteisendusel ¢ leidub kanooniline baas, mille
suhtes tema maatriks on Jordani maatriks

J =diag (Jn, (A1), -y Jn (X)) -
Nii teisenduse ¢ kui maatriksi J karakteristlik poliinoom on siis
det(J — XE)= (A —X)" .- (As — X)™,

mis on lineaarpoliinoomide korrutis.

Prisavus. Kui lineaarteisenduse ¢ karakteristlik poliinoom lahutub lineaartegurite kor-

rutiseks, siis Cayley-Hamiltoni teoreemi tottu on teisendusel ¢ olemas lineaartegureiks

lahutuv annulleeriv poliinoom. Seega teoreemi 3.30 tottu on tal olemas kanooniline baas.
O

Jareldus 3.43 Kui V # {0} on vektorruum ile algebraliselt kinnise korpuse, siis selle
vektorruumsi i1ga lineaarteisenduse jaoks leidub kanooniline baas.

3.7 Kanoonilise baasi ja Jordani normaalkuju leidmine

Olgu ¢ vektorruumi V' lineaarteisendus, mis on antud oma maatriksiga A = Af mingi
baasi e = {ey, ..., e,} suhtes.

e Koigepealt leiame maatriksi A karakteristliku poliinoomi f(X) = det(A — XF) ja
selle juured (A omavairtused). Kanooniline baas leidub siis ja ainult siis, kui f(X)
juurte arv, arvestades kordsusi, vordub f(X) astmega, s.t. vektorruumi V' mootmega
n. Sel juhul on f(X) esitatav kujul

FX) = =X)" - (A = X))
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e Igaic {1,...,s} korral téhistame U; := Ker (¢ — \;1v)™ ja ¢; := (o — N1y )y, Siis
1; on vektorruumi U; nilpotentne lineaarteisendus ja V' = U; +. ..+ U,. Nilpotentsus
tuleb sellest, et iga a € U; korral

Yii(a) = (¢ — Nily)"(a) = 0.

e Leiame iga teisenduse v, ¢ € {1,...,s}, jaoks kanoonilise baasi B;. Siis nende
kanooniliste baaside ithend B = B; U ... U B, ongi ¢ kanooniline baas.

Toepoolest, kuna Af; on Jordani maatriks, mille peadiagonaalil on nullid, ja ¢y, =
¢i + ()\il‘/)Ui, siis

B, _ AB: B; _ AB;
ASDUZ» - A%‘ + A()\ilv)Ui - Awi +AE

0 7 0 Ai O 0 A7 0
pu— —|'— p—
7 o0 7

on Jordani maatriks, mille peadiagonaalil on koikjal A;. (Siin iga kiisimérgi asemel
on kas 1 vai 0, soltuvalt sellest, millised on Jordani kastide jargud.) Jarelikult

B
Awlj1 0
AB2
B _ 1 B Bs ) _ 2
A, = diag (Awljl’ e ,Aws> = 2
Bs
0 QU

on Jordani maatriks ja seega B on ¢ kanooniline baas.

Kui on vaja leida ainult ruutmaatriksi A Jordani normaalkuju J(A) (ja meid ei huvita
C, mille korral J(A) = C71AC), siis tuleb iga i, i € {1,...,s}, jaoks koostada ja lahen-
dada lineaarvorrandisiisteem, mis on sarnane sellele, mis on antud teoreemis 3.22. Selleks
arvutame koigepealt iga 7 = 1,...,n; korral vélja arvu

u; = rank (A — NE)) .

Olgu s Jordani kastide Ji()\;) arv maatriksis J(A). Siis arvud s; saab leida lineaar-
vorrandisiisteemist

S1+S2+S3+S4+...+8, = n—u
Sg+S3+S4+...+S,, = U —U
S3+S4+ ...+ Sy, = Uz— U3

Sp; = Up;—1 — Up,;.

Selle viite saab tdestada analoogiliselt teoreemiga 3.22. Muuhulgas saab néidata, et
uj = rank ((A — \E)’) = rank((J(A) — NE)’).

Range toestuse andmise asemel illustreerime seda véidet jargmise néite abil.
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Naide 3.44 Olgu K =R, n=6, \; =2, \s =7 ja

o coolow
o cool| -
ocloom]| oo
olovwer~| oo
ol — ol oo
Hooo oo

Vaatleme omavaartusele 2 vastavate kastide arve

81:0, 82:1, 53:1, 84:0, 85:0.

Néeme, et peadiagonaalist 2 lahutamisel tekitab iga omaviértusele 2 vastav Jordani kast
juurde iihe nullrea ja seega astak kahaneb koéigi Jordani kastide arvu s; + ...+ s5 vorra:

u; = rank

Ruutu vottes saame

Uy = rank

01 000 O
00/ 000 O
00 (01 0] O =4=6—-0-1-1-0—-0=n—8,—...— ss.
00 (00 1] 0
00 (000 0
00 000 [5]

00 000 0

00 000 0

00 (001 0

:2:—___

00 loo ol o Uy — S — 83 — S4 — S5,

00 (000 O

00 00 0 [52]

s.t. iga kast, mille jark on > 2, vidhendab eelmise maatriksi astakut 1 vorra. Kuubi korral

uz = rank

S O oo | O o

S O oo | O o

=1=wuy — 53 — 54 — S5.

S OO OO

S| DD OoO| OO

S| Do OoO| OO
S| Do OoO| OO

Antud olukorras 1 = ug = uy = us, aga iildjuhul peaksime samamoodi jatkama. Siit on
ndha, et arvud sy, ..., s5 toepoolest rahuldavad eespool toodud lineaarvérrandisiisteemi.
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4 Funktsionaalid ja vormid

4.1 Lineaarsed funktsionaalid ja lineaarvormid

Meenutame, et iga korpust K vo6ib loomulikul viisil vaadelda vektorruumina iile iseenda.

Definitsioon 4.1 Olgu V vektorruum iile korpuse K. Lineaarkujutust vektorruumist V'
korpusesse K nimetatakse lineaarseks funktsionaaliks vektorruumil V.

Koigi lineaarsete funktsionaalide hulka vektorruumil V iile korpuse K téhistame siim-
boliga Hom(V, K') vai lithidalt V*. Sellel hulgal saab tehted defineerida niielda punkti-
viisiliselt:

(¢ +9)(a) := p(a) +¢(a),
(kp)(a) == kp(a)

mistahes ¢, € Hom(V,K) ja a € V korral. On teada, et nende tehete suhtes on
Hom(V, K) vektorruum ([1], lause 2.5.24).

Definitsioon 4.2 Vektorruumi Hom(V, K') nimetatakse vektorruumi V' kaasruumiks.

Lineaarsed funktsionaalid méngivad tahtsat rolli néiteks geomeetrias, funktsionaala-
naliiiisis ja kvantmehaanikas.

Naiide 4.3 1. Kui @ € E3 on mingi fikseeritud vabavektor, siis kujutus
p:E3 >R, ¥~ (% ad),

on lineaarne funktsionaal vektorruumil Es.
2. Kui a < b on mingid fikseeritud reaalarvud, siis kujutus

b
¢ : Cla,b] — R, f(x)>—>/ f(x)dx,

on lineaarne funktsionaal 16igus [a, b] pidevate funktsioonide vektorruumil C|a, b].
3. Kui K on kommutatiivne korpus, a € K iiks fikseeritud element ja K[X] on
poliinoomide vektorruum, siis kujutus

o K[X] = K, f(X)~ f(a),
on lineaarne funktsionaal vektorruumil K[X].

Definitsioon 4.4 Homogeenseid mitme muutuja poliinoome nimetatakse vormideks.
Esimese astme vorme nimetatakse lineaarvormideks, teise astme vorme ruutvormi-

deks.

Naide 4.5 1. Poliinoom 3X —2Y + Z € R[X, Y, Z] on lineaarvorm.
2. Poliinoom 5X% +Y? -3Z?+ XZ — 6Y Z € R[X,Y, Z] on ruutvorm.
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Kuie = {ey,...,e,} on mingi baas vektorruumis V iile korpuse K, siis iga vektor x € V'
avaldub {iheselt kujul x = z1e1+ ...+ x,e,, kus x1, ..., x, on korpuse K elemendid, mida
nimetatakse vektori x koordinaatideks baasi e suhtes ([1], lause 3.2.12). Téhistame

xy
Tei=| - | € Mat,1(K)
I,

ja nimetame seda iiheveerulist maatriksit vektori x koordinaatide veeruks baasi e suh-
tes. Olgu ¢ lineaarne funktsionaal vektorruumil V. Téhistades

ole;)) =1a; € K

voime kirjutada
n

olr)=¢ (Z xiei) = in@(ei) = Zaixi. (20)

i=1
Definitsioon 4.6 Homogeenset poliinoomi Y ., a;X; nimetatakse lineaarsele funktsio-
naalile ¢ vastavaks lineaarvormiks baasi e suhtes.

Lause 4.7 Olgu V' n-mdotmeline vektorruum ile korpuse K. Vektorruumi V baasi fik-
seerimine tekitab tiksiihese vastavuse selle vektorruumsi lineaarsete funktsionaalide ja n
muutuja lineaarvormide vahel, mille kordajad on korpusest K.

TOESTUS. Kasutame eelnevaid téhistusi ja tédhistame stimboliga Ki[X;, ..., X,] koigi n
muutuja lineaarvormide hulka iile korpuse K. Olgu

a:Hom(V,K) — Ki[X, ..., X,]

kujutus, mis seab lineaarsele funktsionaalile ¢ vastavusse talle vastava lineaarvormi
Yo, aiX;, ja olgu
ﬁ : Kl[Xb Ce. 7Xn] — HOHI(V, K)

defineeritud kui kujutus, mis viib lineaarvormi kX, + ... + k,X,, lineaarseks funktsio-
naaliks (k1 X1 + ... + £k, X,,) : V — K, mis on antud vordusega

Bk Xi+ ...+ kX)) (x) = kyxy + ...+ kpxy,
iga x € V korral. Kuna S(k1 X1 + ... + k, X)) (e;) = ki iga i € {1,...,n} korral, siis
Bk X1+t kX)) = ki Xy 4 e+ kX,
Samuti
Bla(p))(x) = Blar X1+ ...+ a, X)) (x) = arz1 + . .. + anxy = p(2)
iga ¢ € Hom(V, K) ja x € V korral. Seega a3 ja Sa on samasusteisendused. 0

Tahistame @ = (a; ... a,) € Maty ,(K). Paneme tihele, et kui ithemootmelises vektor-
ruumis K (iile K) valida baas, mille ainsaks vektoriks on korpuse K {iihikelement, siis @
on lineaarkujutuse ¢ : V' — K maatriks baaside e ja 1 suhtes. Harilikult nimetatakse seda
itherealist maatriksit @ lihtsalt lineaarse funktsionaali ¢ maatriksiks baasi e suhtes.

Arvestades vordust (20) ja samastades ithe-elemendilise maatriksi tema ainsa elemen-
diga voime lineaarse funktsionaali esitada maatriksite korrutamise abil:

o(x) =a 7. (21)

Kuidas soltub lineaarsele funktsionaalile ¢ vastav lineaarvorm vektorruumi V' baasi
valikust?
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Lause 4.8 Uleminekul ihelt baasilt teisele korrutub lineaarse funktsionaali maatriks pa-
remalt tileminekumaatriksiga.

TOEsTUS. Kasutame eelnevaid tédhistusi. Olgu vektorruumis V' antud veel baas e =
{e),... el }. Siis vektor x avaldub ka kujul = = e} +...+alel, 2}, ...,z € K, kusjuures

Te = Tfe’a

kus 7 = T%¢ on iileminekumaatriks baasilt e baasile €', s.t. T veergudes on baasi e’ vek-
torite koordinaadid baasi e suhtes. Kui tdahistame a} := ¢(e}), siis lineaarse funktsionaali
¢ maatriks baasi €’ suhtes on o’ = (@] ... al). Seega

gp(l‘) =aT.=a (Tfe’) = (a T)Ee“

Paneme téhele, et aT" on iiherealine maatriks. Olgu ta @l = (by ... b,). Votame niiiid
ossa baasivektori e;. Margime, et (e}). on itheveeruline maatriks, mille i-ndas reas on 1 ja
tilejdénud elemendid on 0-d. Kasutades omadust (21) saame, et iga i € {1,...,n} korral

@, = T@)o = ple) = @)@ = (b1 ... b)) = b

Seega kehtib maatriksite vordus

a=aT,

s.t. ¢ maatriks e’ suhtes on tema maatriks e suhtes korda T'. Seda oligi tarvis toestada. O

Lause 4.9 Olgu V' vektorruum iile korpuse K baasiga e = {eq,...,e,}. Igai € {1,... ,n}
korral vaatleme kujutust €' : V — K, mis on defineeritud vordusega

n
i e
e E xrie; | = ;.
Jj=1

Suis {e!,...,e"} on baas vektorruumis Hom(V, K).

TOESTUS. Niisiis e’ seab vektorile z vastavusse tema i-nda koordinaadi baasi e suhtes.
Kuna

¢ <Z zje; + Z%’%’) =’ (Z(%‘ + yj)%‘) = zity; =€ (Z xiei) +e' <Z yjeﬂ‘) )
=1 i=1 =1 =t

j=1

siis e on kooskolas liitmisega. Analoogiliselt saab niidata, et e’ on kooskélas skalaariga
korrutamisega. Seega e’ € Hom(V, K).
Kui ke + ...+ k,e® =0 (ehk kel + ... + k,e” : V — K on nullkujutus), siis

ki = kie'(e;) + ...+ kpe™(e;) = (k’lel +...+ k:ne") (e;) =0(e;) =0

iga i € {1,...,n} korral. Jirelikult siisteem e!,... €™ on lineaarselt soltumatu.
Jddb veel niidata, et el,... e" on moodustajate siisteem. Olgu ¢ € Hom(V, K) ja
vaatleme suvalist vektorit z = Z?Zl xje; € V. Siis

pla) = 3 aipled) = 3 pleai = Y pleel(a) = (Z w(ei)€i> @)

mis tdhendab, et
n

p= Z plei)e’ = pler)e’ +... +p(en)e”.

i=1
Seega e!,...,e" on V kaasruumi moodustajate siisteem ja kokkuvottes baas. O

65



Jareldus 4.10 Iga vektorruum on isomorfne oma kaasruumiga.

TOEsTUS. Kaks Ioplikumootmelist vektorruumi iile sama korpuse on isomorfsed parajasti
siis, kui nende modtmed on samad ([1], teoreem 3.4.5). Lause 4.9 pohjal on vektorruumi
kaasruumi moode sama, mis selle vektorruumi modde. Seega V' ~ V*. a

Definitsioon 4.11 Lauses 4.9 defineeritud kaasruumi V* baasi {e', ..., e"} nimetatakse
baasi e kaasbaasiks ja téhistatakse stimboliga e*.

Definitsioon 4.12 Vektorruumi V' teiseks kaasruumiks nimetatakse vektorruumi
V** = (V*)" = Hom(Hom(V, K), K).
Jareldust 4.10 kaks korda kasutades saame, et
Ve ViV

[somorfsusseose transitiivsuse tottu V' ~ V** mis tdhendab, et leidub mingi isomorfism
V — V**. Jargmine teoreem iitleb meile, et vektorruumide V' ja V** vahel leidub teatud
loomulikul viisil defineeritud isomorfism. Monikord 6eldakse: vektorruum on loomulikult
isomorfne oma teise kaasruumiga.

Teoreem 4.13 Olgu V' vektorruum tile korpuse K. Siis kujutus ® : V- — V** mille puhul

(@(2))(¢) = ¢(z)
suvaliste x € V' ja o € V* korral, on vektorruumide isomorfism.

TOESTUS. Definitsiooni pohjal ®(z) : Hom(V, K) — K. Veendume, et ®(z) on lineaar-
kujutus. Kui ¢, € Hom(V, K), k € K jaz € V, siis

O(z)(p+y) = (p+¥)(r) =p(x) +v(r) = (2(x))(p) + (2(2))(¥),
(@) (kp) = (kp)(x) = kep(z) = k((®(2))(¢))-

Seega ®(x) € V**. Mistahes ¢ € Hom(V, K), k € K ja z,y € V korral

Pz +y)p) = wlx+y)=p)+ o) = (@) () + (@) (p) = (2(z) + 2(y))(»),
(@(kx))(p) = (k) =kp(r) = k((@(2))(p)) = (k®())(¥),

jaseega @ : V — V** on lineaarkujutus.

Olgu niiiid ¢ = {ey,...,e,} baas vektorruumis V ja e* = {e!,...,e"} talle vastav
kaasbaas kaasruumis V*. Niitame, et ® on iiksithene. Olgu =z € Ker(®). Siis ®(z) :
Hom(V, K') — K on nullkujutus ja seega iga ¢ € V* korral p(z) = ®(z)(p) = 0. Muuhul-
gas e¢'(z) = 0iga i € {1,...,n} korral. Kuna vektori x kdik koordinaadid baasi e suhtes
on nullid, siis = 0. Seega Ker(®) = {0} ja ® on iiksithene ([1], lause 4.1.10).

Teame, et dim(V') = n = dim(V**). Kuna ® on iiksiihene, siis viib ta baasi e lineaarselt
soltumatuks vektorite siisteemiks ®(eq), ..., ®(e,) vektorruumis V**. Selle siisteemi saab
taiendada baasiks vektorruumis V** ([1], lause 3.2.14). Kuna dim(V**) = n, siis lisatavaid
vektoreid saab olla ainult 0 tikki. Jarelikult ®(e),..., P(e,) on vektorruumi V** baas.
Kui f € V** on suvaline, siis leiduvad kq, ..., k, € K nii, et

f = k‘lq)(€1> +...+ k‘nCI)(en) = (ID(k:lel + ...+ knen)

See néitab, et ® on pealekujutus ja seega kokkuvottes isomorfism. a
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4.2 Bilineaarsed funktsionaalid ja bilineaarvormid

Definitsioon 4.14 Olgu V' vektorruum iile korpuse K. Kujutust f : V x V — K ni-
metatakse bilineaarseks funktsionaaliks vektorruumil V', kui on tédidetud jargmised
tingimused:

L flz+2zy) = f(z,y) + f(z,9);
2. f(kx,y) = kf(z,y);
3. flz,y+2) = flz,y) + fla,2);
4. flx,ky) = kf(z,y)

mistahes z,y,2 € V ja k € K korral.

Naiide 4.15 Skalaarkorrutamine mistahes eukleidilisel ruumil on bilineaarne funktsio-
naal.

Definitsioon 4.16 Olgu V' vektorruum iile korpuse K, olgu f bilineaarne funktsionaal
vektorruumil V' ja olgu e = {ey,...,e,} vektorruumi V' baas. Siis f maatriksiks baasi
e suhtes nimetatakse maatriksit A = A$ = (a;;) € Mat,(K), kus

a;; = f(ei €5)
igai,j€{l,...,n} korral.

Néeme, et nii nagu lineaarsetegi funktsionaalide korral on maatriksi elementideks
baasivektorite kujutised.

Kui f on bilineaarne funktsionaal vektorruumil V' ja A on f maatriks baasi e suhtes,
siis iga x,y € V korral

f(x,y) = f(mier + ...+ @pen, 161 + .+ Ynen) = Z f(@iei, yje;)

ij=1
n n
= Z ziy; f(€i,€5) = Z f(ei ej)wiy;
4,j=1 t,j=1
kus x1,...,2, jays,...,y, on vastavalt vektorite = ja y koordinaadid baasi e suhtes. Seega

n

f(z,y) = Z Aj il - (22)

i,j=1

Definitsioon 4.17 Poliinoomi

i Clz'inYja

ij=1
kus a;; = f(e;,e;) igai,j € {1,...,n} korral, nimetatakse bilineaarsele funktsionaalile f
vastavaks bilineaarvormiks muutujate Xy,..., X, Yi,...,Y,, suhtes.

Analoogiliselt lausega 4.7 saab toestada jargmise lause.
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Lause 4.18 Olgu V' n-maootmeline vektorruum fle korpuse K. Vektorruumi V' baast fik-
seerimine tekitab tikstiihese vastavuse selle vektorruumsi bilineaarsete funktsionaalide ja 2n
muutuja bilineaarvormide vahel.

Lause 4.19 Uleminekul dhelt baasilt teisele korrutub bilineaarse funktsionaali maatriks
paremalt tileminekumaatriksiga ja vasakult tileminekumaatriksi transponeeritud maatrik-
s1ga.

TOESTUS. Olgu f bilineaarne funktsionaal vektorruumil V', olgu e ja e’ kaks baasi selles
vektorruumis ja olgu T' = T¢¢ {ileminekumaatriks baasilt e baasile ¢’. Arvestades vordust
(22) ja samastades jéllegi iithe-elemendilise maatriksi tema ainsa elemendiga voime bili-
neaarse funktsionaali esitada maatrikskujul

f(.%, y) =7 Afye7 (23>

kus z. ja y, on vektorite z,y € V koordinaatide veerud baasi e suhtes. Lisaks sellele
Te =17, Yy, =17y, ja

(fe/)tA? o) = f(2,y) = TLATY, = (TTe)' A5 (TT,) = (Te) (T AST) (F.r).
Vottes z = e} jay = ¢}, 4,7 € {1,...,n}, saame muuhulgas vorduse
(AT (€))er = ()T AGT)(€))er.

See vordus annab meile, et maatriksites A?’ ja TtAch on kohal (7,7) sama element iga
i,7 € {1,...,n} korral. Jarelikult

o t fe
_TAfT

mida oligi tarvis toestada. a

Definitsioon 4.20 Bilineaarset funktsionaali f vektorruumil V' nimetatakse siimmeet-
riliseks, kui

flz,y) = [y, )
iga x,y € V korral.

Lause 4.21 Siummeetrilise bilineaarse funktsionaali maatriks mistahes baasi suhtes on
simmeetriline. Kui mingi bilineaarse funktsionaali maatriks mingi baasi suhtes on sim-
meetriline, siis see funktsionaal on ka simmeetriline.

TOESTUS. Kasutame varasemaid tahistusi. Kui f on simmeetriline, siis a;; = f(e;, €;) =

f(ej,ei) = aji, s.t. A% on siimmeetriline maatriks.
Vastupidi, eeldame, et f(e;, e;) = f(e;,e;) igai,7 € {1,...,n} korral. Siis

Z f 6276] TiY; = Z f ejaez Yjxli = Z f 6“6] Yilsy = f(y,x).

1,j=1 2,j=1 3,j=1
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4.3 Ruutfunktsionaalid ja ruutvormid

Selles paragrahvis uurime ruutfunktsionaale ja ruutvorme. Need leiavad kasutust arvu-
teoorias, rithmateoorias, matemaatilises statistikas ja mujal.

Definitsioon 4.22 Olgu V vektorruum iile korpuse K. Kujutust F' : V — K nimeta-
takse ruutfunktsionaaliks vektorruumil V', kui leidub selline stimmeetriline bilineaarne
funktsionaal f vektorruumil V', et

F(z) = f(z, z)
iga x € V korral.

Et toestada jargmine lause, peab enne pisut radkima korpuse karakteristikast.

Definitsioon 4.23 Oecldakse, et korpuse K karakteristika on 2, kui selles korpuses
1+ 1 = 0 (ithikelemendi liitmisel iseendale saame nullelemendi).

Stimboliga 2 tdhistame korpuse elementi 1 + 1. Paneme téhele, et iga k € K korral
k+k=1-k+1-k=(1+1)k=2k.

Kui korpuse karakteristika ei ole 2, siis tema element 2 on pdoratav ja saame rédkida
elemendiga 2 jagamisest. Nimelt loeme, et

k
—=k-27L
2

kus k € K.
Lause 4.24 Kui F' on ruutfunktsionaal vektorruumil V idile korpuse K, mille karakteris-

tika ei ole 2, sits siimmeetriline bilineaarne funktsionaal f, mis mdadrab dra F', on tiheselt
mddratud.

TOESTUS. Olgu F(z) = f(z,x) iga x € V korral, kus f on siimmeetriline bilineaarne
funktsionaal. Siis mistahes x,y € V korral

Flx+y)=flx+y,z+y) = flr,2) + f(z,y) + fy,2) + f(y, )
= f(x,z) + f(z,y) + f(z,y) + f(y,y) = F(x) + 2f(2,y) + F(y),

millest F( ) Fle) - F(y)
r+y)—r(r)— £y
f(gj7 y) = 2 °
Kui leiduks veel mingi siimmeetriline bilineaarne funktsionaal g nii, et F(z) = g(x,x) iga
x € V korral, siis g(z,y) oleks vordne samasuguse jagatisega, jarelikult f = g. O

Edaspidi eeldame selle peatiiki jooksul, et korpuse K karakteristika ei ole 2. Seda
tingimust rahuldavad néiteks korpused Q, R, C ja Z,, kus p # 2.

Definitsioon 4.25 Ruutfunktsionaali maatriksiks mingi baasi suhtes nimetatakse
teda méadrava siimmeetrilise bilineaarse funktsionaali maatriksit selle baasi suhtes.
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Lause 4.26 Olgu F ruutfunktsionaal vektorruumil V, mille maatriks baasi e={es, ..., e,}
suhtes on A% = (a;j) ning olgu vektori x € V' koordinaadid baasi e suhtes xy, ..., x,. Siis

F(l’) = Z Qi TiZj.

ij=1

TOESTUS. Kui ruutfunktsionaal F on méaaratud siimmeetrilise bilineaarse funktsionaali
f poolt, siis a;; = f(e;, e;) ja

F(r) = f(z,x) = f (i 1Ui€i,zn:$j€j> = z": xix;f(e,e;) = Zn: ;5T
=1 =1

1,j=1 2,j=1

O

Definitsioon 4.27 Olgu F siimmeetrilise bilineaarse funktsionaali f poolt méaratud
ruutfunktsionaal. Siis n muutuja poliinoomi

n

Z ainin7

ij=1
kus a;; = f(e;, e;) igai,j € {1,...,n} korral, nimetatakse ruutfunktsionaalile I’ vastavaks
ruutvormiks baasi e = {eq, ..., e,} suhtes. Maatriksit A = (a;;) nimetatakse ka vastava

ruutvormi maatriksiks.

Seega ruutvorm iile korpuse K on teise astme homogeenne poliinoom Z:L o1 @i X X €
K[Xy,...,X,], kus X;X; kordaja on vordne X;X; kordajaga iga 1, j, i # j korral.

Niide 4.28 Ruutvormide kirja panemisel harilikult ei ndidata iiksliikmeid a;; X;X; ja
a;; X;X; (i # j) eraldi vaid esitatakse nende kahe iikslitkme summa kujul 2a;; X;X;. Seda
asjaolu tuleb arvestada ruutvormi maatriksi koostamisel. Néiteks ruutvormi

3X?4+4X2 — X2 4+2X1 Xy — 44X, X5 + 10X, X5

(iile korpuse R) maatriks on

3 1 =2
A= 1 4 5
-2 5 -1

Kui A on ruutfunktsionaali F' maatriks baasi e suhtes, siis arvestades vordust (23)
voime selle ruutfunktsionaali esitada maatrikskujul jargmiselt:

F(z) =7 Az..

Lause 4.29 Olgu V' n-mdotmeline vektorruum dle korpuse K. Vektorruumi V baast fik-
seerimine tekitab tiksthesed vastavused sellel vektorruumil defineeritud ruutfunktsionaali-
de, n muutuja ruutvormide (ile K ) ja n-ndat jarku simmeetriliste ruutmaatriksite (ile

K ) vahel.
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TOESTUS. On selge, et
Z CLUXZ'X]' — A= (aij)
ij=1
on iiksiithene vastavus n muutuja ruutvormide ja n-ndat jarku siimmeetriliste ruutmaatrik-
site vahel. Tahistame siimboliga RF (V') vektorruumil V' defineeritud ruutfunktsionaalide
hulga ja
SMat,,(K) = {A € Mat,,(K) | A" = A}.

Siimmeetrilise maatriksi A € SMat,,(K) korral vaatleme kujutust f4 : V x V — K, mis
on defineeritud vordusega

fA(xv y) = fiAge‘
Kuna 7L AT, on (1 x 1)-maatriks, siis ta transponeerimisel ei muutu, seega
fA(‘ra y) - EI;A@G = (yl;Atfe)t = (yéAfe)t = yéAfe = fA(ya l’)
Lisaks sellele
falw +2y) = TE2AY, = (T +2) AY, = TLAY, + ZLAT, = fa(z,y) + fa(z.y),
_t _ . _
falkz,y) = kax Ay, = kT' Ay, = kfa(z,y)

mistahes z,y,z € V ja k € K korral. Jarelikult f4 on siimmeetriline bilineaarne funktsio-

naal. Ta médrab dra ruutfunktsionaali Fs, mille korral Fyu(z) := TLAT,, x € V. Definee-
rime kujutuse 3 : SMat,,(K) — RF (V') vordusega

ﬁ(A) = FA.

Olgu a : RF(V) — SMat, (K) kujutus, mis seab ruutfunktsionaalile vastavusse tema
maatriksi baasi e suhtes.
Kui niitid F' on ruutfunktsionaal maatriksiga A = (a;;), siis

Bla(F)) = f(A) = Fa = F,
sest Fu(z) =T AT, = F(z) iga © € V korral. Kui aga A € SMat,,(K), siis
a(B(A)) = a(Fa) = A,

sest Fa(z) = fa(z,z) ja fa(ei, e;) = (&)LA(E)e = a;. =

Lause 4.30 Uleminekul iihelt baasilt teisele korrutub ruutfunktsionaali maatriks paremalt
tleminekumaatriksiga ja vasakult ileminekumaatriksi transponeeritud maatriksiga.

TOESTUS. Kui F on siimmeetrilisele bilineaarsele funktsionaalile f vastav ruutvorm, e, ¢’
on vektorruumi V baasid ja T' = T%¢ on iileminekumaatriks, siis lause 4.19 pohjal A% =
AY =T'AST = T' AT ehk
A% = THAST.
U

Definitsioon 4.31 Ocldakse, et ruutvorm on kanoonilisel kujul, kui temas puuduvad
liikmed erinevate muutujate korrutistega.
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On selge, et ruutvorm on kanoonilisel kujul parajasti siis, kui tema maatriks on dia-
gonaalmaatriks.

Naiide 4.32 Ruutvorm
3X7 - 5X5 4+ 2X7

iile R muutujate X, Xs, X3, X suhtes on kanoonilisel kujul.

Definitsioon 4.33 Baasi, mille suhtes ruutfunktsionaalile vastab kanoonilisel kujul olev
ruutvorm, nimetatakse selle ruutfunktsionaali kanooniliseks baasiks.

Teoreem 4.34 Igal ruutfunktsionaalil on olemas kanooniline baas.

TOESTUS. Olgu A € Mat, (K) ruutfunktsionaali F' maatriks baasi e suhtes. Siis iga re-
gulaarne maatriks 7" on iileminekumaatriks baasilt e mingile baasile ¢’. Ténu lausele 4.30
piisab niidata, et leidub selline regulaarne maatriks 7', mille korral T*AT on diagonaal-
maatriks.

Selle eesmirgiga teeme elementaarteisendusi maatriksiga A nii, et kohe péarast mingit
teisendust maatriksi ridadega teeme samasuguse teisenduse veergudega. Néiteks péarast
i-nda ja j-nda rea dravahetamist vahetame kohe dra ka i-nda ja j-nda veeru. Teatavasti
elementaarteisenduse ridadega voib sooritada vastava elementaarmaatriksiga antud maat-
riksit vasakult korrutades ([1], lause 4.7.6). Et sooritada samasugune elementaarteisen-
dus veergudega, tuleb maatriks korrutada sellesama elementaarmaatriksi transponeeritud
maatriksiga paremalt. Seega maatrikskujul sonastatuna tuleb meil leida sellised elemen-
taarmaatriksid Fy, ..., E,, et

D=E,.. FEAE . E

oleks diagonaalmaatriks. Kuna elementaarmaatriksid on regulaarsed ja regulaarmaatrik-
site korrutis on regulaarne, siis on ka maatriks

T:=E'E,.. . E

regulaarne. Et T = E,, ... EyE,, siis D = T'AT.

Veendume, et toesti sellised elementaarteisendused leiduvad. Voime eeldada, et A ei ole
nullmaatriks (nullmaatriks on diagonaalmaatriks). Kui element aq; ei ole 0, siis lahutades
i-ndast reast esimese rea, mis on korrutatud elemendiga ajj'a;, saame maatriksi, kus
kohal (i,1) on 0. Analoogilise veergude teisendusega saab nulliks muuta elemendi kohal
(1,4). Nii saab nulliks muuta kéik elemendid (vélja arvatud esimene) esimeses reas ja
veerus.

Mida teha siis, kui a;; = 0?7 Kui leidub selline i # 1, et a;; # 0, siis vahetame &dra
esimese ja i-nda rea ning esimese ja i-nda veeru. Selle tulemusena tekib kohale (1, 1) nullist
erinev element, mille abil saame edasi tegutseda nii nagu enne. Kui aga koik peadiagonaali
elemendid on nullid, kuid a;; # 0, kus ¢ # 7, siis liidame j-ndale reale i-nda rea ja j-ndale
veerule i-nda veeru. Nii tekib kohale (4, 7) nullist erinev element a;; +a;; = 2a;; (sest A on
stimmeetriline ja korpuse karakteristika ei ole 2). Edasi saame toimida kasutades eelnevat
mottekaiku.

Kui esimeses reas ja veerus on koik elemendid (vélja arvatud esimene) nullideks muu-
detud, siis kordame protseduuri alammaatriksis, mis asub ridades ja veergudes numbritega
2,...,m. O

Meenutame, et eukleidiliseks ruumiks nimetatakse vektorruumi iile korpuse R koos
mingi skalaarkorrutamisega sellel vektorruumil ([1], def. 9.1.1).
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Teoreem 4.35 Igal eukleidilise ruumi ruutfunktsionaalil on olemas ortonormeeritud ka-
nooniline baas.

TOEsTUS. Olgu E eukleidiline ruum, olgu e suvaline ortonormeeritud baas ruumis E
(selle saab konstrueerida néiteks ortogonaliseerimisprotsessi abil) ja olgu F' ruutfunkt-
sionaal ruumil F. Siis maatriks A := A% on stimmeetriline. Olgu ¢ : E — E lineaar-
teisendus, mille korral A = A (selline lineaarteisendus leidub ténu teoreemile 4.1.12
raamatust [1]). Siis ¢ on eukleidilise ruumi E siimmeetriline lineaarteisendus ([1], teo-
reem 9.3.3) ning jarelikult leidub ¢ omavektoreist koosnev ortonormeeritud baas e’ ruumis
E ([1], teoreem 9.3.6). Selle baasi e’ suhtes on ¢ maatriks Ag diagonaalmaatriks. Olgu T
tileminekumaatriks baasilt e baasile ¢’. Siis 1" on ortogonaalmaatriks ([1], lause 9.2.4), s.t.
T'=T7" ja AS = T7'AST ([1], lause 8.2.5). Seega
AS =T TAST = T'AT = T' AT = Af,

kus viimane vordus tuleb lausest 4.30. See tdhendab, et ruutfunktsionaali F' maatriks
ortonormeeritud baasi €’ suhtes on diagonaalmaatriks Afa'. a

4.4 Ruutfunktsionaalid vektorruumidel iile C ja R

Selles paragrahvis uurime ruutfuntsionaale ja ruutvorme iile korpuste C ja R. Nende kohta
saab oelda pisut enam kui ruutvormide kohta iile suvalise korpuse K.

Definitsioon 4.36 Kahte n muutuja ruutvormi nimetatakse ekvivalentseteks, kui nad
vastavad samale ruutfunktsionaalile mingite baaside suhtes.

Seega ruutvormid Y " a; Xi X ja Y 0 by Xi X dile K on ekvivalentsed, kui leidub
vektorruum V' iile K, selle baasid e = {ey,...,e,} jae’ = {e,..., €} ning siimmeetriline
bilineaarne funktsionaal f: V x V' — K nii, et a;; = f(e;, e;) ja bij = f(e}, €).

Maatriksite keeles: ruutvormid maatriksitega A = (a;;) ja B = (b;;) on ekvivalentsed,
kui leidub regulaarne maatriks 7" nii, et B = T*AT.

On selge, et ruutvormide ekvivalentsuse seos on toepoolest refleksiivne, stimmeetriline
ja transitiivne.

Teoreemi 4.34 silmas pidades voime oelda, et iga ruutvorm on ekvivalentne kanoonili-
sel kujul oleva ruutvormiga. Antud ruutvormi jaoks ekvivalentse kanoonilisel kujul oleva
ruutvormi leidmist kutsutakse selle ruutvormi kanoonilisele kujule viimiseks.

Lause 4.37 Iga n muutuja ruutvormi ile C saab viia kanoonilisele kujule X2 + ...+ X2,
kus r <n.

TOEsTUS. Olgu antud ruutvorm maatriksiga A. Viies kanoonilisele kujule saame leida
regulaarse maatriksi 7' nii, et D = T'AT on diagonaalmaatriks. Olgu selle diagonaal-
maatriksi peadiagonaalil r nullist erinevat elementi. Siis ridade ja veergude vahetamise
teisenduse abil on maatriks D voimalik viia kujule C', kus need nullist erinevad elemendid
asuvad kohtadel (1,1),...,(r,7). Olgu need elemendid ¢11, ..., ¢... Olgu z; selline komp-

leksarv, et 2% = ¢;;, 1 = 1,..., 7. Siis korrutades maatriksi C' i-ndat rida ja i-ndat veergu
(1 = 1,...,r) arvuga — saame maatriksi, mille kohtadel (1,1),...,(r,7) on 1 ja mujal
nullid. Sellega oleme ruutvormi viinud kujule X7 + ... + X2 O
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Definitsioon 4.38 Ule korpuse C vaadeldava n muutuja ruutvormi normaalkujuks
nimetatakse temaga ekvivalentset ruutvormi X7 + ... + X2,

Teoreem 4.39 Kaksn muutuja ruutvormsi ile C on ekvivalentsed parajasti siis, kui nende
maatriksite astakud on vordsed.

TOESTUS. Olgu vaadeldavate ruutvormide maatriksid A = (a;;), B = (b;;) € Mat,(C).
TARVILIKKUS. Kui ruutvormid on ekvivalentsed, siis leidub regulaarne maatriks 7" nii,
et B = T'AT. Kuna korrutamisel regulaarse maatriksiga maatriksi astak ei muutu, siis
rank(B) = rank(A).

Piisavus. Eeldame, et rank(A) = rank(B). Leiame nende ruutvormide normaalkujud

X244+ X% ja XP+...4+X2

millele vastavad maatriksid on A’ ja B’. Siis A’ = T'AT ja B’ = U'BU, kus T,U on
regulaarsed maatriksid. Jarelikult

r = rank(A") = rank(A) = rank(B) = rank(B’) = s

ehk A" = B’. Seega mdolemad ruutvormid on ekvivalentsed ruutvormiga X7 + ... + X?
ning jarelikult on nad ka omavahel ekvivalentsed. a

Vaatleme niiiid reaalarvuliste kordajatega ruutvorme. Me saame sellise ruutvormi viia
kanoonilisele kujule, mis tdhendab, et tema maatriks on diagonaalmaatriks. Siis tehes ri-
dade ja veergude vahetamise teisendusi saame maatriksit teisendada nii, et peadiagonaalil
oleks alguses positiivsed reaalarvud, siis negatiivsed reaalarvud ja l16puks nullid (kui neid
on). Nii saadud maatriks annab samuti esialgse ruutvormi kanoonilise kuju.

Kuigi kanoonilisi kujusid voib ruutvormil olla palju, on neis koigis midagi iihist.
Jérgmise teoreemi toestas Sylvester” aastal 1852.

Teoreem 4.40 (Ruutvormide inertsiseadus) Reaalarvuliste kordajatega ruutvormi
positiivsete (negatiivsete) kordajate arv tema kanoonilises kujus ei soltu kanoonilisest
baasist.

TOErsTUS. Olgu V n-mootmeline vektorruum iile R ja F' ruutfunktsionaal vektorruumil
V. Olgu e = {e1,...,e,} ja e = {e],...,e,} ruutfunktsionaali F' sellised kanoonilised
baasid, millele vastavad ruutvormid on

(111X12 + ...+ annX?z ja b11X12 + ...+ bnanm

kus a1, ..., a.. on esimese ruutvormi positiivsed kordajad ja by, . .., bss on teise ruutvormi
positiivsed kordajad. Oletame vastuviiteliselt, et r > s. (Kui r < s, siis on toestus
analoogiline.) Vaatleme vektorruumi V' alamruume

Vii= len,...,e),

Vo = (€q,.-.,€,).

Siis
dim(Vi) +dim(Va) =r4+n—s=n+(r—s) >n,

"James Joseph Sylvester (1814-1897) — inglise matemaatik
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mis tdhendab, et dim(V}) +dim(V5) # dim(V; + V3). Jarelduse 1.91 pohjal summa V; + V5
ei ole otsesumma ja teoreemi 1.81 tottu V3 NV, # {0}. Seega leidub nullist erinev vektor
x € V1NV, Olgu

r=kier+ ...+ ke, =lopreyq + ...+ laey,,
kus ky, ..., k. lsyq, ..., 1, € R.Siis
F(z) =ank? +...+a,k>>0,
kuid samas ka

F(x) = bs+1,s+1l§+1 +...+ bmlfl <0,

mis on vastuolus eelmise vorratusega. Seega r = s.
Viite negatiivsete kordajate kohta saab toestada analoogiliselt. a

Jargmine teoreem annab tarviliku ja piisava tingimuse selleks, et kaks ruutvormi oleks
ekvivalentsed {ile R.

Teoreem 4.41 Kaks ruutvorma iile R on ekvivalentsed parajasti siis, kui nende kanooni-
lises kujus on tihepalju positiivseid kordajaid ja tihepalju negatiivseid kordajaid.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Oletame, et kaks ruutvormi on ekvivalentsed. Siis nad vastavad
samale ruutfunktsionaalile F'. Kui leiame F' jaoks kanoonilised baasid e ja €/, siis saame
ruutvormide jaoks kaks kanoonilist kuju. Teoreemi 4.40 tottu on neid iihepalju positiivseid
kordajaid ja iithepalju negatiivseid kordajaid.

Piisavus. Vaatleme ruutvormi, mille kanooniline kuju on

a11X12 +...+ aerf — ar+1,r+lX3+1 - .. = assst,
kus ajy,...,ass > 0. (Iga ruutvorm iile R on voimalik sellisele kujule viia.) Korrutades
kanoonilisele kujule vastava maatriksi i-ndat rida ja i-ndat veergu (i = 1,...,s) arvuga

1
V@i

saame ruutvormi viia kanoonilisele kujule

X+ XX, - - X2

S

Seda kuju nimetatakse iile korpuse R vaadeldava ruutvormi normaalkujuks. On selge,
et ruutvormi normaalkuju on iiheselt masratud.

Oletame niiiid, et kahe ruutvormi kanoonilises kujus on iithepalju positiivseid kordaja-
id ja ithepalju negatiivseid kordajaid. Siis on neil sama normaalkuju. Kumbki neist ruut-
vormidest on ekvivalentne selle normaalkujuga, seega on ka need kaks ruutvormi omavahel
ekvivalentsed. a

Definitsioon 4.42 Ruutfunktsionaali F' vektorruumil V iile R nimetatakse
e positiivselt méiratuks, kui F(z) > 0 iga nullist erineva vektori z € V korral;
e negatiivselt miiratuks, kui F(z) < 0 iga nullist erineva vektori € V' korral.

Oeldakse, et ruutvorm on positiivselt (negatiivselt) mairatud, kui talle vastav ruut-
funktsionaal on positiivselt (negatiivselt) méératud.
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Naiide 4.43 Olgu V' vektorruum iile R baasiga e = {ey, €a, €3}. Vaatleme ruutfunktsio-
naali F': V — R, mis on defineeritud vordusega

F(x) := 427 + 325 + 23,

kus z = x1e1 + 1€y + w3e3. Kui 7 # 0, siis vihemalt {iks liidetav summas 4z + 373 + a:%
on positiivne ja seega F(z) > 0. Jarelikult F' on positiivselt maaratud ruutfunktsionaal
ja talle vastav ruutvorm

4X7 +3X3 + X3

on samuti positiivselt maaratud.

Lause 4.44 Ruutvorm on positiivselt mdadratud parajasti siis, kui tema normaalkuju
maatriks on thikmaatriks. Ruutvorm on negatiwvselt mddratud parajasti siis, kui tema
normaalkuju maatriks on tihikmaatriksi vastandmaatriks.

TOESTUS. Toestame esimese viite (teise viite toestus on analoogiline).

TARVILIKKUS. Olgu ruutvormile vastav ruutfunktsionaal F' positiivselt méaratud. Siis
leidub kanooniline baas e = {ey,...,e,} nii, et A% = (a;;) on diagonaalmaatriks, kus
a; € {1,—1,0} igai € {1,...,n} korral. Et a;; = F(e;) > 0, siis a; = 1 ja seega A% = F
Piisavus. Olgu ruutvormi normaalkuju maatriks A% = E = (6;;). Siis iga vektori = =
r1€e1 + ...+ xye, # 0 korral

F(z) = Z5ijxixj:x%+xg+...+mi>0.

ij=1
See tdhendab, et ruutvorm on positiivselt méaaratud. O

Jargnevalt tahame néidata, et positiivselt médratuse kontrollimiseks piisab n miinori
arvutamisest.

Definitsioon 4.45 n-ndat jarku ruutmaatriksi A = (a;;) peamiinoriteks nimetatakse
miinoreid
ay, ... Qg
My=1| ... ... ...,

Apr ... Qg
kus k=1,...,n.

Nagu definitsioonist néha, peamiinorid asuvad maatriksi A iilemises vasakpoolses nur-
gas.

Teoreem 4.46 Ruutfunktsionaal vektorruumil tle R on posititvselt mddratud parajasti
sits, kur tema maatriksi kotk peamiinorid on positiivsed.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu F positiivselt médratud ruutfunktsionaal n-moéotmelisel

vektorruumil V' iile R, mille maatriks baasi e = {ey, ..., e,} suhtes on
11 A2 aiz ... QAip
Q21 Q22 Q23 ... Agp
A = a31 Q3 azsz ... A3zp
An1 Ap2 Ap3 ... QApp

76



Asume maatriksit A teisendama teoreemis 4.34 kirjeldatud meetodil. Kuna F' on positiiv-
selt médratud, siis a;; = F(e;) > 0 ja me saame esimese rea ja veeru iilejadnud elemendid
muuta nullideks liites vastavale reale (veerule) sobiva elemendiga korrutatud esimese rea
(veeru). Tulemuseks saame maatriksi

biu 0O 0O ... 0
0 bQQ b23 . bzn
0 632 b33 R bgn
0 bpz buz ... by
See on jillegi ruutfunktsionaali I’ maatriks mingi baasi ¢/ = {¢/,..., e/} suhtes. Seega

by = F(e},) > 0 ja selle elemendi abil saame muuta nulliks iilejadnud elemendid teises
reas ja veerus. Tulemuseks on maatriks kujul

C11 0 0 Ce 0
0 Co9 0 Ce 0
0 0 C3z3 ... C3p
0 0 Cph3y ... Cpn

Analoogiliselt jatkates jouame diagonaalmaatriksini

d,y 0 0 ... O
0 dy 0 ... 0
0 0 dsg ... O ,
0O 0 0 ... dy,
kus dyq,...,d,, > 0. Tehtud teisendused on sellised, mis on muutnud kiill maatriksit,

kuid mitte tema peamiinoreid. Seega
My = dudaz . . . dyy,
ke {1,...,n}, mis kdik on positiivsed.

Piisavus. Olgu F ruutfunktsionaal n-méotmelisel vektorruumil V' iile R, mille maatriks
baasi e = {ey, ..., e,} suhtes on

apnn a2 a1z ... Qip
Q21 Q2 G23 ... Q2p
A= a31 Q3 azsz ... A3zp
Ap1 QAp2 Ap3 ... Gpp
Eeldame, et maatriksi A koik peamiinorid My, ..., M, on positiivsed. Hakkame maatriksit

A teisendama samamoodi nagu tarvilikkuse toestuses. Selle kéigus jdllegi peamiinorid ei
muutu.

Kasutades seda, et a;; = M; > 0, saame esimese rea ja veeru iilejadnud elemendid
muuta nullideks. Seega saame maatriksi

a1 0 0 Ce 0
0 b22 bgg ce bgn
0 b32 633 c. bgn
0 buo2 bps ... bpn
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Kuna
ai 0

Ma=1"0 1,

= ay1bag = Mibyy > 0,

siis byy > 0. Elementi by kasutades saame teise rea ja veeru iilejadnud elemendid muuta
nullideks, see annab meile maatriksi

a1 0 0 N 0
0 929 0 Ce 0
0 0 C3z3 ... C3p
Kuna
a1 0 0
0 by 0| =aibxpcss = Macgz >0,
0 0 C33

siis ¢33 > 0. Niiviisi jatkates jouame diagonaalmaatriksini

dy 0 0 ... 0
0 dy 0 ... 0
0 0 dsg ... O ,
0 0 0 ... du
kus dyy,...,d,, > 0. See diagonaalmaatriks on ruutfunktsionaali /' maatriks mingi baasi
suhtes. Siit on naha, et F' on positiivselt méaratud. a
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5 Abeli rithmad

Selles peatiikis késitleme Abeli rithmi (kommutatiivseid rithmi). Need on oma nime saa-
nud Niels Henrik Abeli® jirgi. Pohitidhelepanu on perioodilistel, 16plikel ja vabadel Abeli
rithmadel. Uheks olulisemaks Abeli rithmade niiteks on tsiiklilised rithmad, mille vaatle-
misest alustamegi.

5.1 Tsiiklilised riithmad
Olgu (G, -) rihm, k € N ja g € G. Téhistame

gk::g-...~g7 g_k::(g_l)k:g_l-...-g_l, ¢° =1
—_ ———_—
k tegurit k tegurit

Lihtne on veenduda, et selliselt defineeritud rithma elemendi astmete jaoks kehtivad ha-
rilikud astendamise reeglid: mistahes k.l € Z korral g**! = ¢gF - ¢!, (g*)! = g™ jne.

Kui tegemist on aditiivse rithmaga (A, +), siis defineeritakse analoogiliselt elemendi
a € A kordsed ka, kus k € Z.

Multiplikatiivse rithma (G, -) elemendi g korral téhistame stimboliga (g) hulga G alam-
hulka, mis koosneb elemendi g koigist astmetest:

(9) ={d" | k e Z}.

On lihtne néha, et hulk (g) on rithma G alamriihm. Seda alamrithma nimetatakse elemendi
g poolt tekitatud (voi moodustatud) alamrithmaks.

Definitsioon 5.1 Riithma (G, -) nimetatakse tsiikliliseks, kui leidub selline element g €
G, et G = (g). Seda elementi g nimetatakse tsiiklilise rithma tekitajaks (voi moodus-
tajaks).

Teisisonu rithm (G, -) on tsiikliline, kui temas leidub selline element g, mille astmetena
esituvad koik selle rithma elemendid: G = {¢* | k € Z}.
Aditiivne rithm (A, +) on tsiikliline, kui leidub selline a € A, et A = {ka | k € Z}.

Naiide 5.2 e Rithm ({1, —1},") on tsiikliline rithm moodustajaga —1.
e Riihm (Z,+) on tsiikliline rithm moodustajaga 1 voi —1.

e Riihm (Z,, +) on tsiikliline riithm moodustajaga 1 (aga sellel rithmal v6ib olla teisigi
moodustajaid).

Meil ldheb vaja jargmisi arvuteoreetilisi tulemusi.
Lause 5.3 Kuia € Z ja b € N, siis leiduvad q,r € Z nit, et a =bqg+1r ja 0 < r < b.

Lause 5.4 Mistahes a,b € Z korral SUT(a,b) = 1 parajasti siis, kui leiduvad u,v € 7Z
nit, et au + bv = 1.

Teoreem 5.5 Sama jarku tsiklilised riithmad on isomorfsed, kusjuures iga lopmatu tsiikli-
line rithm on isomorfne rihmaga (Z,+) ja iga n-elemendiline tsikliline riihm on isomorf-
ne rihmaga (Zy,, +).

8Niels Henrik Abel (1802-1829) — norra matemaatik
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TOESTUS. Olgu (G, -) rithm ja G = (g) = {¢" | k € Z}. Siis on kaks voimalust.
1) g astmete hulgas pole vordseid. Siis G on 16pmatu,

G={..,9%g"%1,9,¢%...} (24)

2) g astmete hulgas on vordseid. See tihendab, et leiduvad k,1 € Z, k # [, nii et g* = ¢.
Olgu k > [. Siis korrutades vorduse g* = ¢' pooli elemendiga ¢~ saame ¢*~! = ¢° = 1. Et
k > 1, siis k — [ € N. Olgu n vidhim naturaalarv, mille korral ¢" = 1. Néitame, et

G={1l,9,¢*...,9" '} (25)

Selleks tuleb veenduda, et G C {1,g,¢? ...,¢9" '}. Vaatleme riithma G suvalist elementi
¢" € G, kus k € Z. Lause 5.3 pohjal leiduvad sellised ¢,7 € Z, et k =ng+7rja0 <r < n.
Jarelikult

nq-+r — (

=g g")ig =19 =g €{l,9,¢*....9" "}

ja kehtib vordus (25).

Veendume veel, et elemendid 1, g, g%, ..., ¢" ! on paarikaupa erinevad. Selleks oletame
vastuviiteliselt, et ¢* = ¢!, kus 0 <l <k <n—1.Siis g* ' = ¢! =1, kus k — [ < n. See

on vastuolus n minimaalsusega. Seega elemendid 1, g, g%, ..., ¢" ! on paarikaupa erinevad
ja |G| = n.

Niisiis iga tsiikliline rithm G on esitatav kas kujul (24) vo6i kujul (25) mingi n € N
jaoks.

Néitame, et juhul (24) on (G,-) ~ (Z,+). Selleks defineerime kujutuse ¢ : G — Z

vordusega
(g") = k.
Ei ole raske ndha, et ¢ on isomorfism.
Juhul (25) on (G,-) ~ (Zpn, +), kusjuures isomorfismiks ¢ : G — Z,, sobib kujutus

o(g") =F.

See kujutus on homomorfism, sest mistahes k, [ € {0, ,n — 1} korral

p(g"g) = (g™ =k +1=Fk+1=9(g") + ¥(g).
On selge, et ¢ on siirjektiivne. Eespool négime, et
(Vk, 1€ {0,1,...,n—1})(¢" =¢" <= k=1).

Seega ¢ on korrektselt defineeritud ja injektiivne. O
Jareldus 5.6 Iga tsikliline riihm on Abeli rihm.

5.2 Riihma elemendi jark

Definitsioon 5.7 Olgu g rithma (G,-) element. Kui [(g)|] = n € N, siis deldakse, et
elemendi g jark on n ja kirjutatakse ordg(g) = n vai lihtsalt ord(g) = n. Kui (g) on
lopmatu rithm, siis 6eldakse, et g on lopmatut jarku element.

Definitsioonist tuleb vilja, et igas rithmas on tapselt iiks esimest jérku element — see
on iihikelement.
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Naiide 5.8 1. Vaatleme rithmade (Z3, +) ja (Z, +) otsekorrutist G = Z3 x Z. Siis
ordg((2,0)) = 3 ja ordg((0,5)) = oo
2. Substitutsioonirithmas S on tsiikli (1, 3, 2) jarguks 3.

Lagrange’i teoreemist jareldub vahetult jirgmine viide.
Lause 5.9 Lopliku rihma iga elemends jirk jagab rihma jarku.
Teoreemi 5.5 toestuse pohjal voime Oelda, et kehtib jargmine tulemus.

Lause 5.10 Kui riihma (G,-) elemendi g jark on loplik, siis on see vihim selline natu-
raalarv n, mille korral g" = 1.

Lause 5.11 Kui g on rihma (G,-) element ja g& = 1 mingi naturaalarvu k korral, siis g
gark on loplik ja jagab arvu k.

TOESTUS. Kuna ¢* = 1, siis ¢ on kindlasti 1oplikku jirku element, olgu ord(g) = n.
Jagades arvu k jadgiga arvuga n saame leida ¢,r € Z nii, et k =ng+r ja 0 <r < n.
Jarelikult

l=gl=g""" =g".g"= (") g =1-g" =4

Kuna n on vahim naturaalarv, mille korral ¢" = 1, siis r = 0, s.t. k = nqg. Seega n jagab
arvu k. a

Lause 5.12 Olgu G n-ndat jc’irku tsiikliline rihm, G = (g) = {1,9,...,9" '} ja olgu
ke {l,...,n—1}. Element g* on rihma G moodustaja parajasti siis, kui SUT(k,n) = 1.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu G' = (g*). Siis leidub selline u € Z, et (¢*)* = g. Jérelikult

g* = g ja g**=! = 1. Lause 5.11 pohjal n | ku — 1. Seega leidub ¢ € Z nii, et ku — 1 = nq

ehk ku —ng = 1. Lause 5.4 pdhjal SUT(k,n) = 1.
Pusavus. Olgu SUT(k,n) = 1. Siis lause 5.4 pohjal leiduvad sellised u, v € Z, et ku+nv =
1. Jarelikult

g = gku—l—nv — gk:u . gnv — (gk)u . (gn)v — (gk)u L1V = (gk:)u

jagl = (¢")“igal e {1,...,n} korral. Viimane tihendab, et G = (g"). O

Lihtne on veenduda, et kehtib jargmine omadus.
Lemma 5.13 Kui (G,-) on rihm ja g € G, siis ord(g) = ord(g™ ).

Lemma 5.14 Olgu (G, ) rihm, g € G, m,n € N. Kui ord(g) = mn, siis ord(¢g™) = n.

TOESTUS. Toestamiseks kasutame lauset 5.10. Olgu ord(g) = mn. Sns (g™ = =1
Kui oletada, et leidub n’ < n, mille korral (¢™)" = 1, siis ka ¢™ = 1 ja mn < mn,
mis on vastuolus eeldusega. Seega n on vihim astendaja, mille korral (¢™)" = 1; teiste
sonadega: ord(¢g™) = n. O

Toestatud lemmat kasutame alljargnevas aditiivsete rithmade korral.
Jareldus 5.15 Olgu (A, +) rihm, a € A, m,n € N. Kui ord(a) = mn, siis ord(ma) = n.
Meenutame, et triviaalseks rithmaks loetakse iiheelemendilist rithma.
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Lause 5.16 Olgu G mittetriviaalne loplik rihm. Rithmal G ei ole mittetriviaalseid pdris-
alamrihmi parajasti siis kui G on algarvulise jarguga tsiikliline rihm.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Eeldame, et rithmal G # {1} ei ole mittetriviaalseid périsalam-
rithmi. Votame mingi elemendi g € G \ {1}. Siis (¢9) = G (seega G on tsiikliline) ja
ord(g) = |G|. Oletame vastuviiteliselt, et |G| ei ole algarv. Siis |G| = mn, kus m,n € N,
m,n # 1. Lemma 5.14 pohjal

n = ord(g™) = [{g")].

Kuna n < |G/, siis (¢") on mittetriviaalne parisalamrithm rithmas G, vastuolu. Jarelikult
|G| on algarv.
P1isavus. Olgu G = {1,¢9,4°, ...,¢" '} tsiikliline rithm algarvulise jirguga p ja {1} #
H < G. Siis leidub k € {1,...,p — 1} nii, et ¢* € H. Kuna SUT(k, p) = 1, siis lause 5.12
pohjal

G=(¢*)CHCQG,

kust H = G. Seega rithmal G puuduvad mittetriviaalsed périsalamriihmad. O

5.3 Perioodilised Abeli rithmad

Definitsioon 5.17 Riihma nimetatakse perioodiliseks, kui koik tema elemendid on
l1oplikku jarku.

Iga 16plik rithm on perioodiline, kuid leidub ka 16pmatuid perioodilisi rithmi.
Naiide 5.18 Jadgiklassirithma (Z9, +) loenduv otseaste
ZQXZQXZQX...

on 16pmatu, kuid samas perioodiline, sest koik tema nullist erinevad elemendid on teist
jarku.

Lemma 5.19 Olgu (A, +) Abeli rihm ja p algarv. Siis hulk
A, ={ac A|(3k e NU{0}) ord(a) = p*}
on rihma A alamrihm.
TOESTUS. Kuna ord(0) =1 = p°, siis 0 € A, ja A, # 0.
Olgu a,b € A,, s.t. ord(a) = p* jaord(b) = p, kus k, 1 € NU{0}. Siis pm>**D (a+b) = 0
ning jérelikult a+ b jirk peab jagama arvu p™>*!_ Seega on see jiark p aste ja a+b € A,.

Kui a € A, ja ord(a) = p*, siis lemma 5.13 pohjal ord(—a) = ord(a) = p* ja seega
—a € A,. O

Definitsioon 5.20 Hulka A, nimetatakse Abeli rithma (A, +) p-komponendiks.
Néiide 5.21 Abeli rithma (Zay, +) 3-komponent on alamriihm {8,16,0}.

Téahistame siimboliga P koigi algarvude hulka.
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Teoreem 5.22 Perioodiline Abeli riithm on oma p-komponentide otsesumma.

TOEsTUS. Niitame, et

A=A,

peP

Selleks toestame, et A C > p A, (vastupidine sisalduvus on ilmne). Olgu a € A suvaline

element ja olgu tema jirk n. Kuin = 1, siis a = 0 ja a € Zpep A, Kui n # 1, siis

aritmeetika pohiteoreemi pohjal n = plfl ...p%, kus py,...,ps on paarikaupa erinevad
algarvud ja ki, ..., ks on naturaalarvud. Téahistame
n
ng ‘= ——-
;'

Siis SUT(nl,...,ns) = 1 ja lause 5.4 iildistuse tottu leiduvad wq,...,u, € Z nii, et
wing + ... +usn, = 1. Jarelikult

a=1-a=(un+...+umns)a=una+...+ umnsa.
Kuna iga i € {1,..., s} korral
pf (una) = (pfiuini)a = (uipfini)a = (un)a = u;(na) = 0,

siis elemendi u;n;a jark on pf ‘ jagaja, seega p; aste. Jarelikult iga ¢ korral u;,n,a € A,, ja
a€ ) cpAp

Veel tuleb néidata, et rithma A alamrithmade A,, p € P, summa on otsesumma.
Kasutame selleks teoreemi 1.86 tingimust 2. Olgu ¢ mingi algarv ja oletame, et a €
Ag N Y ep iy Ap- Bt a € Ay, siis ord(a) = ¢* mingi k € NU {0} korral. Teisest kiiljest
a € Y cp g Ap Jaseega leiduvad py, ..., ps € P\ {q}, elemendid ay,, ..., ap, € A jaarvud
ki,..., ks € NU{0} nii, et

a = Qp + ...+ G,

ja ord(a,,) = pf Olgu n = pi' ... ph. Siis na = nay, + ...+ na,, = 0, millest jareldub,
et ¢* = ord(a) | n. Aritmeetika pdhiteoreemi tdttu on see voimalik vaid siis, kui k = 0.
Jérelikult ord(a) = ¢° = 1 ehk a = 0. Sellega oleme niidanud, et

A0 >0 A, ={0}.
peP\{q}

Jarelikult A on alamrithmade A,, p € P, otsesumma. O

5.4 Loplikud Abeli p-rithmad

Definitsioon 5.23 Olgu p algarv. Rithma nimetatakse p-rithmaks, kui tema iga ele-
mendi jark on p aste.

Niide 5.24 Riithm (Zg;, +) on 3-rithm, sest tema iga elemendi jérk peab olema 3* = 81
jagaja, seega 3 aste.

Lopliku Abeli rithma p-komponendid on definitsiooni jargi p-rithmad ja me teame, et
16plik Abeli rithm esitub oma p-komponentide otsesummana. Seega 16plike Abeli rithmade
kirjeldamiseks piisab, kui me oskame kirjeldada loplikke Abeli p-rithmi. See ongi selle
paragrahvi pohieesmark.

Alustuseks toestame iihe kasuliku teoreemi.
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Teoreem 5.25 (Cauchy) Olgu p algarv. Kui (A,+) loplik Abeli rihm ja p | |A|, siis
rithmas A leidub element, mille jirk on p.

TOESTUS. Toestame véite induktsiooniga rithma A jargu |A| jargi.
Alus. Kui |A| = p, siis selles rithmas peab leiduma element a # 0. Kuna ord(a) # 1
ja ord(a) jagab rithma jarku p, siis ord(a) = p. See tdhendab, et A on tsiikliline rithm
tekitajaga a.
Samm. Eeldame, et |A| > p ja et viide kehtib viiksema elementide arvuga rithmade korral.
Oletame, et rithmal A ei ole mittetriviaalseid péarisalamrithmi. Siis lause 5.16 pohjal on A
tsiikliline rithm jarguga p, seega sisaldab p-ndat jarku elementi.

Vaatleme niitid juhtumit, kus A sisaldab mittetriviaalset parisalamriithma B. Lagran-
ge'l teoreemi (teoreem 1.46) pohjal

Al =[A/B] - |B],

kusjuures |B| < |A| ja seega ka |A/B| < |A|. Kuna p | |A] ja p on algarv, siis on 2
voimalust.

1) p | | B]. Siis induktsiooni eelduse pohjal rithm B sisaldab p-ndat jarku elementi ning
selle elemendi jéark on p ka rithmas A.

2) p | |A/BJ. Sel juhul faktorrithm A/B rahuldab ka induktsiooni eeldust ja peab
sisaldama mingit p-ndat jarku elementi a + B. Olgu n := ord4(a). Kuna na = 0, siis ka

n(a+ B)=(na)+ B=0+B =B

faktorriihmas A/B. Lause 5.11 tottu p | n, jarelikult pk = n mingi £ € N korral. Kuna
orda(a) = pk, siis jareldusest 5.15 saame, et ord4(ka) = p. 0

Jareldus 5.26 Loplik Abeli rihm on p-rihm parajasti siis, kui tema jirk on p aste.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu A 16plik Abeli p-rithm. Oletame vastuvéiteliselt, et |A| ei
ole p aste, siis ta jagub mingi teise algarvuga ¢. Teoreemi 5.25 pohjal leidub rithmas A
g-ndat jarku element, mis on vastuolus sellega, et A on p-rithm.

Pusavus. Olgu |A| = p™. Siis lause 5.9 pohjal iga A elemendi jark on p" jagaja, seega p
aste. O

Jérgnev teoreem annab 1oplike Abeli p-rithmade kirjelduse.
Teoreem 5.27 Loplik Abeli p-riihm on oma mingite tsikliliste alamrihmade otsesumma.

TOESTUS. Jérelduse 5.26 pohjal on 16pliku Abeli p-rithma jark algarvu p aste. Toestame
teoreemi induktsiooniga rithma jargu jargi.

Alus. Kui Abeli p-rithma jiark on p, siis teoreemi 5.25 pohjal sisaldab ta p-ndat jarku
elementi, seega on ta tsiikliline rithm ja meil on triviaalne otsesumma iihe otseliidetavaga.

Samm. Olgu A Abeli p-rithm ja |A| = p”, kus n > 2. Lihtne on n#ha, et hulk
pA={pa|ac A} CA

on rithma A alamriihm. Kui ord(a) = p*, siis jirelduse 5.15 pohjal ord(pa) = p*~1, seega
pA on samuti p-rithm. Kui oletada, et pA = A, siis

A=pA=p*A=. . =p"A={0},
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sest lause 5.9 pohjal on iga A elemendi jark p™ jagaja. Vastuoluline vordus A = {0}
naitab, et pA C A ja seega saame rithmale pA rakendada induktsiooni eeldust. Selle
pohjal leiduvad nullist erinevad elemendid pa, ..., pa, rithmas pA nii, et

pA = (par) + ...+ (pa). (26)

Tahistame
B:={a;)+...+{a,) <A

ja néitame, et see tsiikliliste alamrithmade summa on otsesumma. Selleks kontrollime
teoreemi 1.81 tingimust 3. Oletame, et

kvai + ...+ kya, =0, (27)

kus ki, ..., k. € Z. On 2 véimalust.
1) Igai e {1,...,r} korral p | k;, s.t. k; = pm; mingi m; € Z korral. Siis

mi(par) + ... +m.(pa,) =0,

kust vorduse (26) tottu 0 = m;pa; = k;a; iga i € {1,...,r} korral.
2) Leidub j € {1,...,r} nii, et p{ k;. Vordusest (27) saame, et

ki(pai) + ...+ k.(pa,) =0,

kust vorduse (26) tottu jareldub, et pk;a; = 0iga i € {1,...,r} korral, muuhulgas pk,a; =
0. Olgu ord(a;) = p°, e € NU {0}. Lause 5.11 pohjal p° | pk;. Kuna p 1 k;, siis p© | p ehk
e < 1. Jérelikult pa; = 0, vastuolu.

Kuna vordusest (27) jareldus, et kja; = ... = k.a, = 0, siis oleme toestanud, et

B={(a)+...4+{(a,) <A.

Téhistame
C:={a€A|lpa=0} <A

(s.t. C koosneb rithma A p-ndat jirku elementidest ja 0-st) ning néitame, et
A=B+C.
Selleks votame suvalise a € A. Siis pa € pA ja seega leiduvad ky, ..., k, € Z nii, et
pa = ki(par) + ...+ k.(pa,) .
Jarelikult p(a — kya; — ... — kya,) = 0 ehk
c:=a—kay—...—kya, €C.

See tdhendab, et
a=(kiay+...+ka,)+ce B+C.

Kui niitid B = A, siis on toestus 16ppenud. Kui B # A, siis C € B ja leidub mingi
element ¢; € C'\ B. Siis ¢; # 0 ja summa



on otsesumma, sest (c;) on tsiikliline rithm jiarguga p, seega lause 5.16 pohjal tema
alamrithm B N (c;) peab olema triviaalne, B N (¢;) = {0}. Niisiis

B, :B+<C1>

ja B < By < A. Kui niitid By = A, siis on vajalik esitus A jaoks olemas. Vastasel korral
kordame mottekéiiku valides mingi ¢ € C'\ Bj. Sarnaselt eelnevaga saame otsesumma

By = By +{c2) = B+ (c1) + {c2) -
Kuna A on 1oplik, siis pérast loplikku arvu samme jouame lahutuseni

A=B,=B4+{c))+...+{cs) =(a)+ ... F{a,) + {c1) + ...+ (cs).

Teoreemidest 5.22 ja 5.27 saame niiid jairgmise tulemuse.
Teoreem 5.28 Loplik Abeli rihm on oma mingite tsiikliliste alamriihmade otsesumma.

Jareldus 5.29 Rihm A on loplik Abeli rihm parajasti siis kui leiduvad nq,...,ng € N
nit, et A~ Zp, X ... X L,.

Loplike Abeli rithmade kirjelduse andis 1870. aastal Kronecker?. On voimalik tépsusta-
da, millisel kujul peavad arvud nq,...,ns olema.

Niide 5.30 Vaatleme 1oplikku Abeli rithma A = (Zi2,+). Selle rithma p-komponendid
on

A, ; {0}, kuip e P\ {2,3}.

Seega A = Ay + As. Teoreemi 1.87 pohjal on A isomorfne oma alamrithmade A, ja
As vilise otsesummaga, A ~ A ® Az. Et lopliku arvu rithmade véline otsesumma on
isomorfne nende otsekorrutisega, siis voime oelda, et

AZAQXA3224XZ3.

5.5 Vabad Abeli rithmad

Sarnaselt vektorruumidega saab Abeli rithmades rdikida lineaarkombinatsioonidest. Ai-
nus vahe on selles, et korpuse elementide asemel on téisarvud.

Definitsioon 5.31 Olguay,...,a, Abelirithma A elemendid ja olgu k1, ..., k, taisarvud.
Avaldist

k’l(ll + ...+ knan, (28)
aga ka selle avaldise poolt méa#ratud rithma A elementi, nimetatakse elementide a4, ..., a,
lineaarkombinatsiooniks. Arve kq, ..., k, nimetatakse selle lineaarkombinatsiooni kor-

dajateks. Lineaarkombinatsiooni nimetatakse triviaalseks, kui tema koik kordajad on
nullid.

9Leopold Kronecker (1823-1891) — preisi matemaatik
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Definitsioon 5.32 Abeli rithma A elementide siisteemi aq, ..., a, nimetatakse

e lineaarselt s6ltumatuks, kui

(Vkl,...,knEZ)(/{:lal—i—...—i—knan:O - ]{]1::]{?”:()),

e lineaarselt soltuvaks, kui ta ei ole lineaarselt soltumatu.

Lopmatut elementide siisteemi nimetatakse lineaarselt soltumatuks, kui tema iga loplik
alamsiisteem on lineaarselt soltumatu.

Vektorruumis on viahemalt kahest vektorist koosnev 1oplik vektorite siisteem lineaar-
selt soltumatu parajasti siis, kui selle siisteemi mingi vektor avaldub iilejédnud vektorite
lineaarkombinatsioonina. Abeli rithmade puhul see nii ei ole.

Niide 5.33 Vaatleme Abeli rithmas Z elementide 2 ja 3 lineaarkombinatsiooni
3:24(-2)-3=0.

Kuna kordaja 3 # 0, siis see siisteem on lineaarselt soltuv. Samas kumbki arvudest 2 ja 3
ei avaldu teise lineaarkombinatsioonina.

Definitsioon 5.34 Abeli rithma baasiks nimetatakse tema lineaarselt soltumatut moo-
dustajate siisteemi. Abeli rithma nimetatakse vabaks, kui temas leidub baas.

On voimalik toestada, et vaba Abeli rithma mistahes kaks baasi on sama voéimsusega.
Selles kursuses me seda toestust ei anna. Vaba Abeli rithma baasi voimsust nimetatakse
selle rithma astakuks.

Naiide 5.35 1. Abeli rithm Z xXZ = Z&Z komponenthaaval defineeritud liitmise suhtes on

vaba, kusjuures baasiks voib votta e; = (1,0), es = (0, 1) (aga ka naiteks (1,0), (0, —1)).
See siisteem on moodustajate siisteem, sest

(V(k,l) € Z X< Z)((k,1) = key + leg)
ja ta on lineaarselt soltumatu, sest
(Vk,l € Z)(key +les = (0,0) = (k,1) =(0,0) = k=0jal=0).

2. Rithm (Z,, +) ei ole vaba. Selles rithmas 1 on kiill moodustajate siisteem, aga ta on
lineaarselt soltuv, sest 2-1 =0, kuid 0 # 2 € Z.

Jirgnev tulemus néitab, et koik vabad Abeli rithmad on teatud mottes sarnased
néites 5.35 vaadeldud Abeli rithmaga.

Teoreem 5.36 Abeli riihm on vaba parajasti siis, kui ta on isomorfne lopmatute tsiikliliste
rihmade vilise otsesummaga.
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TOESTUS. P11sAvus. Teoreemi 5.5 pohjal on koik 1opmatud tsiiklilised rithmad isomorfsed
rithmaga (Z, +). Vaatleme vélist otsesummat @ »_._; A;, kus A; = (Z,+) iga i € I korral.
Tahistame iga i € I korral e; = (z;);er, kus

el

1, kuij=i,
TTTV 0, kuij i

Lihtne on aru saada, et {e; | ¢ € I} on Abeli rithma &
on vaba.

TARVILIKKUS. Olgu F' vaba Abeli rithm baasiga e = {e; | i € I}. On lihtne veenduda,
et hulgad Ze; = {ke; | k € Z} C F on rithma F' alamrithmad. Kuna e on moodustajate
siisteem, siis iga a € F' jaoks leiduvad iy,...,4, € [ ja ky,...,k, € Z nii, et

.1 Ai baas ning seega see rithm

a = ]{7161‘1 + ...+ k:nein € ZZ@Z

iel
Seega

F = ZZ@Z

Néitame, et see summa on otsesumma. Selleks vaatleme Abeli rithma F' moodulina iile
ringi Z ja kontrollime teoreemi 1.86 tingimust 3. Olgu iy, ...,4, € I paarikaupa erinevad
indeksid, kie;, € Ze;,, ..., kne;, € Ze;,, ning oletame, et

kleil + ...+ k‘nein =0.

Kuna e on lineaarselt soltumatu, siis k&1 = ... =k, = 0 ja seega kie;; = ... = kpe;, = 0.
Sellega oleme toestanud, et
F =Y Ze,.

Tdestuse lopetamiseks veendume, et Ze; ~ Ziga 1 € I korral. Selleks vaatleme kujutust
7 — Ze;, k+— ke;.
Kuna mistahes k,[ € Z korral
flk+1)=(k+ e = ke, +1le; = f(k)+ f(I),

siis f on rithmade homomorfism. On selge, et f on siirjektiivne. Kui ke; = f(k) = 0,
siis lineaarselt soltumatuse tottu k& = 0. Seega Ker(f) = {0} ja f on ka injektiivne.
Kokkuvottes f on isomorfism ja rithmad Ze;, ¢ € I, on lopmatud tsiiklilised rithmad. O

Lause 5.37 Iga Abeli riihm on isomorfne mingi vaba Abeli rihma faktorrihmaga.

TOESTUS. Olgu A suvaline Abeli rithm. Vaatleme hulka A indeksite hulgana ja moodus-
tame viélise otsesumma
Foe YA

a€A

kus A, = (Z,+) on tsiiklilised rithmad. Teoreemi 5.36 tottu on F vaba Abeli rithm.
Vaatleme kujutust

fiF = A (k)aca = Y kaa.

acA
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Kuna iildistatud jadas (kq)eca esineb 16plik arv nullist erinevaid téisarve, siis summa
Y wca kaa on samuti 16plik. Lihtne on veenduda, et f on rithmade homomorfism. Ta on
ka siirjektiivne, sest elemendi a € A originaaliks sobib jada, mille a-komponent on taisarv
1 ja iilejadnud komponendid on nullid. Rithmade homomorfismiteoreem (teoreem 1.54)
iitleb, et

A~ F/Ker(f).

O

Lopetuseks soovime uurida vabade Abeli rithmade alamriithmi. Selleks liheb meil vaja
kahte lauset.

Lause 5.38 Rihma (Z,+) alamrihmad on parajasti kujul mZ, kus m € N U {0}.

TOESTUS. On selge, et alamhulgad mZ C Z on alamrithmad. Niitame, et teisi alamrithmi
ei ole. Olgu H # {0} rithma Z alamrithm. Siis peab leiduma véhim naturaalarv m,
mis kuulub hulka H. Kuna H on alamrithm, siis mZ C H. Vastupidise sisalduvuse
toestamiseks votame suvalise a € H ja jagame selle jadgiga arvuga m:

a=mq+r, 0<r<m.

Et a,mq € H, siis kar =a—mq € H. Kui r # 0, siis oleme saanud vastuolu m valikuga.
Seega r = 0 ja a = mq € mZ. Niisiis H C mZ ja kokkuvottes H = mZ. a

Lause 5.39 Kui A on Abeli riihm, F' on vaba Abeli rihm ja f : A — F on sirjektiione
homomorfism, siis

A~ Ker(f)® F.

TOESTUS. Olgu {e; | i € I} vaba Abeli rithma F baas. Iga i € I jaoks valime elemendi
a; € A nii, et

f(ai) = €;.

Defineerime kujutuse g : F' — A vordusega
g(k,’1€i1 + ...+ k‘nezn) = k:lail + ...+ knain.

See kujutus on korrektselt defineeritud, sest rithma F' iga element avaldub iiheselt sum-
mana kie;, + ...+ kpe;,, kus 41,...,%, € I on paarikaupa erinevad ja ki,...,k, € Z.
Lihtne on néha, et g on rithmade homomorfism. Kuna

(fg)(kleil + ...+ kn62n> = f(k;lail + ...+ knaln) = k1f<ail) + ...+ k:nf(azn)
= kleil + ...+ knein,

siis fg = 1p. Sellest jareldub, et kujutus g on iiksiihene. Seega
C:=Im(g) ~ F,
kus C' on rithma A alamrithm. Tdestame, et
A=Ker(f)+C.
Kui a € A, siis
fla—=(gf)(a)) = fa) = (fgf)(a) = f(a) — f(a) = 0.
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Seega b:=a—(gf)(a) € Ker(f) jaa =b+g(f(a)) € Ker(f)+ C. Niisiis A = Ker(f) +C.
Kui a € Ker(f) N C, siis leidub x € F nii, et a = g(x). Jarelikult

v = (f9)(x) = f(a) =0,

kust a = g(z) = ¢g(0) = 0. Seega Ker(f)NC = {0} ja A = Ker(f)+C ténu teoreemile 1.81.
Teoreemi 1.87 pohjal
A~Ker(f)®C ~Ker(f)d F.

O

Teoreem 5.40 Lopliku baasiga vaba Abeli rihma iga nullist erinev alamriihm on vaba.

TOEsTUS. Toestame induktsiooniga n jargi, et kui F' on vaba Abeli rithm, milles leidub
n elemendist koosnev baas, siis igas tema nullist erinevas alamrithmas leidub {limalt n
elemendist koosnev baas.

Alus. Kui baasis on 1 element, siis on meie Abeli rithm isomorfne rithmaga (Z, +). Selle
nullist erinevad alamrithmad on lause 5.38 pohjal kujul mZ, m € N, ja need on samuti
vabad Abeli rithmad 1 baasielemendiga m.

Samm. Olgu n > 1 ja eeldame, et viide kehtib Abeli rithmade jaoks, kus on baas, mille
elementide arv on < n. Vaatleme vaba Abeli rithma, kus on olemas n elemendist koosnev
baas. Teoreemi 5.36 toestuse pohjal on see rithm isomorfne rithmaga

F=71®.. ®Z, =7, X...X Zy,,

kus Z; = (Z,+) igai € {1,...,n} korral. Piisab, kui tdestada véide rithma F' jaoks.
Olgu B # {(0,...,0)} rithma F alamrithm ja niitame, et B on vaba. Vaatleme kuju-
tust
f:F =27y, (ki,koy... kn)— k1.

See on kahtlemata siirjektiivne rithmade homomorfism. Tahistame [’ := f|g: B — Z; ja
B’ :=Ker(f') ={be B f(b) = 0}. Siis

B CKer(f) = {(0,kn, ... ko) | Koo' by € LY = Zo % ... X Z.

Vabas Abeli rithmas Zs X ... X Z,, leidub n — 1 elemendist koosnev baas (jirjendid, mille
iiks komponent on 1 ja iilejadnud 0-d) ja B’ on isomorfne selle alamrithmaga. Induktsiooni
eelduse pohjal kas B’ on nullalamrithm v6i ta on vaba Abeli rithm, milles leidub iilimalt
n — 1 elemendist koosnev baas.

Homomorfismi f’': B — Z;,b+ f(b) puhul on kaks voimalust.

1) Im(f") = {0}. Siis iga (I3,1s,...,l,) € B korral l; = 0, seega B C Ker(f). Nii nagu
eespool B’ jaoks, saame jareldada, et B on vaba Abeli rithm, milles leidub iilimalt n — 1
elemendist koosnev baas.

2) Im(f") # {0}. Siis Im(f’) < Z; on iihe baasielemendiga vaba Abeli rithm, nagu
nédgime induktsiooni eelduses. Vaatleme siirjektiivset homomorfismi

"B —TIm(f), b~ f'(b) = f(b).
On selge, et Ker(f"”) = Ker(f") = B’. Lause 5.39 pohjal
B~ Ker(f") ® Im(f") = B @& Im(f").

Seega B on vaba Abeli rithm, milles leidub iilimalt (n — 1) + 1 = n elemendist koosnev
baas. a
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