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Pinna vorrandid

Kolmemaddtmelises eukleidilises ruumis E3 on antud ristreeper

{0; €1, €3, €3}, sellega m3iratud ristkoordinaadid on z,y, z. Tasandilise
joone korral on kaks v&imalust: kas ilmutamata vérrand F(z,y) = ¢ vai
parameetriline vdrrand r(t) = (z(t), y(t)).

Analoogiliselt pinna vérrandi korral on ka kaks vGimalust:

@ Pind on miiratud ilmutamata vérrandi F(z,y, z) = ¢ abil, kus
F(z,y, z) on kolmemuutuja (I8pmata diferentseeruv) funktsioon ja
c on reaalarv. Pinnaks nimetatakse ruumi E2 punktihulka .S, mille
iga punkti koordinaadid rahuldavad vdrrandit F(x,y,z) = c.
Sellisel juhul Geldakse, et pind on funktsiooni F' tasemepind
kdrgusega c. Kui F' on n-astme poliinoom, siis pinda nimetatakse
n-jarku algebraliseks pinnaks.

@ Pind on mé&aratud parameetrilise v&rrandi
x = ¢(u,v),y = ¥(u,v),z = {(u,v) abil, kus u, v on pinna
parameetrid, ¢, v, on kahemuutuja (I8pmata diferentseeruvad)
funkt5|oon|d maaramlspllrkond on hulk D C R2. Sageli kirjutatakse

Pinna maiste. Teist jarku pinnad. Analiiiitiline geomeetria



Tasand

@ Tasandi iildvérrand on Az + By + Cz+ D = 0.
See on ilmutamata vdrrand F'(x,y, z) = ¢, kus
F(z,y,z) = Ax + By+ Cz jac= —D.
Tuletame meelde, et vektor N = (A4, B, C) on tasandi
normaalvektor. Kui tasandi normaalvektor on N = (A, B, C) ja

tasand |3bib punkti P(xg, Yo, 20), siis sellise tasandi iildvérrand on
A(x — x0) + By — yo) + C(z — 29) = 0.

@ Tasandi parameetriline vérrand on

€T =

y =
zZ =

a1u + b1v + xg,
asu + bav + o,
asu + bgv + 2z,

kus {@ = (a1, az,as),b = (by, ba, b3)} on tasandi riht
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Sfaariks nimetatakse fikseeritud punktist C' (keskpunkt) vdrdsetel
kaugustel asuvate punktide hulka. Kui 7 on C kohavektor, R on sfiari
raadius ja 7 on sfaari suvalise punkti kohavektor, siis sfaari vektorv&rrand
on

|7 — 75| = R.

1. Sfaari ilmutamata vdrrand. Sfaari vektorvdrrandist jareldub, et sfaari
vorrand ristkoordinaatides on jargmine

(z —20)* + (y — 90)* + (2 — 20)* = R?, (0.1)

kus 7o = (0, Yo, 20) on sfadri keskpunkt ja R > 0 on raadius.
On ilmne, et vdrrand (0.1) on sfaari ilmutamata vdrrand, kus

F(IE, Y, Z) = (I - 1‘0)2 + (y - y0)2 + (Z - 20)23
¢ = R

Seega sfadr on teist jarku pind.
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2. Sfaari parameetriline vdrrand on

r = R cosusinv+ xg,

R sinu sinv + yq,

z = R cosv+ 2,

kus D = {(u,v) : 0 <u<2m,0<v <7} CR2%
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P6o6rdpind

Oletame, et xy-koordinaattasandil on antud joon nii, et kas joon asub
xy-koordinaattasandi iilemisel pooltasandil ( st joone suvalise punkti
korral teine koordinaat rahuldab tingimust y > 0) v8i a-koordinaattelg on
joone siimmeetriatelg.

Antud joone pddramisel imber z-telje (poordetelg) tekib pind ja vastavat
pinda nimetatakse podrdpinnaks. Joont nimetatakse p&drdpinna
profiiljooneks.

1. P6ordpinna ilmutamata vérrand:

poordpinna ilmutamata vdrrandi koostamiseks eeldame, et on antud
profiiljoone ilmutamata vdrrand f(x,y) = c. Kui profiiljoont pdérame
timber x-telje, siis podrdpinna ilmutamata vérrand on

flx,vVy?+22)=c.

Jarelikult poordpinna ilmutamata vdrrandi koostamiseks profiiljoone
vdrrandis muutujat y asendame avaldisega /y? + 22, st

fly)=c = flz,Vy?+22)=c
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P6ordpinna parameetriline vérrand

2. Poordpinna parameetriline vérrand. Eeldame, et on antud profiiljoone
parameetriline v8rrand r(t) = (z(t),y(t)), kus t € I C R ja suvalise ¢
korral y(t) > 0. Leiame p&érdpinna parameetrilise vdrrandi.

P&ordpinna parameetriline vrrand on

r(u,v) = (x(u),y(u) cos(v),y(u) sin(v)),
kus (u,v) € D =1 x [0, 27].

Naide
Huvitav joon on aheljoon. Vabalt rippuv elastne (kuid mitte venitatav)
kett (raskusjéu toimel) vétab aheljoone kuju. Leibniz, Huygens, Johann

Bernulli lahendasid probleemi aheljoone vérrandi leidmisega ja naitasid, et
aheljoone (catenary) vérrand on

y=a cosh(g)7

kus a > 0 on mingi konstant.
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Katenoid

Kui aheljoont péérame iimber z-koordinaattelje (aheljoon on profiiljoon),
siis vastavat poordpinda nimetatakse katenoidiks. Leiame katenoidi
parameetrilise vorrandi. Aheljoone parameetriline vorrand on
r(t) = (t,a cosh(L)) (z on parameeter). Seega
U U
r(u,v) = (u,a cosh(—) cosw,a cosh(—) sinv).
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Joonis: Katenoid
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Leiame réngaspinna (toor) parameetrilise vérrandi.
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Ellipsoid

Olgu zy-koordinaattasandil antud ellips

,132 y2

Antud ellipsi podramisel limber x-telje tekib poordpind, mida nimetatakse
poordellipsoidiks. Pocrdellipsoidi vrrandi leidmiseks ellipsi vorrandis

asendame
y— Vy?+ 22
Saame ) ) )
x y z¢
StEtE=1
See on poordellipsoidi vérrand. Uldistame iilalpool kirjutatud v&rrandit
jargmiselt
2 2 2
x Y z
72+b72+072:1’ (0.2)

kus ¢ > 0. Ruumi punktihulka, mille iga punkti koordinaadid rahuldavad
vdrrandit (0.2), nimetatakse ellipsoidiks. Ellipsoid on teist jarku pind.
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Koonus

Olgu zz-koordinaattasandil antud sirge
z= -,
a
kus ¢ > 0,a > 0 on reaalarvud. Antud sirge pooramisel imber z-telje
tekib poordkoonus. Poérdkoonuse v&rrand on
2?2 22
'I‘)\/$2+y2, a72+¥7072:0

Antud vdrrandit vdime ildistada, kui v&rrandi teises liikmes a — b,b # a.
Ruumi punktihulka, mille iga punkti koordinaadid rahuldavad vérrandit
2?2 2
z
atE- e

nimetatakse teist jarku koonuseks.
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Hiiperboloidid

Olgu zz-koordinaattasandil antud hiiperbool

2 22

a? b
Hiiperbooli korral on kaks vdimalust, kas péérame imber z-telje v3i

poorame imber x-telje. Kui hiiperbooli pdérame iimber z-telje
(z — /2% + y?), siis tekib pddrdpind, mille vdrrand on

=1

332 y2 22

a2 a2 B2
Vérrandiga (0.5) méaaratud pinda nimetatakse lihekatteliseks
poordhiiperboloidiks. Kui hiiperbooli péorame limber x-telje

(z = Vy? + 22), siis tekib pédrdpind, mille vdrrand on

~1. (0.3)

77777 -1 (0.4)

Ruumi punktihulka, mille iga punkti koordinaadid rahuldavad vérrandit
(0.4), nimetatakse kahekatteliseks péérdhiiperboloidiks.
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Paraboloidid

Olgu zz-koordinaattasandil antud parabool

v =2p 2.

Parabooli korral on kaks voimalust, kas poérame iimber z-telje voi
po6drame limber z-telje. Kui parabooli p6orame iimber z-telje

(z — /2% + y?), siis tekib pd6rdpind,

22 +y? =2p 2, (0.5)

mille vdrrandit v8ime iildistada jargmiselt

% + %2 =2z (elliptiline paraboloid),
2 2
Tl 2z  (hiiperboolne paraboloid).
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Eksami kiisimused

@ Pinna vdrrandi mdiste. Sfaari vdrrandid.
@ Poodrdpinna mdiste. Pédrdpinna vdrrandid.

@ Ellipsoidi, koonuse, hiiperboloidi (iihekattelise ja kahekattelise) ja
paraboloidi (elliptilise ja hiiperboolse) v&rrand.
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