Analiutiline geomeetria

Il loeng. Kollineaarsed ja komplanaarsed vektorid. Baas,
reeper, koordinaadid.
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Koordinaadisusteemid

Koordinaadististeem tugineb kahele maistele:
@ vektori projektsioon teise vektori sihile
@ baas, reeper.

Olgu a1, s, ..., a, reaalarvud, @y, ds, ..., d, vektorid. Moodustame
algebralise avaldise

n
a161+a262+...+andn:Zaidi. (1)
i=1
Avaldist (1) nimetatakse vektorite @y, ds, . .., d, lineaarkombinatsiooniks
kordajatega a1, aa, ..., . Juhul, kui vahemalt liks kordajatest on

nullist erinev, lineaarkombinatsiooni (1) nimetatakse mittetriviaalseks
lineaarkombinatsiooniks ja vastasel juhul, kui kdik kordajad on korraga
nullid, nimetatakse triviaalseks lineaarkombinatsiooniks.
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Kollineaarsuse piisav ja tarvilik tingimus

Teoreem

Tasandilised vektorid @, ds on kollineaarsed vektorid parajasti sii, kui
leidub vektorite @1, ds mittetriviaalne lineaarkombinatsioon, mis on
vordne nullvektoriga, st leiduvad reaalarvud oy, as sellised, et nad ei ole
korraga nullid (st vdhemalt iiks nendest on nullist erinev) ja kehtib
vordsus

o101+ agdy = 6 (2)

Toestus. Tarvilikus:
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Kollineaarsuse piisav ja tarvilik tingimus

Teoreem

Tasandilised vektorid @, ds on kollineaarsed vektorid parajasti sii, kui
leidub vektorite @1, ds mittetriviaalne lineaarkombinatsioon, mis on
vordne nullvektoriga, st leiduvad reaalarvud oy, as sellised, et nad ei ole
korraga nullid (st vdhemalt iiks nendest on nullist erinev) ja kehtib
vordsus

o101+ agdy = 6 (2)

Toestus. Tarvilikus: (eeldame) kollineaarsed = kehtib (2). Kui
vdhemalt liks vektor on nullvektor (definitsiooni kohaselt sellisel juhul
vektorid on kollineaarsed), nt ds = 0, siis leiduvad reaalarvud aq, Qo
sellised, et kehtib (2). T&epoolest sellisel juhul vétame a3 = 0 ja a2 on
suvaline nullist erinev arv.
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Kollineaarsuse piisav ja tarvilik tingimus

Teoreem

Tasandilised vektorid @, ds on kollineaarsed vektorid parajasti sii, kui
leidub vektorite @1, ds mittetriviaalne lineaarkombinatsioon, mis on
vordne nullvektoriga, st leiduvad reaalarvud oy, as sellised, et nad ei ole
korraga nullid (st vdhemalt iiks nendest on nullist erinev) ja kehtib
vordsus

o101+ agdy = 6 (2)

Toestus. Tarvilikus: (eeldame) kollineaarsed = kehtib (2). Kui
vdhemalt liks vektor on nullvektor (definitsiooni kohaselt sellisel juhul
vektorid on kollineaarsed), nt ds = 0, siis leiduvad reaalarvud aq, Qo
sellised, et kehtib (2). T&epoolest sellisel juhul vétame a3 = 0 ja a2 on
suvaline nullist erinev arv.

Seega iildsust kitsendamata eeldame, et @; # 0,ds # 0.
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Kollineaarsuse piisav ja tarvilik tingimus

Kollineaarsete vektorite korral meil on ainult kaks voimalust, kas
dy 11 do vOi di |1 da.
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Kollineaarsuse piisav ja tarvilik tingimus

Kollineaarsete vektorite korral meil on ainult kaks voimalust, kas
ay T do voi dp |1 do. Samasuunaliste vektorite korral moodustame kaks
vektorid |62| ay ja ‘C_l'1| as.
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Kollineaarsuse piisav ja tarvilik tingimus

Kollineaarsete vektorite korral meil on ainult kaks voimalust, kas

ay T do voi dp |1 do. Samasuunaliste vektorite korral moodustame kaks
vektorid |d2| @ ja |@1| d2. Analoogiliselt vastassuunaliste vektorite korral
moodustame kaks vektorid |@2|d; ja —|d@1|d2. On lihtne niidata, et
kehtib

® |dz| @y = |d1] da, kui vektorid on samasuunalised, st d@; 11 da,
@ |d2|d; = —|d1| da, kui vektorid on vastassuunalised, st @; 1 do.

Sellest jareldub (2).
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Kollineaarsuse piisav ja tarvilik tingimus

Kollineaarsete vektorite korral meil on ainult kaks voimalust, kas

ay T do voi dp |1 do. Samasuunaliste vektorite korral moodustame kaks
vektorid |d2| @ ja |@1| d2. Analoogiliselt vastassuunaliste vektorite korral
moodustame kaks vektorid |@2|d; ja —|d@1|d2. On lihtne niidata, et
kehtib

® |dz| @y = |d1] da, kui vektorid on samasuunalised, st d@; 11 da,
@ |d2|d; = —|d1| da, kui vektorid on vastassuunalised, st @; 1 do.

Sellest jareldub (2).

Piisavus. Eeldame, et kehtib (2) = peame nditama, et vektorid on
kollineaarsed. Naitame jargmiselt: kuna arvud aj, as ei ole korraga
nullid, siis vdhemalt iiks nendest on nullist erinev, nt a;. Valemist (2)
jareldub, et

Qg

a4y = —— ds.
851

Vektori arvuga korrutamise definitsioonist niitid jareldub @ ||ds.
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Tahtsad jareldused

Toestatud teoreemist jareldub:

@ Kui dy,ds on kollineaarsed vektorid ja @ on nullvektorist erinev
vektor, siis vektor @y avaldub vektori @; kaudu jargmiselt

dy = ady,
kus « on reaalarv ja
asl .. - as|l ., -
o= |~7| (@1 11 d2), a0 = —T| (@ 11 do).
|1 | |1 |
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Tahtsad jareldused

Toestatud teoreemist jareldub:

@ Kui dy,ds on kollineaarsed vektorid ja @ on nullvektorist erinev
vektor, siis vektor @y avaldub vektori @; kaudu jargmiselt

(_1:2 = Cké_il,
kus « on reaalarv ja
asl .. - as|l ., -
o= |~7| (@1 11 d2), a0 = —T| (@ 11 do).
|1 | |1 |

@ Kui dy,ds on kollineaarsed vektorid ja @ on nullvektorist erinev
vektor, siis vektor dy avaldub jargmiselt

dy = |dz| €1 (@1 11 dz),d2 = —|d2| €1 (@1 |1 d2),

kus

on vektoriga @; samasuunaline ihikvektor.
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Baasi ja reeperi moisted

Olgu [ sirge eukleidilises ruumis E. Sirgel [ fikseerime kaks erinevat
punkti A, B € . Vektorit @ = AB nimetatakse sirge [ sihivektoriks. On
ilmne, et @ # 0. Kui @ # 0 on nullvektorist erinev vektor ja A € E on
eukleidilise ruumi punkt, siis vektor @ iiheselt maarab sirget [, mis labib
punkti A, ja vektor @ on sirge [ sihivektor.
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Baasi ja reeperi moisted

Olgu [ sirge eukleidilises ruumis E. Sirgel [ fikseerime kaks erinevat
punkti A, B € . Vektorit @ = AB nimetatakse sirge [ sihivektoriks. On
ilmne, et @ # 0. Kui @ # 0 on nullvektorist erinev vektor ja A € E on
eukleidilise ruumi punkt, siis vektor @ liheselt maarab sirget I, mis Iabib
punkti A, ja vektor @ on sirge [ sihivektor.

Kodigepealt naitame, kuidas toimub koordinaadisiisteemi konstrueerimine
vektorite abil ja alustame eukleidilisest tasandist E2.

Definitsioon

Vektorsiisteemi {d1,d2}, mis koosneb kahest mittekollineaarsest vektorist
a1, do, nimetatakse tasandi vektorite hulga E? baasiks. Vektoreid @, @
nimetatakse baasivektoriteks. Kolmikut {O; a1, dz2}, kus O on tasandi
punkt ja {d,d>} on tasandi baas, nimetatakse reeperiks. Punkti O
nimetatakse reeperi alguspunktiks.
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Vektori koordinaadid

Olgu {O;dy, d>} tasandi reeper. Esimene baasivektor @; maarab sirget
11, mis 1abib punkti O, ja d@; on selle sirge sihivektor. Analoogiliselt
sirget, mis on maaratud teise baasivektoriga ds, tahistame l5. On ilmne,
et sirged 1, l5 16ikuvad reeperi alguspunktis O.
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Vektori koordinaadid

Olgu {O;dy, d>} tasandi reeper. Esimene baasivektor @; maarab sirget
11, mis 1abib punkti O, ja d@; on selle sirge sihivektor. Analoogiliselt
sirget, mis on maaratud teise baasivektoriga ds, tahistame l5. On ilmne,
et sirged 1, l5 16ikuvad reeperi alguspunktis O.

Olgu 7 tasandi suvaline vektor. Rakendame vektori 7 alguspunktist O ja
saadud seotud vektori [6pp-punkti tahistame P. Edaspidi vektorit 7
nimetame punkti P kohavektoriks. Projekteerime punkti P sirgele I
paralleelselt sirgega 5 ja projektsioonipunkti tahistame P’. Vektorit oP’
nimetame vektori 7 projektsioonivektoriks vektori @ sihile. Vektori i~
projektsiooni vektor @y sihile defineerime valemiga

o pry, 7 =|OP|, kui OP' 11 a,

® pry 7= —|OP|, kui OP' 1] @,.
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Vektori koordinaadid

Joonisel ndeme, et OP’||d;. Kuna @; # 0, enne tdestatud teoreemist

jareldub, et vektori 7 projektsioonivektor OP’ avaldub baasivektori @;
kaudu. Toepoolest kui OP’ 11 dy, siis

\0_15’| . pre 7
.al — .

QL
[y

OoP =

|1

Teisel juhul opP 1} d; kehtib analoogiline valem

o OP! r- 7
opr = 0P G _Pan o
|1 | |1 |
Seega kehtib valem
op =Xal g
|1 | '
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tori koordinaadid

Projekteerides vektorit 7 teise vektori dsy sihile saame analoogilise valemi

oP" = Pla,” - da.
[

Joonisel ndeme, et ¥ = OP + OTD”, seega

Pra,” . pra,”

??: — cayl + - as.
|1 ||
Arvusid . .
pra, T Prz, T
1= —Z7,T2= =
ai | |2

nimetatakse vektori 7 koordinaatideks baasis {d@,d-}. Tasandi suvaline
vektor * avaldub baasivektorite kaudu

7= I 5:1 +$262. (3)
Mainime, et saab naidata, et koordinaadid on theselt maaratud. Kui

tasandi baas on fikseeritud, siis valemi (3) kuju v8ime lihtsustada

jargmiselt 7 = (x1, x9).
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Vektorite koordinaadid

Toestatud valemist jareldub

{> Tasandi suvalise vektori 7 saab alati esitada kahe mittekollineaarse
vektori @y, ds linearrkombinatsiooni kujul 7= 1 @7 + 2 ds, kus
kordajad x1, s on lheselt maaratud.
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Vektorite koordinaadid

Toestatud valemist jareldub

{> Tasandi suvalise vektori 7 saab alati esitada kahe mittekollineaarse
vektori @y, ds linearrkombinatsiooni kujul 7= 1 @7 + 2 ds, kus
kordajad x1, s on lheselt maaratud.

{> Tasandi kolme suvalise vektori 7, §,t korral leidub nende vektorite
mittetriviaalne lineaarkombinatsioon, mis on vdrdne nullvektoriga, st

Jo, 8,7 €R, aFf+B5+~t=0.
Vektori projektsioonil on jargmised omadused:

Y pra(f"—l- §) = praF"_ praz §,

W opra(a- 7) = a prgr.
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Liitmine ja korrutamine koordinaatides

Olgu {O; a1, d>} tasandi E? suvaline reeper. Olgu (ay,az) ja (b1, b2)
vektorite @, b koordinaadid baasis {1, d2}, st vdime kirjutada
d = (ay,a2),b = (by,bs). Vektori projektsiooni omadustest jareldub, et

G4+b= (a1 +b1,a0 +b2), a-d=(xar,aas).
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Liitmine ja korrutamine koordinaatides

Olgu {O; a1, d>} tasandi E? suvaline reeper. Olgu (ay,az) ja (b1, b2)
vektorite @, b koordinaadid baasis {1, d2}, st vdime kirjutada
d = (ay,a2),b = (by,bs). Vektori projektsiooni omadustest jareldub, et

G4+b= (a1 +b1,a0 +b2), a-d=(xar,aas).

Tasandi baasi {€1, €} nimetatakse ortonormeeritud baasiks v3i
ristbaasiks, kui baasivektorid on teineteisega risti €; L €5 ja baasivektorid
on iihikvektorid |€1]| = |€2| = 1. Tasandi reeperit {O; €1, €2} nimetatakse
ristreeperiks, kui {€7, €} on ortonormeeritud baas. Ristreeperiga
maaratud koordinaate nimetatakse ristkoordinaatideks. Jargnevas
kasutame ristbaasi selle parast, et valemite kuju ristkoordinaatides on
kompaktsem ja lihtsam, kui suvalistes koordinaatides. Naiteks vektori 7
ristprojektsioon iihikvektori € sihile avaldub jargmiselt

pror = |F] cos Z(T, €).
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Ristkoordinaadid

Siit kohe jareldub, et ortonormeeritud baasi {€}, €} korral suvalise
vektori 7 saab kirjutada kujul

7 = |F] cos L(7,€1) - €1 + || cos L(T, ) - €.
Antud valem naitab, et vektori 7 koordinaadid ortonormeeritud baasis
saab arvutada jargmiselt

7= (|7 cos Z(7, &), 7] cos £(F,&)).

Olgu {O;dy, d>} tasandi mingi reeper ja P tasandi suvaline punkt.
Vektorit # = OP nimetatakse punkti P kohavektoriks, seda naitame
jargmiselt P(7). Punkti P koordinatideks v8tame selle kohavektori 7
koordinaadid. Seega kui ¥ = (x1,z2) on tasandi punkti P kohavektor, siis
punkti P koordinaadid on (x1,x2), kirjutame P(z1,x2). Kui P(z1,22),
Q(y1,y2), siis kehtib PQ = (y1 — x1,y2 — x2). Kui P(z1,22) ja
@ = (a1, az2) ja vektor @ rakendatud punktist P annab seotud vektori PQ),
siis 18pp-punkti @ koordinaadid leiame jargmiselt Q(z1 + a1, 2 + a2).
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Vektorid ruumis E?

Niiiid vaatleme kolmem&&tmelist ruumi E3. Kolmemddtmelises ruumis
kehtib teoreem

Teoreem

Kolm vektorit a, l;, ¢ on komplanaarsed parajasti siis, kui leidub vektorite
a, b, ¢ mittetriviaalne lineaarkombinatsioon, mis on vérdne nullvektoriga,
st leiduvad arvud o, 3,y € R, mis ei ole korraga nullid, sellised, et kehtib

a-di+B-b+B-b=0.
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Vektorid ruumis E?

Niiiid vaatleme kolmem&&tmelist ruumi E3. Kolmemddtmelises ruumis
kehtib teoreem

Teoreem

Kolm vektorit d, 5, ¢ on komplanaarsed parajasti siis, kui leidub vektorite
a, b, ¢ mittetriviaalne lineaarkombinatsioon, mis on vérdne nullvektoriga,
st leiduvad arvud o, 3,y € R, mis ei ole korraga nullid, sellised, et kehtib

a-@+B-b+B-b=0.

Definitsioon

Vektorsiisteemi {1, @2, a3}, kus @; € E® i = 1,2, 3, nimetatakse ruumi
E?3 baasiks, kui vektorid @y, @, @3 on mittekomplanaarsed. Baasi
€1, €2, €3 nimetatakse ortonormeeritud baasiks voi ristbaasiks, kui
baasivektorid on teineteisega risti ja koik baasivektorid on iihikvektorid.
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Koordinaadid ruumis

Kui O € E® on ruumi mingi punkt ja {@1, a2, ds} on ruumi baas, siis
{0; d,, ds, d3} nimetatakse ruumi reeperiks. Reeper maarab ruumis
koordinaadisiisteemi. Nii nagu tasandi korral, ruumi koordinaadisiisteemi
konstrueerimiseks kasutame punkti (vektori) projekteerimist. Ruumis on
kaks projekteerimist,

& projekteerimine sirgele (vektori sihile) paralleelselt tasandiga,

® projekteerimine tasandile paralleelselt sirgega.

Projekteerimised on naidatud jargmisel slaidil.
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Koordinaadid

Kdigepealt eeldame, et ruumis on antud reeper {O; @1, d2, ds}. lga
baasivektor m3arab iheselt sirget, mis 13bib alguspunkti O (seega
baasivektor on sirge sihivektor). Vastavaid sirgeid tahistame [y, [, 3.
Sirged [y, 15,13 on koordinaatteljed ja koos nad moodustavad
koordinaadisusteemi teljestiku.
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Koordinaadid

Kdigepealt eeldame, et ruumis on antud reeper {O; @1, d2, ds}. lga
baasivektor m3arab iheselt sirget, mis 13bib alguspunkti O (seega
baasivektor on sirge sihivektor). Vastavaid sirgeid tahistame [y, [, 3.
Sirged [y, 15,13 on koordinaatteljed ja koos nad moodustavad
koordinaadististeemi teljestiku.

Niiid moodustame vektorite paarid (a1, ds), (d2, ds), (d1,ds). lga paar
on mittekollineaarsed vektorid (miks?), seega vektorite iga paar m3arab
theselt tasandit, mis labib reeperi alguspunkti O. Vastavat tasandit
tahistame ¥15, %23, %T13. Tasandeid T15,To3,T13 nimetatakse
koordinaattasanditeks.
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Koordinaadid

Kdigepealt eeldame, et ruumis on antud reeper {O; @1, d2, ds}. lga
baasivektor m3arab iheselt sirget, mis 13bib alguspunkti O (seega
baasivektor on sirge sihivektor). Vastavaid sirgeid tahistame [y, [, 3.
Sirged [y, 15,13 on koordinaatteljed ja koos nad moodustavad
koordinaadististeemi teljestiku.

Niiid moodustame vektorite paarid (a1, ds), (d2, ds), (d1,ds). lga paar
on mittekollineaarsed vektorid (miks?), seega vektorite iga paar m3arab
theselt tasandit, mis labib reeperi alguspunkti O. Vastavat tasandit
tahistame ¥15, %23, %T13. Tasandeid T15,To3,T13 nimetatakse
koordinaattasanditeks.

Olgu P ruumi suvaline punkt ja 7 selle punkti kohavektor. Vaatleme
rohelist kolmnurka APPP’. Selle kolmnurga tipp P’ on saadud kahe
erineva projekteerimise abil, kus
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Vektori koordinaadid

@ esimene projekteerimine toimub jargmiselt: punkti P projekteerime
P — P koordinaattasandile T, paralleelselt sirgega I3 ja seejarel
punkti P projekteerime P — P’ sirgele I; parallelselt sirgega lo;

@ teine projekteerimine on punkti P projektsioon P — P’ sirgele [y
paralleelselt koordinaattasandiga T3

Siin on t3htis (ja seda ndeme joonisel), et mdlemad projekteerimised
annavad iihe ja sama punkti P’! Joonis naitab, et kehtivad valemid

7=OP =OP+OP" = OP' + OP" + OP",

seega
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Joonis
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Koordinaadid ruumis

Seega
a7 a7 Fa. T
= pfl 51+pj2 52+p33 - ds.
ai | as| ||
Reaalarve .
Pra, prg, T Prz, 7
Tl = —3 , L2 = y £3 = T3 )
|1 | ] |as|

nimetatakse vektori 7 (punkti P) koordinaatideks baasis {1, dz, a3}
(reeperis {O;dy, da,ds}). Seega

3
F:z1~d'1+352'[1’2+x3~&'3: E :TJZ(_J:Z
i=1

Jargnevas kirjutame 7 = (21, z2,23) ja P(x1,x2,x3).
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Vektorite koordinaadid

Tuletatud valemist jareldub

¢ Ruumi suvalise vektori 7 saab alati esitada kolme mittekomplanaarse
vektori @1, ds, as linearrkombinatsiooni kujul

F:$161 +.’E2(_1:2+5E36_L'3,

kus kordajad x1,x2, x5 on liheselt maaratud.

Il loeng. Kollineaarsed ja komplanaarsed vektorid. Baas, reeper, |  Analiiiitiline geomeetria



Vektorite koordinaadid

Tuletatud valemist jareldub

¢ Ruumi suvalise vektori 7 saab alati esitada kolme mittekomplanaarse
vektori @1, ds, as linearrkombinatsiooni kujul

F:$151 +x262+:c3&'3,

kus kordajad x1,x2, x5 on liheselt maaratud.

¢ Ruumi nelja suvalise vektori 7, s, t, ¥ korral leidub nende vektorite
mittetriviaalne lineaarkombinatsioon, mis on vdrdne nullvektoriga, st

Jo, B,y €R, aFf+pB5+~t+A7=0.
Ruumis projekteerimisel vektori sihile paralleelselt tasandinga omadused:

M pra(F+ 8) = pra 7+ prz S,

I oprg(a- 7) = a prgf.
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Tehted vektoritega koordinaatides

Projektsiooni omadustest jareldub, et kui

T = ($1,$2,1‘3),§: (ylayQay3)v

siis

r+§ (1 + Y1, 22 + Y2, T3 + U3),
at” = (ax,aze,axs). (4)
Ristbaasis kehtib valem

7= |F] cos L(T,€1) - €1 + || cos L(F, ) - € + || cos £(T, €3) - €.

Analiiiitiline geomeetria
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Orientatsiooni moiste

Vektorid @1, @, rakendame punktist O ja olgu OA, OB vastavad seotud
vektorid. Péorama esimest seotud vektorit OA iimber rakenduspunkti O
lihemat teed pidi seotud vektorile OB ja kui see toimub kella osuti
lilkumise suunale vastupidises suunas (samas suunas), siis 6eldakse, et
reeperi {O; 1, ds} orientatsioon on parema kde (vasaku kie)
orientatsioon ja repeerit nimetatakse parema kae (vasaku kae) reeperiks.
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Orientatsiooni moiste

Vektorid @1, @, rakendame punktist O ja olgu OA, OB vastavad seotud
vektorid. Péorama esimest seotud vektorit OA iimber rakenduspunkti O
lihemat teed pidi seotud vektorile OB ja kui see toimub kella osuti
lilkumise suunale vastupidises suunas (samas suunas), siis 6eldakse, et
reeperi {O; 1, ds} orientatsioon on parema kde (vasaku kie)
orientatsioon ja repeerit nimetatakse parema kae (vasaku kae) reeperiks.

Olgu ruumis antud reeper [O; {€1, €2, €5}]. Baasivektoreid rakendame
alguspunktist O ja olgu OA, OB, OC vastavad seotud vektorid. Kui
esimese seotud vektori OA pdore (iimber rakenduspunkti O) liihemat
teed pidi seotud vektorile OB jilgituna seotud vektori OC' |5pp-punktist
toimub kella osuti liilkumise suunale vastupidises suunas, siis oeldakse, et

reeperi orientatsioon on parema kae orientatsioon ja reeperit ruumis
nimetatakse parema kae reeperiks. Mainime, et ruumis on kaks
orientatsiooni.
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Polaarkoordinaadid

Tasandi teine koordinaadisiisteem, mida jargnevas kasutame, on
polaarkoordinaadististeem. Polaarkoordinaadisiisteem on taielikult
maaratud, kui on antud
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Polaarkoordinaadid

Tasandi teine koordinaadisiisteem, mida jargnevas kasutame, on
polaarkoordinaadististeem. Polaarkoordinaadisiisteem on taielikult
maaratud, kui on antud

@ punkt O (nimetatakse pooluseks);
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Polaarkoordinaadid

Tasandi teine koordinaadisiisteem, mida jargnevas kasutame, on
polaarkoordinaadististeem. Polaarkoordinaadisiisteem on taielikult
maaratud, kui on antud

@ punkt O (nimetatakse pooluseks);
@ punktist O lahtuv kiir I (nimetatakse polaarteljeks).

Kui P on tasandi suvaline punkt, siis selle polaarkoordinaadid on (r, ¢),
kus 7 on 18igu OP pikkus, st r = |OP|, ja ¢ on nurk, mida mdddetakse
kiirest [ vastu paeva. Esimest koordinaati  nimetatakse polaarraadiuseks
ja teist koordinaati ¢ nimetatakse polaarnurgaks. Mainime, et polaarnurk
erineb vektorite vahelisest nurgast, sest polaarnurga moiste kasutab
tasandi orientatsiooni (¢ mdnikord nimetatakse orienteeritud nurgaks).
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Polaarkoordinaadid

Koordinaadisiisteemi printsiip (punktid liks-iiheses vastavuses
arvupaaridega) on rikutud kahes aspektis. Esiteks, kui punkt on poolus,
siis polaarnurk ei ole maaratud.

Il loeng. Kollineaarsed ja komplanaarsed vektorid. Baas, reeper, |  Analiiiitiline geomeetria



Polaarkoordinaadid

Koordinaadisiisteemi printsiip (punktid liks-iiheses vastavuses
arvupaaridega) on rikutud kahes aspektis. Esiteks, kui punkt on poolus,
siis polaarnurk ei ole maaratud. Kui tahetakse, et
polaarkoordinaadisiisteem oleks korrektne (diferentsiaalgeomeetrias), siis
poolust eemaldatakse (pooluses |abi torgatud tasand, punctured plane)
vOi teiste sOnadega postuleeritakse, et polaarkoordinaatide
maaramispiirkond on E2\ {O}.
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Polaarkoordinaadid

Koordinaadisiisteemi printsiip (punktid liks-iiheses vastavuses
arvupaaridega) on rikutud kahes aspektis. Esiteks, kui punkt on poolus,
siis polaarnurk ei ole maaratud. Kui tahetakse, et
polaarkoordinaadisiisteem oleks korrektne (diferentsiaalgeomeetrias), siis
poolust eemaldatakse (pooluses |abi torgatud tasand, punctured plane)
vOi teiste sOnadega postuleeritakse, et polaarkoordinaatide
maaramispiirkond on E?\ {O}. Teiseks, polaarnurk ei ole iiheselt
madaratud, sest kui r on fikseeritud, siis ¢ ja ¢ + 2w k maaravad lhte ja
sama punkti. Siin on kaks v3imalust, kas nduame 0 < ¢ < 27 voi
arvupaarid (r, ¢), (r, ¢ + 2m k) samastame, st (r,¢) = (r, ¢ + 27 k).
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Polaarkoordinaadid

Koordinaadisiisteemi printsiip (punktid liks-iiheses vastavuses
arvupaaridega) on rikutud kahes aspektis. Esiteks, kui punkt on poolus,
siis polaarnurk ei ole maaratud. Kui tahetakse, et
polaarkoordinaadisiisteem oleks korrektne (diferentsiaalgeomeetrias), siis
poolust eemaldatakse (pooluses |abi torgatud tasand, punctured plane)
vOi teiste sOnadega postuleeritakse, et polaarkoordinaatide
maaramispiirkond on E?\ {O}. Teiseks, polaarnurk ei ole iiheselt
madaratud, sest kui r on fikseeritud, siis ¢ ja ¢ + 2w k maaravad lhte ja
sama punkti. Siin on kaks v3imalust, kas nduame 0 < ¢ < 27 voi
arvupaarid (r, ¢), (r, ¢ + 27 k) samastame, st (r,¢) = (r, ¢ + 27 k). Kui
tasandil on antud ristreeper {O; €}, €5}, kusjuures alguspunkt O asub
pooluses, baasivektor €| asub kiirel [, siis ristkoordinaadid avalduvad
polaarkoordinaatide kaudu jargmiselt (vt joonis):

T =71 Ccos ¢, y=r sin ¢.
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Silindrilised koordinaadid (ruumis) on t&ielikult maaratud, kui on antud
punkt O, sellest punktist |ahtuv kiir [ ja tihikvektor 72, mis on risti [, st
7i L 1. Konstrueerime ristreeperi {O; €1, €3, €3} nii, et alguspunkt on
punkt O, € on [ sihivektor, €5 = 7i ja reeper on parema kie reeper.
Silindriliste koordinaatide r, ¢, z seos ristkoordinaatidega x, y, z on
jargmine

= T coso,

r sin @,

z = Z.
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Silindrilised koordinaadid (ruumis) on t&ielikult maaratud, kui on antud
punkt O, sellest punktist |ahtuv kiir [ ja tihikvektor 72, mis on risti [, st
7i L 1. Konstrueerime ristreeperi {O; €1, €3, €3} nii, et alguspunkt on
punkt O, € on [ sihivektor, €5 = 7i ja reeper on parema kie reeper.
Silindriliste koordinaatide r, ¢, z seos ristkoordinaatidega x, y, z on
jargmine

= T coso,

r sin @,

z = Z.

Sfaariliste koordinaatide konstrueerimiseks fikseerime punkti O, sellest
Iahtuva kiire [ ja Ghikvektori 7i (nii nagu silindriliste koordinaatide korral).
Seos ristkoordinaatidega on antud valemiga

r = r siny cos o,
= r sin® sin ¢,

z = 1 cos.
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Eksami kusimused

@ Vektorite mittetriviaalse lineaarkombinatsiooni mdiste. Teoreem
kollineaarsetest vektoritest toestusega.

@ Tasandi baasi ja repeeri definitsioon. Proektsioonivektori ja vektori
projektsiooni moisted. Naidata, kuidas maaratakse vektori
koordinaadid projektsiooni abil. Projektsiooni omadused ja tehted
vektoritega koordinaatides.

@ Komplanaarsete vektorite definitsioon. Ruuumi baasi ja repeeri
definitsioon,. Projekteerimised ruumis. Vektori koordinaadid ruumis.
Vektori koordinaadid ristbaasi korral.

@ Polaarkoordinaadisiisteem. Poolus ja polartelg. Polaarraadius ja
polaarnurk. Silindrilised ja sfaarilised koordinaadid.
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