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Tasandilise joone vorrand

Olgu {O; e}, &} tasandi ristreeper ja x,y vastavad ristkoordinaadid.
Tasandilise joone ilmutamata vdrrandiks nimetatakse v8rrandit

F(z,y) = c. Kui F(z,y) on muutujate x,y algebraline poliinoom, siis
tasandilist joont v&rrandiga F(z,y) = ¢ nimetatakse algebraliseks
jooneks. Kui F'(z,y) on teise astme poliinoom, siis tasandilist joont
F(z,y) = ¢ nimetatakse teist jarku jooneks. Teise astme kahe muutuja
x,y poliinoomi ildkuju on

F(z,y) = Az*> +2Bay +Cy?> +2Dx + 2Ey + F,

kus kordajad A, B,C, D, E, I on reaalarvud. Seega tasandilise teist jarku
joone vorrandi iildkuju on

Ax? +2Bry+Cy* +2Dx +2Ey+ F =0.
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Teist jarku joone vdorrand

Teist jarku joone vdrrandi poliinoomi vdime jaotada kolmeks osaks

A2? +2Bzy+ Cy? vérrandi ruutosa
2D x + 2F y, vorrandi lineaarosa
F, vabaliige.

Moodustame kaks maatriksit

1 B A B D
o) | BCE
D E F

Esimest maatriksit nimetatakse teist jarku joone vdrrandi pShimaatriksiks
ja teist maatriksit nimetatakse teist jarku joone v&rrandi laiendatud
maatriksiks.

IX. loeng. Ellips Analiiiitiline geomeetria



Ellips

@ Fikseerime tasandil E? kaks erinevat punkti F;, F5. Olgu 2c¢ 18igu
F1F2 pikkUS, st

1
C = 5 |F‘1F’2|7
@ fikseerime reaalarvu a > c.

Definitsioon

Tasandilist joont nimetatakse ellipsiks, kui selle joone iga punkt X
rahuldab tingimust

1A X+ |BX| = 24|

Punkte Fy, F5 nimetatakse ellipsi fookusteks ja r; = |F1 X|,ro = |FoX|
nimetatakse ellipsi punkti X fokaalraadiusteks.

Ellipsi v&rrandi vdime kirjutada kujul
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Ellips vorrand koordinaatides

Olgu {O; e, €2} tasandi ristreeper, kus
@ O on I8igu F1Fy keskpunkt,
o &1 T FiFy, el =1, & L é,|éa =1 ja{er,er} on parema
kde baas.
Ristreeperit {O; €1, €2} nimetatakse ellipsi kanooniliseks reeperiks

ja vastavat koordinaadisiisteemi nimetatakse ellipsi kanooniliseks
koordinaadisilisteemiks.

Teoreem

Ellipsi vérrand kanoonilise reeperi korral on

g =1 (1)

kus b? = a? — 2. Teise astme vSrrandit (1) nimetatakse ellipsi
kanooniliseks vérrandiks.
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Joonis, ellips

(xy)

{-c.0)

Joonis: Ellips
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Ellipsi simmeetriad

Uurime ellipsi siimmeetriaid kasutades ellipsi kanoonilist vSrrandit.
Kui tasandiline joon on siimmeetriline sirge suhtes, siis vastavat
sirget nimetatakse joone siimmeetriateljeks. Kui tasandiline joon
on siimmeetriline punkti suhtes, siis vastavat punkti nimetatakse
joone keskpunktiks. Olgu X (z,y) ellipsi suvaline punkt, siis
@ punktiga X (z,y) simmeetriline punkt z-koordinaattelje
suhtes Y (z, —y) on ka ellipsi punkt. Seega z-koordinaattelg
on ellipsi siimmeetriatelg, st ellips on siimmeetriline
z-koordinaattelje suhtes.
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@ punktiga X (x,y) simmeetriline punkt y-koordinaattelje
suhtes Z(—x,y) on ka ellipsi punkt. Seega y-koordinaattelg
on ellipsi siimmeetriatelg, st ellips on siimmeetriline
y-koordinaattelje suhtes.

@ punktiga X (x,y) simmeetriline punkt alguspunkti suhtes
V(—z, —y) asub ellipsil. Seega, ellips on siimmeetriline
alguspunkti suhtes, jarelikult O on ellipsi keskpunkt.

Definitsioon

Tasandilise joone IGikepunkti selle joone siimmeetriateljega
nimetatakse joone tipuks.

Ellipsi slimmeetriateljed on koordinaatteljed, seega ellipsil on neli
tippu A(—a,0), B(a,0),C(0,b), D(0,—b). Ldike AB,CD ja nende
pikkusi |[AB| = 2a,|CD| = 2b nimetatakse ellipsi telgedeks.
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Ekstsentrilisus

Loike OA,OB,OC,OD ja nende pikkusi

a=|0A| =|0B|,b=|0C| = |OD| nimetatakse ellipsi
pooltelgedeks. Kanoonilistes koordinaatides kehtib @ > b ja
seetOttu arvu a nimetatakse suuremaks poolteljeks ja arvu b
vaiksemaks poolteljeks.

Definitsioon

. - . 2
Arvu € = - nimetatakse ellipsi ekstsentrilisuseks. Arvu p = s

a
nimetatakse ellipsi fokaalparameetriks.

Ellipsi ekstsentrilisus rahuldab vorratust 0 < ¢ < 1. Kehtib

Teoreem

Ellipsi fokaalparameeter on vérdne ellipsi kérgusega fookuse kohal.
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Fokaalraadiused

Teoreem

Olgu X (z,y) ellipsi suvaline punkt ja ri,r9 punkti X
fokaalraadiused. Kehtivad fokaalraadiuste arvutamise valemid

TN =a+€xr, ro=a— €.

Definitsioon
Sirgeid
a a
rT=——, T=-—,
€
nimetatakse ellipsi juhtsirgeteks.
. C aray .
Juhtsirget = —%(z = ¢) nimetatakse ellipsi vasakpoolseks

(parempoolseks) juhtsirgeks. Fookust F(F5) nimetatakse
vasakpoolseks (parempoolseks) fookuseks.

IX. loeng. Ellips Analiiiitiline geomeetria



/é/eﬂ%'g =) (@~ c;)-f-yr"z El&/;gn vonahod T~

2 z.2
- 2ea+ %‘E ~/a.—a_x/
Amgﬁmp dfo(af €<, waga k-EL> 0
” L
/ [ %= 4 a— 51 ]

[

IX. loeng. Ellips Analiiiitiline geomeetria



Teoreem

Teoreem

Olgu X ellipsi suvaline punkt, r punkti X fokaalraadius, d punkti
X kaugus fokaalraadiusega samapoolse juhtsirgeni. Punkt X on
ellipsi punkt parajasti siis, kui ta rahuldab tingimust

— — €.

d

Tasandilise joone parameetriliseks vorrandiks nimetatakse kujutust
~v:1— FEy kus I CRon

e vahemik I = (a,b) (I8plik, pool-I8pmatu, I8pmatu),

@ pool-16ik I = (a,b] vdi I = [a,b),

o 18ik I = [a,b].
Kui ellipsi poolteljed on a,b ja reeper on kanooniline, siis ellipsi
parameetriline vorrand on

v(t) = (a cost,bsint), I =[0,2m|.
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Eksami klisimused

@ Teist jarku joone iildv&rrand. V&rrandi pShimaatriks ja laiendatud
maatriks.

@ Ellipsi definitsioon. Kanooniline reeper. Ellipsi kanooniline vdrrand
(teoreem).

@ Ellipsi simmeetriateljed ja keskpunkt. Ellipsi tipud. Ellipsi teljed,
poolteljed ja ekstsentrilisus. Teoreem ellipsi kdrgusest fookuse kohal.

© Teoreem ellipsi fokaalraadiustest. Ellipsi juhtsirged. Teoreem seosest
ellipsi punkti kauguse juhtsirgeni ja vaastava fokaalraadiuse vahel.
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