Niid naeme, et L ABC = £ZAOC, sest molemad
nurgad toetuvad iihele ja samale kaarele. Seega
Z ABC =60°. Tapselt samuti £ ACB = £ AOB =60°.
Sellest jareldub, et kolmnurga ABC koéik nurgad on
60°, st see kolmnurk on vordkiilgne. m

Koige tahtsam lause, mis annab lahenduse vot-
me, on: ,Margime, et punktid... asetsevad {ihel
ringjoonel.” See lause esineb paljudes iilesanne-
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tes, mida lahendatakse &sja vaadeldud meetodi
abil.

* Teoreem korgustest*

Joonis 153

Toestame sellesama meetodi abil ithe planimeetria tdhtsa teoreemi. Hiljem p6o6r-
dume selle teoreemi juurde veel kord tagasi ja kasitleme seda iiksikasjalikumalt.
Praegu aga vaatleme seda kui huvitavat naidet, mis vaadeldavat meetodit illustree-
rib. Seepéarast me isegi ei sdnasta seda teoreemina, vaid esitame lilesandena.

Ulesanne 2. Toestage, et kolmnurga kolm korgust 16ikuvad iihes punktis.

Enne tdestamise juurde asumist margime, et iilesande sonastust tuleb mingil
maaral tapsustada. Loeme lubatavaks, et kdrguste 16ikepunkt voib asetseda ka kor-

guste pikendustel.

Lahendus. Vaatleme algul teravnurkse kolmnurga juhtu.
Tombame sellises kolmnurgas korgused AA; ja CC; ning ta-
histame nende l6ikepunkti tahega H (joonis 154), sirgete AC
ja BH loikepunkti tdhistame B,. Tuleb néidata, et nurk BB A
on taisnurk.

Margime, et punktid A, C, 4, ja C;
asetsevad ringjoonel diameetriga AC
(joonis 155).

Jarelikult £ A,C,C = £ A AC, sest mo-
lemad toetuvad abiringjoone iihele ja
samale kaarele.

Niiiid paneme tahele, et punktid B,

Joonis 154

H, A jaC, asetsevad

Joonis 155

ringjoonel diameetriga BH. Jarelikult £ A BH = LA/ C\H.
Niisiis saame, et kolmnurkadel CAA, jaCBB, on iiks nurk tihi-
ne ning £ CAA, = ZCBB, . Jarelikult on vordsed ka tilejadnud
nurgad: £ BB,C = £ AA,C =90°, mida oligi tarvis toestada.

* Siin ja edaspidi tahendab *, et vastava punkti materjal pole kohustuslik.
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H

Joonis 156 illustreerib juhtu, kus kolmnurga ABC iiks
nurk (nurk B) on niirinurk. Arutlus ja4b tapselt samasugu-
seks. Ainult punktid Bja H nagu vahetaksid oma kohad. Osu-
tub, et sel juhul asetseb korguste 16ikepunkt kolmnurgast
véljaspool.

Taisnurkse kolmnurga puhul on korguste 16ikepunktiks
taisnurga tipp.

Joonis 156 .. . .
Ringjooned ja puutujad
Vaatleme niitid tilesandeid, milles esinevad ringjooned ja neid puutuvad sirged. Sel-
liste tilesannete lahendamise saab sageli rajada viga lihtsale ja meile tuntud faktile:
antud punktist ringjoonele t6mmatud puutujate 16igud antud punktist puute-

punktideni on vordsed. C, -
B Naitena vaatleme joonisel 157 ku-
e A, jutatud juhtu: on antud nurk tipuga
C A ja kaks mitteloikuvat ringjoont
7 / puutuvad nurga kummagi haaraga
// / joonisel ndidatud punktides ning
A, kolmas sirge puutub samuti nende
A B B ringjoontega ja 16ikab nurga haara-

! 2 sid punktides BjaC.
Joonis 157

Margime, et nurga haarad on ringjoonte iihised vilised puutujad, sirge BC aga
nende iihine seesmine puutuja.* Neil ringjoontel on veel {iks {ihine seesmine puu-
tuja, kuid seda pole joonisel naidatud.

Monel juhul métleme ringjoonte iihiste valiste puutujate all nende puutujate 16i-
ke iihest puutepunktist teiseni. Naiteks vaide, et kahe ringjoone {ihised vilised
puutujad on omavahel vordsed, tahendab, et vastavad 16igud on vérdsed. Meie ta-
histustes tdhendab see vordust C,C, = B, B,.

Téhistame kolmnurga ABC kiiljed ja imbermo6ddu nagu tavaliselt:
BC=a, CA=b, AB=c, 2p=a+b+c.

Niiid sénastame iilesande.

Ulesanne 3. Vaatleme koikvoimalikke 16ike jooniselt 157, mis asetsevad tihel joo-
nestatud kolmest sirgest ning mille {iheks otspunktiks on puutepunkt
ja teiseks otspunktiks kas samuti puutepunkt voi iiks kolmnurga ABC
tippudest. Avaldage nende ldikude pikkused kolmnurga ABC kiilgede
pikkuste kaudu.

* Kahe ringjoone iihist puutujat nimetatakse véliseks, kui mélemad ringjooned jaavad
lihte ja samasse puutuja poolt maératud pooltasandisse. Puutujat nimetatakse
seesmiseks, kui need ringjooned ja4vad erinevatesse puutuja poolt maaratud
pooltasanditesse.
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8.1. Koylmnurgam/t_ﬁhelepanuvﬁ:‘«irsed punktid

Iga kolmnurgaga on seotud mitu punkti, millel on palju huvitavaid ja tadhelepanu-
vaarseid omadusi. Neid nimetataksegi kolmnurga téhelepanuvéirseteks punkti-
deks. Monega neist olete juba tutvunud. Selline on néaiteks kolmnurga timberring-
joone keskpunkt - punkt, milles l6ikuvad kolmnurga kiilgede keskristsirged.
Kolmnurga sisenurkade poolitajate 16ikepunkt on kolmnurga siseringjoone kesk-
punkt. Me teame ka, et kolmnurga korgused 1dikuvad {ihes punktis. Need punktid
on tahelepanuvairsed juba selle poolest, et neis l6ikuvad kolm kindlat sirget.

Meenutame, kuidas me vastavaid vaiteid toestasime.

Kolmnurga siseringjoone ja iimberringjoone keskpunkt
Arutluse pohiidee

Meie arutlused, mis puudutasid kolmnurga siseringjoone ja iimberringjoone kesk-
punkte, olid teineteisega lisna sarnased. Need toetusid vastavate geomeetriliste
kohtade omadustele.

Nagu teame, kujutab 16igu keskristsirge endast 16igu
otspunktidest vordsetel kaugustel olevate punktide geo-
meetrilist kohta. Seeparast, kui tombame kolmnurga ABC
kahe kiilje AB ja BC keskristsirged (joonis 198), peavad
need kindlasti 16ikuma (miks?) ja nende ldikepunkt on
vordsel kaugusel nii punktidest A ja B kui ka punktidest B
ja C. Seega on tekkinud ldikepunkt O vordsel kaugusel
kolmnurga tippudest ning ringjoon, mille keskpunkt on O e
ja raadiuseks 16igu OA pikkus, 1abib kolmnurga koiki tippe Joonis 198
ja on selle imberringjoon. On arusaadav, et 1abi punkti O
peab minema ka kiilje AC keskristsirge.

Vastupidi, kui mingi punkt on kolmnurga tippudest vordsel kaugusel, siis aset-
seb ta kiilgede ABja BC keskristsirgetel, st iihtib punktiga O.
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A Vaatleme niiiid siseringjoone kesk-
punkti. Arutleme analoogiliselt. Nurga-
poolitaja on nende punktide geomeetrili-

p ne koht, mis on nurga haaradest vordsetel

kaugustel. (Vaatleme ainult nurga sees ole-
vaid punkte.) Tahistame kolmnurga ABC
nurkade A ja B poolitajate 16ikepunkti t&-
hega J (joonis 199). See punkt on vordsel

B kaugusel kiilgedest AB ja AC ning samuti

Joonis 199 kiillgedest BA ja BC. Tahendab, ta on vord-

sel kaugusel kolmnurga kiilgedest, seepa-
rast leidub ringjoon keskpunktiga J, mis
puutub kolmnurga koiki kolme kiilge, st on
kolmnurga ABC siseringjoon. Peale selle
peab punktiJ labima ka nurga C poolitaja.

Nii nagu eelmiselgi juhul, saame arutleda ka vastupidiselt. Kui mingi ringjoon
puutub kolmnurga koiki kiilgi, siis peab tema keskpunkt olema nurkade A ja B
poolitajatel, jarelikult ta iihtib punktiga J.

Paragrahvis 5.4 toestasime, et kolmnurga korgused loikuvad iihes punktis. Seal
kasutasime abiringjoone meetodit. Niilid esitame selle fakti jaoks teise, samuti
tisna huvitava toestuse, millest tulenevad teooria jaoks tihtsad jareldused.

Teoreem korgustest. Teine toestus
Teoreem 8.1.

e Kolmnurga kolm korgust l6ikuvad iihes punktis.

Toestus. Vaatleme kolmnurka ABC (joonis 200). Témba-

By A .y me labi tema tippude sirged, mis on paralleelsed kolm-

“\‘ | nurga vastaskiilgedega. Need kolm sirget moodustavad

[f \ kolmnurga A;B,C,. Kolmnurga ABC kiiljed on kolmnur-

\ ga A)B,C, keskloikudeks. Toepoolest, nelinurk ACBC,

\ on roopkiilik. Tahendab AC, = CB. Analoogiliselt saame

U H \ AB, = CB. Jarelikult on punkt A 16igu C,B, keskpunkt.
c¥——=—p Vastav véide on dige ka teiste tippude Bja C jaoks.

Tombame niitid kolmnurgas ABC korgused. Sirged,
millel kdrgused asetsevad, on kolmnurga A, B,C, kiilge-
o de keskristsirged ja jarelikult nad l6ikuvad {ihes punk-
tis. Seejuures on nende sirgete 16ikepunkt kolmnurga

\/ A, A, B,C, imberringjoone keskpunkt. m

Kolmnurkade ABC ja A,B,C, tekitatud ,pilt” lubab

Joonis 200 . S 1 em .
oonts teha veel terve rea huvitavaid jareldusi.
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Teoreem kolmnurga mediaanidest. Euleri sirge
Teoreem 8.2.

* Kolmnurga mediaanid l6ikuvad {ihes punktis ja see 16ikepunkt jaotab iga
mediaani suhtes 2 : 1 (tipust alates).

* Kolmnurga kolm tihelepanuviarset punkti — imberringjoone keskpunkt,
mediaanide 16ikepunkt ja kdrguste 16ikepunkt — asetsevad iihel sirgel.

Seda sirget nimetatakse maailma iihe suurima matemaatiku Leonhard Euleri*
jargi kolmnurga Euleri sirgeks.

Teaduse arengut méjutanud teadustéé@e arvult pole Leonhard Eulerile maail-
mas vordset. Kuigi Leonhard Euler siindis Sveitsis, elas ta pikki aastaid Venemaal,
kus ta kirjutas enamiku oma té6dest ja seal ta ka suri.

Toestus. Olgu D kolmnurga ABC kiilje BC keskpunkt, O selle kolmnurga timberring-
joone keskpunkt ja H selle kolmnurga korguste 16ikepunkt (joonis 201). Joonesta-
me kolmnurga A4, B,C,, nagu tegime seda eelmises teoreemis. Eelmisest arutlusest
teame, et H on saadud kolmnurga timberringjoone keskpunkt (joonis 201). Kuid
kolmnurk A,B,C, on sarnane kolmnurgaga ABC ja vastav sarnasustegur on 2.
Kolmnurga A B,C, punktile H vastab kolmnurga ABC punkt O. Loigud AH jaOD on
nende kolmnurkade vastavad 16igud. Tahendab AH = 20D. Peale selle on AH jaOD
paralleelsed.

Tahistame sirgete AD ja OH 16ikepunkti tihega M. Kolmnurkade AHM ja DOM
sarnasuse pohjal saame, et 20M = HM.

Niisiis jaotab punkt M I16igu OH suhtes A,
2:1, mediaan AD aga labib punkti M ja vii-
mane jaotab 16igu AD samuti suhtes 2: 1.

Samasugused arutlused kehtivad
- . . .. B D C
kolmnurga iga mediaani kohta. See tihen- 0
dab, et koik kolm mediaani labivad 16igu M
OH {ihte ja sama punkti M, st nad 16iku- H
vad lihes punktis, ja nagu me naitasime,
jaotab see punkt nad suhtes 2 : 1. Seegaon A B,
teoreemi koik kolm viidet toestatud. m Jooni
oonis 201

* L. Euler (1707-1783) siindis Sveitsis Baselis, to6tas Venemaal Peterburi Teaduste
Akadeemias ja Preisi Teaduste Akadeemias. Kirjutas palju teadustéid ja raamatuid
matemaatika, fiilisika ja astronoomia alalt. Ta oli iiks diferentsiaalarvutuse ja
integraalarvutuse rajajaid. Diferentsiaal- ja integraalarvutuse alustega tutvute XI ja
XII klassis.
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Anname veel {ihe toestuse teoreemile, et kolmnurga mediaanid 16ikuvad iihes
punktis. See on dsja vaadeldud toestusest lihtsam, kuid sellest ei tulene nii palju
geomeetrilisi jareldusi.

C Vaatleme kolmnurka ABC. Olgu D ja E kiilgede BC ja
AC keskpunktid (joonis 202). Téhistame sirgete AD ja BE
16ikepunkti tdhega M. Kuna ED on kolmnurga ABC kesk-

D g 10ik, siis keskloigu omadustest jareldub, et kolmnurgad
ABM ja DEM on sarnased. Vastav sarnasustegur on 2, sest
174 AB
— =2
DE
B A
) Seega mis tahes kahe mediaani 16ikepunkt jaotab kum-
Joonis 202
L AM BM AB
magi neist suhtes2:1 kuna —=—="—"=2
MD ME DE

Sellest jareldub, et koik kolm mediaani 16ikuvad {ihes punktis punktis M. (Kui
tombame mediaani tipust C, siis see jaotab l16igu AD samas suhtes 2:1, st 1abib
punkti M ). m

* Uks punkt kolmes rollis

Niisiis tegime kindlaks, et punkt A (vt joonis 201) on kolmnurga ABC korguste 16i-
kepunktiks ja kolmnurga A, B,C, imberringjoone keskpunktiks. Kuid sellega pole
tema omadused kaugeltki ammendatud.

Peatiikis 5 esitasime jargmise iilesande.

Ulesanne. Toestage, et teravnurkse kolmnurga korguste 16ikepunkt on nende kor-
guste aluspunktide poolt méaratud kolmnurga siseringjoone kesk-
punkt.

Kui te varem selle tilesandega hakkama ei saanud véi vahele jitsite, pole midagi
katki, esitame niiiid selle lahenduse.

shelepanuvij
Aane ‘,ahe I'I]e
N\\\\\“ i Pup ks
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Anname seda vaidet kasutades veel kolmanda tdestuse teoreemile kolmnurga

korgustest.

Teoreem kolmnurga korgustest. Kolmas toestus

Teoreem 8.4.

¢ Kolmnurga korgused l6ikuvad ithes punktis.

B

Joonis 223

Toestus. Vaatleme kolmnurka ABC. Loikugu tippudest
Aja Bvéljuvad korgused punktis H (joonis 223).

Sirged AH ja BH on risti vastavalt sirgetega BC ja
AC, seepirast vastavalt ristseisu tingimusele kehtivad
vordused

AB* — AC* = BH? - CH?,

BA? — BC? = HA? - HC?.
Lahutades iihe vorduse teisest, saame
CB® — CA? = HB? - HA?,

st sirged HC ja AB on risti. Teoreem on toestatud (juba
kolmandat korda!). m

* [lesanded, iseseisvad t65d, kiisimused

= ]

1. Sonastage tarvilik ja piisav tingimus selleks, et kolmnurk oleks vérdhaarne.
2. Sonastage Pythagorase teoreemi viide ja po6rdviide iiheainsa teoreemina.

3. Tooge niiteid tarvilike ja piisavate tingimuste kohta, mida tunnete geomeet-

ria kursusest.

K 4. Nelinurga kolm kiilge nende ringjarjestuses on 7, 1 ja 4. Leidke selle nelinurga
neljanda kiilje pikkus, kui on teada, et tema diagonaalid on risti.

5. Vaatleme kahte erinevat nelinurka, mille kiiljed on vastavalt vordsed. Toesta-
ge, et kui {ihel neist on diagonaalid risti, siis on diagonaalid risti ka teisel.

R 6. Nelinurga ABCDkiiljed on AB=12, BC=9,CD=1, DA =8. Tipud A ja B jaa-
vad paigale, tipud C ja D aga liiguvad nii, et selle nelinurga kiilgede pikku-
sed ei muutu. Millise joone kirjeldab sellise liikumise puhul nelinurga
diagonaalide 16ikepunkt?

R 7. Antud on kaks ringjoont keskpunktidega O, ja O, ning raadiustega R jar. Vaat-
leme nende punktide M geomeetrilist kohta, millest kummalegi ringjoonele
tommatud puutujate puutujaldikude pikkused on vordsed. Toestage, et sel-
leks geomeetriliseks kohaks on sirgega 0,0, ristuv sirge voi niisuguse sirge
osa. Millistel juhtudel on selleks geomeetriliseks kohaks kogu sirge?
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Pindalade meetod

On huvitav, et pindalade meetod on lihedases »suguluses” sarnasusmeetodiga.
Igal juhul asendavad nad paljudes teoreemides ja iilesannetes edukalt teineteist.

Vaadake, kuidas toestatakse pindalade meetodil teoreemi kolmnurga mediaa-
nidest.

Teoreem kolmnurga mediaanidest. Teine toestus
Teoreem

* Kolmnurga mediaanid 16ikuvad ithes punktis ja see 16ikepunkt jaotab
mediaanid suhtes 2 : 1kolmnurga tipust alates.

Toestus. Arutlus, mille praegu esitame, on rajatud punktide geomeetrilise koha
moistele ja sarnaneb nende arutlustega, mida kasutasime, kui tdestasime teoreemi
kolmnurga kiilgede keskristsirgetest, nurgapoolitajatest ja korgustest.

Punktide geomeetrilise koha mbiste seisukohalt
A on kolmnurga ABC mediaan AA, nende kolmnurga
sees asetsevate punktide M geomeetriline koht, mil-
le jaoks kolmnurgad ABM ja ACM on pindvordsed
(vt paragrahv 9.2 iilesanne 8).

Toepoolest, kuna kolmnurgad BAA, ja CAA, on

, . pindvordsed, siis on vordsed ka nende iihisele kiilje-

\,,V\G/A1 - C e AA, joonestatud korgused (joonis 265). Seeparast

on ka iga 16igul A4, asetseva punkti M korral vord-

Joonis 265 sed kolmnurkade BAM ja CAM kiiljele AM tommatud

korgused ja jarelikult on need kolmnurgad punkti M
igasuguse valiku puhul pindvérdsed.
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Tapselt samuti toimub arutlus ka vastassuunas. A
Kui M on selline kolmnurga ABC sees asetsev punkt,
et kolmnurgad ABM ja ACM on pindvordsed, siis on
vordsed ka nende kolmnurkade iihisele kiiljele AM
tommatud korgused.

Loigaku sirge AM kiilge BC punktis A4," (joo-
nis 266). Kolmnurgad BAA,” ja CAA,” on pindvord-
sed, sest neil on tihine kiilg A4, ja sellele kiiljele
tommatud korgused on neil vordsed. Kolmnurkade
BAA/ jaCAA/ pindvordsusest jareldub siis, et A" on
kiilje BC keskpunkt, st punkt A," ihtib punktiga 4.

Joonestame niiiid kolmnurga ABC mediaanid A4,
ja BB, ning tdhistame nende 16ikepunkti tdhega K
(joonis 267). Punkt K asetseb vastavatel mediaani-
del, seepéarast on pindvordsed kolmnurgad ABK ja
ACK ning samuti kolmnurgad BAK ja BCK. Seega on
ka kolmnurgad BCK ja ACK pindvordsed ning punkt
K asetseb mediaanil CC,. Seega on K koigi kolme me- Joonis 267
diaani 16ikepunkt.

Edasi, kolmnurga BAK pindala moodustab % kolmnurga ABC pindalast ning

kolmnurga ABA, pindala vordub poolega kolmnurga ABC pindalast. Jarelikult on
2
kolmnurga ABK pindala 3 kolmnurga ABA, pindalast ja seega AK pikkus moodus-

tab % loigu AA, pikkusest ning kehtib AK : KA, =2:1

Teoreemi vaide on taielikult toestatud. m

Teoreem kolmnurga sisenurga poolitajast. Teine toestus

Kasutades kolmnurga pindala valemit (1) paragrahvist 9.2, voib samal viisil toesta-
da ka teoreemi kolmnurga sisenurga poolitajast.

Teoreem

e Kui AA; on kolmnurga ABC sisenurga A poolitaja, siis kehtib vordus

BAI : AIC = BA . AC.

Toestus. Olgu kolmnurga ABC nurga A suurus 2o.. Vaatleme kolmnurki BAA, ja CAA,

(joonis 268). Nende pindalade suhe vordub loikude BA, ja A,C pikkuste suhtega,
sest vastavatel kolmnurkadel on vaadeldavatele kiilgedele tommatud korgus
ithine.
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Teiselt poolt, kasutades nende kolmnurkade
pindalade arvutamiseks valemit (1), saame

1 .
BAl_SBMl_iBA.AAISIna__B_A.
¢ AC Scas %AC - AA; sina, AC

Joonis 268
(Vt ka lilesannet 6 kiesoleva paragrahvi 16pus.)

Nagu néha, kasutasime kummagi teoreemi tdestamisel iihte vaga lihtsat fakti:
kui kahel kolmnurgal on iihine tipp ja selle tipu vastaskiiljed asetsevad iihel sir-
gel, siis nende kolmnurkade pindalade suhe vérdub nende iihel sirgel asetseva-
te kiilgede pikkuste suhtega.

See fakt on erijuht iihest iildisemast vaitest, mis on samuti tarvis meelde jatta.

Uks tiihtis iilesanne
Ulesanne 1. Loikugu kaks sirget punktis A. Olgu Bja B, kaks suvalist tihel sirgel
ning C ja C; kaks teisel sirgel asetsevat punkti. Toestage, et
S, _AB, - AC,

S AB-AC

Lahendus. Viide tuleneb kolmnurga pindala valemist
(1) paragrahvist 9.2. Kolmnurkadel AB,C, ja ABC on ju
nurgad tipu A juures kas vordsed voi tiiendavad teine-
teist 180°-ni, kuid nende siinused on kummalgi juhul
vOrdsed. Jarelikult

1 .
SABlcl EABI ACI SIHABIACI B 1431 ACI

Joonis 269 = = .|
S asc L AB - ACsin £ BAC AB-AC

Veel iiks pindala moéistele toetuv meetod

Ulesanne 2. Toestage, et kolmnurga ABC nurgapoolitaja A4, pikkuse [ saab arvu-
tada valemist

2bcsiné
I = 2
b+c

kus b=AC, c = AB ja A on nurga BAC suurus (joo-
nis 270).

Lahendus. Lahtume ilmselt kehtivast vordusest

Joonis 270

Spac = Spas, + Scaa,
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