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Eukleidese geomeetria

Eukleidese geomeetria postulaadid

1. Labi kahe punkti saab tdmmata sirge.
(Ruumis ei ole auke, kdik punktid on omavahel iihendatavad.)

2. lga 16iku saab pikendada.
(Ruum on I8pmatu, ei saa kunagi otsa.)

3. Umber iga keskpunkti saab témmata iga raadiusega ringjoone.
(Iga suuruse ja keskpunktiga ringjooned on olemas.)

4. Koik taisnurgad on omavahel vordsed.

5. Labi sirgel mitteasuva punkti saab joonestada tihe ja ainult
the antud sirgega paralleelse sirge.



Konstruktiivne geomeetria

Konstruktsiooniilesanne — iilesanne teostada teatav
geomeetriline konstruktsioon. Alati on vaja tapsustada, milliseid
vahendeid voib kasutada. Klassikaliste konstruktsiooniilesannete
korral (Eukleidese geomeetrias) on lubatud vahenditeks ainult
sirkel ja iihe aarega skaalata joonlaud. Klassikaline
konstruktsiooniilesanne koosneb sammudest, millest igaliks on kas

» kahte punkti labiva sirge joonestamine;

> etteantud keskpunkti ja raadiusega ringjoone voi kaare
joonestamine;

> kahe sirge, kahe ringjoone vGi sirge ja ringjoone |oikepunktide
leidmine.



Konstruktiivne geomeetria

Millised konstruktsioontilesanded on mittelahenduvad?

» Ringi kvadratuur — ehitada antud ringiga pindvordne ruut;
» kuubi duplikatsioon — ehitada sellise kuubi serv, mille ruumala
oleks kaks korda suurem etteantud kuubi ruumalast;

> nurga trisektsioon — jaotada antud nurk kolmeks v&rdseks
osaks.

Millised konstruktsioonid on voimalikud?

Konstrueeritavad on elemendid, mis on saadud antud elementidest
IGpliku arvu aritmeetiliste tehete (liitmine, lahutamine,
korrutamine, jagamine) ning ruutjuure vtmise teel. (Osadel
juhtudel on vajalik ka tihikelemendi olemasolu.)



Pohikonstruktsioonid

v

LSigu poolitamine: AB/2 v&i L AB/2
Sirgele ristsirge konstrueerimine |3bi antud punkti: L s(M)

v

v

LSigu otspunktist ristsirge konstrueerimine: L AB(A)
Nurgapoolitaja: ZABC/2

Antud nurgaga virdse nurga konstrueerimine

v

v

v

Antud sirgega paralleelse sirge konstrueerimine: || s(M)



Arutle naabriga ja anna lahendus voi pohjendus jargmistele
vaidetele

1. Mis tahes kaks tasandil asetsevat sirget I6ikuvad mitte rohkem
kui thes punktis.

2. Antud on tasandil asetsev I6ik AB. Leidke selle tasandi koik
punktid M, mille jaoks kehtib vérdus |[AM| = |[MB].



Arutle naabriga ja anna lahendus voi pohjendus jargmistele
vaidetele
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Aksioom (tasandi esimene pShiomadus). L3bi tasandi iga kahe
punkti saab tdmmata sirgjoone ja seejuures ainult iihe.



Arutle naabriga ja anna lahendus voi pohjendus jargmistele
vaidetele

1. Mis tahes kaks tasandil asetsevat sirget I6ikuvad mitte rohkem
kui thes punktis.

2. Antud on tasandil asetsev 16ik AB. Leidke selle tasandi koik
punktid M, mille jaoks kehtib vérdus |[AM| = |[MB].

Aksioom (tasandi esimene pShiomadus). L3bi tasandi iga kahe
punkti saab tdmmata sirgjoone ja seejuures ainult the.

Teoreem (vordhaarse kolmnurga pohiomadused). Iga
vordhaarse kolmnurga 1) alusnurgad on vdrdsed; 2) alusele
tommatud mediaan, nurgapoolitaja ja korgus langevad kokku.

Teoreem (vordhaarse kolmnurga tunnused). Kui kolmnurgal
ABC on liks jargnevatest omadustest: 1) [...], 2) [...], 3) tipust B
lahtuv kdrgus ja mediaan ihtivad, 4) [...], siis see kolmnurk on
vordhaarne, kusjuures AB = BC.



Summeetria

Kahte tasandil paiknevat kujundit voi joont nim. stimmeetriliseks
sirge s suhtes, kui tihe kujundi iga punkti jaoks leidub temaga sirge
s suhtes simmeetriline teise kujundi punkt.

Ulesanne. Joonestage sirge, mille suhtes antud punktid C ja C’
on siimmeetrilised.

Kahe punkti siimmeetriatelge nim. ka neid punkte tihendava [5igu
keskristsirgeks.

Ulesanne. Konstrueerige kahe paralleelse sirge siimmeetriatelg.



Loigu konstrueerimine tema pikkust valjendava valemi jargi

Ulesanne 11. Antud on kolm Iiku pikkustega a, b ja c.
Konstrueerige nende kolme I8igu neljas vordeline 16ik pikkusega
bc

a

X

~ a C
See on samavaarne vordusega E = —.
X

(Napunaide: sarnased kolmnurgad.)

Ulesanne 9. Jaotage 16ik AB osadeks AC, CD ja DB nii, et
|AC| 1. |CD|] 3

ico| ~ 2% pB| ~ 2

(Napunaide: |AC|:|CD|:|DB| =3:6:4. Joonestage iihest
otspunktist tommatud kiirele 3 + 6 + 4 = 13 vordse pikkusega
IGiku. Kiirteteoreem.)



Kolmnurkade sarnasus. Kiirteteoreem

Kaks 16iku a ja b on vordelised 16ikudega ¢ ja d, kui nende
pikkuste suhted on vordsed, st a: b=c:d.

Teoreem (kiirteteoreem). Kui nurga haarasid I3igata
paralleelsete sirgetega, siis nurga iihel haaral tekkinud 16igud on
vordelised teisel haaral tekkinud I6ikudega.
C
A |OA|  |AC] _ |OC]|
0 |OB| ~ |BD| |OD|

B DY

Kolmnurkade sarnasuse tunnused.

KNK Kui tihe kolmnurga nurk vordub teise kolmnurga nurgaga ja
selle nurga lahiskiiljed on vordelised teise kolmnurga vastavate
kilgedega, siis need kolmnurgad on sarnased.

NN Kui the kolmnurga kaks nurka on vastavalt vordsed teise
kolmnurga kahe nurgaga, siis need kolmnurgad on sarnased.

KKK  Kui iihe kolmnurga kolm kulge on vastavalt vordelised teise
kolmnurga kolme kiiljega, siis need kolmnurgad on sarnased.



Konstruktsioonid, mis toetuvad taisnurkse kolmnurga
omadustele

Ulesanne. Olgu antud kaks I6iku pikkustega a ja b. Konstrueerige
[5ik, mille pikkus on

» x =+/a’+ b?
» x =+Va%— b?
» x=vab  (geomeetriline keskmine)



Pythagorase teoreem

Taisnurkse kolmnurga hiipotenuusi ruut vordub kaatetite ruutude
summaga.

c2=a’+ b




Thalese teoreem

Ringjoone diameetrile toetuv piirdenurk on taisnurk.

ZABC =90°




Teoreem taisnurkse kolmnurga korgusest

Taisnurkse kolmnurga hiipotenuusile tommatud korgus on
kaatetite projektsioonide geomeetriline keskmine.

h=\/fg ek h* = fg

C




Eukleidese teoreem

Taisnurkse kolmnurga kaatet on oma projektsiooni ja hiipotenuusi
geomeetriline keskmine.

a=Vfcehk a®2 = fc

b = \/gc ehk b* = gc




Teoreem loikajast ja puutujast

Kui valjaspool ringjoont voetud punktist on ringjoonele tdmmatud
I6ikaja ja puutuja, siis puutuja I6ik antud punktist puutepunktini
on keskmine vordeline I6ikaja osadele, mis on voetud antud
punktist I6ikepunktideni ringjoonega, s.t.

|AB|?> = |AC| - |AD|.

D




Algebraliste avaldistena antud [oikude konstrueerimine
Olgu antud I6igud pikkustega a, b ja c. Te oskate konstrueerida
I5ike pikkusega

> ka, kus k € QQ;
» a2 + b2, /a2 — b2, V/ab;
bc

> — -

a
> av?2, a\/g,a 4,a\f5,....

Ulesanne. Millistele konstruktsioonidele taandub ISikude
pikkusega x konstrueerimine?

» x =1/a’+ ab+ b > V4ba;
> (\/?_\/g)a, > 0,5\/ﬁa;

abva? + b2
J111 = [
x a b a? — b?



Algebraliste avaldistena antud [oikude konstrueerimine

Ulesanne. Olgu antud I6igud pikkustega 1, a ja b. Konstrueerida
ruutvdrrandi x? — ax + b = 0 lahendid (eeldame, et a® > 4b).



Algebraliste avaldistena antud [oikude konstrueerimine

Ulesanne. Olgu antud I6igud pikkustega 1, a ja b. Konstrueerida
ruutvdrrandi x? — ax + b = 0 lahendid (eeldame, et a® > 4b).

Lahendus. Konstrueerime koordinaatteljestikku punktid B(0,1) ja
D(a, b) ning ringjoone, millele BD on diameetriks. Olgu F ja G
punktid, kus ringjoon I6ikab x-telge. Punktide F ja G abstsissid on
antud ruutvdrrandi lahenditeks.

y

Pohjendada, miks punktide F ja G abstsissid
on ruutvdrrandi x> — ax + b = 0 lahenditeks.



Kodutoo esimesest seminarist puudujatele

Antud on 16igud pikkustega a, b ja ¢, ¢ > a. Konstrueerige sirkli ja
joonlauaga 16ik pikkusega x, kui

,X:E > x =1/c? — 32
aa » x =Vbc
> xX=3 » x=(V3+V2)a

Kirjeldage detailselt iga konstruktsiooni, kasutage selleks jargmisi
tahistusi:
» r,(O) — ringjoon/kaar raadiusega a ja keskpunktiga O;
» AB — Iik/kiir/sirge AB vdi selle iilekandmine;
» — C — [mingi konstruktsioon] maarab punkti C;
1 AB/2 — I18igu AB keskristsirge;
1 s(M) — sirge s ristsirge labi punkti M,
ZABC /2 — nurga ABC poolitaja;
|| s(M) — sirgega s paralleelne sirge 13bi punkti M.
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v

v



