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Lineaarne soltumatus

([ Ulesanne 2.4 ]

Niidake, et vektorruumi Ro[x] vektorite siisteem
{fi(z) =22 =6z, folz)=2"-82-3, f3(z)=a+4x+15}

on lineaarselt soltuv, leides nende vektorite mingi mittetriviaalse lineaarkombinatsiooni, mis
( vordub nullvektoriga.

l Lahendus )

Niitame vektorite siisteemi lineaarselt séltuvust leides kordajad ai, agz, ag nii, et vordus
a1 (2% - 62) + ag(x? - 8z - 3) + az(z? + 4z +15) = 0

kehtib selliselt, et vihemalt iiks kordajatest a1, as, as ei ole vordne nulliga. Rithmitades eelmise
vorduse liikmeid vektorite 22, z ja 1 jargi saame vorduse

2%(ay + ag + a3) + x(-6a; — 8ag + 4az) + 1(-3ag + 15a3) = 0.

Selleks, et vasak pool vorduks nullvektoriga, peavad vektorite 22, z ja 1 kordajad vorduma
nulliga. Saame sellega lineaarvorrandisiisteemi

ay +ag+az= 0,
—6aq1 — 8ao + 4(13 = 0,

-3ag + 15&3 = O,

mida saab lahendada Gauss’i elimineerimise meetodiga. Saame teada, et sellel vorrandisiisteemil
leidub lopmatu palju lahendeid kujul

a1 = —6c,
az = oc¢,

az =c, kus ceR.

Vottes ¢ = 1 saame konkreetse mittetriviaalse lineaarkombinatsiooni, mis vordub nullvektoriga

—6(2? - 62) + 5(x? — 8z — 3) + 1(2? + 4z + 15) = 0.




Lineaarne soltumatus

([ Ulesanne 2.6 ]
Uurige, kas vektorite siisteem
(2% -3z, 227 +1, z+2}

funktsioonide vektorruumis R® on lineaarselt séltuv ning jaatava vastuse korral leidke mingi
L mittetriviaalne lineaarkombinatsioon, mis on vordne nullvektoriga,

l Lahendus )

Lineaarselt soltumatuse jaoks niitame, et ei leidu mittetriviaalset lineaarkombinatsiooni nii, et
kehtiks vordus

ar(z? - 3z) +ao(22® + 1) + ag(x +2) = 0, ai,as,as € R.
Riihmitades eelmise vorduse litkmeid vektorite 22, z ja 1 jirgi saame vorduse
2%(ay +2a2) + z(-3ay +a3) + 1(az + 2a3) = 0
Siit saame lineaarvorrandisiisteemi

a] + 2a2 = 0,
-3a;+asz =0,

as + 2as =0.

Kuna tundmatuid on sama palju kui vorrandeid ning siisteemile vastav maatriks on regulaarne
(determinant on nullist erinev), siis tegemist on Cramer’i peajuhuga. Siisteem on seega iiheselt
lahenduv ning ainukeseks lahendiks on a; = a2 = a3 = 0. Jarelikult iilesandes antud vektorite
siisteem on lineaarselt soltumatu.




Baas ja vektori koordinaadid

6 Ulesanne 3.1 ]

Leidke vektorruumi Ro[z] vektori 5z — 3 koordinaadid baasi e = {z — 2, 2z — 1} suhtes.

l Lahendus )

Ulesandes antud vektori koordinaatideks on kordajad a1, as nii, et kehtib vordus
aj(x-2)+az(2x—-1) =5z -3.
Rithmitades eelmise vorduse vasakul pool olevaid liikmeid vektorite z, ja 1 jirgi saame vorduse
x(a1 +az) +1(-2a1 —az) =5z - 3.
Antud vordusest saame lineaarvorrandisiisteemi

a; + 2(12 = 5,
—2&1 —ay = -3.

See vorrandisiisteem on {iheselt lahenduv ning lahendiks on

ar = -,

ag =

Wl Wl

1
Kokkuvottes on vektori 5z — 3 koordinaadid baasi e suhtes (g, g)




Baas ja vektori koordinaadid

([ Ulesanne 3.3 ]

a b

Leidke vektorruumi V' = {( e d ) | a,b,ce R} vektorite A = (
\_ suhtes.

dinaadid baasi

D)

00 -1 1
lineaarkombinatsioonid avalduvad kujul

11 1
Olgu F; = ( ), Es = ( 00 ), Es = ( 0 ) ning Fy = ( 00 ), siis baasivektorite

aE1+bE2+CE3+dE4=( a_+bc bjd )

Seega vektori A koordinaatide leidmiseks baasi E suhtes peame lahendama lineaarvorrandisiis-

teemi
a+c =0,
a =2,
-b = -3,
b+d =5
Selle ainsaks lahendiks on
a=2,
b=3,
c=-2,
d=2.

Seega vektori A koordinaadid baasi E suhtes on (2,3,-2,2). Vektori B koordinaadid leiame
analoogiliselt, lahendades lineaarvorrandisiisteemi

a+c =3,
a =1,
-b =4,
b+d =5
Selle ainsaks lahendiks on

a =1,

b =-4,

c =2,

d =9.

seega vektori B koordinaadid baasi E suhtes on (1,-4,2,9).
\




Baas ja vektori koordinaadid

([ Ulesanne 3.4 ]

~N
Tehke kindlaks, kas vektorite siisteem
{a1 = (1,0,0), as = (1,—1,0), as = (—1, 1,2)}
on vektorruumi R® baas ning jaatava vastuse korral leidke vektori a = (7,9,16) koordinaadid
\_ selle baasi suhtes. )

Lahendus |
anendaus \

Selleks, et vektorid aj, as ja as oleks vektorruumi R? baas, peavad need olema lineaarselt soltu-
matud ning moodustajate siisteem. Niitame, et vektorid a1, as ja a3 on lineaarselt séltumatud.
Selleks niitame, et vordus

]ﬁal + k‘QCLQ + k3a3 = 0, kelR

kehtib ainult siis, kui k1 = ko = k3 = 0. Selle vorduse vasakut poolt vilja kirjutades saame, et
kia1 + kaas + ksag = (k1,0,0) + (ka, —k2,0) + (=ks, k3, 2k3) = (k1 + k2 — k3, ko + k3, 2ks).

Saame seega lineaarvorrandisiisteemi

k‘l + k‘g - ]{33 = 0,
—/{2 + k‘3 = O,
2ks =0

Kuna tundmatuid on sama palju kui on vorrandeid ning slisteemile vastav maatriks on regulaar-
ne (determinant ei ole null), tegemist on seega Cramer’i peajuhuga ning antud lineaarvorrandi-
siisteem on iiheselt lahenduv ning ainuke lahend on k; = k2 = k3 = 0. Sellega oleme ndidanud, et
vektorite siisteem {a1,az,as} on lineaarselt soltumatu.

Niitame, et vektorid a1, az ja as on vektorruumi R? moodustajate siisteem. Uks viis selle
niitamiseks on fikseerida suvaline vektor (x,y,z) ning niitada, et leidub vektorite a1, a2, as
lineaarkombinatsioon, mis vordub vektoriga (z,y, z). Ehk tuleks lahendada lineaarvorrandisiis-

teem
]{31 + k‘Q - k‘g =x,

~ka+ks =y, (1)
2ks =
Selle lahendiks saame
k1 =x+y,
ky =< -
2 = 9 Y, (2)
z
kg = 5

Sellega oleme ndidanud, et iga vektorruumi R? vektorit saab avaldada vektorite a1, as,ag lineaar-
kombinatsioonina ehk vektorite siisteem {a1,az,as} on vektorruumi R? moodustajate siisteem.
Teine viis niidata, et tegemist on baasiga, on panna téhele, et vektorruum R? on 3-modtmeline
ning loengukonspektist on teada, et n-mo6tmelises vektorruumis on iga n lineaarselt soltumatust
vektorist koosnev siisteem tema baas. Seega vektorite siisteem {a;,as,as} on vektorruumi R?
baas.

Vektori a koordinaatide leidmiseks lahendame vorrandisiisteemile (1) sarnast vorrandisiisteemi,

kus z =7,y =9 ja z = 16. Kuna juba lahendasime vorrandisiisteemi (1), siis kasutame selle
16 16

lahendit (2) ning vektori a koordinaatideks saame (7+ 9, 5 9, ?) =(16,-1,8).

\ J




Arvread

([ Ulesanne 4.1 ]

4

Leidk
eidke rea ) D

\ n=0

osasummade jada (S,) ja summa S.

l Lahendus )

Esimese sammuna lahutame iildliikme osamurdudeks ehk leiame kordajad A ja B nii, et

4 A . B A(4n+1)+ B(4n-3)
(4n-3)(4n+1) 4n-3 4n+1  (4n-3)(4n+1)
1
Kuna vorrand 4 = A(4n + 1) + B(4n — 3) peab kehtima iga n korral, siis vottes n = 1 jan= %

saame, et A =1 ning B =-1.
Jarelikult saame esialgset rida kirjutada kujul

]

4 —
£ (4n-3)(4n+1)

gk

(65 e1)

Fikseerime naturaalarvu n, siis selle rea osasumma, S,, on

1 1 1 1 1 1
(503 (D) (k)
-3 ) 5 9 dn-3 4n+1

Paneme tdhele, et tegemist on teleskoopsummaga, kus keskmised liikkmed taanduvad vélja ning

n

n

alles jddvad ainult esimene ja viimane liige ehk

1 1
S, =—=—
"3 4dn+1

iga naturaalarvu n korral. Selle rea summa S on osasummade S, piirviartus, kus n ldheneb
lopmatusele ehk

SzlimSn:lim(—l— 1 ):—l—lim 1 :_1_
n—o00 n—00 3 4dn+1 3 n-ooodn+1 3




Arvread

([ Ulesanne 4.3 ]

oo 2 n
Niidake hajuvuse tunnuse abil, et arvrida Z (_n5) hajub.
+
\_ n=1

l Lahendus )

Paneme tdhele, et kui n > 5, siis

2 2n \"
" os ning seega rea iildliige (_n) > 1. Kuna
n+5 n+5

n
lim ( ) > 1 ehk antud rea iildliige ei ldhene nullile, siis arvrea hajuvuse tunnuse tottu
n—oco \m +

see rida hajub.

&




Geomeetriline rida

([ Ulesanne 4.5 ]

Tehke kindlaks, kas geomeetriline rida Z 9n—+31 koondub voi hajub. Koondumise korral leidke
n=0

\_ Trea summa S.

l Lahendus )

Rea voime iimberkirjutada kujule

29+3" & (9 "V X9 >3
nz:%] gn+l - nz_%)(gnﬂ + 9n+1) - T;) gn+l + nz:%] gn+l’
9 oo n
Vordus (*) kehtib ainult siis, kui read Z ja Z koonduvad. Néitame, et need read
9n+1 = gn+1

koonduvad, millest saame jireldada, et esmlgne rida koondub.
Esimeses reas Véib Iea ildliikmes nii lugeja kui ka nimetaja jagada arvuga 9. Esimene rida on

siis kujul 9n = Z ( ) ning on niha, et tegemist on geomeetrilise reaga, mille iildliige on
n=0 n=0
absoluutviartuse poolest viiksem iihest, seega see rida koondub ning geomeetrilise rea summa

i(l)" 1 1 9
Y 1~ 87 g
n=0 9 1—§ 9 8

valemi tottu

Teine rida on analoogiliselt koonduv geomeetriline rida ja

o 1&3 1 37 1 & 3™ 1& 1 1
E)gnw@? Sl B 023 923 o I

Kuna need kaks rida koonduvad, siis kehtib vordus (*) ning seega esialgse rea summa S on

31

1
6 24

S:9+
8




Harmooniline rida

J Markus!

Harmooniliseks reaks nimetatakse rida kujul

1
P

 kus a>0.

i Ulesanne 5.1 J

Kas rida Z L:,) koondub voi hajub?
L n=13 (\/ﬁ)

l Lahendus )

Rea voime timberkirjutada kujule

= 5 e
7;3(@3’32

1
(i)'

OJIC)T

3
i =

3
Tegemist on harmoonilise reaga, kus a = 5 > 1, seega antud rida koondub.
\_




Integraaltunnus

([ Ulesanne 5.2 ]

&, 1
Uurige rea Z ——— koonduvust integraaltunnuse abil.
n=a m-1n“(2n)

\_ J
l Lahendus | N
1
Kuna W on toepoolest pidev monotoonselt kahanev piirkonnas [2,00), siis iilesandes
x-In“(2x

antud rida koondub parajasti siis, kui koondub pératu integraal
f°° dx
2 x-In*(2z)

1 1
Lahendame péaratu integraali. Paneme tihele, et dln2zx = % 2dz = 2L Viime seega, — dife-

x x x
rentsiaalméargi alla ning saame

M

o0 dx ) M dln 2z ) 1 ) 1 1 1
/ ————— = lim f ——=- lim —— =— lim ( ——):_,
2 z-In*(2z) M-ocoJ2 In?(2z) M-oIn2z M50 \In2M In4/) In4

Kuna piratu integraal koondub, siis koondub ka esialgne rida.
. J

J Markus! N

Ulesandes niitasime ainult, et antud rida koondub, kuid me ei niidanud milliseks arvuks see

2

rida koondub ehk iilesandes leitud paratu integraali vaartus ei pruugi olla antud koonduva rea

( summaga vordne.




Positiivsete arvridade vordluslaused

([ Ulesanne 5.6 ]

nr 55 koondub voi hajub?

Kas rida Z
\_

l Lahendus ]

Néitame, et rida hajub. Kuna antud rea lilkmed on mittenegatiivsed, siis voime kasutada po-
sitiivsete arvridade esimest vordluslauset. Kuna n® + 5 < (n + 5)° iga naturaalarvu n korral,
siis

[e.e]

=1

n+d n+5o ad

n3 +5 Z (n +5)3 Z (n + 5)
n=1 n=1 n=1 n=1
Tegemist on harmoonilise reaga, kus « = 1, seega see rida hajub. Kuna esialgsest reast viiksem

rida hajub, siis esimese vordluslause tottu hajub ka esialgne rida.

.

i Ulesanne 5.6 )

oo 4

cos
Kas rida _—
\ Z‘:l noht

" Yoondub vdi hajub?

l Lahendus )

Niitame, et antud rida koondub. Kuna antud rea lilkkmed on mittenegatiivsed, siis voime kasu-

4

tada positiivsete arvridade esimest vordluslauset. Kuna cos®n <1 iga n korral, siis

4 ) 1

[e.e]

cos™ n
Z 5/4 SZ 5/4
n=1 T n=1"T

ning viimane on harmooniline rida, kus a > 1, seega see rida koondub. Kuna esialgsest reast
suurem rida koondub, siis esimese vordluslause tottu koondub ka esialgne rida.

\§




Absoluutne koonduvus

([ Ulesanne 6.1 ]

) n+6
Uurige D’Alembert’i tunnuse abil rea nZ::Q In(2n)
\_

koonduvust.

l Lahendus )

D’Alembert’i tunnusega uurime piirviaartust

Uk+1

D = lim ‘
Ug

k—oo

Kui see piirvaéartus leidub ja D < 1, siis rida koondub absoluutselt. Kui D > 1, siis rida hajub ja
kui D =1, siis me ei saa D’Alembert’i tunnuse pdhjal rea koonduvust otsustada. Leiame antud
rea puhul D véartuse:

_ 5M7 . In 2k 5-In2k In 2k
D = lim = lim [————=| =5 lim |——|.
k—oo [In(2k +2) - 5%+0 | k—oo |In(2k + 2) k—oo [In(2k + 2)
e . In 2k N e .
Piirvadrtuse lim |—————| leidmiseks kasutame L’Hospital’i reeglit:
k—o0 ln(2k: + 2)
In 2k . In2k & 2k+2
im [————|=lim ————— = lim —5— = lim =1
koo |In(2k +2) | koo In(2k +2) koo 2s koo 2K

Saame, et D =5 > 1. Jarelikult iilesandes antud rida hajub.

&




Absoluutne koonduvus

([ Ulesanne 6.2 ]

o0

Uurige Cauchy tunnuse abil rea Z tan?"

) koonduvust.

l Lahendus )

Cauchy tunnusega uurime piirvairtust
C = lim /|ul.
k—oo

Kui see piirviartus leidub ja C < 1, siis rida koondub absoluutselt. Kui C' > 1, siis rida hajub
ja kui C' =1, siis me ei saa Cauchy tunnuse pohjal rea koonduvust otsustada. Leiame antud rea

4
tan2k = lim A taan = lim tan? ) =0.
k—o0 k—oo k

i) liheneb nullile. Kuna

Vi

puhul C véartuse:

= lim A
k—o0

Kui k ldheneb l6pmatusele, siis _k ldheneb nullile ja seega ka tan (

C =0< 1, siis iilesandes antud rida koondub.
.




Tingimisi koondumine

([ Ulesanne 6.4 ]

Uurige rea Y (-0.99)" koonduvust.
\_ n=1

l Lahendus )

Tegemist on vahelduvate méarkidega reaga
> (-0.99)" = > (-1)"0.99",
n=1 n=1

kus rea {ildliige avaldub kujul
an = 0.99™.

Koonduvuse niditamiseks kontrollime Leibnizi koonduvustunnuse tingimusi. Selleks peame néi-
tama, et iildliikmete jada on monotoonselt kahanev ning ldheneb nullile.

Imselgelt 0.99" > 0.99"*! iga naturaalarvu n korral. Jérelikult on {ildliikmete jada monotoonselt
kahanev. Samuti on lihtne ndha, et lim 0.99% = 0.

Jarelikult Leibnizi koonduvustunnuse pohjal iilesandes antud rida koondub tingimisi.
\_




Tingimisi koondumine

([ Ulesanne 6.5 ]

ad 7r

Millise a vddrtuse korral on rida Z a" arcsin In absoluutselt koonduv, millal tingimisi koonduv
n=1 n

(_Ja millal hajuv?

l Lahendus )

Kontrollime absoluutset koondumist, kasutame selleks D’Alembert’i tunnust

k+1 : s
a™" " arcsin 7~ arcsin 7—
D = lim - k41 = |a| lim 4’”4 .
k—oco | aFarcsin g k—oo | arcsin yp
e e . arcsin gz - 4k+4 . . . .
Piirvadrtuse lim leidmiseks teeme muutujavahetuse v = 4k ning kasutame
k—oco | arcsin g
L’Hospital’i reeglit:
1 . (_ s ) )2
2 (u+4)? 2, /1 (=
arcsin arcsin —— 1-(= u
lim —4]“4 = lim ———%% = lim v (”14) 3) = lim (
k—oo [ arcsin - u—oo arcsin = U—>00 —_— . (-L u—>00 /
1 2 _
k ! 1_(%)2 “ ( +4) 1 u+4
kuna
2
2 (=
u _ . . 1 (u) _
lim ——= =1 ja lim ————==1.
u—oo (1 +4)2 u=oo [y )2
- (u+4)

Jarelikult D = |a| ja antud rida koondub absoluutselt kui D = |a| < 1 ning hajub kui D = |a| > 1.
Kontrollime rea koondumist, siis kui |a| = 1. Olgu a = 1, siis

=
Z CL arcsm -_— Z arcsin —

n=1 7’L

kuna sinz < x, siis x < arcsinz (16igus [0, 1]) ning seega

>, LT = T T
:larcsm4— 2::4——22::

BIH

Viimane on harmooniline rida, kus o = 1 ning seega hajub. Kuna antud reast viiksem rida hajub,
siis positiivsete arvridade esimese vordluslause tottu hajub ka esialgne rida. Uurime nii{id juhtu,
kus a = —1. Sellisel juhul saame vahelduvate méarkidega rea

> (1) arcsin .
n=1 4n

0
On lihtne veenduda, et jada liikkmed on monotoonselt kahanevad ning lim arcsin yr 0, seega
n

n—oo
Leibnizi koonduvustunnuse tottu see rida koondub tingimisi.

Kokkuvottes iilesandes antud rida koondub absoluutselt kui —1 < a < 1, koondub tingimisi kui
a = —1 ning hajub muude a vidartuste korral.

-




Astmeread, koonduvusraadius

([ Ulesanne 7.1 ]

o0 1 n
Leidke astmerea Z(—2)”M
n=0 n+
(_ koondumise piirkond A.

koonduvusraadius R, koonduvuspiirkond X ja absoluutse

l Lahendus )

Kasutame koonduvusraadiuse R leidmiseks valemit R = 1 = lim . Saame, et
D k—oolags
_9\k+1 _
D= tim |20 K+ HEDE2)) 7“2‘:2
k—o0 (k+3)(—2)k k—o0 (k+3) k—oo |k + 3

1
Kuna D = 2, siis R = 5 ning rida koondub absoluutselt vahemikus (-1.5,-0.5). Kontrollime

koonduvust selle vahemiku otspunktides. Kui « = 0.5, siis

n( 05+1)" ad n 05" &2 1)”
2 -2
> - S
Antud rida ei koondu absoluutselt, kuna
A
ol n+2 on+2 Hn

on harmooniline rida, kus a = 1 ning seega ka hajub. Kiill aga on n&ha, et antud vahelduvate

maérkidega rida on monotoonselt kahanev ning iildliige ldheneb nullile. Seega saame Leibnizi

koonduvustunnuse pohjal jareldada, et see rida koondub punktis x = 0.5 tingimisi. Kui z = 1.5,
(-15+1)" & (-0.5)" & 1

St Sy

tegemist on harmoonilise reaga, kus a = 1, seega antud rida hajub.
Kokkuvottes saime koonduvusraadiuseks R = 0.5, koonduvuspiirkonnaks X = [-1.5,-0.5) ning

absoluutselt koondumise piirkonnaks A = (-1.5,-0.5).
|\

siis

n+2 Son+2

([ Ulesanne 7.1 )
) ( )3n—2

Leidke astmerea Z
n=1

L dumise piirkond A.

koonduvusraadius R, koonduvuspiirkond X ja absoluutse koon-
n!

l Lahendus )

1
Kasutame koonduvusraadiuse R leidmiseks valemit R = D = lim

. Saame, et

k!
- li —
(k+1)" kggo‘k+1‘ 0

D = lim

k—oc0

Kuna D =0, siis R = o ning rida koondub absoluutselt igas punktis. Kokkuvottes koonduvus-
raadius R = oo ja absoluutselt koondumise piirkond A on R, mille tottu koondumise piirkond X

on ka R.
.

Ulesanne 7.1 J

Leidke astmerea Y (n+1)"(z - 6)" koonduvusraadius R, koonduvuspiirkond X ja absoluutse
n=1
koondumise piirkond A.




1 Lahendus

&

1
Kasutame koonduvusraadiuse R leidmiseks valemit R = 5 = klim - o

C= lim VI(k+ 1)k = Jim k41 = oo,

Kuna C' = oo, siis R = 0 ning antud astmerida koondub ainult punktis = = 6. Kokkuvottes on
koonduvusraadius R = 0, absoluutselt koondumise piirkond A on {6} ning koondumise piirkond
X on {6}.

. Saame, et




Astmeritta arendamine

Arendage funktsioon f(z) =In(1+ ) astmeritta.

6 Ulesanne 7.2 ]

l Lahendus )

Paneme tihele, et f'(x) =

T2 ning viimase saame kirjutada geomeetrilise reana
+x

1+x

1 o0
-y,
n=0
juhul kui z € (=1, 1]. Jarelikult
ff'(x) dx = f Y (-1)"z" dx.
n=0

Geomeetriline rida on ka astmerida ja astmeridu voime liikmeti integreerida, seega

n+1

fnz_o(—n%"dx: Z(—l)”/x”dazz%(—l)"w ,

n=0 n+1

Kokkuvottes on funktsiooni f(z) astmerida

0o n+1

n(1+x) =3 (-1)"=

fogur n+1’

kui x e (-1,1].




Taylor’i read

([ Ulesanne 7.7 ]

Arendage funktsioon

T 5 Taylor’i ritta punktis ¢ = 0.
\_ x

l Lahendus )

1
Teame, et geomeetrilise rea Z 2" summa on T Paneme téhele, et esialgse funktsiooni saame
n=0 -
kirjutada kujul
3 1

l+25 “1-(-29)

3 i(—xf’)" =3 i (-1)"z"".
n=0 n=0

Arendasime funktsiooni astmereaks. Loengukonspektis on mainitud, et kui funktsioon on aren-
datav mingis vahemikus astmereaks, siis see astmerida on selle funktsiooni Taylor’i rida.

.




Taylor’i read

([ Ulesanne 7.8 ]

N
Arendage integraalimérgi all olev avaldis Taylor’i ritta (astmeritta) ning integreerides liikmeti,
0.1 .
. i sin x e . -
arvutage integraali f —— dx viartus tipsusega 1075,
x
\ 0 J

l Lahendus ) N

Loengukonspektis on vilja toodud, et sinx arendus Taylori reana on

(1)n 2n+1
gt oot .
SEETINY Z (2n +1)!

Arendame integraalimérgi all olevat sinx tema Taylori reana ning jagame igat liiget avaldisega
x. Saame siis, et

0.1 0.1y00 (="t 0.1

[ sin(x) o= f 2n=0 ( (2)n+1)' f i 1)z 2"
= (2n+ 1)'

0 0 0

Integraalimérgi all on astmerida, mida voime liikmeti integreerida. Integreerime niiiid igat liiget

eraldi ja saame, et
fi (D .- $ f( DTN I GV ﬁc% )
J (2n+1)' = (2n+1)' _n o\ @n+ 1)1 B
Z 1)TL 0‘12n+1
- @2n+1)! 2n+1 )"

Tapsuse 107° jaoks piisab esimesest kolmest liikmest:

0.13 0.1°

+ ~ 0.09994446.
3-3! 5-5!




Fourier’ read

([ Ulesanne 8.1 ]

\_

Leidke 27-perioodilise ruutlaine f Fourier’ rida ja uurige selle koonduvust, kui

f(x)z{l’ -m<x <0,

-1, O<z<m.

l Lahendus )

Kuna funktsioon f(x) on 2w-perioodiline, siis funktsiooni f(x) Fourier’ rida avaldub kujul

f(z) = % + [2 ancosmc+bnsinnx],
n=1

kus
1 [ 1 [ 1 [
ap = —/f(m)d:n, ap, = —ff(a:)cosn:nd:z;, by, = —/f(:v)sinn:ndm.
ﬂ-—ﬂ' Tr—ﬂ' ﬂ-—ﬂ'
Leiame ag:
1] 7 r 1
T w
T 0
Leiame a,,:
1 T 0 s
ap = — fcosnxdm—fcosna:dx]:
T -7 0
1| 1 F1
=— f—cosn:cd(nm)—[—cosnmd(mv):|:
7r n n
|~ 0
1 [ 0 ™
=— [cosnmd(nx)—fcosn:nd(nm)]=
nm
-7 0
i 0
= — |sinnz| -sinnz ]:0.
nm . 0
Leiame by,:
1 0 T
by, = —[/ Sinnxdm—fsinna:dx] =
g —T 0
1 0 ™
=— |:/ sinnz d(nzx) - fsinnmd(naz)] =
nm
—T 0
= —[-cos0+ cosnm + cosnm — cos0] =
nm
2
= —(cosnm -1).
nm
Kui n on paaris, siis cosnm = 1 ja seega b, = 0. Kui n on paaritu, siis cosnm = -1 ja seega
bn = —. Saame seega funktsiooni f Fourier’ reaks
nmw
f@)= S businnz= 3 = —sin(2a-1)z), 2R \(nmneZ)
x) = sinnr =) —sin((2n-1)x), T nmw,n .
n=1 " n=1 (2n_ 1)7T




Fourier’ read

([ Ulesanne 8.2 ]

~N
Astmeridades véisime tuletise votta litkmeti. Osutub, et Fourier’ ridade korral see enam alati
labi ei ldhe. Veenduge, et
. 4 . . 4 .
2 =4sinz — 3 sin 2z + gsm?)z - Zsmélx +..., xe[-mm].
9 Votke molemast poolest tuletis z-jargi ja veenduge, et punktis x = 0 saadud vordus ei kehti. y
l Lahendus | N

ad 4

Veendume, et 2z = Z(—l)"”—sin nx. Leiame Fourier rea 27 perioodilisele funktsioonile 2z.
n=1 n

Selleks leiame ag, a, ja by:

:O7

K
=T

1 1
a():—fodx:—xQ
7T i
-7
K
1
an=— | 2xcosnzdr =0,
7T
=T

sest 2z cos nx on paaritu funktsioon ning integraali rajad on stimmeetrilised. Kordajate b, leid-
miseks paneme tihele, et integreeritav funktsioon on paaris funktsioon ning integraali rajad on
siimmeetrilised ja siis kasutame ositi integreerimist:

1 4 r
bnz—[Qmsinn:cdx:—fxsinnxd:cz

T

- 0

T
T v
4 [ —x cosnx CcoSnx 4 T CcosnTm
=—— + de|=—|-———+0]) =
W n 0 n s n
0
-4 n+1é

= —cosnm = (-1)
n n

Eelnevast ning Fourier’ rea valemist saame, et toepoolest

kel 4
20 = Y (-1)""' = sinna.
n=1 n

Teame, et (2x)" = 2. Votame niiiid Fourier reast liikmeti tuletist. Saame, et

i ((—1)"”% sin(nw)), = i (-1)"* - 4 cos(nzx).
n=1 n=1

Punktis = 0 on see summa seega

S(-1)"d=4-4+4-4+....

n=1

Saadud rida ei saa koonduda ridade hajuvuse tunnuse tottu, seega 2 # . (-1)"*t .4,

n=1




Fourier’ read

([ Ulesanne 8.5 ]
Leidke 4-perioodilise laine f Fourier’ rida ja uurige selle koonduvust, kui

1, -2<x<-1,
flx)=:0, -l<xz<l,

-1, 1l<z<?2.
\_

l Lahendus )

Kuna funktsioon f(x) on 4-perioodiline, siis funktsiooni f(z) Fourier’ rida avaldub kujul

f(%):@-l‘ Zancos@+bnsin@ ,
2 | & 2 2

kus
1 1 7 1
a():iff(x)dx, anzﬁff(ac)cos%dx, bnziff(x)sin?dx.
) -2 -2
Leiame ag:
1 -1 1 2 ]
aozglf do+ [0do- [ da:]:§[—1—(—2)—(2—1)]:0.
-2 -1 1
Leiame a,,:
. -1 2
an:—[fcoswdx—fcos@dx]:
2 2
-2 1
-1 2
1 2 nwx nwx nrxr (nne
=—— [cos—d(—)—[cos—d(—) =
2 nm 2 2 2 2
-2 1
-1 2
1 . (nﬁm) . (nﬂ$)
= —|sin| — —sin| — =
nﬂ'l 2 9 2 1
1 [ .onmo . . nﬂ]
= — |[—sin — +sinnw —sinnmT +sin — | = 0.
nmw 2 2
Leiame b,,:

-1 2
1 nmwT nmwT
bn == fsin—dx—fsin—dac =
2 2 2
1
2
1 . nrx nmwT . nmx nmwT
= — sin—d|— |- | sin—d|— || =
nmw 2 2 / 2 2

[ -1

1 . NTXT nmwx ; . NTT nmwx
L () o]
nmw 2 2 / 2 2

17 nm nm
= — | —CcOS — + COSNT + COSNTT — COS —
nm L 2 2

2 nmw
= —|cosnm—cos—|.
nmw 2

Saame, et funktsiooni f Fourier’ rida on

2 nt\ . nrx
f(x)—;%(cosnﬂ—COST)sm 5




Kahe ja kolme muutuja funktsiooni maaramispiirkond

Ulesanne 8.9 ]

Leidke kolme muutuja funktsiooni f(x,y,z) = arcsinz — arccos(yz) + 2y madramispiirkond E. j

l Lahendus

Funktsioon 2%y on miiratud iga x,y € R korral ja seega méaéramispiirkonda F kuidagi ei piira.
Funktsiooni arcsin z maaramispiirkond on 16ik [-1, 1], seega peab méidramispiirkonnas E kehti-
ma -1<z<1.

Funktsioon arccos(yz) on méératud, siis kui —1 < yz < 1, seega peab médramispiirkonnas E
kehtima -1 < yz < 1.

Kokkuvottes saame, et E = {(z,y,2): =, yz€[-1,1]}.

~N

.




Kahe muutuja funktsiooni piirvaartus

([ Ulesanne 9.1 ]

(22

+
Leidke piirvddrtus  lim w
S (z,y)—>(0,0) T°+Yy

l Lahendus )

Piirvaartuse leidmiseks laheme iile polaarkoordinaatile, kus teeme muutujavahetuse

T =1TCOosp,
y =rsine.

Polaarkoordinaatides seega punktile (0,0) vastab punkt r = 0. Saame piirviértuse

I sin (22 +2) I sin(r?cos? p +r2sin® @) .. sin(r?(cos? ¢ +sin® ¢)) I sinr?
im =lim = =lim ——
(zy)~(0,0) 12 +y>? >0 r2cos2 @ +r2sin® r>0  12(cos? g +sin? ) r—>0 12

Tegemist on tuntud piirvairtusega hn% 2= =1, kus z = 72, jirelikult saame esialgseks piirvadr-
T T
tuseks
sin (22 +y%)

1.
(z)-(0,0) 2 +y?




Kahe muutuja funktsiooni piirvaartus

([ Ulesanne 9.2 ]

2 _

Niidake, et piirvadrtus  lim ei eksisteeri.

L (2)~(11) y-1

l Lahendus )

Léheneme punktile (1,1) kahte erinevat 1dhenemisteed pidi ja néditame, et saadud piirvaartused
erinevad iiksteisest. Liaheneme alguses punktile (1,1) sirge z = 1 kaudu, siis

2 2

-1 -1 -1 1
lim Y = lim 2 = lim (y=D(y+1) =lim(y+1)=2.
@y-a1n y-1  w=ly-1 w1 y-1 y=1

Léheneme niiiid punktile (1,1) sirge = = y kaudu, siis saame, et

2 3 2
-1 -1 -1 1
Ty i Y . (y-D(y +y+1)

lim =
(:D,y)—>(1,1) y - 1 y_>1 y - 1 y_’]- y - 1

=lim(y? +y+1) =3.
y—1

Kuna funktsioonil saab igas punktis olla ainult {iks piirvidrtus ning punktile (1, 1) kahte erinevat
ldhenemisteed pidi 1dhenedes saime kaks erinevat piirvadrtust, siis iilesandes antud piirvaartust
ei eksisteeri.




Kahe muutuja funktsiooni pidevus

([ Ulesanne 9.8 ]
Niidake, et funktsioon

. 1 .
xsinycos—, kui x #0,
x

0, kui z =0,

f(z,y) =

_ on pidev oma méaramispiirkonnas.

l Lahendus )

Maigramispiirkonnaks on kogu xy-tasand. Igas piirkonnas, kus x # 0 on funktsioon f elementaar-
funktsioon ning seega ka pidev, kontrollida tuleb seega funktsiooni pidevust ainult sirgel x = 0.
Selleks néitame, et funktsiooni piirviédrtus igas punktis (0,y1), y1 € R on vordne funktsiooni
vaartusega selles punktis. Piirvddrtuseks saame:

1
lim T,Y) = lim zsinycos— =0,
(x,y)—>(0,y1) f( y) (xvy)_)(ovyl) y x
kuna
lim =0
(z,y)—=(0,y1)
ning

siny cos —
x

on tokestatud funktsioon punkti (0,y;) timbruses. Jarelikult

lim z,y) = f(0,y1),
(x,y)—>(0,y1)f( y) = £(0,51)

millest saame, et funktsioon on pidev sirgel = = 0 ja seega on pidev oma méadramispiirkonnas.

.




Esimest jarku osatuletised

6 Ulesanne 10.1 ]

Leidke definitsiooni kasutades funktsiooni f(z,y) = yV2z + 1 osatuletised.

l Lahendus )

Funktsiooni f(z,y) osatuletis argumendi y jérgi on piirviértus

lim f(z,y+Ay) - f(rc,y).
Ay—0 Ay

Antud konkreetsel juhul on seega funktsiooni osatuletis argumendi y jargi:

A 20+ 1-yv/2x+1 Ay/2x + 1
fy(z,y) = lim (y+ Ay)v2r + yv2e + = lim SYVALE D lim vV2z+1=v2x+1.
Ay—0 Ay Ay—0 Ay Ay—0

Funktsiooni f(z,y) osatuletis argumendi z jargi on piirviirtus

lim flx+Ax,y) - f(w,y)_
Az—0 Ax

Antud konkreetsel juhul on seega funktsiooni osatuletis argumendi = jargi:

W2z +Ax) +1-yV2a++1 i y(\/2(33+A1‘)+1—\/2$+1)

z\ L, = i
fa(z,y) = fim ] Az Ao Az

Kasutame teadmist, et a® - b* = (a — b)(a + b) ning korrutame murru lugejat ja nimetajat
avaldisega \/2(z + Az) + 1 +/2z + 1, saame:

y(\/Q(x+Ax)+1—\/2x+1) V20 +Az) +1+V20+1
0 Ax V2(z+ Az) + 1+2z +1
_ y(2(z+Ax)+1-22-1) _
A’C"OA:v(\/Q(ac+A:z:)+1+\/23:+1)
. 2yAx
= lim
A‘””OAQU(\/2(:U+A$)+1+\/2:L‘+1)
. 2y
= lim =
Az=0\/2(z+ Ax)+1+ V21 +1
_ 2y
2V2rx+1 V2zr+1

fo(z,y) = lim

Kokkuvottes on funktsiooni f(z,y) osatuletised:

fa(z,y) = \/2i—+17 fy(z,y) =V2zx+1.




Esimest jarku osatuletised

Ulesanne 10.2 ]

Leidke funktsiooni f(x,y,z) = z'y%z + 3y2? + 4y osatuletised. j

l Lahendus N

Funktsiooni f(z,y, z) osatuletise leidmiseks argumendi z jargi votame temast tuletist argumendi

x jérgi, kus suhtume argumentidesse y ja z kui konstantidesse. Saame osatuletiseks:
fo=423y%2 + 0+ 0 = 42392,

Teiste osatuletiste leidmiseks kditume analoogiliselt. Funktsiooni f(x,y, z) osatuletise leidmiseks
argumendi y jirgi votame temast tuletist argumendi y jirgi, kus suhtume argumentidesse x ja
z kui konstantidesse. Saame osatuletiseks:

fy= 2xtyz + 322 + 4.
Analoogiliselt leitakse osatuletis f,. Saame osatuletiseks:
I = aty? + 6yz + 0 = z1y? + 6y2.

Kokkuvottes on funktsiooni f osatuletised:

fo = 42392, fy= 2utyz + 322 + 4, fx = zty? + 6yz.




Liitfunktsiooni osatuletised

Ulesanne 10.11 ]

(

Leidke liitfunktsiooni z = arcsinzy, y = In|z| tuletis.

l Lahendus )

Kui z = F(u,v), kus u = f(z), v = g(x), siis funktsiooni z tuletis on
dr  Oudx Ovox

Antud konkreetsel juhul on u = x(z) ning v = y(x) ehk
dz _0z0x 0z0y

—_— s+ — .
dr Oxdx Oyl
Leiame iga selle osatuletise:

0z Yy Ox 0z x

or 1-22y? ox 8_y: 1-a22y2
Jarelikult funktsiooni z tuletis on

dz 1 y+1

Y x
e .1 R )
dx /1 — 2242 " [1-22y2 = /1 — z2y2)




Liitfunktsiooni osatuletised

([ Ulesanne 10.12 ]

Leidke liitfunktsiooni z = arccos—, w=xsiny, v =xcosy osatuletised.
\_ v

l Lahendus ]

Kui z = F(u,v), kus u = f(z,y), v = g(x,y), funktsiooni z osatuletis argumendi x jargi on

0: _0:0u 000
Or Oudxr Ovdx

Leiame iga selle osatuletise:

0z 1 ou . 0z U )
e — — =sInvy, —_— = —~— = COSsYy.
T

ou wi-2 o

Saame seega, et funktsiooni z osatuletis argumendi x jérgi on:

0z 1 : rsiny
= - -siny + -cosy =
Oz zcosyy /1 — Easin’y 22 cos? ] - Z2sin’y
Y x2 cos? y Y z2 cos? y
sin sin
=- Y + Y =0.

zcosyy/1 —tan?y xcosyy/1—tany
Analoogiliselt funktsiooni z osatuletis argumendi y jirgi on

0 _0z0u _0:0
dy Oudy Ovdy’

0z 0z ..
Eelmisest osatuletise leidmisest me juba teame millega on u ja 0 vordsed. Ulejadnud vaja-
U v
minevad osatuletised on:

u (% .
— = I COoSY, — = —xsiny.
dy

oy

Saame seega, et funktsiooni z osatuletis argumendi y jérgi on:

0z 1 rsiny .
il T Cosy + - (-zsiny) =
Yy x2sin’y 22sin?y
zeosyy /1 - z2 cos?y T z2cosZy

x2cos?yy /1
1 sin?y

V1-tan?y cos?yy/1-tan’y

—cos? Y- sin? y

B cos?y\/1 —tan?y B
-1

cos2yy/1 — tan? y.




Korgemat jarku osatuletised

([ Ulesanne 10.13 ]

Leidke funktsiooni f(x,y) = arccot +:cy
x

teist jarku osatuletised.
\_

l Lahendus )

Leiame esiteks funktsiooni esimest jarku osatuletise argumendi x jargi:

F— yw+y) - -zy)
’ 1+(1ﬂ)2 (z+y)?

T+y
ey
C(r+y)?+(1-ay?)

y2+1
T 22241+ ay?

I T
2+ 1) (22+1)
!

241

Funktsiooni f esimest jarku osatuletis argumendi y jérgi tuleb analoogiliselt

Kuna osatuletis f, soltub ainult argumendist x ning osatuletis f, soltub ainult argumendist y,
siis segaosatuletised fg, = fyz = 0. Leiame niiilid teist jarku osatuletise f:
1 -2z
fox = 2z =

C(22+1)2 (22 +1)%

Teist jarku osatuletis f,, tuleb analoogiliselt

T =Gz

Kokkuvottes on funktsiooni f teist jirku osatuletised:

-2z -2y
fm=m, fyy=m» fay = fyz = 0.




Korgemat jarku osatuletised

6 Ulesanne 10.15 ]

Leidke funktsiooni f(z,y) =In|x + y| — e” sinz teist jarku segaosatuletisi.

l Lahendus )

Leiame funktsiooni esimest jarku osatuletise argumendi x jargi:

1 .
fo= —e”sinx - e” cos .

4y
Funktsiooni f segaosatuletis f;, on seega

o
S (z+y)?

fxy

Leiame funktsiooni esimest jirku osatuletise argumendi y jargi:

1
Ju = T+y
Segaosatuletis f,, on seega analoogiliselt
-1
b= e
Kokkuvéttes on funktsiooni segaosatuletised
-1
fmy = fyac = m




Taisdiferentsiaal

Leidke funktsiooni f(z,y, z) = arctan(3x — 2y — 5z) téisdiferentsiaal.

6 Ulesanne 12.1 ]

l Lahendus )

Funktsiooni f(z,y,z) taisdiferentsiaal on

df(x,y,z) = fx(xayv’“’)Am + fy(x7y7z)Ax + fz(:c,y,z)Az.

Leiame funktsiooni f esimest jirku osatuletisi:

3
fa:(x7yvz) - 1 + (3!13—23/—52)27

-2
J(@.y.2) = 1+ (3z-2y-52)%’

)
fz(xayvz)

T 1+ (3z-2y-52)%
Jarelikult {ilesandes antud funktsiooni f(x,y,z) tdisdiferentsiaal on

3Axr - 2Ay -5Az

df(x,y,2) = 1+ (3z-2y-52)2




Taisdiferentsiaal

([ Ulesanne 12.4 ]

L Az =0.1, Ay=0.1, Az =-0.1.

Arvutage funktsiooni u = 2x22% - 3yz + bry?z muut ja tiisdiferentsiaal, kui z =2, y =1, z = 2,

~N

l Lahendus

Funktsiooni u = f(x,y, z) téisdiferentsiaal avaldub kujul
du = uy Az + uy Ay + u Az.
Funktsiooni u esimest jarku osatuletised on:

ug = 4dz2? + 5y2z
uy = =3z + 10zyz

u, = 42’z - 3y + 5:L'y2
Funktsiooni u téisdiferentsiaal on seega
du = (4z2° + 5y%2) Az + (=32 + 10xy2) Ay + (4% 2 - 3y + 5ay®) Az

Funktsiooni u téisdiferentsiaal etteantud vairtustel on seega

Vordluseks tdpne funktsiooni muut on:

Au=u(2.1,1.1,1.9) - u(2,1,2) = 49.7097 — 46 = 3.7097.

du=(32+10)-0.1+(=6+40)-0.1-(32-3+10)-0.1=4.2+34-3.9=3.7.




Funktsiooni muudu ligikaudne leidmine

([ Ulesanne 12.5 ]

(_ Leidke funktsiooni u = ln(zy)% ligikaudne muut punktist (5,10) punkti (5.05,9.95).

l Lahendus )

Tuletame meelde, et kui Az, Ay on kiillalt viikesed, siis funktsiooni u = f(x,y) muut on

Au=f(z+Az,y+Ay) - f(z,y) » fo(z,y) Az + fo (2, y) Ay.

.. 1 1
Ulesande tekstist saame, et Ax =0.05 = 20 ja Ay =-0.05= “30° Leiame funktsiooni u osatule-

tise muutuja x jargi, kus suhtume muutujasse y kui konstanti:
ou
In
o= (1nGaw)?) - e ) 2 ()?) -

Funktsiooni osatuletis muutuja y jargi leitakse analoogiliselt, suhtume muutujasse x kui kons-
tanti:

1 1
(wy) ) (my) = 22y Y= 9

ou 0 1 1 1
a—yza—y(lnmy)z):(xy)Q ay(( y)?) = (W ) 2-—<xy>— EaEw

Kokkuvottes saame, et:

1 1 1 ( 1) 1
usry — — 4+ — | —— = —_—.
2-5 20 2-10 20 400




Funktsiooni vairtuse ligikaudne arvutamine

([ Ulesanne 12.14 ]

Arvutage ligikaudselt viartus

\.

in (zm) s (57)
sin| =m|cos|—-m].
7 5
l Lahendus )

Kasutame teadmist, et kiillalt vaikeste Ax, Ay korral
f(wo+ Az, yo + Ay) » f(x0,90) + fr(20,y0) Az + fy (x0,y0) Ay.
Olgu funktsioon f(x,y) = sin(x7) cos(ym). Leiame tema osatuletised:
fi(x,y) = 7 cos(xm) cos(ym), fy(@,y) = —msin(zm) sin(ym).

Valime sellised xg, yo, mis oleks voimalikult ldhedal esialgsete vdirtustele ja mille korral meie
arvutused oleks voimalikult lihtsad.

Variant 1:

1 6
Valime zg =1, yo:Z, siis Am:?—lz—?, Ay =

. (6 1 ) T m\ 1 . m\ 1
sin (—7’[‘) cos (—7r) ~ sin(7) cos (—) — 7 cos() cos (—) — + msin(7) cos (—) — =
7 5 4 4)7 4/ 20
’7'['\/5

=0+ ——+0~0.3173.
14

Variant 2:
Vali i A 65 A 1 S
alime g = — =—,slis Ax==-——-—-= = ——. Saame:
0 67 Yo 4) 7 6 Yy 20

i (5)eon (57 in () on () e (G eon () 2 e (G) s (5)
sin{ —m)cos| -7 | ~sin| 7w )cos|—|+mcos|=m|cos|—|— +msin| =7 |cos|— | — =
7 5 6 4 6 4) 42 6 4/ 20

= — - —+T— ~(0.3633
4 4 42 4
Variant 3: 1 1
Valime g = g,yo =5 siis Ax = E,Ay =30 Saame:

c— 4+ T —_— e == s — _ =

. (6 1 1 V3 V3YV3 1 11 1 3 337
sin|{=m)cos|=m]|~— . — = ~ 0.3507.
7 5 2 2 2 42 2 2 30 4 1260

Téapne vadrtus on ligikaudu 0.3510.

\




Kahe muutuja funktsiooni lokaalsed ekstreemumid

([ Ulesanne 13.2 ]

Leidke funktsiooni f(z,y) = sinzsinysin(x +y), (z,y) € {(z,y):0 < z,y < 7} lokaalsed ekst-
\_ reemumid.

J
l Lahendus ) N

Leiame esiteks funktsiooni f statsionaarsed punktid. Selleks peame lahendama vorrandisiisteemi
fi=0,
fl=0.

f1 =cosxsinysin(z +y) +sinzsiny cos(z +y),

~N

Leiame funktsiooni f osatuletised

f, =sinzcosysin(x +y) +sinzsiny cos(x +y).

Niiiid vordsustades osatuletised nulliga saame jérgneva vorrandisiisteemi

{Cosxsinysin(x +y) +sinzsinycos(z +y) =0,

sinx cosysin(x + y) +sinzsiny cos(x +y) = 0.
Lahutades teisest vorrandist esimese saame vorrandi
sinz cosysin(x +y) — coszsinysin(z +y) =0 < sin(x + y)(sinz cosy — coszsiny) = 0.

Kasutades siinuse kahe nurga vahe valemit saame vorrandi sin(z + y) sin(x — y) = 0. Teame, et
sinz =0 < x € {nm:neZ}. Seega arvestades piirangut (z,y) € {(z,y):0<x,y <7} saame

sin(x+y)=0<z=y=0;voix=y=m; voi y =7 — x,
sin(x-y)=0<z=y; voix=m,y=0; voi z =0,y = 7.
Kokkuvottes meie vorrandisiisteem on lahenduv kui kas z =y voi y =7 — .

Kui y = x, siis kasutades esialgse vorrandisiisteemi esimest vorrandit ja siinuse kahe nurga summa
valemit saame, et

. . . . . T 27
cosxsmxsm2x+sm2x0082x:0<:>smwsm3m:0<:>xe{0,§,§,w}.
s 7'(') (27r 2w

)

gag 373)7@,”)-

Kui y = 7w — z, siis kasutades esialgse siisteemi esimest vorrandit saame, et

Saime 4 statsionaarset punkti: (0, 0),(

22=0< ze{0,7}.

cosxsin(m — x)sinm + sinx sin(m — ) cosm = 0 <> —sin
Saime juurde kaks statsionaarset punkti (0,7), (7,0). Niiiid uurime millistel saadud statsionaar-
setel punktidel on lokaalne ekstreemum. Selleks leiame esialgu funktsiooni teist jarku osatuletised

144
xrx
"' = -2sinxsinysin(z +y) + 2sinz cosy cos(x + y)
yy ’

fay = coszcosysin(z +y) + cos zsiny cos(x +y) + sinz cos y cos(z + y) - sinzsiny sin(z +y) =

=2cos(z +y) sin(x + y) = sin(2z + 2y).

= —2sinzsinysin(z +y) + 2cosx siny cos(x + y),

Siis arvutame jirgmise determinandi vdrtuse
"
!

"
W = ‘ ‘;"’;";'” f‘”;y = (-2sinzsinysin(z + y) + 2cos zsiny cos(z + y))? - (sin(2z + 2y))%.
ye  Jyy




On lihtne néha, et W(0,0) = W(0,7) = W(mw,0) = W(m,m) = 0. Seega peaks funktsiooni f
21 2 9
neis punktides edasi uurima. Samuti ndeme, et W g, g) =W (?W, %) ol > 0, seega nendes
punktides leidub lokaalne ekstreemum.
I " . . . . (27 27
Punktis (g, g) on f,, = -3 <0, seega tegemist on lokaalse maksimumiga ja punktis (?, ?)

on fi. = V3> 0, seega tegemist on lokaalse miinimumiga.

2 2
55) 5% et -1(5.5)

_3V3
=

Kokkuvottes locmax f = f(

~




Kahe muutuja funktsiooni suurim ja vihim vaartus antud piirkonnas

([ Ulesanne 13.4 ] N

Leidke funktsiooni f(z,y) = (22> + 3y2)efx2792, (x,y) € {(z,y): 2 + y* < 4} globaalsed ekstree-
L mumid max f ja min f. )

l Lahendus ) N

Leiame esiteks funktsiooni f statsionaarsed punktid. Selleks peame lahendama vorrandisiisteemi
f2=0,
fi=0.

fi(x,y) = Ga2e™™ V" - 2x (22> + 3y2)e_xQ_y2 = 2pe Y’ (3z — 223 - 3y?),
f:;(x, y) = Gye_mg_y2 - 2y(223 + 3y2)6_12_y2 = 2ye_m2_y2 (3 - 223 - 3y%).

Leiame funktsiooni f osatuletised

Vordsustame need nulliga ja lahendame saadud vorrandisiisteemi. Esiteks paneme téhele, et kui
x =0, siis f2(0,y) =0 ja teisest vorrandist saame

2ye_y2 (3- 3y2) =0« 6y(1- 92) =0<=ye{0,-1,1}.

Saime 3 statsionaarset punkti. Samuti on kerge niha, et kui y = 0, siis f;(:p, 0) = 0 ning esimesest
vorrandist saame

9ze™ (32— 20%) = 0 < 22%(3-222) = 0 =z ¢ {0, /1.5, \/1.5} .
Saime niiiid 2 statsionaarset punkti juurde. Olgu niitid z,y # 0, siis

226 "V (3 - 22 — 3y2) = 0 32 - 223 - 3y2 =0
242 3 2 < 3 2
2ye” " Y (3-22"-3y°) =0 3-2x" -3y~ =0.

Lahutades esimesest vorrandist teise, saame x = 1 ja seega siisteemi

{le r=1

= 1 1
3-2(1)*-34%=0 e{——,—}.
(1)” -3y y =5

Kokkuvottes saime 7 statsionaarset punkti:

— — 1 1
(07 0)7 (07 _1)7 (Oa 1)7 (_ 1-57 0) ) ( 1-57 0) ) (L _%) ) (17 %) .
Kuna meid huvitavad ainult globaalsed ekstreemumid, siis me ei pea uurima, kas tegemist on
lokaalsete ekstreemumitega. Piisab, kui arvutame igas neis punktis funktsiooni f(x,y) vaértuse.

Saame, et neis punktides on funktsiooni suurim véirtus f(0,1) = f(0,-1) = — ja funktsiooni
e

3v1.5
viikseim védrtus on f(-V'1.5,0) = ——— ~ -0.82.
ol

Uurime niiiid funktsiooni védrtusi rajal. Rajal kehtib omadus y? = 4 — 22, seega rajal avaldub

esialgne funktsioon kujul f(z) = (223 +12-322)e™?, -2 < 2 < 2. Uhemuutuja funktsioonide tead-

16

misi kasutades saame, et rajal omandab funktsioon maksimaalse vdartuse f(2) = — ~0.29 ja
e

16
minimaalse vidrtuse f(-2) = ——; - Jarelikult raja ekstreemumid ei ole globaalsed ekstreemumid.
e

3
Seega funktsiooni f globaalseteks ekstreemumiteks on max f = f(0,1) = f(0,-1) = — ja min f =
e
F(=/15,0) ~ —0.82.
.




Kahe muutuja funktsiooni suurim ja vihim vaartus antud piirkonnas

([ Ulesanne 13.6 ]
Alleelid A,B ja O médravad neli veregruppi: A (AA voi AO), B (BB véi BO), O (0O) ja AB.
Hardy—Weinbergi seaduse kohaselt on kahte alleelikandvate inimeste osakaal populatsioonis

~N

P =~ 2pq + 2pr + 2rq,

kus p,q ja r on vastavalt A, B ja O osakaalud populatsioonis. Kasutades fakti, et p+q+r =1,

néidake, et P vadrtus on koige rohkem 3
\_ J

l Lahendus ) ~

Asendame vorrandisse p = 1-¢—r, saame et kahte alleelikandvate inimeste osakaal populatsioonis

véljendub ligikaudu funktsioonina

P(q,r)=2(1-q-r)qg+2(1—q—r)r+2rq=2q-2¢" - 2qr + 2r — 21",
Leiame selle funktsiooni ekstreemumid. Selleks leiame funktsiooni osatuletised:

P(;(q,r)=2—4q—27“, Pl(q,7) =2-4r-2q.
Leiame selle funktsiooni statsionaarsed punktid, lahendades vorrandisiisteemi
1

[GURE

2-4q-2r=0 1-2g-7r=0 r=1-2¢q r=1-2.
R=—g R=—g = 1
2-4r-2¢=0 1-2r-g=0 1-2(1-29)-¢q=0 q=-.
3
. . (11 . . .
Saime statsionaarse punkti (5, 5) Kontrollime, kas tegemist on lokaalse ekstreemumiga. Selleks

leiame funktsiooni teist jarku osatuletised:
Pé;(QaT) = _47 qu;"(q’ T) = _47 Pé':“((b’r) =-2.

Ja arvutame vilja determinandi:

PII PII
Wi(q,r) = ‘ Pq,? P‘if ‘ =—4-(-4) - (-2)? =16 -4 =12> 0 iga ¢,7 korral.
rq rr
: : . . n(l1 1 .. .
Saime, et tegemist on lokaalse ekstreemumiga, ja kuna P, 3'3) -4 < 0, siis tegemist on
11 2
lokaalse maksimumiga, mille vidrtus on P (5, 5) =3

Uurime selle funktsiooni vaartusi rajal. Teame, et 0 < g, 7 <qg+r=1.
1 1
Kui ¢ = 0, siis P(q,r) = 2r - 2r%, mille maksimaalseks véirtuseks on P (O, 5) =5 Juhtum r =0

on analoogiline.
Kuig+r=1<r=1-g¢, siis

P(q) =2q-2¢° - 2q +2¢> +2 - 2q - 2 + 4q - 2¢° = 2q - 2¢°,

1
mille maksimaalne voimalik vdartus on samuti 3 Seega funktsiooni P globaalne maksimum on
11 2
Prax (_7 _) =5
33 3
. J




Optimiseerimine

([ Ulesanne 13.12 ] N

Laborikatsed ni#itasid, et x mg ravimi A ja y mg ravimi B koostoime avaldub funktsioonina
f(z,y) = xy - 222 — y* + 100z + 60y (kus 0 < 2 < 55,0 <y < 60). Leidke mélema ravimi kogused,
\_ mis tagavad suurima toime.

J
l Lahendus ) N

Leiame funktsiooni globaalse maksimumi. Selleks leiame esiteks funktsiooni osatuletised

fi(x,y) =y -4z + 100, f{,(x,y) =z — 2y + 60.

Vordsustame need nulliga ja lahendame saadud vorrandisiisteemi:

y—4x+100 =0 < y = 42 — 100 y =4z - 100
< 260 <=
r-2y+60=0< 2 =2y-60 x=2(4x—100)—60©x:7
260 340
< 260 < 260
Tr=— r=—".
7 7
. . . (260 340 . . .
Saime statsionaarse punkti — ) Uurime, kas tegemist on lokaalse ekstreemumiga. Selleks
leiame selle funktsiooni teist jarku osatuletised
f:)’:,x(xay):_47 fg,’/,y(may):_27 f;’y(ajjy):l
Ja arvutame vilja determinandi
1 4
Wix,y)=| "2 “2y | =—4.(-2)-12=7>0, iga z,y korral.
: : : (260 340 . )
Tegemist on seega lokaalse ekstreemumiga, ja kuna f,, — )= -4 < 0, siis tegemist on
260 340 23200
lokaalse maksimumiga, mille vadrtus on f - = ~ 3314.

Uurime funktsiooni vidrtusi rajapunktides (0,0), (0,60), (55,0) ja (55,60).

f(0,0)=0,  f(0,60) =0,
£(55,0) = =550, f(55,60) = 2750.

Ukski neist ei ole suurem meie lokaalsest maksimumist ja seega globaalne maksimum on

260 340 23200 : . 260 o . 340 o
max | = | = ehk suurima toime tagavad — mg ravimit A ja - mg ravimit
B.

. J




Lagrange’i kordajate meetod

([ Ulesanne 14.3 ]

Leidke Lagrange’i meetodiga funktsiooni f(z,y, z) = x—2y+2z tinglikud lokaalsed ekstreemumid
2,2, 2
+y +2z°=9.

(_ lisatingimusel z

~N

l Lahendus )

Moodustame iilesandele vastava Lagrange’i funktsiooni:
J(z,y,2,\) =2 -2y + 2z + Mz +y° + 22 - 9)

Leiame Lagrange’i funktsiooni osatuletised iga tundmatu jargi

Jo=1+2\x,
!

Jy=-2+2\y,

JL=2+2\z,

Ji=at vyt + 22 -0

Vordsustame need nulliga ja lahendame saadud siisteemi
-1

1+2 2=0=>X=—,
2z

1

242 \y=0=>X=—,
Y

2+2)\z=0:>/\:_—1,
z

x2+y2+22—9:0.

Esiteks avaldame esimesest kolmest vorrandist Lagrange’i kordaja .

-1
A= —,
2z
1
A=,
Y
-1
A=—,
Z
2+t +22-9=0

Esimese ja teise vorrandi vordusest saame, et o = gy = —2x. Esimese ja kolmanda vorrandi
Ty
-1 -1

vordusest saame, et — = — = z = 2x.

x
Kasutades saadud vordusi siisteemi viimasel vorrandil, et saada

22+ (-22)%+ (22)2-9=0 92> =9 o 2’ =1 =z e {-1,1}.

Saime kaks tinglikku statsionaarset

o -2, kuixz=1, 2, kui z =1,
Jérelikult y = jaz =

2, kui x = -1, -2, kui z =-1.

-1 1
punkti (1,-2,2),(-1,2,-2), mille korral on Lagrange’i kordaja A véirtus vastavalt > ja 5

Leiame koik teist jarku osatuletised
Sl gl =g =2N, T =0,
Uurime, kas nendes punktides on tinglik lokaalne ekstreemum

" "
J:va: J;ry

=4X%?> 0 iga A puhul.
J/I J”
yr 9y

v




Saime, et molemad tinglikud statsionaarsed punktid on tinglikud lokaalsed ekstreemumid. M&a-
rame kindlaks nende liigi, leides jirgneva determinandi vidrtuse

14 1! 14

AR 20 0 0 ;
A=laroar g l=l o o2x 0 |=sas.

70 g o0 2

Saame, et punktis (1,-2,2) on lokaalne maksimum, sest J/ =2\ =-1<0ja A=8)\>=-1<0.
Ning punktis (~1,2,-2) on lokaalne miinimum, sest J/, =2A=1>0ja A=8X*=1>0.

1 1
Kokkuvottes fiax = f(1,-2,2) =9 ja A= -3 ning fmin = f(-1,2,-2) =-9ja A = X

~




Lagrange’i kordajate meetod

([ Ulesanne 14.4 ]
Sojalaevalt lastakse rakett vélja horisontaalse algkiirusega V ja vertikaalse algkiirusega V.
Raketi laskekaugus on

2V, V,
R(V:m‘/y) = y’
g

kus g on raskuskiirendus. Raketi kineetiline energia on fikseeritud:

m(VZ + V)
2

9 Leidke raketi maksimaalne laskekaugus.

l Lahendus )

Fiiiisikalisi omadusi kasutades, eeldame et 0 < V., V,,. Markame, et kui V,, voi V,, vorduks nulliga,
siis raketi laskekaugus oleks samuti null. Olgu niitid 0 < V;, V). Leiame funktsiooni tinglikud
ekstreemumid. Selleks koostame Lagrange’i funktsiooni

2V, V,, ) (m(VIQ +V7) B E)
— .

J(Ve, Vi, A) =

Leiame selle funktsiooni osatuletised

2V,
Ty = 2 amV,
g

g, =2V amy,
Vy g Y

m(V2+ V2
:M_E

J/
A 2

Ja vordsustame need nulliga, et saada jargmise vorrandisiisteemi

2V,

=Y 1 AamV, =0,

g

2V

Vi +AmV, =0,

9

m(V2+ V2
M_EZQ,

2

Avaldame esimesest kahest vorrandist Lagrange’i kordaja A.

2V,
CogmV,
Ne o 2V, ,
gmV,
m(V2+V?
y_Ezo,

Esimese kahe vorrandi vordusest saame, et

2 % S VI=V2e V=V,
gmVy — gmV, Y

2
Siit tuleb vilja, et A = ——— ning vorrandisiisteemi viimasest vordusest saame
gm




m(V2 + Vy2)
2

2
_EZOQw:EévﬁZE.
2 m

/|E |E
Saime tingliku statsionaarse punkti —,1/ — |- Uurime, kas tegemist on tingliku lokaalse
m m

ekstreemumiga, selleks leiame koik teist jarku osatuletised

2
J‘,/lxvx = )\m, J‘l/"yvy = )\m, J‘l/,xvy = ;
114 2 .. ~ . . . . .
Kuna Jy . = Am = —— < 0, siis voib olla on tegemist lokaalse maksimumiga. Kui uurime
g
ekstreemumi piisavaid tingimusi selgub, et
Jy; Jy 4 4 4
W:‘J‘,’,‘”Vw J‘//’”Vy =Nt = o520
VyVe YV, Vy, g g g

Kuna determinant on vérdne nulliga, tuleb funktsiooni selles punktis tdiendavalt uurida. Uurime,
kuidas funktsiooni R vaidrtus kiitub selle punkti iimbruses. Raketi kineetilise energia valemist

ok 2V /22 - V2
saame, et V,, = |/ — - V2. Siis R(V,V,) = R(V,) = — " Olgu |Ax]| kiillaltki véiike,
m g

E [E 2E  2E-m(Axz)?
siis R( —) - R( —+ Aac) = — - M > 0. Jarelikult on tegemist maksimum-
m m mg mg

punktiga ja raketi maksimaalne laskekaugus on —.
mg




Tuletis antud suunas, gradient

([ Ulesanne 14.10 ]

Temperatuur 7'(z,y) (kraadi °C) igas punktis zy-tasandil on T'(x,y) = z%e . Millises suunas

g

kasvab temperatuur punktis (2, 1) kdige kiiremini? Mis on see suurim kasvukiirus selles punktis? )

~N

l Lahendus )

Leiame funktsiooni T'(x,y) gradiendi punktis (2, 1), sest gradient on vektor, mis néditab pinna
kiireima tousu suunda. Funktsiooni T'(z,y) gradient avaldub kujul

VT (2,y) = (Ty(x,y), T, (,y).
Leiame seega funktsiooni T'(x,y) osatuletised
T, (z,y) =2we™, T;(:U,y) = —z%eY.
Leiame niiiid gradiendi punktis (2, 1)
VT(2.1) = (TH(2,1). T)(2,1)) = (2-2¢7), ~22¢71) = (4L, ~de ™) = %(1,—1).

Saime, et temperatuur muutub koige rohkem suunas (1,-1) ja selle kasvukiirus selles punktis
on gradiendi vektori pikkus ehk

IVT(2,1)] = E . (1,—1)’ = 3\/12 +(-1)%= 4\/5.

e




Kahekordse integraali arvutamine

([ Ulesanne 15.1 ]

Joonistage integreerimispiirkond D ning asetage integreerimisrajad kahekordses integraalis, kui
L D on kolmnurk tippudega (0,0),(2,1),(-1,1).

~N

l Lahendus )

y=1

Joonistame integreerimispiirkonna D.

|8

-1 0 1 2 7
Kui integreerida alguses argumendi y jirgi ja siis argumendi x jirgi, siis peame esitama argu-
mendi x piirkonnas [a,b] ja argument y funktsioonina argumendist x. Jooniselt on niha, et
argument z muutub 16igus [-1,2], aga argument y jaoks saame ¢(x) <y < 1, kusjuures

-z, kui —1<x<0
wlr) = g kui 0 <z <2.

Seega peame integreerimispiirkonna jaotama kaheks sirgega x = 0 ja saame integraali kujul

f/Df(a?,y)dxdy=ff dmf:f(x,y)dy+f02da:[;f(a;,y)dy.

Kui integreerida alguses argumendi x jargi ja siis argumendi y jargi, siis peame esitama ar-
gumendi y piirkonnas [a,b] ja argument z funktsioonina argumendist y. Jooniselt on niha, et
argument y muutub 16igus [0, 1], ja argument z jaoks saame —y < x < 2y. Seega integraal esitub

L syyazay= [ dy[jyf(x,y)dx,

kujul




Kahekordse integraali arvutamine

([ Ulesanne 15.3 ]

Leidke integraal [[D(y - 2z?) dx dy, kus D on piiratud kinnise joonega || + |y| = 1.
\_

l Lahendus )

)
1
y=x+1 y=-—x+1
Joonistame integreerimispiirkonna D. D
-1 0 I
y=—-x—-1 y=x-1
-1

Integreerime alguses argumendi y jargi ja siis argumendi z jargi. Siis jooniselt on niha, et
argument z muutub 16igus [-1,1] ja argument y jaoks saame y1(x) <y < yo(x), kus

() -r—-1, -1<x<0 () r+1, -1<x<0
xTr) = a xT) =
v z-1, 0<z<l a2 41, O<z<l.

Seega peame integreemispiirkonna jaotama kaheks sirgega x = 0. Saame integraali

0 z+1 1 —z+1
[_[D(y—2x2)dxdy:f1f 1(y—2x2)dydx+[0 [1 (y-222) dydx =

0 2 y=z+1 1 2
:f y——2x2y dx+f y——2m2y
-1\ 2 0 \2

y=—x+1

dx =

y=—x—-1 y=z-1
0 1 423\ |° 423\ |! 4 4 2
:f (—4x3—4x2)dx+/(4m3—4x2)d:c: o 2 Ao s1-c41-2=-2
-1 0 3 /14 3

\.




Muutujate vahetus kahekordses integraalis

([ Ulesanne 16.1 ]

Leidke integraal [[D (y — x)dzdy, kus D on ro6pkiilik, mis on piiratud sirgetega

y=o+ly=s-3y=-S+2jay=-5 +4
\_ 3 3

l Lahendus )

~~—_ y=x+1

Joonistame integreerimispiirkonna D. T~—

x
Kui me integreeriks otse argumentide z ja y jargi, siis me peaks jaotama integreerimispiirkonna

kolmeks osaks. Kui me aga integreeriks réopkiiliku kiilgede jargi, siis saaksime integreerimispiir-
konnaks ristkiiliku, mis oleks palju lihtsam. Vaatame alguses punast ja sinist joont, kui viime
y ja x samale poole vordusmaérki, saame y —x =1 ja y —x = —3. Need annavad piirid suurusele
y — « piirkonnas D. Seega piiI‘kO{%naS D kehtib vorratus -3 <y —x <1 ja analoogiliselt rohelise
ja oranzi joonega kehtib 2 <y + 3 < 4. Arvutuste lihtsustamiseks teeme muutujavahetuse

u=y-uw, v:y+§, (u,v) € A.
Integreerimispiirkond A on eelnevate vorratuste pohjal ristkiilik
A={(u,v):-3<u<l,2<v<4}.

Muutujavahetuse jakobiaan on kujul

Ty =| % o] 4l
Y= v, vy - 3 1| 3

Omadusest | (u,0)| = ()] =5

maduses u,v)| = ——— saame, e u,v)| = -.

_ |J(z, )| 4
Seega saame integraali
1 4 3 3 1 4 3 1| 3 rl 3
f f u-—dvdu:—f f udvdu:—/ wo|  du=- udu==-u? =2(1-9)=-6.
-3 J2 4 4 J-3 J2 4J-3 | 4J-3 4 _3
\_




Uleminek polaarkoordinaatidele

([ Ulesanne 16.3 ]

N
Leidke integraal [[D dzdy, kus D = {(z,y):2> +y* <4,y > —/2}, minnes iile polaarkoordinaa-
\_tidele.
l Lahendus )
Joonistame integreerimispiirkonna D. Polaarkoordinaati- D
I : T =108, / \
dele iile minnes teeme muutujavahetuse )
y = 7sinp.
Selle muutujavahetuse jakobiaan on o
-2 2 T
I ./ N /
J(r,o)=| "7 ¢ | =r(cos p +sin® p) = r. N Ay =EV2 R /
r (p e A
C N\ RE A
. o , . -2
Sirge y = —\/2 avaldub polaarkoordinaatides kujul rsin¢p = V2, kus r = ——.
sin
. . V2 m
Teame, et |OA| = 2 ja |OB| = /2, siis cos 2 BOA = BR millest saame, et nurk « BOA = 1
Kuna kolmnurk OAC on vordhaarne, siis jérelikult < AOC = g ehk taisnurk. Kokkuvottes
saame integreerimispiirkonna esitada kujul
5
2, kui 0< o< f,
A={0<p<2m0<r<o(p)}, kus o(p) = _.\/5, ki 2 <p< 7—7T,
sin ¢ . 4 4
2, kui —F£g0£27r.
4
Seega integreerimispiirkond on kolmeosaline ja integraali esitame kujul
ﬂ d%dyzll-‘rlg-f-fg,
D
kus
5t o sr 22 5m & -
I:f4f dd:[4—d:f42d Y
" o 0 raray 0o 2, 4 0 L. 0 2
2 2 27 2|2 2 2
L= [ [Travde= [T do= [ 2dp=2 =7,
9 = Jo rdrdy = 3 . 2 e P =20 w2
4
/2 T
i _\/§ Iz 2 sin ¢ In ]_ 4
Ig=f4/bmwrdrdtp:f4r— dcp:/4 — d@:_c:f)sgo =2.
sz Jo =2, 5% sin® o SN | sx
Kokkuvottes ﬂ drdy =31+ 2.
D
. J

Kuna integreerimispiirkonna pindala avaldub valemiga [[ dx dy, siis eelmises tilesandes saak-
D

3
sime I; + I asemel kasutada ringi pindala valemit, millest I; + I = = - 7 - 2% = 3.




Uleminek polaarkoordinaatidele

([ Ulesanne 16.4 ]

Leidke integraal [[D Va2 +y2dedy, kus D = {(z,y):2+ (y-1)* <1}.
\_

l Lahendus )

Yy
2

Joonistame integreerimispiirkonna D. Polaarkoordinaati-
dele iile minnes teeme jargneva muutujavahetuse D

T =TCoS, 1

y = rsinp.
Selle pohjal saame jakobiaaniks J(r,¢) = r, ning

-1 I

integreeritava funktsiooni kujul

\/r2 cos? p +r2sin g = \/r2 (0082 @ + sin? go) =|r|=r.
Esitame ringjoone 22 + (y — 1) = 1 polaarkoordinaatides

r?cos? g+ (rsinp-1)2 =1

r?cos? o + 12

sin2g0—2rsin<p+ 1=1
r2(cos® p + sin? ) — 2rsinp = 0

r(r-2sing) =0

Vordus r(r — 2sinp) = 0 kehtib nullpunktis (r = 0) ja siis kui 7 = 2sin. Kui 7 < ¢ < 2, siis
polaarraadius r = 2siny < 0 ja kui 0 < ¢ < 7, siis > 0. Seega 0 < ¢ < 7 ning integreerimispiirkond
omandab kuju

A={0<p<m0<r<2sinp}.

Seega meie integraal on

Ve +2ded TN edrd " ZSinsDd S [ sin® pd
+ = . = _ = — =
R of ST o Y
8 (7 (3sing-sin3 8 <52 -3cosp|" 2 T2 32
:_/ (w)dgpz_.:s—‘ﬁ = = (-8cosm)| ==-(8+8)="">.
3 Jo 1 3 1 .9 . 9 9




Tasandilise kujundi pindala

([ Ulesanne 17.1 ]

Leidke zy-tasandil asetseva kujundi pindala, kui kujund on piiratud joonega
L (1132 + 3/2)2 = 2(:E2 - yz) (Bernoulli lemniskaat).

l Lahendus )

Vaatleme joonist integreerimispiirkonnast. oo 7 ; 7

Jooniselt on ndha, et kujund on siimmeetriline nii y-telje kui ka z-telje suhtes. Seega piisab,
kui leiame selle kujundi pindala Sp I veerandis ning kogupindala jaoks korrutame saadud pind-

ala neljaga. Tasandilise kujundi D pindala avaldub integraalina Sp = //1‘7 dz dy. Arvutuste

lihtsustamiseks laheme {ile polaarkoordinaatidele

X =17COoSP

y=rsine
Siis kujundit piirav joon omandab kuju

(r? cos® p)? = 2(r? cos® ¢ — r’sin? )
(r?(cos? ¢ +sin? ¢))? = 2r?(cos® p — sin p)
rt = 2r? cos 2¢.

Vordus 7! = 2r2 cos 2 kehtib nullpunktis (r = 0) ja siis kui r* = 2 cos 2¢ ehk r = \/2 cos 2¢. Hetkel
huvitab meid ainult kujundi pindala I veerandis. Paneme tdhele, et polaarraadiuse juurealune

2cos2p < 0, kui ¢ > %, seega peab 0 < ¢ < % Kokkuvottes 0 < 7 < y/2cos2¢p, 0 < ¢ < Z ja

muutujavahetuse jakobiaan on J(r,¢) = r. Kujundi pindala esimeses veerandis on jéarelikult

% V2 cos2p §7«2
/ / Tdrdgpz/ —
0 0 0o 2

1
Kogu kujundi pindala on seega Sp =4 - 3= 2.

\V2cos2p

sin2¢p f 1

do= [ " cos2pdi - =
2 OCOS(IDSO 5

0 0




Keha ruumala

([ Ulesanne 17.5 ]

~N
Leidke keha E ruumala, kui see on tokestatud pindadega _sl
2., .2 _ _ _ ; &
' +y =4, z=0, x+2z=3. \ R
%, = 2,
_ . y,
l Lahendus )
Keha ruumala esitub valemina Vg = ]]D f(xz,y) dzdy, kui kujundi pohi ehk D on tasandil z = 0
Uldjuhul kehtib valem
VE:[[E dx dydz. (%)
Vorrandist 22 + y2 =4 saame, et kui -2 < x < 2, siis y esitub funktsioonina argumendist x ning
kehtivad vorratused —v4 — 22 < y < V4 — 22 ning vorranditest z =0, x + z = 3 ja et z < 2 saame,
et 0<2z<3 -2z
Kasutades valemit (*) saame keha ruumala leidmiseks integraali
" dzdyd dyde= [ Vi-22d
3- = f 2(3 - 4- :
Lo Lo " st [ [ sy [0 i
Seda viimast on sellisel kujul iipriski tiilikas integreerida. Liheme seega dsja saadud kahekordses
integraalis iile polaarkoordinaatidele. Polaarkoordinaatides esitub silinder z2+y? = 4 kujul r? = 4,
millest saame 0 <7 < 2 ja 0 < ¢ < 2m. Muutujavahetuse jakobiaan on J(r, ¢) = r. Jarelikult saame
kahekordse integraali esitada kujul
2 2 2 2
[ f (3=rcosp)rdrdp = f / (3r —r2cos ) drdy = f (———cosgp) dp =
0
f (6 8(:03 )d (6 8sn )27r 12
= - = - —si =12m.
0 3 w)ap=\0¢ 3 ¥ ;
Kokkuvottes saime keha E ruumalaks Vg = 127.
. J
N

Ulesandes esinev kahekordne integraal iihtib integraaliga, mis saaksime kasutades valemit Vg =

—/fo(x,y)d:cdy, kus z = f(z,y) =3 —-=.




Keha ruumala

([ Ulesanne 17.6 ]

Leidke keha E ruumala Vg, mis on piiratud jargnevate pindadega: koordinaattasandid, silinder
L 2?+y?=1japind z=4-22-92 kus 2% +y? <1, 2>0jay > 0.

l Lahendus )

Kasutame ruumala leidmiseks valemit Vg = [f . dx dydz.

~N

Ulesande tekstist saame, et 0 < z < \/4 — 22 — y2, ning tingimustest = > 0,y > 0, 2% +y? < 1 saame,
et kui 0 < x < 1, siis y esitub funktsioonina argumendi x jargi ning 0 <y < V1 — 22. Seega

1 1-22  y/4-22-y2 1 V122
VE:[O [0 _[0 ! dzdydxz_/o _/(; Vi -x2-y?dyder,

mille edasi integreerimine sellisel kujul oleks péris keeruline. Laheme iile polaarkoordinaatidele.

Siis

\/4—x2—y2 = \/4— (rcosp)? = (rsinp)? = V472,

Polaarnurk ¢ on >0,y >0 tottu 0 < p < % ning polaarraadius r on tingimuse 22 + ¢ < 1 tottu

0 <7 < 1. Muutujavahetuse jakobiaan on J(r,¢) = 1.
Seega polaarkoordinaatidele iileminnes saame

1 VIa? 1,z 1
fo fo \/4—:U2—y2dydx:[0 [027“\/4—7“2d<,0d7‘=f0 gr\/4—r2dr=
1
=g'[0 rv4-r2dr

Diferentsiaalmirgi alla viimise votte abil (d(4 —r?) = (4 - 72)" dr = —2r dr)

1 1 _\/4_,2 —(4 =72 3
z/ ,ﬂ.r_,,ngdr:zf Al S N e Gk
2 Jo 2 Jo 2 2 3

1

(8 - 3V3)

6
. J

J Markus! N

Ulesandes esinev kahekordne integraal iihtib integraaliga, mis saaksime kasutades keha ruumala

leidmiseks valemit Vg = /[D flx,y)dxdy, kus z = f(z,y) =/4 - 22 —y2.

Kokkuvottes keha E ruumala on Vg =

\.




Tasandilise kujundi massikese

([ Ulesanne 17.14 ]

&

~N
Leidke zy-tasandil asetseva homogeense kujundi massikeskme C' = (Z,y) koordinaadid, kui ku-

L jund on piiratud joontega: kardioid r = 2(1 + cos¢) ja polaartelg ¢ = 0.

l Lahendus | ~

Massikese asub punktis C' = (z,7), kus

=—ff:v9(l‘ y) dz dy
—ff yo(xz,y)drdy "
mp D

N
I

ning kus mp on keha mass, mis on leitav integraaliga

mD=ffDQ(x,y)d:vdy-

Homogeense kujundi tihedus on konstantne iga kujundi punkti korral ehk o(x,y) = ¢ iga z,y
korral. Kuna piiravad jooned on juba esitatud polaarkoordinaatides, siis teeme muutujavahetuse
polaarkoordinaatidele. Ulesande teksti pohjal 0 < ¢ < 7 ning 0 < 7 < 2(1 + cos ) ja muutujava-
hetuse jakobiaan on J(r,¢) = r. Leiame keha massi.

2(1+cos ) 2(1+cos )

' " 2(1 2
mD:/f Qd“”dyzf f Qrdrdw@f f rdrdg = Q/ (2(1 +cos p))? +COSg0))
D 0 0
0 0
T . ) )
:Qf 2(1+2(:oscp+cos2<p)dg0:2g/ (1+2008¢+$) do =
0 0
3 in9 ™
=2Q(—¢+2sing0+sm S0) = 37o.
2 0
Leiame massikeskme 4 koordinaadi
2(1+cos ) 2(1+cos )

y= _/ f or smcpdrdgo——gf / rsinpdrdyp =
37rg

2(1 3 2(1 3
__/ (2( +COS<P)) Siwdrd@:_f (( +cos p)) sin o dip =
3 37 Jo 3

1 ™8 8 [T
:3—] —(1+coscp)3sincpdcp:9—/ (1+cosp)>sinpdp =
T
8 8 —(1 4 8 32
:—[ —(1+cosg0)3d(cosg0+1)— —( +00s ) =—(0+4)=—.
97 4 o 97 97
Leiame niitid massikeskme Z koordinaadi
1 2(1+cos ) 1 2(1+cos )
5;=—[ gr2coscpd7"dg0=—gf [ TQCOSSOde‘P=
3mo Jo s 3mo Jo 2
1 =201 3 1 78
_—f Mcosgpdgp:—/ —(1+cosp)3cospdp =
3 3rJo 3

8 7 2 3 4
:g—fo (cosp +3cos” v +3cos” p+cos” ) dep.
T

Integreerime igat liidetavat eraldi. Teise ja neljanda integraali juures kasutame valemit




9 1+ cos2¢p

cos”p = 5
Saame
T ™
f cospdp =sinp| =0,
0 0
f7r3cos2(pd90=/W31+0032(pdg0=(3_g0+3Sln2§0) =3_7T’
0 0 2 2 4 0 2
K 3 ™ 2 K 2
f 3 cos godapz/ 3(1-sin <p)cosg0dg0:f 3(1-sin“ p) dsingp =
0 0 0
= (3sing - sin® )
0
f cos godcp f (1+cos2g0) /‘W1+20082g0+c0s 2g0d
0
2
:fvr 1+cos2cp cos 2(,0 :/‘ (1 cos2g0+1+cos4<p) dy =
0o \4 2 4 2 8
™ 2 4
:/ (§+coscp cos np)d@__ﬁ
0 \8 2 8 8
Kokkuvottes

8 g 8 (3 3 8 15
i:—f (cosg0+300s2cp+3cos3<p+cos4<p)dgo:—(—W+—7T): el
97 Jo 9\ 2 8

5 32
Kujundi massikese on seega punktis C = ( )

397




Kolmekordse integraali arvutamine

([ Ulesanne 18.2 ]

Leidke mtegraalﬂ dxdydz ykus B ={(z,y,2):0<x <1, 2<y<h, 2<2<4},
\_

l Lahendus )

1
dydz =
0

/]]dxdydz / / /ldﬂzdydz f4f5_ln
El-xz-y 0 1l-xz-y 2 J2
- [ [yl ey dy -

Kuna y > 2, siis |- y| =y ja [l —y| =y — 1. Saame

4 5 4 r5 4 r5
f f (In(y-1)-Iny)dydz = [ / ln(y—l)dydz—f f Inydydz.
2 J2 2 J2 2 J2

5 5
Integraalid f In(y-1)dy ja / Iny dy leiame ositi integreerides.
2 2

5 5 1+1
/ —f —dy 5In4 - / y--~ dy =
2 2 Y-

1
1)dy=5ln4—5—ln4+2=4ln4—3

5
=5ln4—f (1+
2 Y-

Ning analoogiliselt

5
f Inydy =5In5-2In2-3.
2

Kokkuvottes

4 5 4 5 4 4
f2 f2 ln(y—l)dyal,z—‘[2 [2 lnydydz=[2 (41n4—3)al,z—‘[2 (5In5-2In2-3)dz =

4 4
= /2‘ (4In4-5In5+2In2)dz=2(4In4-5In5+2In2) =2(4In4 -5In5+1n4) = 101115.




Uleminek silinderkoordinaatidele

([ Ulesanne 18.3 ] N

Uleminekuga silinderkoordinaatidele leidke integraal [ffE rzdrdydz, kus E on piiratud si-
( lindriga 22 +y?=a? (>0, y>0) ja tasanditega 2 =0,z =1, y =z ja y = /3.

l Lahendus )

y:oL\/g /

a T

Silinderkoordinaatidele iileminekul teeme jargneva muutujavahetuse

T =TCoSP
y=rsine
z=h.

Selle jakobiaan on sama, mis polaarkoordinaatidele iileminekul ehk J(r, ¢, h) = 7.

Sellisel tileminekul silindri vérrand esitub kujul (rcosg)? + (rsing)? = a2, millest 7% = a® ehk
piirkonnas F kehtib 0 < r < a.

Tingimustest > 0,y > 0 saame, et piirkonnas F kehtib 0 < ¢ < g

Vordus y = x esitub kujul rsin ¢ = r cos ¢. See vordus kehtib nullpunktis ja kui i
cos

=tanp=1

ehk saime iiheks piiravaks tasandiks ¢ = Z
Analoogiliselt saame vordusest y = 2V/3 teise piirava tasandi Y= T Kokkuvéttes

IN
IN

ol

¥

N

Argumendi h puhul kehtib 0 < h < 1. Kokkuvottes saame integraali

1
drdy =

2

f//xzd:rdydz—/ [ f rcosy hrdhdrdy = f f r? cosgo;
f f —r cosgodrdgo—Qf f r?cospdrdp = = /g%cosgodnpz

D))
12

= —sin
6 ®

el




Uleminek sfiairkoordinaatidele

([ Ulesanne 19.1 ]

dx dydz
ViZ+ 2+ (z-2)%

kus E on kera

Uleminekuga sfiiirkoordinaatidele leidke integraal ﬂ‘[E

2,2, .2
\x+y+z£1.

l Lahendus ]

Sfadrilistele koordinaatidele iile minnes teeme muutujavahetuse

T =1cospsinf
y=rsinpsing

z=rcosf,

kus 7 >0, ¢ € [0,27] ning 6 € [0, 7]. Selle muutujavahetuse jakobiaan on

! !/ !
T, T, Ty
I ! ! 2
J(ry0,0) =y Y, Yy |=7r"sind.
2, z:{, g

Avaldis 22 + y* + (2 - 2)? on seega sfasirkoordinaatides r* — 47 cos 6 + 4.

Kuna tegemist on keraga, mille keskpunkt on nullpunktis, raadiusega 1, siis 0 < r < 1 ning
0<p<2m.

Saame, et integraal sfddrilistes koordinaatides on

1 = 9 . 1 9 .

0 2 0
f f [ rsm dp df dr = [ f TSN g dr.
2 Vr2 —A4rcosf +4 g 3 Vr2 —4rcosf +4

2

Kui integreerime 0 jérgi, siis suhtume argumenti r kui konstanti, sel juhul
d(r? —4rcos +4) = (1> — 4rcos 0 + 4) df = 4rsin 6 db.

Seega diferentsiaalimérgi alla viies saame integraali kujul

- 7r%ral(7“2—47"0086?+4) F f=r
ff dr:f[wm dr =
R V12 —4rcosf +4 53 0=0
1

TF’I”(\/(T‘+2)2—\/(T—2)2) dr =

mr(jr+2|=|r-2|)dr.

S =

Et r+2>0ning r—2<0, siis |[r+2|=r+2ja|r—2|=—(r—2). Seega saame integraali

1

1 1
2
mr(r+2-(-(r-2)))dr= [ 7r(r+2+r-2))dr | 2xr?dr=".




Keha ruumala leidmine

([ Ulesanne 19.2 ]

~N

Leidke keha ruumala, mis on piiratud pindadega: silindrid y = 2% ja 3y = 4 — 2* ning tasandid
\ Z= 0jaz=9.

l Lahendus N

Kasutame keha ruumala leidmiseks valemit Y=
Ve = f[/}; dx dy dz. Vaatleme keha joonist xy-

tasandil. Ndeme, et kehas F esitub argument 1

y funktsioonina argumendist x ning

9 4 2?
" <y<

3 3

-1 0 I
Leiame silindrite y = 22 jady=4- 2% 16ikepunktid zy-tasandil. Selleks lahendame vorrandisiis-

2

=z

teemi {3 42 kasutame asendusvotet, asendades teises vorrandis y esimese vorrandi y
y=4-ux

viirtusega. Saame teiseks vorrandiks 3z° = 4 — 2°, kust tuleb, et z® = 1 ehk = € {~1,1} ning

esimesest vorrandist jarelikult y = 1. Niitid teame, et -1 < x < 1.

Seega keha ruumala leiame kolmekordse integraaliga

2

9 r1 4_az® 9 rlf4 4g2 91
f f f3 ’ dydxdz:f f Sl dxdz:[ —6dz:16.
0 J-1 Ja2 o J-1\3 3 0o 9




Keha mass ja massikese

~N

([ Ulesanne 19.8 ]
Leidke tasanditega x +y + 2z = a,z = 0,y = 0 ja z = 0 piliratud piiramiidi mass, kui piiramiidi
9 tihedus igas punktis on vordne punkti aplikaadiga.

l Lahendus )

GeoGebraga tehtud joonis, kus a = 3. Punane
telg on x-telg, roheline on y-telg ning sinine on
z-telg.

Keha FE massi leidmiseks kasutame valemit

mEzfj]EQ(x,y,z)dxdydz.

4

Ulesande teksti pohjal piiramiidi tihedus punktis (x,, z) on o(z,y,2) = 2.
Masdrame kindlaks integraali rajad. Selle jaoks aitab joonise tegemine.
z Y

r=a—=z y=a—-—xr—=z

Z::O y::O

] x ) z
Joonis A Joonis B

Joonis A on keha véljaldige zz-tasandil. Joonis B on keha véljaldige tasandiga, mis on paral-
leelne zy-tasandiga. Kolmekordse méadratud integraali % dx dy dz vastuses ei tohi esineda

muutujaid z, y ja z. Seega peab vihemalt vilise integraali raja vidrtused olema konstantsed.
Valime selleks argumendi z, siis z € [0,a]. Valime, et keskmises integraalis integreeriksime argu-
mendi x jargi. Kuna z on meil juba fikseeritud, siis argument x esitub funktsioonina z(z) ning
joonise A pohjal 0 < x < a—z. Selliste valikute korral integreerime jérelikult sisemises integraalis
argumendi y jargi, ning kuna argumendid x ja z on juba fikseeritud, siis y esitub funktsioonina
y(x, z) ning jooniselt B tuleb 0 <y < a —x — z. Seega saame integraali

mE:fa[a_z fa_x_zzdydxdzzfa/a_z(az—xz—zQ)dxdz:
o Jo 0 o Jo
a _ )2 af A2 3
=f (az(a—z)—m—z2(a—z)) dz=f (ﬂ—z%ﬁtz—) dz =
0 2 0 2 2

a
(a222 ZSCL 24) 4
= -4 —

4 3 8

Keha mass on jarelikult mg = %.




Keha mass ja massikese

([ Ulesanne 19.14 ]
Leidke homogeense keha massikeskme koordinaadid, kui keha on piiratud pindadega

9 x+y+z=4, =0, y=0, z=0.

l Lahendus )

Keha E massikeskme C = (Z, 7, Z) leidmiseks kasutame valemit

1
£=—wxg(x,y,z)d$dydz
"E
—fffy@(x,y,Z)dxdydz
e
Z:—/ffzg(x,y,z)d:ﬂdydz,
mpg E

kus mp on keha mass, mis on leitav valemiga

mE:jmg(x,y,z)dxdydz.

Paneme tdhele, et iilesandes olev keha on sarnane kehaga, mis on {ilesandes 19.8. Ainukeseks
erinevuseks on see, et tasandi vorrandis on vidrtus a asendatud arvuga 4. Seega integraali rajade
leidmine toimub analoogiliselt ning keha massiks saame

4 4-z 4-z-2 4 4-z
mE:f f / Qdydxdzzgf f (4-x-z)dxdz=
o Jo 0 o Jo
4 4 — )2 4 2
:gfo (4(4—2)—%—(4—2),2) dzzgfo (8+%—4z) dz =
3 4
2 2
= o824 2 - 222 =g(32+3——32)=ﬁ.
6 . 3
Leiame niitid massikeskme koordinaadi z.

3
3 4 4-z 4-x—z 3 4 4-z 4-x—z
223?]0 ]0 fo deyda:dz=3—2f0 fo fo zdydzrdz.
0

Paneme téhele, et iilesandes 19.8 juba leidsime sarnase integraali, kasutame &ra teadmist, et

N
Il

4

[ [7 [7izdydxdz=a—
0o Jo 0 24

_ 3 4Y 3 32
Z=—+e— = — .+« — = 1
32 24 32 3
Massikeskme koordinaadid  ning y on analoogiliselt vordsed iihega.
Kokkuvottes keha massikese asub punktis C' = (1,1,1).

ning saame, et

.




Esimest liiki joonintegraalid

([ Ulesanne 20.1 ]

Arvutage integraal /;xy ds, kui L on ristkiiliku ABCD kontuur, kus A = (0,0), B = (4,0),
C=(4,2), D=(0,2).

.
l Lahendus )
Y
24
D y=2 C
Arvutame joonintegraali iga ristkiiliku serva kohta eraldi. A
€Tr =
A y=0 B
0 2 4T

Loigus AB kehtivad vorratused 0 < z < 4 ning y esitub funktsioonina y(x) = 0. Joonintegraal

4
fAB:Cyds:fO x-0\/1+ (0)2dx =0.

Loigus BC kehtivad vorratused 0 < y < 2 ning = esitub funktsioonina x(y) = 4. Joonintegraal
iile 16igu BC' on seega

iile 16igu AB on seega

4 4
/chyds=/0 4y\/1+(4’)2dy:f0 4y dy = 8.

Loigus C'D kehtivad vorratused 0 < x < 4 ning y esitub funktsioonina y(x) = 2. Joonintegraal
iile I6igu C'D on seega

4 4
f xyds:f x-2 1+(2’)2dx:f 2z dx = 16.
cD 0 0

Loigus DA kehtivad vorratused 0 < y < 2 ning x esitub funktsioonina x(y) = 0. Joonintegraal

iile 16igu DA on seega
2
/DA:Eyds = /{; 0y\/1+ (0)2dy =0.

Kokkuvottes saame

d:f df d/ df ds=8+16 = 24.
fLajy s= | payds+ | ayds+ | ayds+ [ wyds=8+




Esimest liiki joonintegraali rakendus

6 Ulesanne 20.2 ]

Leidke jirgmise joone pikkus x = 3t,y = 3t%, 2 = 2t>, A = (0,0,0), B = (3,3,2).

)

l Lahendus

Joon AB on antud parameetri t jirgi. Leiame parameetri ¢ vadrtuse, kui joon on punktis A ning
siis kui joon on punktis B. Ehk lahendame vastavalt vorrandisiisteemid

3t=0 3t=3
3t2=0 ning 3t2=3 ,kustt=0 ja t =1 vastavalt.
23 = 0 23 =2

Seega parameeter ¢ muutub piirkonnas [0,1].
Joone pikkuse leidmiseks kasutame valemit

8
Oap = fAB ds = f JE )2+ (5" (D)2 + (/D)2 dt, kus a<t <.

Tuletised parameetri ¢ jargi on

2(t)=3, y'(t)=6t, 2'(t)=6t
Seega

1 1

lap = [0 V9 + 3612 + 364 dt = fo 3V1+4t2 + 4t4 dt =
1 1
- fo 3\/(1+22)2 di = fo 3(212 + 1) dt = 5.

~N




Esimest liiki joonintegraali rakendus

~N

([ Ulesanne 20.3 ]

Leidke vertikaalse silinderpinna pindala, kui pinna alumine serv asetseb xy-tasandil ja iilemine

2

(_ serv on jargmiste pindade loikejoon x° + y2 =16,z =y.

l Lahendus )

Kuna alumine serv on zy-tasandil, siis y > 0,z > 0. Vorrand z? + y? = 16 kirjeldab zy-tasandil
ringjoont, mille keskpunkt asub nullpunktis ning mille raadius on 4. Tingimuse y > 0 tottu
huvitab meid ainult ringjoone iilemine osa, mille parameetriline vorrand (polaarnurga suhtes)

{x(t) =4cost

y(t) =4sint

on

, kus t € [0, 7].

Kasutame seega valemit

B
Sancn= [ fw)ds= [ 50,y )W E O+ (O db, kus a <t <5
Funktsioon f(z(t),y(t)) = y(t) = 4sint. Tuletised parameetri ¢ jérgi on
z'(t) = —4sint, y'(t) = 4cost.

Seega vertikaalse silinderpinna pindala on

s s s
f 4sint\/1651n2t+16cos2tdt=/ 4sint~4dt:f 16 sint dt = 32,
0 0 0




Teist liiki joonintegraalid

([ Ulesanne 20.5 ]

~N

Arvutage integraal [43 ydx, kus joon AB: z(t) = cost, y(t) =sint, t€[0,7/2].
\_ J

l Lahendus ) N

Tegemist on ringjoone kaarega esimeses veerandis. Kasutame teist liiki joonintegraali leidmiseks
valemit

AB: z=x(t), y=y(t), astsﬂ:/ABf(x,y)dx:faﬂf(t)x'(t)dt.

Ulesande tekstist saame, et f(t) = y(¢) = sint ning 2'(t) = —sint. Seega rakendades eelnevat
valemit saame integraaliks

us ™

Jus s 71
ydw=[2Sint-(—sint)dtz—[2sin2tdt=—[2—(1—cos2t)dt:—z.
AB 0 0 0o 2 4




Diferentsiaalvorrandi lahend

([ Ulesanne 22.1 ]

N
Niidake, et antud funktsioon on temale jargneva diferentsiaalvorrandi lahendiks
Yy Slnt dx .
—yf yd—::z:+ysmy.
\ Yy J

l Lahendus ) N

Selleks, et antud funktsioon oleks diferentsiaalvorrandi lahendiks, peab funktsiooni asetamine
vorrandisse muutma vorrandi samasuseks soltumatu muutuja suhtes.

d
Leiame d_a: ehk 2'(y). Saame, et
Y
Y si Y Y
dez.  d ( Smtdt) _ /‘ Smtdt smy sin dt+s1ny,
dy dy o t 0

kuna matemaatilise analiiiisi pohiteoreemi (KM1 konspektls) kohaselt

<[ pwyde= ).

Diferentsiaalvorrandi vasak pool on seega

dx Y sin Y sin

Vp.=yYy— =y f —dt+smy y/ —dt+ys1ny

dy 0

Ning parem pool on
. ysint .
p-p.-=x+ysiny = y/ Tdt +ysiny.
0

Kuna v.p. = p.p., siis tegemist on toepoolest selle diferentsiaalvorrandi lahendiga.
\_ J




Eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandi lahendamine

([ Ulesanne 22.3 ]

Leidke antud eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandi iild- ja erilahend.

sinxdy —ycosxdr =0, y(z):l
k 2

l Lahendus

Eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandi lahendamise esimese sammuna eraldame muutu-
jad. Selleks jagame esialgse vorrandi molemad pooled 1dbi avaldisega sinz-y. Vorrand omandab
siis kuju

dy cosx

dz = 0. (1)

y sinx
Vorrand (1) on niiiid eraldatud muutujatega diferentsiaalvorrand (ehk dx kordaja soltub ai-
nult muutujast x ning dy kordaja soltub ainult muutujast y). Selle lahendamiseks integreerime

[@—[Cc’sxdm:cb CieR.  (2)
Y

sinx

vorrandit liikmeti

Millest

f@_[ d.sinx:C1
Yy sinx
In|y| - In|sinz| = Cy.

Votame vorrandi molemad pooled e astmesse ning kasutame logaritmfunktsiooni omadust

e™® = . Vorrandi vasak pool on siis

eln|y|—ln|sin:c| _ eln [yl . e—ln|sinr\ _ |y| )
| sin x|

Vorrandi parem pool on et = Oy, kus Cy = €1 > 0.

Kokkuvottes saime vorrandi |y| = |sin z|Cy. Absoluutviirtused saavad muuta ainult mérki, seega
saame need konstanti Cy dra peita, ehk saame vorrandi y = sina - Cs, kus Cs # 0.

Tuletame meelde, et lahenduse alguses jagasime vorrandi 1dbi avaldisega ysinx, seda voisime
teha parajasti siis, kui ysinz # 0. Markame aga, et esialgses vorrandis y = 0 on ka diferentsiaal-
vorrandi lahendiks. Seega diferentsiaalvorrandi iildlahendiks saame

=sinz-Cs, kus C3 £ 0
{y sinx - C3, kus C3 ehk y =sinz-C, kus C e R.

y=0

Diferentsiaalvorrandi erilahendi puhul peab lisaks kehtima tingimus y(g) = 1. Seega peab
kehgrima
sin§ -C'=1, millest C' = 1.
Kokkuvdottes saime diferentsiaalvorrandi iildlahendiks y = sinx - C| kus C € R ning tingimust
Y (g) =1 rahuldavaks erilahendiks on y = sinz.

.

| Mirkus!
Edaspidi me konstante enam ei indekseeri. See tdhendab, et igal sammul tdhistame konstanti
tdhisega C'. Tuleb lihtsalt mainida iga kord, kui C' tingimus muutub. Né&iteks kui tdhistame e,
kus C € R, timber tdhisega C, siis mainime, et niitid C > 0.

\_




Lineaarsed diferentsiaalvorrandid

6 Ulesanne 22.6 ]

Leidke antud lineaarse diferentsiaalvorrandi iildlahend 3’ — y cot z = 2z sin .

J Mirkus! ) N

Kasutame lineaarse diferentsiaalvorrandi ¢’ + P(x)y = Q(x) lahendamiseks konstantide variee-
rimise meetodit, mis koosneb kahest sammust.

Esimese sammuna lahendame vastava homogeense vorrandi
y' +P(x)y=0.

Selle lahend on ¥, = Ce [ Pl)de,
Teise sammuna otsime mittehomogeense diferentsiaalvorrandi lahendit kujul

y = C(:L,)effP(x) dx’

L kus konstanti C oleme loenud niitid otsitavaks argumendi « funktsiooniks.

l Lahendus ~

Esimese sammuna lahendame vastava homogeense vorrandi

d CoS T
y —ycotx =0, kusy = —y, cotr = ——.
dx sinz
Tegemist on eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandiga. Fraldame muutujad jagades vor-
randi molemat poolt avaldisega i Saame vorrandi
x

d
dy _cosz .

y sinx

Paneme tédhele, et iilesandes 22.3 juba lahendasime selle vorrandi. Seega homogeense diferent-
siaalvorrandi lahendiks on
yp=Csinz, CeR.

Teise sammuna leiame esialgse mittehomogeense diferentsiaalvorrandi lahendit kujul y = C'sin z,
kus konstanti C' loeme otsitavaks argumendi « funktsiooniks ehk

y=C(x)sinz.

Funktsiooni y tuletis on y' = C'(x)sinz + C(z) cosx. Asendame y ning y' esialgsesse diferent-
siaalvorrandisse. Saame

C'(z)sinz + C(z)cosz — C(z)sinz cotx = 2z sinx
C'(x)sinz + C(x)cosz — C(x) cosz = 2xsinx
C'(z)sinz = 2zsinz
C'(z) =2z
dC(x) =2z dx

de’(x)=f23:dx

C(z)=2*+C, kus C eR.

Saime diferentsiaalvorrandi iildlahendiks y = (2% + C) sin z.
& _/

6 Ulesanne 22.6 ]

Leidke antud lineaarse diferentsiaalvorrandi iild- ja erilahend y' +ycosx = cosx, y(0) = 1. j




l Lahendus

Esimese sammuna lahendame vastava homogeense vorrandi
!
Yy +ycoszx =0. (1)

Tegemist on eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandiga. Fraldame muutujad jagades vor-
randi moélemat poolt avaldisega ——. Saame vorrandi

d
—y+cosxd:U=O.

Integreerime vorrandit liikmeti ning saame
Inly|=-sinz+C, C eR.

Vottes vorrandi molemad pooled e astmesse saame

|y| _ e—sinmec'

Tihistame C = e© ja peidame absoluutviidrtuse méargid selle konstandi sisse dra. Saame
y=e 70, C£0. (2).

Kuna muutujate eraldamisega me eeldasime, et y # 0, peame niiiid kontrollima kas y = 0 sobib
vorrandi (1) lahendiks. Ndeme, et sobib kiill, ning lahend y = 0 ei esine vorrandis (2). Selle
parandamiseks piisab, kui lubame konstandil olla null. Seega homogeense diferentsiaalvorrandi
iildlahendiks on

yp = e S0, CeR.

Teise sammuna leiame esialgse mittehomogeense diferentsiaalvorrandi lahendit kujul
y = Ce ®"% kus konstanti C' loeme otsitavaks argumendi z funktsiooniks ehk

y = C(x)e—sinx.

—sinx

Funktsiooni y tuletis on 3" = C'(x)e - C(z)e ¥ cosx. Asendame y ning 3’ esialgsesse

diferentsiaalvorrandisse. Saame
C'(z)e 5" — C(x)e ™ cosx + C(z)e 5" cosx = cosx:

C'(x)e” 5% = cosz
C'(x) = cosxe

dC(z) = cos ze""? dx

de(x)z[esmxdsinx

C(z) =€+ C, CeR.

sinx

Diferentsiaalvorrandi iildlahendiks on seega
y = (esinx +0) o~SInT _ | 4 cpmsine
Diferentsiaalvorrandi erilahend rahuldab lisaks tingimust y(0) = 1 ehk
1+Ce 0 =1 millest C = 0.
Kokkuvottes tingimust y(0) = 1 rahuldav erilahend on

—-sinz -1

y=1+0-e




Homogeensed funktsiooonid

([ Ulesanne 23.1 ]

Leidke funktsiooni z =

55 Jaoks homogeensuse aste k.
\ Y

l Lahendus )

Funktsiooni f(z,y) nimetatakse k-astme homogeenseks funktsiooniks, kui

fltz,ty) =t" f(z,y)

iga t > 0 korral.
Ulesande tekstis antud funktsiooni korral saame, et

tx +ty B t(x+y) o
(tz)2 + (ty)?  2(a2+y2) 1 f ().

f(tz,ty) =

Jarelikult funktsiooni homogeensuse aste on k = —1.
\_




Homogeensed diferentsiaalvorrandid

([ Ulesanne 23.2 ]

~N
2
Leidke homogeense diferentsiaalvorrandi y' = % iildlahend.
\_ - J
l Lahendus | N

Kontrollime algul, kas tegemist on ikka homogeense diferentsiaalvorrandiga. Selleks kontrollime,
kas vorduse parem pool on 0-astme homogeenne funktsioon ehk kas f(tx,ty) = f(x,y).

2txty t22xt 2zy
t$’ t = = = = $,
R 5 e ) L o R
Kuna f(tx,ty) = f(x,y), siis tegemist on toepoolest homogeense diferentsiaalvorrandiga.
Homogeensete diferentsiaalvorrandite lahendamiseks teeme muutujavahetuse

J_ z, millest y=zx,
x
kus d g
Yy z
z=2(x), —=z+x—.
() dx dx
Diferentsiaalvorrand omandab seega kuju
dz 2222

A r— = —— =
dr x2- 222

Tegemist on eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandiga. Eraldame muutujad, saame

N dz 2122
2+ r— = —
dr 12— 2222
dz 222z

Tdr T 2(1-22)
dz  2z-2(1-2%)

dr 1-22
dz 23+2z2
i 1
:Ed:c 1-22 (1)
1-22 d
3 i dz:—x.
z23+z T

Vorrandi vasakul poolel lahutame murru osamurdudeks, ehk viime kujule

1-22 _A+BZ+C
2(22+1) 2z 22417

kus A, B ja C on otsitavad. Saame, et A=1, B=-2ja C =0 ehk

1-22 1 2z
2(22+1) z 2241

Diferentsiaalvorrandit edasi lahendades saame

(1 2z ) dx
—_ — 5 dz:_
z z¢+1 x

FE e g
z¢+1 T
dx

/ fz2+1 x
dz d(2*+1) dx
[ f 241 .[?




In|z|-In|z® +1|=In|z|+C, CeR

z
2| | =|z|C, C=e“>0
z4+1
z
5 =xC, C=0.
z=+1
Tagasi asendades z = Y saame
x
Yy
—A— =zC
&+l
y
nyxQ =aC
2
x
2y 5 =xC
Y2+

y=(2+22)C, C=0.

Paneme tihele, et vorrandis (1) me jagasime avaldisega 25 +z = z(2% + 1), mille t6ttu sealt edasi

eeldasime, et z # 0, millest y # 0. Esialgsest diferentsiaalvorrandist on aga néha, et y = 0 sobib
diferentsiaalvorrandi lahendiks.

Jarelikult homogeense diferentsiaalvorrandi iildlahend on

y=(22+9*)C, CeR.




Bernoulli diferentsiaalvorrand

Ulesanne 24.1 ]

Leidke Bernoulli diferentsiaalvorrandi y' = (y + y?) cos z iildlahend.

)

l Lahendus

Bernoulli diferentsiaalvorrandit 3'+P(z)y = Q(x)y®, kus a # 1 ja a # 0 saab taandada lineaarseks
vorrandiks, kui

1. jagame vorrandi pooled suurusega y“,
2. teeme muutujavahetuse z = y' =%, millest 2’ = (1 -a)y %y’

Esimese sammuna jagame vorrandi pooled suurusega y2. Saame diferentsiaalvorrandiks
! 1
y_2 = (— + l)cosx.
Yy Y
Teise sammuna teeme eelmainitud muutujavahetuse ehk z = y_l ja 2 = —y_Qy'. Diferentsiaal-
vorrand omandab siis kuju
2" =(2+1)cosx.

Natuke teisendades saame, et
2 +zcosx = —cosx.

Tegemist on lineaarse diferentsiaalvorrandiga. Selle lahendamiseks lahendame esiteks vastava
homogeense diferentsiaalvorrandi

2 +zcosx = 0. (1)
Saame

d
a4 +cosxdr =0
z

Injz|+sinz=C, CeR
Izl =, C=eY>0
2T =, C+0
z=Ce N7, (2)

Kuna diferentsiaalvorrandis (1) muutujate eraldamisel jagasime suurusega z, siis eeldasime, et
z # 0. Kuid on naha, et z = 0 sobib diferentsiaalvorrandi (1) lahendiks ja see ei kajastu vorrandis
(2), kus C # 0. Seega vorrandi (1) lahendiks on

zp = Ce % CeR.
Lineaarse diferentsiaalvorrandi lahendamise teise sammuna otsime niiiid lahendit kujul
z=C(x)e Sn7,
millest 2’ = C’(z)e”¥"% — C(x)e” ™" cos x. Sellisel juhul saame, et

C'(x)e ¥ — O(z)e "™ cosx + C'(x)e *™* = —cosx
C'(z)e "% = —cosz

C'(x) = —cosxe

f dC(:c):—fcosxeSimdx
]dC’(x)z—feSimdsin:z:

sinx

~N




C(z) = -+ C
Jarelikult diferentsiaalvorrandi iildlahendiks on

2= (_65111:11 + C)e—smz — Ce—SanII _ 1

1
Esialgset muutujavahetust z = — tagasi asendades saame, et

1 — Ce—sina: _ 17
Y

millest
y-(Ce™ ™% -1)=1.




Eksaktsed diferentsiaalvorrandid

([ Ulesanne 24.3 ]

—ydr—-xd
Leidke eksaktse diferentsiaalvorrandi x dx + ydy = w
2+

\_ )

tldlahend.

l Lahendus )

Viime diferentsiaalvorrandi kujule M (z,y)dx + N(x,y)dy = 0. Korrutame vorrandi molemad
pooled avaldisega z? + 4 ning siis viime avaldise —y dz — z dy vorrandi vasakule poole. Saame

(a:3+xy2+y) dx+(a;2y+y3+x) dy = 0. (1)
Vorrandi eksaktsuseks on tarvilik ja piisav, kui kehtib vordus
oM _oN
oy O’
Kontrollime eksaktsuse tingimuse tiidetust

OM 0, 4 9 ON 0, , 3

—=—(z" + +y)=2zy+1 —_— = +y°+x) =22y +1.

9y 8y(uv vyt +y) =2y +l, o= (@Y +yt o) =2ay

Eksaktset diferentsiaalvérrandit saab kirjutada ka kujul du(z,y) = 0. Uldlahendi u(z,y) = C
leiame vorrandisiisteemi

Q0] M,
ou(z,y)
) - N ()

abil. Integreerime esimese vorduse molemaid pooli argumendi x jargi, kus loeme muutujat y
konstantseks ja saame

u(,y) = [ M(w,y)do+Cy).
kus C'(y) on suvaline funktsioon muutujast y. Vorrandi (1) korral saame, et

4 2,2

u(z,y) = /(x3+:cy2 +y)dr +C(y) = % + % +zy +C(y)
. . ou
Valime ntiiid sellise C(y), et 0 N(z,y) ehk
Y
o 4 2,2
a—y(%+%+xy+0(y) =y +yi v
Pyrr+C'(y)=2’y+yP+x
C'(y) =y’

o
C(y):Z+C’, CeR.

4
Valime konkreetseks C'(y) sellise funktsiooni, kus C' =0 ehk C(y) = yz Saime otsitavaks funkt-

4 22 4
*t x
siooniks u(x,y) = — + Ty, Ty + vy

Kokkuvottes eksaktse diferentsiaalvorrandi iildlahendiks on

4 2,2 4
at 2%y y
LY s Lo
4Ty Ty




Diferentsiaalvorrandite numbriline lahendamine

([ Ulesanne 24.5 ]

Leidke Euleri meetodi abil diferentsiaalvorrandi

Yy
y, = y(l) =1
T

(_ lahendi lahisvéiéirtused argumendi védrtustel ; = zo + 0.1z, (i=1,2,3).

l Lahendus )

Valem diferentsiaalvorrandi ligikaudseks lahendamiseks Euleri meetodiga on

Yi = Yi-1 + hf(ic1,yi-1),

kus h = Ti—Xi-1.
Ulesande tekstist on teada, et (1) =1 ehk z9=1ja yo =1 ning h=0.1 .
Sellisel juhul

1
y1 =y0+hf(xo,y0)=1+0.1- 1 1.1.
Saime, et y; = 1.1 ja {ilesande tekstist 1 = 1.1 . Seega

1.1
v2=y1+hf(r1pn) = 11401 =12,

Saime, et yo = 1.2 ja {ilesande tekstist 9 = 1.1 . Seega

1.2
Y3 =Yz + hf(xg,yg) =1.2+0.1- E =1.3.




Teist jarku diferentsiaalvorrandite lahendamine vorrandi jargu alan-
damise teel

([ Ulesanne 25.2 ]

Lahendage diferentsiaalvorrand

ij” _ y/ + $2

(_ Jjargu alandamise teel.

l Lahendus )

Jargu alandamiseks teeme muutujavahetuse u =y, millest v’ = 3"

Saame diferentsiaalvorrandi

.’EU, :u+x2.

Natuke teisendades saame (esimest jirku) lineaarse diferentsiaalvorrandi
u
u - —=mx. (1)
x

Sellele vastav homogeenne diferentsiaalvorrand on

U

!

u ——=0.
T

Tegemist on eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandiga. Muutujaid eraldades saame

d d
du_dv_
u €T

mille lahendiks on
up =xC, CeR.

Konstantide varieerimise teel leiame vorrandi (1) lahendi. Selleks otsime lahendit kujul
uw=xC(x), millestu =C(z)+zC'(z).

Saame, et
C(x) +2C'(z) - %(x) =x

C(z) +20"(z)-C(z) =2
C'(z)=1
C(x)=xz+Ci, CieR.

Jarelikult vorrandi (1) iildlahend on
uw=xz(x+C) =2+ xC).
Tagasi asendades u = ' saame eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandi

y' = 2%+ 20
dy = (2% + zCy) dz.

Molemalt poolelt integraali vottes saame esialgse diferentsiaalvorrandi tildlahendiks

3 .2 3

x> x°Cq x 9
=—+ +Cy=—+2°Cy + Oy,
Y 3 B 273 Tz L1 2

L ~ e C
kus C1,C5 € R ja viimages vorduses tahistasime Cy = 71




([ Ulesanne 25.2 ]

Lahendage diferentsiaalvorrand

m"no_ y’
Yy =y ln;

| Jjérgu alandamise teel.

l Lahendus )

Jirgu alandamiseks teeme muutujavahetuse u = ', millest u' = y".
Saame diferentsiaalvorrandi

, U
xu =uln—.
T

Vorrandi molemat poolt jagades avaldisega x saame homogeense diferentsiaalvorrandi

;UL U
u =—1In—.
r T

Homogeense diferentsiaalvorrandi lahendamiseks teeme muutujavahetuse
U . p z
z=—, millest u=zx ning v =z+x—.
x dx

Saame eralduvate muutujatega diferentsiaalvérrandi

d
z+xd—zzzlnz (1)

z
1‘% =z(Inz-1) |: —a:z(h;i 1) (2)
dz _dx
z(Inz-1) =z
d(nz-1) dx
nz-1 =

In|lnz-1|=Inlz|+Cy, C1eR
Inz-1=2C;, Cp+0. (3)

ja see lahend ei kajastu enam real (3). Selle parandamiseks olgu niiid C € R. Saame

Inz-1=x2C;
Inz=2C7+1
2= 61‘014—1'

. U ~ .
Tagasi asendades z = — saame vorrandi
x

u= l,ewClJrl.

Tagasi asendades u = y' saame eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandi

dy = 2“1 da.

Kui Cy =0, siis saame esialgse vorrandi lahendiks

61‘2

y=T+CQ7 CQE]R.

Kui Cy # 0, siis vorduse paremal poolel integreerime ositi ja saame, et

xCp+1 xC1+1 xC1+1 xCp+1 xCp+1
xre e xe e e
[ xé’xcﬁ—l dx =

Ci Cy Cy C2

Sammul (2) jagasime avaldisega In z — 1, mille t6ttu pidime eeldama, et Inz — 1 # 0 ehk z ei ole
vordne konstantse funktsiooniga z = e. Paneme aga tihele, et see on sobiv vorrandi (1) lahend

- dx = - +C2=—2($Cl—1)+02
Cl




Saame esialgse diferentsiaalvorrandi lahendiks, kui C; # 0

xC’1+1

Cf

€

y= (zC1-1)+Cy, C1#0, CoeR.




Teist jarku konstantsete kordajatega lineaarse homogeense diferent-
siaalvorrandi lahendamine

([ Ulesanne 25.3 ]

Lahendage teist jarku konstantsete kordajatega lineaarne homogeenne diferentsiaalvorrand

9 y" + Ty + 17y = 0.

l Lahendus ) N

Diferentsiaalvorrandile vastav karakteristlik vorrand, mida lahendame, on

K2+ 7k+17=0.

Saame lahenditeks

~T+VT?2-4-17 -7++/-19 7 V19,
k12 = = =—— Ly,
’ 2 2 2 2
V1 Va! V1
Saame kq = T + —gz ja ko = T —gi, millest a = —z, 8 = v19 Kuna karakteristliku

vorrandi lahendid on kompleksarvulised, siis vorrandi iildlahend on kujul

1
y = e**(Cy cos fx + Cysin fx), kus a = —g, 8= 5\/ -D, C1,Cy e R.

Jarelikult vorrandi ildlahend on

T

VAl
y=e 2 (ClcosTgx+C’Qsin

)

i Ulesanne 25.3 ]
Lahendage teist jarku konstantsete kordajatega lineaarne homogeenne diferentsiaalvorrand

no_ r_ . 1. ! —
L y' =23y -5y); y(0)=1 y'(0)=4. Y

l Lahendus )

Viime vorrandi liikmed iihele poole. Saame

y' -6y +10=0
Diferentsiaalvorrandile vastav karakteristlik vorrand, mida lahendame, on
k* - 6k +10 = 0.

Saame lahenditeks

6+v62-4-10 6+v-4
- 5 -

5 31 ehkk1:3+i, ]€2=3—’i,

k12 =

millest o = 3, # = 1. Kuna karakteristliku vorrandi lahendid on kompleksarvulised, siis vorrandi
iildlahend on kujul

1
y = €e*(Cy cos fr + Cysin fr), kus a = —g, 8= §V_D’ C1,C € R.
Jarelikult vorrandi ildlahend on

y=e’ (Crcosz+ Cysinx).

Erilahend rahuldab ka tingimusi y(0) = 1 ning 3'(0) = 4. Leiame funktsiooni y tuletise
. J




y' = 3e3%(C cosx + Cysinz) + €% (~Cy sinz + Cy cos ).

Saame tingimuste vorrandisiisteemi
y(0) =1
y'(0) =4,

millest saame vorrandisiisteemi

(O cos0 + Cysin0) = 1
3e°(C1 cos0 + Cysin 0) + €% (~C1 sin 0 + Cy cos 0) = 4.

Peale lihtsustamist saame

Ch=1

301 + 02 = 4,
millest C1 =1 ja Cy = 1.

Kokkuvottes tingimusi y(0) = 1 ning 3'(0) = 4 rahuldavaks erilahendiks on

y = €3 (cosx +sinx).




Teist jarku konstantsete kordajatega lineaarsed diferentsiaalvorrandid

([ Ulesanne 26.1 ] N

Lahendage teist jarku konstantsete kordajatega lineaarne mittehomogeenne diferentsiaalvorrand

L y' -2y -3y=3-4e" (1).

] Mirkus! ) ~

Teist jirku konstantsete kordajatega lineaarse mittehomogeenne diferentsiaalvorrandi

y" +ay +by=F(x)

lahendamine toimub kahes etapis.

1)

Lahendame vastava lineaarse homogeense diferentsiaalvorrandi
vy +ay +by =0,

millest saame iildlahendi yp,.

2)

Leiame esialgse vorrandi mingi erilahendi Y, mis sarnaneb kuju poolest funktsiooniga F'(x).
Kokkuvottes saame esialgse vorrandi {ildlahendi kujul

q y=yn+Y. )

l Lahendus N
1)

Lahendame vorrandile (1) vastava lineaarse homogeense diferentsiaalvorrandi

y'-2y'-3y=0. (2)
Vorrandile (2) vastav karakteristlik vorrand on
k* -2k -3=0.

Karakteristliku vorrandi lahenditeks on

2ﬂ:\/4+12_2ﬂ:4_
2 o2

1+2.

k12 =

Saame k1 = -1 ja ko = 3. Kuna karakteristliku vorrandi lahendid on reaalsed ja erinevad, siis
vorrandi (2) iildlahend on kujul

yp = C1eM7 + Coek2® Oy, Oy e R.
Saame lineaarse homogeense diferentsiaalvorrandi iildlahendiks
Yh = Cle_x + 026336.

2)
Leiame vorrandi (1) mingi erilahendi Y. Kuna esialgse vorrandi parem pool on kujul C + pe®,

siis otsime erilahendit Y kujul
Y = A+ Be".

Paneme tihele, et Y = Y’ = Be”. Esialgsesse vorrandisse (1) asendades saame, et

Be® -2Be” —3A -3Be” =3 - 4¢e”
—3A-4Be” =3 - 4¢€”




s

N
Kuna e” kordaja peab olema vorrandi moélemal poolel sama, siis B = 1 ning seega A = —1. Saame
erilahendi
Y =-1+¢".
Kokkuvottes saame esialgse diferentsiaalvorrandi (1) lahendiks
y=Cre "+ Coe3® + 6% — 1.
y,




Teist jarku konstantsete kordajatega lineaarsed diferentsiaalvorrandid

([ Ulesanne 26.2 ] N

Lahendage teist jarku konstantsete kordajatega lineaarne mittehomogeenne diferentsiaalvorrand

L y'+2y" +y=3e" (1).

J
l Lahendus ) ~N
1)

Lahendame vorrandile (1) vastava homogeense diferentsiaalvorrandi

y' +2y +y=0. (2)

Karakteristlik vorrand on
K +2k+1=0.
Karakteristliku vorrandi lahenditeks on

~2x\A-4 -2:0

’ 2 2

-1.

Saame k1 = kg = —1. Kuna karakteristliku vorrandi lahendid on reaalsed ja vordsed, siis vorrandi
(2) tildlahend on kujul
yp = eM%(Cy + Cyz), C1,CoeR.

Vorrandi (2) ildlahend on
Yp = e‘x(Cl + 021')

2)
Leiame vorrandi (1) mingi erilahendi Y. Kuna ky = k2 = -1, mis esinevad esialgse diferentsiaal-
vorrandi paremal poolel e astendajas, siis erilahendi Y otsime kujul

Y = Az%e™®, millest Y’ = 2Aze ™ — Aze™ ja Y = 24e”" — 4z Ae™® + Az’e .
Esialgsesse vorrandisse (1) asendades saame, et

247" —dxAe™ + Ax’e™ + 2(2Axe™ — Ax’e™®) + Az’e ™ = 3"

247 =3e7"
A3
2
Saame erilahendi 3
Y = Sa%e7®.
2

Kokkuvottes saame vorrandi (1) tildlahendiks

3
y=e " (Cy+Cax) + 53326_33.

([ Ulesanne 26.2 ]

Lahendage teist jarku konstantsete kordajatega lineaarne mittehomogeenne diferentsiaalvérrand

L Y +3y +2y=6e%. (1)

l Lahendus ) N
1)

Lahendame vorrandile (1) vastava homogeense diferentsiaalvorrandi

Yy +3y" +2y=0. (2)




Karakteristlik vorrand on
K +3k+2=0.

Karakteristliku vorrandi lahenditeks on

3:v9-8 -3x1

’ 2 2

Saame ky = -2 ja ko = —1. Kuna karakteristliku vorrandi lahendid on reaalsed ja erinevad, siis
vorrandi (2) {ildlahend on kujul

Yp = Cleklx + CQ@kQI, Cl, CQ eR.

Vorrandi (2) iildlahend on

T

Yh = 016_2$ + 026_ .

2)
Otsime vorrandi (1) mingi erilahendi Y. Kontrollime, kas tegemist on erijuhuga, kus k; voi ko
esinevad vorrandi (1) e astendajas. Ndeme, et ei esine, seega erilahendi Y otsime kujul

Y = Ae™®®, millest Y/ = -54e ™% ja Y = 254e™°%.
Esialgsesse vorrandisse (1) asendades saame, et

25Ae% + 3(~5Ae ) + 2(Ae) = 67
1246757 = 6%

A-1
2

Saame erilahendiks
Y = 16_51.
2

Kokkuvottes saame vorrandi (1) tildlahendiks

1
y=Cre 2 + Coe™® + 56_527.




Teist jarku lineaarsed diferentsiaalvorrandid

([ Ulesanne 27.1 ]

Lahendage teist jarku lineaarne homogeenne diferentsiaalvorrand,

Y +y tanz —ycosix =0; yp = €T

| kasutades Liouville’i-Ostrogradski valemit.

l Lahendus )

Liouville’i-Ostrogradski valemi abil saame leida diferentsiaalvorrandi

y" +p1(x)y +pa(x)y =0

teise erilahendi yo. Tépsemalt
e—fp1 (z)dx
Y2 = Y1 / ————dux,
9
kus y1 on eelnevalt teadaolev erilahend.
2

Siin iilesandes on pi(z) = tanx, pa(z) = cos’z ning y; = €1

. Leiame e astendajas oleva

integraali —/pl(:z:) dx.

—ftanxdq::—fsmm da::f dCOS$:In|cos:1c|+C

COST COST™

Siin votame konstandiks C' = 0. Saame niiiid leida teise erilahendi Liouville’i Ostrogradski valemi
abil

In | cos z|
; e ; COS T (*) g COST
Y2 = eSIHx / ——dr = eSIHx —| | dr = eSIHCC / ———dx =

(esinx)2 e2sinz e2sinz
. dsinx . 1 o5 e~ sine .
:esm:v : :6s1nz‘ —Ze 231n:c+c - _ +C€Sln$.
ermx 2 2

Tahame ainult iihte erilahendit, seega votame C = 0. Uldlahend on seega

y — Clesnll‘ + 026—811111:‘

.

J Markus!

T
Pohjendame, miks on vorduses (*) absoluutviirtuse arajatmine voimalik. Kui x € (—5, 5), siis

kehtib |cosx| = cosx ning arvutades nagu iilal tegime, saame y = C1e™"" + Coe™ "%, Kui aga

T S —sinzx
€ (5, 7), siis | cos x| = — cos x, mistottu erilahend y5 = 5 =2 kus ys on erilahend, mis
saadi, kui x € (—g, %), ja seega y = Cry; — Coyo. Téhistades —Co timber tdhisega Cs, saame

y jaoks iihise iildkuju y = C1€™% + Coe™*™% mis sobib nii intervalli (—7—;, g) kui ka intervalli

3
(E,—ﬂ)jaoks.
( \2 2




Teist jarku lineaarsed diferentsiaalvorrandid

([ Ulesanne 27.2 ]

Lahendage teist jarku lineaarne mittehomogeenne diferentsiaalvorrand

L y// n y/ i e—me - 6—39[:; Y1 = cos e_x‘

l Lahendus )

Lahendame alguses esialgse homogeense vorrandi

y"+y'+e_2xy:0. (1)

Meil on teada iiks erilahend y; = cose . Leiame teise erilahendi Liouville’i-Ostrogradski valemi
abil

- [ dx -z
_ e/ _ e
Yyg = cose I[—dx:cose w/—dx:

cosZe % cosZe %
_ d(e™™® _ N .
= —cose ’”/%:—cose “(tane ™ + (') = —sine .
cos“ e ®

Kuna tahtsime iihte erilahendit, siis votsime C' = 0. Homogeense vorrandi (1) {ildlahend on seega
yp = Crcose ™ + Cysine ™.

Mittehomogeense lahendi leidmiseks kasutame konstantide varieerimise meetodit, kus lahendit
otsime kujul
Y =Cy(x)cose™ + Co(x)sine ™.

Selle tuletis on
Y'=Cl(x)cose™ +Ci(x)e sine™ + C)(z)sine™ - Co(x)e ™ cose™ .

Kuna meil on kaks otsitavat funktsiooni ja ainult iiks vorrand, siis votame teiseks vorrandiks
seose
Ci(x)cose™ + Ch(z)sine™ = 0.

Seda arvestades saame Y’ kirjutada kujul
Y'=Ci(z)e Fsine™ - Cy(z)e  cose™ = e (C1(x)sine™ — Co(z) cose™)
ning seega Y on
Y"'=-Y"+e*(Cl(x)sine™ - Cy(z)e “cose™ - Cy(x) cose™ — Ca(z)e “sine™).

Asetame saadud véidrtused esialgseses vorrandisse. Paneme tdhele, et vorrandi vasakul poolel
mitu liidetavat taanduvad vélja. Saame

e (Cy(x)sine™ — Ch(z) cose™) = 737,

Ci(z)sine™ - Ch(x) cose™ = e >,
Kokkuvottes tuleb meil lahendada vorrandisiisteem

{C’{ (z)sine™ - Cy(x)cose™ = e,

Ci(x)cose™ + Ch(x)sine™ = 0.

. ~ . / . . ~ .
Avaldame esimesest vorrandist C)(z) ning asendame saadud vadrtuse teise vorrandisse
|\




e 2 + Ch(z) cose™
sine™®
e 2 + Ch(z) cose™®

sine=*

Ci(z) =

Y

cose ¥+ Ch(z)sine™ = 0.
Teist vorrandit lahendades saame

e 2 + Ch(z) cose™®

- cose ¥+ Ch(z)sine™ =0, |-sine”™
sine~*
e 2 cose ™ + Ch(x) cos® e + Chy(x) sin®e™ = 0,
Cy(x) = e ** cose™, (2)

Cy(x) = - f e cose dx, |lu=e? du=-edzx

Cy(z) = fucosudu =wusinu + cosu + C,

Cy(x)=e"sine ¥ +cose * +C.

Kuna otsime iihte erilahendit, siis votame C = 0. Kasutades vordust (2) saame vorrandisiisteemi
esimese vorrandi kujule

-2 2 2 _—x

e —e T cos“e”
Ci(x) = — ,
sine
—2x 2 -z
e 1-cos“e
C{(x) = ( . r )7
sine
-2 1.2 —x
e “Tsin‘e
Ci(z) =
1) sine® '
Ci(z) = e *sine™,
Ci(z)= | e*sine™, |u=e™

Cy(x) = —f usinudu =ucosu —sinu + C,

xT

Ci(x)=e " cose ¥ —sine ¥+ C.

Kuna otsime iihte erilahendit, siis votame C = 0. Jérelikult saame erilahendiks

Y =(e"cose® —sine ¥)cose ¥ + (e “sine ™ +cose ¥)sine " =e .

Kokkuvéttes saame esialgse diferentsiaalvorrandi lahendiks

y=Crcose * +Cosine ™ +e *.




Lineaarsed korgemat jarku diferentsiaalvorrandid

([ Ulesanne 28.1 ]

Lahendage diferentsiaalvorrand
z-1
5

n "
y o ty =
\_ X

l Lahendus ]

Lahendame esialgu homogeense diferentsiaalvorrandi

"y =0. (1)
Sellele vastav karakteristlik vorrand on
K+ k% =0,
E*(k+1) =0.
Saame, et k; = —1 ning ko = k3 = 0, sellest jéreldub, et homogeense diferentsiaalvorrandi (1)

iildlahendiks on
Yp = Cle_x + (CQ.%' + Cg)eox = Cle_x + Cgl' + 03.

Esialgse mittehomogeense diferentsiaalvorrandi erilahendi leidmiseks kasutame konstantide va-
rieerimise meetodit, kus otsime lahendit kujul

Y =Ci(x)e + Co(x)x + Cs(x),

mille tuletis on

Y'=C{(z)e™ - C1(z)e™ + Cy(z)x + Ca(z) + C5(x).

Kuna tundmatuid on meil kolm, aga vorrandeid on meil ainult {iks, votame teiseks vorrandiks
seose
Ci(z)e™ + Cy(x)z + C5(x) = 0.

Seda arvestades saame Y’ kirjutada kujul
Y'=-Ci(x)e™ + Cy(x),

mille tuletis on seega

Y7 = Gl @) + i) + Ol

Kuna tundmatuid on meil kolm, aga vorrandeid on meil kaks, votame kolmandaks vorrandiks
seose
~-Ci(x)e ™ + Cy(x) = 0.

Seda arvestades saame Y kirjutada kujul
Y"=Cy(z)e™,

mille tuletis on seega
Y'"=Cl(x)e™ - Ci(x)e™ .

Asetame need esialgsesse vorrandisse ning saame

Ci(x)e™ - Ci(x)e™ + Ci(x)e™ = i _21,
x
Ci@)e™ =27,
x
Ci(z) == - 5.
r




-~

Saame vorrandisiisteemi . -

er e
C{(‘/E) = - “o

T
Cl(z)e™ + Cy(x)z + C5(x) = 0,

-Cl(x)e™™ + Cy(x) = 0.
Asendame vorrandisiisteemi esimese vorduse Cf(z) viidrtuse vorrandisiisteemi teise ja kol-
mandasse vorrandisse ning avaldame teisest vorrandist C4(z) ja kolmandast vorrandist Cj(x):

x x

et e C’ :e__e_
Ci(a) ==~ 5 e
1 1 x/ * ! ! 1 1 4
E——2+02(l‘)l'+03(1‘):0, = 03(1"):_;‘“?_02(‘%)1"
1 /
L _ 1 1
—t +Cy(x) =0, Ch(z) =~ - =.

r x

Asendame teises vorrandis C5(x) vidrtuse kolmandasse vorrandisse ning saame

T 6])

, e
Cl(x):;__

x2’
, 1
Cs(z) = 27 1,
1

1
Cé(.%') = ; - p

€T

Ositl integreerides — saame
x

f%dmzez-(——)—/e’”-(——) da;:—e—+fe—dx.
x x x x x
Votame esimese vorrandi molemalt poolelt integraali, siis saame, et
X xr X xr X X
Cl(m)zfe—dx—f%dxzfe—dere——fe—dxze—.
x x x x x x
Kolmanda vorrandi molemat poolt integreerides saame, et
1
Cy(x) =In|z|+ —,
x

ning teise vorrandi moélemat poolt integreerides saame

1
Cs(x) = -

Kokkuvottes saame erilahendi kujul
o 1 1
Y = e—e_m+(ln|x|+—)x———x:xln|a}|+1—x.
x x x
Ehk esialgse diferentsiaalvorrandi iildlahend on

y=Cre*+Cor+Cs+zxln|z|+1-z=
=Cie®+(Cy-1)x+(C3+1)+xln|z| =

=Cre™® + Cox + C3 + zln|x|,

kus viimases vorduses tdhistasime Co = Co — 1 ning C3 = C3 + 1.




Korgemat jirku diferentsiaalvorrandite lahendamine

([ Ulesanne 28.2 ]

\_

Lahendage diferentsiaalvorrand
nr 1
y = ()2

l Lahendus )

: 1/ . . . ~ .
Teeme muutujavahetuse z = y"', saame eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandi

— =dx
22 ’
—— =T+ Cl,
z
1
z=- .
$+01
Tagasi asendades z = 3", saame
n_ 1
T + Cl ’

y' =—In|x + C1| + Co,
y:—f(ln|x+01|+02) dx.

Integraali f In|x + C1|dz jaoks teeme muutujavahetuse ¢ = x + C1, ning siis integreerime ositi

1
/ln|x+01|d:c - /1n|t|dt:t1n|t| - f Jtdt=tift|~t=(2+C)nfa+ G~z - Ch.
Kokkuvottes saame tildlahendiks

y=—(z+C1)Injx+Ci|+z+C1 + Cox + Cs
=—zln|z + Cy| - CyInjx + C1| + z + Coz + Cs, (1)

kus viimases vorduses tdhistasime C3 = C; + Cj.

Ulesande alguses, kui eraldasime muutujaid, jagasime avaldisega 22, Seega sealt alates eeldasime,
et z # 0. Paneme aga tihele, et konstantne funktsioon z = 0 sobib diferentsiaalvorrandi 2’ = 2>
lahendiks. Vaatame niiiid olukorda, kus z = 0, siis saame, et

z =0,

y" =0,

y' =Ch,
y=Crx+Co.

Néeme, et see lahend esineb juba vorduses (1), seega me ei pea lahendit tdiendama.




Harilike diferentsiaalvorrandite susteemid

([ Ulesanne 28.4 ]

Niidake, et funktsioonide siisteem

— - _ T
y=x+e ", z=e€",

on antud diferentsiaalvorrandite siisteemi lahendiks.

/ L, 1
y=1-—-, 2= .
L z y—x
l Lahendus |
Leiame gy’ ning 2’
y =1-e7", 2 =e".

Esimest diferentsiaalvorrandit vaadates nieme, et

x x

1
vp.=1-¢e", p.p.:l—e—le—e_.

Kuna v.p. = p.p., siis esimene vorrand diferentsiaalvorrandite siisteemist on rahuldatud.
Teist diferentsiaalvorrandit vaadates néeme, et

1 1
v.p.=¢€ p.=—
P ’ PP r+eT-x e*

Kuna v.p. = p.p., siis ka teine vorrand diferentsiaalvorrandite siisteemist on rahuldatud. Ku-
na molemad diferentsiaalvorrandid diferentsiaalvorrandite siisteemist on rahuldatud, siis antud

funktsioonide siisteem on téepoolest antud diferentsiaalvorrandite siisteemi lahendiks.
.




Harilike diferentsiaalvorrandite susteemid

([ Ulesanne 28.6 ]

Lahendage diferentsiaalvorrandite siisteem

, 2z

§ Ve

l Lahendus )

Mairkame, et esimene vorrand ei soltu teisest. Tegemist on eralduvate muutujatega diferentsiaal-
vorrandiga. Muutujaid eraldades ja integreerides saame, et

2 2+1
y:f1+xx2dx=f%=ln|x2+1|+01=1n(:52+1)+01,

, z
Z=y+ar——.
x

kus C7 € R. Asetades lahendi teise vorrandisse saame lineaarse mittehomogeense diferentsiaal-
vorrandi

z'+3=ln(x2+1)+$+01. (1)
T

. . . ~ . z . .
Leiame alguses sellele vastava homogeense diferentsiaalvorrani z’ + = = 0 lahendi. Tegemist on

eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandiga, mille lahendiks on

_ &

X

Zh
Erilahendi leiame konstantide varieerimise meetodiga, kus otsime lahendit kujul

z= m, millest 2’ =
x x

Ch(z)x — Ca(x)
5 )

Asetades need vorrandisse (1) saame

Ch(z)x — Ca(x) . Cy(x)
2

_ 2
= =In(z"+1)+z+ (1,

CH(x) =zIn(z? +1) + 2° + 2C.
Votame vorrandi molemalt poolelt integraali. Saame

2?In(2z?+1) In(z?+1) 22 23 2204
+ -+ =

Colz) =
2(2) 2 2 2 "3 2

+02,

sest esimest liiget integreerides teeme muutujavahetuse u = 2 + 1 ning siis ositi integreerides

tuleb
1 1 1
/:L‘ln(x2+1)d:v=fMduz—(ulnu—[u-—du)z
2 2 U

:%(ulnu—fldu):%(ulnu—u)+C’=

:%((x2+1)1n(x2+1)—($2+1)+C):

:U21n(x2+1)+ln(a:2+1) 7 1+C’_
B 2 2 2 2 2
2 2 2 2
1
_x n(x +1)+ln(x +1)_x_+c'
2 2 2

Jarelikult teise vorrandi iildlahend on

rin(z?+1) In(z?+1) =z 22 201 Oy
z= + -t =+ —+
2 2z 2 3 2 x




Kokkuvottes
y=In(z>+1)+ 0y,
rln(z?+1) In(z?+1) = 22 201 Oy
= + -+
2 2z 2 3 2 T




Harilike diferentsiaalvorrandite susteemid

([ Ulesanne 29.1 ]

~N
Lahendage diferentsiaalvorrandite siisteem
dx dy dz
—=z-Yy, —=Z, —=2Z-X
\ dt dt dt y
l Lahendus | ~

at Y T A dt

.. . !
Peame meeles, et siin iilesandes on =" =

ja kolmandasse vorrandisse.

!/ !/
r=Yy-Y,
!/
Yy =z
! !
Z =y -z

Kui votta teisest vorrandist tuletise saame vorrandi

Asendame selle kolmandasse vorrandisse, et saada

/4 /4
=y -y,
y' =z,

7 l4
y' =y -

Votame kolmandast vorrandist tuletise ning saame

/

y " _ yl/ _ l'/ ehk $/ _ y// _ y//l'

Asendame selle esimesse vorrandisse, et saada

" nr

y' =y =y -y
Saame korgemat jarku konstantsete kordajatega lineaarse diferentsiaalvorrandi
y" =y +y —y=0.
Selle karakteristlik vorrand on

-k +k-1=0,
k(k*+1)-(K*+1) =0,
(K*+1)(k-1) =0.

Selle lahenditeks on k1 =1, ko =14, k3 = —i. Sellest jareldame, et
y = C)cost + Cosint + Czel.

Leiame y tuletise
y' = -Cysint + Cycost + Csel.

Vorrandisiisteemi (1) teisest vorrandist saame, et
z=-Cysint + Cycost + Csel.

Jarelikult 2z tuletis on

2’ = —C cost — Cysint + Csel.

dz ) - .
= — . Asendame teise vorrandi esimesse

(1)




Esialgse vorrandisiisteemi kolmandast vorrandist saame seega, et
x=-Cysint + Cycost+ Csel + Csint + Cy cost — Csel = (Cy—Ch)sint + (C + Cy) cost.
Kokkuvéttes saime lahenditeks

x=(Cy—Cq)sint + (Cy + C2) cost,
y=C)cost+Cysint + Csel,

z=-Cysint + Cycost + Csel.




Harilike diferentsiaalvorrandite susteemid

([ Ulesanne 29.2 ]

Lahendage diferentsiaalvorrandite siisteem

y/ — z Zl — y
(z-y)?¥ (z-y)?

(_ integreeruvate kombinatsioonide leidmise teel.

l Lahendus )

Lahutame teisest vorrandist esimese vorrandi, saame muutujavahetusega u = z — y eralduvate
muutujatega diferentsiaalvorrandi.

Z,_ylzﬁ
(z-y)¥
1
(z—y)'=—z_y, u=z-y
w =t
u7

? = —II,’+Cl,
uQ = —21‘+Cl,

(z-y)* = -2z +Cy, (1)
Cy=2z+(2-y)* (2)

Liidame molemad esialgsed vorrandid kokku ning kasutame vordust (1). Muutujavahetusega
u = z +y saame eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandi.

+y
Ty = Ean’s - at
Yy +z T u=z+y
, u
u= =
Cl - 2x
du  dw
u O -2z’
1
In|u| = —51n|C1 = 2z|+ Cy,
Cy
U= ——,
\/ |Cl - 2.T|
+ s
ZHYy= ——.
|C1 — 2|
Asendades avaldise (2) saadud vordusse saame, et
Co
Z4y= ,
Z-Y
(z+y)(z-y) = Co,
22 —y? = Oy,

Kokkuvottes saame diferentsiaalvorrandite stisteemi tildlahendiks

2z + (2 —y)* = C1,
22 —y? = Cs.




Osatuletistega diferentsiaalvorrandid

([ Ulesanne 29.7 ]

Lahendage osatuletistega diferentsiaalvorrandi Cauchy iilesanne

ou
LY u(y,y) =2y.
\_ X

l Lahendus )

Loeme muutujat y parameetriks ning lahendame vastava hariliku diferentsiaalvorrandi

— =z +y.
dx y

Tegemist on eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandiga. FEraldame muutujad ning integree-

rime

du = (z +y)dz,

fdu:f(x+y)dx,
22

u= ?+1’y+0(y).
Kuna v on kahemuutuja funktsioon, siis integreerimiskonstant C'(y) voib soltuda argumendist
y. Tingimusest u(y,y) = 2y saame, et
2

y
7+y2+0(y)=2y,

3 2
C(y)=2y—%-

Tingimust u(y,y) = 2y rahuldavaks erilahendiks on seega

2 2
T 3y
u(z,y) = E+a:y+2y—7.




Lineaarsed osatuletistega diferentsiaalvorrandid

([ Ulesanne 30.1 ]

Lahendage osatuletistega diferentsiaalvorrand

L kus otsitavaks funktsiooniks on u = u(x,y).

Mirkus!

Osatuletistega diferentsiaalvorrandi

ou ou
p(x,y,u)% + Q(‘T’yvu)a_y = T(:c,y,u)

lahendamiseks lahendatakse ekvivalentset iilesannet, mis on harilike diferentsiaalvorrandite siis-

teemi
dx dy du

p(x7 y? u) B Q(x7 y? u) B r(x7 y? u).

Sellele harilike diferentsiaalvorrandite siisteemile saab leida kaks lineaarselt soltumatut iildla-
hendit

¢l(x7yvu) = Clv
1/}2(x7y7u) = 027

siis osatuletistega diferentsiaalvorrandi iildlahendiks on

80(¢h 2JZ)2) =0,

L kus ¢ on suvaline pidevalt diferentseeruv funktsioon.

l Lahendus

Lahendame vastava harilike diferentsiaalvorrandite siisteemi

dr_dy __dv

y oz x-y

Esimesest vordusest saame, et

do_dy
y x
rdr =ydy,
2 2
x_:y_"_ch
2 2
x2_y2:017 (1)
r=\/y*+Ci. (2)

Vordusest (1) saame, et ¢y (z,y,u) = 22 — y°. Teisest vordusest saame, et

dy _ du
r z-y
-y)d
(z-y) Y
x
(l—g)dy:du.
x




~
Asendame avaldise = kasutades vordust (2) ning integreerime moélemat poolt, saame

1-—7 dy = du,
VY2 +C1

f 1-—4 dyz/du,
VY2 +Ch
1 d(y2+01)
bl [y,
f 2 y2+Cl
Y- Vy?+Cr1+Car=u,

y—x+Cy=u,

Co=u-y+z.
Jarelikult ¥o(z,y,u) = u —y + . Kokkuvottes saime lahendiks
(,D(CBQ—yQ,U—y+$) :0a

kus ¢ on suvaline pidevalt diferentseeruv funktsioon. Sellest lahendist on v&imalik avaldada
otsitav funktsioon u kui teises argumendis oleva funktsiooni kirjutame kujul

u-y+z=fla?-y?),
ning avaldame u
u=fla?-y?) +y -,

kus f on suvaline pidevalt diferentseeruv funktsioon.
.

J Markus!

Teine viis, kuidas oleks saanud leida 1o (x,y,u), oleks olnud panna tahele, et

dr dy du  dr-dy+du dr-dy+ du
Y r xT-y yY-x+T-y 0 '

Ning otsinud funktsiooni z(x,y,u) nii, et tema taisdiferentsiaal oleks olnud dz = dx - dy + du.
Kuna nimetaja vordumine nulliga siimmeetrilises siisteemis tdhendab lugeja vordumist nulliga

ehk teisisonu dz = 0, millest saame, et z = Cj.

0 0
Lisaks tingimustest = _ % 4 ning 9% _ 1 saame itheks konkreetseks funktsiooniks z =
or Ou y

x -y + u. Kokkuvottes z — y + u = Cy, millest saame, et ¥o(x,y,u) =z -y +u.

\_

([ Ulesanne 30.1 ]

Lahendage osatuletistega diferentsiaalvorrand

(_ kus otsitavaks funktsiooniks on u = u(z,y).

l Lahendus )

Lahendame vastava harilike diferentsiaalvorrandite siisteemi

dr dy  du
y x aZ+y?

Esimesest vordusest saame analoogiliselt eelmise iilesandega
\_




(.

2 :y2 +Ch,
x=\/y?+C1,
22— y% = .

Saame, et ¥1(z,y,u) = 22 — 2. Korrutame harilike diferentsiaalvorrandite siisteemi esimese
murru lugejat ja nimetajat avaldisega —y ja teise murru lugejat ja nimetajat avaldisega —ux.
Saame harilike diferentsiaalvorrandite siisteemi kujul

~ydr -xdy  du
—y? -

—z2 2242
Liidame ko6ik siisteemi nimetajad ja lugejad omavahel kokku, saame

-ydr -xdy  du  —ydr-zdy+du -ydr-zdy+ du

—y2 —22 22+ y2 2 —a2+a2+q2 0

Olgu z(x,y,u) selline funktsioon, mille korral tema téisdiferentsiaal on dz = —ydx — x dy + du.
Kuna nimetaja vordumine nulliga siimmeetrilises siisteemis tdhendab lugeja vordumist nulliga,

z
saame murrust e et dz=0.

. 0z : S
On nédha, et 9 = —y. Loeme muutujat y parameetriks ning siis saame, et
T

dz__
d.’L'_ Y,
dz = —ydx,

z=-yx+C(y,u),

. - U . . . 0z
kus integreerimiskonstant C'(y,u) voib soltuda muutujast y ja u. Tingimusest — = —x saame,

et

0: _
ay_

-,

0
—(-yr+ Cly,uw) = -,
Y

-+ 2C’(y,u) = -z,
Ay

0
~C =0
2y (y,u) =0,

C(y,u) = C(u)

ehk integreerimiskonstant C'(y,u) ei soltu muutujast y ning voib kirjutada C(y,u) = C(u).

- z
Tingimusest — = 1 saame, et
ou

0z
9
ou ’
0
—(~yz +C(u)) =1,
ou
0
%C(u) = 17
C(u)=u+C.

Kuna otsime iihte kindlat funktsiooni z, siis votame C' = 0. Seega saame, et z = —yx + u ning
tingimusest dz = 0 jareldub, et z = Cs. Jérelikult saame

—yxr+u=Co, millest u=Ch+yx.

Kokkuvottes saame harilike diferentsiaalvorrandite siisteemi lahendiks




2_,2
(p(.T -y ,—ya:+u):0,
kus ¢ on suvaline funktsioon. Sellest on voimalik avaldada otsitava funktsiooni wu, kui teises
argumendis oleva funktsiooni kirjutame kujul

~yz +u=f(2* -y?),

ning avaldame suuruse u kujul
22
u=yz+ f(z"-y°),

kus f on suvaline pidevalt diferentseeruv funktsioon.




Lineaarsed osatuletistega diferentsiaalvorrandid

([ Ulesanne 32.1 ]

Lahendage osatuletistega diferentsiaalvorrand

ou ou zou B

—+y—+-——-=0
$8x+y8y+282 '

(_ kus otsitavaks funktsiooniks on u = u(,y, 2).

l Lahendus )

Lahendame vastava harilike diferentsiaalvorrandite siisteemi
de dy 2dz
T Y z
Esimesest vordusest saame, et

dx_@
z oy

Teisest vordusest saame, et

dy 2dz
P
Injy| = 21n|z| + Cq,
y=2"Cy,

Y
Cy=-2.

Kokkuvéttes saame osatuletistega diferentsiaalvorrandi tildlahendiks

u=f(2.4).

A
x 22

kus f on suvaline pidevalt diferentseeruv funktsioon.

\




Lineaarsed osatuletistega diferentsiaalvorrandid

([ Ulesanne 32.2 ]

Leidke vorrandi

ox

selline integraalpind u = u(x,y), mis labib joont

m@+(y+m2)%=u
dy

\_

l Lahendus )

Lahendame vastava harilike diferentsiaalvorrandite siisteemi

de.  dy  du
x y+zx?  u

Esimese ja viimase liikme vordusest saame, et

dr du
T u’
u=xC1,

. U . . . .. ~
millest C = —. Esimese ja teise liilkme vordusest saame, et
x

& _dy

r  y+x2
Y+ :@
dx

Saame lineaarse hariliku diferentsiaalvorrandi

B _y_, (1)

dr «=x

Sellele vastava homogeense diferentsiaalvorrandi lahendiks on
yp = Cx.
Erilahendi leiame konstantide varieerimise meetodiga, kus
Y =C(x)x, millest Y =C'(z)x+C(z).
Asetades need vorrandisse (1) saame

C'(z)z+C(z)-C(z) =z,

C'(z)r ==z,
C'(z) =1,
C(x) =x.

Seega vorrandi (1) lahend on

2
. -z
y=Cox + 22, millest saame Cy =

2

Seega saame iildlahendiks f (E, y-r
z

sioon. Sellest on voimalik avaldada otsitava funktsiooni w, kui esimeses argumendis oleva funkt-

= 0, kus f on suvaline pidevalt diferentseeruv funkt-

siooni kirjutame kujul

\




y - ?

X

kus F' on pidevalt diferentseeruv funktsioon, siis v = zF ( ) Seega saame tingimustest

u=y—-4jax=2, et

- 2 -4 -4
y—4=2F(2 ., millest =F(y—)
2 2 2
Sellest vordusest jareldub, et F' on samasusteisendus (ehk F'(z) = x iga argumendi x korral).

Siis saame jireldada, et
2 2
u:xF(y Z):xy v :y—a:Q.
x x




Eksami naidisiilesanded

([ Ulesanne 32.5 ]

Lahendage lineaarne osatuletistega diferentsiaalvorrand

L o0u ou

(y - zez)8—+z 8y 5

[ kus otsitavaks funktsiooniks on u = u(,y, 2).

l Lahendus )

Lahendame vastava harilike diferentsiaalvorrandite siisteemi

de. dy dz
y—ze* ze*r -y
Teisest vordusest saame, et
dy dz
ze? -y’
—ydy = ze* dz,

2

—? :ZGZ—GZ+01,

Cy =% +2z€" — 267,

Kasutame vordsete murdude omadust ning liidame koik murru lugejad ja nimetajad kokku,

saame
dr _dy dz_ dz+y+z) _dz+y+z)

y—ze* ze* oy y-—zer+zet-y 0
Et nimetaja vordumine nulliga siimmeetrilises siisteemis tdhendab lugeja vordumist nulliga,
saame
d(z+y+2) =0, millest z +y + z = Cs.

Kokkuvottes osatuletistega diferentsiaalvorrandi iildlahendiks on
u=f(y2—2zez+262,:1:+y+z),

kus f on suvaline pidevalt diferentseeruv funktsioon.

.




Eksami naidisiilesanded

([ Ulesanne 32.6 ]

Lahendage lineaarne osatuletistega diferentsiaalvorrand

x2%+y_lg_’::6y2_l’ (‘/L‘ay>0)7

L kus otsitavaks funktsiooniks on u = u(x,y).

l Lahendus )

Lahendame vastava harilike diferentsiaalvorrandite siisteemi

dx wdy - du
2 vy ev’ -1
Kasutades esimest vordust saame
dzx
= =ydy,
2 =Ydy
2
Y 1
=4
2 . 1
millest saame
Ci=y*+=
Kasutades teist vordust saame
du
ydy =—5—7

Saame esialgse osatuletistega diferentsiaalvorrandi lahendiks

2
f(2u—ey2+y2,y2+—) =0,
X

kus f on suvaline pidevalt diferentseeruv funktsioon. Sellest on voimalik avaldada otsitava funkt-
siooni wu, kui esimeses argumendis oleva funktsiooni kirjutame kujul

2
R

ning avaldame suuruse v kujul

v 2 2
U=€ 2y +901(y2+_)7
T

kus ¢ on suvaline pidevalt diferentseeruv funktsioon ja

2 1 2
@1(y2+—):—<p( 2+—)~
T 2 T




l Lahendus

Yy
Y3
1
U1 Y2
-1 1 2 *
\_
l Lahendus
Yy
1
yl/ Y3
N S
y2\\\ Ya
-1
\_
l Lahendus
Yy
= 1
\ Yy T +
\
=z-3
\ X
y:—§+4
\
\:{/:_§+2
>
\_
l Lahendus
Yy
/2
-2 20
-




l Lahendus




