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EESSONA

Kéesolev kursus “Korgem matemaatika II” algab tutvumisest algebra tahtsa-
mate moistetega, milleks on vektorruumi moiste, vektorite lineaarse soltuvuse ja
soltumatuse moiste, vektorruumi baasi ja vektori koordinaatide moisted.

Matemaatilisest analiiiisist tutvume arvridade ja astmeridade moistetega,
nende koondumiskriteeriumidega. Seejérel tegeleme mitme muutuja funktsiooni-
de piirvadrtuse ja pidevusega, osatuletiste moistetega ning rakendustega, taisdi-
ferentsiaali moistega, ekstreemumite leidmisega. Lopuks tutvume kahekordsete ja
kolmekordsete integraalide moistetega ning nende rakendustega.

Viimases osas opime lahendama erinevaid diferentsiaalvorrandeid. Alustame
eralduvate muutujatega ja lineaarsete diferentsiaalvorrandite moistete ja lahendus-
meetodite meelde tuletamisest, edasi tutvume selliste esimest jarku diferentsiaal-
vorrandite liikidega nagu homogeenne, eksaktne ja Bernoulli diferentsiaalvorrand
ja nende vorrandite lahendusmeetoditega. Jatkame teist jarku diferentsiaalvorran-
ditega, korgemat jarku diferentsiaalvorranditega, diferentsiaalvorrandite stisteemi-
dega ning 1opuks uurime kahe muutuja funktsiooni jaoks osatuletistega diferent-
siaalvorrandite lahendamist.

Kéesoleva loengukonspekti 16pus on loetelu kirjandusest, kust oppematerjal
périneb ning kust on voimalik huvi korral oma teadmisi tdiendada.

Kursuse “Korgem matemaatika II” 1abinud {iliopilane on ettevalmistatud jat-
kukursusteks matemaatika, matemaatilise statistika, fiiiisika, keemia, materjali-
teaduse ja informaatika alal, kus voidakse ka antud materjali osaliselt korrata.
Kindlasti on kursuse eesmérgiks ka tiliopilaste matemaatilise motlemisoskuse aren-
damine, mis tuleb kasuks igal erialal.

Selle kursuse lédbinud iiliopilane on omandanud jéargmised oskused.

1. Oskab defineerida vektorruumi ja teab vektorite lineaarse soltuvuse ja soltuma-
tuse moisteid.

2. Oskab defineerida ja leida osatuletisi ja taisdiferentsiaali mitme muutuja funkt-
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EESSONA

sioonile.
. Oskab leida funktsiooni ekstreemumeid, tunneb Lagrange’i meetodit.
. Oskab defineerida ja leida kahe- ja kolmekordseid integraale.

. Teab hariliku diferentsiaalvorrandi moistet, oskab defineerida ja lahendada eral-
duvate muutujatega, eksaktset, homogeenset, Bernoulli diferentsiaalvorrandit,
lineaarset esimest ja teist jirku diferentsiaalvorrandit.

. Tunneb numbrilisi meetodeid esimest jarku diferentsiaalvorrandite lahenda-
miseks.

. Tunneb osatuletistega diferentsiaalvorrandeid, oskab lahendada neist lihtsa-
maid.



I VEKTORRUUMID. VEKTORITE
LINEAARNE SOLTUVUS JA
SOLTUMATUS

SISSEJUHATUS

Selles peatiikis tutvume algebra iihe olulise moistega, milleks on vektorruum.
Tegemist on teatava ehitusega mittetiihja hulgaga. Vektorruumi moiste on tege-
likult tldisem, kus reaalarvude hulga osas on suvaline korpus. Meie kursuses on
korpuse osas konkreetne korpus, milleks on reaalarvude korpus R. Kuna meie kur-
suses korpuse moistet ei vaadelda, siis reaalarvude korpust vaatleme kui reaalar-
vude hulka. Korpuse moistet tutvustatakse loengukursuses ,,Algebra I*.

1.1. VEKTORRUUM ULE REAALARVUDE
HULGA

Vaatleme mittetiihja hulka V', mille elemente nimetame vektoriteks. Vektorid
tahistame edaspidi rasvases kirjas, et eristada vektoreid skalaaridest.
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10PEATUKK 1. VEKTORRUUMID. VEKTORITE LINEAARNE SOLTUVUS. . .

Definitsioon 1.1

Mittetiihja hulka V nimetatakse vektorruumiks iile reaalarvude hul-

ga R, kui sellel hulgal on defineeritud lineaarsed tehted: hulga V' elementide

liitmine ja hulga V' elementide korrutamine skalaaridega nii, et on taidetud

jargmised tingimused:

Hulk V' on kinnine elementide liitmise suhtes: iga a,b € V' korral kehtib
at+beV.

1. Liitmine on assotsiatiivne: iga a, b, c € V korral kehtib

(a+b)+c=a+ (b+c). (VR1)

2. Leidub nullelement 0 € V|, nii et iga a € V' korral kehtib

a+0=0+a=a. (VR2)

3. iga a € V korral leidub vastandelement —a € V, nii et:

a+(—a)=—a+a=0. (VR3)

4. Liitmine on kommutatiivne: a, b € V korral kehtib

at+tb=0b+a. (VR4)

Hulk V' on kinnine skalaariga korrutamise suhtes: iga k € R jaigaa € V
korral
ka €V.

Kehtivad distributiivsused:

5. iga k € R jaiga a,b € V korral
k(a 4+ b) = ka + kb. (VR5)

6. iga k,l € R jaiga a € V korral
(k+1Da) =ka+la. (VRG6)
7. Skalaariga korrutamine on assotsiatiivne: iga k,l € R ja iga a € V korral
k(la) = (kl)a. (VRT)

8. Unitaarsuse tingimus: iga a € V'

la = a. (VRB)
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Edaspidi nimetame vektorruumi iile reaalarvude hulga R lithidalt vektorruu-
miks. Vektorruumi elemente nimetame vektoriteks, nullelementi nimetame null-
vektoriks ja vastandelementi nimetame vastandvektoriks.

Vektorruumi definitsioonist saame teha jargmised jéareldused.
Jareldus 1.1. Vektorruumis on ainult tiks nullvektor.

Jareldus 1.2. Vektorruumais on igal vektoril ainult tiks vastandvektor.
Vektorite a,b € V vaheks a — b nimetatakse vektorit
a—b=a+ (-b).

Vektorite lahutamisel kehtivad liitmisega analoogilised arvuga korrutamise distributiivsuse
omadused.

Jareldus 1.3. Iga k € R ja iga a,b € V' korral kehtib
k(a —b) = ka — kb.
Jareldus 1.4. Iga k,l € R ja iga a € V' korral kehtib
(k—1l)a =ka —la.
Jareldus 1.5. Iga a € V korral kehtib:
O0a = 0.
Jareldus 1.6. Iga k € R korral kehtib:
kO = 0.
Jareldus 1.7. Iga a € V korral kehtib:

(-1)a = —a.

Olulisemad vektorruumide tiiiibid: geomeetrilised ja aritmeetilised. Geo-
meetrilisteks vektorruumideks on tasandi vabavektorite hulk E; ja kolme-
mootmelise ruumi vabavektorite hulk E;. Aritmeetilised vektorruumid on hul-
gad R", kus n € N millel tehted on defineeritud komponenthaaval:

(al,...,an)—i—(bl,...,bn) = (a1+b1,...,&n+bn),
k(ay,...,a,) = (ka, ..., ka,),

kui k,aqy,...,a,,b1,...,b, € R.



12PEATUKK 1. VEKTORRUUMID. VEKTORITE LINEAARNE SOLTUVUS. . .

Naide 1.1. Koigi reaalarvude hulk R on arvude liitmise ja korrutamise suhtes
vektorruum.

Naide 1.2. Kompleksarvude hulk C on vektorruum, kui liitmisena vaadelda komp-
leksarvude liitmist ning reaalarvu c¢ ja kompleksarvu a + bi korrutis defineeritakse
kui ¢(a + bi) = ca + cbi.

Naiide 1.3. Koik (m x n) maatriksid Mat,, , on maatriksite liitmise ja reaalarvuga
korrutamise suhtes vektorruumid (m,n € N). Vektorruum R"™ on sisuliselt sama,
mis Mat ,,.

1.2. VEKTORRUUMI ALAMRUUM.
LINEAARKATE

Olgu U vektorruumi V' mittetiihi alamhulk.

Definitsioon 1.2

Vektorruumi alamruumiks nimetatakse vektorruumi V' mittetiihja alam-
hulka U, kui U on vektorruumi V' tehete (liitmise ja arvuga korrutamise)
suhtes vektorruum tile realarvude hulha R.

Liitmine ja arvuga korrutamine vektorruumis V' on teheteks tema mittetiih-
jal alamhulgal U, kui

1) iga a,b € U korral kehtib

a+bel. (1.1)

2) iga k € R jaiga a € U korral kehtib

ka € U. (1.2)

Kuna alamruum U C V, siis saame mittetiihja alamhulga U vektoreid liita
ja arvuga korrutada.

Teoreem 1.8. Vektorruumi V- mittetihe alamhulk U on tema alamruum siis ja
atnult siis, kui vektorruuma V' tehted on alamhulga U teheteks.

Tingimused (1.1) ja (1.2) on samavéérsed jargmise tingimusega:
3) Iga k,l € R jaiga a,b € U korral kehtib
ka+beU. (1.3)
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Niide 1.4. Vektorruum on iseenda alamruum, sest V' C V ja V # () ning alamhulk
V' on vektorruumi V tehete suhtes vektorruum.

Naiide 1.5. Vektorruumi nullvektorist koosnev alamhulk {0} on tema alamruum,
sest mistahes kahe arvu k,l € R ja mistahes kahe vektori a = 0,b = 0 korral
vaadeldavast alamhulgast kehtib tingimus (|1.3]), sest

kO+0=0+0=0.
Neid kahte alamruumi nimetatakse triviaalseteks alamruumideks. Vektorruu-
mi 0 = {0} nimetatakse triviaalseks vektorruumiks.

Niide 1.6. Kui vektor a € V| siis hulk {ka, k € R} on vektorruumi V' alamruum.

Kuna nullvektor sisaldub igas vektorruumi V' alamruumis, siis ei ole vektor-
ruumi koigi alamruumide iihisosa tiihi.

Niide 1.7. Hulk U = {(k,0,1),k,] € R} on alamruum vektorruumis R*.

Naide 1.8. Fikseeritud sirgetega paralleelsete vabavektorite hulk on alamruum
tasandi vabavektorite vektorruumis Es.

Lause 1.9. Vektorruumz iga alamruum sisaldab nullvektorit.

Lause 1.10. Vektorruumi V iga alamruum on ise ka vektorruum tehete suhtes,
mis on defineeritud samamoodi nagu vektorruumi V' tehted.

Teoreem 1.11. Vektorruumi V' mistahes kahe alamruumi Uy ja Us tihisosa UyNU;
on sammuti vektorruumi alamruum.

Olgu aq,as, ..., a, vektorruumi V elemendid ja m € N. Mistahes avaldist
k:lal + k‘gag + ...+ kmam,

kus ki,...,k, € R, aga selle avaldise poolr madratud V elementi, nimetatakse
vektorite aq,...,a,, lineaarseks kombinatsiooniks. Skaalare k1, ..., k,, nime-
tatakse selle lineaarkombinatsiooni kordajateks.

Definitsioon 1.3

Vektorruumi V' elementide a4, as, ..., a,, lineaarkatteks ehk lineaarseks
katteks nimetatakse hulka

L(al,az,.. .,Cl,m) = {k:lal —|—k:2a2 4+ ... —|—kmam,k1,k22,. . .,km € R}
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Teoreem 1.12. Lineaarkatte (ay,as, ..., ay) kus ay,as, . .., ay €V, vektorruumsi
V' alamruum.

Niide 1.9. Vektorruumi R? vektorite u = (1,0,0) ja v = (0,0,1) lineaarne kate
on alamruum

L(u,v) = {(k,0,1),k,l € R}.

1.3. VEKTORSUSTEEMI LINEAARNE
SOLTUVUS JA SOLTUMATUS

Votame vektorruumist teatav arv vektoreid, niiteks n € N vektorit. Uhte ja
sama vektorit voib votta mitu korda, tdhtis on vektorite jarjestus.

Vektorsiisteemiks nimetatakse vektorite aq, ..., a, € V komplekti aq, ..., a,,
kus on fikseeritud elementide jarjekord.

Koige liithem vektorsiisteem koosneb iihest vektorist.

Definitsioon 1.4

Vektorsiisteemi aq, . . ., a, nimetatakse lineaarselt soltumatuks, kui mis-
tahes kq, ..., k, € R korral vordust

k1a1 + k?gag + ...+ k:mam =0 (14)

jareldub, et
ky=k=...=k,=0. (1.5)

Vektorsiisteemi nimetatakse lineaarselt soltuvaks, kui ta ei ole lineaarselt
soltumatu.

Lineaarkombinatsiooni nimetatakse triviaalseks, kui koik tema kordajad on
nullid. Kui vidhemalt iiks kordaja on nullist erinev, siis 6eldakse, et see lineaarkom-
binatsioon on mittetriviaalne.

Teoreem 1.13. Uhest elemdist koosnev vektorsiisteem a on lineaarselt soltuv siis
ja ainult siis, kui vektor a = 0 (vektor a on nullvektor).

Jareldus 1.14. Uhest elemendist koosnev vektorsiisteem a on lineaarselt séltumatu
s11s ja ainult siis, kui vektor a # 0 (vektor a ei ole nullvektor). Kui siisteem koos-
neb tihest vektorist, mis er ole nullvektor, siis see siisteem on lineaarselt soltumatu,
sest vordus ka = 0 kehtib vaid juhul, kui k = 0.
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Kui iiks vektoritest, néiteks a; on nullvektor, siis siisteem aq,...,a, on li-
neaarselt soltuv, sest (1.4) kehtib juhul, kui votta néiteks

ky=1k =...=k,=0.

Kui osa vektoritest aq,...,a,,, m < n on lineaarselt soltuvad, siis on ka kogu
siisteem lineaarselt soltuv, sest kehtib vordus

klal —+ kgag + ...+ kmam =0.
Vorduse (1.4) saame, kui votame

Komp1 = - = kin =0

Teoreem 1.15

Vektorsiisteem, milles on vihemalt kaks vektorit, on lineaarselt soltuv siis
ja ainult siis, kui selle vektorsiisteemi vahemalt iiks vektor avaldub lineaarse
kombinatsioonina iilejadnutest.

Toestus.
Tarvilikkus.

Olgu vektorsiisteem ay, ..., a, lineaarselt soltuv siis on tédidetud tingimus
(1.4) kusjuures vahemalt iiks kordaja k,,, m = 1,...,n on erinev nullist. Oletame,
et k, # 0. Siis vordusest (1.4 saab avaldada

k1 ko k1
ap =——0a1 — —Q9 — ... —

k., k., k.,

Qp—1-

See tdhendab, et a, on lineaarne kombinatsioonin iilejadanust.
Piisavus.

Olgu naiteks iiks vektor a,, avalldub lineaarse kombinatsioonina iilejadnutest
an = kia; +koas + ...+ kp_1Gy_1.
Kirjutame vorduse teisiti
kiay + koas + ... + ky_1a,—1 + (—1)a, = 0.

Siis on tédidetud vordus (1.4) kusjuures k, # 0, mis tdhendab, et vektorid on
lineaarselt soltuvad.
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Jareldus 1.4

Vektorsiisteem, milles on vihemalt kaks vektorit, on lineaarselt soltumatu
siis ja ainult siis, kui sellest vektorsiisteemist ei saa avaldada iihtegi vektorit
iilejadnud vektorite lineaarse kombinatsiooni kaudu.

Definitsioon 1.5. Vektorsiisteemi aq, . .., a, alamsiisteemiks nimetatakse vektor-
siisteemi a;,, ..., a; , kui arvud k, 7y, ..., 4; € N selliselt, et 41 < ... <14 < n.

Teoreem 1.17. Vektorsiisteem, millel on lineaarselt soltuv alamsiisteem, on li-
neaarselt soltuv.

Jareldused:

1. Lineaarselt soltumatu vektorsiisteemi koik alamsiisteemid on lineaarselt soltu-
matud.

2. Vektorsiisteem, mis sisaldab nullelementi, on lineaarselt soltuv.
3. Lineaarselt soltumatu vektorsiisteem ei sisalda nullelementi.

Naide 1.1. Olgu V' vektorruum. Kas kehtib jargmine véide: a,b,c € V on lineaar-
selt soltumatud vektorid, siis ka a + 2b; b+ 2c¢ ja ¢+ 2a on lineaarselt soltumatud?

Oletame, et
k(a+ 2b) + 1(b+ 2¢) + m(c+ 2a) =0,

kus k, [, m on mingisugused realarvud. Kasutades vektorruumi aktsioome, saame,
et ka
(k+2m)a+ 2k + )b+ (2l +m)c = 0.

Kuna Vektorid a, b, c on lineaarselt soltumatud, siis sellest vordusest jareldub, et
lineaarkombinatsiooni koik kordajad on vordsed nulliga:

k+2m=2k+1=2l4+m =0.

Jarelikult
dm —1=0=2l+ m,
kust
9m =0
ja seega
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Oleme naidanud, et lineaarkombinatsioon
k(a+ 2b) + 1(b+ 2¢) + m(c + 2a)

on triviaalne, mis tdhendab, et vektord a + 2b; b 4 2c¢ ja ¢ + 2a on lineaarselt
soltumatud.

Naide 1.2. Niidata vektorite slisteemi 2z + 1; x — 2 lineaarselt soltumatust.
Oletame, et
k(2x +1)+1l(z —2) =0.

Funktsioonid on vordsed, kui nende vaartused on koigi argumendi vaartuste korral
vordsed. Seega iga zy € R korral

k(2xo+ 1) +1l(zg—2) =0

ehk

Vottes xg = 0, saame k = 2[. Vottes o = 2, saame 5k = 0. Seega k =1 = 0 ja
stisteem on lineaarselt soltumatu.

Definitsioon 1.6

Vektorruumi V' vektorite slisteem M nimetatakse moodustajate siistee-
miks ehk tekitajate siisteemiks, kui vektorruumi V' iga vektor avaldub siis-
teemi M kuuluvate vektorite lineaarkombinatsioonina.

Enamasti on vektorruumil palju moodustajate siisteeme, moned neist suure-
mad, moned viiksemad. Eriti kasulikud on moodustajate siisteemid, mille kaudu
iga vektori saab avaldada tapselt iihel viisil.

Vastavalt definitsioonidele voime 6elda, et siisteem aq, . . ., a; on vektorruumi
V moodustajate siisteem parajasti siis, kui V' on selle siisteemi lineaarne kate:

V =L(ay,...,as).

Lemma 1. Olgu ay,...,as vektorruumi V. moodustajate siisteem. Kui selle siis-
teemi mingi vektor avaldub dlejadnud vektorite lineaarkombinatsioonina, siis selle
vektori valjajatmisel siisteemist aq, . .., as same jallegi vektorruumi V- moodustajate
stusteemt.

Kuna siisteem aq,...,as on lineaarse katte L(as,...,a,) moodustaja siis-
teem, siis saame lemmast 1.1 teha jarelduse.
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Jareldus 1.18. Kui vektor a;, kus i € 1,2,...,n, avaldub stisteemi aq, ..., ay,
tlejadanud vektorite lineaarkombinatsioonina, siis

L(al, Ce ,Cln) = L(al,ai,,aiﬂ, Ce ,an).

Néiteks L(a, b, a, c,b,b) = L(a, b, ¢) mistahes vektorite a, b, c € V korral.

1.4. VEKTORRUUMI BAAS. VEKTORI
KOORDINAADID

Definitsioon 1.7

Vektorruumi V' baasiks {eq,...,e,} nimetatakse vektorruumi V' lineaar-
selt soltumatut moodustajate siisteemi.

Teoreem 1.19. Vektorruumi koikides baasides on samapalju elemente.

Vektorruumi mootmeks ehk dimensiooniks nimetatakse elementide ar-
vu vektorruumi baasis. Ainult nullvektorist koosneva vektorruumi mootmeks loe-
takse arv 0. Selles vektorruumis ei ole baasi, sest ei ole lineaarselt soltumatuid
vektorite slisteeme. Vektorruumi V' moodet téhistatakse dim (V).

n-mootmelise vektorruumis on iga n lineaarselt soltumatust vektorist koos-
nev siisteem baas.

Niide 1.3. Leidke vektorruumi R? kolm erinevat baasi.

Kuna vektorruumi R? modde on 2, siis selle vektorruumi mistahes baasi kuu-
lub kaks vektorit, mis on lineaarselt soltumatud. Vektorruumi iiheks baasiks on
vektorite siisteem eq, eo, kus

€1 = (1,0),62 = (0, 1)
Teiseks baasiks on vektorite siisteem {ay, as}, kus a; = (1,1),as = (0, 1).

Kolmandaks baasiks on vektorite siisteem {di,ds}, kus d; = (0,1),dy =
(2,3).

Viimane vektorite siisteem on lineaarselt soltumatu, kuna lineaarse kombi-
natsiooni

kdy + ldy = (0, k) + (20, 31) = (21, k + 31)
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vordumisest nullvektoriga saame avaldada kordajad k ja [
(21, k + 3l) = (0,0)

siis | = 0 ja k + 30 = 0 ehk k& = 0. Seega stisteem {d;,d>} on lineaarselt soltumatu
ja vastavalt lausele 1.3 voime delda, et siisteem on vektorruumi R? baas.

Kui vektorruum V' on n-modtmeline, siis vektorruumi baasiks on {es, ..., e,}
ja baasi definitsiooni kohaselt avaldub vektor a € V realarvude zy,xs,...,2, € R
kaudu jargmiselt:
a = xie; + T96y + ...+ 1,6,

Definitsioon 1.8

Vektori a kordinaatideks baasil {ej,...,e,} nimetatakse kordajaid
1, T, ..., T, avaldises

a = x1e; + Toes + ...+ T,€,.

Vektorite liitmisel, lahutamisel ja arvuga korrutamisel tuleb vektorite kordi-
naadid vastavalt liita, lahutada ja arvuga korrutada.

Olgu vektoruumi V' kaks erinevat baasi {ey, ..., e,} (vana baas) {e,... e/}
ja (uus baas) ning kuulugu vektor a vektorruumi V(a € V). Avaldugu vektor a
uue baasi kaudu jargmiselt:

! 7! !
a =1T1€] +Tyey + ...+ T €

Uue baasi elemendid avaldugu vana baasi kaudu jargmiselt

/

€1 = a11€é1 + as1€9 + ...+ api€n
/

€y = Q1261 + Q2263 + ... + Apaty

Leiame vektori a kordinaadid vanal baasil:

AN, /3N ror
a=xe +Tyey+...+2T,€, =
/ /
=zi(a1e; + agrea + ... + apien) + vo(arne; + ases + ...+ angen) + ...

+ 2 (a1ne1 + aonea + . . . + Apntn).
Votame kokku liikmed vana baasi kaudu, saame:

! / / / / /
a = (ziane; + xl'agies + ... + Tianie,) + (Thajeer + xhagees + ... + Thapsey,) + ...
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/ / /
+ 2 aiper + T, 00062 + ...+ T, Appen) =
/ / / / / /
= xja1; + xiag + ... + xian)er + (rhais + xhase + ... + Toans)es + . ..
/ / /
+ (2,010 + TpQ2p + . . . + T, ) €.

Saime kordinaatide teisendamise valemid tileminekul iithest baasist teise:

/ / /
T1 = a11T] + @12T9 + ... + A1,7,,,

/ / /
To = QA21T7 + A22Ty + ... + A2, T,

Antud seost on voimalik esitada maatrikskujul jargmiselt:
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T ay; a2 ... Qip €Ty
/
i) _ 21 A22 ... Q9p Lo
/
Iy Ap1 Ap2 ... App Z,
Téahistame maatriksi
a1 A2 ... QAip
A _ 91 Q@29 ... QAgpn
Ap1 Ap2 ... QApp

Maatriksit A nimetatakse baasiteisenduse maatriksiks iileminekul vanalt baasilt
uuele baasile. Baasiteisenduse maatriks on regulaarne, see tdhendab, et |A| # 0.
Saame iileminekuvalemid kirjutada lithemal kujul:

Ty T
/
/
x” xn
Kehtib ka vastupidine seos:
x) T
/
) — A—l o)
/
x, Tn

Naiide 1.4. Toestage, et hulk U = {(uq, ug, ..., Up_1,Up) | Ug,usy ..., uy 1 € R} C
R™ on vektorruumi R" alamruum ning leidke selle alamruumi baas ja moode.

Néitame, et hulk U on vektorruumi R" alamruum. Kuna
(U1, ug, .. U1, ur) (U1, V2, V1, Un) = (U +01, - U1+ U1, U 1) € U,

sest viimase vektori esimene ja viimane komponent on vordsed, siis U on kinnine
liittmise suhtes. Kuna

k(up,ug, ... up_1,ur) = (kuy, kug, ..., ku,_1, kuy) € U,

siis U on kinnine ka reaalarvuga korrutamise suhtes. Seega U on alamruum. Alam-
ruumi U vektorite stisteem

€1 :(170707"'7071)7
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on lineaarselt soltumatu, sest iikski vektor ei avaldu iilejaénute lineaarkombinat-
sioonina. Ta on ka moodustajate siisteem, sest alamruumi U iga vektor (uy, us, ..., up_1,u1) €
U avaldub kujul

(U1, U, - o Un—1,U1) = Ur€] + Uzl + ... + Up_1€p_1.

Jarelikult eq, es, ..., e,_1 on alamruumi U baas. Kuna vektorruumi moode on tema
baasivektorite arv, siis
dimU =n—1.



IT READ

2.1. ARVREAD, REA SUMMA

Definitsioon 2.1

Arvreaks (liithemalt reaks) nimetatakse lopmatut summat, mis avaldub
kujul

Zuk:u0+u1+...+un+... (2.1)
k=0
Rea liikmeteks nimetatakse arve ug, uy, ..., Uy,,..

rea iildlitkmeks nimetatakse suvalise indeksiga rea hlget Uy,

Moodustame rea ({2.1)) osasummad jargmiselt:

So = Uo;
Sl = Up —+ Uy,

n
k=0

Rea osasummade jadaks nimetatakse jada (.S,), kus

n
Sn: E U -
k=0

23
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Definitsioon 2.2

Rea summaks nimetatakse piirvadrtust (kui see eksisteerib)

S = lim 5,

n—oo

kirjutame

k=0

Aritmeetilised read. Vaatleme rida, mille lilkmed on aritmeetilise jada
liikmed. Aritmeetilise jada a,, = a3 + d(n — 1) esimese n liike summa S,, avaldub
kujul

n

Sp =Y (a1 + (a1 +d) + (a1 +2d) + ... + (a1 + (n — 1)d).
k=1
Kirjutame rea litkmete summad tagurpidises jarjekorras

Sp=(a1+ (n—1d)+ (a1 + (n—2)d) + ...+ a1.
Liites kokku molemad avaldised, saame
25, = (2a; + (n—1)d)+ (2a1 + (n —1)d) + ... 4+ (2a1 + (n — 1)d) =
=n(2a; + (n —1)d),

= Y24, + (n — 1)d).

Sn2

Esimese n naturaalarvu summa saame, kui a; = d = 1, siis

Sn:1+2+3+...+n:g(n+1).

Geomeetrilised read.
Geomeetrilise jada {ildliige on a,, = a1¢"" ja esimese n liikkme summa S,, avaldub

jargmiselt
n—1

~1
S, = E izt =a; +ax+ a2+ ..+ a
k=0
Korrutame saadud summa muutujaga x:

z-S,=azr+ar?+... +az"
Lahutame kaks eelnevat avaldist, saame

Sp— x-S, =a —ayz"” = a(1 —z"),
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Kui a; =1, siis
1—2a"

=1l4+ao+22+22+... +a2" "
1l—=z

Geomeetriliseks reaks nimetatakse rida kujul

(e 9]

F=1+q+P+.. . +q"+...

k=0

Harmoonilised read.

Harmooniliseks reaks nimetatakse rida kujul

ii—l—l———l—i—l— a>0
ke 20 3o '

Kui a = 1, siis saame jargmise harmoonilise rea
k: 3

Selle rea osasumma .S, on jargmine
IS WL (L IV (I
2 \3 4 56 7 8) o
Naide 2.1. Leida osasummade jada ja summa jargmisele reale

[e.e]

Z n—l—l

Lahutame koigepealt murru osamurdude summaks jargmiselt:

2 A B

n(n+2) B n+n+2'

Madrame kordajad A ja B vordusest

2=A(n+2)+ Bn.



26 PEATUKK 2. READ

Kui votame n = 0, siis saame A = 1 ja kui viitame n = —2, siis saame B = —1.
Seega
2 1 1
nn+2) n n+2

Leiame osasumma

(1D s
3 5

Rea summa saamiseks peame votma piirvaartuse

1 1 1
s=tm (143- =5 - ) =5

Seega saime rea summaks
g 3
=5

2.2. ARVRIDADE KOONDUVUS JA
HAJUVUS

Rida
>
k=0

koondub summaks S, kui rea summa S on 1oplik (kui eksisteerib loplik piir-

vadrtus lim S, ehk kui rea osasummade jada (.S,) koondub summaks S.
n—oo

Rida (2.1) hajub, kui piirvddrtust ei eksisteeri voi kui piirvaéartus on
lopmatu ehk kui rea osasummade jada (S,,) ei koondu. Seega kui

o0 oo
E U = 00 VoI g Up = —00,
k=0 k=0
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siis on tegemist hajuva reaga. Kui real on loplik summa, siis siimboliga
o0
D> uk
k=0

tahistatakse nii rida kui ka tema summat.

Tarvilik tingimus rea koonduvuseks (rea hajumise tunnus).

Kui rida Z ux, koondub, siis tema iildliige l&heneb nullile:
k=0

lim u; = 0. (2.2)

k—00

Toestus.
Kui rida koondub, siis eksisteerib loplik piirvaartus

lim S, = S.
n—o0
Samuti kehtib
lim Ss,_; = S.
n—oo
Kuna kehtib vordus
Up =UgF+ UL+ .. F Uy F U, — Uy — UL — oo — Upy_1 = Sy — Sp_1,

siis vottes molemast vorduse poolest piirviartuse, saame

lim u, = lim (S, —S,_1) = lim S, — lim S, =5 —-S5=0.

n—oo n—oo n—oo

Tarvilikku tingimust tuleks koigepealt kontrollida. See tdhendab, et tarviliku
tingimuse kehtimine ei ole piisav rea koondumise iile otsustamiseks, vaid
teame seda, et kui tingimus ei ole taidetud, voime kindlalt 6elda, et
rida hajub. Seetottu voib tarvilikku tingimust nimetada ka rea hajumise
tunnuseks.

Naide 2.2. Uurida jargmise rea koonduvust
>_ (D"

k=1
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D (-fr=-141-141-.;

k=1
Si=—-1, So=—-14+1=0, Sz3=-14+1-1=-1,
Rea osasummad moodustavad jada
(—=1,0,—-1,0,...),
mis on hajuv ja seetottu ka vastav rida on hajuv.

Naide 2.3. Uurida jargmise rea koonduvust

fiﬁ.
k=1

(-1 =1414+1+1+. ..
k=1
S;=—1, Sy=1+1=2 S3=1+141=3, ..., S,=n,

Rea osasummad moodustavad jada
(1,2,3,4,...,n,...),

mis on tokestamata
lim S, = lim n = o0
n—0o0 n—oo

ja seetottu on tegemist hajuva reaga.

Kirjutame vélja arvrea ({2.1)) jirgmise summana
o0 n oo
k=0 k=0 k=n-+1
Arvrea jadkliikmeks nimetatakse rida
o0
E U -
k=n+1

Arvrea summa S voime samuti kirjutada jargmisel kujul

S =5,+R,,

READ

(2.4)
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kus R, on rea (2.4) summa.

Koonduva rea (2.1) korral on rea jadkliige samuti koonduv rida ja tema
summa R, on lopmata véike suurus piirprotsessis n — oo ehk

lim Rr, = 0.

n—oo

Tehted koonduvate ridadega.

1. Kui arvreas (2.1 juurde lisada voi dra jatta 1oplik arv liikmeid, siis see ei
mojuta rea koonduvust. Koonduv rida jaab koonduvaks ning hajuv rida
jaab hajuvaks.

2. Kui arvrida 1} koondub, siis koondub ka rida Zcuk, kus ¢ on reaalarv,

kehtib vordus
oo o0
Z Cup = C Z Ug -
k=0 k=0

3. Kui kaks erinevat rida Z U ja Z v, koonduvad, siis koonduvad ka read,

mis on moodustatud nende ridade summast Zuk + v; ja vahest Zuk—vk
ning kehtib vordus

Z(uk + Uk) = Zuk + ka.
= k=0 k=0

k=0

Naide 2.4. Uurida jargmise rea koonduvust

0.9}

> —
n-+>5

n=0

Kontrollime koonduvuse tarvilikku tingimust (2.2)), selleks leiame piirviartuse.

lim = lim

SHISY

Tarvilik tingimus koondumiseks ei ole tdidetud, seega saame 6elda, et antud rida
hajub.
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Geomeetriline rida
quzl—i—q—{—(f—l—...
k=0

koondub siis ja ainult siis, kui |¢| < 1. Geomeetrilise rea summa avaldub

S:iqk:—

k=0

sel juhul valemiga

\.

Toestus.

Kasutame seost
n+1

1—@)(l4+q+@+...+¢)=1—¢",

n 1_qn+l
S, = h—-— 2
2

1 =0, mistottu

Saalle

suvalise n € Ny korral. Kui |¢| < 1, siis lim ¢
n—oo

_ qn+1 1 qn+1
S=1lmS,=lim —— = lim —— — lim =
n—o00 n—o0 l—q n—>ool—q n%wl—q
1 1 1
= — lim ¢"t = ——.
1—q 1—gnoo 1—q
Seega juhul |¢| < 1 rida Z ¢" koondub summaks
k=0
1
S=—.
1—q

Kui |g| > 1, siis ei ole tarvilik tingimus koondumiseks tdidetud, ehk lim ¢" # 0
n—o0
Sellest jareldub, et sel juhul geomeetriline rida hajub.

Lause 2.3. Harmooniline rida

f:l I+3 Ll
Lk 3 4

hajub.



3. POSITIIVSED JA VAHELDUVATE MARKIDEGA ARVREAD 31

Harmoonilise rea tldliige avaldub valemiga w, = 1/n, koondumise tarvilik
tingimus (2.2)) on tdidetud, sest

1
lim u, = lim — =0
n—oo n—oo M,
Jareldus.
Tarvilik tingimus lim u, = 0 ei ole piisav rea koondumiseks.

n—oo

Harmooniline rida

koondub parajasti siis, kui a > 1.

2.3. POSITIIVSED JA VAHELDUVATE
MARKIDEGA ARVREAD

Definitsioon 2.3

Positiivseks arvreaks nimetatakse rida

Zuk, kus wui >0 iga k=0,1,2... korral. (2.5)
k=0

Lause 2.5. Positiivne rida koondub siis ja ainult siis, kui tema osasummade
jada on tokestatud, ehk kui leidub arv M > 0, nii et

S, = Zuk <M iga n=0,1,... korral. (2.6)
k=0

Jarelikult positiivsete ridade korral rida koondub, kui

o0
E up < 00,
k=0
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rida hajub, kui
Z U = Q.
k=0

Positiivsete arvridade vordluslaused.

Olgu Zuk ja ka sellised read, et
k=0 k=0
0<up <wvg, iga k€N korral
a. Kui rida Z v, koondub, siis koondub ka rida Z U,
k=0 k=0
b. Kui rida Z ug hajub, siis hajub ka rida Z Vk.
k=0 k=0

Jareldus 2.7. Lause 2.6 wvaited a ja b kehtivad, kui mingist indeksist n alates
kehtib vorratus uy < vg iga k = n korral.

Lause 2.8 (teine vordluslause).

Kui £ — oo korral on
Up ~ CUL

oo (o)
mingi konstandi ¢ > 0 korral, siis molemad positiivsed read Z Uy ja Z ("

k=0 k=0
kas koonduvad voi hajuvad iiheaegselt.

\. J

Tahistus u; ~ cvg tahistab suuruste ekvivalentsust. Suurused on ekviva-
lentsed, kui piirvaartus nende suhtest on vordne arvuga 1 ehk

. U
lim — = 1.
Vg

Seega, kui eksisteerib 1oplik piirviartus

lim £ — [, £ 0,
(%>
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siis positiivsed arvread Z ug ja Z vi, kas koonduvad voi hajuvad tiheaegselt. See

k=0 k=0
tahendab, et rida Z ug, koondub parajasti siis, kui koondub rida Z Vg
k=0 k=0
Naide 2.5. Uurida jargmise rea koonduvust
> it
T 1)2
— (2k — 1)
Kuna 2k — 1=k + (k—1) > k, siis
1 1
<=
2k—1 "k
ning
1 < 1
(2k —1)2 ~ k2
iga k € N puhul. Olgu
1 1
e T e
Siis harmooniline rida Z v koondub lause 2.4 pohjal ja vordluslause 2.6 a kohaselt
k=1

koondub ka rida Z uy, jarelikult on tegemist koonduva reaga.
k=1

Naide 2.6. Uurida jargmise rea koonduvust

0 on

Rea iildliikme kohta kehtib hinnang
2" - 2n (2 "
1+3» ~3» \3/)

2
Saime geomeetrilise rea tildliikme kui ¢ = 3 Kuna ¢ < 1, siis geomeetriline rida

koondub ja esimese vordluslause (lause 2.6 a) pohjal voime jareldada, et ka temast
vaiksem rida koondub.
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Naide 2.7. Uurida jargmise rea koonduvust

- 1
;% V3n2 +1

Kui n — o0, siis rea iildliikme kohta kehtib jargmine hinnang

1 1 1 1

1
V3nZ+1 \/n2(3+n_12) _n\/S—l—o(l)N%.E

1
Saime harmoonilise rea iildliikme —. Kuna harmooniline rida hajub, kui a = 1,

n
siis teise vordluslause (lause 2.7) pohjal hajub ka antud rida.

2.4. POSITIIVSETE RIDADE
KOONDUVUSTUNNUSED

D’Alembert’i koonduvustunnus. Kui leidub piirvaidrtus

< 1, siis rida (2.5)) koondub,
. un+l .. . .
lim > 1, siis rida (2.5)) hajub,

n =1, siis ei saa otsustada.

Cauchy koonduvustunnus. Kui leidub piirvaartus

< 1, siis rida (2.5)) koondub,
lim {/u, ¢ > 1, siisrida (2.5) hajub,

=1, siis ei saa otsustada.

Raabe koonduvustunnus. Kui leidub piirvaartus

> 1, siis rida (2.5) koondub,
. Un+1 .. . .
lim n (1 — > < 1, siis rida (2.5)) hajub,

" =1, siis ei saa otsustada.

Logaritmiline koonduvustunnus. Kui leidub piirvaartus

1 [ >1, siisrida (2.5) koondub,
lim —= ¢ <1, siis rida (2.5) hajub,

siis el saa otsustada.
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Integraaltunnus. Olgu funktsioon f(x) pidev monotoonselt kahanev piir-
konnas [a, 00) ja olgu u, = f(n). Rida ({2.5)) koondub siis ja ainult siis, kui paratu

integraal
[ s

koondub, kusjuures tema jadkliikme jaoks kehtib hinnang

R, < 7f(:1:)da:.

Cauchy tunnus on voimsam kui d’Alembert’i tunnus. Kui d’Alembert’i tunnus
voimaldab otsustada rea koonduvust voi hajuvust, siis voimaldab seda ka Cauchy
tunnus, kuid mitte vastupidi. Raabe tunnus on voimsam kui d’Alembert’i tun-
nus. Logaritmiline tunnus on omakorda voimsam Cauchy ja Raabe tunnusest. Rea
koonduvuse uurimist alustatakse tavaliselt norgemate koonduvustunnuste raken-
damisega, sest nad on lihtsamad. Voimsamaid tunnuseid kasutatakse siis, kui nor-
gemad tunnused ei anna vastust.

Naide 2.8. Uurida jargmise rea koonduvust olenevalt parameetri a > 0 vaartus-

test
i an \"
n+1) °

n=0

Kasutame Cauchy tunnust, saame

an . a

lim {/u, = lim =1

1m P
n—o00 n—>oon—|—1 n—>ool—|—g

=a

Rida koondub, kui a < 1 ja hajub kui a > 1. Kui a = 1, siis koondumise tarvilikust
tingimusest saame

n n ny\ —1
. . n . 1 . 1 _
o=t () = () = (o (5) ) et

Seega rida hajub ka a = 1 korral.

Naide 2.9. Uurida jargmise rea koonduvust

(2n + 1)!

n=1
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Kasutame d’Alembert’i tunnust, saame

. (n+1)2n+1)! . (n+1)2n+1)! . (n+1)
lim = lim = lim =
nsoon(2(n+ 1)+ 1)1 noe  n(2n + 3)! n—oo n(2n + 3)(2n + 2)
: (n+1) . 1
= lim =lim ——=0<1.

n—oo n(2n 4+ 3)2(n +1)  n—oc 2n(2n + 3)
Seega d’Alembert’i tunnuse pohjal rida koondub.

Naide 2.10. Niidata, et jairgmine harmooniline rida koondub, kui @ > 1 ja hajub
kui a < 1.

1
/n(L
n=0
Kui a < 0, siis rida hajub, sest
. 1 ) —a
lim — = lim n™ % = c0.
n—oo N n—o00

Vaatame juhtu, kus ¢ > 0. Kasutame integraaltunnust, funktsiooniks

fw) ==

xa
+0o0 c
dz ) ) . .
a=1: [ —= lim Inz| = lim (Inc—Inl)= lim =o0
xX c——+00 1 c——+00 c——+00
1
o0 C +1 ¢
dx . dx x ¢ 1.
—=lim | — = = lim (¢! — 1)
xre c—00 1% a#l c—oo —a + 1 1 1—acox
1 1

a>1=1—-—a<0:

T 1 | | 1 |
o _ lim (¢! — 1) = lim ( — 1) = (=1) =

e _1—a,c%oo

1

[dv 1
a<l=1l-a>0 [ 2= lim (¢! — 1) =
T 1—acoxo

1
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2
1.8
1.6
1.4
1.2
Seega oleme néidanud, et integraal 1

koondub juhul, kui @ > 1, iilejddnud 0.8
juhtudel integraal hajub. Integraaltun- 0.6
nuse pohjal voime jareldada sellest, et 0.4
ka harmooniline rida koondub juhul a > 0.2

0

L AERAE IR MRS IR
Legend
a=1
a=2 a>1
a=1 a<1

2
Definitsioon 2.3. Vahelduvate markidega reaks nimetatakse rida kujul

[e.o]

Z(—l)"an, kus a,, > 0. (2.7)

n=0

Vahelduvate markidega arvrea koonduvuse uurimiseks kasutatakse Leibnizi tun-
nust.

Leibnizi koonduvustunnus. Kui

a) ap = ay > ... =0, > ...,

b) lima, =0,

siis rida ([2.7))
Z(—l)”an, kus a,, > 0
n=0

koondub ja tema jaakliikme

jaoks kehtib hinnang:
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Naide 2.11. Uurida jargmise rea koonduvust

nlnn
n=2
Rea iildliige avaldub jargmiselt
1
an = .
nlnn

Kontrollime Leibnizi koonduvustunnuse tingimusi.

1 1

EREITT R A TE R
1 11

lima, = lim = lim —- — = 0.
n—o00 nlnn n—oo 1, lnn

Leibnizi tunnuse pohjal rida koondub ja tema jaakliitkme jaoks kehtib hinnang:

s 1 1
R,| = —1)* < .
[Fenl R;LH( ) klnk‘ (k+1)In(k+1)

RIDADE KOONDUVUSTUNNUSED

2.5.
Definitsioon 2.4
Rida ([2.1])
> u
k=1

nimetatakse absoluutselt koonduvaks, kui rea liikmete absoluutvasrtus-

test moodustatud rida ([2.8)) on koonduv

oo
> lun]:
n=0

(2.8)

Kui rida (2.1) koondub, aga ei koondu absoluutselt, siis sellist rida nimeta-
takse tingimisi koonduvaks.
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Iga absoluutselt koonduv rida on koonduv. Kui koondub rida ([2.8)), siis
sellest jareldub, et koondub ka rida (2.1). Vastupidi tuleb alati kontrollida, sest
tegemist voib olla tingimisi koonduva reaga.

Rea absoluutse koondumise uurimiseks on kaks pohilist koonduvustunnust.

D’Alembert’i koonduvustunnus.
Kui leidub piirvaartus

< 1, siis rida (2.1) koondub absoluutselt.

lim |2t > 1, siis rida (2.1) hajub.
n—o0 ’U,n

=1, siis ei saa otsustada.

Cauchy koonduvustunnus. Kui leidub piirviartus

< 1, siis rida (2.1) koondub absoluutselt.
lim Vk|ug| { > 1, siis rida (2.1) hajub.

=1, siis ei saa otsustada.

Naide 2.12. Uurime jargmise rea koonduvust
oo

(_1)77,

Z nlnn
n=2

Leibnizi tunnuse pohjal vahelduvate mérkidega rida koondub (néide [2.11)). J&&b
iile uurida, kas rida koondub absoluutselt. Absoluutset koonduvust uurime integ-
raaltunnuse abil, kust nédeme, et rida hajub, sest paratu integraal hajub:

o0 Cc

d d rd( ;

/ T~ lim T~ lim /M = lim (Inlnz)| = lim(Inlnc—Inln2) = oo
rxlnx c—00 rlnx c—00 Inx c—00 , 00

2 D) 2

Kuna vaadeldav rida koondub aga ei koondu absoluutselt, siis tegemist on tingimisi
koonduva reaga.

Naide 2.13. Uurime jargmise rea koonduvust

= n2n"
Z 571,

n=1

Kasutame d’Alembert’i tunnust.
n 1)2ntt  ge 2 1 2(14+1 2
Up, Hntl n2m n—oo  Hn n—00 5 5

Jarelikult rida koondub absoluutselt.

lim

n—o0

= lim
n—oo
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2.6. ASTMEREAD

Definitsioon 2.5

Astmereaks nimetatakse rida, mille liikkmeteks on funktsioonid f,(z) =
a,x" kujul

Zakmk:a0+a1x—|—a2x2+...+anx”+... (2.9)
k=0

Astmerea iildisem kuju.

Zak(x—a)k:a0+a1(x—a)+a2(x—2)2+...—l—an(a:—a)”—i—...,
k=0

(2.10)
kus a € R on fikseeritud arv.
Astmerea kordajateks nimetatakse arve ag, a .. .,
rea tlildlitkmeks nimetatakse suvalise indeksiga rea liiget a,,.

Geomeetriline rida on astmerida kujul (2.9)), kus ax = 1 iga k € Ny korral.

Astmerea tldisemalt kujult saame muutuja vahetusega r —a =t iile
minna reale ja vastupidi. Iga astmerea jaoks on voimalik leida suurus R,
mille korral astmerida koondub absoluutselt, kui |z| < R(|z — a] < R) ja hajub,
kui |z| > R(|]z —a| > R), kus 0 < R < 0.

Definitsioon 2.6
Astmerea (2.9) koonduvusvahemikuks nimetatakse vahemikku

(=R, R), astmerea ([2.10) koonduvusvahemikuks vastavalt vahemikku
(a — R,a+ R).
Suurust R nimetatakse koonduvusraadiuseks.

Kui R = 0, siis koondub astmerida vaid punktis z = 0.

Koonduvusvahemikke otspunktides voib astmerida koonduda kas tingimisi
voi absoluutselt voi hajuda.

Koonduvusraadiuse leidmiseks kasutatakse valemeid:



6. ASTMEREAD 41

R= lim |- (2.11)
n—oo an+1
. 1

R = lim ——, (2.12)

n—oo o
[

kui a,, # 0 ja piirvidrtused eksisteerivad.

Definitsioon 2.7. Astmerea koonduvuspiirkonnaks nimetatakse hulka X

X = {$ € R: ridaZakxk koondub} .

k=0

Definitsioon 2.8. Astmerea absoluutse koonduvuse piirkonnaks nimeta-
takse hulka A

A= {:c € R: rida Z|akl|x|k koondub} :

k=0
Naide 2.14. Leida koonduvusraadius R, koonduvuspiirkond ja absoluutse koon-
duvuse piirkond jargmisele astmereale

& (-1)”513”

—~n +1

Koigepealt leiame koonduvusraadiuse R kasutades valemit (2.11)):

2
:hm”+2:imwzl

R = lim

n—o0

Ap+1

Saime R = 1 ja seega koonduvusvahemik on (—1,1). Selles vahemikus vaadeldav
astmerida koondub absoluutselt. Vahemiku otspunktides tuleb koonduvust eraldi
uurida. Kui x = —1, saame

n TL

Z n—i—l Zn—i—l

n=0 n=0

Saime harmoonilise rea, mille koondumist saame uurida integraaltunnuse abil

“+00

/ dz
a=1: =
z+1 c—+00

0

= lim (Inc—1Inl) = lim Inc= oc.
c—+o0 c—+o0
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Integraaltunnuse pohjal saame Gelda et © = —1 korral rida hajub.

Kui z = 1, saame

— ()" (="
HZ:O n+1 _nzzon—kl'

Saime vahelduvate mérkidega rea, mille koondumist saame uurida Leibnizi tunnuse

abil. Kuna 1
lim =0,
n—Mn?l#—l

saame Leibnizi tunnuse abil 6elda, et rida x = 1 korral koondub, kuid ei koon-
du absoluutselt. Seega koonduvuspiirkond X = (—1, 1] ja absoluutse koonduvuse
piirkond A = (—1,1).

Naide 2.15. Leida koonduvusraadius R ja koonduvusvahemik jargmisele astme-
reale

oo .
>

‘¢ I
n=1u

Kuna argument x on astmes 2n, teeme koigepealt muutuja vahetuse ¢ = 2n,
saame astmerea kujul

Kasutame valemit (2.11)):

R = lim

n—o0

= lim —— =1.
t—o0 t

= lim
t—o0

‘t+1' . t(1+14)

an+1
Seega R =1 ja koonduvusvahemik on (—1,1).

Naide 2.16. Leida koonduvuspiirkond ja absoluutse koonduvuse piirkond jérg-
misele astmereale
>
k

k=1
Koigepealt leiame koonduvusraadiuse R kasutades valemit (2.12)):
1 .k
R=——— = lim Vk=1.

lim §/1 ko
k—o0 k
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Saime R =1 ja seega vaadeldav astmerida koondub absoluutselt vahemikus
(—1,1). Vahemiku otspunktides tuleb koonduvust eraldi uurida. Kui x = —1,
saame arvrea

00 —lk
;(k)7

mis koondub, kuid ei koondu absoluutselt. Kui = 1, saame arvrea

Y

| =

0o
k=1

mis on hajuv (harmooniline rida, o = 1). Seega koonduvuspiirkond X = [—1,1)
ja absoluutse koonduvuse piirkond A = (-1, 1).

Teoreem 2.9 (Cauchy—Hadamardi teoreem)

Astmerida
o
Z apx 5 9
k=0
koondub

(a) juhul R = 0 vaid punktis z = 0 ehk
A=X={0}.

(b) juhul 0 < R < o0

e koondub absoluutselt vahemikus [—R, R]
e hajub hulgas (—oco, —R) U (R, c0) ehk

(-R,R) CAC X C[-R,R].

(¢) kui R = o0, siis astmerida koondub absoluutselt igas punktis = € R, s.t.

A=X =R

Cauchy-Hadamardi teoreem ei viida midagi astmerea koonduvuse kohta
koonduvusvahemiku(— R, R) otspunktides, kui 0 < R < oc.
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Teoreem 2.10. Astmerida voib igas loigus [0, x], kus x € (—R, R), litkmeti
integreerida, kusjuures

_ — k—1
/f(t)dt—zk+1a: .
0 k=0

Teoreem 2.11. Astmerida voib igas punktis x € (—R, R), litkmeti dife-
rentseerida, kusjuures

f(x) = Z kayx" 1.
k=1

Teoreemid kehtivad ka astmerea ([2.10)) korral.

Abeli lemma.

Kui astmerida (2.9) koondub koonduvusvahemikus (—R, R) parempoolses
otspunktis R, siis selle astmerea summa f(z) on vasakult pidev punktis R ehk

f(B=) = f(R) :

o0 [o¢]
lim E akxk:E apR".
k=0 k=0

r—R~

Kui astmerida (2.9) koondub punktis — R, siis selle astmerea summa f(z) on
paremalt pidev punktis —R ehk f(—R) = f(—R+).

Funktsioon f on vahemikus X arendatud astmereaks (esitatud astmereana),
kui iga x € X = (¢ — R,c+ R) korral on

flz) = Z ap(x — )",

2.7. TAYLORI JA MACLAURINI READ

Olgu funktsioon f(x) médratud punkti ¢ € R mingis iimbruses. Oeldaks, et
funktsioon f(z) on arendatav astmeritta punktis c, kui leidub astmerida, mis
punkti ¢ mingis timbruses on vordne funktsiooniga (koondub funktsiooniks f(z)):

fla) =) ar(z—o)".

k=0
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Oeldakse, et rida on funktsiooni arendus astmeritta (astmereaks).

Definitsioon 2.9

Funktsiooni f(x) Taylori reaks nimetatakse astmerida, mille kordajad
(Taylori kordajad) avalduvad kujul

1
_ (n) _
an—n!f (¢)y, n=0,1,2,...

Taylori rida avaldub jargneval kujul

Zan(x—c)" :f(c)—|—fll(!c)(x—c)—l—L(C)(x—c)Q—l—...+fn—<c)(:v—c)”—|—...

21 n!

Definitsioon 2.10. Maclaurini reaks nimetatakse rida, mis saadakse Taylori
reast, vottes ¢ = 0:

— /(0)
HZ:O n!

PO 0 . 0

1 ol o ot

a" = fl0) +

2.7.1. TAYLORI VALEMI TULETAMINE

Oletame, et funktsioon y = f(z) omab koiki tuletisi kuni jarguni (n + 1)
(kaasa arvatud), mingis punktis = a sisaldavas vahemikus. Leiame hulkliikme
P,(x) nii, et

P.(a) = f(a); Py(a)=f'(a); FBl(a)=f"(a),....,P{"(a) = f"(a)  (2.13)

Hulkliiget p,,(x) hakkame otsima kujul
Pyz)=co+ci(z—a) +e(r—a)+e(z—a)+... +co(z—a) (2.14)

Selle hulkliikme kordajad leiame tingimusest (2.13]). Selleks leiame enne P, (x)
tuletised:

P/ (z) = ¢; + 2¢c2(x — a) + 3cz(x —a)* + ... + nep(z — a)™ 7,
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P!/(z) =2c,+2-3c3(x —a) +... +n(n— ey (v —a)" 2, (2.15)
P/(z)=2-3cs+ ... +n(n—1)(n—2)c,(x —a)"?,

Asendame niiiid valemitesse (2.14) ja (2.15) = = a, saame
P.(a) =co; Pl(a)=c1; Pl(a)=2c2; pl(a)=2"3cs; (2.16)

n

PM(a)=nn—-1)n-2)(n—-3)-...-2-1-¢,.

cey n

Vordustest (2.13) ja (2.16) saame
1
co=fla); ca=fla); = ff”(a);

1-2
_ 1 " _ 1 (n)
=153l @ = o)
ehk
1)
ckzﬁf (@), k=0,1,2,...,n,
kus

fOa) = fla); 0'=1;11=1.
Asendame niitid need véartused ¢, &k = 0,1,2,...,n valmeisse ({2.14]), saame
otsitava hulkliikme

a) @) e

™ (a
P.(x) = f(a) + T (x —a)+ o f(a)

n!

S+ (x —a)". (2.17)

Tahistame tahega R, (z) vahe f(z)—P,(z) = R,(z) =  f(z) = P.(z)+R.(2).

Saime valemi, mida nimetatakse Taylori valemiks

f'(a) f"(a) J™(a)
1 9! nl

flz) = fla) == (z —a) + (x—a)’+...+ (z —a)" + Ry(x),
R, (x) nimetatakse jadklitkmeks. Jarelikult voime nende argumendi x vaartuste
korral, mille korral R, (x) on kiillalt viike, vaadelda funktsiooni y = f(z) asemel

hulkliiget (Taylori valem).

Jareldus 2.12. Ilmselt R, (z) = 0 siis, kui funktsioon on n-astme hulkliige, see
tahendab

f(z) = P.(z) =g+ mx + asx? + agx® + ...+ a,z".
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Sel juhul kujutab avaldis (2.17)) endast lihtsalt antud hulkliikme teist kuju.

Iga niisuguse hulkliikme voib lahutada z — a astmete jargi.

Niide 2.17. Esitada hulkliige Py(7) = —5 + 22 + 2? muutuja x — 3 astmete jérgi.

Selleks asendame

Pyz) = =5+20B+(x—3)+ B+ (x—3))> =10+ 8(z — 3) + (z — 3)%.

Vahemikus X = (¢ — R, ¢+ R) piiramata differentseeruv funktsioon f on arenda-
tav Taylori reaks selles vahemikus parajasti siis, kui funktsioon f Taylori valemi
jaakliige R,, rahuldab vahemikus X tingimust

lim R, =0.

n—oo

Taylori valemi jaakliige Lagrange’i kujul on

(n+1)
Rn(x) = f(nTgéﬁ)(x - a)n—i—l’ a < gx <z,
Rate) = L2 (fnief)(um — D apt 0<b, <1

Maclaurini valemi jaakliige Lagrange’i kujul

B fn+1 (9 :E)

n+1
R,(x) = CFE " 0< 6, < 1.

Kui funktsioon on f on arendatav astmereaks vahemikus X, siis see astmerida
on funktsiooni f Taylori rida. Paljude funktsioonide arendused astmereaks saame
tuntud astmeridadest aritmeetiliste tehete, rea liikmeti integreerimise ja liikmeti
diferentseerimise teel.

2.7.2. TUNTUIMAD ASTMEREAD

Tegemist on Maclaurini ridadega monedest pohilistest elementaarfunktsioo-
nidest.

T ZL‘2 3 " > "
e—HT+§+§+ H+“:¥E”

)
.CCS l’5 LC7 n 2n+1

x
smaz—x—y—i-a—ﬁ—l- —i—n—sm 2 2n~|— ,
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cosle—f%—z—:l—l— —l—i—?cos%—l— ni;o )"z 2n7
(a—ira:)”:a”—l—na”1x+nm2+1)a"2x2+...+n(n _(;)Enm_ 2): 2ax"*1+:c”,
ﬁ—l—l—x—l—x +. Zaj —1,1),
lix:1—x+x2—x3+...+(—x)”+...:i(—l)”x”, r € (—1,1),
n=0
1n(1+x):$—%2+%3+...:§%(—1)"§n—:, x € (—1,1],
arctanx = x — %3 + %5 — .= 2(—1)"%, x e [—-1,1]

Naiide 2.18. Leida funktsioon f(z) = arcsin 2z Maclaurini rida n = 3 korral.

Kui n = 3, siis leiame funktsiooni tuletised kolmanda jérguni ja vastavate
tuletiste vaartused punktis x = 0, seejérel asendame leitud viartused Maclaurini
valemisse.

flx) = arcsin T, f(0) =0,
flx) = Nk f(0) =1,

1 —2
@) =5 = 7'(0) =0,

(1 — 1'2)3 — X %

—x
(@) = = ) =1
Saime Maclaurini rea
! " " 3
arcsinx:f(0)+fl(!())x—l—f2(!0)x2+f3—(!0)x3+ —1—%—1—

Niide 2.19. Leida funktsiooni f(x) = 1/(1 — 2x) Maclaurini rida, méérata rea
koonduvusraadius R.
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) =is O =1
O R AC L
@ =g 0 =
@) = g 110) =8

Saime Maclaurini rea

=142z +42> + 823 + ...

1—2x

Sama rea saamiseks voime kasutada ka jargmist funktsiooni arendust astmeritta

1 . n 2
1_1::;1’ =14+ax+z°+...

Asendades suuruse x suurusega 2x, saame

1 . n . n._n 2 3
1_2x:n§:0(2x) :n§:02x =142z +4x°+8x" + ...
Rea koonduvusraadius on
_ . n _ N 1 _
= i ] = fm 2 =

2.8. ORTOGONAALREAD*

Néitena ortogonaalreast voime kirjutada funktsiooni (2.9) Legendre polii-
noomidena lineaarse kombinatsioonina

f(z) = coPo(x) + 1 Pi(x) + coPo(x) + ... = Z cx P (). (2.18)

n=0

Legendre vorrand on teist jéarku lineaarne diferentsiaalvorrand kujul
1 —2%y" — 2xy' + (1 + 1)y = 0, kus [ on reaalarv (vt punkt 5.5.6).

Definitsioon 2.11. Legendre poliinoomideks nimetatakse [ astme poliinoome, mis
on Legendre vorrandi erilahenditeks.
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o 1-3-5-...-(20-1) (=1 ,5 -1 -2)1-3) ,4
Fiw) = I {xl_2(21—1)xl +2-4(21—1)(25—3)xl _}

Kui —1 <z < 1, siis Py(z) =1, Pi(z) = =,

Py(z) = %(3x2 —-1), P(z)= %(Ew?’ — 3x),

1 1
Py(z) = g(?>5a:4 —302° +3), Ps(x)= §(63x5 — 702° + 15z).

Funktsiooni Py (z) on k jarku muutuja z poliinoom. Iga x astet saame naidata
Legendre poliinoomide lineaarse kombinatsioonina
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1 1

=P, =P, 2*= 3 (2P, + Ry), 2= : (2Ps +3P,),
1 1

T =g (8P4 +20P, + TRy), 2° = 3 (8P5 +28P5 +27P) .

Sellisel juhul funktsioon avaldub kujul

a a
f(gj):aOP0+a1P1—|—32(2P2+P0)_‘_€3(2P3+3P1)+

+g—g(8P4+20P2+7P0)+g—;(SP5+28P3+27P1)+---:
:<ao+%+%+...>Po+(a1+%+%+...>ﬂ+ (2.19)
35 5 7
+(%+4—?‘*+...>P2+(%+%+...>P3+(%+...>P4+

Loodusteadustes kasutatakse lahendeid, mis asuvad loigus —1 < x < 1, sellel 16igul
kehtib

' 9 0, kui k& # m,
= = 2 .
/ Py() P () do = o— 1 0km Ckwik—m (2.20)
-1 2m + 1

Seda kasutame vorrandis olevate kordajate cp leidmiseks. Selleks korrutame
vorrandit funktsiooniga P,,(z) ja integreerime

/1 Po(z)f(2)dz = /1 P,(z)

Z CkPk(I)

Kasutades vorrandit (2.20))
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Kasutades valemit , saame kirjutada

1

1
2 1 2 1 &
Cm = m+/ Zakx dr = m+ ak/Pm xd:z:.
0 5

-1

Asendades saadud avaldisse poliinoomid P,,(z), saame avaldada konstandid c¢,,
konstantide a; kaudu.

Naide 2.20. Leiame m = 0 korral kordaja cg.

[\
o
_|_
—_

2
1 { , k on paaris

0, k on paaritu

Co—ao—i—g—i—g-f- °+.

Saime sama kordaja P, jaoks, kui valemis ([2.19)).
Uldjuht

Definitsioon 2.12. Integreeruva ruuduga funktsioonide siisteemi {g,(z)} nime-
tatakse ortogonaalseks 16igul [a, b], kui

b
/gn gm - 07 m 7£ n

ja ortonormeerituks 16igul [a, b], kui

b

/gn(x)gm(x) de = b, = {O’ m7 n.

1, m=n
a

Olgu {gn(x)}, n = 1,2,3,..., funktsioonide siisteem, mis on ortogonaalne
16igus [a, b] kaalufunktsiooni w(x) suhtes

/g:n(x)gn(x)w(x) dr =0, m+#n.
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Olgu f(z) suvaline funktsioon, mis on defineeritud 16igus [a, b], mida saab laiendada

hulka {g,(z)},

= Z Cndn (1:)

Saame, et

b

[au@r@u s =Y e [ gi@mee) de = e [ @@l ds

a

Asendame m muutujaga n

_ L @i @w()de
17 g2 (@) gn(2)w () da

Nimetaja on funktsiooni {g,(z)} normeerimisintegraal, ruut normist

n

b

.
lgall = / i ()u(e) dr. o = / 42(@) f(@)w(z) dz.

a

Funktsiooni normeerimiseks tuleb funktsioon jagada tema normiga, tulemuseks
saame ortonormeeritud hulga

b
_ 1 = - |0, kuim #n,
T = (o) / o) do =0, = { 107

Z CnGn (@

b

" Tl / i) fe)ula) do = [ gio) fe)u() do.

a

Ortonormeeritud stisteem {g, ()} on téielik, kui iga funktsioon f(z) on avaldatav
loigus lineaarkombinatsioonina siisteemi funktsioonidest

k=0

- ch cgn(z), Cp= /g;(x)f(x)w(x) dx.
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Funktsioonid f(x) voivad olla pidevad ja ka tiikiti pidevad, omavad lopliku arvu
loplikke katkevusi ning lopliku arvu maksimum- ja miinimumpunkte selles 16igus.
Funktsiooni saab arendada ritta

f(z) = fi(r) = cogo(x) + crgi(z) + -+ + crgr(z),

kus
b

/[f(f) — fo(@)Pw(z) =0, k— oo

a

Rida fx(x) koondub 16igul [a,b] keskmiselt funktsiooniks f(z). See tdhendab, et
koondumist funktsiooniks f(x) ei pea toimuma iga muutuja = korral.
Loodusteadustes on rakendusteks jargmised néited:

1. Elektrostaatikas ja gravitatsiooniteoorias
(1 —2xt 42712 = Ztkpk

Rida koondub kui |z| < 1 ja |t| < 1. Elektrostaatiline potentsiaal.

2. Hajumisteoorias
oo

= (2k+ 1)i* - ji(t) - Pil(z),

k=0
kus ji(t) on sfdérilised Besseli funktsioonid. Rida koondub kui |z| < 1 iga t
korral.

2.9. FOURIER’ READ

Tuntuim ja koige enam uuritud ortogonaalrida on trigonomeetriline siisteem
{1,cosz,sinx, cos2zx,sin 2z, ... }. Olgu f(z) loigus [—m, 7] méadratud funktsioon.
Teatud tingimustel on funktsioon f(z) esitatav summana

= 50 + Z ay cos kx + by sin kx), (2.21)
k=1
kus ag, ay, by, as, b, ...on mingid konstandid. Eeldame, et f(z) on 16igus [, 7]

integreeruv funktsioon ja korrutame vorduse ([2.21) molemat poolt trigonomeet-
rilise stisteemi elementidega ja integreerime iile 16igu [—m, 7| (oletame, et see on
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voimalik). Kasutades seoseid

jcoskwdw—/sinkwd:c—/ﬂsinkx-coskxdx—o,
/7r(:os.2 kxdx = /ﬁsin2 kxdx =,
]dl‘z%r,
]coskx-cosmxdx:jsinkx-sinmxdw:]coskx-sinmxdxzo, k # m,

saame kordajate a; ja by jaoks valemid

1 ™

ak:—/f(x)~coskxdx, k=0,1,2,1...; (2.22)
T
1 [ ,

bk:—/f(a:)‘smkxd:c, k=1,2,...; (2.23)
T

Definitsioon 2.13. Funktsiooni f(x) trigonomeetriliseks Fourier’ reaks 16igus
[—7, 7] nimetatakse rida

flx) = % + Z(ak cos kx + by, sin kx), (2.24)
k=1

kus kordajad ag, ax ja by on méadratud seostega

1 ™
ak:—/f(x)-cosk:z:dx, k=0,1,2,...; (2.25)
T
1 [ |
bk:—/f(x)-smkxdx, E=1,2,... (2.26)
T

Valemi ([2.24]) voime kirjutada ka kujul

flz) = %—i—al coST+ agcos2x+azcos3xr—+---+bysinx—+bysin2x+bysindzr+. ..
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Naide 2.21.

f(x):{l’ O<ax<m,

0, —T<x<0

_ %
2

1
ak:—/f(:p)-Coskmdm,k::O,l,Q,...
7T

—T

1
by, = —/—ﬂ”f(x)-sinkxda:,k: 1,2,...
T

+ Z ay, cos kx + by sin kz),
k=1

Punktis 0 on katkevuspunkt

/f Adr = — /f Adr+ - /f Adr =1,

1 1sink
/f -coskxdr = — /coska:d:v— sin kir

T k lo ’
1 1 r 1, coskx 1
= - -sinkx dr = — inkxdr = —(— 1— k
7T/f(a:) sin kx dx 7T/smaz:a: 7r< ’ )0 /mr( cos k),
-7 0
1, k paaris 2
coskxr = . by = —, k paaritu,
—1, k paaritu kr’
1 2 in 3 inb
f(fE):%+b1$inx+b38in3$+b58in5$+"':§+—(Sinl‘+81n3x+81n5x
T

Osasummad

1 1 2 1 2 in 3
S1=2;5 = —sinx;53:—+—(sinx+sm :C>;
2 T 2 7

2 3
1 2/ . sin3z  sinbx
Sy = 3 + —|sinz + 3 + F :

).
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Legend 1.2 — Legend 12 — Legend 12
—_— — —_—

Sz

1 1 1

0.8 — 0,8 — 0,8

0,6 — 0,6

04 4

0,2

(\ T T T \//\\\//\\\/ (j \ T T

—0,2

r T 1
—lUr =5 0 5 10

FOURIER’ REA KOONDUVUS

Definitsioon 2.14. Funktsiooni nimetatakse siledaks vahemikus (a, b), kui ta on
selles vahemikus pidevalt diferentseeruv ehk funktsioon on diferentseeruv ja tema
tuletis on pidev funktsioon.

Definitsioon 2.15. Funktsiooni f(z) nimetatakse tiikiti siledaks vahemikus
(a,b), kui seda vahemikku on voimalik jagada loplikuks arvuks osavahemikeks
punktidega

a=cp<cy<---<cp,=b, n €N,

nii, et igas osavahemikus on funktsioon f(x) sile, kusjuures funktsioonidel f(x) ja
f'(z) eksisteerivad oma katkevuspunktides 1oplikud tihepoolsed piirvéiértused.

Sileda funktsiooni graafik on sile joon. Tiikiti sileda funktsiooni graafik koos-
neb loplikust arvust siledatest osadest.

Teoreem 2.13 (Dirichlet’ teoreem). Kui funktsioon f(z) on tikiti sile vahemikus



58 PEATUKK 2. READ

(—m,m), siis selle funktsiooni Fourier’ rida koondub summaks S = S(z),
= EO Z an cos(nx) + b, sin(nz)),

kusjuures

1. Funktsiooni f(x) pidevuspunktides

2. Funktsiooni f(z) katkevuspunktides vordub rea summa funktsiooni f(x) parem-
poolse ja wvasakpoolse purvddartuse aritmeetilise keskmisega ehk kui x = ¢ on
funktsiooni f(x) katkevuspunkt, siis

S(c) = 5lf(e=) + fleh)].

N | —

Naide 2.22. Leiame Fourier’ rea perioodilisele funktsioonile, mille periood on 2,
mis on maaratud jargmiselt:

fz) =

—x, kui —7m <2 <0,
r, kui0<ax <.

.
f(z) 3
i 27
z 1
x ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

12566 -9.774 -6.981 4189 -1.396 1.396 4189 6.981 9.774 12.566

s
T, T, T, —T

™

%/:f(x)dx%[o(a:)dx+o/xda:7r,

™

— %/ﬁf(x) cos (kz) dx = %/0(—.7:) cos (kz) dx + /xcos (k) dzx.

0
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Kordajate a; madramiseks peame integreerima ositi molemat integraali, kus mé&a-
rame

1
u=—x, du=—dz, dv = cos (kz)dx, v= z sin (k)

esimeses integraalis ja
1.
u=uz, du=dz, dv = cos (kz)dz, v= 7 sin (kx).

teises integraalis. Saame

0 T

1 sin (k2)|° 1 [ 1| sin(ka)]™ 1 [ B

ax =— —xTﬂjL%/sm(kx)d:U +; " O—E/sm(kx)dx =
0

—Tr

1 _cos(kx) 0 cos (kz)|"| 2 (cos (ki — 1)) = 40 , kui £ on paaris
Tk k B k 0 k2 m ] —— , kui & on paaritu
T 7Tk2

1
/f / —z sin (kz) dx—l——/xsm (kx)dx = 0.
T
- 0

Kordajad by on nullid, sest integraalmérgi all on paaritu funktsioon (ka integree-
rides saame nulli). Saime rea

_m  4qcosx cosw  cos(3xw) = cos(57) cos (/(2n+ 1)z) B
J@) =75 w[ e T e (2n + 1)2
T 4 =cos((2n+ 1))
5_;2 2n+1 '

n=0

Rida koondub koikides punktides ja tema summa on vordne antud funktsiooniga.
Fourier’ rea osasummade joonised erinevate n vaartuste korral.
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0
n = 30

Fourier’ rida funktsiooni korral, mille periood on 2I.

Kui f(x) on perioodiline funktsioon, mille periood on 2, mis iildiselt erineb
arvust 27. Sellise funktsiooni arendamisel Fourier’ reaks peame tegema muutuja-

vahetuse l
T = —t.
T

Saime argumendi ¢ funktsiooni, mis on perioodiline funktsioon perioodiga
27, mille saame arendada Fourier’ reaks 16igul —7m < x < 7

[ 4G | i
f <—t) ) + Z(ak cos (kt) + by sin (kt)),

™
k=1

ag = %/f (%t) dt, ap = %/f (%t) cos (kt) dt,

—T —T

by = %/f (%t) sin (kt) dt.

kus
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Endisele muutujale x tagasi minnes kehtivad

xzit, t:xﬁ, dt = = de.
7 l l

Fourier’ rida 2[-perioodilise funktsiooni jaoks saab kuju
— k k
f(x) =ap+ ; <(ak cos (%x) + by sin (%x)) :

kus

Fourier’ integraal.

Fourier’ integraali saame, kui teisendame Fourier’ rea integraalkujul

fx) = / [u(y) cos zy + v(y) sinxy] dy,

u(y) = % / f(z) - cosxy dx, v(y) = % / f(z) - sinzy dz.

Fourier’” integraali saab esitada ka eksponentkujul. Kasutades FEuleri vorran-
deid ' 1
COSTY = §<eixy + e—ia}y% sin Ty = 5(eixy — e_il’y)'
i

Defineerime funktsiooni

1

w(y) = Q[U(y) —v(y)].

Asendame Fourier’ integraali, saame Fourier’ rea eksponentkuju

o0

f(z) = /w(y)e“ydy, w(y)Z%]Of(x)e_“ydx.

—00
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Kui teha asendus ¢g(y) = v27rw(y), saame

1 i iy — 1 i —izy
f(w)ZE_/ g(y)e™ dy, g(y)—ﬁ_/ f(x)e ™ dx.

Neid valemeid nimetatakse Fourier’ teisendusteks.

Fourier’ teisenduste jaoks on vajalik, et funktsioon oleks méaaratud vahemikus
(—00,00) ja seal absoluutselt integreeruv, ehk leidub Q:

JC
Naide 2.23.
A —a<zr<a
fla) = { 0, mujal
4 A 9 -
3 .
1 4
-3 -2 -1 0 1 2 1 20 30
X X
2Aa sin ay
9(y) =
V2 ay
1,2 1
0,8-
0,64
Yy
0,41
j\
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1 -
0.8]
0,6/

y
0,4

0,21 0 2\

4 23 22 210 1 2 4 —4 -3 "2 210 1 2 3 4
X X

1 —i 1
flx)y=e"* x>0,a>0, g(y):\/%(;_{_zyyz),l%eg() \/_(aZ—T-y)
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II1 MITME MUUTUJA
FUNKTSIOONID

3.1. MITME MUUTUJA FUNKTSIOONI
MOISTE

e Kui = ja y on ristkiiliku kiilgede pikkused, siis pindala S avaldub valemiga
S = xy. Igale x ja y védrtuste paarile vastab pindalal iiks vadrtus, S on kahe
muutuja funktsioon.

Kui risttahuka servade pikkused on x, y, z, siis tema ruumala avaldub kujul
V = zyz. Ruumala V' on kolme muutuja funktsioon.

Ideaalse gaasi olekuvorrandist pV' = nRT' saame avaldada gaasi ruumala

RT
Vp,T,n) = n_
b

Ruumala V' on kolme muutuja p, T ja n funktsioon ehk V = f(p,T,n).

Funktsionaalne soltuvus R on nelja muutuja funktsioon, mis on antud jargmiselt
z? +y? + 22

V14t

R(z,y,z,t) =

Definitsioon 3.1

Kahe muutuja z ja y funktsioon on z, kui igale muutuvate suurustega = ja
y paarile vastab iiks ja ainult iilks muutuva suuruse z viartus z = f(x,y).

Votame argumendi vadrtuste paari: © = zg, y = yo. Kui nendele vastav z
ddrtus on olemas, siis Geldakseet kahe muutuja funktioon z = f(x,y) on mééra-
tud punktis (xg, yo). Kolme v6i enama arvu muutujate funktsioonid defineeritakse
analoogiliselt.

65
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Definitsioon 3.2

Kahe muutuja funktsiooni maaramispiirkonnaks imetatakse argumentide
x ja y vaartuste paaride (z,y) hulka, mille puhul funktsioon z = f(z,y) on
méaratud.

Funktsiooni méadramispiirkonda saab kujutada geomeetriliselt. Kui x ja y iga
vaartuspaari kujutada zy tasapinna punktidena, siis funktsiooni méaramispiirkond
kujutab teatud punktide hulka tasapinnal.

Naide 3.1. Leida méaédramispiirkond funkt-
sioonile

z,y) =\/1— a2 — 2.
f(z,y) y

1.5
Et funktsioon oleks méaaratud, peab juuritav
olema mittenegatiivne:
1—22y2 > 0=22+y? < 1L ] |
—-1.5 1.5

Maaramispiirkonnaks on punktid ringjoone
sees vOi ringjoonel.

—-1.5

Naide 3.2. Leida ma#ramispiirkond funkt-
sioonile

flz,y) =In(l —2%y’) = 2 +y* <1

Madramispiirkonnaks on punktid ringjoone sees, ringjoon ei ole kaasa arva-

tud.
Naiide 3.3. Leida maéaaramispiirkond funkt- y
sioonile b
f(z,y) = In(a® — z%) + In(b* — ).
—a a X
d—2’>0=—a<zx<a,
¥ —y>>0=—-b<y<b, —b

kus a, b on konstandid.

Vaatleme funktsiooni z = f(x,y), mis on méédratud zry-tasapinna mingis
piirkonnas G. Piistitame piirkonna G igas punktis (x, y) ristsirge ja asetame sellele
16igu, mis vordub funktsiooni vidrtusega f(x,y). Nii saame punkti P kordinaati-
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dega (z,y,2), kus z = f(z,y).

Definitsioon 3.3. Kahe muutu-

ja funktsiooni f(z,y) graafikuks D
nimetatakse punktide P hulka,

mille iga punkti koordinaadid ra- y
huldavad hulka z = f(z,y). . G

Jargnevalt defineerime m muutuja funktsiooni, tema méaramispiirkonna ja
graafiku.

Definitsioon 3.4

Olgu hulk D € R™. Kui igale punktile P = (21,23, -+ ,z,,) hulgast D on
eeskirja f abil vastavusse seatud iiks ja ainult iiks reaalarv u , siis 6eldakse
et hulgal D on maaratud m muutuja funktsioon ja kirjutatakse

U:f(l'l,.fg,"',l‘m), \V/(fﬁl,flfg,“‘,xm)GD

VOl
u= f(P), VPeD.

Hulka D nimetatakse funktsiooni f mé&aramispiirkonnaks. Funktsiooni f
graafikuks nimetatakse hulka

Gr(f) ={Q@ = (21, ;am): P = (21,22, - ,&m) € Du= f(P)}.

Kaks m muutuja funktsiooni v = f(x1, 29, -+ , &) ja u = g(x1, T, -+, Tpy)
osutuvad samadeks funktsioonideks, kui neil molemal on iiks ja sama méaaramis-
piirkond D ja samad vastavuse eeskirjad.

3.2. KAHE MUUTUJA FUNKTSIOONI
PIIRVAARTUS JA PIDEVUS

Olgu antud zy tasapinna mingis piirkonnas D maaratud funktsioon z =
f(x,y) Vaatleme mingit punkti. My (o, yo) selles piirkonnas. Tahistame kahe punk-
ti vahelist kaugust d(A, B).

Definitsioon 3.5. Punkti M {imbruseks raadiusega r nimetatakse punktide hulka,
mille iga punkti koordinaadid rahuldavad vorratust /(z — x0)2 + (y —yo)? < 7,
need punktid asetsevad ringi sees, mille raadius on r ja keskpunkt on My(zg, yo).
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Punkti My(xo,yo) nimetame hulga D sisepunktiks, kui punktil M, leidub
iimbrus, mis tervenisti sisaldub hulgas D.

Punkti My(xo, yo) nimetame hulga D rajapunktiks, kui punkti M, iga iimb-
rus sisaldab nii hulga D punkte kui ka hulka D mittekuuluvaid punkte (vt joonist

31).

(a) Sisepunkt (b) Rajapunkt B

Joonis 3.1: Sisepunkt ja rajapunkt hulgas R. (Thomas’ Calculus [8])

Definitsioon 3.6

Funktsiooni f(z,y) piirvadrtuseks punkti M (z,y) l&henemisel punktile
Moy(z0,y0) nimetatakse arvu A, kui argumendi tokestamatu l&henemine
punktile (zg,vo) toob kaasa funktsiooni f(z,y) vdirtuste tokestamatu 14~
henemise arvule A.
Kui arv A on funktsiooni f(z,y) piirvaédrtuseks punkti M (z,y) ldhenemisel
punktile My, siis kirjutatakse

lim f(z,y)=A

T—T0
Y—Yo

ehk f(x7y) — A7 kui (‘T7y) — (onyo)'
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Definitsioon 3.7

Funktsiooni f(z,y) piirvaartuseks punkti M (z,y) ldhenemisel punktile
Moy(z0,v0) nimetatakse arvu A, kui argumendi tokestamatu ldhenemine
punktile (zg,yo) toob kaasa funktsiooni f(x,y) vddrtuste tokestamatu 14~
henemise arvule A.
Kui arv A on funktsiooni f(z,y) piirvaartuseks punkti M (z,y) l&henemisel
punktile M, siis kirjutatakse

lim f(z,y)=A

GE==95)
Y—Yo

ehk f(mvy) — A? kui (l’,y) - ('TanO)'

Kui A = 0, siis 6eldakse, et funktsioon f(z,y) on punkti My(zo, yo) imbruses
lopmata viike suurus.

Kui A = 0o voi A = —o0, siis deldakse, et funktsioon f(z,y) on punkti
Moy(z0,yo) imbruses lI6pmata suur suurus. Kahe muutuja funktsiooni piirvéaértuse
korral kehtivad tiihe muutuja funktsiooni piirvaartuste teooria pohilised teoreemid.

Lopliku arvu funktsioonide summa piirvddrtus vordub nende piirvddrtuste
summaga. Tapsemalt, kui protsessis  — xg, y — 9o kehtivad koondumised
f(@,y) = A, g(z,y) = B, siis

flx,y)+g(x,y) — A+ B.

Analoogiliselt

Funktsioonide korrutise piirvidrtus vordub piirvddrtuste korrutisega. Téap-
semalt, kui protsessis © — xg, y — yo kehtivad koondumised f(z,y) —
A, g(x,y) — B, siis

flz,y)-g(z,y) = A-B.
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Kahe funktsiooni jagatise piirvidrtus vordub nende funktsioonide piirvddr-
tuste jagatisega eeldusel, et nimetaja piirvaartus ei vordu nulliga. Tapsemalt,
kui protsessis © — g, y — yo kehtivad koondumised f(z,y) — A, g(x,y) —
B, siis

Kui punkti My = (¢, yo) timbruses on funktsioonil f(x,y) olemas piirvadrtus

lim f(z,y) = g(y)

T—T0
ja piirvaartus

lim g(y) = A,

Y—Yo
siis arvu A nimetatakse funktsiooni f(z,y) korduvaks piirvairtuseks
punktis M, ja kirjutatakse

lim lim f(z,y) = A.

Y—Yo T—TQ

Analoogiliselt
lim lim f(z,y) = B.

T—T0 Y—Yo

Naide 3.4. Leida jargmised piirvaartused.

, . D —wy
lim (222 — y?) = —2; lim =b;
) 2 2 3
z—1 z—=1 2 +y
y—2 y—0
sin zy . xsinxy i . sinzy
lim = lim = lim z - lim =a-1=a,
T—a y T—a xy Tr—a Tr—a y
y—0 y—0 y—0 y—0
. sin(z? +y?) .. sinz?
lim — T = lim — =1L
=0 x4y 22—=0 2
y—0
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PIIRVAARTUSTE LEIDMINE ULEMINEKUL POLAAR-
KOORDINAATIDELE

Polaarkoordinaatidele iileminekul kasutame jargmist teisendust:
T =17CoSp, Y = rsinp.

Kui (z,y) — 0, siis » — 0 iga nurga ¢ korral ja

?+yt =1
Leiame polaarkoordinaatidele iile minnes jargmise piirvaartuse:

Arv A on funktsiooni f(x,y) piirvidrtuseks punktis M siis ja ainult siis, kui
piirprotsessi iga lahenemisteed méoda punktile My annab arvu A.

Kui on vaja néidata, et piirvaartust punktis M, ei eksisteeri, tuleb leida kaks
erinevat ldhenemisteed punktile My, mille korral piirvaartused on erinevad.

Néitame, et jargmist piirvaartust ei eksisteeri:
22— yf?
im ——.
(2,9)—(0,0) 2% + Y

Laheneme punktile (0,0) mooda sirget y = z, siis

-y at—a? r 22 (1-1) 0 0
im — =lim—" =lim————~ = - =
(z,9)—(0,0) 2+ y?> =022+ 22 20 222 2
y=z

Laheneme punktile (0,0) mooda sirget y = 2z, siis

-y xt—(20)* | —3a? 3

im = = lim =—
(a:,y)—;(0,0) 224+ y? 0224 (22)2  2-0 ba? 5

y=2x
Mdérkus. Kui argumendid ldhenevad punktile (x,y), kus nad ei ole vordse véértuse-
ga: x # y, siis tuleks piirvdartuse leidmisel ldheneda punktile méoda sellist sirget,
mis 1dbib antud punkti. Niteks punkti (—1, 1) korral v6ib ldheneda punktile mo6-
de sirget y =z + 2 voi y = —x.

Kahe muutuja funktsioon piirviaartuse moistet saab iildistada ka m muutuja
funktsioonide jaoks. Olgu hulk D C R™ ja funktsioon f: D — R ning olgu punkt
A = (ay,aq,...,a,) € D hulga D kuhjumispunkt (see tdhendab, et punkti A igas
timbruses leidub véhemalt iiks temast erinev vaadeldavasse hulka kuuluv punkt).
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Definitsioon 3.8

Kui argumendi P = (z1,...,,,) tokestamata lihenemine punktile

A = (ay,a9,...,a,) toob kaasa funktsiooni f vddrtuste f(P) tokestamata
ldhenemise arvule ¢, siis iitleme, et funktsiooni f piirvaartus protsessis
P — A on arv c ja kirjutame

Lim f(P) =c
VOi
l_i}m fz1,...,xm) =c.
PIDEVUS

Definitsioon 3.9

Funktsiooni z = f(x,y) nimetatakse pidevaks punktis (z¢, o), kui ta on
selles punktis médratud ning funktsiooni vadrtus punktis (z¢,y) vordub
tema piirvadrtusega lahenemisel sellele punktile

lim f(z,y) = f(zo,Y0)-

T—T0
Y—Yo

. J

Funktsiooni, mis on pidev mingi piirkonna igas punktis, nimetatakse pidevaks
selles piirkonnas.
Pidevuse tingimuse voib kirjutada ka kujul

Koik mitme muutuja elementaarfunktsioonid on pidevad oma méaramispiirkon-
nas. Kui funtsioon f(z,y) ei ole pidev punktis (zo, yo), siis 6eldakse, et funktsioon
f(z,y) on katkev selles punktis. Sellel juhul nimetatakse punkti f(zo,vo) funkt-
siooni f(z,y) katkevuspunktsiks.

Teoreem 3.5. Kotk mitme muutuja elementaarfunktsioonid on pidevad
oma madaramispiirkonnas.

Naiide 3.5. Naidata, et funktsioon
2
ry ) 2
: ———, kui z* +¢ 0;
fl,y) =9 a2+y2 y 70

0, kui 2% + y* =0,
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on pidev oma maédramispiirkonnas.

Funktsiooni f mé&aramispiirkond on kogu xy-tasand. Igas piirkonnas, kus
z? +y* # 0, on funktsioon f elementaarfunktsioon ja teoreemi pohjal pidev.
Kontrollida tuleb funktsiooni f pidevust ainult punktis (0,0). Selleks kasutame
pidevuse definitsiooni ja votame piirvasartuse

ZL‘y2

lim ———=0,
(z,9)—(0,0) 22 4 y2

siis jarelikult funktsioon f on pidev ka punktis (0,0), sest piirvddrtus argumendi
lahenemisel arvule 0 on vordne funktsiooni vaartusega selles punktis. Seega funkt-
sioon f on pidev oma maéaaramispiirkonnas. Kui piirvaartus ei vordu funktsioon
vaartusega antud punktsid, siis funktsioon on katkev selles punktis.

Definitsioon 3.10

Funktsiooni v = f(P) nimetatakse pidevaks punktis A, kui

lim f(P) = f(A).

P—A

Kui funktsioon ei ole pidev punktis A, siis funktsiooni nimetatakse katke-
vaks punktis A.

3.3. OSATULETISED

Olgu antud kahe muutuja funktsioon z = f(x,y). Anname muutujale x juur-
dekasvu Az, jittes y vadrtuse muutmata. Siis funktsioon z saab juurdekasvu (osa-
muudu)

Amz = f($+ALU,y) - f(xvy)
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Definitsioon 3.11

Funktsiooni z = f(z,y) esimest jirku osatuletiseks argumendi = jargi
nimetatakse piirviaartust

;. Az fle+ Axy) - f(z,y)
z. = lim — = lim
x Ax—0 AJ} Az—0 A(L’

Funktsiooni z = f(z,y) esimest jirku osatuletiseks argumendi y jirgi
nimetatakse piirvagdrtust

Yy Ay—0 Ay Ay—0 Ay

Osatuletist argumendi x jargi tahistatakse

, 0z

fo(@y), 2z fo(z,y).

Osatuletist argumendi y jargi tédhistatakse

! 82 !
Zya a_y7 fy(x,y), zya fy(l‘7y)

Osatuletise defineerimisel funktsiooni osamuut A,z arvutatakse muutumatu y pu-
hul ja funktsiooni osamuut A,z muutumatu x puhul, voime definitsioonid formu-
leerida jargnevalt.

Funktsiooni z = f(z,y) osatuletise leidmiseks z jirgi voetakse tema tuletis ar-
gumendi z jargi, mis arvutatakse eeldusel, et y on konstantne.

Analoogiliselt: funktsiooni z = f(z,y) osatuletise leidmiseks y jargi voetakse
tema tuletis argumendi y jargi, mis arvutatakse eeldusel, et z on konstantne.

Siit on ndha, et osatuletise leidmiseks sobivad iihe muutuja funktsiooni tu-
letise leidmise eeskirjad, tuleb meeles pidada, millise muutja jirge osatuletist otsi-
takse. Tuletame veel meelde reeglid konstandi tuletise leidmiseks: konstandi tuletis
on null aga kui konstant on funktsiooni kordajaks, mille jargi osatuletist leiame,
siis jaab konstant tuletise ette kordajaks.

¢ =0,(cf(x)) = c(f(z))"

Niide 3.6. Leida osatuletised funktsioonile z = z + 3y* + 221>
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Vottes osatuletise argumendi x jargi, argumendi y tuletist votame konstandi
tuletise reegli jargi, ehk teises liidetavas on ainult argumendist y soltuv funktsioon,
seega

(3y), = 0.
Kolmas liidetav soltub ka argumendist z, seega tuletise votmisel jadvad konstandid
tuletise ette kordajateks:

(2zy?), = 2¢*(x), = 2y°.

Vottes osatuletise argumendi y jargi, reumendi x tuletist votame konstandi tuletise
reegli jargi, siis esimeses liidetavas on ainult argumendist x soltuv funktsioon, seega

Kolmas liidetav soltub ka argumendist y, seega tuletise votmisel jadvad konstandid
tuletise ette kordajateks:

(2zy?), = 22°(y%), = 222y = 4xy.
Osatuletised funktsioonile z on kujul

0z
— =21+ 2y

0: _

6 dzy.
By y +4dry

Niide 3.7. Leida osatuletised funktsioonile z = 22 sin y.

I : r__ 2
z, = 2xsinvy, Z, = T”CosT.

Sarnaselt kahe muutuja funktsiooni osatuletise moistele defineerime m muutuja
funktsiooni osatuletised.
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Definitsioon 3.12

Olgu hulk D ¢ R™, funktsioon f0D — R ning P = (xy,...,%,,) miiramis-
piirkonna D sisepunkt. Piirviartust

hm f('rl)"'7xi—1 +A'xiax$+i7"'7$m) _f(xla'”,xm)
Az;—0 Az,

nimetatakse funktsiooni f osatuletiseks muutuja z; jargi punktis P ja
tahistatakse fi(x1,...,x,,) voi

of
3JIZ‘

(1, s Ton)-

3.3.1. OSATULETISTE GEOMEETRILINE
TOLGENDUS

Osatuletis 0z/Jy vordub arvuliselt pinna z = f(z,y) ja tasapinna z = const
16ikejoone puutuja tousunurga tangensiga (joonis).

Osatuletis 0z /0y vordub arvuliselt pinna z = f(x,y) ja tasapinna y = const
loikejoone puutuja tousunurga tangensiga.

Arvutades osatuletised esimest jarku osatuletistest, saame teist jarku osatuletised.
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Neid téhistatakse jargmiselt

0 [0z 0%z % "
% % - @’ fxz<x7y)7 Rpwr  Raws fME(x’y)’
8 62 822’ 7" "
8_?/ (%) B m’ fggy(l'7y), Z:cy7 Zzy) fl’y(l"y);
0 [0z %z % "
3_3/ (8_?;) B (9_1/2’ fyy(x,ZJ)’ “yyr Ay fyy(l',ZJ)-

Naide 3.8. Leida koik teist jarku osatuletised jargmise funktsiooni jaoks

2z =2 — 5zty? + 6y + 7.

0 0
8_Z = 42% — 10zy* + 6y, a—Z = —102%y + 6,
K 0
z z
— =127 — 10y° = —20 6
Ox? , ¢ i (91:28y o
0%z 0°z
— = —1027, = —20xy + 6.
oy? v Oyox Y
Definitsioon 3.13. Teist jarku segatuletiseks nimetatakse osatuletisi
0?2 02z
0xdy’ Oyox

Maaratud ja pideva funktsiooni z korral on funktsiooni pidevad segatuletised
vordsed. kehtib jargmine teoreem.

Teoreem 3.6. Kui funktsioon z = f(x,y) ning tema osatuletised

0z 0z 0%z 0%z
Ox’ Oy’ 0x0y’ Oydx
on punktis M(z,y) ning selle mingis imbruses mdadratud ja pidevad, siis selles
punktis teist jarku segatuletised on vordsed
Pz 0z
dxdy  Oydx’

Definitsioon 3.14

Funktsiooni f(z,y) nimetatakse diferentseeruvaks punktis P(a,b), kui
funktsioonil on selles punktis méaratud osatuletised maaratud ja pidevad.
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Kahe muutuja funktsiooni diferentseeruvus antud punktis tdhendab geomeet-
riliselt selle funktsiooni graafiku puutujatasandi olemasolu vastavas graafiku punk-
tis.

Definitsioon 3.15. Pinna z = f(z,y) puutujatasandiks punktis Qq(zo, yo) ni-
metatakse tasandit, millel asuvad koik pinna punkti Qq(zg, o) ldbivate joonte
puutujad.

Definitsioon 3.16. Pinna normaalsirgeks (normaaliks) punktis (Qo(zo,yo) ni-
metatakse punkti Qo (zo, yo) ldbivat sirget, mis on risti puutujatasandiga puntkis

Qo(Zo, Yo)-

Teoreem 3.7. Olgu funktsioon z = f(x,y) pidev punkti P(a,b) mingis tumbru-
ses. Kui funktsioon f(x,y) on diferentseeruv punktis P(a,b), siis tema graafikul
eksisteerib puutujatasand punktis A = (a,b, f(a.b)). Puutujatasandi vérrand on

z— f(a,b) = f;(aab)(ﬂﬂ —a)+ f;(a’ b)(y — b)

Teiselt poolt, kui funktsiooni f(x,y) graafikul eksisteerib punktis A puutujatasand,
kusjuures see puutuja tasand ei ole paralleelne z-teljega, siis funktsioon f(z,y) on
diferentseeruv punktis A.
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Pinna z = f(x,y) normaalsirge punktis A = (a, b, (f(a, b)) on esitatav kahe
vorrandiga:

1) parameetriline vorrand

z=a+tfl(a,b)
y:b+tf;(a,b) /
z= f(a,b) —t

2) kanooniline vorrand
r—a y—b  z— f(a,b)
fé((l,b) B fé(@,b) B —1

3.4. TAISDIFERENTSIAAL

Eeldame, et kahe muutuja funktsioon f(z,y) on pidev. Anname argumenti-
dele z ja y juurdekasvud Az, Ay. Siis funktsioon saab juurdekasvu

Az = f(z+ Az, y + Ay) — f(z,y).

Eeldame lisaks, et funktsioonil on punktis (x, y) pidevad osatuletised. Avaldame Az
osatuletiste kaudu. Selleks liidame ja lahutame vorduse molemast poolest litkme

f(z,y+ Ay)
Az = [f(z+ Az,y + Ay) — f(z,y + Ay)] + [f(z,y + Ay) — f(z,y)].

Molemates nurksulgudes on iihe muutuja funktsioonid. Rakendame neile Lagran-
ge’i keskvaartusteoreemi

T A
[f(z+ Az,y+ Ay) — f(z,y + Ay)] = W Az, T € [r,r+ Azl
o +2) = ) = LD ay gelyy+ )

Asendame

of(x A Y
A G ) BN ACY) Ay,
ox oy
Eelduse kohaselt on osatuletised pidevad (pidevuse definitsioonist ja piirvaartuse
omadusest saame)

i @Yy +AY) _Of(wy) _ Of@y+Ay) _ dfy)
Az—0 ox or ox ox
M ofwey)  of(ey) of(r.7)  9f(xy)

. Of(x,y)  Of(x,y r,y)  Of(z,y

A, oy Oy ~ oy Oy &%

Ay—0
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Jarelikult

Az = M-Am+M-Ay+ale+62Ay.
ox Jy

Kaks viimast liidetavat on korgemat jarku lopmata véikesed suurused vorreldes ka-
he esimesega ja funktsiooni muudu Az peaosa moodustavad kaks esimest liiget.
Argumendi diferentsiaaliks nimetatakse argumendi muutu

dr = Azx,dy = Ay.

Definitsioon 3.17

Kahe muutuja funktsiooni juurdekasvu peaosa argumentide juurdekasvu-
de tokestamatul kahanemisel nimetatakse selle funktsiooni tédisdiferent-
siaaliks. Téhistatakse

of(z,y) 0f(z,y) 0z 0z
Y Ay DY) A
dz ox v oy 0 ox dy
dz = z,dx + z,dy.

\. J

Geomeetriliselt tahendab funktsiooni z = f(z,y) téisdiferentsiaal funktsioo-
ni graafiku puutujatasandi aplikaadi (z-koordinaadi) muutu iileminekul punktist
P(z,y) punkti P, (z+ Az, y+Ay). Kahe muutuja funktsiooni tiisdiferentsiaali saab
kasutada funktsiooni juurdekasvu ligikaudseks arvutamiseks, sellisel juhul loetakse

Az = dz ehk Az = 2,dx + 2,dy

Selline vordsustamine on oigustatud, kui argumentide juurdekasvud on vaikesed.
Samast valemist on voimalik leida ka funktsiooni uus véaértus f(x+ Az, y+ Ay),
selleks avaldame funktsiooni muudu avaldisest

funktsiooni uue vaértuse taisdiferentsiaali kaudu jérgmiselt

fx+ Az, y + Ay) — f(z,y) = 2,de + 2,dy,
flx+ Az, y+ Ay) = f(x,y) + zdx + 2,dy.
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Niide 3.9. Leida funktsiooni z = 322 4 cos y tdisdiferentsiaal.

0 0
= _ 6z, 9% — _sin Yy, = dz = 6xdxr —sinydy.
ox dy

Naide 3.10. Olgu silindri korgus 25 cm ja raadius 10cm.Kui palju muutub silind-
ri ruumala, kui korgust suurendada 2 mm ja pohja raadiust vihendada 1 mm

vorra?

Silindri ruumala V = 7r*h = V/(10,25) = 7 - 100 - 25 = 25007.

oV 9 oV
% =7r, E = 2nrh
dV = nr’dh + 2wrhdr.
r=10; Ar =—0,1 (cm); h=25; Ah=0,2 (cm).

ov ov



82 PEATUKK 3. MITME MUUTUJA FUNKTSIOONID

AV = ar?Ah + 2rrhAr = 7[100- 0,2 — 2 - 10 - 25 - 0,1] = —307.
Ruumala viheneb 307 vorra.
Vi=V + AV = 2500m — 307 = 24707.
Uue ruumala tdpne vadrtus on
V=m’h = V(10-0,1;25+072) =7-9,9%-252 = 2469857

Niide 3.11. Arvutada téisdiferentsiaali abil ligikaudselt avaldise 2,973-3,01% visr-
tus.

Kasutame valemit
o+ A,y + Ay) = f(z,y) + 2,dx + 2,dy

Leiame koigepealt funktsiooni kuju ja osatuletised argumentide jargi, siis argu-
mentide arvulised vdartused ja juurdekasvud.

fly) =yt fr=32%" [, =42y’
r=3, Ax=-003 y=3, Ay=0,01.
£(3,3)=2187, f.(3,3)=2187, [(3,3) = 2916.

Funktsiooni uue vaartuse ligikaudne suurus on
2,973 . 3,01* ~ 2187 + 2187(—0,03) 4 2916 - 0,01 = 2150,55

Tipne vidrtus esitatuna tuhandikeni on 2,97° - 3,01* = 2150,4796 . . .

Téisdiferentsiaal m muutuja funktsiooni u = f(x1,...,x,,) jaoks punktis P
avaldub kujul

df(Po) = fxl (Po)dl’l + fIQ(Po)dJIQ + -+ fwm (Po)dxm

3.5. KORGEMAT JARKU OSATULETISED

Olgu antud kahe muutuja funktsioon z = f(z,y). Leiame esimest jarku osa-
tuletised. Osatuletised on argumentide z, y funktsioonid, leiame uuesti osatuletised
x ja y jargi, saame teist jarku osatuletised.
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Teist jarku osatuletised

2z, ?z
@_fxz(:ay)? a_yg_fy<$7y)7
0z " 0z

axay = fyz(xay)a ayaaj = my<x7y>‘

Teist jarku tuletisi voib omakorda diferentseerida x ja y jargi, saame kolman-
dat jarku osatuletised
Pz 03z 0Pz Pz Pz Pz PPz PPz
ox3’ Oy’ 0x20y’  Oydx?’ Oy20x’  Ozdy?’ 0xOydx’  Oydxdy’

3.6. KAHE MUUTUJA FUNKTSIOONI
EKSTREEMUMID. OPTIMISEERIMINE

Tuletame koigepealt meelde iihe muutuja funktsiooni jaoks ekstreemumite
tarvilikud tingimused. Funktsioonil y = f(x) on punktis x = zy maksimum para-
jasti siis, kui f'(z9) = 0 ja f"(x¢) < 0 ja miinimum parajasti siis, kui f'(z) = 0
ja f"(zo) > 0.

Punkti imbruse moistest jareldub, et punkt P(xq+ h,yo + k) kuulub punkti
punkti P, r-iimbrusesse siis ja ainult siis, kui h? + k% < 72

Toepoolest, kui leiame punktide Py(xo,yo) ja P(xo + h,yo + k) vahelise kau-
guse, saame

\/($0+h—$0)2+(y0+k—y0)2<r h2+k2<r

Definitsioon 3.18. Funktsioonil z = f(z,y) on lokaalne maksimum punk-
tis Py(xo, yo0), kui leidub selle punkti kiillalt véike imbrus, mille koikides punktides

f(z,y) < fzo,90)-
Definitsioon 3.19. Funktsioonil z = f(z,y) on lokaalne miinimum punktis

Py(xo,90), kui leidub selle punkti kiillalt védike timbrus, mille kéikides punktides
f(xay) > f(x07y0)'

Kui fuktsioonil on punktis (xg, yo) ekstreemum, siis kehivad tingimused:

fa(@o,y0) =0 fy(z0,50) =0
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1 ' 1
Y 0 Yy
I

Toepoolest, kui kahe muutuja funktsioonil on punktis (zg,yo) ekstreemum,
siis ka ithe muutuja funktsioonil F'(x,yy) on punktis z = z( ekstreemum ja ja-
relikult tema tuletid argumendi x jargi on vordne nulliga. Samuti peab ekstree-
mumpunktis x = xg osatuletis argumendi y jérgi olema vordne nulliga Saadud
tingimused ei ole piisavad tingimused ekstreemumi olemasoluks.

I
Naide 3.12. Leida funktsiooni x = xy statsio-

naarsed punktid. 051

Antud funktsiooni korral on punktis (0, 0) tarvili- ’
kud tingimused taidetud, aga ekstreemumi ei ole: -0-5]

14

20(0,0) = 2,(20) = 0, 2,(20) = 0

‘z =2y
Definitsioon 3.20

Statsionaarseks punktiks nimetatakse punkti, mille korral koik osatule-
tised on selles punktis vordsed nulliga.

Definitsioon 3.21

Kriitiliseks punktiks nimetatakse punkti, kui see punkt on statsionaarne
punkt voi osatuletist selles punktis ei eksisteeri voi on osatuletis lopmatu.
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0

z
éfzjzgo,'.o:““
l/'l"'""“& \\

Néiteks funktsioonil f(z,y) = —+/2? + y? on kriitili- -5
seks punktiks (0,0) (joonis). -10 7
4 ;;z;:,"l,,l

. . v e1s ~. y o0s8Rx
Funktsiooni kriitiline punkt voib asetseda ka maéara- K """""‘{g:‘:
) "o'o K :‘
-5 GRS
z BN

mispiirkonna rajajoonel.
Funktsioonil voib lokaalne ekstreemum esineda
vaid tema kriitilises punktis.
z=—\/x?+y?
Teoreem 3.8. Kui funktsioonil z = f(z,y) on olemas punkti (xo,yo) Umbruses
esimest ja teist jarku osatuletised, siis punktis (xq,yo), kus
fa(20,90) = 0, f;(%,yo) =0

on lokaalne ekstreemum juhul, kui selles punktis on tdaidetud tingimus

f fxy

Wiz, y) = i

= Fie fyy = (£)" >0

sealjuures on punktis (xq,yo)

lokaalne maksimum, kui selles punktis f (xq,v0) < 0
lokaalne miinimum, kui f. (zo,y0) > 0.

Kui W(z,y) < 0, siis funktsioonil f(z,y) selles punktis lokaalset ekstreemu-
mit ei ole. Kui W(z,y) = 0, siis tuleb funktsiooni kditumist uurida, kas Az silitab
mérki punkti (zg, yo) imbruses.

W (z,y) nimetatakse funktsiooni diskriminandiks.

Sadulpunktiks nimetatakse diferentseeruva funktsiooni f(z,y) kriitilisele
punktile (a,b) vastavat punkti (a,b, f(a,b)), mille igas timbruses on punkte, kus

f(z,y) > f(a,b) ja punkte, kus f(z,y) < f(a,b).
Niide 3.13. Leida funktsiooni z = 3z + 24y — 2® — 21® lokaalsed ekstreemumid.
Saame, et
fl=3-32% 32*=3 = 2==I;

fr=24—6y" 6y° =24 = y==2

Funktsiooni statsionaarsed punktid on: (1, 2); (1, —2); (—1,2); (—1, —2). Saime
neli punkti. Kontrollime nendes punktides diskriminandi W vaartust.
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1 1 1" <
= — = — = o —

[ 6z, fTyy 12y, ffzy =0 S

I'II;;;;;IIII"“::O

25
(K

2 20 L7777 7T 7
W= (~6o)(-12g) - 0" = T2ay. W G
CL77777777 7777450
Z 0 207
(1,-2):72-1-(-3) <0; (-1,2) : 72 | I

—1)-2<0 20] &5
( SAELTIA445554775558
SO
= >

(1,2):72-1-2>0; f. = 62 =-6<0 T
Maksimumpunkt: z(1,2) = 3448 — 1 — 2= 3w+ 24y —a® - 2y’
16 = 34,
(=1,=2) : 72 (=1) - (=2) > O f, =
—6x =6 > 0.

Miinimumpunkt: z(—1,-2) = -3 — 48+ 1+ 16 = —34
Seega funktsiooni lokaalsed ekstreemumid on:

Zmin(—1, =2) = —34; zpnax(1,2) = 34.
Niide 3.14. Leida funktsiooni z = cos(y? + x?) lokaalsed ekstreemumid.

Saame, et
z, = —2xsin(y® + 2°), 2, = —2ysin(y* + 2°)

—2xsin(y? +2%) =0
—2ysin(y® +2°) =0

Ekstreemumpunktiks on punkt koordinaatidega (0;0).

2 = —2sin (y? + %) — 427 cos (y* + %),
2y, = —2sin (y? + 2?) — 4y” cos (y* + 22),
/"

a2y, = —dxycos (Y + 7).

W = (=2sin (y* + 2%) — 42” cos (y* + 22))(—2sin (y* + 22) — 4y* cos (v* + %))
— (—day cos (y* + 27))2.

W(0,0) = 0. Kuna diskriminant on vordne nulliga, tuleb funktsiooni tdiendavalt
uurida, jooniselt on ndha, et tegemist on maksimumpunktiga.

Kui kolme muutuja funktsioonil u = f(z,y, 2) on olemas punkti (xo, yo, 20)
timbruses esimest ja teist jarku osatuletised, siis punktis (xg, yo, 20), kus

fa(@o, 90, 20) = 0, f;(xoyymf?o) =0 fi(o, 40, 20) =0
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on lokaalne ekstreemum juhul, kui selles punktis on tédidetud tingimus

f/l fl/
2
fg,c/x f:f/y = fa/:/x ’ fg;/y - (fg;/y> >0,
yzx vy

sealjuures on punktis (xg, ¥, 20) lokaalne maksimum, kui selles punktis

fro Toy [re

Wiz, y) =

f;c/x(xoﬂ Yo, ZO) < 0, A= f@;ia: fg;iy f:l;iz < 0’
fZ.Z’ fzy fZZ
fl/ f// f”
e zy xz
lokaalne miinimum, kui £, (2o, Y0, 20) > 0, A= |f. fo, foe| > 0.

fo T2 [

Definitsioon 3.21. Globaalseks ekstreemumiks nimetatakse funktsiooni suurimat
ja vihimat vaartust antud piirkonnas.

Nende leidmiseks peame leidma koigepealt lokaalsed ekstreemumid, seejérel
leiame funktsiooni vadrtused rajapunktides, neist suurim on globaalne maksimum
ja vahim on globaalne miinimum.

Definitsioon 3.22. Kui funktsioon f on antud piirkonnas D, siis funktsioonil
on punktis Py € D globaalne maksimum, kui piirkonna D igas punktis P kehtib
vorratus

f(P) < f(R)

ja globaalne miinimum, kui piirkonna D igas punktis kehtib vorratus
f(P) = f(F).

Niide 3.15. Leida funktsiooni z = 2241 —x globaalsed ekstreemumid piirkonnas
D= {(z,y): 2* +y* < 1}.

Saame, et

r_ r_ "o "o v
z2, =2r —1, z, = 2y, 2y = 2, Zyy = 2, Zyy = Zye = 0.

XY
Vordsustades kaks esimest vorrandit nulliga, saame statsio-
naarseks punktiks

=z =0.
Z 5% Y

Funktsiooni vaartus selles punktis on
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Piirkonna rajajooneks on ringjoon keskpunktiga koordinaatide alguspunktis
ja raadius on 1. Rajajoonel kehtib vorrand z2 4+ 13? = 1 ehk y* = 1 — 22, asendades
funktsiooni z vorrandisse suuruse y?, saame rajajoone jaoks seose z = 1 — z,
kus = € [—1,1]. Kontrollime rajajoonel olevaid funktsiooni véértuseid punkti-
des (—1,0), (0, —1),(1,0) ja (0,1), kust leiame maksimaalse ja minimaalse. Suurim
védrtus rajajoonel on z(—1,0) = 2 ja vihim 2(1,0) = 0. Lopuks vordleme saadud
funktsiooni vadrtuseid lokaalsete ekstreemumitega ja valime koige suurema ning
koige viiksema védrtuse, mis on globaalseteks ekstreemumiteks. Seega funktsiooni
globaalsed ekstreemumid on

Lo ! (—1,0) = 2
Zmin | = = —, Zmax\—1, = 4.
2 4

Definitsioon 3.23. Funktsiooni f(x,y) optimiseerimiseks nimetatakse funktsioo-
ni maksimumi ja miinimumi (ekstreemumite) leidmist.

Paljudes optimiseerimisiilesannetes on vaja rahuldada ka lisatingimused, mis
kujutavad endast iihte voi mitut muutujate vahelist seost. Lihtsamatel juhtudel
saab kasutada muutujate elimineerimise votet, kus iiks voi mitu lisatingimust voi-
maldavad avaldada tundmatu teiste kaudu ja asendada vorranditesse.

3.6.1. TINGLIKUD EKSTREEMUMID. LAGRANGE’]I
MEETOD

Lagrange’i kordajate meetod on lisakitsendustega optimiseerimisiilesande la-
hendusmeetod. Ulesande lahendamiseks tuleb moodustada Lagrange’i funktsioon
(laiendatud funktsioon)

J=f+Ag,
kus f on funktsioon, g lisatingimus kujul ¢ = 0 ja A Lagrange’i kordaja, mille
peame leidma. Lahendamiseks leiame osatuletised funktsioonis J koigi tundmatute
jargi, vordsustame osatuletised nulliga. Saame jargmise siisteemi

oJ
G 0 i=l2..n
g =0.

Saadud vorrandisiisteemist leiame tinglikud statsionaarsed punktid.Seejuures eel-
dame, et nende punktide timbrustes, mis on saadud siisteemi lahenditeks, on funkt-
sioonide f ja J esimest jarku osatuletised pidevad.

Definitsioon 3.24. Tinglikuks kriitiliseks punktiks nimetatakse punkti, kui see
punkt on statsionaarne punkt voi punkte, mis rahuldavad lisatingimust ja kus
funktsioonide f ja J osatuletised ei ole pidevad.
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Funktsioonil voib tinglik lokaalne ekstreemum esineda vaid tema tinglikus
kriitilises punktis. Kui Lagrange’i funktsioonil J on tinglikus statsionaarses punktis
vastava A = )\ korral lokaalne voi globaalne ekstreemum, siis funktioonil f on selles
punktis Py vastav tinglik lokaalne voi globaalne ekstreemum.

Vaatame kahe muutuja funktsiooni f(x,y), mille jaoks on vaja leida lokaalne
ekstreemum lisakitsenduse g(z,y) = 0 korral. Siis Lagrange’i funktsioon on kujul
J = f(x,y) + A\g(z,y) ja statsionaarsed punktid leiame siisteemist

((Of(z,y)  Og(z,y)
ox + or 0,
of(x,y)  Og(z,y)
oy - oy 0
g(z,y) = 0.

Kolme muutuja funktsiooni u = f(z,y, z) ja lisakitsenduste g(x,y, z) = 0 jaoks on

Lagrange’i funktsioon kujul J = f(z,y, 2) + Ag(x, y, z) ja statsionaarsete punktide
leidmiseks saame siisteemi

(( Of(x,y,2) | Og9(z,y,2)
ox * ox =0,
of (w,y,2) , Og(x,y,2)
ay oy &
of (x,y,2)  0g(x,y,2)
0z + 0z =0,
\ g(z,y) = 0.

Saame kolm vorrandit ekstreemumite leidmiseks, lisaks peab olema rahulda-
tud lisakitsendus. Kokku neljast vorrandist leiame ekstreemumpunkti koik koor-
dinaadid (z,y, z) ja Lagrange’i kordaja A\ vidrtuse.

Markus. Kui votame osatuletise ka Lagrange’i kordaja A jargi, saame vorrandi
g(x,y,x) = 0, seega voime lisatingimuse asendada osatuletisega:

oJ
5—0.

Niide 3.16. Leida lokaalsed tinglikud ekstreemumid funktsioonile f = z? + 2
lisakitsendusel x + y = 4.
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Moodustame funktsiooni J = f + Ag, mis sisaldab summat esialgsest funkt-
sioonis ja Lagrange’i kordajaga labikorrutatud lisatingimusest
J=2"+y" + ANz +y—4).

Votame osatuletised tundmatute jargi, saame

J

=2 A,
8x T+
oJ

=2 A
Gy y+

Vordsustame saadud osatuletised nulliga, lisakitsendusega koos saame lahenda-
miseks siisteemi

20 + A =0,
2u+ X =0,
r+y =4

Siisteemi lahenditeks on z = 2, y = 2, A = —4. Kuna f! = 2 > 0, siis leitud
punkt voib olla lokaalseks miinimumpunktiks. Kui uurime ekstreemumi piisavaid
tingimusi, selgub, et

W=2.-2-0>0,

seega tegemis on lokaalse ekstreemumiga. Leitud punktile (2,2) vastav funktsioo-
ni vadrtus on 8. Seega funktsioonil on lokaalne tinglik miinimum f,;,(2,2) = 8.

Uldjuht. Olgu antud n muutuja funktsioon f(x1, 9, ..., 2,) ja m lisatingimust
kujul

gre(T1, Tay .o, X)) = ay, k=1,2,...,m,
kus ai,as,...,a, on konstandid. Tuleb konstrueerida funktsioon

J=F4+Mg+Xg2 4+ Angm = F + Y M-

Osatuletised koigi argumentide jargi

oJ B af 0g1 892 6 Ogr,
or; Ox; ox; 8@ A ox; 8%2 Z Ak ox;’
kus i = 1,2,...,n. Osatuletised vordsustame nullidega ja lisades lisakitsendused,

saame lahendamiseks jargmise siisteemi

aJ 6gk .
= =1,2,...
axi axz + Z >\k 3% 7 ? ) “y » 1,

g = ay, k:1,2,...,m.
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Tundmatuid on kokku m + n : argumente x; on n ja Lagrange’i kordajaid A\; on
m.

Naide 3.17. Ruutvormid n muutujaga:

f(.%'l, To, ... ,.Z'n) = Cijl'iCCj,

g(x1, 2o, ..., xp) :Zx?: 1,

i=1
kus C;; = Cj; on konstandid. Juhul n = 3 saame

3 3
f(@1, 22, 23) = Z Z Cijriry =
i=1 j=1

= Cnl’% -+ 2012]71.1'2 + 013$1l'3 -+ 022.’133 + 2023.’13'25173 + ngl'%,

3
2_ 2., .2 2
g(x1, 29, 23) = E xr; =] + a5+ a5 = 1.
i=1

Lagrange’i kordajate meetod

J = (011 — )\)ZL‘%+2012£L‘1$2 + 2013$1ZL‘3 + (022 — )\)ZL‘% + 2023{152(173 + (033 — )\)[E%,

(C11 — Nz + Crazg + Chzzs =0
021561 + (022 — /\)ZL‘Q + 0231'3 =0
0311‘1 + 03233'2 + (033 — )\)33'3 =0

Saime karakteristliku vorrandisiisteemi.

Niide 3.18. Leida punktid ellipsil 1722 4+ 122y + 8y* = 100, mis on koige lihemal
ja koige kaugemal koordinaatide alguspunktist.

Tegemist on ellipsiga (vt joonis), mille keskpunkt asub koordinaatide algus-
punktis ja me peame leidma punktide koordinaadid ellipsi lithema ja pikema pool-
teljele jaoks, mis annavadki lithima ja pikima kauguse koordinaatide alguspunktist.
Peame leidma ekstreemumid funktsioonile, mis leiab kauguse koordinaatide algus-
punkti ja ellipsi suvalise punkti vahel. Téahistame suvalise ellipsi punkti tdhega
P(z,y), siis kaugus avaldub

d=+/(z —02)+ (y — 0)2 = /22 + 2.
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Et ekstreemumi leidmine oleks lihtsam, votame funktsiooniks kau-
guse ruudu
d* = f(z,y) = 2° + 4,

lisakitsenduseks on ellipsi vorrand
1722 + 12xy + Sy* = 100.
Seega funktsioon J saab kuju
J =2 +y* + M172% + 122y + 8y* — 100).

Leiame osatuletise koigi tundmatute jargi:

(

%: 2x + 34 \x + 12y,

or

0J

— =2y + 12 x + 16y,

dy

oJ

o 172% + 122y + 8y* — 100. Joonis 3.2
(

Saame vorrandisiisteemi

20 + \(34x + 12y) =0,
2y + A(122 + 16y) =0,
172% + 122y + 8y* = 100.

Esimesest kahest vorrandist avaldame Lagrange’i kordaja A ja paneme mo-
lemad avaldised omavahel vorduma, saame

—2x —2y

= = 1222 + 162y = 34 1242
Sir+ 12y 120+ 16y o0 THOmy = ety ey

Lihtsustame ja jagame vorrandi arvuga (—5), saame

822 — 12zy — 8y? = 0.

Liites saadud vorrandi juurde viimasele slisteemi vorrandile, saame
252 = 100 = = £2.

Edasi leiame argumendi y vaartused. Kui x = 2, siis

Y +3y—4=0,
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kust saame
(y+1)(y—4)=0 ehk y=—-1,y=4.

Kokkuvottes oleme saanud neli statsionaarset punkti: (2,1), (=2, —1), (2,—4) ja
(—2,4). Leiame koik teist jarku osatuletised

JIl= 2 434,
Jy,= 2 +16),
JU, =12\,

Kuna J/ (2,1) = Jxz"(-2,—1) = 1.2 > 0, seega leitud punktid voivad olla
lokaalsed tinglikud miinimumpunktid, J7, (2, —4) = Jo (=2,4) = —1.2 < 0 seega
leitud punktid voivad olla lokaalsed tinglikud maksimumpunktid. Kuna W (2,1) =
W(=2,—-1) = W(2,—4) = W(—2,4), siis teoreemi 3.7 pohjal me ei saa otsus-
tada, kas need punktid osutuvad lokaalseteks tinglikeks ekstreemumiteks. Tege-
mist on tinglike globaalsete maksimumide ja miinimumidega. Seega ellipsil olevad
punktid (2,1) ja (—2,1) on koige ldhemal koordinaatide alguspunktile, kaugus
koordinaatide alguspunktist on d = v/22 + 12 = /(=2)2 4 (—=1)2 = /5. Ellipsi
punktid (2, —4) ja (—2,4) on kdige kaugemal koordinaatide alguspunktist, kaugus

on d= /22 + (—4)2 = /(=2)2 + 42 = V/20.

3.7. VAHIMRUUTUDE MEETOD

Kui ei ole olemas funktsiooni esitust analiiiitiliselt, vaid on uurimistulemused
tabeli kujul (katseandmed)

xT I T2 e Tn
Y Y1 Y2 Yn

Tahame saada antud s6ltuvuse esitust valemi kujul y = f(x). Saame tulet a
ligikaudse valemi. Vahimruutude meetodi idee seisneb selles, et parimaks vale-
miks, mis esitab katseliselt saadud soltuvust, peetakse seda, mille puhul
katsel saadud vaartuste ja valemi jargi arvutatud vaartuste vahede ruu-
tude summa on vahim.

Koigepealt tuleb ette anda funktsioon = f(z) kuju, mis sisaldab teatava
arvu parameetreid. Nende parameetrite leidmiseks kasutame vihimruutude meeto-
dit. Milline funktsioon valida, selleks tuleks katseandmed kanda joonisele. Paarid
(x1,21), (T2, y2), ..., (Tn,yn) esitavad punkte xy tasandil. Kui graafikul on néha,
et punktid on grupeerunud jargmisel viisil:
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1. teatud sirge lahedale (joonis , siis voib eeldada, et x ja y vahel on lineaarne
soltuvus, mis on esitatav valemiga y = ax + b, kus a ja b on otsitavad para-
meetrid.

2. mingi kovera timbruses (joonis [3.4)), siis on tegevust ruutsoltuvusega
y = ax® 4+ bx + ¢, kus otsitavad a, b ja ¢ leiame vihimruutude meetodil;

Regressioonisirge
3.5

3,5

3 y=0,3z+2 3

4 5
R? m/ 2.5
2.5
L :
2 1,5
: 1.5
1
/ 1 05 y = 0.18752° + 0.05z + 1.3125

L 2

0.5 0 R*=1
| | 0 I‘{egressmomslrg‘e _‘4 _‘2 0 2‘ 4‘1
4 -2 0 2 4
Joonis 3.4
Joonis 3.3

3. eksponentsiaalne soltuvus (joonis y = ab” kus otsitavad on a ja b.

Eksponentsiaalne soltuvus

3.5

3 y = 1.3161¢

R? = 10,2921

25
2

15

Joonis 3.5

LINEAARNE REGRESSIOON

Olgu antud empiiriline valem kujul

y=axr—+b

Leiame parameetrid a ja b tingimusest, et sirge tuleb tommata nii, et empii-
riliselt saadud punktide ordinaatide ja samadele abstsissidele vastavate
sirgete punktide ordinaatide vahede ruutude summa on minimaalne, ehk

u=[y1 — (axy +b)]* + [yo — (azs + b)]* + ... + [yn(az, + b)]* — min
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Saadud summat voib vaadelda kui kahe muutuja funktsiooni a ja b suhtes
((xg, yx) on etteantud). Tuleb leida funktsiooni u = w(a,b) miinimum. Tarvilik
tingimus selleks on osatuletiste nulliga vordumine:

ou ou

Leiame vastavad osatuletised

% =2[y1 — (azy +b)] - (=21) + 2[y2 — (az2 + b)] - (—22) + . ..
o+ 2y, — (axy, + D)) - (=),
gz 2ys — (azy +b)] - (—1) + 2[ys — (azg +b)] - (—1) + .

oo+ 2lyn — (az, +0)] - (—1).

Vordsustades osatuletised nulliga, saame otsitavate ja suhtes kaks lineaarset
vorrandit kahe tundmatuga

21 — (ax1 +0)] - (—21)+2[ys — (aza + b)] - (—x2) + ...

2[y1 — (ax1 +b)] - (=1)+2

ehk

(azy +b—1y1) 21+ (axe+b—y)| 20+ ...+ (axy +b—1y,) -z, =0,
(a:z:l—l—b—yl)—i—(aa:g—i—b—yg)]—i—...—i—(a:cn—i-b—yn) =

ehk

a(@? + a5+ x2)+b(zy+xe .. 43, =Ty Dol e Tnln,
a(xy + o+ ... xn)+ b-n =y1+ys+ ... Yn.

ehk

anxz—i—bn:z:-:nx'-

D attb) w=) aiy
i=1 i=1 i=1
bei—l— b-n = sz
i=1 i=1
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Saadud siisteemi nimetatakse normaalvorrandite siisteemiks. Leiame siit ja
ning asetame empiirilisse valemisse y = ax + b . Seda nimetatakse ka lineaar-
seks regressiooniks. Kontrollime, kas on tegemist miinimumiga ja ka ekstreemumi
piisavaid tingimusi.

0? -
8—Z:2I%+2x§+...+2xi:2 E x7 > 0 — min,
a
i=1
82
8—;;:2+2+...+2:2n,
0%u -
:2(x1+x2+...+a:n):22 X,
0adb —

W:2Zx?-2n—<22xi> :4n2x?—4(2$i> > 0.
i=1 i=1 i=1 i=1
Schwartz’i Bunjakowski vorratus

n

Z%? . Z#ZQ > Z(% 1), (vi = 53 ps = 1).
i—1 i—1

i=1

REGRESSIOONIKOVER

Olgu z ja y vaheline seos kirjeldatav ruutseosega

y = az? + bx + c.

Leiame kordajad a,b ja ¢ vahimruutude meetodi abil analoogselt lineaarse
regressiooniga

u=[y — (a:p% + bz, + c)]2 + [y2 — (am?lz + bxy + c)]2 S (T (a:vi + bx,, + c)]Q,

n

u= Z[yZ — (az? 4 bx; +0)]?, u=u(a,b,c),
i=1

0
8_Z = 2[y1 — (ax? +bxy +¢) - (—x7) + 2[yp — (ax3 + bag + ) - (—a3) + . ..

+ 2[yn — (ax? + bxy, +c) - (—22),
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0
5?_Z =2[y1 — (a2t +bxy +¢) - (—x1) + 2[y2 — (ax5 +bxy +¢) - (—x9) + ...
+ 2[yn — (ax? + bz, + ) - (—20),
ou 9 )
50 = 2[yy — (ax] + bz +¢) - (—1) + 2[ys — (ax5 + bxgs +¢) - (—1) + ...

+ 2[yn — (az? + bz, + ¢) - (—1),

Kokkuvottes saame siisteemi

(Ou =
0 > [y — (ax + b + )] - (—23),
i=1
ou >
19 = Z[yl — (az? + bz + )] - (—my),
i=1
ou -
9 = > v — (ax} + ba; + )] - (—1)
\ i=1

Funktsiooni v = u(a, b, ¢) miinimumi tarvilikud tingimused on:
ou ou ou

0,

4 n

Z[yi — (ax} +bx; + )] - (—x7) =0,

lyi — (az} + bx; + ¢)] - (—2:) =0,

s.
M:n
I

=1
n

Z[yi — (ax? + bz +¢)] - (—=1) =0

\ =1

Stisteemi kordajate leidmiseks:
( n n n n
aZ:E? +b2xf’ +02x? = Zx?yi,
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n
aZ:U? + wa? + chi = inyi,
i=1 i=1 i=1 i=1
aZx?—Fmeﬁ—an :Zyi
\ =1 i=1 i=1

Piisavus

02 -
6_;;:2x%+2x3+...+2xi:22x?>0—>min,
=1
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0? -
a—;;:2x§+2x§+--~+2xi:2§ x2,
=1
82
a—;:2+2+---+2:2n,

0?u =
oop = 2 T At ) :2;@”,

o%*u -
oo =2l +ah+ e+ ) =2;$?,

aQu—Q(x + x9 + —|—m)—22n:x-
8[)80_ 1 2 n) — - )

EKSPONENTSIAALNE SOLTUVUS

Otsime valemit kujul
y = ab®,

otsitavaks on parameetrid a ja b. Logaritmime ja kasutame logaritmi omadusi:

logy = log(a - b%),
logy = loga + x logb.

Néeme, et log y soltub argumendidst z lineaarselt. Leiame parameetrid log a,
log b

u = [logy, — (z11ogb + loga)]® + [logys — (z2logh + loga)]®* + - - -+
+ [log yn — (2, log b +log a)]?,
U= Z[log yi — (zilogb +log a)?,
i=1
u = u(loga,logb).

Miinimumi tarvilikud tingimused

ou ou 0
O(loga)  O(logh)
ou &

a(loga) = — 2[10g Yi — (xz lOgb + loga)] ’ (_1)7



7. VAHIMRUUTUDE MEETOD 99

log b Z 2[log y; — (x;logb + loga)] - (—z;),

Zazzlogb—l—n log a —Zlogyz,
Zx logb+Za:2 loga—zﬂh log y;,

logbeH—n-loga :Zlogyi,
i=1 i=1

logbe? + logain = ZZBZ- -log v;.
i=1 i=1 i=1

Siit saab leida loga ja log b, nendes otsitavad a ja b.

Piisavus

ﬂ_gn sz
O(loga)? 7 logb B b

=1

azu —9 Z '
d(loga)d(logb) — i

n n 2 n n 2
W:2Zx?-2n—<22xi> :4n2x?—4<2xi>
i=1 i=1 i=1 i=1

Schwarz’i-Bunjakowski vorratus

Z% Zul Z pi)®, (=i =1).

=1

Naide 3.19. Katse tulemusel saadi jargmised z ja y vadrtused:

T -3 —1 1 3
Y 1 2 2 3

Leida sirge vorrand, mis véljendaks soltuvust y = ax + b. Saadud seose pohjal
prognoosida y(2).

Arvutuse lihtsustamiseks on moistlik paigutada lahteandmed koos tehetega tabe-
lissse.
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PEATUKK 3.
2
Z; Yi Z; TiYi
-3 1 9 -3
-1 2 1 -2
1 2 1 2
3 3 9 9
Summa 0 8 20 6
n n n n
=l =l =l =l
Regressioonisirge
3,9
3 y=03z+2
R?*=0,9
2,5

7

0.5 L ]
0 Regressioonisirge
[ | | |
-4 -2 0 4
+bY wi=) Ty, S _3 43
i=1 n i=1 20a + 0b =6 20 10 7
Oa +4b = 8 4_
~S —9

Regressioonisirge vorrand on y = 0,3z + 2. Argumendi véartuse 2 korral prognoo-
sitav vaartus on

y(2) =0,3-2+2=26.

Arvutused on lihtsalt teostatavad néaiteks Microsoft Exceli tabelarvutusprog-

rammi kasutades, pannes paika esimesed valemid ja kopeerides valemid koigi argu-
mendi vaartuste jaoks. Graafikule saab lisada regressioonisirge, kui valida Scatter
tiilipi graafik (ainult punktid) ja parema hiireklahviga katseandmete peal valides
avanevast rippmeniilist Add Trendline. Samas on Excelis olemas funktsioonid
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regressioonisirge kordajate a ja b arvutamiseks, need on vastavalt slope(z,y) ja
intercept(x,y), kus argumentide = ja y asemele tuleb mérkida piirkond vastavate
argumentide arvuliste vadrtuste asukohaga.

Tapselt samal kujul on olemas funktsioonid ka néiteks inseneriprogrammis
Mathcad 15.0 voi Mathcad Prime 2.0, mis lisaks MS Exceli voimalustele lubab teha
integraal- ja diferentsiaalarvutust, simbolarvutust, lahendada vorrandeid, vorran-
dististeeme ja diferentsiaalvorrandeid, lisaks teha kolmedimensionaalseid graafi-
kuid pindadest ning koostada animatsioone.

3.8. LIITFUNKTSIOONI TULETIS.
TAISTULETIS

Olgu antud funktsioon z = F'(u,v), kus u ja v on soltumatute muutujate z
ja y funktsioonid: u = ¢(x,y), v = w(z,y). Sellisel juhul on z argumentide z ja y
liitfunktsioon. Funktsiooni z voib avaldada ka vahetult x ja y kaudu

z=F(p(r,y),w(r,y)) (3.1)

Niide 3.20. Niide liitfunktsiooni kohta: 2 = w30 +u+1, u = 22 +9% v =" +1

z:<w2+y2)3(ex+y+1)3+x2+y2+1

Liitfunktsiooni osatuletise valemi tuletamine.

Eeldame, et funktsioonide z = F(u,v), u = p(z,y), v = w(x,y) osatuletised
argumentide jargi on pidevad. Piitiame leida osatuletised mitte kasutades vorran-
dit 3.1} Anname argumendile  muudu Az, jattes y vdartuse muutumatuks. Siis
funktsioonid u ja v saavad muudu A u, A,v ja ka funktsioon z = F(u,v) saab
muudu Az.

F F
Az = a—Axu + 3_sz + 11 Azu + A, | Ax
ou ov

Az  OF Agu N OF A,v n Agu n AL
Azr  Ou Ax ov Az m Azx m Az

Leiame piirvaartuse, kui Az — 0
Az 0z . Ayu Ou . Ayu Ov

lim — = — im = — im = — lim v = lim v =0
Az—0 Az Ox’  Az—0 Ax oxr’ Ar—0 Ax oz’ Ano M T A

Jarelikult
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0: _0F ou OF o
or Ou Or Ov Ozx

Andes argumendile y muudu Ay jattes x muutumatuks, voib analoogiliselt leida

0: _OF ou OF o
dy Ou dy v Oy

Niide 3.21. Leida osatuletised funktsioonile z = In(u>+v), u = "™, v = 22+

0z  2u ou e
ou  ur+v Or ’
Ou_gyerre 02 L 00y 00y
y ov  ur+v  Ox dy
0z 0z Ou N dz v 2uetV N 2z 2 (? + )
—_— = — ¢ — —_— . — = g u X
Jdr Ou Ox Ov dr uw?+4v w?+v ul+vw ’
0z 0z Ou 0z Ov  2u2ye™V 1 iy +1).

8_y_%'8_y+%'0_y_ u? + v +u2—|—v u?+v

2

Niide 3.22. Leida osatuletis funktsioonile z = sin(u?® + v*),u = e**,v = Inx.

0z ou

% = COS(U2 + /Ug) . 2'LL, % = 2€2x, a—y = 0.
0z 9 3 s, Ov 1 Ov
9z _ 302, o2 Ty
5 cos(u” + v°) - 3v*, o 9y
0 1 3v?
a—z = cos(u® + v*) - 2u - 2** + cos(u® + v*) - 3v? - — = cos(u® + v?) (4u2 + i) :
x x x

0
8—Z = cos(u® +v*) - 2u - 0 + cos(u® +v*) - 3¢ - 0 = 0.
Y

Saadud valemeid voib {ildistada suurema arvu muutujate juhule. Olgu

w = F(z,u,v,s),
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kus z,u,v ja s on soltumatute muutujate x ja y funktsioonid

z=z(z,y),u =u(zr,y),v=v(zr,9),s = s(z,y)
ow Ow 90z Ow Ou OJw O0s

0r 02 0r  ou or ' 0s ox
o _dw 0: ow du dw 0s
dy 0z Oy Ou 0Oy 0s Oy

Olgu antud funktsioon
z = F(z,y,uv),

kus y = y(x), u = u(z), v = v(x), siis z on tegelikult the muutuja = funktsioon ja
leiame tema tuletise x jargi

oo 0s oy 0 o0 o
de  Ox Or Oy Oxr Ov Oz’ or

Saame liitfunktsiooni taistuletise valemi

dz 0z 0z 0y 0z Ou Oz O0v
V=4 C. Ty Ty
de Ox Oy Ox Ou Ox Ov Ox

Erijuhul, kui funktsioon u = f(z,y,z) muutub ajas, ehk = = z(t), y = y(t),
z = z(t), siis funktsiooni taistuletis avaldub kujul

du _Ou dr Ou dy  Ou d:
dt  Ox dt Oy dt 0z dt’

Niide 3.23. Leida osatuletised funktsioonile z = 2% + VY, y = sinz.

0z 0z 1 oy

5 = 2, a—y_ﬁ, 3 — CO8 T,
do_Or 00y L, o
de Ox Oy Ox 2/t 2V/sinz

3.8.1. LIITFUNKTSIOONI TAISDIFERENTSIAAL

Vaatame funktsiooni z = F(u,v), kus u = ¢(z,y) , v = w(z,y). Arvutame
taisdiferentsiaali
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Asendame siia vastavad liitfunktsioonida osatuletised
0: _OF 0u OF Ov  0:_OF 0u OF v
or  Ou O Ov Ox’ dy Ou dy Ov Oy’
ds — oF oOu OF Ov dr + 8_F 8_u+8_F @ g
N ou Oy Ov Oy v

Ou Or v Ox
OF [ 0u ou oF ([ 0ov ov
dz = M (%d.% + 8_ydy> + 0 (%da: + 8_ydy> :
o o
oF or dz = —Zd'u, + —Zd'v.
ou ov

dz = g+ 2
§ ou u+(% Y
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Mitme muutuja funktsiooni esimest jarku taisdiferentsiaali avaldis on inva-
riantne ehk ei olene sellest, kas v ja v on soltumatud muutujad voi funktsioonid.

Naide 3.24. Leida liitfunktsiooni taisdiferentsiaal

2=t u=a’siny, v = a3,
Kuna 5 )
z z
— =2uw®, = =u?d?
8u av
siis
dz = 2uv’du + 3uv*dv.
Et
ou ou O 9
p— 21’ Sln 5 _ = :L‘2 CcOS , — 3([)2 y7 vr $3ey7
Ox Y Oy Y o 9

siis
du = 2xsiny dz + 2 cosy dy,
dv = 3x%e¥ dx + x3e¥ dy.
dz = 2uv® (2w siny dz + 2% cos y dy) + 3u®v?(3x%e¥ do + zPe? dy) =
= (duv’zsiny + uv’z%e?)dr + (2uv’s? cosy + 3uv r’eY)dy =

3.9. ILMUTAMATA FUNKTSIOONI TULETIS

Viljendagu suuruste z ja y vahelist soltuvust vorrand F(z,y) = 0.
Teoreem 3.9. Kui pidev funktsioon y on antud tlmutamata kujul vorrandiga
F(z,y) =0

ja F(z,y), F,, F, on pidevad punktis (x,y) ja F,(x,y) # 0, siis funktsiooni y
tuletis vaadeldavas punktis on
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Toéestus. Anname soltumatule muutujale x muudu Az. Siis funktsioon y saab
muudu Ay ehk argumendi vaartusele  + Az vastab funktsiooni vaartus y + Ay.
Seetottu
F(x+ Az,y+ Ay) = 0.
Jérelikult ka
F(z+ Az,y + Ay) — F(z,y) = 0.

See on kahe muutuja funktsiooni taismuut

OF oF
F(z+ Az,y + Ay) — F(z,y) = %Ax + a—yAy + y1Azx + yo Ay.

Kuna vorrandi vasak pool vordub nulliga, jarelikult on null ka parem pool

OF OF

— A+ —Ay+y1Ax + Ay =0, | Ax
ox dy

oF OF Ay Ay

or oy ag TR, =0

Avaldame sellest suhte Ay/Ax

Ay s twm
Az %—§+yz

Leiame piirvaédrtuse, kui argument Az — 0. Siis ka y; — 0, yo — 0

oF /
Az—0 Az %—5 r Fé '

Me ei tea funktsiooni ilmutatud kuju y = f(z), aga oskame leida y tuletist. O]

Niide 3.25. Leida funktsiooni F(z,y) = 2> + y* — 1 tuletis.

Saame, et

oF oF , 2x x
- =2, =2, Yp= =5 = ——
ox dy 2y Yy
Teine voimalus tuletise arvutamiseks on arvestada, et funktsioon y soltub
argumendist x, tuletise leidmiseks kasutame liitfunktsiooni tuletise reeglit.
/ / r
20 +2y-y =0 = Yy =—.
)
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Naiide 3.26. Leida funktsiooni e’ — e* + xy = 0 tuletis.

Kuna
OF . y
o OV gy TeTE
siis
, ety e —y
Yo e T wta
Niiiid
ey —e" +y+ay =0,
mistottu .
y-(e+r)=e"—y = y,:e—y.
eY +xo

3.10. NIVOOJOONED, NIVOOPINNAD.
TULETIS ANTUD SUUNAS

Kahe muutuja funktsiooni graafiku joo-
nestamisel on abiks selle 1oiked tasanditega, mis z
on risti iithega kolmest koordinaatteljest (pa- ot

ralleelne iihega koordinaattasanditest). Koor- - =<
dinaattasandite vorrandid on jérgmised: yz- ‘
tasandi vorrand on z = 0, xz-tasandi vorrand
on y = 0, zy-tasandi vorrand on z = 0. L
. - ]
Tasand * = a on x-teljega risti, yz-
jcg y Y r=a ?

tasandiga paralleelne.

Tasand y = b on y-teljega risti, xz-
tasandiga paralleelne. a
. . . m/

Tasand z = c¢ on z-teljega risti, xy-

tasandiga paralleelne.

Definitsioon 3.25. Pinna z = f(z,y) nivoo-

107

joonteks (tasandiloigeteks tasanditega z = C erinevate C' véartuste korral) nime-

tatakse jooni z = f(z,y) = C.

Niide 3.27. Joonestada pinna 2z = z? + y? nivoojooned, mis tekivad pinna 16i-
kamisel tasanditega z =0, z =1, 2 = —1 ja z = 2, z = —2 ning loiget tasandiga

xz = 0.
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S o1
i 2 Y i 2 Y

! |

X -7 D x /’_—1—1

Olgu ruumi mingis piirkonnas D defineeritud funktsioon v = u(z,y, z). Sel
juhul Geldakse, et piirkonnas D on antud skalaarne vili. Kui v = u(z,y, 2) té-
hendab néiteks temperatuuri punktis M(z,y, z), siis 6eldakse, et on antud tem-
peratuurivili. Kui piirkond D on téidetud vedeliku voi gaasiga ja u = u(x,y, 2)
tdhendab rohku punktis M (z,y, z), siis on tegemist rohuviljaga. Vaatleme piir-
konna D punkte, kus funktsioonil u = u(x,y, z) on konstantne vadrtus C'

u=u(z,y,z)=C.

Need punktid moodustavad mingisuguse pinna. Kui votame konstandile C'
teise vaartuse, saame teise pinna. Neid pindu nimetatakse nivoopindadeks.

Definitsioon 3.26. Vektori suunakoosinusteks nimetatakse nende nurkade koo-
sinusi, mis vektor moodustab koordinaattelgede positiivsete suundadega. Téahista-
me cos «, cos 3, cos 7.

7 = (1,0,0), |¥] = 1, 7 =
(0,1,0), |71=1, Z7=1(0,0,1), |Z]=1. z
Kui leiame skalaarkorrutise vektorist a =
(21,91, 21) ja iihikvektorist 7= (1,0, 0), saame ~
672$11+y10+210:$1 Via
Skalaarkorrutis on avaldatav ka jérgmi- K B
selt: — >y
)
.77’

a-v=\all7|cosa, cosa = —

jal’
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Analoogiliselt saame leida suunakoosinused

Y1 Z
COSB:F&]’ cosvzm.

[y

Tostame koik suunakoosinused ruutu ja liidame kokku

2 2 2 2 .2 L2
cos® a + cos® B+ cosy = f12+ %2—1— i12le+g12+zl
jal” lal”  |a al

Et
|d@| =V -d=/at+yi+ 2,

cos® a4 cos® B+ cosy = 1.

siis

Olgu vektor € vektoriga a kollineaarne iithikvektor, siis | €| = 1.
€= <x—j, y—j, Z—j) = (cos a, cos 3, cos7y) .
|a| @l |al

6:<xlayl7zl)a |d’|:\,x%—l—y%—|—z%,
T

TULETIS ANTUD SUUNAS

Vaatleme piirkonnas D funktsiooni u = u(zx,y, z)
ja punkti M(z,y,z). Rakendame punktis M vektori i

§, mille suunakoosinused on cos «, cos 3, cosy. Votame
vektoril § punkti M;(z+ Az, y+ Ay, z+ Az), mille kau- It N I
gus vektori alguspunktist on As. Seega i A
’A\_[__./____
,l Az
As = \/(Aa) + Ay + (82)%, MM, = (Az, Ay, Az). >

Eeldame, et funktsioon u ja tema osatuletised koikide

argumentide jargi on piirkonnas D pidevad. Funktsiooni
taismuut esitub kujul

Au = @A:v + @Ay + %Az + 1Az + g2 Ay + e3Az,
Ox oy 0z
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kus €1, 9,63 — 0, kui As — 0.

Jagame vorduse koik litkmed suurusega As:

Au  JulAxr OulAy Oulz Ax Ay Az

As  OrAs | OyAs 0:hs  'As | PAs T UAS
AV Ay 3 Az
A 008, Zo=cosf, - =cos7.
Jarelikult
Au  OJu ou ou
= —cosa+ — cos 3+ — cosy + €1 cosa + €5 €0S 3 + €3 COS Y.
As ~ Ox dy 0z

Definitsioon 3.27. Funktsiooni u = (z,y, z) tuletiseks punktis (z, vy, z) vek-
tori § suunas nimetatakse suhte Au/As piirvaartust, kui As — 0 ja tdhistatakse

Ju/0s
ou . Au

— = lim —.
0s  As=0 As
Leiame piirviartuse

O iy 200 o P eos gt 2
9s  ass0As  ox ¢ dy o8 9, ‘P

Teades osatuletisi, on lihtne leida tuletist suunas .

Naide 3.28. Leida funktsiooni u tuletis suunas s, kui on teada suunavektori nur-
gad koordinaattelgedega

Kuna koosinused antud nurkadest on

cos0 =1, cosg =0,

siis funktsiooni v tuletis suunas s avaldub

Mo 0T T o
9s  or O dy o8 92 "9 "
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Niide 3.29. Olgu antud funktsioon u = x* 4 y* + 2°. Leida tuletis u/0s punktis
M(1,1,1) vektori §= 20+ 7+ 3k suunas.

Vektor § = (2;1;3). Leiame suunakoosinused, siis osatuletised ja asendame
valemisse.

|§|=v22+ 12432 =14,
, COsSff=—, cCosy=—.

V14’ V14

o2 o1 w3
s Ox+/14 Oy/14 0z+/14

cosa =

=
s

ou ou ou
%—21', a—y—2y, g—QZ,
o |y, 0y |y, 0z |y,
ou 2

1 3 12
— =2 +2 + 2 = .
ds V14 V14 V14 V14

3.11. GRADIENT

Vaatleme funktsiooni u = u(x,y, z) méaramispiirkonna D igas punktis vek-
torit, mille projektsioonideks koordinaattelgedel on selle funktsiooni osatuletiste
Ou/0x, 0u/dy, Ou/0z vasrtused selles punktis.

Definitsioon 3.28. Gradiendiks nimetatakse vektorit

ad 8uﬁ+ auq_ auE
radu = —7+ —7+ —k.
& ox 8y‘7 0z

Gradienti tihistatakse ka V f(x,y). Utleme, et piirkonnas D on misratud
gradiendi vektorvili.

Omadused.

1. Gradient on igas punktis risti pinna nivoojoontega.

2. Gradient on vektor, mis néitab pinna kiireima tousu suunda, gradiendi vastand-
vektor néitab kiireima languse suunda.

3. Gradiendiks oleva vektori pikkus néitab suurimat tousu.
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N

\
J

0

J

X
0 =157 f(a) = 6.01 Dyf(a) =0
@ =(—0.08,1.00) Vf(a)=(—2.25,0.17)
= (64,-03) |Vf(a)| =226

Algmaterjal: https://mathinsight.org/applet/gradient_directional_derivative_
mountain

Teoreem 3.10. Kui on antud skalaarne vali uw = u(x,y, z) ja selle skalaarse vilja

gradientvdls
q 8uq+ ou . ou 5

radu = —i'+ —7+ —

& or Oy~ 0z’

sits tuletis Ou/0s vektori § suunas vordub vektori grad u projektsiooniga vektoril §:
ou ou

— =3§p-gradu, prygradu = —.
‘ Js

O0s

Piltlikult saame esitada nii: vaatame sfaéri, millele grad v on diameetriks. Raken-
dame vektori § punktis M.

MP = |gradu| - cosp =— MP = ?
s

Omadused. Tuletis antud punktis vektori § suu-
nas on maksimaalne siis, kui vektor § on gra-
diendisuunaline, tuletise maksimaalne vadrtus on
|grad u|. Tuletis nivoopinna puutuja sihilise vek-
tori suunas vordub nulliga.
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3.12. KORGEMAT JARKU
TAISDIFERENTSIAAL

Olgu meil funktsioon z = f(x,y). Mitme muutuja funktsiooni taisdiferent-
siaali nimetatakse ka esimeseks taisdiferentsiaaliks. Olgu funktsioonid f, ja f, dife-
rentseeruvad punktis M (z,y). Jarelikult f; f?;;j on pidevad ja f;y = f;x. Esimest

jarku téisdiferentsiaalil on kuju

Dy — 8]“(511‘4/)@4r 3f(x,y)dy7
ox dy

Yy

kus dzr ja dy vaatleme kui konstantseid kordajaid. Suurus dz on kahe muutuja
funktsioon. Leiame tema taisdiferentsiaali.

d(dz) = d(f,dz + f,dy) = (f,dx + f,dy), + (fodz + f,dy), =
= (frpdx + fopdy)dz + (fo,dx + f,,dy)dy = f,.dz* +2f, dedy + f,,dy>.

Saime valemi teist jarku taisdiferentsiaali jaoks
d(dz) = foda® +2f, dedy + f, dy.

Kolmandat jarku taisdiferentsiaali valem

3.13. TAYLORI VALEM MITME MUUTUJA
FUNKTSIOONIDE JAOKS

Taylori valem iithe muutuja funktsiooni jaoks on kujul

"(a "(a (n)a
f(x):f(a)+f1(!)(x—a)—l—f2<! )(x—a)2+...+f ( )(x—a)”+Rn(3:).

Olgu antud funktsioon
z = f(z,y),

mis on médratud mingis piirkonnas S. Eeldame, et punkti My(a,b) timbruses on
funktsioonil z pidevad osatuletised kuni jarguni n + 1. Toome sisse abifunktsiooni

@(t) = f(x,y),

kus
r=a+tAxr, y=b+tAy, 0<t<1.
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Kui t = 0, siis saame punkti My(a,b). Kui t = 1, siis saame punkti M (a + Az, b+
Ay). Asendame ithe muutuja Taylori valemisse funktsiooni () jaoks a = 0 korral:

¢"(0) 5 ¢™(0) ,,
T St T R (3.2)

Leiame tuletised

e(t) = f(z,y) = fla+tAz, b+ tAy),
©'(t) = foxi + foyr = folha + f,Ay = df (z,y),
@' (t) = (forh + fuy)pwy + (foay + Fy)yye =
S (Ax)? + fi AwAy + [l AyAx + [ (Ay)* =
frn(Dx)? +2f7 Ay + f) (Ay)? = d*f(z,y).

Analoogiliselt
P (t) = d*f(x,y), ..., o™ () = d"f(z,y).
Seega

©(0) = f(a,b),
¢'(0) = df (a, D),
¢"(0) = d*f(a,b),
0™ (0) = d" f(a,b).
Asendame vorrandisse t = 1 korral

(n)
fa) = o)+ LD BIOD | ST g

= f(a,b) + fi(a, b)Ax + fy(a, b) Ay + %f![x(a, b)(Az)* + fr,(a,b)AxAy +

+ %f!’/’g,(a, b (Ay)* + ...
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4.1. KAHEKORDNE INTEGRAAL

Olgu funktsioon f(x,y) madratud kinnises tokestatud piirkonnas D. Olgu
piirkond D jaotatud n osapiirkonnaks D; pindaladega AS; ning olgu igas piirkon-
nas D; valitud punkt (z;,y;). Moodustame summa

I, = Z (@i, y:) AS;.
i—1

Definitsioon 4.1. Summat [,, nimetatakse funktsiooni f(z,y) integraalsummaks
piirkonnas D.

Kui piirkonna igas punktis f(z,y) > 0,
siis integraalsumma kujutab selliste koversilind- 4
rite ruumalade summat, mille pohjapindala on
AS; ja korgus on funktsiooni vadrtus punktis
(zs,v;) ehk f(z;,v;). Osapiirkondadeks jaota-
mine toimub suvalisel viisil, see tahendab, et
igal osapiirkonnal on erinev diameeter d;. Osa-
piirkonna diameeter on selle piirkonna suurim
punktide vaheline kaugus. Téhistame suurima
osapiirkondade diameetri tadhega 0

A = max(d;).

Definitsioon 4.2. Funktsiooni f(z,y) kahekordseks integraaliks iile piirkon-
na D nimetatakse tema integraalsumma piirvaartust, kui suurim osapiirkondade
diameeter A — 0, kui see piirvadrtus eksisteerib ja ei soltu piirkonna D osadeks
jaotamise viisist ega punktide (z;,y;) valikust.

[ steas = >~ st pas

115
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Kui eksisteerib loplik piirvaéartus, siis funktsiooni nimetatakse integreeru-
vaks piirkonnas D. Kui funktsioon f(x,y) on pidev kinnises piirkonnas, siis piir-
vaartus eksisteerib. Piirkonda D nimetatakse integreeruvuspiirkonnaks.

Koversilinder on ruumiline kujund, mis alt on piiratud piirkonnaga D, tlalt
pinnaga z = f(z,y) ja kiilgedelt piistsilindrilise pinnaga.

Kahekordse integraali geomeetriline
tolgendus. Kahekordne integraal funktsioonist
f(x,y) = 0iile piirkonna D on vordne koverjoo-
nelise silindri ruumalaga, kui silinder on pealt
piiratud pinnaga z = f(z,y) ja alt pinnaga D.

V= //f(x,y) dxdy

Integreerimispiirkonna D pindala avaldub

valemiga
S = / / dxdy.
D

4.2. KAHEKORDSE INTEGRAALI
OMADUSED JA ARVUTAMINE

T

Kahekordse integraali omadused on analoogilised méaaratud integraali oma-
dustega.

1. Kui funktsioonid f(x,y) ja g(x,y) on integreeruvad piirkonnas D, siis on integ-
reeruv ka nende summa ja vahe.

//[f(x,wig(x,y)]dsz//f(x,y)dSi//g(%y)dS-

D

Toestus. Definitsiooni kohaselt kirjutame.

[ ) % )1 dS =t 3 1) £ 91,15, =
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Koigepealt kasutame summa omadust, mille pohjal moodustame summad mo-
lemast liikmest ja hiljem piirvadartuse omaduse pohjal kirjutame piirvaartuse
summast piirvaartuste summana lahti.

= lim [Z f@i, i) AS; & Z 9(@i, i) AS;
i=1 i=1

= ;g%; f(@i, yi) AS; £ }\IL%ZI:Q(?C@'; Yi)AS; =

Selle tulemusena saime kahekordse integraali definitsiooni pohjal kahe integraali

summa (vahe).
~ [[ tewas= [[ gwas 0
D D
2. Konstantse kordaja voib tuua integraali méirgi ette.

[[ e swmas=c [[ sy as

Toestus on sarnane eelmisega.

3. Aditiivsus. Integreerimispiirkonda D voib jaotada osadeks D; ja D, millel
pole iihiseid sisepunkte: D = Dy U Ds.

[[swwas= [[ swvas+ [[ s

Toestus. Definitsiooni kohaselt ei tohi piirvdartus soltuda osapiirkondadeks jao-
tamise viisist, seega voime valida iiheks jaotuseks piirkondade D; ja D iihise
rajajoone. Jaotades piirkonda D edasi suvalisel viisil, tekivad piirkondade D ja
D, suvalised jaotused osapiirkondadeks. Jaotame integraalsumma kaheks liide-
tavaks. Esimesse liidetavasse votame need korrutised, mis sisaldavad piirkonna
D osapiirkondi, ja teise liidetavasse need korrutised, mis sisaldavad piirkonna
D5 osapiirkondi, tahistame need vastavalt

D f(wy)ASi Y flsy)AS;.
D, Dy
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Kui A on piirkonna D koigi osapiirkondade suurim diameeter, siis sellest, et
A — 0 jareldub, et ka piirkondade D, ja D, osapiirkondade suurimad diameetrid
ldhenevad nullile. Jarelikult, kui votame vorduse

D@ y)AS; = flwiy)ASi+ Y f(i,y:)AS
D Dy Do

molemalt poolt piirvadrtuse suurima diameetri ldhenemisel nullile, saame oma-

duse viite

]mgy@%As_m§y%%ASHmZya%

[[ s = [[ sonas [f soas

4. Monotoonsus. Kui funktsioonid f(x,y) ja g(z,y) on integreeruvad piirkonnas

D ja kehtib f(z,y) < g(x,y) iga (x,y) € D korral, siis

/f(x,y)dS //g(w,y)ds-

Kahekordse integraali arvutamine liht-
samatel juhtudel taandub kahe méédratud integ-
raali arvutamisele. Kui integreerimispiirkond on
antud vorratustega

D={a<2<b pi(zr) <y < pa(z)},

Siis

b | w2(z)
/fwwwwz/ /fmm@ i,
D a |pi(x)

Koigepealt leiame sisemise integraali algfunkt-

siooni
pa(x)

F@Z/ﬂmwy

w1(z)
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kus integreerimisel argumendi y jargi kisitletakse argumenti x konstandina. Edasi
leiame saadud algfunktsioonist integraali argumendi x jargi

[ stw.v)dody - /b o) de.

Kui D = {¢c <y <dwvily <z
©2(y)}, siis

J[ #te.v) oy =

Kui integreerimispiirkond D on keerulisema
kujuga, kui iilaltoodud lihtsamatel juhtudel,
siis jagatakse piirkond lihtsamateks osadeks

N

d | »2(y)
/ /f(x,y)dx dy.

¢ |er(y)

D = i Dy,.
k=1

Integraal on sel juhul summa integraalidest iile osapiirkondade

J[ st oty -

Naide 4.1. Arvutada

k=1 Dy,

/ / (4 —2* — y?) dady,
D

kus D on piiratud sirgetega x = 0,z =1,y = 0,y = 3/2.

Saame, et

//(4—:(;2 —9?) dady

D

3

5)

O\H O\H

Ay — 2y — =
y—ay -3

3
2

1 S T = pay)
D
c _________________
z = p1(y)
0 »
x
n yh
Z// f(z,y) dedy. L5
1_
0,5
1
0 %

(4 —2* — ) dy| do =

]dx:
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(w8 [ w
S \87 2 3|, 8
Naide 4.2. Leida zy-tasandil asetseva
kujundi pindala, kui kujund on piiratud
joontega y = x ja y = z2.
Saame, et
1 T 1
S—//dxdy—/ /dy da:—/y];da:—
D 0 Lu2 0
1

Naide 4.3. Vahetada integreerimisjarjekord integraalis

3

6—y
L/“dyt/1f1w7y)dw-
Y

0

Integreerimispiirkond on maéératud jargmiselt: D =
{(z,y) : 0 <y < 3,y < z < 6 —y}. Kanname jooni-
sele vastavad sirged. Integreerimisjéirjekorra muutmiseks
on vaja esitada argument x piirkonnas [a,b] ja argument
y funktsioonina argumendist x. Jooniselt ndeme, et argu-
ment x muutub 16igus [0, 6] aga argumendi y jaoks saame
0 <y < ¢(x), kusjuures

(2) = z, 0<r<3
PE=V6-2 3<2<6 "

PEATUKK 4. KORDSED INTEGRAALID

0,2 04 06 08

i

T
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Seega peame integreerimispiirkonna jagama kaheks osaks sirgega x = 3

T

jdy i/yﬂx’y)dxO/xf(xvy)derjd%j/f(x,y)dy.

4.3. MUUTUJA VAHETUS KAHEKORDSES
INTEGRAALIS

Kui funktsioonid = = z(u,v) ja y = y(u,v) koos oma esimest jarku osatule-
tistega on mingis uv-tasandi 16plikus kinnises piirkonnas D’ pidevad ja maaravad
tiksiihese vastavuse piirkonna D’ ja xy-tasandi piirkonna D punktide vahel ning
kui jakobiaan

o or
J(u,v) = gz gz # 0, kui (u,v) € D'
ou v

Siis muutuja vahetuse valem on

J[ s dedy= [[ . gtw o)l i) dude

1
S (z, y)|

S (u, )] - [T (@, y)| = 1, [J(u, 0)] =

Niide 4.4. Leida kahekordne integraal funktsioonist
flzy) =2z +y—2)%
kui integreerimispiirkond on antud valemiga
D={(z,y): —1<z—y<1,-1<2xr+y<2}

Arvutuste lihtsustamiseks teeme jérg-
mise muutuja vahetuse \yn

u=x—y, v=2x+y, (u,v)€D.
Integreerimispiirkond D’ on ristkiilik

D' ={(u,v): —1<u<l,-1<v<2}
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Jakobiaan on kujul

u o 1 -1
— N Y — =
J(z,y) o v; ’ 5 ’ 3.
Jarelikult
J( ) 1 1
UV) = ———— = —.
’ J(z,y) 3

Integreeritav funktsioon uutes muutujates on
2z +y—2)*= (v—2)~

Oleme saanud kahekordse integraali

1 2

[ fo-orbam=t Lo

-1 -1

2

1
du:1/9du:1
. 3
21

4.4. KAHEKORDNE INTEGRAAL
POLAARKOORDINAATIDES

= 6.

(9u)

Polaarkoordinaatide kasutamine on oigustatud siis, kui integreerimispiirkon-
naks on ring voi selle osa, samuti on teatud joonte (ellips, lemniskaat, kardioid,
astroid jne) esitus polaarkoordinaatides lihtsam kui ristkoordinaatides. Uleminekul
polaarkoordinaatidele kasutame seoseid

T = 0COS Y,
y = osing,

kus ¢ on polaarraadius ja ¢ polaarnurk. Muutuja vahetusele vastav jakobiaan on
kujul

Jx Oz
| 9o 9o | _|cosp —psing | _ 9 L9
(0. )| = dy 0y |~ |sing pcosy ' = pcos” ¢ + psin” p = o.
do Oy
Ya /

//f(:v,y) dl‘dyz// Flocos g, osin ) ododp. J/ 0= 02(¢)
D A /// D y
Kui piirkond A on antud vorratustega //@m///
A={(p0):a<p<Bolp) <o< ol x
0:()}, sis
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B | o2(9)
//f(@cosso,@siw)gdpdw—/ /f(@cossapsinsf))@d@ de.
A a  Joi(w)

Kui piirkond A on antud vorratusega A = {(p,0) :a < 0 < b; ¢1(0) < p <
@2(9)}7 siis

@ = 2(0)

e=a @ =p1(0)

b 0)

2
//f(@cosso,@siw)gdpdsoz/ /f(@cosso,psinw)gdso do.
A

a |pi(e)

Naiide 4.5. Arvutada kahekordne integraal

/ Va2 +y2dxdy
D
iileminekuga polaarkoordinaatidele, kui integreerimispiirkond D on antud vorra-

tusega
D={(z,9): 0<y <1, —v/1 -2 <z <142}

Integreerimispiirkonnaks on pool ringi. Polaarkoor-
dinaatides 1,5

T = 0Cos ,
Yy = osiny
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ja
z? + 3% = o* cos? ©+ 0? sin® Y= 0%
Uueks integreerimispiirkonnaks on A = {(¢,0): 0 < 0 <

L0 < o<}
T 1 i 1
/ @x”+fdmw=i/ /%@%dgfw (/ /@M@ dp =
D 0 0 0 0
iy 8 1 iy 3
8 8 8
0 0 0

Naide 4.6. Arvutada kahekordne integraal

//(:1;2 + 2zy) dz dy
D

iilleminekuga polaarkoordinaatidele, kui integreerimispiirkond D on antud vorra-
tusega

D={(z,y):0<2 <0<y <V1—a?}
Integreerimispiirkonnaks on veerand ringi. Polaarkoordinaatides
2% + 22y = 0% cos® ¢ + 20” sin ¢ cos .

Uueks integreerimispiirkonnaks on

A={(p,0):0<0<1; 0<p<m/2}.
Polaarkoordinaatides saame integraali arvutada jargmiselt

1] %

//(x2 + 2zy) de dy = / /(92 cos ¢ + 20? sin pcosp)odp | do =
D

0 0

1|3
:/ /Q3(coszgo+2singocos<p)dg0 do =
0o |0

g
1
:/ /Q3 (5(1+005290)+sin2g0) dp| do=
0o |0
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1 =
1 1 1 2
= [ = —sin2¢) — = cos 2 =
/9 (2(90+2s p) — 5 cos2yp Od@
0
1 jus
1 [, 1 2
=— [ 0 | ¢+ =sin2p — cos2p do =
2 2 o
0
1 4 4
- 3 (T ) Y <7r ) T+
== ) S (R | =
2/9 (2+ de="75\3 . 16
0

Vaatame niitid polaarkoordi-
naatidele iileminekut natuke keeru-
kama integreerimispiirkonna jaoks. 150
Kui integreerimispiirkond asub vél-
jaspool ringi raadiusega 180

1+ cos(¢)

1

0=1 210 o =1+cos(p)

ja seespool kardiodi

270

0=1+cosyp

(joonis), siis integreerimispiirkonna sisemine polaarraadius on ringjoon raadiusega
1. Vélimine raadius on aga antud seosega 1 + cos ¢, kokkuvottes raadius muutub
piirkonnas

1<o< 14 cosp.

Polaarnurga jaoks vaatame piirkonna alumist punkti, kus nurk on vérdne —7/2 ja
tilemist punkti, kus nurk on vordne /2. Seega muutub polaarnurk piirkonnas

ro] 3

<p<

| X

Integreerimisrajad kahekordses integraalis on

1+cos

]dw / f(o.p)odo.

1

[NIE]

Kui funktsioon f(p, ¢) = 1, siis kahekordne integraal annab integreerimispiirkonna
pindala.
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4.5. KAHEKORDSE INTEGRAALI
RAKENDUSED

Tasandilise kujundi mass.

Olgu aine mass Am piirkonna D osapiirkonnas AS. See tdhendab, et piirkond
D on kaetud mingi ainega nii, et piirkonna iga osapiirkonna pindala AS jaoks
tuleb teatud hulk Am seda ainet. Suhet Am/AS nimetatakse aine keskmiseks
pindtiheduseks (mass pindalaiihiku kohta). Osapiirkonna suuruse vahendamisel
punktiks piirvidrtuse kaudu, saame defineerida aine pindtiheduse.

Aine pindtihedus punktis P(z,y) on piirvdédrtus keskmisest pindtihedu-
sest

m
Ay Ag ~elny)

Olgu tasandilise kujundi pindtihedus antud pideva funktsiooniga o(x, y), kus (z,y) €
D. Tasandilise kujundi D mass avaldub siis kahekordse integraalina iile piirkon-

na D:
mp = // o(z,y) dz dy.
D

Naide 4.7. Maarata timmarguse plaadi mass, kui plaadi raadius on 4 ja aine pind-
tihedus plaadi igas punktis on vordne selle punkti kaugusega plaadi keskpunktist.

Pindtihedus kauguse kaudu ja integreerimispiirkond avalduvad jargmiselt

= Vat+y?, D= {(z,y): 2 +y° <4},

Kuna tegemist on ringjoonega, siis ldheme iile polaarkoordinaatidele. Polaarraa-
diust tahistame tahega r, et pindtihedusega mitte segi ajada. Integreerimispiirkond
polaarkoordinaatides

D={(r,¢):0<r<4,0<p< 2},

pindtihedus avaldub polaarkoordinaatides jargmiselt

o(z,y) = \/r20082g0+r28in2g0:r, J(ryp)=r

do = /—dso——cp

Seega plaadi mass on

7 [ 198
m://g(x,y)da:dyz//r2drdgo /3 _ o
D 0 0

3
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Tasandilise kujundi inertsimoment. Masspunkti M inertsimoment punkti 0
suhtes Iy = mr?, kus m on mass ja r punktide 0 ja M vaheline kaugus.

Inertsimoment koordinaattelgede ja koordinaatide alguspunkti suhtes ho-
mogeense piirkonna jaoks, kus pindtihedus on koikjal 1, avaldub jargmiste valemi-

tega
[x://dexdy; Iy://xzdxdy,
D D

IO—Iz—i-Iy—//(xQ—l—yz)dxdy.

D

Mittehomogeense materjali korral tuleb korrutada vastav avaldis pindtihedusega

L :// o(x,y)y* dx dy; I, = // o(z,y)2* dz dy,
D

Iy = // o(z,y)(z* + yQ)Ddx dy.

Niide 4.8. Arvutada joontega y?> = 1 — 2,2 = 0,y = 0 piiratud tasandilise
kujundi inertsimoment y telje suhtes, kui pindtihedus igas punktis vordub selle
punkti ordinaadiga .

12 2N\ P 11 1\ 1
S2\3 4)|, 2\3 4) 24

Tasandilise kujundi massikese. Kui tasandilise kujundi D pindtihedus on
o(z,y), siis tasandilise kujundi massikeskme (., y.) koordinaadid saab arvutada

valemitest )
mp
D

1
Yo = —//y@(x,y) dx dy
mp
D
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Avaldisi
M, = // zo(x,y) dx dy, M, = // yo(z,y) dr dy
5 D

nimetatakse tasandilise kujundi staatilisteks momentideks vastavalt y ja x telje
suhtes.

4.6. KOLMEKORDNE INTEGRAAL

Olgu ruumis antud mingi piirkond V', mis on piiratud kinnise pinnaga S.
Oletame, et selles piirkonnas V' ja pinnal S on defineeritud mingi pidev funktsioon
f(z,y, z). Olgu piirkond V jaotatud n osapiirkonnaks V; ruumaladega AV; Valime
igas osapiirkonnas mingi punkti P; ja tdhistame f(P;) funktsiooni f vdartust selles
punktis. Moodustame integraalsumma

Zf(H)A%.

Suurendame osapiirkondade arvu nii, et nende suurim labimoot 1aheneks nullile.
Téahistame suurima osapiirkondade ldbimoodu

A = max(d;).

Definitsioon 4.3. Piirvadrtust, mis ei soltu piirkonna V' jaotusviisist ja punktide
P; valikust, nimetatakse kolmekordseks integraaliks

///f(:c,y,z) dx dydz:///f(p) dV:/l\ig})if(Pi)AVi.
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z Z:¢2(%y)

Kui integreerimispiirkond V' on alt piiratud pinnaga

Z = /(/jl (X‘/ y)

ja iilalt pinnaga
zZ = lbz (X7 Y)7
kusjuures nendel pindadel on z-teljega paralleelsete sirgetega ainult iiks tihine punkt,

ja kui piirkonna V' projektsioon zy-tasandil rahuldab kahekordse integraali integ-
reerimispiirkonna koiki tingimusi, kusjuures

a<r<bh, p1(z) <y < pa(x),
siis on kolmekordne integraal avaldatav kujul

b | v1(x)| Y1(xy)

///f(x,y,z) dxdydz:/ / / f(x,y,z)dz| dy| dx.

a  |p2(x) |P2(xy)

Kolmekordse integraali arvutamiseks vaadeldakse algul muutujaid x ja y kons-
tantidena ja avaldatakse méaratud integreerimismuutuja z jargi, siis arvutatakse
kahekordne integraal.

pa(z,y) p2(z)

b
f(x,y,2)dz = F(z,y); / F(r,y)dy| dx.

¥1(z,y) a |pi(z)
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Kui kahekordse integraali korral on voimalik kasutada kahte erinevat integreerimis-
jarjekorda, siis kolmekordse integraali korral on erinevaid integreerimisjarjekordi

6.

Naide 4.9. Arvutada jargmine kolmekordne integraal

5| ve| g
/ / /ycos(z—l—zz;) dz| dy| dz.
o [0 [0

Arvutamist alustame koige sisemisest integraalist, saadud tulemuse viime
keskmise integraali alla ja 16puks keskmise integraali vadrtuse integreerime esimese
integraali sees argumendi x jargi.

Wl

—x

—T

/ycos(z—i—m)dz:ysin(z—kxﬂg = y(1 — sin x).
0
v v y? e
/y (1 —sin z)dy = (1 — sinx) /ydy (1 —sin z) = 5 —(1 —sinz).
0 0 0
3 3 3 3
x , 1 ) 1 .
5(1—smx)dx:§ (:L’—acsma:)da::§ rde — [ zsinzdr | =
0 0 0 0
~— —

ositi

us
T 2
—I—/cosxdx =
0

:%((?_( T cos z + sin m))

Naide 4.10. Leida integraal

///?)xdxdydz7
l—2—y
v

kui piirkond V' on piiratud tasanditega

VR
| 8,
|
8
o
o
)]

8
~~
o o

r=0,y=0,2=02z+y+2z=1 =x,9y,2>0.
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Leiame vajalikud rajad antud tasandite vorrandi-

test.
z =0, z=1—z—y.
l-z—y
3 3z 1
—dr = ———w sy=1—ux
l—2z—y l—2— s
0
1—x 0.5 S X
— N —
SN
3xdy = 3zy|, " = 3z(1 NSNS
Yy=9orYly = Or =0 :
S NN
. S
‘ 0.5 S=——u
Y T
1 ISR
S| 3 3 1
x—a)dx=|——2 =—.
2 0 2

0

Kolmekordse integraali omadused on analoogilised kahekordse integraali oma-
dustega.

1. Kui funktsioonid f(z,y, 2) ja g(z, vy, 2)
on integreeruvad piirkonnas V/,
siis on integreeruv ka nende sum-
ma ja vahe.

///[f(x’y’z>ig(x’y’zﬂ dV—///f(ﬂc,y,Z)dVi///g(fv,y&)dv.

2. Konstantse kordaja voib tuua
integraali méargi ette

[[] e twunav=c|[[[ tpav

3. Integreerimispiirkonda V voib
jaotada osadeks V] ja V5, mil-
lel pole tihiseid sisepunkte:
V=WVul,

[[] stenorav = [[[ rnsrav s ([ st
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4.7. MUUTUJATE VAHETUS
KOLMEKORDSES INTEGRAALIS

Vaatame teisendust

r = z(u,v,w)
= y(u,v,w), (u,v,w) € V',
z = z(u,v,w)

mis teisendab uvw-ruumis aset-
seva kinnise piirkonna V' zyz-
ruumis asetsevaks piirkonnaks
V. Kui teisendus on iiksiihene
ja kui funktsioonidel x, y ja z
on olemas esimest jiarku osatuletised piirkonnas V' ning kui teisenduse jakobiaan

/ /

x, xl xl
J(u,v,w) =y, vy, y.,|#0, kui (u,v,w) € V',
Zy Zy 2y

siis muutujate vahetuse valem on kujul

///f(x,y,z)dxdydz:

_ ///f(x(u, v, 0), y(u, v, w), 2(, v, w)) [T (1, v, w)] dudo du.

Kuna jakobiaani ja poordteisenduse jakobiaani korrutis on 1, saame leida teisen-
duse jakobiaani péordteisenduse jakobiaani kaudu

u u

8~

u

! !
J(z,y,2) = |, o=t
T wg/” w% wz} J(u,v,w)’
T y z
17w, 0, w) !
u, v, w)| = ——mMm—.
o |J(u, v, w)|

Naide 4.11. Leida ellipsoidi ruum-
ala.
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Ellipsoidi valem on

$2 yQ 22

St Eto =1

Ruumala arvutamiseks teeme jarg-
mise muutujate vahetuse

T = au, u = E, ue [-1,1],
a
y = bu, v = %, v e [-1,1],
z
z = cw, w=—, w e [—1,1]
c
Muutujate vahetuse jakobiaan on
x, x a 00
J(u,v,w) =1y, v, y,|=10 b 0|=abec
Zi, Zy 2, 00 c

Ellipsoidi vorrand uutes muutujates on
w? + v +w? =1

ja ruumala arvutamise valem

1 1 1 1 1 1 1
/du/ dv/abcdw:/du/ozbc(w)|1_1 dv:/du/Zabcdv:
e S04

-1 -1

1
= / 2abc(v)|", du = 4abe(u)|", = Sabe.
“1

Thiiipilised asendused praktikas on iileminek silinderkoordinaatidele, elliptilistele
silinderkoordinaatidele, sfadrkoordinaatidele, ellipsoidkoordinaatidele ja iildistele
ellipsoidkoordinaatidele. Tutvume neist kahe tdhtsamaga.

SILINDRILISED KOORDINAADID
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Silindrilistele koordinaatidele iileminek on
pohjendatud, kui integreerimispiirkonnaks on
silinder voi silindri osa. Lisaks polaarkoordinaa-
tidele on antud korgus h. Tegemist on muutuja
vahetusega kujul

T = pCOS Y,
Yy = osinp,
z2=nh

Teisenduse jakobiaan on

X

8

cosip —psing 0

/ / /
g g h .

J(0:p,h) =y, Y, yn|=|sinp gcosp 0=
2y 2, 2 0 0 1

ehk

ocos” o + osin® g =,

S
/
!
/
s}
<V

mille tottu kehtib

/V// f(x.9,2) dxdydz:/A// flocosp, osinp, h) ododp dh
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0 = 0y, r ja z muutuvad —

135

Z =29, T ja ( muutuvac

r = a, 0 ja z muutuvad

SFAARILISED KOORDINAADID

Sfadrilisi koordinaate kasutatakse siis, kui integreerimispiirkond on sfdér voi
selle osa. Uuteks muutujateks votame nurga z-telje suhtes, mille tdhistame kreeka
tahega 0 ning punkti kauguse koordinaatide alguspunktist tdhistame o. Muutuja
vahetus on jargmisel kujul

r = psinf

QQV

x = pcosysinb,

y = psinpsinf,

z = pcosb.

yﬂ
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Muutuja vahetuse jakobiaan on

p ' cospsiny pcospcosf —psingsinf
J(0,0,h) = |y, Yo Y,|=|singsing ogsinpcos pcospsinf
b > cos 6 —osind 0

Niisiis

|J| = o*sin 6,

mille tottu

/// f(z,y, 2) dedydz = /// f(ocos psinf, gsin psiné, ocos ) o* sin do dyp db.
1% A

Uus nurk muutub vahemikus 0 < 6 < 7 (keskmine joonis).
z

Allikas: http://mathinsight.org/spherical_coordinates (tdhistused: ¢ = 0,60 =
)

Kui koik joonised kokku votta, saab koik sfdérilised koordinaadid kujutada
iihel joonisel.


http://mathinsight.org/spherical_coordinates
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A

P(a, o, 00)

® = g, p ja  muutuvad ©0

p = a, ¢ ja  muutuvad

0 = 6y, p ja v muutuvad

Allikas: Thomas’ Calculus (tahistused:p = 0,60 = ¢ )

Naide 4.12. Leida integraal sfaariliste koordinaatide kaudu

///:L'zd:z:dydz, 4P+ =1,220,y=>0, 2>0.
7

Integreeritav funktsioon sféérilistes koordinaatides on

rz = 0*cospsinfcosh, J(o,p,0) = o*sind.
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Kuna Z )
2,2, .2 2
r+y +z2t =0,

siis integreerimispiirkonna vorrandiks saame ¢* = 1.

Integreerimispiirkond sféarilistes koordinaatides on
seega

<y

0<p< 5, 0<0<+,0<0< 1.

SE
SE

Arvutame kolmekordse integraali uues piirkonnas

jus jus

2 1 2 1

0
/cosgodgp/@ dg/sm 00080d9-/008<pdg0/,94 <sm )
0 0

1

4.8. KOLMEKORDSE INTEGRAALI
RAKENDUSED

1.Keha mass. Kui eeldada, et piirkonnas E on f(z,y,z) > 0, siis voime seda
funktsiooni tolgendada aine tihedusena o punktis (x,y, z) € E. Siis tihe punkti P;
fikseerimine osapiirkonnas F; ruumalaga AV, tdhendab seda, et kogu osapiirkon-
nas on aine tihedus loetud konstantseks ehk vordseks aine tihedusega selles val-
javalitud punktis. Sellisel juhul korrutis f(FP;)AV; on tihedus korda osapiirkonna
ruumala ehk ligikaudu osapiirkonna mass. Ligikaudu sellepérast, et osapiirkonnas
muutuv tihedus on loetud konstantseks. Integraalsumma tédhendab sellisel juhul
ligikaudu kogu piirkonna E massi. Piirprotsess A — 0 tdhendab seda, et koikide
osapiirkondade diameetrid kahanevad. Jarelikult hakkab aine tihedus iihes suvali-
selt véljavalitud punktis iiha tdpsemalt iseloomustama tihedust kogu osapiirkon-
nas. Tolgendades integreeritavat funktsiooni f(x,y,z) aine tihedusena, tdhendab
kolmekordne integraal piirkonna E massi. Olgu jdiga keha E ruumala V' ja aine ti-
hedus kehas muutuv ehk o = o(z,v, 2), kus (z,y, z) € E. Lopmata viikse ruumala
dV korral loeme tiheduse konstantseks ja mass dm = o(z,y, 2)dV ja jarelikult

mg = /l\ii%zlg(xiayiazi)A‘/i = /// o(z,y, 2) drdydz.
= E
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2. Piirkonna E ruumala. Kui piirkond F on tididetud ainega, mille tihedus igas
punktis o(x,y,z) = 1, siis piirkonna E mass ja ruumala on arvuliselt vordsed,
seega piirkonna E ruumala on arvutatav jargmise kolmekordse integraali abil

Vg = /// dx dydz.
E

3. Massikeskme koordinaadid ja inertsimoment. Materiaalse keha E massi-
keskme C' = (z, y., z.) koordinaadid avalduvad jargmisel

1 1
To=— v o(v,y,2) dvdydz; y. = — yo(w,y, z) dzdydz;
meg meg
E E
1
Ze = — zo(x,y, z) dedydz,
meg
B

kus mg on keha mass.

Naide 4.13. Leida massikese kehale, mis on homogeensest materjalist tihedusega
o = const. Keha on alt piiratud ringjoonega

2+ y2 <4
Ja tlevalt piirab keha paraboloid

z=4— 2% —y?

Rajad:

siis

ja

y=+Vv4— a2
Et tegemist on stimmeetrilise kujundiga x telje suhtes, on massikeskme koordinaa-
did

Te =Y. = 0.
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4—x2—y?
mE:g///dmdydz:Q//dxdy / dz:g//(4—x2—y2)da:dyf
E D 0 D

Edasi on moistlik iile minna polaarkoordinaatidele, sest integreerimispiirkond on
ring. Ringjoone puhul
0<p<2rja 0L r <2
Siis
4—a* P =4— (P +yH) =417

ja

J(r, ) =
2 2 2T 42 AN 2 27 ]_6
:Q/dgo/ —r? T‘dT—Q/ - L dng:Q/ 8— — | dyp =
* 2 4/, 4
0 0 0 0
2 o
:g/4d<p:4g<p = 8or.
0

0

Niiiid arvutame massikeskme koordinaadi z. lileminekuga polaarkoordinaatidele.

4a:—z

/// zodrdydz = —Q// dxdy / zdz =
mE

0

167T// — 2% —y°) dwdy——/dso/ — 0°)’0do =

2

2
1 1 160>  8o*  o%)?
=— | dy |16 do= — ~ 2 1) dp=
17r/ ‘p/ 0=8¢’+ ¢ do = g (2 P T6) W
0 0 0

0

27
1 64 1 T3 1 64 4
= [ (32-32+2)dp=— [ Zdp=——n=-.

167 ( +6)¢ 67) 3 " 16r3" 3
0

Saime keha massikeskme koordinaatidega

4
C—(0,0,g).
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Materiaalse piirkonna inertsimoment koordinaattelgede ja koordinaatide algus-

punkti suhtes avaldub

I, = /// (v* + 2%) o(x, y, z) dodydz; I, = /// (2% + 2%) o(x,y, 2) dedydz;
E E
I, = /// (2% + ) oz, y, 2) dedydz; Iy = /// (2% +y* + 22) o(x,y, 2) dvdydz.
E E

Naide 4.14. Avaldada materiaalse piirkonna R inertsimoment z-telje suhtes, kui
piirkonda téitev aine on tihedusega o ja piirkond R asub sfaéri

22 4y + 22 = 4a?

sees ning véljaspool silindrit
(joonis).

Inertsmoment z-telje suhtes piir-
konnas R on

]:///(x2+y2)6dv.

Teeme muutujate vahetuse, minnes
iile silindrilistele koordinaatidele

T = 0COS x
y=opsing , J(o,p) =0
z2=nh

Sfédri ja silindri vorrandid silindri-
listes koordinaatides on

h2 — 4(12 o 02’ Q2 — aQ'

Integreerimipiirkonnaks saame

242 4 22 = 4a?

av/3

Rz{(g,gp,h):aégéQa, 0<<p<27r,0<h<\/4a2—g2},

seetottu saame inertsimomenti avaldise kujul

27
I = ///(x2 +y*)0 doedydz = 25/ de
R 0

2a \/m

/ o’odh.
0

Ju

a
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Integreerime koigepealt muutuja h jargi, saame

27 2a 21 2a
\/4a?—o?
I=25/d90/((93h)‘ Q)dgz%/dsO/(QS 4a? — ¢?) do =
0
0 a 0 a

Muutuja ¢ jargi integreerimiseks teeme muutuja vahetuse
2 2 2 2 du
u = 4a° — p°, 0° = 4a” — u, du = —20dp, —7:ng.

Uued rajad on

0=a,u=3a% 0=2a,u=0.

2 0 2m
—25/d /—1(4a2—u)\/ﬂdu—25/ —2a22u%—i—1ug ’ dp =
B 4 2 N 3 5 3a? Y=
0 3a2 0

2

27
4 1 11 22 44
25/ <a2 = (3a2)% - = (3a2)g> dp = 26a° \/§/ — dp = —=/306a°2r = —/30a°T.
3 D ) ) )
0

0

4.9. ESIMEST LIIKI JOONINTEGRAAL

Olgu antud funktsioon u = f(x,y, z), mis on méiratud kaarel AB. Jaotame
kaare AB n elementaarkaareks A; 1A;, i =1,...,n; Ag = A, A, = B. Olgu As;
kaare Ay_1 A, pikkus. Valime igal kaaretiikil vabalt punkti M;(x;, y;, z;). Funktsioo-
ni integraalsummaks piki joont AB nimetatakse summat

Z f(xza Yi, ZZ)ASZ
i=1

Olgu suurim elementaarkaarte pikkustest A = max
As;. Leiame piirvadrtuse maksimaalse elementaar- A4 M; \4’
= 0 ® A 1

kaare lahenemisel nullile. \ o \/

Definitsioon 4.4. Kui piirvdartus eksisteerib ja ei

soltu joone AB osadeks jaotamise viisist ja punkti- 0
de M; valikust, siis nimetatakse seda esimest liiki
joonintegraaliks iile kaare AB funktsioonist u x
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] St ds = g S ez
AB =

Kui on tegemist pideva funktsiooniga f(z,y, 2), siis piirvéaértus eksisteerib. Integ-
reerimisteed AB maérgitakse ka iihe tdhega L. Joon AB vo6ib olla ka kinnine, siis
A=B.

Joonintegraali omadused:

1. Joonintegraal ei soltu integreerimissuunast:

Aéf(ac,y,z)ds :B[f(x,y,z)ds.

2. Kui funktsioonid f(z,v, 2) ja g(x,y, z) on integreeruvad joonel AB, siis on in-
tegreeruv ka nende summa ja vahe

/[f(x,y,z)ig(x,y,z)] ds :Aé f(x,y,z)dsj:/g(x,y,z)ds.

AB AB

3. Konstanse kordaja voib tuua integraali mérgi ette

/cf(x,y,z)ds:c/f(x,y,z)ds.
AB

AB

4. Kui AB koosneb kaartest AC' ja C'B ja funktsioon f(z,y,z) on integreeruv
joonel AB, siis

fla,y,z)ds = [ f(x,y,2)ds+ | f(z,y,2)ds.
Aé Al Cé

Joonintegraali arvutamine.
Kui joon esitatud parameetriliste vorranditega, siis kaare pikkuse diferentsiaal

avaldub
dr\? dy 2 dz\>

Joonintegraali saame kirjutada méadratud integraalina iile parameetri ¢.
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a) Olgu ruumiline kover AB esitatud parameetriliste vorranditega

r=a(t), y=yt), z=2(), A= (v,9,2)|,_,, B=(2,9.2)]_,; a<t<p,

/ Fla,y,2)ds = i f(ar(t),y(t),z(t))\/ @—f) T (fl—f) i (%)dt

b) Tasandiline kover. Kui joon AB asub xy tasandil, siis funktsioon f(x,y) on
avaldatav parameetriliste vorranditega

r=a(t), y=yt), 2=0, A=(xy)l|_, B=(wy)|_,; a<t<p,

[ fapyds - j f<x<t>,y<t>>\/ (%) " (%)th.

Naide 4.15. Leida joonintegraal jargmistel tingimustel:

/;z;zyds7 AB: 2> +y* =4,y > 0.

AB

Tegemist on ringjoone iilemise osaga, raadiusega 2, mille parameetrilised vor-
randid on:

x(t) = 2cost, y(t)=2sint, te€0,n] 2'(t)=—2sint, y'(t)=2cost,

st [(2) = (22) = [t

™

\/(—2 sint)? 4+ (2cost)® dt = /8c0s2 tsin t\/4(sin2 t + cos?t)dt =
0

T 1 g1

:/16cos2tsmtdt:/—16u2dt:—16%

-1

32

3

-1

c) Tasandiline kover. Kui tasandiline kover AB esitatud vorrandiga

b
dy 2

y=y(r), a<z<b, flz,y)ds = [ f(z,y(x))/1+ <—) dz.

Aé a/ du
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Naide 4.16. Leida joonintegraal

/:I;y2 ds, AB:y=2x,A=(0,0),B=(2,4), y(z) =2z, y'(x)=2,2€]0,2].

AB

/fxy :/21:29[: mdx—élx/_/x dx—4\/_

AB 0

= 16V/5.

0

d) Tasandiline kover. Kui tasandiline kover AB esitatud vorrandiga

r=uz(y), c<y< /f:vydé‘—/f ( 2>+1dy

e) Tasandiline kover polaarkoordinaatides. Kui tasandiline kover AB esita-
tud vorrandiga

B
r=r(p), as<es<p /f(w,y)ds=/f(rcosso,rsiw)w?Jrr'?dso.
AB a

JOONINTEGRAALI RAKENDUSED

1. Kovera mass ja massikeskme koordinaadid.On antud ruumiline kover AB, millel
aine tihedus on jaotunud funktsiooni p = p(x,y, z) jirgi. Siis materiaalse kaare

mass avaldub
m = /p(as,y&)ds
AB

Massikeskme C' = (z., y., z.) koordinaadid avalduvad massi kaudu jargmiselt:

1
xc:—/@?(%yaz)d&
m
AB
1
Ye = — ?/p@,yaz) dS,
m
AB
1
2e = —/zp(:c,yz) ds
m
AB
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2. Muutuva jou t66. Kui punkt P liigub piki ruumilist joont punktist A punkti B.
Punktile P rakendatud joud, mis punkti P liikumisel muutub nii suuruse kui
sihi poolest

_>
= P(z,y,2)7 + Q(,y,2) 7 + R(z,y,2) k .

T66, mida teeb joud punkti P liikumisel piki joont, avaldub jargmiselt
W= [ (Play.2)do + Qla.y.2) dy + R(o.y.2) de).
AB
3. Joone kaare pikkus. Kui ruumis on antud sile joon AB, siis tema pikkus avaldub

lAB = / ds.

AB

valemiga

4. Silinderpinna pindala. Olgu funktsioon f(x,y) > 0 pidev zy tasandil asetseval
siledal joonel AB. Vaatame vertikaalset silinderpinda ABC D, mille alumine
serv on joon AB ja iilemine serv on funktsiooni f graafik z = f(x,y). Pinna
ABCD pindala Sagcp avaldub valemiga

Sapcp = /f(%y) ds.
AB

Saadud valem annab esimesti liiki joonintegraali geomeetrilise tdhenduse.

4.10. TEIST LIIKI JOONINTEGRAAL*

Olgu antud funktsioon v = f(x,y, z), mis on méiratud kaarel AB. Jaotame
kaare AB n elementaarkaareks A; 1A;, 1 =1,...,n; Ag = A, A, = B. Olgu As;
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kaare Ay_1 Ay, pikkus. Valime igal kaaretiikil vabalt punkti M;(x;, y;, z;). Tahistame
osakaare A;_1A; projektsioonid koordinaattelgedele:

Ar; =x; — 21, Ay = ¥ — Yio1 ja Dz = 2 — 2.

Moodustame integraalsummad
Z f(x‘ly yiv Zi)Ax%
i=1
Z [, yiy 2i) Ay,
i=1

Z f(i, yi, z0) Az
i=1

u= f(x,y,z
M, (A, )

A=A . ’
U

—1

0 YiVi- Yy

Definitsioon 4.5. Kui integraalsumma piirvaartus eksisteerib ja ei soltu joone AB
osadeks jaotamise viisist ja punktide M; valikust, siis nimetatakse seda piirvaartust
funktsiooni f teist litku joonintegraaliks iile kaare AB projektsioonide jargi
x teljel

n

/f(x,y,z)dx: lim Zf(xi,yi,zi)Axi.
AB

max Ax; —0 4
i=1

Samal viisil saab defineerida teist liiki joonintegraalid projektsioonide
jargi y ja z teljele:
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max Ay; —0

/f(xa%z) dy = lim Zf(xiuyiuzi)Ayi
AB =1

n

[ fav =t S s
AB

max Az;—0 4
=1

Definitsioon 4.6. Olgu joonel AB defineeritud kolm funktsiooni: p = P(x,y, 2),q =
Q(z,y,z) jar = R(zx,y, z), siis funktsiooni f teist liiki joonintegraaliks iile
kaare AB nimetatakse integraali

P(z,y,2)de+ | Q(z,y,2)dy+ | R(z,y,z)dz=
J s @i |

AB

- / P(x,y, ) da + Q. y, =) dy + R(z,y, =) dz.

AB

Teist liiki joonintegraali omadused:

1. Teist liiki joonintegraal soltub integreerimissuunast:

/Pda:+Qdy+Rdz:—/Pd:c—l—Qdy—l—Rdz.
AB BA

2. Kui funktsioonid Pi(z,y, z) ja Py(x,y,z) on integreeruvad joonel AB, siis on
integreeruv ka nende summa ja vahe

/[Pl(x,y,z)iPQ(x,y,z)] de = /Pl(a:,y,z) dxi/Pg(x,y, 2) dx.

AB AB AB

3. Konstantse kordaja voib tuua integraali margi ette

/cP(m,y,z) dx:c/P(cc,y,z) dx.

AB AB
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4. Kui AB koosneb kaartest AC' ja C'B, siis teist liiki joonintegraal avaldub

/de—l—Qdy—l—Rdz:/Pdm+@dy—|—Rdz—|—/de—l—@dy—ierz.
AB AC CB

Teist liiki joonintegraali arvutamine.

a) Olgu ruumiline kéver AB esitatud parameetriliste vorranditega

A= (z,y,2)]

t=a

B8
/ﬂm%awz/meyma@nwma

B

/ﬂa%awz/?umwmwmwﬁMu

B

/ﬂa%awzj#uwywwaWMa
AB

«

‘/wa&ﬂm+Q@w&ﬂw+R@wwﬁk=
AB

8
= /{P(fc(t),y(t),Z(t))fﬁ'(t)JrQ(fE(t),y(t)?Z(t))y'(t)JrR(I(t),y(t),Z(t))Z'(t)}dt-

b) Tasandiline kover. Kui joon AB assub xy tasandil, siis funktsioon f(z,y) on
avaldatav parameetriliste vorranditega

A:(m7y)|t:o¢7 B:(‘T7y)‘t:ﬁ7 agtg/ﬁa

B8
/#uwmxz/ﬂmmme@w,
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B
/ f(r,y) de = / Fa(t), y(t))2 (t) dt,
AB @

c) Tasandiline kover. Kui tasandiline kover AB esitatud vorrandiga

b
y=1y(r), a<z<b, flz,y)de = | f(x,y(x))dz.
=]

d) Tasandiline kover. Kui tasandiline kover AB esitatud vorrandiga

d

r=aly), c<y<d, / f(.y) dz = / f(x().y) dy.

e) Tasandiline kover polaarkoordinaatides. Kui tasandiline kover AB esitatud vor-
randiga

B
/f(x,y)dx:/f(rcosgo,rsingp)(r’cosw—rsingp)dgp,
AB «

B
/f(m,y) dx = /f(?“cos @, rsin ) (r' cosp + rsinp) dp.
AB «
Kui kinnine joon AB asub zy-tasandil, on tegu integraaliga

/ P(x,y)dz + Q(z,y)dy,

AB

siis loetakse integreerimistee positiivseks suunaks sellist suunda, et z-telje
poolt vaadatuna jaab joone poolt piiratud ala vasakule (joon ldbitakse vastu-
péeva, kellaosuti liikumise vastassuunas).

Teist liiki joonintegraali rakendused.
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1. Tasandilise kujundi pindala arvutamine. Olgu zy-tasandil asetseva kujundi D
rajajoon I' tiikiti sile. Siis kujundi D pindala Sp avaldub valemitega

Sp = /xdy,

L
SD—_/ydx7
L
1
SDZE/xdy—ydx.
L

2. Muutuva jou t66 arvutamine. Liikugu materiaalne punkt massiga m mdooda
joont AB punktist A punkti B jou ? = (P,Q, R) toimel, kus P(z,y,z),
Q(z,y,2) ja R(z,y,z) on pidevad funktsioonid joonel AB. Siis jou F t66 W
on arvutatav valemiga

W=m / P(z,y,2)de + Q(z,y,2) dy + R(z,y, z) dz.
AB

Greeni valem. Fksisteerigu pidevatel kahe muutuja funktsioonidel p =
P(z,y) ja g = Q(x,y) pidevad osatuletised

opP 0Q
oy’ Ox

tokestatud kinnises piirkonnas D, mille rajajoon I' on tiikiti sile. Siis

// <8a_§_(?9_§> dxdy:/de—i-Qdy.
D

T

4.11. PINDINTEGRAAL*

Olgu funktsioon F(x,y, z) pidev sileda pinna z = z(x, y) mingi tiiki D punk-
tides. Jaotame pinnatiiki n osapiirkonnaks D; diameetriga d; ja pindalaga AS;
ning valime igas osapiirkonnas punkti (z;,y;, z;). Téhistame suurima diameetri
osapiirkondadel

A = max d;
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Definitsioon 4.7. Pindintegraal pindala jargi iile pinnatiiki D defineeritakse
jargmiselt

// F(z,y,2)dS = &E);F(xi,yi, 2;)AS;
D =

Pindintegraali saab teisendada kahekordseks integraaliks, asendades z =
z(z,y) ning vottes pinna diferentsiaaliks

dz\? dz\?
dS—\/l-f—(%) +(d—y)

Integreerimispinnaks tuleb pinna D projektsioon zy tasapinnale D,,. Saame

// Flz,y,2)dS = // F(Jc,y,z(x,y))\/l + (%)2 4 (3—2)2@@.

Pindintegraal projektsiooni jargi on defineeritud lébi osapiirkonna D; projektsiooni
xy tasapinnale, mille pindala on AS;

[ R LTS I SLCR A
D =

Pindintegraali projektsiooni jargi saab teisendada kahekordseks integraaliks iile
pinna D projektsiooni Dy,

/ / F(z,y, 2) dedy = / / F(z,y, 2(z,y)) dzdy.

Doy

Analoogiliselt defineeritakse pindintegraalid projektsiooni jéargi xz ja yz tasandi-

tele.
/ / F(z,y, 2) dedy = / / F(z,y(z,2), 2) dzdz,

DIZ

/ / Flz,y, 2) dudy — / / Fla(y, 2),y, 2) dydz.

Dy,



V  HARILIKUD ~
DIFERENTSIAALVORRANDID

5.1. SISSEJUHATUS

Tehniliste tilesannete matemaatiline analiiiis koosneb kolmest etapist:

e iilesande tingimuste esitamine matemaatika keeles,
e matemaatilise iillesande lahendamine,

e saadud tulemuste tolgendamine.

Oletame, et funktsioon y = f(z) kirjeldab mingi ndhtuse kvantitatiivset kiil-
ge. Sageli ei ole ndhtuse vaatlemisel voimalik kindlaks teha x ja y vahelist soltuvust,
kuid saame méirata suuruste z,y,y’,y”, ... vahelise seose, ehk saame koostada
diferentsiaalvorrandi. Saadud seosest muutujate x,y ja tuletiste vahel on vaja tu-
letada otsene seos x ja y vahel ehk soltuvus y = f(x) ehk tuleb integreerida
diferentsiaalvorrand.

Naide 5.1. Mingilt korguselt visatakse alla keha, mille mass on m. Leida seadus-
pérasus, mille jargi muutub keha langemiskiirus v = f(t), kui kehale mojub peale
raskusjou veel ohutakistus, mis on vordeline kiirusega (vordetegur on k).

Newtoni II seaduse pohjal

dv  dv
F pu— —_— —_— =
e oA ©
a on litkuva keha kiirendus (kiiruse tuletis aja jirgi), F' on kehale liitkumise suunas
mojuv joud. See joud koosneb kahest komponendist: raskusjoust mg ja ohutakis-
tusest —kv, see on keha liikumisele vastassuunaline

d
md—: =mg — kv, (5.1)

153
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kus v = f(t) on otsitav funktsioon. Saime seose otsitava funktsiooni ja tema tuletise
vahel ehk diferentsiaalvorrandi funktsiooni v suhtes. See véljendab moningat tiitipi
langevarjude langemise seadust. Lahendada diferentsiaalvorrand, tdhendab leida
selline funktsioon v = f(¢), mis sarnaselt rahuldab diferentsiaalvorrandit. Selliseid
funktsioone on lopmata palju. Osutub, et antud diferentsiaalvorrandit rahuldab
funktsioon i

v=Ce m! + %, (5.2)
kus C' on mistahes arv (integreerimiskonstant). Kontrollime lahendi 6igsust, leides
lahendist tuletise ja asendades vorrandisse eraldi vasakule ja paremale

poolele.
dv _k, k
a e (—a) ’

k k
V.p. m@ =m-Ce m'. (—E) =—Ce m,
dt m

L m k
pp. mg—kv=mg—~k (C’e_mt + %) = —Ce m'.
Parem pool ja vasak pool on vordsed, jérelikult avaldis (5.2) rahuldab vorrandit
(5.1). Milline neist funktsioonidest annab otsitava seose v ja t vahel?

Selle leidmiseks kasutame lisatingimust: keha allaviskamisel anti talle algkii-
rus vg. Siis funktsioon v vorrandis peab rahuldama algtingimust. Liikumise
alghetkel aeg t = 0 ja kiirus

v(0) = vy.
Asendame molemad suurused valemisse ja avaldame kujul C' Seega konstant
C on leitud ja soltuvus v ja t vahel avaldub kujul

m & m
= (- T b

5.2. DIFERENTSIAALVORRANDI MOISTE,
CAUCHY ULESANNE

Definitsioon 5.1

Differentsiaalvorrandiks nimetatakse vorrandit, milles on otsitavaks iihe

voi mitme muutuja funktsioon, vorrand seob otsitavat funktsiooni ja tema
tuletisi soltumatute muutujatega.




2. DIFERENTSIAALVORRANDI MOISTE, CAUCHY ULESANNE 155

Vastavalt soltumatute muutujate arvule liigitatakse diferentsiaalvorrandeid
harilikeks ja osatuletistega diferentsiaalvorranditeks.

Definitsioon 5.2

Harilikeks diferentsiaalvorranditeks nimetatakse diferentsiaalvorran-
deid, kus otsitav funktsioon on ithe muutuja funktsioon.

Niited harilike diferentsiaalvorrandite kohta:
2 8
y=2r—-1,y"+-y'+35y=0,
x x
kus otsitavaks on funktsioon y = f(z).

Harilikud diferentsiaalvorrandid on ka vorrandid kujul
dv dx
% + 3v = 7, E

kus otsitavaks funktsiooniks on vastavalt v = v(t) ja x = x(¢).

Definitsioon 5.3

Osatuletistega diferentsiaalvorranditeks nimetatakse diferentsiaalvor-
randeid, kus otsitavaks on mitme muutuja funktsioon ja vorrand sisaldab
osatuletisi.

Definitsioon 5.4

Diferentsiaalvorrandi jarguks nimetatakse vorrandis esinevate otsitava
funktsiooni tuletiste korgeimat jarku.

—x =4,

Esimest jarku hariliku diferentsiaalvorrandi iildkujuks on
F(z,y,y)=0.
n-jarku hariliku diferentsiaalvorrandi iildkujuks on
Flz,y,y,y",....y™)=0.

Funktsioon F esitab seose soltumatu muutuja x, otsitava funktsiooni y = y(z)
otsitava funktsiooni tuletiste vahel.

Definitsioon 5.5

Diferentsiaalvorrandi lahendiks nimetatakse sellist funktsiooni, mille
asetamine vorrandisse muudab vorrandi samasuseks soltumatu muutuja suh-
tes.
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Definitsioon 5.6

Diferentsiaalvorrandi integraalkoveraks nimetatakse diferentsiaalvor-
randi lahendile

y =y(z)

vastavalt joont ry-tasandil.

Naide 5.2. Olgu antud diferentsiaalvorrand

2 2 / 2
y — -y +—5y=0.
T T

Néaitame, et funktsioon
y = 2z + 2

on antud diferentsiaalvorrandi lahend. Selleks votame lahendist esimese ja teise
tuletise
y =242z, ' =2

ning asendame saadud tuletised koos lahendiga esialgsesse vorrandisse:
2 2 4 4
2—-=(2+22)+ (2 +2*)=2——-—4+-+2=0
x x x x
Kuna vorrandi paremal pool vordub niitid nulliga, millega vordub ka parem pool,

oleme naidanud, et toesti on tegemist vorrandi lahendiga.

Naide 5.3. Olgu antud diferentsiaalvorrand

y = 2x — 1.

Vorrandi lahendiks on
Yy = SC2 — T,

2

aga ka funktsioonid y = z* — x 4+ C, kus C' on suvaline konstant.

Definitsioon 5.7

Diferentsiaalvorrandi iildlahendiks ehk iildintegraaliks nimetatakse
diferentsiaalvorrandi lahendit, mis sisaldab suvalist konstanti C.

Vorrandi iildlahendis sisalduvate suvaliste konstantide arv on vordne vor-
randi jarguga.

n-jarku diferentsiaalvorrandi iildlahendiks on funktsioon, mis sisaldab n su-

valist konstanti
Yy = f(l’, Cl,Cg, ceey Cn)
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ilmutamata kujul F(x,y,Cy,Cy, ..., C,) = 0.

Niiteks diferentsiaalvorrandi 4/ = 22— 1 iildlahendiks on y = 2> —2+C. Nen-
de paraboolide haripunktid asuvad sirgel x = 1/2. Uldlahend esitab paraboolide
parve. Naiteks, kui

10

1 1 1 3 5
? x 27 y 4 2+ 4 ]
1 1 1 1 y
) x 27 ) 4 2+ 4 )
1 1 1 5
C=-l  w=g w=j 571771 NS4
-4 3 2 - Iy

Et leida selle parve hulgast niisugune, mis ldbib punkti A(1;2), tuleb méarata
konstant C":

Jérelikult punkti A(1;2) libib integraalkdver y = 2 — x + 2.

Definitsioon 5.8

Diferentsiaalvorrandi erilahendiks nimetatakse diferentsiaalvorrandi lahen-
dit, mis on saadud iildlahendist konstantidele arvuliste vaartuste andmisel.

Esimest jarku diferentsiaalvorrandi iildlahendist saame erilahendi, kui ra-
huldame algtingimuse y(zo) = vo, kus zg,yo on etteantud arvud. Kuna n-jarku
diferentsiaalvorrandi iildlahend sisaldab n suvalist konstanti, siis on konstantide
méaaramiseks vaja n algtingimust.

Definitsioon 5.9

Cauchy iilesandeks nimetatakse iilesannet, kus on vaja leida diferentsiaal-
vorrandit

F(‘:E7 y? y/7 y//7 st 7y(n) = 0)

lahend y, mis rahuldab algtingimusi

y(x0) = Y0,y (%0) = Y1, - -, 4" (20) = Yn_1-

Algtingimusi nimetatakse ka Cauchy tingimusteks. Algtingimusi voib esitada
ka teisiti. Esimest jarku hariliku diferentsiaalvorrandi Cauchy iilesanne on iilesan-
ne, kus on vaja leida diferentsiaalvorrandi y' = f(z,y) selline lahend, mis argu-
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mendi vaartusel x = xy omandab vaértuse y = yy ehk rahuldab algtingimust
y(x0) = yo-

Jargnevalt sonastame Cuachy iilesande jaoks lahendi olemasolu ja iihesuguse
teoreemi.

Cauchy teoreem. Olgu f(z,y) ja 0f(z,y)/0y méédratud ja pidevad muutujate
x,y piirkonnas D. Siis iga punkti (zg,y9) € D korral on Cauchy iilesandel

y/ - f(ZE, y)7 y(l’o) =%

parajasti iiks lahend y = y(x).




2. DIFERENTSIAALVORRANDI MOISTE, CAUCHY ULESANNE 159

Teoreemi toestus on diferentsiaalvorrandite opikus [6] 1k. 50-58.

5.2.1. CAUCHY ULESANDE LAHENDAMINE
ASTMERIDADE ABIL

Kui funktsioon f(z,y) on antud analiiiitiliselt muutujate z,y piirkonnas D,
siis iga punkti (xo,y0) € D korral on funktsioon arendatav astmeritta

mis koondub punkti (zg,yo) teatavas imbruses. Sellele funktsioonile vastava dife-
rentsiaalvorrandi y' = f(z,y) lahend on samuti arendatav astmeritta iga x¢ korral
médramispiirkonnast y(z)

y(@) = anle — o),

k=0

mis koondub punkti zq teatavas iimbruses. Rea kordajad c; avalduvad kujul

oy ()
R

Ch k=0,1,2, ... .

Naide 5.4. Olgu antud Cauchy iilesanne

y=2"+y"  y(0)=0.

Lahendame iilesande astmeridade abil. Vorrandi diferentseerimisel saame,
arvestades, et funktsioon y on soltuv argumendist z

y’:x2+y2, y"=2x+2yy’, y///:2_'_2(y/>2+2yy/’
yIV — 4y/y// + 2y/y// + ny/// — 6y/y// + Zyy///’
yV _ 6(y”)2 + Gy/y/// + 2y/y/// + nyl\/ — 6('3/”)2 + 8y/y/// + nyIV’
yVI — 12y//y/// + 8y//y/// + SylyIV + 2y/yIV + nyV — QOy//y/// + 1Oy/yIV + nyv’
yVH — 20(y///)2 + 30y//ylv + 12y/yv + nyVI‘

Siit arvutame

y(0) =0, y'(0) =0, y"(0) =0, y"(0) =2,
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y™(0) =0, y"(0) =0, y"1(0) =0, "1 (0) = 80.

Seega iilesande
y' =a*+y% y(0)=0
ldhislahendiks voib votta funktsiooni
25,8 . 145 1 5
y—ax +ﬁx—§x @x
5.3. ESIMEST JARKU HARILIKUD
DIFERENTSIAALVORRANDID

5.3.1. ERALDATUD JA ERALDUVATE
MUUTUJATEGA DIFERENTSIAALVORRANDID

Vaatleme diferentsiaalvorrandit kujul f(z)dz + g(y) dy = 0, kus dz ja dy on
vastavalt muutujate x ja y diferentsiaalid ja f(x) ja g(y) on antud funktsioonid.

Definitsioon 5.10. Eraldatud muutujatega diferentsiaalvorrandiks nime-
tatakse diferentsiaalvorrandit kujul

f(z)dz + g(y) dy = 0,
milles dzx kordaja f(z) soltub ainult muutujast x ja dy kordaja g(y) soltub ainult

muutujast y.

Uldlahendi saamiscks tuleb vorrand integreerida, leida méiramata integraa-
lid kordajatest f(x) ja g(y

)
/f(flf) dfc+/g(y) dy = C,
kus C' on suvaline konstant. Uldlahend avaldatakse kujul

y=F(z,0).

Kui vorrand on antud kujul 4 - g(y) + f(x) = 0, siis lahendamisel esimesena
asendame
_ by
Y= o
ja korrutame vorrandi 1abi diferentsiaaliga dx, edasi saame integreerida.
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Definitsioon 5.11. Eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandiks nime-
tatakse diferentsiaalvorrandit kujul

fi(@)g1(y)dx + fo(x)g2(y)dy = 0, (5.3)

kus funktsioondi fi(z), fa(z) on argumendi x funktsioonid ja ¢;(y), g2(y) argu-
mendi y funktsioonid

Diferentsiaalide dx ja dy kordajateks on niiiid selliste funktsioonide korruti-
sed, millest iiks tegur soltub ainult argumendist x ja teine tegur ainult argumendist
Y.

Eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandi lahendamiseks peame muutu-
jad eraldama. Muutujate eraldamiseks jagame vorrandi (5.3)) molemaid pooli jarg-
mise avaldisega (tuleb jagada ldbi nende funktsioonide korrutisega, mis sisaldavad
teist muutujat, kui diferentsiaal):

|2 91(y) - fa(z),

Vorrand saab siis kuju:

A el
L) T g™ =0

Integreerime vorrandit liikmeti, saame eralduvate muutujatega diferentsiaalvor-

randi ((5.3)) iildlahendi

fi(z) 9y ,
fa(x) ot / 91(y) =0

Naiide 5.5. Leida eraldatud muutujatega diferentsiaalvorrandi tildlahed (lahenda-
da diferentsiaalvorrand)
eVy’ = 2z + 1.

Koigepealt asendame tuletise diferentsiaalide jagatisega, siis korrutame la-
bi diferentsiaaliga dx. Uldlahendi saamiseks peame vorrandit integreerima. La-
henduskéik on jargmine: asendame tuletise diferentsiaalide jagatisega, korrutame
suurusega dx ja integreerime
y =2

dz’

d
v —op 4 1, |-dx
dz

e’dy = 2z + 1) dx.
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[ertn=[@osnan

e =2"+z+C. |ln

Selleks, et avaldada iildlahendis muutuja y, votame molemast vorrandi poolest
naturaallogaritmi, ning kuna Ine” = y, saame vorrandi iildlahendiks

y=In(2® + 2+ C).

Kontrollime vastuse oigsust, leides iildlahendist tuletise ja asendades esialgsesse
vorrandisse :

;o 2x +1

y_x2+m+C’7
vr _ dn(are) 20HL1 Cﬂzg 1
ey =e Prer0 W HTTO ekl

Naide 5.6. Leida jargmise eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandi tildla-
hend .
dz + 2y(2 + 2%)dy = 0.

1+ 4?2

Vorrandi lahendamiseks peame koigepealt muutujad eraldama. Antud vor-
randis on diferentsiaali dx kordajaks muutujat y sisaldav funktsioon kujul 1/(1+y?)
ja diferentsiaali dy kordajaks on muutujat z sisaldav funktsioon kujul (2 + z%).
Muutujate eraldamiseks peame vorrandit 1abi jagama molema funktsiooniga.

x 2 + x2
dr +2y(2 + 23)dy =0, |: =——
e (e ety <o, [ 3
L dr+2y(1+ )y = 0
2+ x2 ’

Niitid on tegemist eraldatud muutujatega diferentsiaalvorrandiga, mille lahenda-
miseks integreerime vorrandi molemat poolt

/ v d:z:+/2y(1+y2)dy:0,

2 + x2

Esimese integraali leiame jargmise muutujavahetusega:

mv. u=2+2% du=2zdr, 7u =xdr,

d
/—u+2/ydy+2/y3dy:C’,
2u
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1 2
gl2+2% 4y’ + 2yt =C |2

Saadud iildlahendis otsitav funktsioon y ei ole logaritmi argument, samas on vor-
randis kordajad 1/2, tildlahendi voime korrutada ldbi kordajaga 2. Kuna interg-
reerimiskonstant C' on suvaline konstant, siis asendame esialgse konstandi uuega,
mille tdhistame C}

|2 + 2| + 22 +y* =2C, O =2C,

In|2 + 22| + 2y%(1 + 3?) = 2.

Naide 5.7. Lahendada eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrand
yy' = ae"
algtingimusel
y(0) = —L.
Muutujate eraldamiseks kirjutame koigepealt e*1¥ korrutisena
"tV = e® . eV,
Edasi teisendame otsitava funktsiooni tuletise diferentsiaalide jagatiseks ja korru-

tame 1abi diferentsiaaliga dx:

d
y—y = ze"e?, |-dx

dx

muutujate eraldamisel paneme tahele,et vorrandi parem pool on dz kordajaks muu-
tuja y funktsioon e
ydy = ze®e’dx, |:e”

Edy =ux-e"dz,
ey

y-e Ydy =x-e"dx.

/y-eydy—/ac-exd:v—C.

Molemad integraalid integreerime ositi.

/y e Vdy = —e Yy + /ey dy = —e Yy —e Y,

/:L"e””dx:xex—/e’”d:c:xez—e"”,
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—e Yy —e ¥ —xe®+e"=C,
—e Y(y+1)—e"(z—1)=C.
Erilahendi saamiseks kasutame alatingumust, et iildlahendist avaldada C' vaartus.
y(0)=—-1: —e V(=141 -0-1)=C = C=1.
Erilahend on jargmine

—e Y(y+1)—e"(x—1)=1.

Naide 5.8. Leida jargmise diferentsiaalvorrandi
v =y +1

erilahend alatingimusel
y(0) =1

d
Y=yl =gt
dy

dy = (y* + Vdz, |:y*+1
dy
+1

y2
dy
/y2+1_/dxzc’

arctany — x = C,

= dx.

arctany = x + C.

Seega vorrandi iildlahend on
y = tan(x 4+ C).
Erilahendi saamiseks avaldame konstandi C' algtingimustest jargnevalt:

™

y(0)=1: arctanl—-0=C. C=

W

Saime vorrandi erilahendi .
y = tan (T + Z>
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5.3.1.1. ERALDUVATE MUUTUJATEGA
VORRANDID KEEMIAS*

Keemilise reaktsiooni voib kirja pana iildise valemiga kujul

aA+bB+...=pP+qQ + ...,
Kus suurtéhtedega A, B, ... on tahistatud keemilise reakstiooni lahteained
(reagente) ja paremal pool vordusmérki téahistavad tdhed P, @, ... keemilise reakt-

siooni kaigus tekkivaid produkte. Viikesed téhed a,b,... ja p,q,... tahistavad
vastava keemilise aine molekulide arvu. Seega tdhendab vorrand, et ldhteainet A
voetakse a molekuli ning lahteainet B voetakse b molekuli, keemilise reaktsiooni
tulemusena tekib p molekuli ainet P ning ¢ molekuli ainet (). Vaatame néiiteks
keemilist reaktsiooni

2H2 + OQ = 2H207

siin reageerib 2 molekuli vesinikku ja iiks molekul hapnikku ning reaktsiooni tule-
museks on kaks molekuli vett. Termodiinaamikas ja kineeetikas kirjutatakse tildine
keemiline reaktsioon kujul
0=> vpB,
B

kus voetakse summa iile koigi ainete. Nii ldhteainete kui ka saaduste jaoks on mo-
lekulide arvud méaératud kordajaga vg, kusjuures lahteainel ja saadusel on erinev
mark. Seega saame antud valemi kirjutada kujul

0=—-aA—-bB+pP+qQ+...=vsA+vpB+vpP+voQ +....
Keemilise reaktsiooni vesiniku ja hapniku jaoks voime kirjutada kujul
0 == —2H2 - 02 + QHQO

Keemilise reaktsiooni kiirus.

Olgu n 4o algne ainehulk aine A jaoks ajahetkel ¢ = 0 ning olgu n 4 ainehulk
ajahetkel t olgu reaktsiooniméar &, siis saame

nag = nao + vak.

Téahistame reaktsiooniméaéra muutumise kiirust aja jargi r:

S

T—dt.
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See kiirus on esitatav ka ainehulga muutusmise kiirusena iga aine jaoks, kui leiame
tuletise n4 avaldisest ja arvestame, et nyo ja v4 on konstandid:

dna _ dS
dt — dt
Seega saame avaldada:
po & Ldna
Cdt vy dt

Fiiiisikalises keemias kasutatakse ainehulga asemel reaktsiooni kiiruse aval-
damisel aine kontsentratsiooni, mis tahistatakse nurksulgudega: aine A kontsent-
ratsioon ruumala V' jaoks on esitatav:

4] = 5

Siis reaktsiooni kiiruse aine A kontsentratsiooni jaoks saame:

o id[A]

Vo owa dt

Uldise keemilise reaktsiooni jaoks voime kirjutada reaktsiooni kiiruse jargmiselt:

_ _1dlA] _ 1d[B] _ 1d[P] _ 1d[Q]

a dt b dt pdt g dt

Keemilise reaktsiooni kiiruse vesiniku ja hapniku néite jaoks saame kirjutada kujul

_ Ld[Hy]  d[Oy]  1d[HyO]
2 dt dt 2 dt

Keemilise reaktsiooni toimumise mehhanism on iildiselt keeruline, meie vaat-
leme ainult lihtsamaid reaktsioone, mille kiirus soltub ainult 1ahteainete kogustest,
sellise reaktsiooni kiirus on avaldatav jargmiselt:

v =k[A]*]b)" ...,

kus k on reaktsiooni kiiruskonstant ja suurused «, 3, ... defineerivad reaktsiooni
jargu. Konstant oz annab reaktsiooni jiargu vastavalt 1ahteaine A kogusele, konstant
[ annab reaktsiooni jargu vastavalt ldhteaine B kogusele jne. Summa o + 3 + . ..
annab kogu reaktsiooni jargu.

Naiteks kui reageerib iiks molekul lahteainet A, siis on tegemist esimest jarku
reaktsiooniga, kui reageerib kaks molekuli lahteainet A, siis on tegemist teist jarku
reaktsiooniga. Kui reaktsioonis osaleb kaks ldhteainet A+ B, mida molemat on iiks
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molekul, siis reaktsiooni jargu annab nende ainete molekulide summa ehk tegemist
on teist jarku reaktsiooniga. Esimest jarku keemilise reaktsiooni kiirus, kui
reageerib iiks molekul ldhteainet A:

dA]
Cdt

= k[A].

Lihtsuse mottes tahistame aine A kontsentratsiooni [A] ajahetkel ¢ muutujaga x,

d
d—f = —kx ST
1dzx
—— =k - dt
x dt ‘

d

& _kar.

T

Niiiid on tegu eraldatud muutujatega vorrandiga. Integreerides saame:
In|z| = =kt + C,
jarelikult
= Ce "
Leiame C' véartuse, olgu ajahetkel ¢ = 0 aine kontsentratsioon vordne konstandiga:
z(0) = o,
siis
zo = Ce %0 = (.

Siit saame, et
C = xo.

Seega saab aine A kontsentratsiooni arvutada igal ajahetkel kahaneva eksponent-

funktsiooni kaudu :
Tr = xoe_kt, [A] = [A]Oe_kt.

Teist jarku keemilise reaktsiooni kiirus, kui reageerib kaks molekuli 1dhteainet
A:

A
2 dt
ehk
du = —2kx?, : 22

dt
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1 dx
—— = -2k - (—=dt
o , (—dt)

Integreerides saame:

Leiame C' vaadrtuse algtingimusest: olgu ajahetkel t=0 aine kontsentratsioon vord-
ne konstandiga ehk x(0) = z, siis

1
—=0+C.
2o
Siit saame, et C' = 1/x ja
1 1
— =2kt 4 —.
X Zo

Seega saab aine A kontsentratsiooni arvutada igal ajahetkel jargmiselt:

o [A]O

T T 2kt 4] = 1+ 2kt[Al,’

Teist jarku keemilise reaktsiooni A4+B — saadused jaoks reaktsiooni kiirus avaldub:
dlA] _ _d[B]
a —dt

Olgu algtingimused l&dhteainete esialgsete kontsentratsioonide jaoks jargmised:

= k[A][B].

Seega ajahetkel ¢ on ainete kontsentratsioonid vastavalt
[Al=a—uz,[Bl=b—2x

ja vastav reaktsiooni kiirus on

dla—z) dz
Lahendus soltub algtingimustest. Vaatame koigepealt juhtu, kus a = b.
de N (a—x)?
pri k(a —x)*, o
d
L =kt
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Niiiid on tegu eraldatud muutujatega vorrandiga. Intergreerides saame:

1

a—Xx

=kt +C.

Leiame C' vaartuse algtingimusest, ajahetkel ¢ = 0 on aine A kontsentratsioon
a — x vordne [A]y = a, sest (0) =0

el
a

Seega,
1

a—x

1
=kt + .
a

Aine A kontsentratsiooni saame arvutada igal ajahetkel jargmiselt:

__a _ A
1+ akt’ [A]_1+k;t[A]0'

a—x

Vaatame niitid juhtu, kus a # b. Siis

dr (a—z)(b—1)
a—k(a—x)(b—x), ; pn

dx
(a —x)(b— 1)

Integreerimiseks peame lahutama murru osamurdude summaks

= kdt.

1 A N B A(b-=x)+ B(a— )
(a—2)b—2) a—2 b—2  (a—2)(b—x)
Leiame méaramata kordajad asendades x = b ja = a, siis
1 1
A= B =
b—a’ a—1>b
Saime
dx dx

= kdt.

(@—2)b-a)  @a_bo_2)
Integreerime molemat vorrandi poolt, saame

1
b—a

In(a —z) — In(b—xz)=kt+C,

a—>

1a(mb_x):kr+a

b— a—=x
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Algtingimusest 2(0) = 0, saame

- u(?).
Seega iildlahend on kujul
bia (mZii) :kt—irbialn (g)
b i a In <Z((2 : g) = kt, [Blo i Al In Gg]]z[[iD = kt.

5.3.2. HOMOGEENSED DIFERENTSIAALVORRANID

5.3.2.1. HOMOGEENSED FUNKTSIOONID

Olgu D mingi piirkond xy- tasandil, mis koos iga punktiga (x,y) € D sisaldab
ka kiire (tz,ty),t > 0.

Definitsioon 5.12. Piirkonnas D méédratud funktsiooni f(z,y) nimetatakse k-
astme homogeenseks funktsiooniks, kui iga (z,y) € D ja iga t > 0 korral
kehtib vordus

flte,ty) = t"f(z,y),

kus k on reaalarv ja t > 0.

Uldjuhul, n-muutuja funktsiooni korral, k-astme homogeenseks funktsiooniks
nimetatakse funktsiooni f(zq,xs,...,z,), kui kehtib vordus

ftxy, ta, ... tr,) = tkf(acl,xQ, ey X))

koikide x1, xs, ..., x, vadrtuste ja iga t vadrtuste korral.

Naide 5.9. Leida jargmiste homogeensete funktsioonide jaoks aste k.

a) f(z,y) = ax + by,
f(tz, ty) = atx + bty = t(ax + by) = tf(x,y).

Antud funktsioon on esimese astme homogeenne funktsioon ehk £ =1
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b) fla,y.2) = o +y* + 2,
[t ty,12) = (t2)” + () + (12 = (@ + 4 + 22) = (2,9, 2).

Tegemist on teise astme homogeense funktsiooniga ehk k = 2.

: T4y
) flz,y) = ryy
tr + ty t(x+y) _3
tr,ty) = = =1 .
Tegemist on (-3). astme homogeense funktsiooniga, k = —3.
Euleri teoreem. Kui funktsioon f(x1,xs,...,x,) on k-astme homogeenne

funktsioon, siis

xlf;“ -+ ng;m + ...+ Jlnf;n = kf(l‘l, X, ... ,Zl}n>.

Naide 5.10. Niidata Euleri teoreemi véite kehtivust jargmise homogeense funkt-
siooni jaoks
flx,y,2) = 2® + 4% + 2%

k=2 fl=ou, fl=2, f =2
afi+yfly+ 2f, =22 4 2y + 22° = 2f(z,y, 2).

Naide 5.11. Néidata Euleri teoreemi vaite kehtivust, kui

, T
f(:l’*y) = -
Y
tx
f(tl’,ty) - 5 = to_
ty Yy
0. jarku ehk k& = 0, siis saame
1 x
fa/c ) f/ = T o>
y 7y
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Naiide 5.12. Néidata Euleri teoreemi vaite kehtivust, kui

f(I'./y)::LA ;/47 k= -3

/ ot =yt — 4 (z +y) 7 ot =yt — 4y (x +y)

x (1;4 _ y4)2 ? Yy (14 _ y4)2 ’

of yf =Y Aty 2y A (ot y)
z Yy (SC4 _ y4)2 (SC4 _ y4)2
P —ayt —datety) -yt + P+ Ayt +y) | Bty —yh)
(zt —y*)? (zt —y*)?
= -3f(x,y, 2).

5.3.2.2. HOMOGEENSED
DIFERENTSIAALVORRANDID

Definitsioon 5.13. Homogeenseks esimest jiarku diferentsiaalvorrandiks
nimetatakse diferentsiaalvorrandit

/

Yy = f(l',y),

kui f(x,y) on 0-astme homogeenne funktsioon:
[tz ty) = f(z,y), t>0.

Homogeenne diferentsiaalvorrand on esitatav kujul

/-5(2)

kus f(y/z) soltub muutujate y ja = suhtest.

HOMOGEENSE DIFERENTSIAALVORRANDI LAHEN-
DAMINE ULDKUJUL

Homogeenne diferentsiaalvorrand taandub eralduvate muutujatega vor-
randiks, kui teha jargmine muutuja vahetus
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kus z = z(x) on argumendi x funktsioon.

Muutuja vahetusega peame leidma uue muutuja diferentsiaali, selleks leiame
avaldise y = zx tuletise argumendi z jargi

dy n dz
— =2+ xT—.
dx dx
Asendame saadud seose (77?), saame vorrandi uue muutuja z = z(z) kaudu jarg-
miselt: J
z
+o— = f(2).
el = f(2)

Saadud diferentsiaalvorrand on muutuja 2z suhtes eralduvate muutujatega vorrand,
lahendame saadud vorrandi tildkujul

2dz = (f(z) = 2)dz, |:a(f(z) - =)

d
f(z)—z x’
[r=-1%

d

Kui teostame integreerimise ja asendame otsitava z tagasi suhtega y/x, jouame
esialgse diferentsiaalvorrandi iildlahendini. Kuna iildlahendis on tegemist jagatise-
ga, siis valem ei kehti juhul kui

(2) —z=0ehk f(z) =z

Vaatleme seda juhtu eraldi

[ == (%) =2

T zZ

Tegemist on eralduvate muutujatega vorrandiga, esialgne vorrand saab kuju

dy _y

dr x

Y

dy="2dr, |:y
X
dy dx

Yy i

)
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[l
y ) oa’
In|y| =In|z|+InC.

Juhul kui koikides liikmetes esineb naturaallogaritm, on moistlik votta naturaallo-
garitm ka integreerimiskonstandist, sellega asendasime konstandi teise constandiga
InC, C' > 0. Jargnevalt saame kasutada naturaallogaritmi omadusi ja teisenda-
da summa korrutiseks voi jagatiseks. Edasi tuleks molemad vorrandi pooled tosta
arvu e astmeks (voib kirjutada kujul 1 e), et avaldada otsitav funktsioon y.

In|y| =1In|zC|,Te

eln|y\ _ eln|xC\7
y=Cu.

Naide 5.13. Leida homogeense diferentsiaalvorrandi iildlahend

)Y <y>2
y==—(=) .
Lahendamiseks kordame koiki samme, mida tegime lahendamise tildkujul, koige-
pealt teeme muutuja vahetuse ja arvutame diferentsiaali:

Y dy n dz
mv. = =z, =zr, —=z+4+1r—.
T y dx dx
Asendame vorrandisse:
dz 9
z2+r—=2—2".

dx
Oleme saanud eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandi, mille lahendamiseks
korrutame vorrandit koigepealt suurusega dzx:

zdr +vdz = (2 — 2°) du,

Eraldame muutujad ja integreerime

zdz= (2 — 2> —2)dx, |:22

dz dx
— +

22 T

d d
ENES
z i
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1
——+Injz|=IC, |-(-1)
z
=In|z|+InC.
Lopuks asendame tagasi muutuja vahetuse avaldise kaudu

= In|zC|.

Saime vorrandi tildlahendi: .

In|zC|

y:

Homogeenseks diferentsiaalvorrandiks taandub vorrand kujul

P(x,y)dr + Q(x,y) dy =0,

kus P(z,y),Q(x,y) on iihe ja sama astme homogeensed funktsioonid. Selleks tu-
leks vorrandit 1abi jagada argumendi z sellise astmega 2, mis on vordne vorrandis
oleva argumendi y korgeima astmega.

Naide 5.14. Leida diferentsiaalvorrandi
(y? — 2*) dx — 2zydy = 0
erilahend, mis rahuldab algtingimust

y(l) = 2.

(y* — 2 dx — 2xydy =0, : 2 dx

2 2 2
y*—x y dy y y dy
x? x dx T2 x dx
Y dy n dz
mv. = =z =2 — =z+4—
x Y ’ dx dx’
dz
z—1—2z(z—l—x—):0, |- dx
dz
(—2* = 1)dor —2z2dz =0, |: —(*+1)z
dx

Xz

"

( = 0.
/ /z2+1dz ¢,
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mvu=z+1, du=2zdz
1n]:1;\+ln|2’2+1‘:ln0,
ln‘ 22+1|=1n0 Te

z(z*+1)=C,
x ( Q > C,
x
2
(Q _¢_ |2
x x
Vorrandi iildlahend on kujul
y* = Co — 22,

Erialhendi leidmiseks asendame iildlahendisse algtingimuse:
y(l)=2: 22=C-1,

C =5.

Vorrandi erilahend on kujul
y* = 5x — a°.

5.3.3. DIFERENTSIAALVORRAND, MIS SISALDAB
MURDLINEAARSET AVALDIST

Diferentsiaalvorrand, mis sisaldab murdlineaarset avaldist, on kujul

f_p (alx—l—aQy—l—ag)
J b1x+b2y+b3 ’

Kui a3 = b3 = 0, siis tegemist on homogeense diferentsiaalvorrandiga. Vorrandit,

y' = g(x,y)

kus g(z,y) on kas murdlineaarne avaldis x ja y suhtes voi sellef funktsioon

o(oy) = F (CL1$U+CL2y+CL3)

bll' + bgy + b3

saab taandada homogeenseks vorrandiks (voi eralduvate muutujatega vorrandiks)
muutuja vahetusega, mis oleneb determinandni D véértusest, determinandi moo-
dustame z ja y kordajatest murru lugejas ja nimetajas
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a1 a27é0, mv. z=X+u y=Y +uv,
by b9

e 0, m.yv. z=aZ+ ay.

by b9

Kui D # 0, muutuja vahetuses sisalduvad konstandid u ja v tuleb méirata
nii, et muutujale X ja Y {ile minnes on vabaliikmed saadavas mirdlineaarses aval-
dises vordsed nulliga. Selleks lahendame lineaarse vorrandisiisteemi tundmatute
konstantide u ja v suhtes:

a1+ asv 4+ ag = 0,
b1U+b2U+b3 = 0.

Funktsiooni F' argument peale muutuja vahetust on kujul

alX + CLQY
b X +bY

Kui D = 0, siis ei saa u ja v iheselt maarata ja seetottu kasutame muutuja vahetust
2z = a1x + agy. Peale muutuja vahetust saame eralduvate muutujatega vorrandi.

Naiide 5.15. Leida diferentsiaalvorrandi erilahendi, mis rahuldab tingimust y(0) =
—2
dy 2rx—y-+1

dr  —2rx+y+2

2 1
D_‘—Z 1 =0,
dz dy
= 2 — . =9y, Z=92--"2,
m.v. 2 T—vy, =z Y, 7 0
dz z+1
2——=—
dx —z+ 2
dz_ r+1
dx —z+ 2
dz_—2x—i—4—z—1
dv —z+2 ’
dz —3z+3
i o d
dx 2—z |- dz
—3z+3 —-3z+3
dz = d :
: 2. | 2—z
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/%dz:/dx.

Integreerimiseks jagame arvu 2 liidetavaks, mis voimaldab murru esitada kahe

MUITu SUmMmana; 5 .
/_—ZJr dz = / dz,
3(1—2)

1 [1—2z 1 dz
5/1—zdz+§/1—z_/d$’
1 1
§Z—§1H|1—Z|:IL’+C, |- 3

z—In|l -z =3z +C.

Minnes tagasi endisele muutujale, kui z = 2z — y, saame iildlahendi kujul
20 —y—In|l -2z +y| =32+ C.
Erilahendi saamiseks asendame algtingimuse iildlahendisse:
y(0)=-2:2-042—-In|1-2-0-2[=3-0+C,

C=2-In|l-2x+y|=3z+2,
—x—y—1In|l—-2x+y|—2=0,

r+y+In|l—2z+y|+2=0.

Naide 5.16. Lahendada diferentsiaalvorrand
/ r—1Yy
- 7
Y rT+y—3
Viime vorrandi paremal pool oleva murru iihisele nimetajale, saame
, T—yt+xr+y—3  2x-—3
N r+y—3 S rty-—3

Teeme muutuja vahetuse vastavalt determinandi viaartusele

2 0
oot oz s
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mv.r=X+u y=Y+4+wv, dr=dX, dy=dY,

Vi — 20 —2u —3
X+ut+Y +ov-3
2u—3=0, 3 3
>u=—, v=3—u=_.
u+v—3=0, 2 2

Saadud vorrand on homogeenne diferentsiaalvorrand kujul:

day 22X 22X
dX  X+Y X(1+%)

Lahendame homogeense vorrandi

V"X TP ax T axe
dz 2
x& __ 2 dX
X T T
2dX + Xdz = dX,
+ z

Xdz-( 2 —z)dX,
1+ =2

2 _ 2 _
Xdz:_(LM)dX, |:X<w)

1+ 2 1+ 2

—1+Z dz:—%

224 2—2 X’
/—1+Z dz = — g

22+2—2 X

Vorrandi vasaku poole integreerimiseks peame nimetaja lahutama teguriteks ning
murru lahutama osamurdude summaks

P2tz —2=(24+2)(z—),

/ 1+2 I A p +/ B
- — —az -
224 z2—2 z2+2 z—1
l+z=A(z—-1)+ B(z+2),
il 52
3 3

1/ dz +2/ dz B dX
3] 242 3 2—1 X’
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1 2
§1n|z—|—2]+§ln|z—1|:—1n|X|—|—1nC’, |-3
Injz+2|+2njz—1]=-3n|X|+InC,

In|(z+2)(z—1)* =In % , | Te
(-+2) (= =1 = 15

Asendades muutuja vahetuse avaldise tagasi, saame

() -

X3’

Y+2X)\ (Y -X\* C
X X XY
C

X3

(Y +2X)(Y =X C

X3
(Y +2X)(Y - X)*=C,

Lopuks asendame esialgse muutuja vahetuse avaldise:

3 3
x —1—2, Y —1—2

(3l 3 e

Diferentsiaalvorrandi tildlahend on kujul

9
<y+2f1:— 2) (y —x)* = C.

5.3.4. LINEAARSED DIFERENTSIAALVORRANDID

Definitsioon 5.14

Lineaarseks esimest jiarku diferentsiaalvorrandiks nimetatakse vor-
randit, mis on lineaarne otsitava funktsiooni ¥ ja selle tuletise ¢’ suhtes.

Lineaarses diferentsiaalvorrandis on nii otsitav funktsioon kui ka otsitava
funktsiooni tuletis esimeses astmes.
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Hariliku esimest jarku lineaarse diferentsiaalvorrandi iildkuju on

Po(x)y' + Pi(2)y = Q(z),
kus Py(z), Pi(x) ja Q(z) on antud funktsioonid ja y = y(x) on otsitav.

Olgu vorrandi Py(z)y + Pi(z)y = Q(x) kordajad Py(x), Pi(z) ja Q(x) pi-
devad funktsioonid vahemikus (a,b), kusjuures Py(z) # 0 koigi = € (a,b)
korral.
Olgu zg € (a,b) ja yo € (—00, 00) mingid etteantud arvud.
Siis on vorrandil

B(z)y' + Pi(z)y = Q(x),

olemas parajasti liks lahend

y =y(z),

mis rahuldab tingimust
y(xo) = o

Kui kordaja Py(z) erineb nullist, saab vorrandi sellega 14bi jagada, tulemuseks

on lineaarne esimest jarku diferentsiaalvorrand kujul
d
=+ Pla)y = Q(a), (5.4)

kus P(z), Q(z) on funktsioonid, mis soltuvad muutujast x.
Funktsiooni @)(x) nimetatakse vorrandi vabaliikmeks.

Kui Q(z) = 0, siis nimetatakse vorrandit lineaarseks homogeenseks
diferentsiaalvorrandiks. Siin omab sona ,homogeenne“ teistsugust tdhendust
(vorrelda voib homogeensete ja mittehomogeensete lineaarvorrandisiisteemidega).
Vorrandi lahendamiseks vaatame kolme erinevat meetodit.

1. Integreeruvusteguriga korrutamise meetod.

Vaatame funktsiooni
= ep(w)7

kus funktsioon p(z) on funktsiooni P(z) mingi algfunktsioon: p'(x) = P(x). Funkt-
siooni p = ¢”® nimetatakse lineaarse diferentsiaalvorrandi 1} integreeruvus-
teguriks.

Korrutame vorrandit 1' funktsiooniga p = e”®), saame vorrandi kujul
y'eP@ 4 P(2)yeP® = Q(x)eP®,
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Vorrandi vasak pool on korrutise yeP™® tuletis, seega saame kirjutada vorrandi
kujul

A p@) p()
o (yep )—Q(:v)e )

Integreerides saame
yeP®) — / Q(x)e!@dz 4 C.

Otsitava funktsiooni y avaldamiseks korrutame vorrandi molemat poolt suurusega

e @ saame
y = e @ (/ Q(x)eP D dx + C) )

ehk
y = e—f P(x)dx (/ Q(x)ef P(w)dmdm + C) .

Oleme saanud valemi lineaarse diferentsiaalvorrandi lahendamiseks, iildlahendi sa-
mal kujul saame ka kasutades muutuja vahetusega voi konstantide varieerimise
meetodiga lahendust.

2. Muutuja vahetusega lahendus.

Otsitav funktsioon on kahe esialgu tundmatu funktsiooni u(x) ja v(x) kor-
rutis:
y=w, u=u(z),v=0(r
Meie eesmérgiks on leida nende kahe funktsiooni avaldised. Selleks koigepealt

leiame korrutise tuletise valemi abil

d d d
dy _ du  dv

Asendame vorrandisse (5.5) ja toome muutuja v sulgude ette:

Funktsioonide u ja v kohta pole midagi eeldatud.

Nouame, et sulgudes olev avaldis vorduks nulliga, siis saame kahest vorrandist
koosneva siisteemi:

du

. + P(z)u =0, (5.6)
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u;l—; = q(x). (5.7)

Vorrand (5.6) on eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrand w = u(x) suhtes.
Eraldame muutujad ja integreerime, saame

du

o= —P(z)dz, Inlu|= —/ P(x)dz,

u=¢ ) P@de (5.8)
Asendame saadud u avaldise vorrandisse ([5.7)), saame
I PO — Q). T = Qajel T,
dx
v = / Q(z)el P@dzqy 4 .

Me otsime lahendit kujul v = u - v, seega lineaarse diferentsiaalvorrandi

Y + Plx)y = Qx)

lahend on kujul

y = e J Pl (/ Q(x)ef Pla)de gy 4 C’) :

Vorrandi praktilisel lahendamisel voib korrata iga kord seda mottekiiku, sa-
muti on voimalik vorrandi lahendamisel asendada lahendivalemisse konkreetsed
funktsioonid P(z) ja Q(x) ja leida lahend valemi jérgi.

3. Konstandi varieerimise meetod (Lagrange’i meetod).

Konstandi varieerimise meetodil lahendus taandub samuti kahe eralduvate
muutujatega diferentsiaalvorrandi lahendamisele. Koigepealt lahendame vastava
homogeense vorrandi

dy
—~ 4+ P = 0.
5, T P@)y
See on eralduvate muutujatega vorrand
d
Y —P(x)dx,
Y
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y e
1n‘5’ = / P(z)dz,
% _ eff P(:):)clac7
yp = Ce™ I Pl@)dz, (5.9)

Lineaarse mittehomogeense diferentsiaalvorrandi (5.4) lahendit otsime kujul (5.9)),
kus konstanti C loeme otsitavaks argumendi = funktsiooniks. Seega

y = C(x)e I P01,

Leiame tuletise otsitavast funktsioonist arvestades, et C'(z) on tundmatu funkt-
sioon, mis soltub argumendist x:
dy dC(z)
dr dx

e—f P(z)dz + C(ZL‘)G_I P(z)dz (-P(l‘)) )

Asendame y ja dy/dzr mittehomogeensesse diferentsiaalvorrandisse, saame

dC(x)

2 e_f P(z)dz i C(l’)e_f P(z)dz (—P(ZE)) + P(IE)C(ZE)e_f P(z)dz _ Q(ZL‘),
dC(z) [ P(z)dx
I = Q([ﬁ)e )

Clz) = / Qz)el P@dzqy 4 .

Asendame saadud C(z) avaldise lahendisse (5.9), saame

Y= (/ Q(a:)ef P()dz g, | C) o= [ P@)ds

Saime lineaarse vorrandi tildlahendi jaoks sama valemi.
Naide 5.17. Lahendada lineaarne diferentsiaalvorrand
Y +y=ux.
1) Lahendame koigepealt vorrandi integreeruvusteguriga korrutades.
Kuna antud vorrandis P(z) = 1 ja Q(x) = =, siis integreeruvustegur e”@ on

eP(x) _ ef P(z)dx _ ef lde _ o

Y

Siis korrutame vorrandi vasakut ja paremat poolt funktsiooniga e”, saame

ey + e’y = e,
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kuna ey’ + ey = (e"y)’, saame vorrandi kujul

—e"y = ze”,

dx

integreerimisel saame
fy=e"(z—-1)+C

ehk
y=xz—14+Ce™

2) Konstandi varieerimise meetodil jaguneb lahendus kaheks osaks:

2.1) vastav lineaarne homogeenne vorrand on kujul ¢ + y = 0, mille
lahendamisel saame

In|y| +2=InC,

In

Yo
C ?

xT

=e* y,=Ce".

Q=

2.2) erilahendit otsime kujul
yp = C(x)e ™.
Asendades v, esialgsesse vorrandisse ¢y’ + y = x, saame
y, = C'(z)e™™ — C(x)e™™,
C'(z)e™ — C(x)e™ + C(x)e ™ =z,
C'(r)e ™™ =z,
C'(z) = xe”,
C(z) = / re®dr = e (x — 1)+ C4
y=(E€"(x—-1)+Cle*=a—1+Ce "

Lahendamiseks voib ka kohe funktsioonid asendada lahendivalemisse. Seega

</ Q(x>eP(x)drdx+O> e—fP(m)dm _ </ xef dwd{t—}-O) e_fdﬂﬂ _

=(/I¥M+fﬁe“:@%m—n+owﬂ:x_1+cae

Y
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Naide 5.18. Lahendada lineaarne diferentsiaalvorrand

2,.
' ! y=axVr+1.

21

Lahendame vorrandi muutuja vahetusega:

B dy du+ dv
Y=Y TV T Y

Asendame vorrandisse, saame

d d 2
b2 u—U——xuv:xv.r2+1,
dx de 22 +1
du 2x dv
B —— = +1
U(daz r? 41 u>+udx VS
du 2x
°r -0
dx :E2+1u ’
du 2x
i d
U .7:2—|—1$’
Infu| =In|z* + 1],
u=z>+1.
d
(2% + 1)d—v =ava?+ 1,
x
v+ 1
dv = ———du,
2 +1
dv:Ldm,
2 +1

v=VvVzZ+1+C.

Lahendiks on u ja v korrutis, seega y = uv = (2 + 1)(vVa2 + 1+ C).
Markus. Moned diferentseiaalvorrandid kujul
M(z,y)dx + N(z,y)dy = 0,

mis on mittelineaarsed iithe muutuja suhtes, voivad osutuda lineaarseks teise muu-
tuja suhtes. Siis voib vaadelda naiteks soltumatu muutuja osas suurust y, siis
dy # 0 ning jagades vorrandit suurusega dy, jouame lineaarse vorrandini, kus
otsitavaks on funktsioon = = z(y).

Naide 5.19. Lahendada lineaarne diferentsiaalvorrand

dr — (x cos (y) + 2sin (2y))dy = 0
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Jagame vorrandit suurusega dy, saame lineaarse vorrandi kujul

— — (cos (y))x = sin (2y).
Lahendamiseks asendame funktsioonid lahendivalemisse. Selles iilesandes

P(y) = —cos(y), Q(y)=sin(2y),

seega

T = (/ Q(y) et Py gy C) e~ Py)dy
— (/ sin <2y) . ef — cos (y)dydy + C) eff —cos (y)dy _

= (/ sin (2y) - e~ Wdy 4 C’) esin @),
Leiame integraali
/ sin (2y) - e~ Way.
Selleks teeme muutuja vahetuse
=sin(y), dt = cos(y)dy.

Kuna sin (2y) = 2sin (y) cos (y), saame peale muutuja vahetust ja ositi integreeri-
mist

/ sin (2y) - e Wdy = 2/ t-etdt =2(—te”") + 2/ e ldt = —2te™" — 27" =
= —2sin (Y)e W _ 2750 W) 4 ¢
kus C; on suvaline konstant, mille votame C; = 0, sest lahendivalemis on kons-

tant C' juba olemas. Asendame saadud tulemuse lahendivalemisse, saame vorrandi
lahendiks jargmise avaldise

z = (=2sin (y)e W — 2675 4 O) W = Cesm W) —2(1 +sin (y)).
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5.3.4.0. LINEAARSED DIFERENTSIAALVORRANDID
KEEMIAS*

Enamus keemilisi reaktsioone toimuvad mitmes elementaarses jéargus ja nen-
de kirjeldus protsessi kiiruse kohta holmab esimmest jarku diferentsiaalvorrandit.
Esimest jarku protsess on kirjeldatav jargmise skeemiga:

ko

A—n1 B
Aine A koosneb alghetkel (t = 0) a molekulist ehk

> C'

[Alo =a
ja tema konsentratsioon ajahetkel £ on a — x ehk
[Al =a—z.

Aine B tekib ainest A keemilise rektsiooni kiigus ja tema molekulide arv alghetkel
on 0:
[B]O — O

ja ajahetkel ¢ on molekulide arv y ehk

[B] = y.

Aine C tekib ainest B keemilise reaktsiooni kdigus ja tema molekulide arv alghetkel

on 0:
[Clo=0

ja ajahetkel ¢t on x — y:
C] =2 —y.

Sellist protsessi saab modelleerida kahe esimest jarku diferentsiaalvorrandiga, mil-
lest esimene on eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrand ja teine on lineaarne.

dlA] dla—z)
7-—&[14], T—_kl(a_x)a
d[B] dy _

ks k1[A] — ko B, i ki(a —x) — kay.

Lahendades esimese vorrandi siisteemist, saame

a—x= ae’klt,



seejarel asendame saadud suuruse teise vorrandisse, saame muutuja y suhtes li-
neaarse vorrandi:

d
d_iz + koy = klaefklt, (510)

Lahendame selle vorrandi konstandi varieerimise meetodil. Lahendamiseks peame
eemaldama, et k; # ky. Koigepealt lahendame vorrandile ((5.10) vastava homo-
geense diferentsiaalvorrandi

dy dt

Lt hgy = Sl 11
dt + 2Y 0, Y (5 )
d

W .

y

Integreerides saame
In|y| = —kot + C4.
Homogeense diferentsiaalvorrandi ([5.11f) iildlahendiks on sellisel juhul
y = Cre—kot. (5.12)
Otsime niiiid esialgse diferentsiaalvorrandi lahendit kujul
y = Co(t)e ™,

asendame konstandi C} uue otsitava funktsiooniga muutujast ¢. See lahend peab
rahuldama ka diferentsiaalvorrandit (5.10]). Asendame lahendi vorrandisse ({5.10))

ja teeme jargmised teisendused
d(Co(t)e ™)
dt
d(Cy(t
me_’”t — k’ng(t)e_kzt + kgCg(t)e_kzt = klae_klt,

+ kngg(t)e_th = kae M,

dt
e J—
dt
d t
(C;t( )) — klae(kg—kl)t
Integreerides Saalme
Colt) = 1 _elkaialt 1 ¢
ko — k1 ’



kus C5 on integreerimiskonstant.

Asendame saadud Cs(t) vorrandisse (.12, saame diferentsiaalvorrandi (5.10))
lahendi kujul

k
y = ary e(kg—kl)t + 03 e—k'Qt. (513)
ko — K
Leiame C3 védrtuse kasutades algtingimust y(0) = 0, saame
ak1
C3=— .
A P
Asendame saadud konstandi C5 véértuse vorrandisse (5.13)) ja saame lahendiks
_ akl —kqt —kot
s (e e 2.

Lahendist on ndha, miks pidime eeldama, et ky # ko. Kui k; = ko, saame lahendiks
y = [A]okite ™. Saime ainete A, B ja C' konsentratsioonid ajahetkel ¢

[A] = [Aloe™™",
Alok
[A]Oklte_klt, kl - k2’

(€] = [A]o—[A] - [B]

5.3.5. BERNOULLI DIFERENTSIAALVORRAND

Definitsioon 5.15

Bernoulli diferentsiaalvorrandiks nimetakse vorrandit kujul

W | by = Q)" (5.14)

dx
kus P ja @) on teadaolevad argumendi x funktsioonid, mis on pidevad vahe-
mikus (¢, d) ning a on mingi reaalarv. Eeldame, et a # 0 ja a # 1 (sest siis
on tegemist lineaarse vorrandiga).

Bernoulli vorrand on teisendatav lineaarseks vorrandiks muutuja vahetusega

l—a

=Y

seejuures eeldame, et y # 0.
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Enne muutuja vahetust korrutame vorrandit (5.14)) suurusega y ¢

dy ca
a? + P(z)y' ™ = Q(x)

ja seejarel teeme muutuja vahetuse:

_dy dy _ dz 1
— (1 — a a __

dx’ dmy T dr 1—a

Asendame vorrandisse uue muutuja ja diferentsiaali:

dz 1
Tt P)2= Q)
Z_; +(1-a)P(2)z = (1-a)Q(z)

Saime uue muutuja z suhtes lineaarse vorrandi. Kui a > 0, siis on vorrandi lahen-
diks ka y = 0.

Naide 5.20. Lahendada Bernoulli diferentsiaalvorrand
Y = 2xy = 2%y,

Vérrandis @ = 2. Lahendamiseks kdigepealt jagame vorrandit suurusega 32, saame

/
% _ = 22°
Y Yy
m.v. z:yl_zzl, @:—i@
Y dx y? dx
—2' — 2xz = 223,
2 4 2wz = —22°.

Saime lineaarse diferentsiaalvorrandi, mille iildlahendiks on

Z = (/Q(l‘) . efP(:C)dxdl. + C) . effP(x)dx'

z = (/(—2m3) e dr + C’) e = <—$26$2 +e" + C’) e =1—224Ce™
B 1
1 — a2+ Ce .

Y

Lisaks sellele rahuldab vorrandit konstantne funktsioon y = 0, mida ei ole voimalik
saada {ildlahendist konstandi C' mitte iihelgi konkreetsel vaartusel.
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Naide 5.21. Lahendada Bernoulli diferentsiaalvorrand
2 (x — 1)y —y* — 2(xr —2)y = 0.

Jagame vorrandit suurusega z?(z — 1)y”

y  z(x-2) 1
v oya(r—1) a2z - 1)
5 1 dz 1 dy
a= z= - = —
’ Y Y’ dr  y?dx
o r—2 1

:v—2 B
w(z—1) =z x—l
—(x—2)=A(z—-1) +Ba: A=— B=1
-2 1
/ * da:—/—dx—I—/ dm——21n|a:|+ln|m—1| ’ ,
r(r —1 x?
121 xr —
M = =
1 r—1 z? 1 z?
= . de+C') - =|-—=+C]|-
© (/xQ(x—l) 2z & r—1 < 38 ) r—1

YT1vC@ -1y
Niide 5.22. Lahendada vorrand 3zdx — (2 +y + 1)dy = 0.

Jagame vorrandit koigepealt suurusega dy, saame vorrandi

od
3w ﬁ—x —y—1=0,

Jagame vorrandit suurusega 3z%, saame
de. 1  y+1 _

o Cp=21"p2

dy 3 3

Tegemist on Bernoulli vorrandiga, kus x = x(y) on otsitav funktsioon ja a =
Lineaarse vorrandi saamiseks teeme muutuja vahetuse

—2.

z =702 =43
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Z—; = SxQZ—z.
Lineaarne vorrand on kujul
2 —z=y+1
Lineaarse vorrandi lahendiks saame funktsiooni
z=C0e"—y—2,
Asendame muutuja z avaldisega 2, saame iilesande lahendiks funktsiooni

x:(Cey—y—Q)%

5.3.6. EKSAKTNE DIFERENTSIAALVORRAND

Definitsioon 5.16

Diferentsiaalvorrandit kujul M (z,y)dz + N(x,y)dy = 0 nimetatakse ek-
saktseks ehk tiisdiferentsiaaliga vorrandiks, kui leidub kahe muutuja
funktsioon w(z,y), nii et vorrandi vasak pool on vordne selle funktsiooni
tédisdiferentsiaaliga:

M(z,y)dx + N(z,y)dy = du = —dz + —dy. (5.15)

Eksaktsuse tingimus

Kui teadaolevad funktsioonid M ja N ning nende osatuletised OM /0y ja
ON/0x on pidevad muutujate x,y mingis piirkonnas D, siis vorrandi ek-
saktsuseks piirkonnas D on tarvilik ja piisav, et iga (z,y) € D korral
kehtib vordus

OM _ ON
oy Oz’

Eksaktse vorrandi voib kirjutada ka kujul
du(z,y) =0,
Vorrandi tildlahend on kujul

u(z,y) = C.
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Saadud vordus maérab eksaktse vorrandi tildlahendi muutujate z, y piirkon-

nas, milles M?(x,y)dz + N*(z,y)dy # 0. Eksaktse vorrandi mistahes lahend on
saadav tildlahendist konstandi C' mingil konkreetsel vddrtusel (konstant C' saab
omada ainult niisuguseid vé#rtusi, mis kuuluvad funktsiooni u(z, y) vaartuste piir-
konda). Funktsiooni u(x,y) leidmiseks on mitmeid meetodeid. Vaatleme ldhemalt
neist kahte.

1)

Léhtume vordusest (5.15)) ja leiame funktsiooni w(z,y) jargmise vorrandisiis-
teemi abil:

Y= M(zy),
%x

m—N@w

Koigepealt integreerime esimese vorduse molemaid pooli muutuja z jargi, kus-
juures loeme muutuja y konstantseks.

u(z,y) = /M(x,y)dx + Cly), (5.16)

kus C'(y) on suvaline funktsioon muutujast y. Valime C(y) nii, et oleks tdidetud
ka teine pool seosest:

ou

N .
3y (z,v)

Selleks diferentseerime vorduse molemal poolel olevat avaldist muutuja
y jargi ja vordsustame tulemuse funktsiooniga N(z,y). Saadavast vorrandist
leiame C'(y), mille asendame vordusse , saame otsitava funktsiooni u(x, )
avaldise, millest vorrandi iildlahendi kirjutame kujul u(x,y) = C.

Lahtume valemist

x Yy
u@m:/M@mw+/me@
Zo Yo

voOl valemist

x Yy
ul(z,y) = / M(z, yo)dr + / Nz, y)dy
o Yo

Arvud z ja yo voib valida vabalt, kui nii, et punkt (zq,yo) kuuluks muutujate z,y
piirkoda, milles funktsioonid M, N,OM /0y ja ON/Ox on pidevad.
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Niide 5.23. Lahendada vorrand (2° + 23?) dv (x*y + v*) dy = 0.

~~
M N

Antud vorrand on eksaktne, sest

oM 0 ON 0
+ ) + = 2uy.
8y ay(x Ty ) 1Y, or  or (53 yry ) 1Y

Jarelikult
(2 + 2y?)da + (2*y + y°)dy = du(z,y).
Uheagselt peavad kehtima vordused

ou ou 9 3
p = 2 + xy’ oy VY
loeme y parameetriks ja integreerime x jargi
; , 2t 2%
u(z,y) /M dx—irC(y):/(:r +a:y)dx+C’(y):Z+T+C(y),

+C(y)) = 2%y + 1°, 2%y + C'(y) = 2%y + ¢,

3y 4
Y
C'ly)=y’, Cly)=-"1+C, Ci=0.
o s
u(z,y) = L4
’ 4 2 4’
Vorrandi iildlahend on kujul u(z,y) = C ehk
ot ozt
Tt t7=C

Niide 5.24. Lahendada vorrand (x + 2y) dy (y + 32%) dv = 0. Kontrollime
—_—— N———

N M
eksaktsuse tingimust:
oM 0 ON
3 1 —_— == 2y) =1
oy o e i )

Vorrandi lahed avaldub kujul
o) = [l 20)dy + C@) = yo+ 7 + (o).

%(ym—i—yQ—i-C(x)) =y + 327, y+ C'(x) =y + 327, C’(x):xs,
u(z,y) = yr +y* + 2’
Uldlahendiks on

yr +y* +2° =C.
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5.4. NUMBRILISED MEETODID

Analiititiline lahendus on alati parem kui numbriline, sest analiiiitilist la-
hendit saame kasutada mistahes soltumatu muutuja numbriliste vaartuste korral,
numbriline lahend arvutatakse konkreetsete muutuja viartuste korral.

5.4.1. EULERI MEETOD

Olgu funktsioon f(x,y) pidev muutujate x,y piirkonnas D ning arvud xz
ja yo olgu sellised, et (zg,y0) € D. Vaatleme esimest jarku diferentsiaalvorrandit
kujul

Y= ) (517)
mis rahuldab algtingimust y(x¢) = yo, otsitavaks funktsiooniks on y = y(x). Taha-
me teada funktsiooni vadrtust punktis z = b, seega votame 16igu [zo, b ja jaotame

n vordseks osaks
X0, L1, T, ..., Tp =0, xog< a1 <Tg<...<XTp.

Tahistame vahed

L1 —T9g=Tg—T] = ...=Xp — Tpn_1 = Az = h.

h:b—l’o

n
Olgu mingi funktsioon y = ¢(x) vorrandi (5.17) mingi ligikaudne lahend ja
Yo = ¢($0), Y1 = 925(1'1), sy Yn = Qb(l'n)

Tahistame

Ayo=y1 =Y, Avyi=v—y, -y AYp1=Yn—Yn1

Asendame vorrandi ([5.17)) tuletise igas punktis xg, z1, x9, . . . , x,, funktsiooni muudu
ja argumendi muudu jagatisega

A
T = f@y),  Ay=flay)Ar
Kui x = z¢ ja y = yo, siis
A
A_yl(') = (ZL’O;?JO);

AyO = f(I07y0)Am7
y1 — Yo = f(xo, yo)h,
11 = Yo + f(xo,y0)h
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Teada on yg, xp, h. Kui x = z1 ja y = y,, siis

A
A_Zil = f(x17y1)7

Ay, = f(iUl, ?Jl)AfE,
Y2 — W = f(llfl, yl)h7
Yo =y1 + (a1, 11)h

Teada on yq, x1, h. Analoogiliselt leiame

ys =Yy + f(xo,92)h, oo, Yn = Yn-1+ [(@n_1,Yn1)h

Saime valemi diferentsiaalvorrandi lahendamiseks Euleri meetodil

Yn = Yn—1 + f(xnfla ynfl)h-

Seega on lahendi ligikaudsed véartused punktides xzq, 1, 2o, ..., z, leitud.
Uhendame koordinaattasandil punktid (zo, %), (x1,1), - -, (Tn, ¥n). Saame integ-
raalkovera ligikaudse kujutisena murdjoone. Seda murdjoont nimetatakse Euleri
murjooneks. Mida viiksemad sammud me teeme, seda lahedasem on Euleri murd-
joon integraalkoverale.

Ulesannet voib lahendada ka graafiliselt, konstrueerides Euleri murdjoone.
Joonistame punkti My(xg, yo)labiva joonelemendi, see on joon tousuga f(zo, yo)-
Liigume mooda joont argumendi x kasvavate vdartuste suunas punktist M, pare-
male punktini M;(xy, ;). Kordame sama tegevust: joonistame punkti M (xq,y;)
labiva jooneelemendi ja liigume selle sihis paremale jargmise punktini Ms(xe, ys)
jne.

Naide 5.25. Leida diferentsiaalvorrandi
y=ytua

ligikaudne lahend kohal x = 1, mis rahuldaks algtingimust y(0) = 1.
Jaotame 16igu [0, 1] kiimneks osaks. Siis

2, =0;0,1;...;1, h=01, f(z,y)=y+=x.
dy n
2 — €T
dx y )
Y1 = Yo + f (w0, y0)h.
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Ty, Yk Te+ye | (@kFyR)h | ye + (2 yr)h
0 1 1 0.1 11

01 | 1.1 12 0,12 1,22
02 | 122 | 142 0,142 1,362
0,3 1,362 1,662 0,1662 1,5282
0,4 1,5282 1,9282 0,1928 1,721
0,5 1,721 2,221 0,2221 1,9431
0,6 1,9431 2,5431 0,2543 2,1974
0,7 2,1974 | 2,8974 0,2897 2,4871
0,8 2,4871 3,2871 0,3287 2,8158
0,9 2,8158 | 3,7158 0,37158 3,1874
1,0 3,1874

Ligikaudne lahend y(1) = 3,1874

Téapse lahendi (analiititilise lahendi) saamiseks lahendame vorra i = y + .
Tegemist on lineaarse diferentsiaalvorrandiga, mille lahendame muutuja vahetuse-

ga.
o r / / o / r
y=uv, y =uv+vu vvt+vu=w+z, v —u)+uw =z

Lahendame kahes osas: 1) (v’ —u) =0, 2) w' ==z

1) (u' —u) =0,
du
de
du = udzx,
d
o dzx,
In|u| =z,
u=e".
2) w' =z,
v'e® =,
dv
—e" =1
dx ’

v =xe “dx

d :
/ dv = / xe “dx.
Paremal pool vordusmérki oleva integraali ositi integreerimiseks tahistame

u=z, dv=e dr, du=dr, v=—e".
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/xe‘”dw = —ge ¥ — / —e Tdx

v=—xe—e*+(C=—-e"(x+1)+C,
y=uv=¢"-[(—e ") (z+1)+C]=—x— 1+ Ce",
y(0)=1:1=-0-1+Ce", C=2.

Uldlahend: y = —z — 1 + Ce®, erilahend y = —z — 1 + 2¢°.
Arvutame niiiid erilahendi vaartuse kohal

r=1:y(1)=—1—-1+2e"=2e—2=343656.

Ligikaudne lahend on tépsem, kui suurendame osaldikude arvu, sellisel juhul on
moistlikum kasutada tabelarvutusprogrammide abi, et valtida arvutusvigade tek-
kimist.

5.4.2. RUNGE-KUTTA MEETODID

Meetodid on algoritmide pere harilike diferentsiaalvorrandite (ja harilike di-
ferentsiaal vorrandite siisteemide) ilmutatud voi ilmutamata ligikaudse lahendi
numbriliseks leidmiseks algtingimustega iilesande korral. Nad pohinevad iterat-
sioonil. Meetodi algse kuju todtas vélja Saksa matemaatik Carl Runge aastal 1895
ning seda iildistas Martin Wilhelm Kutta aastal 1901. Koige suurema tépsusega
on 4. jarku klassikaline Runge-Kutta meetod, see meetod on nii laialt levinud, et
seda nimetatakse sageli lihtsalt Runge-Kutta meetodiks.

Olgu meil Cauchy iilesanne kujul

dy

T f(z,y),  y(xo) = o,

siis funktsiooni vadrtus jargmises punktis arvutatakse valemi jargi:

h
Ynt1 = Yn + = - (k1 + 2k + 2k3 + ky),

6
h h
kl :f(‘rmyn)? k2:f (x7L+§>yn+§k1>7
h h
ks =f xn+§,yn+§k2 ks = f(xn + h,y, + hks),

kus h on sammu suurus argumendi x jargi.
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Naide 5.20. Leida vorrandi

vy =y+ax

ligikaudne lahend Runge-Kutta meetodiga kohal x = 1, mis rahuldaks algtingi-

must

viieks osaks:

h
kQZf(xn 2ayn+ )

rr=0;0,2;...;

Yy =

y(0) = 1.

flx,y) =y +z.

1, h=0.2,
dy
% =Y + x,
h
yo+€ (k1 + 2kg + 2k3 + ky),
kl xnvyn = Tn +yn>

h
xn+ +yn+ kla

Tegemist on sama iilesandega, mis néites Seekord jaotame 16igu [0, 1]

2 2
h h h
ke,:f(xn ,yn+2 ) + 5 T ynt kz,
ky = f(xn + h,yn + hk3) = +h+yn+hk3
T Yn ky ko ks k4 %n—&-l = Yp +
r (ky 4 2ks +
2ks + ky)
0 1 1 1,2 1,22 1,444 | 1,2428
0,2 | 1,24280 | 1,44280 | 1,687080 | 1,711508 | 1,985102 | 1,583636
0,4 | 1,583636 | 1,983636 | 2,282000 2,311836 2,646003 | 2,044213
0,6 | 2,044213 | 2,644213 | 3,008634 3,045076 3,453228 | 2,651042
0,8 | 2,651042 | 3,451042 | 3,896146 3,940656 4,439173 | 3,436502
1,0 | 3,436502 ligikaudne lahend y(1) ~ 3,436502

Téapne lahend oli y = —x — 1 + 2¢”,

(1) = 2e — 2 = 3,43656. Kuna tegemist
oli tdpsema arvutusmeetodiga, on lahend ka poole vihema osaloikude arvu korral
tapsem.

Arvutustabeli voib teha kasutades ka monda tabelarvutusprogrammi (Mic-

rosoft Excel voi muud). Tuleb kirja panna valemid esimese rea jaoks ja teises reas
valem, mis viitab esimese rea viimasele veerule (y,.1), iilejdénud valemid tuleb
kopeerida soovitud arvu kordi.
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1

1

1,2

1,22

1,444

1,2428

0,2

1,24280

1,44280

1,687080

1,711508

1,985102

1,583636

0,4

1,583636

1,983636

2,282000

2,311836

2,646003

2,044213

0,6

2,044213

2,644213

3,008634

3,045076

3453228

2,651042

0,8

2,651042

3,451042

3,806146

3,940656

4,430173

3,436502

1] 3,436502

TEIST JARKU
DIFERENTSIAALVORRANDID

5.9.

5.5.1.  KONSTANTSETE KORDAJATEGA
LINEAARSED HOMOGEENSED
DIFERENTSIAALVORRANDID

Konstantsete kordajatega lineaarseks homogeenseks teist jarku di-
ferentsiaalvorrandiks nimetatakse vorrandit kujul

d? d
y+a—y+by20,

—_— N
dx? dx .13

kus a, b on konstandid.

J

Teoreem 5.3. Lineaarse homogeense vorrandi erilahendite summa on sa-
mutt selle vorrandi lahend.

Teoreem 5.4. Kui y;(x) on lineaarse homogeense vorrandi lahend, siis on
lahendiks ka Cyy(x), kus C on suvaline konstant.

Jareldus 5.5. Kui yy(z) ja y2(x) on lineaarse homogeense vorrandi lahen-
did, siis on lahendiks ka nende erilahendite lineaarne kombinatsioon y = Cyy; (x)+

Caya().

Kui y;(x) ja yo(z) on lineaarselt soltumatud vorrandi ((5.18)) erilahendid,
siis on

y = Cin(z) + Caya()
Varrandi (5.18) iildlahendiks.
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Kaht funktsiooni y; () ja y2(x) nimetatakse lineaarselt soltumatuteks, kui
C’lyl(x) + ngg(l’) =0

kehtib vaid
Ci=0Cy=0

korral. Funktsioonid on lineaarselt soltuvad, kui nad ei ole lineaarselt soltumatud.
Kahe lineaarselt soltuva funktsiooni suhe on konstantne

ww) G _ o

92(575) Cy

Vorrandi ([5.18]) lahendit on loomulik otsida sellisete funktsioonide seast, mille tu-
letised on sarnased lahtefunktsiooniga, nii et parast vorrandisse asendamist voiksid
koik litkmed vilja koonduda. Uheks selliseks funktsiooniks on

_ kx
y_e )

kus k on parameeter. Leiame selle funktsiooni tuletised:
y/ _ k?ekx, y// — kQka'

Kui funktsioon on vorrandi lahendiks, siis vorrandisse asendamisel peame saama
samasuse, seega,
E*e™ 4+ aker® + be™” = 0

ehk
ek"’“"(k:2 +ak +b) = 0.

Kuna € £ 0, siis samasuse kehtimiseks peab olema null teine tegur:
k* 4+ ak +b=0.

Saime ruutvorrandi, mille lahendid asuvad kujul

Definitsioon 5.17

Diferentsiaalnvorrandile ([5.18]) vastavaks karakteristlikuks vorrandiks
nimetatakse ruutvorrandit

k* + ak + b= 0.

Diferentsiaalvorrandi ((5.18) {ildlahendi leidmisel tuleb vaadelda 3 eri juhtu
vastavalt karakteristliku vorrandi lahenditele:
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1) reaalsed ja erinevad,
2) reaalsed ja vordsed,

3) komplekssed.

1) Reaalsed ja erinevad karakteristliku vorrandi lahendid.
Olgu vorrandi k% + ak + b = 0 lahendid k4, k- ja ketib tingimus ki # ko. Siis
diferentsiaalvorrandi (5.18) erilahendid on

Kontrollime, kas erilahendid rahuldavad vorrandit:

(eklx)/ — kleklm, (ekgx)/ — k2ek2x’
(eklx)// — k’leklx, (ek:gcc)/l — k%ekﬂ,

(1) + a(e"*) + beM® = k2T + akie™” + be' " = M7 (KT + aky + b) = 0.
Erilahend rahuldab vorrandit, sest
k? 4+ ak, +b=0,
sest k; on karakteristliku vorrandi
E*4+ak+b=0
lahend. Samasuguse tulemuse saame teise erilahendi jaoks:
(") + a(e2™) + beM™ = k2™ + akqoe®?™ 4 beF2” = "7 (k2 + aky 4+ b) = 0.

Seega
(eklx)ll + a(eklx)/ + beklx — O,
(ekzz‘)// + a(ek’zx)/ + bekgx — 0’

soltumata x vidrtustest. Jarelikult on e™” e"” vérrandi (5.18)) erilahendid.
Leiame y;(z) ja yo(x) suhte

kix
T e
() = = ehe—hkez = const.

yo(x) koo

Funktsioonid v, (x) ja ya2(x) on lineaarselt soltumatud.
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Reaalsete ja erinevate karakteristliku vorrandi
k*+ ak+b=0
lahendite k; ja ks korral on diferentsiaalvorrandi (5.18]) tildlahend kujul

y = C1e™® + e,

kus (' ja C5 on suvalised konstandid.

2) Reaalsed ja vordsed karakteristliku vorrandi lahendid.
b=k =, @ —4b=0,
siis diferentsaalvorrandi ([5.18]) tildlahendiks on funktsioonide (erilahendite)
yr=e 27, yp = ze 2
lineaarne kombinatsioon. Uldlahend on

y = Cre 2% 4 Cowe 2% = (C} + Cox)e 2.

Néitame, et y; ja y, rahuldavad diferentsiaalvorrandit ([5.18)):

4 2
o a?
=e 27 <_Z +b) =—-e2%a®—4b) =0,
(ze™2%) = e 2% — %xe 27,
—Zx\n a _a, a _ap a’? -2z sx a’
(xe2") =—ge 2t —getwert =2t w—al,
2 2 2
e 2" (az:v - a) +a <e_%x - g:ve_%x> + bre” 2% = ¢ 27 (azx —a+a— %x + b:x) =
a2
=e 27 (—Zx + bx) = ——mwe 2%(a’> —4b) =0



Eelduse kohaselt
jarelikult erilahendid

rahuldavad diferentsiaalvorrandit (5.18)). Kontrollime, kas erilahendid on li-
neaarselt soltumatud

1
= ——5— = — # const.
x

Funktsioonid 3, () ja y2(x) on lineaarselt soltumatud.

e

Reaalsete ja vordsete karakteristliku vorrandi lahendite
kl = kg = —&/2
korral on diferentsiaalvorrandi ([5.18]) iildlahend on kujul

y = (Cy + Caz)eh® = (Cy + Chz)e 32,

.

Kompleksarvulised karakteristliku vorrandi lahendid.

Kompleksarvuliste lahendite korral peab ruutvorrandi lahendivalemi ruutjuure
alune avaldis olema negatiivne

a? —4b < 0,
1 1
ko= -2+ Va2 _db= 24 = /1-/4b— a2
2T T2 27 2%~
Téahistame
1
a:—g, b= =V4b — a?, ki =a+i8,ky = a—if.

2 2

Avaldame a ja b
21 2 2 1, 2, 1,9 2 2
a=—2a, [T=7(4b—a’), b=pF"+1a" =5+ 1da” =57+ o,
b=p3*+a’
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Difetentsiaalvorrandi ([5.18]) erilahendid on
y; = e"* cos fu, Yo = €*¥sin fux.

Niitame erilahendite kehtivust. Leiame tuletised

d
% = ae™ cos fr — e sin fx = e**(a cos fx — [sin fr),
x
d
% = ae® sin fx + fe*” cos fx = e**(asin Sz + [ cos fx),
x
d2y1 _ ax : ax : 2 _
proiall (avcos fr — Bsin fx) + e**(—asin Sz — [ cos fz) =
e (a? cos Bx — afsin B — affsin Bx — [ cos fr) =
= e (a? cos fr — 2aBsin Bz — B2 cos Bx),
d?
d_y; = ae®(asin B + Bcos fx) + e**(af cos Bx — B*sin fx) =
x
= e (a’sin B + afB cos B + af cos fr — B sin Bx) =
= e (a? sin Bz + 2a3 cos Bx — (% sin Br).
Asetame funktsioonid y; () ja yo(z) vorrandisse (5.19), asendame a = —2a, b =

B+ a?

e (a? cos B — 2aBsin Bx — 32 cos Bx) + ae™ (o cos fr — Bsin Bx) + be™” cos Bz =
= e (a? cos fr — 2aBsin Bz — B% cos Bx) + a(a cos Bz — Bsin Bx) + beos Br) =
= e*(cos Br(a® — % + aa + b) + sin fz(—2a8 — aB)) =
== e*(cos fr(a® — B2 — 2a* + % + a?) + sin B (—2aB + o)) = 0.

e (a?sin Bx 4 203 cos B — B2 sin Bx) + ae®® (asin Bx + B cos Br) + be™* sin Bx =
= e (a?sin B + 2a3 cos B — % sin B + alasin Bz + B cos Bx) + bsin fr =
= e**(cos fz(2a8 + afB) +sin fz(a® — B* + aa + b)) =
= e*"(cos fz(2a8 — 2a3) + sin Bz(a® — % — 2a* + B + a?)) = 0.

Jarelikult funktsioonid
Yy = e cos B, Yo = €™ sin fx

on diferentsiaalvorrandi ([5.18)) lahendid. Kontrollime, kas lahendid on lineaar-

selt soltumatud o7 cos 4
r e cosfx
nr _ ————— = cot fx # const.
Yor  €*Tsin fx

Funktsioonid y;(x) ja ya(x) on lineaarselt séltumatud.
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k1:Q+6i,k2:Oé—,6i

y = e**(C cos fx + Cysin fz).

Kompleksarvuliste karakteristliku vorrandi lahendite

korral on diferentsiaalvorrandi (5.19) iildlahend on kujul

Naide 5.21. Lahendada diferentsiaalvorrand
y" + 4y + 3y = 0.

Vastav karakteristlik vorrand on
E*+4k+3=0, ki =-3, ko= —1.

Lahendid on reaalsed ja erinevad, seega on tildlahend
y = Cleklm 4 CQek‘QZL‘ — 016731‘ 4 02671“

Naide 5.22. Lahendada diferentsiaalvorrand
y"' + 6y +9y = 0.
Vastav karakteristlik vorrand on
K>+ 6k+9=0, k =ky=-3.
Lahendid on vordsed, seega vorrandi iildlahend on

y = (C + Cyz)e 3% = (Cy + Chz)e 3%,

Naide 5.23. Lahendada diferentsiaalvorrand
y" + 6y + 13y = 0.

Vastav karakteristlik vorrand on

K> +6k+13=0, ki =—-3+2i, ko= —3—2i.
Lahendid on komplekssed, seega on iildlahend o = —3, g = 2:

y = e ¥ (C) cos 2x + Cysin 2).
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5.5.2. KONSTANTSETE KORDAJATEGA
LINEAARSED DIFERENTSIAALVORRANDID

Konstantsete kordajatega lineaarne mittehomogeenne teist jarku di-
ferentsiaalvorrand on kujul
YW by~ ) (5.19)
—_ a— =] €T .
dz? de Y ’
kus a, b on konstandid ja F'(z) on argumendi = funktsioon.

Vorrandi (5.19) tildlahend on esitatav summa kujul
y=uyntY,

kus y;, on vastava homogeense vorrandi

Py dy
20 a2 2y =
722 +adx +by=20

iildlahend ja Y on vorrandi ([5.19)) mingi erilahend.

Maaramata kordajate meetod erilahendi otsimiseks.

Erilahendit tuleb otsida sarnaselt funktsiooni F(z) kujule (vorrandi
paremal pool asuv funktsioon), lisades otsitavad médramata kordajad, mille arv

soltub funktsiooni F(z) kujust.

1) F(x) on konstant: F(x) =C.
Esitame otsitava erilahendi samuti konstandi kujul

Y = A.
Kuna tegemist on konstandiga, siis tuletised Y' = Y"” = 0 ja vorrandisse ((5.19))
asendades saame o o
’ b’ b
Ergjuht. Kui vorrandis ((5.19) b = 0, siis tuleb erilahendit otsida kujul
Y = Ax.

Leiame tuletised Y' = Cj, Y” = 0 ja asendame vorrandisse, saame

CLCOZC, ngg, YZQLL'
a a
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2)

F(z) on poliinoom.
Vorrandi (5.19) erilahendit otsitakse sama astme poliinoomina, niiteks kui

F(z) = px® +qu +,
kus p, ¢ ja r on etteantud, siis otsime erilahendit ruutpoliinoomi kujul
Y = Az* + Bx + C.

Peame méadrama konstandid A, B ja C' nii, et Y oleks vorrandi ([5.19) lahend.
Selleks leiame tuletised

Y' =24z + B, Y" = 2A.
Asendame vorrandisse (?77?), saame
2A + a(2Ax + B) + b(Az® + Bz + C) = px* + qx + .
Korrastame vasakul pool vordusmérki olevad liikmed
Abx® + 2(2Aa + Bb) + 2A + aB + bC = pz® + qx + 1.

Arvestame, et x sama astmete kordajad peavad olema vordsed molemal pool
vordusmarki.

2 1
2?: Ab=p, Az%, r: 2Aa+ Bb=q, Bz(q—%)g,

1 2 9
S G O

Erijuht. Kui vorrandis (5.19) b = 0, siis tuleb erilahendit otsida kujul
Y = x(A2* + Bx + C).

nr

Eksponentkujul F(z) = pe

Erilahendit otsime kujul
Y = Ae"™".

Paneme téhele, et arvu e aste jaab samaks, kui funktsioonil F(x), otsime ainult
arvu e kordajat. Leiame tuletised

Y/ — Anenw’ Y// — AnZenw
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ja asendame vorrandisse
An2e™ 4 aAne™ + bAe™ = pe™®, | e

A(n? b) = A:L.
(n® 4+ an+0b) = p, T an b

Erijuht. Kui
n?+an+b=0

ehk n on karakteristliku vorrandi lahend, siis otsime tildlahendit jargnevalt:
kui n on iihekordne lahend (n = k; voi n = ky), siis

Y = Axe™,
kui n on kahekordne lahend (n = k; = k»), siis
Y = Az?e™.
F(z) on trigonomeetrilisel kujul:
F(z) = sinwz, F(z) = coswz, F(z) = psinwz + g coswz.

Erilahendit otsime alati iihesugusel kujul (soltumata sellest, kas F(z)
sisaldab siinust, koosinust v6i summat nendest)

Y = Asinwz + B coswz.

Paneme téhele, et siinuse ja koosinuse argument jadb samaks, mis on funkt-
sioonil F'(z), otsime ainult nende funktsioonide kordajaid.

Olgu F(z) = sinwz. Leiame tuletised ja asendame vorrandisse
Y’ = Awcoswx — Bwsinwz, Y" = —Aw? sinwx — Bw? cosw,
— Aw? sin wz — Bw? cos wx + a(Aw cos wr — Bwsin wr) + b(Asinwx + B cos wr)
= sinwx.

Vordsustame sinwzx ja coswx kordajad molemal pool vordusmérki, saame vo-
ranndisiisteemi kordajate A ja B leidmiseks:

—Aw? — aBw + bA = 1,
— Bw? + aAw + bB = 0.

Erijuht. Kui vorrandis (5.19) a = 0, siis on tegemist erijuhuga, kui ko, = +0i
ja w = f3, siis otsime erilahendit kujul

Y = z(Asinwz + B coswx).
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Mdrkused.

1) Kui vorrandi (5.19) paremal pool esineb eespool vaadeldud funktsioonide
summa, siis erilahendi saame, kui otsime teda samade funktsioonide sum-
mana.

2) Ulalkirjeldatud meetod sobib ka juhul, kui vorrandi ((5.19) parem pool osutub
korrutiseks, siis otsitakse erilahendit korrutise kujul.

3) Erijuhtude arvestamata jatmisel tekib médramata kordajate leidmise kiigus
vastuolu, mistottu kordajaid ei ole voimalik méarata.

Naide 5.24. Leida vorrandi
y' 42y — 8y =2r+1
uldlahend.

Alguses leiame vorrandile vastava homogeense vorrandi
y'+2y —8y=0
iildlahendi karakteristliku vorrandi
K42k —8=0
lahendite

jérgi, iildlahend on
yp, = Cre 1 4 Che™™.

Erilahendit otsime antud iilesande paremal pool vordusmérki asuva funkt-

siooni
F(z)=2x+1

kujuga sarnasel kujul aga madramata kordajatega.
Y=Ar+B, Y =AY"=0.

Madramata kordajate A ja B leidmiseks asendame otsitava erilahendi ja selle tu-
letised lahendatavasse vorrandise, vordsustame molemat pool vordusmérki olevad
x kordajad ning vabaliikmed

2A — 8Axr — 8B =2z + 1,
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1

i —8A=2 A=--
x ) 4’
" 24 -8B =1, B:—i,
16
1
yo L3
4 16
1 3
:C —4x C 2z — -
Y 1€ + Cae 4x 16

Mdirkus. Kui vorrandi paremal pool olev funktsioon ei oleks sisaldunud vabaliiget
F(z) = 2=,

siis sellele vaatamata oleksime pidanud otsima erilahendit samal kujul koos vaba-
litkmega.

Naide 5.25. Leida vorrandi
y//+2y/ :.”L’Z—I-4.’If

iuldlahend.

Leiame vastava homogeense vorrandi iildlahendi
K2 —2k=0, k =0, ky =2, y, = Cy~+ Che™.
Erilahendit otsime kujul (tegemist on erijuhuga, kuna b = 0)

Y = 2(Ar* + Bz + C) = Ax® + Ba® + Cu,
Y’ =3A2% +2Bx + C, Y" = 6Ax + 2B,
6Ax + 2B — 2(3Az* + 2Bx + C) = 2 + 4z,
6Ax + 2B — 6Az* — 4Bx — 2C = 2* + 4z,

1
2
—6A=1 A=—-
:'U b 67
5
r: 6A—4B =4, B:_Z_l’
5
2" 2B —2C =0, C’:—Z,
1 5 5
Y:—EIS 1%2 Z__LI7
1. 5 5
2 1.3 9 9 9
y=C1+ Cse 695 41’ 43:
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Naide 5.26. Leida diferentsiaalvorrandi
y' + 3y — 10y = 16>
uldlahend.

Leiame vastava homogeense vorrandi iildlahendi
E*+3k—-10=0, k = —5, ky =2, yp=Cre ™ + Cye*.
Erilahendit otsime kujul
Y = A Y = 34e%, V" = 9Ae?,
9A4e3 4+ 3. 34e% — 1046 = 16e2,
8A =16, A=2,
Y = 2e3,
y = Cre " 4 Che® 4 2e%.
Naide 5.27. Leida diferentsiaalvorrandi
y" + 4y = 12 cos 2z
iildlahend.

Leiame vastava homogeense vorrandi iildlahendi
E2+4=0, Fk =2i ky = —2i, vy, = C;cos2z + Cysin2x.
Erilahendit otsime kujul
Y = z(Asin 2z + B cos2x),

sest tegemist on erijuhuga, kuna a = 0, siis k; 2 = £2¢ ja vorrandi paremal pool
oleva trigonomeetrilise funktsiooni argumendi kordaja w = 2 on vordne karakte-
ristliku vidrtuse imaginaarosaga.

Y' = Asin2x + B cos 2z + x(2A cos 2z — 2B sin 2x),
Y" =2Acos 2z — 2Bsin 2z + 2A cos 2x — 2B sin 2x + 2:(—4Asin 2x — 4B cos 2x) =
= 4Acos2r — 4B sin 2x — 4Ax sin 2x — 4Bx cos 2,
4A cos 2z — 4B sin 2x — 4Ax sin 2z — 4Bx cos 2x + 4( Az sin 2x + Bz cos 2x) = 12 cos 2z,
cos2z(4A — aBx + 4Bx) + sin 22(—4B — 4Ax + 4Ax) = 12 cos 2z,

Vordsustame koosinuse ja siinuse kordajad molemal pool vordusmérki, saame
cos2r: 4A=12A=3 sin2z: —4B=0B=0
Y =3xsin2x, y = Cjcos2x+ Cysin2x + 3xsin 2z.
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5.5.3. TEIST JARKU VORRANDID FUUSIKAS.
MEHAANILISED VONKUMISED*

Olgu koormus massiga m elastsel vedrul, mis on kinnitatud mingis punktis
A. Koormuse korvalekallet tasakaaluasendi suhtes tdhistame y. Korvalekallet alla
loeme positiivseks ja iiles negatiivseks. Tasakaaluasendis koormus on tasakaalus
vedru elastsusega. Oletame, et joud Fi, mis pilitiab koormust viia tasakaaluasen-
disse, on vordeline siirdega y

Fy = —ky, k=const, k>0,
k on vedru jaikus. Koormuse liikumist takistab vastupanujoud F5, mis on suunatud
liikumise vastassuunas ja on vordeline massi liikumise kiirusega

d
Fr=—-)lv= _/\d_?;’ A = const, A > 0.

Newtoni IT seaduse pohjal

Y
—F + F —
ma 1+ F2, a PR
d*y dy
S ky—222 A>0, k>0.
e Y=g 7Y

Saime II jarku konstantsete kordajatega lineaarse homogeense diferentsiaalvorran-
di
d*y dy A k

Ta tp o tay=0, p=—q= (5.20)

Vorrandit (5.20) nimetatakse vabavonkumiste vorrandiks. Oletame, et vedru
alumine punkt A liigub vertikaalselt vastavalt seadusele

z = p(t).

Vedru alumine ots on kinnitatud rulli kiilge, mis koos vedru ja koormusega liigub
modda konarusi. Sellisel juhul on taastav joud

Py = —ky — ko(t),
ning takistav joud
Fy ==X =X (t) = =Ny — M (2).
Vorrandi asemel saame
my" = —ky — ke(t) = Ay — A (1),
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my" + Xy + ky = —ke(t) — A\'(t),

k A/ A k
y' oy +ay=ft), f(t)=-— W);; Mt), p=g= (5.21)

Vorrandit ((5.21]) nimetatakse sundvonkumiste vorrandiks.

5.5.3.1. VABAVONKUMISED*

Vabavonkumiste vorrand saime kujul (5.20]), kus otsitav funktsioon on y =
y(t)
d*y dy A k

Tt Tay=0, p=—q= (5.22)

Lahendame vorrandi, moodustame karakteristliku vorrandi ja analiilisime
voimalikke lahendeid.

p [P p  [p?
k? + pk =0, k =-= . ko = -2 — /% —q.
+p +q ) 1 2+ 4 q, 2 2 4 q

Kuna lahend soltub karakteristliku vorrandi lahendist, siis vaatame erinevaid
variante eraldi.

1) Kui p*/4 > g, siis lahendid on reaalsed ja negatiivsed ning iildlahend on kujul
Yy = Cleklt -+ Cgekﬁ, ki < O, ko < 0.

Jarelikult y — 0, kui ¢ — oo, jdrelikult vonkumist ei teki, kuna takistavad joud
on suured vorreldes vedru jaikusega k.

2) Kui p?/4 =q, ki = ky = —p/2, siis iildlahend
y = (C1+ Cat)e %,
siis y — 0, kui ¢ — o0, ainult mitte nii kiiresti.

3) Olgu p = 0, takistusjoud puudub, siis k% +¢ = 0, ky = Bi, ks = — i, B = /4.

Uldlahend
y = C' cos St + Cy sin ft.
Té&histame

Ch = Asingg, Cy = A cos ¢y,
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kus A, ¢ on suvalised. Avaldame A, g

C
A=4/C?+(C2, o= arctan 5;,

y = Asin g cos ft + A cos g sin St = Asin(py + 5t),
y = Asin(pg + 5t).

Sellist vonkumist nimetatakse harmooniliseks vonkumiseks. Integraalkoveraks on
sinusoidid. Vonkeperioodiks nimetatakse ajavahemikku 7', mille jooksul siinuse
argument muutub suuruse 27 vorra. Antud juhul

2w
5
Vonkesageduseks nimetatakse vongete arvu aja 27 jooksul. Antud juhul on sage-

dus (. Vonkeamplituudiks nimetatakse suurimat hélvet tasakaaluasendist. Suurim
héilve tasakaaluasendist on A. Suurust ¢y nimetatakse algfaasiks.

T

5.5.3.2. SUNDVONKUMISED*

Sundvonkumiste vorrand ((5.21]) on

Yy =py +ay=f(t), [f(t)= _Fet) -;Aso (t), p= % q= % (5.23)

Praktikas on sageli vonkeid pohjustav vilisjoud periodiline ja muutub vastavalt
seadusele
2

f(t) = asinwt, ' +py +qy=asinwt, p#0, pz<q,

kus g on vedru jiikus ja p vedru takistus, mis on vordeline kiirusega. Leiame
koigepealt vastava homogeense vorrandi lahendi. Vastava karakteristliku vorrandi
lahendid on sel juhul kompleksarvulised

B +pk+q=0, k =a-+if,

. p p? p
2 « Zﬁa 9 4 q, o 2a 5 + q,
y = e*(C) cos Bt + Cy sin Bt)
Tahistame

Ch = Asingg, Cy = A cos ¢y,
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y = Ae®(sin ¢g cos Bt + cos pg sin Bt) = Ae® sin(gpo + St).
Mittehomogeense vorrandi erilahendit otsime kujul
Y = Nsinwt + M cos wt.
Leiame tuletised ja asendame vorrandisse:

Y’ = Nwcoswt — Mwsinwt, Y" = —Nw?sinwt — Mw? coswt,
—Nw?sin wt — Mw? coswt + p(Nw coswt — Mwsinwt) + q(N sinwt + M coswt) = Asinwt,
sinwt : — Nw? — pMw + gN = a, coswt : — Mw? + pNw + gM = 0,
—apw N a(q — w?)
(w? = q)* + pPw?’ (g — w?)? + pw?
Uued konstandid A, p,, M = A,sinp,, N = A, cos p,.

M=

N Ters \/ it + aPlg — ) _ “

[(q — w?)? + p?w?)? \/a2 2 4 p2w?’
« = arctan —,
v N

Y = Nsinwt + M coswt = A, cosw, sinwt + A, sin p, coswt =
a

- \/CLQ(q — W22 + pAu?
Uldlahend on
y = Ae™ sin(wy + Bt) +

sin(wt + @.).

a
Va2 (g — )2 + PP
Esimene liidetav kujutab sumbuvat vonkumist, aja t kasvades see liige kahaneb ja
teise liidetava osatdhtsus suureneb. Teine liidetav méirab sundvonkumise. Vongete

sagedus w on vordne vilisjou f(t) sagedusega. Sundvonkumiste amplituud on seda
suurem, mida viiksem on p ja mida lihemal on suuruse w? véirtus ¢ vidrtusele.

sin(wt + ¢y).

5.5.3.3. SOOJUSE LEVIMINE VARDAS*

Horisontaalselt paigutatud metallvarras on paigutatud otstega tugedele. Tu-
gede vaheline kaugus on L. Vasakus otsas on konstante temperatuur ¢;. Parem
tugi hoiab konstantset temperatuuri ¢, < t;. Varda materjal on soojusjuhtivuse-
ga A. Varda ristloikepindala A ja ristloike iimbermoot on P. Soojuse draandmise
koefitsient varda pinnalt iimbritsevasse keskkonda on konstantne

keal A
a|l ———— a= :
m2-h-grad /)’ ts— 1t
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Umbritseva keskkonna temperatuur on t,. Leiame seose varda suvalise punkti tem-
peratuuri ja kauguse vahel soojemast otsast. Oletame, et varras on nii peenike, et
temperatuur on ristloike ulatuses konstantne, siis on ¢t = ¢(x),  on kaugus. Vo-
tame elementaarloigu kaugusel z pikkusega dx. Soojushulk, mis ldbib d7 jooksul
varda ristloiget kaugusel  on vordne

dt

—AA—dr.
dx g

Soojushulk, mis ldbib d7 jooksul varda ristloiget kaugusel x 4+ dz, on vordne

dt  d*t

Varda piirkond, mis asub ristloigete vahel = ja x+dx, saab ajavahemiku d7 jooksul
soojushulga, mis on vordne nende soojushulkade vahega

d*t

Sama aja jooksul soojuskadu sellelt vardaosalt on
aPdx(t — ts)dr.

Kuna vaadeldav protsess on statsionaarne, siis

d*t
)\A@diﬂdT = aPdx(t — ts)dr,
millest P P
t «
a2~ Al =0

Saime teist jarku konstantsete kordajatega lineaarse mittehomogeense diferent-
siaalvorrandi.

5.5.4. LINEAARSED HOMOGEENSED
DIFERENTSIAALVORRANDID

a N

Lineaarne homogeenne teist jirku diferentsiaalvorrand on vorrand
kujul
y' +pi(@)y + pa(z)y =0,

kus p1(x), p2(x) on pidevad funktsioonid.
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Kui on teada lineaarse homogeense vorrandi kaks lineaarselt soltumatut la-
hendit y;(x), y2(x), siis selle vorrandi iildlahendiks on

y = Ciyi(z) + Coya (). (5.24)

Vorrandi erilahendi saame iildlahendist konstantide C, Cy sobiva fikseerimise teel.

Wronski determinant. Vaatleme algul kahte funktsiooni y; = y1(z), y2 =
y2(x), mis on pidevalt diferentseeruvad ning lineaarselt soltuvad vahemikus (a, b).
Siis leiduvad arvud kq, ks € R, millest vihemalt iiks on nullist erinev nii, et iga
x € (a,b) korral kehtiks vordus

K1y (z) + koya(r) = 0.
Diferentseerime saadud vordust, saame
k1yy (x) + kays(z) = 0.

Neid kahte samasust voime vaadelda lineaarse homogeense vorrandisiisteemina
suuruste ky ja ko suhtes. Siisteemi determinant vordub nulliga, kui tegemist on
lineaarselt soltuvate funktsioonidega ehk iga x € (a, b) korral

yi(x)  ya(x)
/ /
yi(z) yo(z)
Determinanti W (x) nimetatakse funktsioonide y; ja y» Wronski determinan-
diks.

W(x) = = y1(2)ys(2) — Yy (2)ya(2).

Funktsioonide y; ja y» Wronski determinandi vordumine nulliga on tarvilikuks
tingimuseks nende funktsioonide lineaarseks soltuvuseks antud vahemikus.

Lineaarse homogeense diferentsiaalvorrandi jargu alandamine.
Lineaarse homogeense vorrandi saab lahendada nii, et leiame koigepealt selle vor-
randi n lineaarselt soltumatut lahendit ja kirjutame vastuse kujul , selleks
iildine meetod puudub. Sellepdrast tuleb vorrandi lahendamiseks sageli kasutada
jargu alandamise votet. Kui me teame vorrandi mingit lahendit y; () # 0 , siis
voime vorrandi jarku alandada vorrandi lineaarsust siilitades. Seda saame teha
kahe asendusega: esiteks asendame vorrandis

Y +pi(x)y + pa(z)y =0
Yy=1Yy -z
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ning siis alandame vorrandi jarku asendusega

2=, z=z(x), u=u(z).

Vaatame Liouville’i—Ostrogradski valemini joudmise mottekdiku lineaarse ho-
mogeense diferentsiaalvorrandi jaoks kujul

Y+ p1(x)y + p2(z)y = 0.

Olgu y1(7) ja yo(z) vaadeldava vorrandi mingid kaks lahendit, mis on lineaarselt
soltumatud vahemikus (a,b). Siis iga z € (a, b) korral

y1 () + p1(@)y (2) + pa(x)y () = 0
ja
Y () + pr(2)ys(2) + pa(2)y2(r) = 0.

Korrutades esimest vordust suurusega (—y»(x)) ja teist vordust suurusega ()
ning liites tulemused, saame:

—y ()ya(2) + Y5 (2)y1(7) + p1(2) (yo(2)y1 () — Y1 (2)ya(x)) = 0.

Siin p; (x) kordaja on vordne lahendite y; (x) ja yo(z) Wronski determinandiga

_ yl(x) yz(w)
W@ = |y whyo)|

esimese kahe liikme vahe aga on Wronski determinandi tuletis W' (z)

c o d (@) w@] |[h@) @) n@) 56| |n@) ek
W@ =T ) v~ i@ wo| i@ we)| ™ e we)|

Seega iga x € (a,b) korral kehtib vordus
W'(x) 4+ p1(z)W(z) = 0.

Selle vorrandi lahendiks saame Liouville’i-Ostrogradski valemi. Rakendades Liouville’i—
Ostrogradski valemit C' = 1 korral, saame




Saime esimest jarku lineaarse diferentsiaalvorrandi teise erilahendi y, leidmiseks.
Jagame mélemad vorrandi pooled libi suurusega (y;(z))?, esitame vorrandi kujul

s -

Integreerides molemaid vorrandi pooli saame

pla) e lnon
(@) / (m@r

vottes C' = 0, saame avaldada otsitava funktsiooni

e Jpi(z)dz

yo(z) = yl(x)/de.

Naide 5.28. Lahendada diferentsiaalvorrand

(2* + 1)y" — 2zy +2y = 0.

Vorrandi kordajateks on poliinoomid:
po(x) =2° +1, pi(w) = =2z, ps(z) = 2.

On vaja leida tiks vorrandi lahend, et saaks Liouville’i-Ostrogradski valemit ka-
sutada. Selleks tuleb proovida kordajatega sarnaseid funktsioone, alustades koige
lihtsamast. Votame pa(x) = 2 ja proovime y; (z) = C vorrandi lahendiks sobivust.
Asendades vorrandisse y = C,y’ = 3’ = 0, saame y; = 0. See lahend ei sobi, kuna
vajame nullist erinevat lahendit. Votame jargmise kordaja p;(z) = —2z ja otsime
lahendit kujul

yi(z)=Az+B, y =4 y =0,

asendame vorrandisse, saame
—2Ar +2Ax+2B =0, B=0.

Otsitavaks erilahendiks sobib y;(z) = Az, kus A on suvaline konstant. Votame
erilahendiks

yi(x) = x.

Teisendame vorrandi kujule

y =0,



Liouville’-Ostrogradski valemi jargi leiame erilahendi y,

2x e_f_rgi:ldm
pr(z) = R

241 x2

o ()] () o 2) oo

Tulemuseks on teine vorrandi erilahend, mille lineaarne kombinatsioon esimesena
leitud lahendiga annab meile vorrandi iildlahendi.

y1 =, yp = (z° = 1),
y = C1(2® — 1) + Cyu.

Lahendame sama {ilesande erilahendi y; = x korral, kasutades jargu alandamise
votet

y=wz 2 =u
Siis

Y=z
ja tuletised on kujul (korrutise tuletise valemi jargi)
v =z+x, ¢y =22 + 22",
Diferentsiaalvorrand saab peale asendust kuju
(2% +1)(27 + x2") — 22(2 + 22') + 222 = 0,

millest saame

(2% + 2)2" + 27 = 0.

Teise sammuna teeme asenduse

saame
(2% + 2)u' + 2u = 0,

tegemist on esimest jarku lineaarse diferentsiaalvorrandiga. Vorrandi jark on alan-
datud ning saadud madalamat jarku vorrand on samuti lineaarne. See ongi lineaar-
suse sdilitamine. Kuna tegemist on lineaarse homogeense vorrandiga, saame selle
lahendada muutujate eraldamise teel

du  —2dzx

U 3+
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Integreerimiseks peame vorrandi paremal pool asuva murru teisendama osamur-
dude summaks:

-2 A Bx+C A(@*+1)+ Bs*+Cx

(2?2 +1) ;+ 241 (2?2 +1)

Konstandid A, B ja C' leiame, asendades vorrandis
—2=2*(A+B)+Cx+ A
argumendi vadrtuseks z = 0, siis
A=-2

Edasi vordsustades 22 kordajad vasakul ja paremal pool vordusmérki, saame seose

A+ B =0,
sest vasakul pool vastav liige puudub, see tdhendabki, et ruutliikme kordaja on
vordne nulliga. Asendades juba leitud kordaja A = —2, saame
B =2.

Viimaks kordaja C' leidmiseks vordsustame = kordajad molemal pool vordusmarki,
tulemuseks

C=0.
Kokkuvottes oleme saanud
-2 -2 2x

z(22+1) +:B2—|—1'

Integreerime vorrandit

du —2dx —2 2x
—= = [ —de+ | ——dx,
U 3+ x 2 +1

In|ul = —2In|z|+In|z* + 1| + InC,

2
u:C(w +1)‘
1»2

Lopuks asendame u = 2’ ja leiame z avaldise

241
Z/:CI(ZE—I; )7
T

241 1
e (e (Y o=, [1awro, [ Lar=cw— S 1o,
2 2 T

Kuna yx = z, siis

1 .
yxr = C} (x—;) + Oy, y = C1(2? — 1) + Cyu.
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5.5.5. LINEAARSED MITTEHOMOGEENSED
DIFERENTSIAALVORRANDID

7

Lineaarne teist jarku mittehomogeenne diferentsiaalvorrand on vor-
rand kujul

y' +pi(@)y + pa(a)y = f(2),

kus py(x), po(z) on pidevad funktsioonid ja f(x) teadaolev funktsioon.

Kui on teada homogeense vorrandi y” + pi(x)y’ + pa(z)y = 0 kaks lineaarselt
soltumatut lahendit y, = Ciyi(x) + Coya(z) ja mittehomogeense vorrandi iiks
erilahend Y, siis iildlahend avaldub kujul

y =Y + Ciyi(z) + Coya(x). (5.25)

Vorrandi ([5.25)) mistahes lahend on saadav iildlahendist konstantide C7, Cy véaar-
tuste fikseerimisel.
Erilahendi leidmine konstantide varieerimise meetodiga.

Kui on leitud lineaarse homogeense vorrandi y” + p1(z)y" + p2(z)y = 0 kaks li-
neaarselt soltumatut lahendit, siis erilahendit Y (z) otsitakse kujul

Y(z) = Cr(x)y(x) + Ca()yz(x).

Homogeense vorrandi iildlahendisse asendame suvalised konstandid C7, Cy
funktsioonidega C(z), Co(x). Funktsioonid Ci(x), Co(z) médrame nii, et Y (x) ra-
huldaks mittehomogeenset vorrandit.

Koigepealt votame erilahendi avaldisest tuletise ja arvestame, et tegemist on kor-
rutisega kahest argumendi x funktsioonist

Y'(z) = Ci(x)n () + Cr(@)p () + Co(x)y2(z) + Ca(x)ys(2).

Kuna meil on kaks otsitavat funktsiooni ja ainult iiks vorrand, siis votame teiseks
vorrandiks seose

Cl(@)yi(z) + Cy(x)ye(z) = 0,

Siis

Y'(z) = Ci(x)yi(x) + Ca(w)ys (),
Y'(x) = Ci(x)y () + Cr(x)yy (z) + Co(w)ya(w) + Calw)ys ().
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Asetame viimased kaks vorrandit esialgsesse diferentsiaalvorrandisse

Ci(@)yy () + Cr(z)yy (z) + Cy(x)yh(x) + Ca(2)ys (2)
+p1(x) (Cr(@)yr(2) + Co(@)ys(2)) + p2(@) (Cr(z)yr(z) + Co(2)y2(x))
= f(x).

Kuna y; ja yo on vastava homogeense diferentsiaalvorrandi erilahendid, siis asen-

dades need homogeensesse vorrandisse, tekib samasus. Seega osa litkmeid saadud
vorrandist annavad kokku arvu 0

Ci(z)yy (z) + p1(x) (Cr(x)yy(2) + pa(x) (Cr(2)y1 (2))

= Ci(z) (v (z) + pr(2)y) (z) + pa(2)pn(2)) = Ci(x) - 0 =0,
Ca(x)yy (x) + pi(z (Ca(z)ys(x)) + pa(x) (Ca()y2(z))

= Ca(7) (y3(2) + pr(2)ya(2) + pa(2)ya()) = Ca(x) - 0 = 0.

Jarelejadnud litkmetest saame vorrandi kujul
Ci(@)y (z) + Cox)ys(x) = f(x).

Funktsioonide C(x), Cy(z) leidmiseks saime siisteemi

{Clyl _I_ CQyZ = 07 (526)

C’13/1 Céyé = f(l')

See on suuruste C](z), Ch(x) suhtes lineaarne mittehomogeenne vorrandisiisteem.
Siisteem on iiheselt lahenduv:

Cla) = gi(a), i=1,2  Cia) :/gi(m) de+C, i=1,2.
Kuna meid huvitab ainult iiks erilahend, siis voime votta C; = Cy = 0.
Ci(x) = /gl(:r) dx.

Niide 5.29. Lahendada diferentsiaalvorrand (2 4+ 1)y” — 223/ + 2y = (2 + 1)

y// . 2% y/ +
241 241
Vastav homogeenne diferentsiaalvorrand on juba lahendatud eelmises néites (néide

, lahendiks on

y=xz2+1.

Yp = Cl<132 — 1) + CQ.T.
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Jarelikult antud vorrandi iildlahend avaldub kujul
y=Y(x)+ Ci(z*> — 1) + Cya.
Leiame erilahendi Y (x) siisteemist
Y(z) = Ci(z)(2? — 1) + Cy()x,
p=a2"—1, yp =z, y1 =2z, yp =1
Stisteemist

{ Ciy +Coyyr = 0,

Ciyi + Coyy = f()
Ch(x* = 1)+ Chx = 0,

{ 200 + Ch = 2° + 1.

Leiame suurused C7 ja C5:

2
v —1

' !

x
Asendame selle siisteemi teise vorrandisse, saame
2
v —1

2:C) — Cf =2?+1,

C(22° —2° + 1) = (2 + 1)z,
Ci(z?+1) = (2% + 1)a.

C] =z,
2
-1
C’éz—C’{(x ):—(IQ—l)zl—xQ.
T
Integreerime
e — AR
Cl<l’>:7+cl, CQ(CC)ZZ'—?‘FCQ,
kus Cy ja C, konstandid. Piisab iihest erilahendist, votame C; = Cy = 0. Saime
x? 3
Cl(l') = ?7 CQ(IL') =T — ?
Erilahend avaldub kujul
2 4 2 4
Ya)=2 (- 1)+2-2 =2 47
() (x )+ 3 5 + 5
Uldlahend on kujul
2 4
y:Cl(’LQ—l)—l-CQT—I—?—l—%.



5.5.6. SPETSIAALSED LINEAARSED VORRANDID*

Legendre vorrand on lineaarne vorrand kujul
(1 -2y —2xy' +1(1+ 1)y =0,

kus [ on reaalarv.
Legendre vorrandi iildlahend avaldub kujul

y(r) = aoy1(x) + ar1y2(z),

kus ag ja a; on konstandid ja 1, sisaldab ainult paarisarvulisi muutuja = astmeid
ning y, sisaldab ainult paarituarvulisi muutuja x astmeid. Kui [ on paarisarv,
siis a; = 0 ja kui [ on paaritu, siis ¢y = 0. Loodusteadustes pakuvad huvi sellised
vorrandi lahendid, mis asuvad vahemikus —1 < x < 1. Selle vorrandi erilahenditeks
on [ astme poliinoomid, mida nimetatakse Legendre poliinoomideks

135 @1, -1 ., M-D-20-3) .,
(=) = I {x_2(2l—1)x Ty api—nei=3) " _}

Pa)=1, Pe)==, Pie)= (8% 1), Pyla) = 1 (50* — 30)
Py(r) = %(35x4 — 3022 +3), Ps(z)= %(63375 — 702° + 157).
Legendre poliinoomide vahel kehtib rekursiivne seos:
(l+1)Pa(z) — (20 + DaR(z) + 1B (x) = 0,

ette andes Fy(x) = 1 ja Py(z) = z, saab leida koik kdrgemat jérku poliinoomid.
Kui [ =1, siis

1 1
2P2—3$P1—|—P0:O, PQ(SL')25(3$P1—P0):§<3l'2—1)
Kui [ = 2, siis 3P; — ba Py, + 2P, = 0,
1 1 1., 1,4
Pi(z) = =(baPy, —2P)) = = | be=(32" — 1) — 2z | = =(5z° — 3x).
3 3 2 2
Naide 5.30. Naitame, et Ps3(x) on Legendre vorrandi lahend | = 3 korral,
(1 —2%)y" — 2zy + 12y = 0.

Py(z) = %(5333 ~ 32),
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1 3
Pj(r) = 5(15552 —3) = 5(5:52 —-1),
1
P (x) = 5(30:5) = 15z,
3 1
(1 —2%)15z — 2x§(5x2 —-1)+ 125(5333 —3z) =

= 152 — 152% — 152% + 3z + 302> — 18z = 0.

Legendre poliinoomid on vahemikus —1 < x < 1 ortogonaalsed:

1

/ P0)Pu(z)dz =0, 141,

-1

Naiide 5.31. Niitame, et P(x) on ortogonaalne P(z) ja Ps(z) suhtes.

_/Pl(x)Pg(x)dx:_/a:—(3x2—1)dm= : (37“34_%3 1—%(2_%__
/1P1(J:)P3(x) da /1%(595339;) da :% <55i5 _ %) 11 _
= =1 (-1 + (1)) =0

Hermite vorrand on lineaarne vorrand kujul
" /
Yy —2zy + 2ny =0,
kus n on reaalarv. Vorrandi iildlahend on kujul

y(r) = aoyr () + ar1y2(),

kus ag ja a; on konstandid ja y, sisaldab ainult paarisarvulisi muutuja x astmeid
ja 19 sisaldab ainult paarituarvulisi muutuja x astmeid. Kui n on paarisarv, siis
a; = 0 ja kui n on paaritu, siis ay = 0. Selle vorrandi erilahenditeks on n astme

poliinoomid, mida nimetatakse Hermite poliinoomideks

n(n —1) n(n—1)(n —2)(n — 3)
1! 2!

H,(z) = (2z)" — (22)" 2 +
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Ho(z) =1, Hi(x) =2z, Hy(v)=42"—2, Hs(z)=_8x"— 12z,
Hy(z) = 162" — 482 + 12, Hs(z) = 322° — 1602° 4 120z.

Kehtib rekursiivne seos
Hy1(x) —22H,(z) + 2nH,_(z) =0,

ette andes Hy(x) = 1, Hy(z) = 2z, saab leida koik korgemat jarku poliinoomid.
. . . 2
Hermite funktsioonid

22
yn(z) =e 2 H,(z), n=0,1,2...

on lahendiks diferentsiaalvorrandile, mis on
kujul
y'+ (1 —a*+2n)y =0,

lahendamiseks tuleb teha muutuja vahetus 4 =3 9 1 2
z

x2
y(x) = ¢ To(). \ J
1
Hermite funktsioonid on ortogonaalsed. Nad

on seotud kvantum-mehaanika iilesannetega
ja ka Schrédingeri vorrandiga.

Laguerre vorrand on lineaarne vorrand Legend
kujul

zy" + (L —2)y +ny =0,

kus n on reaalarv. Selle vorrandi erilahenditeks on n astme poliinoomid, mida
nimetatakse Laguerre poliinoomideks

2 2 2
n® .., n*n—172 0|
- +—2! "=+ (—1)"n!

Lo(x) =1, Li(z)=1—2, Ly(z)=2—4r+2° Ls(x)=6— 182+ 92 — 2°.

Kehtib jargmine rekursiivne seos
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Ly (x) = (1 = 2n = X)Ly () + nPLy_1(x) = 0,
millest saab leida koik korgemat jarku poliinoomid, andes ette Lo(x) = 1jaL,(x) = 1 — x.
Besseli vorrand on lineaarne vorrand kujul
x2y" +xy' + (x? —n?)y =0,

kusn on reaalarv. Kasutatakse membraanide vibratsioonide leidmisel ja ka Schrodingeri
vorrandi lahendamisel ringis ning sfééril. Selle vorrandi erilahenditeks on n astme poliinoomid,

mida nimetatakse Besseli funktsioonideks, I liiki 11
0.8
X n © (_1)m x 2m YD-B'
Jn(x) = (5 Z ()" —(=) - 049
n (2) m=0 m! (n+m)! (2) D_E_ W\ /\ e
1 /x\2 1 x4 1 a6 091 24BXBW? o
-7 9 ) — - -047
X 1T oxy3 1 x5 1 /x\7 43
]1(X) =E_ 1|2|(E) +_2'3'(E) _W(E) + .. LEJgDend

J1
Suurte x vairtuste korral kehtib

]n(x)~\/%sin (x - n7n + %)

Besseli funktsioon J;,1.1/,(x) jaoks

2 2 /sinx
Jilx) = ’—sinx, Ja(x) = —( —cosx).
2 X 7 X X

Kehtib ka rekursiivne seos

2n
]n+1(x) - T.In(x) +]n_1(X) =0.

Kasutusel on sfédrilised Besseli funktsioonid jarguga n

Jn(x) = J;lx]nﬂ/z(x), n = 0.

Sfadrilised Neumanni funktsioonid avalduvad jargmiselt:

70 = (D™ [T (), mz0.
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5.6. KORGEMAT JARKU DIFERENTSIAALVORRANDID

Olgu vorrandis kodige korgem tuletise jirk n, siis on n-jarku diferentsiaalvorrandi iildkuju
on

F(x,y,y,y", ...y™) =0,

Definitsioon 5.18.
Olgu funktsioon F = F(x,Yy, V1, Y2, -, Yn) mddratud muutujate x, y, ¥1, ¥, ..., Y, piirkonnas G.
Vahemikus (a, b) médaratud funktsiooni

y=y(x)
nimetatakse vOorrandi

F(x, yv.y,y", ...,y(")) =0
lahendiks selles vahemikus, kui
1) funktsioon y(x) on n korda pidevalt diferentseeruv vahemikus (a, b);
2) iga x € (a, b) korral punkt koordinaatidega (x, y(x),y' (x),y" (), ..., y™ (x)) kuulub
funktsiooni F médramispiirkonda G;
3) funktsiooni y(x) asetamisel vorrandisse F (x, v, v, y", .., y(n)) = 0 otsitava y kohale
saame samasuse x € (a, b) suhtes:

F (x,y(x),y’(x),y”(x), ---,y(")(x)) = 0iga x € (a, b) korral.
Siis oeldakse ka, et funktsioon y = y(x) rahuldab vorrandit vahemikus (a, b).

Definitsioon 5.19.
Vorrandit kujul

Y =fxy,y,y", ..y ) (5.28)
nimetatakse n-jarku hariliku diferentsiaalvorrandi normaalkujuks.

Vorrandi lahendi all moistame funktsiooni, mille asetamisel vOrrandisse saame samasuse
sOltumatu muutuja suhtes.

Definitsioon 5.20.
Normaalkujulise n-jarku diferentsiaalvorrandi iildlahendiks nimetatakse vorrandi (5.28)
lahendit

Yy = (p(x, Cl' Cz, ey Cn),
kus Cy, C5, ..., C,, on suvalised konstandid.
Suvalised konstandid vdib médrata algtingimustest
¥(x0) = y0,¥"(%0) = y1,¥" (x0) = Y2, 0, Y (%) = Y1 (5.29)

Kui n > 2, siis vOivad n-jiarku diferentsiaalvorrandiga kaasneda ka tingimused, mis seovad
otsitava funktsiooni y = y(x) ja tema tuletiste vairtusi integreerimisldoigu [a, b] rajapunktides
x = a ja x = b. Niisuguseid tingimusi nimetatakse rajatingimusteks, diferentsiaalvorrandit
koos rajatingimustega aga rajaiilesandeks.
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Teoreem 5.6.
Cauchy teoreem. Olgu funktsioon

&Y, Y1, Y20 o) Y1)
pidev muutujate X,y,Vi,Va, .., Yn_1 Pplitkonnas D ning olgu tal olemas esimest jédrku
osatuletised argumentide y, Yy, Y5, ..., Yn—1 jargi, mis olgu samuti pidevad piirkonnas D. Siis

iga punkti (xq, Vo, V1, ---» Yn—1) € D korral on Cauchy iilesandel (5.28), (5.29) olemas parajasti
iiks lahend y = y(x).

Definitsioon 5.21.
Normaalkujulise n-jarku diferentsiaalvorrandi iildlahendiks piirkonnas D nimetatakse seost
y = }’(x; Clr CZ! ey Cn);

kus Cy,C,, ...,C, on suvalised konstandid, mille puhul iga (xg,Vo, Vs, ..., Yo 1) € D jaoks
leiduvad konstantide viirtused nii, et neile viértustele vastav lahend rahuldab algtingimusi
(5.29).

Definitsioon 5.22.
Normaalkujulise n-jidrku diferentsiaalvorrandi erilahendiks nimetatakse lahendit, mis
saadakse iildlahendist konstantide C;, C5, ..., C,, konkreetsete véirtuste korral.

Niide 5.38. Lahendada vorrand y™ = f(x).
Leiame iildlahendi algtingimustel y(xo) = Vo, ¥'(X0) = y1, ¥ (x0) = V2, e, Y@V (x0) =
Yn-1-

Integreerime vorrandi molemat poolt, saame

X
y® b = jf(x)dx +Cy,
Xo

kus xy on argumendi mistahes fikseeritud véértus ja C; on integreerimiskonstant. Integreerime
veelkord,

X X
y@-2) = f ff(x)dx + G (x — x0) + Ca.
Xo LXo

Jiatkame protsessi, saame

X X
(x — xo)™? (x — x¢)" 2

yzf... ff(x)dx + C; =Dl + C, =2 + ..+C,.

Xo

Kui meil on algtingimused

yxo) =y Y'(x) =y, ¥'(x0) =Yz, YV (x0) = Yy,
siis saame

Ch=Y0,Ch-1=Y1,Ch2 =Y2,..., 01 = Yn_1.

Niide 5.39. Lahendada vorrand

o _ Skx+1
y =e s
kus k on mingi nullist erinev reaalarv.

Integreerime vorrandi mdlemaid pooli muutuja x jirgi, saame
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1
yu — Eekx+1 + Clﬂ

kus C; on suvaline konstant. Integreerides veel kaks korda, saame vorrandi iildlahendiks

1
y = Fe"x“ + Cyx? + Cx + C,
kus Cy, C, ja C30n suvalised konstandid.

Diferentsiaalvorrand kujul
F(x’ y(k)’ y(k+1)’ . y(n)) = 0,

on lahendatav jirgu alandamise teel muutuja vahetusega
y® = g,

lugedes suuruse z muutuja x funktsiooniks z = z(x). Uue otsitava funktsiooni kaudu saadud
diferentsiaalvorrand on (n — k)-jirku kujul

F(x,2,2,..,200) = 0.

Niide 5.40. Lahendada vorrand y® = \[y"".

Alandame vorrandi jirku asendusega
12}

y'"' =z,
lugedes suuruse z muutuja x funktsiooniks z = z(x). Siis saame diferentsiaalvorrandi kujul
Vz=12z'
ehk esimest jarku eralduvate muutujatega vorrandi, lahendame selle vorrandi
dz
Z=1z,
dz
E = dx,

2Vz =x + C;ehk 4z = (x + C,)?.

Kuna muutujate eraldamisel jagades libi suurusega vz eeldame, et vz # 0, seetdttu vorrandi
lahendiks on ka z = 0. Asendame tagasi z avaldise, saame vorrandi

" 1 2
y = Z (x + Cl) )
mille lahendamiseks integreerime kolm korda jérjest, saame

n 1 3
y =E(X+C1) +C2l

1
y, = E(x + 61)4 + sz + C3,
2

1 X
y Z%(DH-Q)S + 5 G+ Cox + Gy

Lahendades vorrandist z = 0 saadava vorrandi y'"’ = 0, saame lisaks iildlahendi kujul
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y = Csx? + Cex + Cs.

Vérrand kujul
F(y,y,..y™W)=0, n=x=2,

mis ei sisalda sdltumatut muutujat x, on lahendatav jidrgu alandamise teel muutuja vahetusega
y =z
kus z = z(y) on muutuja y funktsioon, mitte argumendi x funktsioon. Siis
o4y _dz(y) dzdy
Y T Tax T T dx :@E:”'
 d@) dEZD)  d(Zz)dy
y=dx=dx=dya=

z"'z% + (z)2z.

Jargnevate tuletistega séilib saadud seaduspérasus: iga jargmine y tuletis sisaldab uue muutuja
z tuletisi, alates esimest jirku tuletisest kuni iihe vorra viiksema jirguni: y® sisaldab uue
muutuja z tuletisi z’, z", v, z2® D 2 <k <n.

Niide 5.41. Lahendada vorrand y'2 + yy'' = 0.

Alandame vorrandi jarku asendusega

y' =z
lugedes suuruse z muutuja y funktsiooniks z = z(y). Siis
yll = ZIZ
ja diferentsiaalvOrrand saab kuju
z2+yz'z=0
ehk
dz
—zy = =272,
dy
z 1
Z_Z dz = — ; dy

Lahendame saadud esimest jirku vorrandi, saame

In|z| = —In|y| + In(;,

G
|z| = —.
|y
Asendame z = y’, saame esimest jirku vorrandi
,_G
y =0
y
mille lahendiks on
y? = Cix + C,.
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5.6.1. KORGEMAT JARKU LINEAARSED VORRANDID

Lineaarne homogeenne diferentsiaalvorrand iildkujul on

y® +p1 (Y™ + -+ ppg (Y + pa(X)y = 0, (5.30)

kus p1(x),..,pn(x) on pidevad funktsioonid. Seda vd&rrandit nimetatakse lineaarseks
homogeenseks n-jarku diferentsiaalvorrandiks.

Definitsioon 5.23.
Olgu y; =y;(x) (i=1,2,..,n) vahemikus (a,b) miératud ja n—1 korda pidevalt
diferentseeruvad funktsioonid. Determinanti

y1(x) Y2(x) o yp(x)
weo=| 0
y* P P P )

nimetatakse  funktsioonide  y;(x),y,(x),...,¥,(x) Wronski determinandiks ehk
wronskiaaniks (punktis x).

Wronski determinanti tihistatakse ka W (y;(x),y.(x), ..., ¥n(x)), kus argument néitab,
millitest funktsioonidest on Wronski determinant voetud.

Teoreem 5.7. Olgu y; = y;(x) (i = 1,2, ...,n) vahemikus (a,b) médratud ja n — 1 korda
pidevalt diferentseeruvad funktsioonid. Kui funktsioonid y;, y5, ..., ¥, on lineaarselt soltuvad
vahemikus (a, b), siis nende funktsioonide Wronski determinant W (x) on vordne nulliga
iga x € (a, b) korral.

Vastupidine viide iildiselt ei kehti: Wronski determinant voib vorduda nulliga, kuid
funktsioonid vdivad olla lineaarselt sdltumatud antud piirkonnas.

Niide 5.42. Funktsioonid
_(x%, x<0,
y1(x) =

0, x =0,

ja
0, x <0,
p@={5 11§

on lineaarselt s6ltumatud vahemikus (—oo, ), kuid nende funktsioonide Wronski determinant
W (x) on vordne nulliga iga x € (—o0, 00) korral.
Kui arvutame funktsioonidest Wronski determinandi, saame x < 0 korral

_|x* 0]_
W(x)—|3x2 0|_0

jaka x = 0 korral
0 x3

W (x) = |O 3x2| = 0.
Samas tingimusest
kyx3,x <0
0=k +k ={1’ ’
11 (%) 2Y2(X) kpx3,x > 0,

jéreldub, et k; = k, = 0 ehk funktsioonid y; ja y, on lineaarselt sdltumatud.
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Teoreem 5.8.

Kui lineaarse homogeense n-jiarku diferentsiaalvorrandi (5.30) lahendid y; (x), y2 (%), ..., Y (x)
on vahemikus lineaarselt soltumatud, siis nende funktsioonide Wronski determinant W (x)
on nullist erinev iga x € (a, b) korral.

Definitsioon 5.24.
Oeldakse, et n-jiarku lineaarse homogeense diferentsiaalvorrandi (5.30) mis tahes n lineaarselt
soltumatut lahendit moodustavad selle vOrrandi lahendite fundamentaalsiisteemi.

Teoreem 5.9.

Olgu lineaarse homogeense n-jiarku diferentsiaalvorrandi (5.30) kordajad pidevad funktsioonid
vahemikus (a, b). Olgu y;1(x), y2(x), ..., yo(x) vorrandi lahendite fundamentaalsiisteem, siis
vorrandi (5.30) iildlahend avaldub kujul

Y= Ci(®) + 612 (0 + ot Cayn@ = ) Cyi(®). (5:31)
k=1

Uldlahendiga on mératud dra vorrandi (5.30) koik lahendid, st vorrandi (5.30) mistahes lahendi
saame iildlahendist konstantide Cy, C5, ..., C,, sobiva fikseerimise teel.

Lineaarse homogeense diferentsiaalvorrandi jirgu alandamine.

Lineaarse homogeense vOrrandi saab lahendada nii, et leiame koigepealt selle vorrandi n
lineaarselt sdltumatut lahendit ja kirjutame vastuse kujul (5.31), selleks iildine meetod puudub.
Selleparast tuleb vorrandi lahendamiseks sageli kasutada iildist jirgu alandamise votet.

Kui me teame vorrandi mingit lahendit y; (x) # 0, siis vdime vorrandi jarku alandada vorrandi
lineaarsust sdilitades. Seda saame teha kahe asendusega: esiteks asendame vOrrandis

Y™ +p1 )y + ot pr ()Y + pa()y =0,
Yy=¥1"%
ning siis alandame vorrandi jarku asendusega
z'=u, z=2z(x),u=u(x).
Liouville’i-Ostrogradski valem.

Olgu p;(x),p2(x), ..., pr(x) mingid pidevad funktsioonid, kui a < x < b, ning oletame, et
funktsioonid y;(x), y,(x), ..., yo(x) moodustavad lahendite fundamentaalsiisteemi lineaarse
homogeense n-jarku diferentsiaalvorrandi

Yy +p; (Y™ VY + L+ P ()Y +p(X)y =10

jaoks. Siis funktsioonide y;(x),y,(x), ..., ¥n(x) Wronski determinant W (x) on vahemikus
(a, b) nullist erinev iga x € (a, b) korral.
Siis vorrandist

W'+ p,(x)W =0

saame Wronski determinandi W jaoks avaldise, mida nimetatakse Liouville’i-Ostrogradski
valemiks (monikord ka Abeli valemiks)

W(x) = CeJP1(®dx a<x<h,

kus C on suvaline konstant, mis ei saa olla null.
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Kuigi vorrandi (5.30) lahendite fundamentaalsiisteem v, (x), y,(x), ..., y,(x) soltub selle
vorrandi koigist kordajatest p;(x), p,(x), ..., pn(x), soltub lahendite Wronski determinant
W (x) ainult kordajast p; (x).

Lineaarne mittehomogeenne diferentsiaalvorrand on vorrand kujul

Y +p1()Y" Y + ot Pao (DY + Py = f(X).
Kui on teada lineaarse homogeense diferentsiaalvorrandi

y® +p, )y Y+ 4P ()Y + )y =0

jaoks n lineaarselt sdoltumatut lahendit

Y = Ciyi(x) + Gy (x) + .o+ Cryn(x)

ja mittehomogeense vorrandi iiks erilahend Y, siis mittehomogeense diferentsiaalvorrandi
iildlahend avaldub kujul

y=Y+Ciy1(x) + C2y,(x) + ...+ C,y(x). (5.32)

Lineaarse mittechomogeense diferentsiaalvorrandi mistahes lahend on saadav iildlahendist
(5.32) konstantide Cy, Cy, ..., C,, viidrtuste fikseerimisel.

Erilahendi Y leidmine konstantide varieerimise meetodiga.
Erilahendit Y (x) otsitakse jargmisel kujul

Y(x) = Ci(x)y1(x) + C(0)y2(x) + ... + () yn (%),

homogeense vorrandi iildlahendisse (5.31) asendame suvalised konstandid Cy, Cs, ..., Cy
funktsioonidega C;(x), C;(x), ..., C,(x). Funktsioonid C; (x), C,(x), ..., C,,(x) midratakse nii,
et Y(x) rahuldaks mittehomogeenset vorrandit. See on ainult iiks tingimus n funktsiooni
midramiseks. Puuduvad tingimused vOime vabalt ette anda, need anname ette nii, et lahendi
v (x) tuletised kuni jarguni n — 1 oleksid vdimalikult lihtsa kujuga.

Diferentseerime Y (x) avaldist, saame

Y'=Ci(0)y1(x) + C(0)y(x) + .o+ Cr(0)y () +
+C1(0)y1(x) + C(0)y2(x) + ..+ Cr(X) yp ().

Esimese vabalt valitud tingimusena nduame, et viimase avaldise paremal pool olev esimene
summa oleks vordne nulliga:

C1(Oy1(x) + G (0)y2 (%) + ... + Cr(x)yn(x) = 0.
Siis
Y= C(0)y1(x) + C(0)yz(x) + oo+ Cu()yn (%),
mille diferentseerimisel saame
Y" = Cl()y1(0) + G()y;(x) + .+ Cr(0)yn (%) +
+C ()y1 (x) + C(0)y; () + ...+ Gy (x).
Teise tingimusena nduame, et

. C{G)YI () + YR + ot CLOYAR) = 0.
118
V' = GO0V 00 + CYE ) + ot CulOYE (0).

Sarnaselt diferentseerime edasi ja toome sisse uued lisatingimused kuni saame
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Y™ = )y 0 + Gy V) + e+ CLO)yT T () +
+C ()Y @) + @YV @) + ot C() Y ().

Niitid kasutame tingimust, et Y (x) peab rahuldama mittehomogeenset diferentsiaalvorrandit.
Selleks asendame Y esialgsesse diferentsiaalvorrandisse, kust saame

D G @+ ) Gy () 4@ ) Gy () + .
k=1 k=1 k=1

A D@ ) GOy () = f).
k=1

Kirjutame vorduse timber

D G @+ ) G0 (10 + Y@ + e+ ) = @),
k=1 k=1

Kuna y; on vorrandi lahend (k = 1, 2, ..., n), siis sulgudes olev funktsioon on nullfunktsioon.
Jarelikult on Y vorrandi lahendiks, kui kehtib tingimus

Ci Y V) + Gy V@) + e+ Gy () = £,

Vottes kokku koik sisse toodud tingimused ja viimase voOrduse, saame funktsioonide
C;(x), Cy(x), ..., Cy(x) leidmiseks siisteemi

(C1(0)y1(x) + (DY () + ...+ (D) yn(x) =0,

{ C1(0)y1(x) + G;O)y2(x) + ...+ CL(X)yn(x) =0, (5.33)

L@y 2@ + G y™ D) + ot @Y™V = ().

See on suuruste
C1(x), C3(x), ..., Cp(x)

suhtes lineaarne mittehomogeenne vorrandisiisteem n vorrandi ja n tundmatuga. Siisteem on
tiheselt lahenduv. Siisteemi lahendamisel avaldame koigepealt tuletised

C1(x), C3 (%), ..., Cp ()
ja siis funktsioonide avaldised saame integreerimisel:

Ci(x)=g9;(x),i=12,..,n,
Ci(x) = fgi(x) dx+C,,i=12,..,n.
Kuna meid huvitab ainult iiks erilahend, siis véime vétta C; = C, = ... = C, = 0.
660 = [ g ax.

Korgemat jirku lineaarse konstantsete kordajatega diferentsiaalvorrandi iildkuju on

YW +a,y® PV + ot ap gy + agy = f(2), (5.34)
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kus aq, ..., a, on konstandid ja f(x) antud vabaliige ja y = y(x) otsitav funktsioon. Vorrand
on erijuht vorrandist (5.30).

Vorrandi lahendamiseks tuleb lahendada kdigepealt vastav homogeenne vorrand kujul
y™ +a;y® Y+t a, 1y +a,y=0, (5.35)
selleks koostame karakteristliku vorrandi
K"+ a k"' + . +a, 1k+a,=0 (.536)

ja leiame lahendina karakteristlikud véartused ky, ..., k.

Definitsioon 5.25.
Vorrandit (5.36)
K"+ a;k" 1+ . +a, 1k+ta,=0
nimetatakse diferentsiaalvorrandi (5.35) karakteristlikuks vorrandiks, vorrandi (5.36)

lahendeid nimetatakse karakteristlikeks viartusteks. Vorrandi (5.36) vasakul poolel olevat
poliinoomi

Pk)=k"+a,k" '+ ..+a, 1k +a,
nimetatakse vorrandi (5.35) karakteristlikuks poliinoomiks.

Karakteristlike véértuste iseloomule vastavalt (reaalsed voi komplekssed, kordsed) kirjutame
vilja vorrandi lineaarselt soltumatud erilahendid yy, ..., ¥, Ja nende lineaarse kombinatsioonina
ka vOrrandi iildlahendi.

a) igale reaalsele iihekordsele karakteristlikule viértusele k; vastab erilahend kujul
Yi= ekix'
b) igale m-kordsele reaalsele karakteristlikule viirtusele k; vastab m erilahendit kujul

eklx' xeklx’ x2 klx’ o, xm—leklx )

c¢) igale kompleksarvulistele karakteristlike viddrtuste paarile kj; = a * i vastab kaks
reaalset erilahendit kujul
e“* cos Bx,e"* sin Bx,

d) igale m-kordsele kompleksarvulisele karakteristlike vddrtuste paarile k;; = a + if8
vastab 2m reaalset erilahendit kujul

e“* cos Bx,x e** cos Bx, ..., x™ 1e** cos fBx,

e“* sin Bx, xe“* sin Bx, ..., x™ 1e** sin Bx.
Teoreem 5.10.
Kui funktsioon y = u + iv on lineaarse homogeense diferentsiaalvorrandi kompleksarvuliseks
lahendiks, siis selle reaalosa u ja imaginaarosa kordaja v on samuti vorrandi lahendiks.

Teoreem 5.11.
Kui konstantsete kordajatega lineaarse homogeense n-jarku diferentsiaalvorrandi (5.35)
karakteristlikud visirtused ky, ..., k, on paarikaupa erinevad, siis funktsioonid y; = e¥i*
moodustavad diferentsiaalvorrandi (5.35) lahendite fundamentaalsiisteemi ja seega tema
ildlahendiks on

y = Ce** + Cre*2* + .. + C, ek,
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kus —o0 < x < 00 ja €y, C5, ..., C,, on suvalised konstandid.
Teoreem kehtib ka kompleksarvuliste karakteristlike vdirtuste korral
ki=a+if,k =a—ip,

kuid sellisel juhul vastab kompleksarvulistele lahenditele kaks reaalset lahendit, milleks on
kompleksarvulise lahendi reaalosa ja imaginaarosa kordaja. Niteks kui

y; = ef1¥ = g(@+iB)x = o@% co5 Bx + je® sin fx
ja

y, = ekeX = (@=if)x — X co5 By — [0 sin Px,
siis sellest, et y; on vorrandi kompleksarvuliseks lahendiks, jdreldub teoreemist 5.10, et ka
lahendi reaalosa Re(y;) = e** cos Bx ja imaginaarosa kordaja Im(y;) = e** sin fx on selle

vorrandi lahenditeks. Seega kompleksarvulistele lahenditele y; ja y, vastab kaks reaalset
lahendit kujul

¥, = Re(y,) = e®* cos Bx, ¥, = Im(y,) = e** sin Bx.

Niide 5.43. Leida uildlahend vorrandile

nr

y'" =2y" —=3y"=0.
Vastav karakteristlik vorrand on kujul
k3 —2k? — 3k = 0,k(k* — 2k — 3) = 0,

karakteristlikud viirtused on
ki =0k, =—1,k; =3.
Vorrandi erilahendid on
Y1 = er = 1ly2 = e_x'yB = eSx
ja vorrandi tildlahendiks on
y = C, + Cre™ + C3e3%,

Niide 5.44. Lahendada diferentsiaalvorrand

y”I_y”_y,+y=0.
Vastav karakteristlik vorrand on kujul

kK3—k?—k+1=0
ja selle lahendid on
ki =—-1,ky, =ks; =1.
Vorrandi erilahendid on

ja vorrandi tildlahendiks on
y = Cie ™ + Cye* + C3xe*.

Niide 5.45. Lahendada diferentsiaalvdrrand
Yy —2y© 4 2y — 4y 4y — 29" = 0.
Vastav karakteristlik vorrand on kujul

k7 —2k® + 2k® — 4k* + k3 — 2k? = k?(k— 2)(k* +1)> =0
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ja selle lahendid on
kl = kz == 0,k3 = 2,k4 = k5 = ilkﬁ = k7 = _l

Vérrandi erilahendid on
yi=1, Y2 =X, y3 = e?, Y4 = COSX,
Y5 = X COSX, Ve = Sinx, y, = xsinx.
ja vorrandi tildlahendiks on
y = C; + Cyx + C3%* + (C4 + Csx) cosx + (Cg + C,x) sinx.
Mittehomogeense vorrandi lahend avaldub vastava homogeense vOrrandi lahendi ja iihe
mittehomogeense vOrrandi erilahendi summana:
y=Cy,+ ..+Cy,+Y,

kus Y on mittehomogeense vorrandi iiks erilahend.

Niide 5.46. Leida erilahend vorrandile

Kuna vastava karakteristliku vorrandi
k3 —k?=0
lahendid on k; = 1,k, = k3 = 0, siis vastava homogeense vorrandi iildlahendiks on

yh = Cl + sz + C3ex.

Seega iiks karakteristliku vorrandi lahenditest k; = 1 on vOrdne arvu e* astmes oleva
argumendi x kordajaga. Seetdttu otsime erilahendit kujul

Y = Axe”,
siis
Y' = Ae* + Axe”,
Y" = Ae* + Ae* + Axe* = 24e* + Axe”,
Y'" = 24e* + Ae* + Axe* = 34e* + Axe”.

Tundmatu kordaja A méddramiseks asetame vorrandisse otsitava y tuletiste asemele vastavad Y
tuletiste avaldised. Saame
34e* + Axe* — 2Ae* — Axe* = e*
ehk
Ae* = e”*.

Siit saame, et A = 1 ja otsitavaks erilahendiks on

Y = xe*.

5.7. DIFERENTSIAALVORRANDITE SUSTEEMID

Paljude iilesannete lahendamisel tuleb leida funktsioonid

Vi = Y1), ¥2 = ¥2(%), oo, Y = Y (),

mis rahuldavad diferentsiaalvorrandite siisteemi argumendi X, otsitavate funktsioonide y4, Vs,
..., Yn ning nende tuletiste suhtes. Harilike diferentsiaalvorrandite siisteemi iildkujus voib olla
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otsitavate funktsioonide korgemat jirku tuletisi. KOrgemat jéarku tuletised on vdimalik uute
muutujate sissetoomise teel asendada temaga samaviirse normaalkujulise siisteemiga.

Definitsioon 5.26.

Normaalkujuliseks siisteemiks (normaalsiisteemiks) nimetatakse diferentsiaalvorrandite
siisteemi, kus vorrandite vasakuteks poolteks on otsitavate funktsioonide esimest jirku
tuletised, paremad pooled aga tuletisi ei sisalda:

(dy4
dx Fi(x,¥1, -, Yn),
dy,

] E = FZ(x) yl, ---;yn)! (5.37)
dy

kd_; = Fn(xlylﬂ ""yn)'

kus Fi (x, ¥4, ---, V) on antud funktsioonid k = 1,2, ..., n,
Yk = Vi (x) on otsitavad funktsioonid.

Niide 5.47. Leida jargmise siisteemi normaalkuju
{ y'—2zz' =0,
sinx +y" —z% =
Avaldame teisest vorrandist y'’ ja esimesest z', saame siisteemi kujul

4

=
2z’
y" =z% —sinx.

Z

Votame kasutusele uue funktsiooni

w=y,
saame siisteemi asendada kolmandat jarku normaalkujulise siisteemiga otsitavate y, z ja w
suhtes:

(Y =Ww,
ow
7' = —
| 2z’
kW’=Zz—sinx.

Normaalsiisteemi jiarguks nimetatakse normaalsiisteemis sisalduvate vorrandite arvu.
Siisteem (5.37) on n-jarku.

Definitsioon 5.27.
Normaalsiisteemi (5.37) lahendiks vahemikus (a, b) nimetatakse suvalist kogumit n
funktsioonist y; = y;(x), v, = (%), .., ¥n = Yo(x), mis on miidratud ja pidevalt
diferentseeruvad vahemikus (a, b), kui ta muudab samasuseks siisteemi (5.37) iga vorrandi iga
x € (a, b) korral.

Definitsioon 5.28.
Diferentsiaalvorrandite siisteemi (5.37) jaoks Cauchy iilesanne seisneb jiargnevas: leida
stisteemi lahendite hulgast niisugune

Y1 =Y1(%),¥2 = y2(%), ..., ¥n = Yu(x),

Korgem matemaatika II, Ella Puman 181



mis rahuldab tingimusi
Y1=Y1Y2=¥8 . ¥n = Y0

kui x = xg, kus y?, 2, ...,y? on ette antud arvud ehk algviirtused

y1(x0) = ¥1,¥2(x0) = ¥3, e, Yu(x0) = ¥y

Arv x, on sdltumatu muutuja x algviirtus.
Algtingimused on kujul

Vi (xo) = yp, k=12,..,n.

Definitsioon 5.29.
Normaalsiisteemi (5.37) iildlahendiks (piirkonnas D) nimetatakse n suvalisest konstandist
Cy, Cy, ..., C,, sdltuvat siisteemi lahendit

¥1=f1(x,C1,C3, ..., Cy),
Y2 = fZ(xl Cl' CZ' ""Cn)' (538)
Yn = fn(xl Clﬂ CZ' ey Cn)ﬂ

millel on jirgmine omadus: iga punkti (xo,yY,y?3, ...,30) € D leiduvad sellised konstantide

vidrtused C; = Clo, C, = Cg o, O = C,? , et vastav lahend (integraalkover) (5.35) kulgeb 1édbi
mainitud punkti, st rahuldab tingimusi

{J’1 = fl(x()' C?, CO, ey C?l)l
Y2 = fz(.X'O, C?, CO, ey Cg),
kyn = fn(xo: c}¢cy, .., C?l)
Uldlahendist (5.38) konstantide Cj,C,, ..., C, viirtuste fikseerimisel saadavaid lahendeid

nimetatakse siisteemi (5.37) erilahenditeks.

Niide 5.48. Niidata, et jairgmise diferentsiaalvorrandite siisteemi

{ y'=y-z
z'=z—4y
lahendiks on

{y = Cie ™ + (e,

z =2Ce™™ — 2C,e3*,

kus C; ja C, on suvalised konstandid.
Leiame lahenditest tuletised (vOrrandite vasakud pooled) ja nditame, et need on vordsed
vorrandite paremate pooltega

y' = —Cie ™ + 3C,e3*,

y—z=—Ce ™™+ 3C,e3*,

Z, = —che_x - 6C2€3x,

z—4y = —2Ce™* — 6(C,e>*,

Jarelikult funktsioonid y ja z on tdepoolest siisteemi lahendid konstantide C; ja C, mis tahes
vidrtuste korral.
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Mbdnikord ei soltu siisteemis olevad vorrandid teistest muutujatest, siis on voimalik lahendada
vorrandid eraldi diferentsiaalvorranditena. Jargnevas ndites koosneb siisteem kahest teineteisest
sOltumatust diferentsiaalvorrandist ja siisteemi lahendamine taandub kahe eraldi vorrandi
lahendamisele.

Niide 5.49. Leida jargmise normaalsiisteemi erilahend

(& _>
gdx x’
dZ_Z
&=

algtingimustel
y(1) =2jaz(1) = 3.

Tegemist on sellise siisteemiga, mille mdlemad vorrandid on eraldi lahendatavad, nad ei soltu
teisest muutujast. Kdigepealt korrutame molemat vorrandit suurusega dx ja seejérel jagame
esimest vOrrandit suurusega y ja teist vorrandit suurusega z, saame

(dy dx
dz dx
Iz

Integreerides molemaid vorrandeid, saame

{lnlyl =In|x| +InC;,

In|z| =In|x| +InC,.
Uldlahend avaldub jirgmiselt
{y = Clx'
z = (Cyx.

Erilahendi saamiseks rakendame rajatingimusi, saame konstantide C; ja C, vdiirtused
jargmiselt:

Cl=2,C2=3.
Seega erilahendiks on
y = 2x,z = 3Xx.
5.7.1. UHELE VORRANDILE TAANDAMISE MEETOD

Diferentsiaalvorrandite siisteemide iiks pohilisi lahendusmeetodeid seisneb nende taandamises
tihele korgemat jiarku diferentsiaalvorrandile. Lahendades selle vorrandi, leiame iihe
otsitavatest funktsioonidest. Ulejiinud otsitavad funktsioonid leiame lihtesiisteemi vorrandite
ja siisteemi teisendamise kdigus saadud seoste abil. Kuna diferentsiaalvOrrandite siisteemi iihele
korgemat jdrku vorrandile taandamisel on pohilisteks operatsioonideks vorrandite
diferentseerimine ja muutujate elimineerimine, nimetatakse iihele muutujale taandamise
meetodit tihti ka elimineerimismeetodiks.
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Niide 5.50. Kasutades elimineerimismeetodit, lahendada diferentsiaalvOrrandite siisteem
y' =z, z'=y,
kus y = y(x) ja z = z(x) on otsitavad funktsioonid.

Diferentseerime esimest vorrandit, saame
144 !

y =z

ja asendame teise vOrrandisse, saame teist jirku diferentsiaalvorrandi kujul

yII — y,
iildlahendiks saame
y = Cie ™ + Cye”™.

Esimesest vorrandist saame otsitava funktsiooni z:

z=—Ce™ + Cye*.

Naiide 5.51. Kasutades elimineerimismeetodit, lahendada diferentsiaalvorrandite siisteem
y—2zz' =0,
{sinx+y"—z2 =0,
kus y = y(x) ja z = z(x) on otsitavad funktsioonid.
Diferentseerime teist vorrandit, saame
cosx+y'"" —2zz'=0

ja elimineerime korrutise 2zz’, liites vorrandid kokku. Saime kolmandat jirku konstantsete
kordajatega lineaarse vorrandi

y"" —y = —cosx,
mille iildlahend avaldub kujul

y =0y + Gy, +C3y; +7Y,

kus Y on vorrandi erilahend ja {y;, y,, 3} vastava homogeense vorrandi lineaarselt sdltumatud
erilahendid. Vastava homogeense vorrandi

ylll _ y — 0
karakteristlik vorrand on kujul
k3—-1=0,
karakteristliku vorrandi lahenditeks on
1 3 1 3
ki=1Lk,=—=+—1i,k3=—=——I,
2 2 2 2

seega homogeense vorrandi iildlahendiks on
_x V3 V3
yp=Cie*¥+e 2 (CZCOSTDC + C3sin7x>.

Mittehomogeense vorrandi erilahendit otsime samal kujul funktsiooniga (—cosx), ehk
trigonomeetriliste funktsioonide summana:

Y =Asinx + Bcosx, Y' = Acosx — Bsinx,
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Y" = —Asinaz — Bcosz, Y" = —Acosc+ Bsinz

Asendame erilahendi vorrandisse, saame:
—Acosx 4+ Bsinx — Asinx — Bcosx = —cosx

Konstantide A ja B médramiseks peavad sin x ja cos x kordajad molemal pool
vordusmaérki olema vordsed, siit saame kaks vorrandit:

—-A-B=-1, B-—A=0,
ehk
1
A=B=—.
2
Saime erilahendiks . )
Y = —sinx + —cosx
ja iildlahendiks
1 1 . 3 3
Yy = 5 sinx + écosx + Cie" +e 2 (CQCOS gx + Cﬁiﬂ%m) .

Niilid on vaja leida teine otsitav funktsioon z, selleks kasutame teist vorrandit ja
leiame iildlahendist y teise tuletise:

1 1 1 . 3 3
2> =sinx — 5 sinx — 5 CosT + Che* + Ze_f <02 cos \/T—x + (C5sin §x> +

(NI

+e ——Cycos —uz — ZC’g sin —ux

4 2 2

(e fom s

Naiide 5.52 Kasutades elimineerimismeetodit, lahendada diferentsiaalvorrandite
stisteem

yl =2- 2

7 =y—4cosuz,
kus y = y(z) ja z = z(x) on otsitavad funktsioonid. Avaldame esimesest vorrandist
otsitava z ja diferentseerime saadud vorrandit:



Niilid asendame saadud z’ avaldise teise vorrandisse, saame
—y' =y —4cosx

ehk
y' + 1y =4cosz.

Saime teist jarku konstantsete kordajatega lineaarse diferentsiaalvorrandi, mille
iildlahend on kujul

y=yn+Y,

kus y;, on vorrandile vastava homogeense vorrandi lahend ja Y on mittehomogeense
vorrandi erilahend. Koigepealt lahendame vorrandile vastava homogeense vorrandi

y'+y=0.
Lahendamiseks moodustame vorrandile vastava karakterisliku vorrandi

K +1=0,

mille lahenditeks on
ki=1,ky=—1

Kuna tegemist on kompleksarvuliste karakteristliku vorrandi lahenditega, siis ho-
mogeense vorrandi iildlahend avaldub kujul

yp = " (Cysinz + Cycosz) = Cysinx + Cycos
Mittehomogeense vorrandi erilahendi leidmisel peame arvestama, et vorrandis
Y +ay +by = F (x)

a = 0, see tdhendab, et vorrandis puudub liige, mis sisaldab 3. Kuna F (z) =
4 cos x ehk koosinuse argument on 1 korda x ja karakteristliku vorrandi lahendis
imaginaariihiku kordaja on 1, siis meil on tegemist erijuhuga, mille korral peame
erilahendit Y otsima kujul

Y =x(Asinz + Bcosz).
Tuletiste leidmisel kasutame korrutise tuletise reeglit. Siis

Y' = Asinz + Bcosx + x (Acosz — Bsinx),

Y" = Acosxz — Bsinz + Acosx — Bsinz + z (—Asinz — B cosx)
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Asendades suurused Y, Y"” mittehomogeensesse vorrandisse (5.39), saame

Acosz — Bsinz + Acosz — Bsinz + x (—Asinz — Beosx) + x (Asinx + Bceosz) = 4 cosz,
2Acosx —2Bsinz — x (Asinz + Beosx) + x (Asinx + Bceosz) = 4 cos .

Niiiid taanduvad vélja liikkmed, mis sisaldavad A sinz, x B cos x (nii juhtub alati)
ja on voimalik leida kordajate A B viédrtused, vordsustades vasakul ja paremal
pool vordusmarki trigonomeetriliste funktsioonide kordajad.

cosx kordajad :2A =4, A = 2,
sinx kordajad : — 2B =0,B = 0.

Seega otsitav erilahend on kujul
Y =2zxsinx
ja vorrandi iildlahendi saame
y=y,+Y =Cisinx + Cycosx + 2z sinx.

Kuna meil on tegemist siisteemiga, milles on vaja leida ka otsitav funktsioon z =
z (z), kasutame selleks eespool esimesest vorrandist saadud avaldist:

<z = 2_y,7
y = Ccosx — Cysing + 2sinx + 2z cos ,

2=2—9y' =2—Cicosx + Cysinx — 2sinx — 2w cos x.

Diferentsiaalvorrandite siisteemi lahenditeks on seega

y=Cysinz + Cycosz + 2rsinw,
z=2—Cicosz + Cysinx — 2sinxr — 2x cos x.

5.5.7. INTEGREERUVATE KOMBINATSIOONIDE
MEETOD

Teiseks meetodiks, mida sageli kasutatakse diferentsiaalvorrandite siisteemi-
de lahendamisel, on integreeruvate kombinatsioonide meetod ehk kombineerimis-
meetod. See meetod seisneb siisteemi vorrandite teisendamisel kujule, millest on
lihtne leida vorrandeid kujul ¢(x,y,...,y,) = C. Siisteemi vorrandite teisenda-
misel sageli vorrandid liidetakse omavahel voi lahutatakse iihest vorrandist tei-
ne. Nendele votetele voib lisaks kasutada ka vorrandite ldbikorrutamist sobivate
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funktsioonidega enne liitmist voi lahutamist, et oleks voimalik saadud vorrandit
integreerida.

Niide 5.53. Kasutades integreeruvate kombinatsioonide meetodit, lahendada
diferentsiaalvorrandite siisteem
y' =z,
2=y,

kus y = y(x) ja z = z(x) on otsitavad funktsioonid. Tegemist on iilesandes 5.50
oleva siisteemiga, mille lahendasime elimineerimismeetodil.

Lahendame sama tilesande niiid teisel meetodil. Liites antud vorrandite va-
sakud ja paremad pooled, saame

Y+ =z+y
ehk p
_l’_
dz

See ongi iiheks integreeruvaks kombinatsiooniks, mille lahendamiseks teeme asen-
duse u = y + z ja saame diferentsiaalvorrandi

u = u,
mille lahendiks on
Uu = C’lex,
edasi asendades u avaldise tagasi
y+z=Ce"

ja avaldades integreerimiskonstandi, saame
Ci=e*(y+2).

Teise integreeruva kombinatsiooni saamiseks lahutame siisteemi esimesest vorran-
dist teise:

y—Z=z2-y
ehk g )
Yy—=z) _ .

Saime teise integreeruva kombinatsiooni, mille lahendamiseks teeme asenduse

u=y—=z
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ja saame diferentsiaalvorrandi

mille lahendiks on
u = Cee™ ",

edasi asendame u avaldise tagasi, saame

T

y—z=Che”
ja avaldades intergreerimiskonstandi, saame
Co=¢e"(y—2).

Stisteemi tildlahendi voib esitada kujul

e " (y + Z) - Ol?

e’ (y—z) = Cs.
Kui avaldada saadud seostest otsitavad funktisoonid y ja z, saame siisteemi iildla-
hendi kujul:

y = Cre” + Cye™™,

Z = C’lex - Cge_x.
Saime sama tulemuse, mis iilesandes 5.50.

Naide 5.54. Kasutades integreeruvate kombinatsioonide meetodit, lahendada
jargmine diferentsiaalvorrandite siisteem

dv x—y

dt  z—t’
dy x—y

dt  z—t’
dz 1
— =T —

dt y )

kus x =2 (t),y =y (t) ja z = z (t) on otsitavad funktsioonid. Lahutame siisteemi
esimesest vorrandist teise, saame

c(z—y)

=0
dt ’

millest integreerimisel saame
x—y=Ch.

234



Asendades saadud avaldis siisteemi teise ja kolmandasse vorrandisse, saame teist
jarku siisteemi

dy _ G
gt_z—f
4

= = 1.
i C1 +

Selle siisteemi teisest vorrandist saame integreerides avaldada z:
z=t+ Clt + CQ.

Asendades saadud avaldise uue siisteemi esimesse vorrandisse, saame

dy 4 e
dt  t+Cit+Cy—t Cit+Cy

Saadud vorrandi lahendamisel saame

Stisteemi tildlahend on kujul

235






au_l 6u_1 Ju au_l 1= 0
ox 9y  ox dy -

ehk saame samasuse 0 = 0.

Niide 6.2. Lahendada osatuletistega diferentsiaalvorrand
Ju
i 0
Integreerime vorrandit argumendi x jédrgi, nagu harilikku diferentsiaalvorrandit, saame u = C.

Kuna u on kahe muutuja funktsioon, siis C ei soltu argumendist x, aga v3ib sdltuda argumendist
y, vorrand on ikka rahuldatud. Vorrandi iildlahendiks on suvaline funktsioon argumendist y:

u=CcQ).

Niide 6.3. Lahendada osatuletistega diferentsiaalvorrand

ou
X @ +u=0.
Vaatleme muutujat x parameetrina ja lahendame vastava hariliku diferentsiaalvorrandi
1du 1
wdy - 7
du dy
P

Inful = — % +In|C(),

_Y
u=_Cx)e =x.

Selle vorrandi lahendis olev integreerimiskonstant vOib sdltuda argumendist x. Kontrollime
lahendit, asendades selle esialgsesse vOrrandisse:

_X
6(C(x)e x) y
x————=+C(x)e  x =0,
dy

x-(—%)-C(x)e_%+ C(x)e_% =0.

Geomeetriliselt vastab vorrandi lahendile u = u(x, y) pind ruumis, seda pinda nimetatakse
integraalpinnaks. Kuna iildlahendis on suvalised funktsioonid, sisaldab voOrrandi lahend
16pmata palju integraalpindu.

Definitsioon 6.3.

Osatuletistega diferentsiaalvorrandi jarguks nimetatakse vorrandis leiduvat korgeimat
osatuletise jarku.

Teist jarku osatuletistega diferentsiaalvorrand on kujul
v ou du 0%u 0°u 0%u'\ _
x’y’”’ax’ay’axZ’ayZ’axay B
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Teist jarku osatuletistega diferentsiaalvorrandi tildlahend sisaldab kaht suvalist funktsiooni.
Loodusteadustes kasutatavad teist jirku osatuletistega diferentsiaalvorrandid:
a) Lainevorrand, mis kirjeldab laine levikut, nditeks pillikeele vonkumist, on kujul
0% f 1 0% f
d0x2 a2 ot?’
kus a on konstant. Pillikeele jaoks on a? =T/p, kus T tihistab keele otstes mdjuvat
tdombejoudu ja g lineaarset tihedust ehk massi pikkusiihiku kohta.
b) Difusioonivorrand, mis on kujul
ou _0%u
ot ox?
kus otsitav funktsioon u = u(x, t) voib tihistada nditeks gaasi kontsentratsiooni voi osardhku,
mis muutub ajas. Konstant D tidhistab difusioonikordajat.

Niide 6.4. Lahendada teist jarku osatuletistega diferentsiaalvorrand
0’u 0
dxdy

0 (au) _ 0
ox \dy)
Kodigepealt integreerime argumendi x jirgi (nagu harilikku diferentsiaalvorrandit), seejérel
integreerime argumendi y jirgi
ou
Z=Co)  u=[coray+a.
Kuna integreerisime muutuja y jirgi, voib integreerimiskonstant sdltuda suvalisest argumendi
x funktsioonist. Tédhistades

Kirjutame antud vorrandi kujul

[corav=cm,
saame iildlahendi, mis sisaldab kaht suvalist funktsiooni

u=C )+ ().

Seega teist jarku osatuletistega diferentsiaalvOrrandi tildlahend soltub kahest suvalisest
funktsioonist. Kui jark on korgem, siis samuti suvaliste funktsioonide arv, millest iildlahend
sOltub, on vordne vorrandi jirguga.

6.2. CAUCHY ULESANNE

Cauchy iilesanne osatuletistega diferentsiaalvorrandi jaoks on jirgmine: leida integraalpind,
mis ldbib etteantud koverat. Selle kdvera vorrandid vdivad olla antud ristkoordinaatides

{F (x,y,z) =0,
G(x,y,z) =0,

vOi parameetrilisel kujul: leida integraalpind, mis ldbib etteantud kdverat

x =),y =9p@),u=x),
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kus parameeter t muutub mingis vahemikus (t;, t,). Tuleb leida selline vorrandi lahend, mille
korral

(1), p(), x(1)) = 0.

Kui etteantud kdver asub mingil tasandil x = x, v0i y = y,, kus x; ja y, on mingid etteantud
arvud

x =xo,u=x)

Yy =Yo,u =),

siis algtingimuse saab kirjutada vastavalt

u(xe,y) = x(),
u(x,yo) = P(x).

Niide 6.5. Lahendada Cauchy iilesanne

vOi1

Ju
x—+u=0, u(x, 1) = x2.
dy

Uldlahendi leidsime niites 6.3, algtingimusest asendame iildlahendisse vastavad suurused,

saame
_Y
u=_Cx)e x,

1
x? =C(x)e x,

1
C(x) = x?ex,

1 _
X = X"e x .

Niide 6.6. Lahendada Cauchy iilesanne

Ju
a =Xy, u|x2+y2=1 = 1.

Loeme parameetriks argumendi y ja lahendame vastava hariliku diferentsiaalvorrandi

du x?

o u=sy 100

Uldlahendis C(y) on muutuja y funktsioon. Leiame C(y) nii, et oleks rahuldatud antud
tingimus
2

Y+ c),

y(1—y?)
2 )

1=y-

Cly)=1-

seega otsitav lahend Cauchy iilesandele on

x2 1— 2
u:y?H_ﬂTﬂ_
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Niide 6.7. Lahendada Cauchy iilesanne
ou

— =y, 1,y) = y2.
Eoiaid u(l,y) =y

Integreerime argumendi x jdrgi, iildlahend on
u(x,y) =xy + C(y),
u(l,y) =1y + C(y),

y+Cly) =y>
Avaldame C(y):

Cy)=y*-y.
Erilahend on

u(x,y) =xy+y?—y.
Niide 6.8. Lahendada Cauchy iilesanne

au_ (1 )_
ax—u, u y,y =y.

Jagame suurusega u ja integreerime x jirgi

ou
—= dx, Inlul=x+InC(y), ulx,y)=C(y)e".

Erilahend

1 1

) Cly)ey =y; C(y) =yev.
Uldlahend on:

1 1

u(x,y) = yeve* = ye* 7.

Cauchy tilesanne ei ole alati lahenduv: vOib juhtuda, et 1dbi etteantud kovera ei lihe iikski
integraalpindadest. Samas voib lédbi lihtekdvera minna rohkem kui iiks integraalpindadest.

Teist jarku osatuletistega diferentsiaalvorrandi erilahendi leidmiseks peab olema teada ka
otsitava funktsiooni u esimest jirku osatuletiste vairtus lihtekovera punktides, sest vaja on
teada kahe suvalise funktsiooni véirtust C; (x), C2 ().

Niide 6.9. Lahendada Cauchy iilesanne

0%u , Ou
ﬁzot u(l:y):y y A=)

ox
Integreerime argumendi x jdrgi kaks korda
6<6u>_0 au_C()
ax\ax) = ax VY

u=[ G+ 60 =260+ 6O)

Erilahendi saamiseks teisest tingimusest, asendades eelnevasse vorrandisse
ou

a = Cl(y)'

196



Cy)=y
ja esimesest tingimusest saame asendades iildlahendisse
x=Llu=y* 1-C,y)+CGY)=y?
y+CGy) =y?

o) =y*—y.
Erilahend on kujul

u(x,y) =xy +y*—y.

6.3. LINEAARSED OSATULETISTEGA
DIFERENTSIAALVORRANDID

Lineaarne osatuletistega diferentsiaalvorrand on vorrand kujul

N g 2 ) 6.39
pxy) - +axy ay—rx.y- (6.39)

Kvaasilineaarne osatuletistega diferentsiaalvorrand on vorrand kujul
ou Ju
p(x'yru)a + q(xry'u)@ - T(X,y,U).
Lineaarse homogeense esimest jarku osatuletistega diferentsiaalvdrrandi iildkuju on
gy =0 6.40
Py grtaxy) 5o =0 (6.40)

Lineaarse homogeense osatuletistega diferentsiaalvorrandi lahendamiseks tuleb lahendada
temaga siimmeetriline harilik diferentsiaalvorrand

dx  dy
p(x,y) q(xy)

Osutub, et osatuletistega diferentsiaalvorrandi (6.40) ja vorrandi (6.41) lahendamise iilesanded
on ekvivalentsed. Sellise siimmeetrilise diferentsiaalvorrandi lahendi

Ylx,y) =C

korral osatuletistega diferentsiaalvorrandi iildlahendiks on

u=19xy).

Kui otsitav funktsioon on kolme muutuja funktsioon

(6.41)

du du du
p(x,y,2z) FP +q(x,y,2) 3y +r(x,y, 2) i 0, (6.42)
tuleb lineaarse homogeense osatuletistega diferentsiaalvorrandi lahendamiseks lahendada
harilike diferentsiaalvorrandite siisteem
dx  dy  dz
p(,y,2)  qtxy,z)  r(xy,2)

(6.43)

Kehtivad jargmised laused.
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Lause 6.1.

Kui valem
Y(x,y,2)=C

esitab diferentsiaalvorrandite siisteemi (6.43) lahendit (integraali), siis funktsioon
u=v9(xy,2)

on diferentsiaalvorrandi (6.42) iiheks erilahendiks.

Toestus. Olgu
Y, y,z)=C

siisteemi (6.43) lahend. Diferentseerime lahendit:

oY oY o
adx + Ed}/ + Edz = 0. (6.44)

Siisteemis (6.43) tdhistame suhte
dx  dy  dz
r(x,y,z) qxy,2z) r(xy,z)

A,
siis
dx = Ap,dy = 1q,dz = Ar.

Asetame need vorrandisse (6.44), seejdrel jagame lidbi liikkmega A, saame

aop oY Y
—p+—q+——r=0.
oxP T oy 1 9"
Tulemuseks saime vorrandi (6.42), kus otsitava u asemel on funktsioon ). See aga tdhendab,
et funktsioon 1 rahuldab vorrandit (6.42), mistottu on vorrandi iiheks erilahendiks. "
Kehtib ka vastupidine viide: Kui
Y =9y, 2)
on vorrandi (6.42) erilahend, siis
Y(x,y,z) =C
on siisteemi (6.43) lahend.
Lause 6.2.
Kui

Y1(x,y,2) = Crjay,(x,y,z) = C,

on kaks lahendit (integraali) vastavale harilike diferentsiaalvorrandite siisteemile (6.43), siis

u= (p(lplr ¢Z)

ehk suvaline funktsioon funktsioonidest ; ja 1, rahuldab vastavat osatuletistega
diferentsiaalvorrandit (6.42).

Toestus. Arvutame osatuletised funktsioonist

u =@, ¥;)
ou_ 39 oy dp 3
ox 0y, dx 0P, dx '
a_u= % 61,[11+ dp 0y,
dy 0y, dy 0y, Oy’
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du d¢ 0P, N dp 0,
0z 0y, 0z Oy, 0z '

seejdrel asetame saadud osatuletised vOrrandisse (6.42). Saame

(p(x y'z)i'*' q(x, %Z)ﬂ+7‘(x, 'Z)ﬂ)a_lpf

(Nﬁy,}il+q&y,y£2+r@,,)J&%ﬁr_

Tulemus on samaselt null, sest lause 6.1 pdhjal on mdlemad sulgudes olevad avaldised on
samaselt nullid. Seega on vorrandi (6.42) lahendiks funktsioon

u= (P(II)1, 1I)Z) u
Seega saadud lahend u = @ (4, yP5) on vorrandi (6.42) iildlahend, kui funktsioonid

P1(x,y,2z) = C1japy(x,y,z) = C,

on lineaarselt soltumatud.

Niide 6.10. Lahendada diferentsiaalvorrand

ou au — 0
Yox ~ ay '
Vastav harilik diferentsiaalvorrand on
dx dy
y —x
Lahendamiseks korrutame vorrandit suurusega xy, saame
xdx = —ydy,
x? 2 C
< __r.c
2 2 2
x2+y?=C.

Osatuletistega diferentsiaalvorrandi iildlahend on suvaline funktsioon leitud lahendi vasakust
poolest

u=yP(x?+y?).

Niide 6.11. Lahendada diferentsiaalvorrand
au N u E)u
*ox " Vay T 4%z

Vastav diferentsiaalvorrandisiisteem on

=0.

In |x| =In|y|+1InC;,
x = Cyy,
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dz
)
Z

In|x| = In|z| + In C,,

x =C,z
¢
z &
Seega
X X
lpl_y)l,bZ_Z;
tildlahend on
_ (x x)
u=¢q 'z)

Kui tundmatuks on n muutuja funktsioon u(xq,xs,...,%,), siis esimest jarku lineaarse
osatuletistega diferentsiaalvorrandi lahendamine toimub analoogiliselt. Vorrand on kujul

Ju
ad

( )au+ ( )au+ + p,( ) =0 6.45
P1X,y z axl pP2\X,Y, z 0x2 Pn\X, ¥, Z — ( . )

n
ja temale vastav harilike diferentsiaalvorrandite siisteem on kujul
dx,  dx;  dx,
P1(x,y'z) Pz(x,y'z) pn(x'y'z).

Sitisteem sisaldab n — 1 sdltumatut vorrandit, jarelikult saame leida siisteemile n — 1 sOltumatut
tldlahendit

lpl(xltxZJ "'ﬂxn) = Cl,

lpZ(xlile ---;xn) = CZ’

Yn—1(Xq, X2, oo, Xp) = Cpy_y.

Vorrandi (6.45) iildlahend on suvaline funktsioon, mis sdltub leitud lahenditest:

u =@y, P2, -, Yn).
Kvaasilineaarse mittehomogeense vorrandi kujul
du Jdu
Py, W)=+ q(x.y,u) 3y r(x,y,u)
lahendamise saab viia lineaarse homogeense vorrandi lahendamisele. Kuna vorrandi kordajad
p,qja r voivad sodltuda ka otsitavast funktsioonist u, on vorrand kvaasilineaarne. Vorrandi

lahendit otsime ilmutamata kujul
V(x,y,u) =0,

otsitavaks on funktsioon kujul V. Leiame funktsioonist V osatuletised argumentide x ja y jirgi
(ilmutamata funktsiooni tuletise valemi pdohjal)
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ov

ou g
ou
ov
ou__ay
oy IV’
ou
ning asetame vorrandisse (77):
)% oV
_ 8_
p(ﬂl‘,y,U) _g_irﬁ —i—q(x,y,u) _% —r(x,y,u) =0.
du EN

Korrutame suurusega —9V/du, saame

oV oV Vv
p(xayvu)% =+ Q(mayau)a_y + r(x,y,u)% = 0.

Tulemuseks on lineaarne homogeenne osatuletistega diferentsiaalvorrand funkt-
siooni V' suhtes. Moodustame vorrandile vastava harilike diferentsiaalvorrandite
stisteemi:

dx dy du

plz,y,u)  qlz,y,u)  r(z,yu)
Sellele siisteemile saame leida kaks soltumatut tildlahendit

¢1(l’, Y, U) = Cl?
1/12(.1', Y, U) = CY2‘
Vorrandi uldlahend on
V= 90(%7 1/12)7

kus ¢ on suvaline funktsioon. Seega esialgse vorrandi (6.39) lahendiks on funkt-
sioon

@(wl,%) = 0.

Samal meetodil saab lahendada kvaasilineaarset homogeenset vorrandit, sellisel
juhul tekib silisteemi viimases vorrandis nulliga jagamine. Saame siisteemi kahe
vorrandiga, millest teine vorrand on du = 0, mille lahend on u = C (néide 6.13).

Naide 5.32. Lahenda diferentsiaalvorrand



Vastav diferentsiaalvorrandisiisteem on
dx

TU  yu o xY

_dy _du

Saime harilike diferentsiaalvorrandite stisteemi kahe vorrandiga, millest lahendame
koigepealt esimese:

dr  dy
ru  yu’
dr  dy
z oy’
Yy = Cll',
kust
c=2
Cy
Teise vorrandi lahendamisel saame
dy du
yu  zy’
dy udu
y  ay’
dy = udu.
T

Asendame argumendi x esimeses siisteemis saadud avaldisega

dy201Udu,
Yy
ydy = Chudu,

2 2
Yoo G
; Oty
?/2201162—!-02

Lopuks on vaja leitud lahendid viia kujule

¢1(I7yﬂz) :Cl ja ¢2(x7y)z) 2027

et suvalised konstandid oleksid molemal juhul paremal pool vordusmarki:



Uldlahendiks on

A(Fa(o-5)) -

Sellest lahendist on voimalik avaldada otsitav funktsioon u, kui teises argumendis
oleva funktsiooni kirjutame kujul

/(-2)-s)
=yt ().

A=) ()

Naide 5.33. Leida diferentsiaalvorrandi

ning avaldame suuruse u>

kus

ou  Ou
Uu— — — =
Oxr Oy
lahend, mis labib sirget
r=y=u.

Siin on tegemist kvaasilineaarse vorrandiga, mis on homogeenne. Selle vor-
randi lahendamiseks saame kasutada antud meetodit. Vastav diferentsiaalvorran-
disiisteem on kujul

dr dy du
v -1 0’
millest saame siisteemi kahe vorrandiga. Kui nimetajas on null, siis vordsustame
lugeja nulliga.
de d
— = —y, du = 0.
U —1
Teisest vorrandist saame leida otsitava funktsiooni u avaldise:
u = Cl,
asendame esimesse vorrandisse ja lahendame, saame
Ciy = —x + Cy,

asendades esimesena saadud C' avaldise, saame vorrandi paremale poole konstandi

uy +x = Cs.
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Vorrandi ildlahendiks on
o(u,uy +x) = 0.

Erilahendi leidmiseks asendame iildlahendisse y = u ja z = u, saame

Clzu,
Cy = u? + u.

Seega
02 - Cl(l + Cl)

Sellest saame avaldada erilahendi

wy +x = u(l+u).

5.6. DIFERENTSIAALVORRANDITE
SUSTEEM KAHEST OSATULETISTEGA
VORRANDIST

Diferentsiaalvorandite siisteemi iildkuju:

ou

8_x - f(a:,y,u),

ou
a_y - g(x,y,u)

Otsitav funktsioon v = u(z,y), funktsioonid f ja g olgu pidevalt diferentseeruvad
mingis muutujate x, y, u piirkonnas D.

Teoreem 5.6. Stisteem on tdielikult integreeruv parajasti sits, kui pirkonnas D
kehtib samasus

Sellisel juhul on siisteemil {iks lahend, mis 1abib etteantud punkti.

Jareldus 5.7. Kui on tdidetud samasuse tingimus, siis on ststeemil olemas tihest
parameetrist soltuv lahendite parv uw = u(x,y,b), kus b on parameeter.
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Naide 5.34. Lahendada stisteem

—=ar+y, —=r+

ou ou Yy
oz a

Integreerumise tingimus on taidetud:

Y

1
u:g+yx+—+b:—(y+ax)2+b.

2 2a 2a
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