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1. Jirjestatud korpuse omadused

1. Aksioomidest (A1)—(A4) ldhtudes tdestage, et
1) nullelement 0 on igas korpuses F iiheselt mdaratud;
2) iga a € F korral on vastandelement —a iiheselt midratud;
3) vorrandil a + x = b on korpuses F parajasti iiks lahend x:= b—a;
4) —(a+b)=—-a-Db.
2. Aksioomidest (M1)-(M4) ldhtudes tdestage, et
1) thikelement 1 on igas korpuses F {iheselt méératud;
2) iga b # 0 korral on podrdelement b~! tiheselt madratud;
3) kui a # 0, siis vorrandil a- x = b on korpuses F parajasti iiks lahend x:= b-a™;
4) (a-b)y'=al-pl
3. Korpuse aksioomidest ldhtudes toestage, et korpuses F kehtivad jargmised viited:
1) 0a=0iga ae€ F korral;
2) kui ab =0, siis kas a =0v0i b =0 (s.t. F\ {0} ei sisalda nullitegureid);
3) (—a)b = —(ab) koikide a, b € F korral, muuhulgas (-1)b = —b;
4) (—a)(—=b) = ab koikide a, b € F korral.

4. Jarjestatud korpuse aksioomidest ldhtudes tdestage, et jéarjestatud korpuses F kehtivad
jargmised vdited:

1) a<bo -a>-b, 5 0<a<b0<c<d]l=ac<bd,

2) [a<b,c<0]=ac>bc, 6) a>0=>a >0,

3) a® > 0iga a € F\ {0} korral, muuhulgas 7) 0<a<b=>0<bl<al,
1>0, 8) kuia<b,siisa<2 '(a+b)<b,

4) l[a<b,c<d]=>a+c<b+d, kus2:=1+1.

5. Toestage, et jarjestatud korpuses F ei leidu vdhimat positiivset elementi.

6. Olgu F = {0, 1}, kus tehted on defineeritud vastavalt tavalisele liitmisele ja korrutamisele,
vélja arvatud 1 + 1 = 0. Ndidata, et F on korpus. Kas F on ka jédrjestatud korpus?

7. Olgu F ={a+ bV2: a, b € Q}, kus tehted on defineeritud vastavalt tavalisele liitmisele ja
korrutamisele. Ndidata, et F on korpus. Kas F on ka jirjestatud korpus tavalise reaalarvude
jarjestuse suhtes?

8*. Olgu C kompleksarvude hulk, kus tehted on defineeritud vastavalt tavalisele kompleks-
arvude liitmisele ja korrutamisele. Nédidata, et C on korpus. Kas korpuses C saab defineerida
jarjestuse nii, et C oleks jérjestatud korpus?



2. Absoluutviirtuse omadused. Alumine ja iilemine raja.

9. Toestage jargmised viited:

1) lal =0, 4) |al = max{a, —aj, 7) la—bl<lal+1bl,
2) |-al=lal, 5) lal<ce-c<a<e,
3) a<lal,-a<]al, 6) la+ bl <lal+1bl, 8) |lal-1bl|<la-bl.

10. Toestage, et alamhulga iilemine raja jarjestatud korpuses on tiheselt mddratud (eeldusel,
et ta on olemas).

11. Toestage, et kui jarjestatud korpuse alamhulgas on suurim (vdhim) element, siis see on
selle hulga tilemine (alumine) raja.

12. Toestage, et kui a = sup X, siis alamhulk Y := {Ax+1: x€ X} on iga A > 0 korral {ilalt
tokestatud ningsup Y = Aa+1.

13. Olgu X # @ ja Y # @ sellised reaalarvude hulgad, et x < y koikide x € X ja y € Y korral.
Toestage, et X on iilalt ja Y on alt tdkestatud ning sup X <infY.

14. Leidke min X, max X, inf X ja sup X, kui

1) X:=[0,1), 3) X::{n_l:nel\l}, 5) Xzz{

n
1 -"*+2
2) XI:{minﬂ\‘}’ 4) X::{—( n)+2 :nel\l},

15. Olgu X ja Y tdieliku jarjestatud korpuse F mittetiihjad alamhulgad. Téestage jirgmised
vdited.

1) Kui X ja Y on {ilalt tokestatud, siis on ka hulk X+ Y :={x+ y: x € X, y € Y} iilalt tokesta-
tud ning sup(X+Y) =sup X +sup?.

2) Kui X ja Y on alt tdkestatud, siis on ka hulk X + Y alt tokestatud ning inf(X + Y) =
inf X +infY.

3) Kui X on iilaltja Y alt tokestatud, siis on hulk X - Y :={x— y: x € X, y € Y} iilalt tokes-
tatud ning sup(X — Y) =sup X —infY.

4) Kui X on altja Y tilalt tdkestatud, siison hulk X-Y := {x—y: x€ X, y € Y} alt tokestatud
ning inf(X - Y) =infX —sup Y.

5) Olgu X ja Y sellised hulgad, mille kdik elemendid on mittenegatiivsed. Kui X ja Y on
tilalt tokestatud, siis on ka hulk X - Y :={xy: x € X, y € Y} iilalt tokestatud ning
sup(X-Y)=supX-sup?Y.

16*. Leidke jairgmised suurused:

(n+ m)?
2nm

sup{vn-|vn|: neN}, sup{ :m,nEN}.

17*. Toestage, ldhtudes reaalarvude aksioomidest ja omadustest (mérkige iga teisenduse ko-
hale, mida kasutate), et suvaliste positiivsete reaalarvude ay,...,a, korral, mis rahuldavad
seost a; -...-ay =1, kehtib vorratus a; +...+ a, > n.



3. Arvjadad. Jada piirvdidrtuse omadused

18. Koondugu jada (x;) ja hajugujada (y,). Mida voib 6elda jadade (x, + y;,) ja (x, y,) koon-
duvuse kohta? Tooge sobivaid néiteid.
19. Hajugu mélemad jadad (x;) ja (y,). Kas jadad (x, + y,) ja (x, ¥) samuti hajuvad? Tooge
sobivaid néiteid.
20. Kehtigu lirllnxn = 0 ning hajugu jada (y,). Kas kehtib ka lirllnxn ¥n = 02 Tooge sobivaid
néiteid.
21. 1) Toestage, et kui x,, — a (n — o) ja (xp, ) on jada (x,) osajada, siis x,, — a (k — c0).
2) Tooge ndide hajuvast jadast, millel on koonduv osajada.
22. 1) Olgu li,rln Xxn = a> 0. Néidake, et leidub selline N € N, et x,, > 0iga n > N korral.
2) Sonastage ja toestage analoogiline vidide juhul a < 0.

23. Toestage, et arvjada (x,) on tokestatud parajasti siis, kui leidub selline K > 0, et |x,| < K
iga n € N korral.

24. 1) Olgu N € Njaolgu (x,) selline jada, et x,, = aiga n > N korral. Ndidake, et lirrln X =a.
2) Tooge ndide hajuvast jadast (x,), kus x, = a l6pmata paljude indeksite n korral.

25. Veenduge, et kui x, — aja y, — a, siiska z, — a, kus (z,) = (x1, y1, %2, y2, %3, ¥3,...), ..

- { X, ku% n=2k-1,
Yk, kuin=2k.

26. 1) Toestage, etkui x, < y, (neN)ning x, — ajay, — b, siisa < b.
2) Olgu x, < ¢ (n € N). Toestage, et kui x,, — a, siis a < c.

27. 1) Toestage, etkuix, <z, <y, (meN)ja lirllnxn = lirllnyn = a, siis li}lnzn =a.
2) Olgu 0 < x,, < yy, iga n € N korral. Toestage, et kui li’r1n ¥Yn =0, siis li,rln X =0.

28. Olgulimx, = ajalimy, = b. Veenduge, et lim max {xy,, Y} = max{a, b} ning

li’rlnmin{xn,yn} =min{a, b}.

29. Toestage, etkui x, — 0ja (y,) on tokestatud jada, siis x, y, — 0.

30. Toestage, et kui x, — aja y, — b, siis

1) xp+yp—a+b; 4) Ax, — AaigaA€Rpuhul; 6) Xn | % (b#0, y, 20).

2) Xp—yn— a-—b; 1 1 Yn
3) Xpyn— ab; 5) x_nﬁﬁ(“?fo’x”#o);

31* Olgu (a,) jada, mille korral osajada (amk)io:l koondub iga m = 2,3,4,... korral. Kas sel-

lest jareldub, et jada (a,) koondub?

Xn+Yn .

32*, Olgu antud jadad (x;) ja (y,), kus x; =a >0, y; = b >0, ning x,,4+1 =

Yn+1 = /XnYn, kui n € N. Toestage, et lim x,, = lim y,, (seda piirvadrtust nimetatakse ka arvude
aja b aritmeetilis-geomeetriliseks keskmiseks).
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4. Jada piirvadrtuse definitsioon ja arvutamine

33. Lihtudes jada piirvdartuse definitsioonist, tdestage jirgmised koondumised.
4n+5 1

1
1) lim ———=0; 3) lim =7; 5) lim -
: n—o03+4/2n ) n—oo2+n ) n—oo8n—-3 2
3 . =" n+8
: —0- 4) lim =0; i =
2) lim 0; nﬂool_,_\/ﬁ 6) nlglgo n2—-25 '

n—co2+5n
34. 1) Toestage, et kui lirrlnxn = a, siis lirrlnlxnl =lal.
2) Veenduge, et vastupidine véide on iildjuhul vaar.
3) Toestage, et lirlln x,, = 0 parajasti siis, kui lirlzn |x,]=0.
1
—=0.
Xn

35. Toestage, et linm |x,| = oo parajasti siis, kui lifln
Toestage, et iga a € R korral leidub ratsionaalarvude jada (x,) omadusega x, — a. (Ka-

36.
sutage asjaoluy, et Q on tihe korpuses R.)

37. Leidajargmiste jadade piirvaartused:

1) lim n—(-1)"% Losinn s o, L
Jim 9 lim o+ V3; 7 lim -2+ o
2
n“+7n-3 142441
2) lim ——; im ——; i \/ —nl:
) G272 P ST T 8) lim (vn(n+D-n;
3) li D" 2 sinnm 6) li 2mi4 L 9) lim (V2 1 ;
nggo p n°sinnm; ) nl—I»Iolo?,n—_z’ ) nl_I}go( nn+ )—n),

38*. Fibonaccijada (F;) on defineeritud jargmiselt: Fy = F} = 1ja F41 = Fp+Fj—1, kuin e N.
F F
Kas jada ( ;H ) koondub? (P6hjendage!) Jaatava vastuse korral leidke piirvadrtus nlim ;H .
n T I'p

2 1

39* Olgu x; = A, x» = B, kus 0 < B < A. Kehtigu seos — = +
Xn Xn—-1  Xn+1

iga n > 2 korral.

Toestage, et jada (x,) koondub ja leidke selle piirvéartus.
1 1 1
40*. Olguxy = ——+——+:--+ ——— , neN. Leidke piirvaartus lim x,,.
1-2-3 2-3-4 nn+1)(n+2) n



5. Alumine jaiilemine piirvéirtus

41.

42.
43.

44.

45.

46.

47.
48.

49.

Olgu (x,) tokestatud jada. Tdestage, et lim x,, = sup{inf{x,: n >k} : ke N} ja
mxn =inf{sup{x,: n>k}: keN}.
Toestage, et 1nfxn < hm Xp < hm Xp < sup Xp.

Olgu (x,) ja (¥n) tokestatud Jadad kuSJuures iga n korral x, < y,. Toestage, et

limx, <limy, ja hrn Xp < hm Vn-
n n

Olgu (x,) tokestatud jada.

1) Toestage, et kui ¢ > 0, siis lim(cx,) = c-limx, ja m(cxn) = c-ﬁxn.
n ﬂ

2) Toestage, et kui ¢ <0, siis hm(cxn) =c- hmxn ja hm(cxn) =c-limx,.
n

Olgu (x,) ja (yy,) tokestatud Jadad Toestage, et
limx, +1lim y, <lim(x, + y,) <limx, + hnm Yn < hm(xn + ) < hmxn + hmyn

Tooge niiteid, millal'vorratused kehtivad rangete Vorratustena
Olgu jada (x,) koonduv ning (y,) tokestatud. Toestage, et 11}1111(xn +yn) = lirrlnxn + lirIln Vn-
Tooge néide arvjadast (x,), mille osapiirvddrtuste hulk oleks antud arvuhulk {ay, a3, ..., ap}.

Tooge nidide arvjadast (x,), mille osapiirvddrtuste hulgas esineks koéik arvud arvjadast
a, ap,...,a,.... Milliseid osapiirvaartusi omab jada (x,) kindlasti veel?
Tooge ndited jargmistest arvjadadest (x):

1) millel puuduksid 16plikud osapiirvddrtused,

2) millel oleks iiks 16plik osapiirvddrtus, ent mis poleks koonduv jada,
3) mille osapiirvadrtuste hulk oleks I6pmatu,

4) mille osapiirvaartuste hulk oleks R.

50. Leidke jargmiste jadade (x;) jaoks infx,, sup x,, lim x, ja h{ln Xp.
n n
1) xnzl—l, 3) xn:( ) +&, 6) xn:_n(2+(_1)n)r
" 8 Le n 7 xp=n"",
3 Xp=1+——cos—, 1
2) x =—1”‘1(2+—, n+1 2 S —
) =D n 5) xp=(-1)"n, B = 02
51. Leidke jairgmiste jadade osapiirvdartuste hulk.
1) 1+1)" ()" +si nm 4 111317 1 2"-1
= - T mn—, P I T R R R R R S R
n n " 2'244°878" " 2n’ 2n
2 \" 51121231234
2) xn:(COST) N 2)3)374)4r4)515)5)5r”-)
1 1 1 1 1
3) -,0,-,0,-,0,...,—,0,..,, 6) xn:3-(1——)+2-(—1)”,
24 '8 2n n
a al+ar+...+a
52*. Olgu (a,) positiivsete lilkkmetega jada nii, et lirlln —=0ja lirlln m2 2T e
n n

L a+di+..+ad
Leidke lim —=———="
n n



6. Funktsiooni piirvéirtuse definitsioon ja omadused

53. Veenduge, et kui lim f (x) eksisteerib, siis on ta tiheselt méiratud.

54. Olgué>0ja f (x) g(x)iga x € (a—0,a+6)\{a} korral. Toestage, et kui eksisteerivad
hmf(x) =:Aja llrng(x) =: B, siis A< B.

55. Olgud >0ja f(x) < Biga x € (a—06,a+0) \{a} korral. Toestage, et kui leidub 16plik
hmf(x) =: A, siis A< B.

56. Olgué>0jaf(x)<h(x)<g) 1ga x€ (a—-6,a+06)\{a} korral. Toestage, et kui

lim f (x) = lim g (x) =: A, siis lim k (x) =

x—a X—a x—a

57. Olgu f ja g méidratud hulgal D ning olgu a hulga D kuhjumispunkt. Toestage, et kui
)lci_lgf(x) =Aja igr}lg(x) = B, siis

D lim (f (x) +g(x) =A+B, 3) lim (Af (x)) = AA (kus A€ R),
fo _A
i = 4) lim — (kus g(x) #0Vx, B #0).
2) lim (f(x)gx)) = AB, ) lim ¢ B (kus g(x) # #0)
58. Lihtudes funktsiooni piirvdartuse €-6-definitsioonist, tdestage jairgmised koondumised.
i —7)=5; 3x%+x i 31,
1) }Cl_Ig (4x-7)=5; 7 lirr(l) —1; 12) chlll’(l) (x+1) 1;
2) lim Yx=0; T 244
8) lim =1; i —9.
3) hm Bx-1)=-4; L 13) limg xi2 O
x—-1 . 2xX+5 .
4) limx*=9; 9) lim =-9; 14) hm Vx=2;
x—3 ’ =2 xX-3
. 2x+1
5) lim (3x* -2) = 10; 10) lim =1 15) lim Vx+4=
x—2 ) x—-1 x+2 x——4+
X“+x-2 8
6) lim —— =3; 11) lim —— =2; 16) hm V1-x=0.
x—1 x-1 x—7x—-3 x—1-
59. Lidhtudes funktsiooni piirvddrtuse definitsioonist, tdestage jargmised koondumised.
D i x+1 1 T 3x-2 x2
im ==; im =3; im — = oo
i—002x+1 2 x=r00 x+1 7 Jim —— =00
2 i x-1 1 5 I 5x+1 5 $2
im == im == im —— = —co:
i~03x+2 3 ¥~o03x+7 3 8) Jim —7 ="
5 lim XL -] 6 lim 2X=5_2 +2
=7 1 = i = —
x="03x+2 3 x=-c03x+1 3 9 Jlim - =—oco.

60*. Leidke jargmised piirvaartused (a, b > 0, tdhis |a] tdhistab suurimat tdisarvu, mis ei iile-

ta arvu a):
. X |b . Lx]
lim—-|—]1, lim —.



7. Funktsiooni piirviédrtuse arvutamine

61. Arvutage jargmised piirvdartused.

. x%2-2x-3 X \/1+x V1i-x
1) lim m————; 6) lim
x—3x“+2x—-15 x—0 X
¥+1 . Vx-1-2
2) lim ——; 7) lim —;
x—-1x2-1 -9 x-9
3
. x2+2x-8 g lim L= VL
3) lim ————; ) lim
x—2 x3-8 =01 -vVx2+1
24 x—6 9 I 1-v1+2x
m—_— . im ;
4 ;lclinzx3 2x2+x-2 =01-v1+2x
5) hmx —2X+1. 10) hmﬂ
x=1 x90-2x+1" x—1y2-x-1
62. Arvutage jirgmised piirvdartused.
D i 4x° -5x* +1 oo x2+7
im ————,
00 3% +2x3 — 6 ) im =5
2x%2-3x+5 V2
2) lim ————, 5) X7
X—0o0 5x4+x 6 x—-00 X+5 ’
3x3-3x+2 333 _ ¥
3) lim ———, 6) lim X+ x—-1
x—o0 3x2+x-6 X——00 241

63. Arvutage jirgmised tihepoolsed piirvddrtused.

. xX—2 13— xl
1) lim , 4) lim

x—2+ |x—2| x—3- 3—Xx

- X
2) lim , 5) lim —,
x—2-|x—2| x—1-x—1

3—-x
x—3+ 3—x x—1+ X —

11)

12)

13)

14)

15)

7

—

8)

=

7)

8)

9)

i X+2
im ————;
*==21-vx+3
Lo vVx—-2-1
lim ————;
x-3

. Y10-x-2
lim ——;

x—=2
Vx+ Vx+2

VX+9-2

\/1 X -
lim ,neN.

x—1

lim

x—7

xlim (\/ x2 + 1+x);

——00
X+vV/x+Vx
v+l

lim
X——00

9 xlim ( X+ \/x2+3x—\/2x).

X% -4

im ,
x—=2-|x+2]
. x2-4
lim ,
x——2+ |x+2|
vx+1

im — .
x—-1+ x> +1

64%. Olgu n e N. Leida piirvadrtus Jim ( YVt Dx+2) - (x+7) - x).

n
65*. Olgu m, n € N. Leida piirvdartus hm (1 o m)



8. Elementaarfunktsioonid. Pidevad funktsioonid. Poordfunktsioon

66. Leidke jargmiste funktsioonide mé4ramispiirkonnad:

1) f(x)=log(x*-3); 3) f(x)=arccos 2x : 5) f(x)=+v2arctanx—3;
1 x+1
2) fx)= —X+ o 4) f(x)=VInsinx; 6) f(x)=log,(x—|x].

67. Toestage, et kui funktsioonid f: D — R ja g: D — R on pidevad punktis a € D, siis ka

funktsioonid f + g, Af ja fg on punktis a pidevad.

68. Toestage, et iga poliinoom on kogu arvteljel R pidev funktsioon.

69. Toestage e-6-definitsioonist 1dhtudes, et jargmised funktsioonid on pidevad oma m&a-

ramispiirkonnas.
) fx)=vVx-2; 2) f(x)=cosx; 3) f(x)=Inx.
70. Millised jargnevatest on elementaarfunktsioonid?

1) f(x)=In(arctan(x* +1)); 3) f(x):{ 1,1 lliu%x>(())-, 4 f(x)z{ 1,1
2) f(x) = xl; s

71. Leidke jargmiste funktsioonide p66rdfunktsioonid:

D f=-2 x  huix<l,
241’ 3) f=4 x° kuil<x<4,
2

X 2%, kuix > 4.
2) f(x)=arccos E x € [-2,0];

kui x >0,
kui x < 0.

72*, Olgu D mingi intervall. Oeldakse, et funktsioon f: D — R on kumer, kui mistahes arvude

X,y € D jamistahes arvu A € [0, 1] korral kehtib vorratus
fAx+A - <AfRO)+A -V f.

(Piltlikult 6eldes tdhendab funktsiooni f kumerus seda, et f graafik on négus.)

Olgu f: [a, b] — R. Kas sellest, et f on kumer 16igus [a, b] jareldub, et f on pidev 16igus [a, b]?



9. Elementaarfunktsioone sisaldavad piirvéartused.

sin
73. Ldhtudes vorratustest sinx < x < tanx (0 < x < 7/2), toestage, et liII(l) —=1.
X— X

74. Arvutage jirgmised piirvaartused.

X in7x—sin?2 . 2
1) lim —, 4) lim 2RATSIMAX . (sin)
x—0sinx x—0 sin x ) xll‘r(l) 222 ’
tan7x
2) lim 5) lim —207% &) lim 25251
x—0 sin5x’ x—0 arcsin5x Jm Xsinx
tanx —sinx
3) lim —————, 6) lim ———, . 1
) x3 ) I arcsin2x 9) lim xsin P
75. Niidata, et
. i In(1+x a*-1
D lim(1+x)~ = e 2) lim¥=1; 3) lim =Ina, a>0.
x—0 x—0 X x—0 X
76. Arvutage jargmised iihepoolsed piirvaartused.
7
1) lim — , 3) lim ;, 5 lim (— - x) |[tan x[;
x—0+ [sin x| x—0+ 1 +el/x x—I-\2
. 1 T
2) lim —, 4) lim —— i (_ _ )
) x—0- |sin x| ) xLI%)l 1+ e”x 6) xlingl+ 2 x| ltan x].
77. Arvutage jargmised piirvddrtused.
1) lim (1 + tan x)<°t, _ 10w
x—0 6) llm eyl
) X== 5%+l
2 X x—2
x—1 _ In{3F
2) lim ( 5 ) , 7) lim X2 2 " )
Tmool X x=2+\2x2 -3x -2
. 2x+3\* 8) lim arcsm(\/x2+x—\/x2+sinxJ,
3) xllm > ] X—00
—00
T+ . Y1-sinx—V1+sinx
2 9) lim ,
; 2 3x x—0 X
4) xh_’rgo(1+7) ; 2x+4
10) lim VvV x2+2x+ 15arctan ———,
5 3 x—00 XP+x-2
5 1 (vx —-1- vx+1) 11) lim x(n(x+1) —1nx),
1m ’
T (%2 + x)In (1 + I_)ld) 12) hm (sin x) %1,
ol

78*. Leida piirvddrtus lim

x+Vx+1 x+1
(ln In"?
X—00

x+Vxt-1 x=1)



10. Pidevate funktsioonide omadused. Katkevad funktsioonid

79. Olgu f: R—Rja g:R— Rsellised pidevad funktsioonid, et f (x) = g (x) iga x € Q korral.
Toestage, et siis f = g, s.t. f (x) = g (x) iga x € R korral.

80. 1) Olgu funktsioon f pidev punktis a ja olgu f (a) > 0. Ndidake, et siis leidub punkti a
selline timbrus, milles funktsiooni f vdadrtused on koik positiivsed.

2) Sonastage ja toestage analoogiline vdide olukorra f(a) < 0 kohta.

81. Funktsioon f on pidev intervallis [0,00) ning xh_’rglO f(x) = c e R. Tdestage, et f on tokesta-

tud intervallis [0, c0).
82. Maddrake katkevuse liik ja korvaldage (kui voimalik) funktsiooni katkevus punktis x = 0.

- 1. — rainl. _ 1/x.
1) f(x)=arctan; 3) f(x)=xsin; 5 fxX)=0+x)"%
2) f(x)= arctan L; 4 x) = arcsmx : _ :
%2 ) f(x) S tanbr 6) f(x)=In|sinx|.
83. Uurige jargmiste funktsioonide pidevust.
2 . .
| x5, kuix<1, In|x|], kuix<O0,
D f(x)—{ 3, kuix>1; 3) flx)= X, kui x =0,
) £%+1, kuil<x<2,
‘ - 5, kui x > 2;
_ x+1, uix<1,
2) f(x)—{ 3—ax?, kuix>1; 4) (x):|3X—2|.
f
3x-2
84. Toestage, et Dirichlet’ funktsioon f: R — R, mis on defineeritud seosega

(1, kuixeQ,
f(’”"{ 0, kuixeR\Q,

ei ole pidev tiheski punktis a € R.

85. Toestage, et seosega
x, kuixeQ@,

fx)= 0, kuixeR\Q,
madratud funktsioon f: R — R on pidev ainult punktis a = 0.
86. Tooge niited funktsioonidest f: R — R, mis itheski punktis a € R ei ole pidev, kuid
1) g:R—R, kus g(x) = f(x)z, on pidev funktsioon;
2) g:R—R, kus g(x) = f(f(x)), on pidev funktsioon;
3) g:R—R, kus g(x) = f(f(x)), pole samuti pidev iiheski punktis a € R.
87. Nadidake, et kui f: D — R on pidey, siis ka seosega g (x) := | f (x)| madratud funktsioon
g: D — Ron pidev. Tooge néide selle kohta, et vastupidine vdide on védr.
88. Olgu f(x):= 2k _ 1, kui x € [k—1, k), k € Z. Uurige selle funktsiooni pidevust.
89*. Vaatleme funktsiooni f: R — R, kus

m
, kuix=—,kus meZjaneNning mja n on iihistegurita,

f(x)={ n n
0 mujal

Uurige funktsiooni f pidevust.
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11. Uhtlane pidevus. Landau siimbolid ja ekvivalentsed suurused

90. Millised jargmistest funktsioonidest on iihtlaselt pidevad hulgas X? P6hjendada.

1) f(x)=3sinx—4cosx, X =MR;
2) f(x)=x%X=1[0,1];

3) f)=x*X=R;

4) f(x)=vx, X =1[0,00);

5 f(x)=—=,X=(0,1};

91. Teha kindlaks, kas vaadeldavas protsessis a = o(f), =

1) an— /3”— kuln—»oo,
2) alx)= ﬁ(x) — ku1|x|—>oo,
3) alx)=x3 —l,ﬁ(x)sz—l,kuix—»l;

2

6) F)=In@x+3)+> "L X =010
fx - X x3+1 y - ) y
o1
7) f(x):{ xsinz, X720 o1 g,
0, x=0,

8) f(x)= xsini, X =R\ {0}.
o(a) voia ~ B.

4) a(x) =sinx+tan2x, ,B(x) =3x,x—0;

5) a(x)= V1+x-1,6x) == kulx—>0
1 .1 .

6) a(x):—sm—,ﬁ(x):—2,ku1|x|—>oo.
X X

92. Leida C ja k nii, et vaadeldavas protsessis a ~ C ﬁk .

n?+1
Vid+2

2) a(x)=sinx—tanx, f(x)

+Vx-1, ) =

1
1) ap= ﬁnzg,kuinﬁoo

3) alx) = x, x—0;

93*. Olgu n € N ning olgu f loigus [0, n] pidev funktsioon, kusjuures f(0)
leiduvad arvud x3, x; € [0, nn], mille korral x, —x; =1 ja f(x2)

=x, kui x — 0;

x+\/ x+Vx, Bx)=x, x—0;

5) a(x)=In(e*+1), B(x)

4) a(x) =
= x, kui x — oo;

6) a(x)=In(e*+1), B, =e”, kui x — —oo0.

= f(n). Toestage, et
= f(x1).

94*. Toestage, et ei leidu pidevat funktsiooni f: R — R, mis saavutaks koik oma vaartused

tdpselt kaks korda.

95*. Olgu funktsioon f pidev16plikus vahemikus (a, b). Ndidata, et funktsiooni f saab jadtkata
pidevaks funktsiooniks 16igul [a, b] parajasti siis, kui f on tihtlaselt pidev vahemikus (a, b).

11



12. Diferentseeruvad funktsioonid

96. Tuletise definitsioonist ldhtudes leidke jargmiste funktsioonide tuletised.

) f(x)=x% 4) f(x)=cosx; 7 f(x)=Vx;
2) f(x)=x% 5 f(0)=1%; 8) f(x)=b%
3) f(x)=x" 6) f(x)=e"; 9) f(x) =log,x.

97. Toestage, et kui funktsioon f: D — R on punktis a € D diferentseeruv, siis on ta selles
punktis pidev.
98. Kasutades poordfunktsiooni tuletise leidmise valemit, leida tuletis funktsioonidest

1) f(x)=Inx; 2) f(x)=arcsinx; 3) f(x)=arctanx.

99. Nadidake, et funktsioon y = | x| ei ole punktis x = 0 diferentseeruv.

2 .
x“+kx, kuix>0,

100. Olguf(x)—{ x> +1x, kuix<o.
ruv?

Milliste konstantide k ja [ korral on f diferentsee-
101. Tooge niide mittediferentseeruvast funktsioonist f, mille korral funktsioon g(x) = f(x)?
on diferentseeruv.
102. Funktsioon f: [-1,1] — R on diferentseeruv paarisfunktsioon 16igus [-1,1]. Leidke
1.
103*. Tooge ndide funktsioonist f: R — R, mis on diferentseeruv tipselt ainult punktides
a=0jaa=1.(Mujal ei tohi f olla diferentseeruv: veenduge ka selles.)
104*. On antud funktsioon
/2
2 ’cos—‘, kui x #0,
X

fm={x

0, kui x =0.

Millistes punktides on f diferentseeruv?
105*. Olgu f diferentseeruv vahemikus (a, a + ) (6 > 0) ning eeldame, et leidub piirvéartus
(I6plik voi lopmatu) A:= lim f(x).
1) Toestage, et kui f f on paremalt pidev punktis a, siis [ (a) = A.
2) Kas on voimalik, et f] (a) € R, aga [ (a) # A?
3) Kas on voimalik, et f] (a) = oo, aga f| (a) # A?

12



13. Funktsiooni tuletise arvutamine

106. Leidke jargmiste funktsioonide tuletised.
X

al) f(x)=sin’x; ad) f) = ax+b; a?) f(0=—+v2x
cx+d by
a2) f(x)=Intanx;

ab) f(x)=arcsinV1-x3; a8) f(x)=(cosx)-tana;
a3) f(x)=2°%% a6) f(x)=e"sinx; a9) f(x)=x%a" (a>0);
X
al0) f(x)=arctanx+—; _ 1 xV3
) ;24_ 2 ald) f(x) 7 arctan L
all) f(x) = aresin -——; als) f(x) :xln(x+*/1+x2)—‘/1+x2;

al2) f(x) =In (ex +V1+ er)-

al6) f(x)=In 1+4x%) +arctan2x;
1 S 24 xvV2+1 ( )

al3) f(x)= \/— —x\/_+1 al7) f(x)=xarcsinx+ 1-x2;
bl) f(x)=x%; J (2+4)°Bx-1?
. b3) f(X)=4|3——F——;
_ sinx, 3 2 Lsin5x
b2) f(x)=(cosx)*"%; (6x3+1)7e
cl) f(x)=Ixl; ) f(x):{ sinx, kuix<0,
c2) f(x) = x|x|; 2tanx, kui x> 0;
3 . 5-x)°, kui x>1,
x°—x+2, kuix<l1 _
_ ’ ’ c8 X) =
c3) f(X)—{ 21, Kui x> 1; ) ) { el‘x2+15, kui x<1;
2 . In(1 + x?) b3 .
c4) f(x):{ 3)6, ku.1x<2, —+tan2(z), kui x #0,
x°—4, kuix>2; c9) f(x)= X
2 . .
c5) f(x)= o ku.1x<0, 1, kui x =0,
sinx, kuix>0; L+ Kui x> 0
cosx, kui x <0, cl0) f(x)= 2% .
C6) f(x) { x , ku1x>0, \/ﬁ, ku1x<0.

107*. Olgu f(x) = x(x—1)(x—2)--- (x —2021). Leida f’(O).

1
n.: _
108*. Olgu f(x) = { X sm < X #0, kus n on mingi naturaalarv. Missuguste n vairtuste
0, x=0,
korral funktsioon on
a) pidev;
b) diferentseeruv punktis 0;

c¢) pidevalt diferentseeruv?
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14. Korgemat jarku tuletised. Puutuja ja normaal

109. Leidke f”, kui

1) f(X)=e_x2; 4) f(xX)=V1+x% 7 fo= x3,kui x <0,
5) f(x)=x|x|; 2x° kui x > 0;
2) f(x)=x*Inx; ) = xlxl;
6 [ ¥*kuix<0, 8 [ P kuix<o,
3) f(x)=e"cosx; ) TO=1 3 x> o VIO= 1 34 kx>0,

110. Olgu f ja g n korda diferentseeruvad punktis x. Leidke valem (f(x) g(x))(") arvuta-
miseks.

111. Olgu f kolm korda diferentseeruv punktis x. Leidke (3 (x))"".

112. Leidke joonel y = x° sellised punktid, milles puutuja on paralleelne l6ikajaga labi punk-
tide (-1,-1) ja (2,8).

113. Leidke nurk, mille moodustab x-teljega funktsiooni y = sin x graafikule punktis (0,0)
tdmmatud puutuja.

114. Leidke parameeter g, mille korral koverad y = ax? ja y = Inx puutuvad.

115. Paraboolile y = ax? langeb iilalt valguskiir paralleelselt y-teljega. Valguskiire peegel-
dudes tema nurk parabooli normaaliga muutub vastassunaliseks. Leidke punkt y-teljel, mida
peegeldunud valguskiir 1dbib.

116*. Olgu paraboolil y = ax? valitud punktid A;, Az ja As. Olgu k; paraboolile punktis A;
tdmmatud puutuja tdus ning olgu ki, k13 ja ko3 vastavalt16ikajate A} Ap, A; As ja Az A3 tdusud.
Toestage, et ky = k12 + k13 — k3.

2 .
e kuix#0,

0, ki x = 0. Leida £ (0) iga n € N korral.

117*. Olgu f (x) = {

x"sin—, x#0,
X

118*. Olgu f(x) = { kus n on mingi naturaalarv. Leidke suurim k nii, et

0, x=0,
f *® on pidev.
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15. Funktsiooni uurimine

119. Olgu D mingi intervall, a € D°, ning olgu f: D — R. Olgu f pidev punktis a ning leidugu
selline § > 0, et f on diferentseeruv vahemikes (a—9, a) ja (a, a+0). Toestage jargmised vdited.
1) Kuiiga x € (a—6,a)korral f'(x) > 0jaiga x € (a, a+06) korral f'(x) <0, siis on funktsioonil

[ punktis a range lokaalne maksimum.
2) Kuiiga x € (a6, a) korral f'(x) < 0jaiga x € (a, a+8) korral f’(x) > 0, siis on funktsioonil

f punktis a range lokaalne miinimum.

120. Veenduge, et funktsioon f rahuldab 16igus [a, b] Lagrange’i keskvadrtusteoreemi tingi-
musi, ja leidke arv ¢ keskvéirtusvalemis f (b) — f (a) = f (c) (b— a):

1) f(x)=3x*>-5jala,b) =[-2,0]; 2) f(x)=Inxjala,bl=11,e].

121. Téoestage, et kui funktsioon f: R — R rahuldab tingimust f’ (x) = f(x) iga x € R korral,
siis f (x) = Ce*, kus C on mingi konstant.

122. Leidke jargmiste funktsioonide monotoonsusepiirkonnad ja ekstreemumkohad:
D f(x)=2x*-Inx, 4) f(x) =In|xl, 7) fx) =xlx],
2) f)=2x3-9x2-24x+7, 5 f(x)=e"+5x, 8) f(x)=sin?x+cos?x,

T
3) fx)=x%", 6) f(x)=cos—, 9 f=4/0+2x)1-x2|.

123. Toestage vorratused

) e*>1+x (xeR), ) Inl+x)<x (x>-1),
3
X .
2) x—€<smx<x (x>0), 5) 2xarctanx > In(l + x2),
3
X
3) x—?<arctanx<x O0<x<D, 6) 1+xln(x+\/1+x2)> 1+ x2.

124. Leidke jargmiste funktsioonide kumerus- ja nogususpiirkonnad ning graafiku kdanu-
punktid. Leida ka astimptoodid.

1) fx)=x'-6x% 2) fx)= e_xz, 3) f(x)=arctanx—x.
125. Leidkejargmiste funktsioonide monotoonsuspiirkonnad, ekstreemumpunktid ning ku-

merus- ja ndgususpiirkonnad ja graafiku kddnupunktid, samuti asimptoodid. Skitseerida nen-
de andmete pohjal funktsiooni graafik.

1) f(x)=xe ™, 2) f()=In1+e"), 3) f(x)=Vx3-6x2.
126*. Olgu funktsioon f pidevalt diferentseeruv vahemikus (a, b). Kas iga c € (a, b) korral
fx2) = f(x1) - F(0
X2 — X1

leiduvad x, x2 € (a,b) nii, et x1 <c < x2 ja

127*. Olgu f: R — R pidev monotoonne funktsioon ning olgu jada (x,) tdkestatud. Téestage,

etkui f on kasvay, siis lim f(x,) = f (h_mxn) ning kui f on kahaney, siis lim f(x,) = f (@xn)
n n n
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16. L'Hospitali reegel ja Taylori valem

128. Arvutage piirvdartused

lnx'

tanx
D Lm 6) lim (sinx)™"%; 11) lim
) x—0 cotx’ =3 X—00 1+)c2
. x—sinx
2) lim co'[zx—i : 7) lim x*, 12) lim ———
lim Z/ x—0+ x—00 x +sinx’
Inx 8) lim (2x)*"7, 13) Lim ﬂ.
3) )}Lrglox— nen; x—0+ x—o0 X 4+ sinx
1 2.1
x" 9 hm e*+x)*; _ X“sing
4) lim —, neN; ) 0( ) 14) lim ——=;
Pty x—0 sinx
. 3 X -X
. =1 a*'+a -2
5 limains 10 fim 19 I e a1,

129. Lihtudes Taylori valemist, esitage poliinoom P (x) = 20 =2x*+x3 - x*> +2x - 1 avaldise
x — 1 astmete lineaarse kombinatsioonina.

130. Leidke funktsiooni f (x) = In(x + 1) Taylori valem punktis a = 0. Hinnake absoluutset
viga 16igus [0, 1] juhul n = 9.

131. Leidke funktsiooni f (x) = e* Taylori valem punktis a = 0. Leidke n, mis 16igus [—1,1]
garanteerib tdpsuse 0,001.

132. Leidke funktsiooni f (x) = cos x Taylori valem punktis a = 0. Leidke n, mis 16igus [-1, 1]
garanteerib tdpsuse 0,001.

133. Hinnake absoluutset viga jairgmistes ligikaudsetes valemites:

i x i 1 3) arctanx~ + 1 ku11<x<3~
1) s1nxzx—€,ku1|x|<—; 2 > 5 S5
x x* . 0 X )
2) \/1+x:1+5—g,ku10<x<1; 4) a"+xza+?,ku1|x|<5,6<<a.
na

134*. Leida C ja n nii, et tan(sin x) — sin(tan x) ~ Cx" protsessis x — 0.

135*. Olgu f kaks korda pidevalt diferentseeruv vahemikus (0, co) ning kehtigu koondumised
. _ . 17 _
)}ggoxf(x)—o, )gl_{goxf (x)=0

~ . / _
Toestage, et gLn()lo xf(x)=0

Népundide: Kasutage Taylori valemit f(x + 1) avaldamiseks f(x) ja tema tuletiste kaudu.
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17. Integraali definitsioon. Integreeruvad funktsioonid

136. Leidke jargmised integraalid vahetult Riemanni integraali definitsiooni p&hjal (kuna
integrandid on pidevad antud piirkondades, voib eeldada, et need integraalid eksisteerivad).

5 2 3 3
1) f 3dx, 2) f xdx, 3) f x*dx, 4) f e*dx.
0 0 2 0

137. Olgu a > 0 ning olgu f 16igus [—a, a] integreeruv funktsioon. Téestage integraali defi-
nitsiooni kasutades, et

a
1) kui f on paarituy, siisf f(x)dx=0;
—a

a a
2) kui f on paaris, siis | f(x)dx=2 f fx)dx.
-a 0

138. Toestage, et kui integreeruv funktsioon f: R — R on paarituy, siis funktsioon F(x) =

X
f f(£)dt on paaris. Kas kehtib ka vastupidine vdide?
a

b b
139. Olgu f 16igus [a, b] integreeruv funktsioon. Toestage, et f fx)dx= f fla+b-x)dx.
a a

140. Toestage, et iga tokestatud funktsiooni f: [a, b] — Rkorral I — I, = inf{S(T) — s(T): T€ T},
kus I* ja I, on funktsiooni f Darboux’ iilem- ja alamintegraal 16igus [a, b] ja ¥ on 16igu [a, b]
alajaotuste hulk.

141. Toestage, et jirgmised funktsioonid ei ole integreeruvad 16igus [0, 1].

|1, kuixeQ, [ 2, kuixeQ, [ %% kuixeQ,
2 f(’”‘{o, kuixeR\Q, 2 f(x)_{x, kuixeR\Q, O f(x)‘{ 0, kuixeR\Q.

142. Veenduge, et sinc-funktsioon

sinx
. ._{ —=, kuixe€l[a,b]\{0},
sincx:= X
1, kuix=0,

on 16igus [a, b] integreeruv.

143. Tooge ndide mitteintegreeruvast funktsioonist f: [a, b] — R, mille korral | f|: [a, b] — R

on integreeruv.
n

n
144*. Leidke piirvddrtus lim —_.
P n—0co k; n? + k?
145*. Vaatleme funktsiooni f: [0,1] — R, kus
1 kui ! mingi € N korral
—, kui x=— mingin orral,
fx) = { n n &
0

mujal.

Kas f on integreeruv 1oigus [0, 1]?
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18. Integraali arvutamine

146. Leidke jargmised integraalid.
2 ni3 1,4
al) f Sxﬁdx; a5)f M a8) f x_dx;
1 b4 0

1 /6 (cosx)2(sinx)? ’ x2+1
a2) f 10%dx; nl4 ] 4 2 1,21
& © [ Tremar W ] e
a3) f (cosx —3sinx)dx; n/6 1+COSZxX o X
/2
1 /4 1/\/2 4d
ad) (erx +ln2) dx; a7) f tan? xdx; al0) f X ,
0716 d 01 0 2 1-x2
m
b1) f _&x . b10) f e 2543 {4y b19) f xdx,
24 (cos4x)? 0 / 0o x+1
2 3/2 dx 1 3
b2) f e dx; bll) f I — b20) f arctan® xdx
1 0 9—4x2 0 1+ x2
/4 T 2/3 dx /2
b3 in{—+ x| dx; b12 — i3 .
) fo s1n(4 x) X ) fo 9214 b21) fo sin” xdx;
/3 e? dx b4 )
b4) f (tanx —cotx) dx; b13) f : b22) f (sinx)“ dx;
n/;xz e lenx on q
12 8d 2 X
b5) f — b14) f xdx. b23) f —=
o 1+4x 0o x3+1 x/2 1 —cosx
-1 1 n/2 dx
b6) f Bx+5*dx; b15) f xV'1-x2dx; b24) f ;
-2 -1 z/3 1+cosx
2 4 1 €lnx
b7) f al ; b16) f V1-x2dx; b25) f —dx;
1 2x—-1 1 1 X
4 713 tan xd 72 sinxdx
b8) f V7—2xdx; b17) f a b26) f 2
3 _ns3 (COsx)2 o 1+(cosx)
1 Inr—In2 /2 2x2—8
b9) f cos (1l -2x) dx; b18) fex cose*dx; b27) f 5 dx;
I O3 02 16-x
cl) f xsinxdx; c3) In(x+3) dx; c5) f e*sinxdx;
-7
b1 01 On
c2) f xcosxdx; c4) f xe *dux; c6) f x% cosxdx;
Q. 0 x 0
dn f (xzow(tanx)2 +]x+1]) dx; d2) f (l2x—1]+ x(sinx)zozo) dx.
-7 -7
147. Arvutage antud joontega piiratud tasandilise kujundi pindala.
1) y=x*jax+y=2; 3) y=x*jay=x%
2)x—1 x=e,y=0jay=|lnx|; 4) xz+y2—lab>0
- ey ] y - ] y - ) az b2 - LW .
148*. Olgu f 16igul [0, a] pidev funktsioon, kus a > 0, kusjuures f(x)+ f(a—x) # 0iga x € [0, a]

a
korral. Arvutage médratud integraal f L x
o fX)+fla—x)
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19. Integreeruvate funktsioonide omadused
149. Olgu f: [a, b] — R pidev funktsioon ning olgu f(x) > 0 iga x € [a, b] korral. Tdestage, et

b
kuif fx)dx=0,siis f =0.
a
150. Olgu f, g: la, b] — R pidevad funktsioonid, kehtigu f(x) < g(x) iga x € [a, b] korral ning

b b
olguf fx)dx =f g(x)dx. Toestage, et f = g.
a a
151. Olgu funktsioonid f: [a, b] — Rja g: [a, b] — Rintegreeruvad. Toestage, kui f(x) < g(x)

b b
iga x € [a, b] korral, siisf fx)dx gf g(x)dx.
a a b b
152. Olgu f: [a,b] — R ja g : [a,b] — R integreeruvad ningf f)dx = f gx)dx =: I.

Toestage, et kui f(x) < h(x) < g(x) iga x € [a, b] korral, siis ka ﬁ :la,b] = R gn integreeruv
ningf h(x)dx=1.
a
153. Olgu f,g: [a, b] — R pidevad funktsioonid, kehtigu f(x) < g(x) iga x € [a, b] korral ning
b b

leidugu punkt xj € [a, b] nii, et f(xp) < g(xp). TOestage, etf fx)dx <f g(x)dx.
a a

154. Tehke kindlaks, kumb arvudest on suurem.

1 1 2, 2 5 dy
1) f sinxzdxjaf % dx, 2) e’ dxjaf xdx, 3) —j o
0 0 0 0 Inx” ) x-1

2 2
155. Toestage, et — < f e *dx < 2¢%.
ve Jo

156. Diferentsiaal-integraalarvutuse pohiteoreemist lahtudes tdestage, et kui f on 16igus
!

b
[a, b] pidey, siis (f f(t)dt) =—f(x), x€[a,b].
X
157. Leidke jargmiste funktsioonide tuletised.
*de 2 dr O g
D Fw= [ Chxson g F(x):f s s Fw= [ eldnxen;
o 1+¢ 2 Int sin)zc

2x sint 2x ) e ¢
2) F(x):f —dt xeR; 4) F(x)= f (Inp~dt, x>0; 6) F(x):f —dt, x> 1.
0 x Jx Int

X
158*. Olgu n € N. Toestage vorratused
371
n+1 2n+2
159*. Olgu f ldigus [0, 1] pidevalt diferentseeruv. Toestage, et leidub arv § € (0, 1) nii, et

1 1
fo fx)dx = f(0)+ Ef’(é‘).

n+1_1

1
g/ (x2+x+1)ndx<
0

1 rb
160*. Olgu f reaalteljel pidev funktsioon. Leidke piirvaéartus };iné 5 f (f(x+h)— f(x)dx.
- a
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20. Pidratud integraalid

161. Arvutage pdratu integraali vadrtus:

al)

a2)

a3)

bl)

b2)

b3)

b4)

162.

D

163*. Leida pédratu integraal f
0

J

©  dx

> x(Inx)3’

0 2
f xe " dx,
0

(e 9)
fl (1+x?

)
J

/

1 14x

1—x2

2 x-2
vVx—1

135242

2 xdx

dx
»
)arctan® x

dx;

dx;

1 V2

1 V2ol

Milliste g vdartuste korral koondub pératu integraal

J

°°dx_
xa’

X;

o dx
a4) —,
oo X2 4+4x+9

© xdx
) 72

oo X241’

o x2 41
a6) f ) dx,
1 X

1/2 dx
b5 _—
) fo x(Inx)?2

s

b6) fz tan xdux;
0

2

7 1 1

b7) f = sin —dx;
0 X X

f3 dx )
1 Vax—x2-3

L dx
2)[—;
o x4

o x?+1

——dx.
xt+1

20

a7)

a8)

a9)

b9)

b10)

b11)

b12)

o x3+1
1 dx,
1 X

(o]
/xsinxdx,
0

0
f xe*dx;
f” dx
_z1—cosx’
fl dx
0 x(l—x)’

1
/lnxdx.

0

lInx
—dx.
[

foo dx
o x4’



21. Pdratute integraalide koonduvuse uurimine

164. Olgu a > 0. Kasutades pératute integraalide vordluslauset, toestage, et kui leiduvad
K (o 0)

sellised arvud K >0jag>1,et 0 < f(x) < v (x € [a,00)), siis pdratu integraal f fx)dx
X a

koondub.
165. Sonastage ja tGestage eelmise vditega analoogiline védide tokestamata funktsiooni para-

b
tu integraali f f(x) dx kohta.
a

166. Sonastage ja toestage kahe eelmise viditega analoogilised védited padratute integraalide
hajuvuse kohta.

167. Uurige jairgmiste pératute integraalide koonduvust.

© e *dx ©  xdx xarctanx
al) f —; a3) f 1 ab) f X;
1 Vx o (1+x) V1+ x4
2 f (x*+1)arctan xdx ad) foo lcos x| dx f"o (cosx)?dx
e x4+x2+1 : 0 x2+1 a6) el
dx 8 Ismxl dx
bl) —; b3) f b5) —_—
0 vx(1-x) 2 V3—-xvx-2
x+cosx dx 1 dx
b2) f dx; b4 f _— f _
) 0o (x2—-4x+3)3 b6) o x3-5x2

® |sin x|

Cq . . ®sinx | .
168. Uurida integraalide f de ja f dx koonduvust.
0 0
169*. Olgu funktsioonid f, g: [a,00) — R sellised, et f(x) > 0ja g(x) > 0, kui x € [a,00). Eel-

dame, et 1ntegraal f f(x)dx hajub. Téestage, et vihemalt iiks integraalidest f f)gx)dx

f — dx hajub.

arctan bx —arctan ax
170*. Olgu 0 < a < b. Toestage, et paratu integraal f dx koondub.

Ndpundide. Avaldage arctan bx — arctan ax iihe arkustangensina. Pange tdhele, et 16igus [0, 1]
on tegu Riemanni integraaliga.

o0
171*. Olgu f kahanev hulgas [0,c0) ning koondugu pératu integraal f f(x)dx. Toestage, et
0

h111101+h’; f(nh) = fo f(x)dx.

o h
Leidke selle tulemuse abil piirvadrtus lim ) —-—.
h—0+ =1 1+ hen
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22. Arvread

172. Toestage, et kuirida Z uy koondub, siis li]rcn ur =0.
k
173. Koondugu read Z Uy ja Z vy vastavalt summaks u ja v. Toestage, et read Z (ug + vg)
k

3 k
ja Z Auy koonduvad vastavalt summaks u+ v ja Au (1 €R).
174 Toestage, et rida Z U, kus ug > 0, koondub parajasti siis, kui tema osasummade jada

(Z uk) on tokestatud. Tooge nédide hajuvast reast, mille osasummade jada on tokestatud.

k=1

175. Leidke rea summa:
v 1 v L (1 =D*
1 _— 4 _— —
) kg‘lk(lﬁl) ) ,;)413—1 N kgl(sz“ 3k |
oo 1 oS 2 1
LI o ¥ (2oL
) k;k(mg) ) sz ) ,;O Ga)k  6k+1
0o 1 003k+1 9) f Vk+1-vk-1
) k;k(k+2)’ R Z =1 (VET+ VE) (VE+VE=1)
0 2
176*. Leidke rea Z arctan? summa.

n=1
Ndpundide: Plitidke osasummad teisendada teleskoopsummadeks.
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23. Arvridade koonduvuse uurimine

177. Toestage, et kui rida koondub absoluutselt, siis ta koondub.

178. Pohjendage jargmiste ridade hajuvust:

k k 1 1
DYy —— 2 ) DY - — 5) ) tan —
§100k+1 g ) %k ) ;@ =k
179. Uurige jargmiste ridade koonduvust:
1) 020: L 4 10 7) sztan
& k2k’ ) sz3+k2+1’
00 (—l)k e 1 oo 2
2 _ 5) _— 8) In 1+\/i,
) k; (k+1)5k k; VEk(k+10) kgl ( k
x 1 e k+1
3 , 9 27k )
) k;k2+k—1 Z 10000k+1 ) Z k )
00 1 00 o © 1 (k k oo ( 1)k+1
10) , 13) ) Vesin—, 16) —(—) , 19) )
I;(k'f‘l)k kZ::1 k kgzk! 2 /;1
oo zk © 1 00 o] ( 1)k+1
11) —, 14) -, 17 , 20
I;k k;’d ) ,CZ kk ) kzlln(k+2)
oo 2k k © 1 (k k o] k (- 1)k+1k
12 —, 15 —=1, 18 _— 21 _—
Lle)  Lxls) e D

180. Uurige jargmiste vdidete kehtivust.

1
1) Kuirida )  uy, kus uy # 0, koondub, siis rida ) - — hajub.
k r Uk

1
2) Kuirida Z Uy, kus uy # 0, hajub, siis rida Z — koondub.
k r Uk

181*. Leibnizi tunnus viidab, et kui vahelduvate mirkidega rea Y (—1) % uy tildliige u; haibub
k

monotoonselt, siis rida koondub. Tooge ndide hajuvast vahelduvate markidega reast ) (—1) kyy P
k

mille tildliige u; hadbub, kusjuures u; > 0 iga k € N korral.

182*. Tooge ndide koonduvast mittenegatiivsete lilkkmetega reast }_ a,;, mille korral tingimus
n

lillln na; =0 ei kehti.
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24. Funktsionaaljadad ja -read

183. Leidke funktsionaaljada ( fi) koonduvuspiirkond D ja piirvédrtus f: D — R
5) fp(x) = sin ~
k - k ’

k k
D filx)=x", 3) fk(x)=(1+%) ,
kx sinkx
VI e O ==

1
2 =—,
) i) 1+kx
184. Otsustage, kas funktsionaaljada ( fi) koondub iihtlaselt antud intervallis
X

1) filx)=x*,D=10,1]; 4) fi=2sin7, D=FR
2) fr(x)= [0,a],0<a<];
sinkx
3) filx)=2 P ,D=R; 5) fr(x)= 15 ix D =10,1].
185. Leidke funktsionaalrea koonduvuspiirkond D ja absoluutse koonduvuse piirkond A
Kui vdhegi voimalik, arvutage funktsionaalrea summa
0 e} o) k 00 k
(x-1) (x+ 2)
n Y < 5) Y. (nxF, 13 :
Z kgl Z_: k(k+1)’ ) Z
2) Y (x-2)k, 6 Y — — 14 :
kzzo : ; k'’ 10 k; k2x-1 ) = k+1)!
X1 X & ) i 0o y2k+1
3 Y 7)Y kxk, 1) Y (ko 15 Y )
i1k k=1 k=1 k=0 2k+1
[e’s) (_1)k o0 (x_?))k 12) 1 1 2 k, (e (x+2)k
9y —, 8 Yy ———, L () g 32
k=3 kx k=1 k k=1 k2
186. Weierstrassi tunnuse abil toestage funktsionaalrea iihtlane koonduvus antud interval-
lis.
o xk (x—2)k < 1
2 =111 5 )
b Z e b1 3 ,C; k22k - 10,4 ) k; 2k + arccos x
(sinkx)? ©  (-1k % gk’
2) Z ’ (—O0,00); 4) Z » (—O0,00); 6) Z Y = (_O0,00)
k+1 k=1 VX2 + k3 = kVk
[0} [e.°] 1
cosnx ja ). Sy koonduvuspiirkond D ja
np n=1

187*, Leidke (soltuvalt p védrtusest) ridade )
n=1

absoluutse koonduvuse piirkond A.
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25. Funktsionaalrea summa omadused. Maclaurini rida

Naidake, et jairgmised funktsioonid on pidevad oma mé#édramispiirkonnas.

® coskx o arcsin ¥ X arctankx
) flo= : 2) f(x)= x 3) f=) —5——
k; 3k ! k;(k—z)k k; +1
188. Leidke jirgmised summad. (P6hjendage tehtavad sammud.)
3 i ﬁ 3 (e 3](3 . ( )2k+1
Lo e 5) kZO(— * e
00 kZ (- Z)k ( )Zk
2y —, 4) Z : 6 1
k=12 ) ,CZO( X k!
189. Leidke jargmised piirvddrtused. (P6hjendage tehtavad sammud.)
* cos(3¥x) ® coskx 1
D lim Yy —— =2 2) lim 3) lim .
) xl_’okgl 3k x—>0kz3 k(k+1)’ x—>0+kz’1 2k jex
190. Arvutage jargmised integraalid. P6hjendage tehtavad sammud.
In3 < co S 2+ ncosnx
1) (Z ne_"x) dx, 2) f ( dx
In2 \;=1

191. Arvutage jargmised tuletised. P6hjendage tehtavad sammud.

, . _°°n+1 X a7 . _°° n—1 n.
1) f(O),kulf(x)—r;] S AICCOS ——— 2) f (3)'kmf(X)_n;1 (n—1)!(x_3) ;

192. Arendage jairgmised funktsioonid f Maclaurini reaks ning leidke suurimad intervallid,
kus f vordub rea summaga. Leidke f© (0).

D) f(x)=e; 4) f(x) = (cosx)*; 7 )= ——
1 2-
2) f=e"; 5) f(x)=_—x)2; 5-2x

(a 8) fl¥)= ————;
3) f(x)=sin§; 9 6—5x+ x2

6) f(x)= - 9) f(x)=In(8+x);

193*. Kui funktsionaaljada (f;;) koondub hulgal A {ihtlaselt funktsiooniks f, siis kirjutame
fn=2 f.Kasigahulga A c R, funktsionaaljadade (f,) ja (g») (kus fi, g1 A— R, n€N) ja funkt-
A

sioonide f, g: A — R korral kehtivad implikatsioonid
Y fn?f’gn?g = fn+gn§§f+g; 2) fn?f’gn?g = fn’gn?f‘g?

194*. Utleme, et hulgal A miiratud funktsionaaljada (f,,) koondub pidevalt hulgal A funkt-
siooniks f, kuiiga x € A jaigajada (x,) korral hulgast A korral kehtib implikatsioon

li;lnxn =x > li’rlnfn(xn) = f(x).
Toestage, et kui f,, = f ja funktsioonid f;, on pidevad hulgas A, siis (f;;) koondub pidevalt
A

hulgas A. Kas kehtib ka vastupidine vdide?
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Vastused ja lahendusvihjed

Oletage, et aj ja ap on F nullelemendid ning vaadelge summat a; + ap; oletage, etbyjabyona
vastandelemendid ning vaadelge summat (b + a) + bz;néiidake, et kui x rahuldab seost a + x = b, siis
X =b—aningkui x = b— a, siis x rahuldab seost a+ x = b;niiidake, et(a+b)+(—a-b)=0.
Lahendusvdtted on analoogilised iilesandegall]

Vt. loengukonspektis Lause 1.1.

[ [D]kasutage liitmise monotoonsust; [2)|kasutage korrutamise monotoonsust, korrutades vorduse a < b
pooli elemendiga —c > 0 (miks kehtib —c > 0?); |3)| muuhulgas kasutage korrutamise monotoonsust;
a+c<b+c<b+d;5)ac< bc< bd, néiidake, et a~! <0annab vastuolu;kasutage ﬁlesannet
korrutamise monotoonsust; tarvis on nididata,eta+a<a+b<b+b.

[81 [D} )} B)} [4)] vaadelge juhtusid a > 0 ja a < 0;[B)] kui |al < ¢, siis —¢ < —|al < —a < |al < ¢; kui aga
—c < a < c,siis juhul a > 0 kehtib |a| = a < ¢ ning juhul a < 0 kehtib |a| = —a < c;véiitedjéirelduvad
vorratustest —|a|— |b| < a+ b <|al+ |b|;véitedjéirelduvad vorratustest —|a— b| < |a|—|b| < |a—- b|.
Oletage, et hulga X iilemised rajad on a ja b, siis kehtib a < b vdi a > b. Kui néiteks a < b, saame
vastuolu sellega, et b on hulga X véhim tilemine toke.

Olgu a hulga X suurim element, siis a € X ja x < a iga x € X korral. Arvu a jaoks on sup X mélemad
tingimused tdidetud (kontrollige!).

Hulga Y iilemiseks tokkeks sobib Aa + 1. Lisaks sellele, olgu b < Aa + 1, siis A7 (b -1) < a, miststtu
leidub xp omadusega Al w-1< Xp. Seega b < Axg+1=:yp.

Koigepealt saame, etiga y € Y korral kehtib Vx € X x < y. Seega iga y € Y korral sup X < y. Jéarelikult
sup X <infY.

Alternatiiv: Kuna X ja Y on mittetiihjad, siis hulkadele X ja Y leiduvad vastavalt tilemine ja alumine toke.

+b
Olgu a:=sup X ja b:=infY. Oletame, et a > b, siis arvu a

jaoks leiduvad xg € X ja yp € Y omadusega
a+b

Xxg > > y)p, vastuolu.
[[4 [D]Kuna 0 € X ja 0 < x iga x € X korral, siis min X = 0 ja seega infX = 0. Saame, et x < 1iga x € X

1
korral. Kui d on hulga X {ilemine toke, siis x < d iga x € X korral. Muuhulgas 1 — — < d iga n € N korral,
n

1 1 1
sest {1 - = nEN} c X. Siit jareldub, et 1 —d < —. Kui kehtiks d < 1, siis n < -4 iga n € N korral,
n n

vastuolu Archimedese printsiibiga. Jarelikult d > 1 ning sup X = 1.

Néeme, et max X ei eksisteeri. Toepoolest, oletame vastuvditeliselt, et xg € X on selline, et x < xp iga
xo+1, xp+1

xo+1
x € X korral. Siis 0 < xp < 1 ning 0 < xp < ]aT < Xp).

< 1, vastuolu (korraga kehtib xp <

Alternatiiv: nditamaks, et sup X = 1, méirkame, et x < 1 iga x € X korral ning et iga € > 0 jaoks leidub
Xp € X nii, et 1 — € < xp. Kui € > 1, siis valime nt. x¢ = %, muul juhul aga xg =1 - g

Ulejddnud tilesannete lahendusskeemid on sarnased.

supX =maxX = é, inf X =0, min X ei eksisteeri;

3)|infX =min X =0, sup X =1, max X ei eksisteeri;

supX =maxX = %, inf X =0, min X ei eksisteeri.

Mirkus. Ul. [2)|ja[3)| (aga mitte ega juures saab kasutada ka monotoonsusprintsiipi. Jada liikme-

on kahanev (sest

tega x = < ja alt tokestatud (arvuga 0). Seega on see jada
B n =53 2(n+1)+3 n+3) ud (arvuga 0). Seeg )

koonduvjainfX = lirrln xn =0.



ja[20} (xpn + yn) hajub, m{lidu ¥n = (Xn + yn) — x5 koonduks; valides x; — 0 ja (y5,) hajuv tokestatud,

onxy-yp—0,agant. x,=—, yn = n%, on xy, - yn = n hajuv.
n

Xn = (=", yp = (D" siis xp + Y0 = 0, X yn = =1 xn = (=1, yp = n(=1)", siis xp + yn =
n+1)D" xpyn =n.

1) kasutage jada piirvédrtuse definitsiooni ja seost ny > k iga k € N korral; 2) (—1)".

1) valige jada piirvaartuse definitsioonis néiteks € = g; 2) valige € = —a.

. Kui jada (xj) on tokestatud, siis mingite m, M € R korral m < x,, < M; tdhistame K = max{|m|, | M|} +
1,siis —K<—-|ml<m< x, <M< |M|<K.Kui|x,| <K, siis sobivad m=-K, M =K.

[24 1) jada piirvédrtuse definitsioonis sobibki N rolli eelduses antud arv N; 2) (x,) = (a,a+1,a,a+
1,a,...).

Fikseerime ¢ > 0. Eeldused x; — aja y, — a annavad arvud K3 ja Kp nii, et k > K] = |x —al <¢€ja
k > Kz = |y — al < €. Tdhistame N = 2max{Kj, K»}. Kui n > N ja n = 2k, siis |z, — al = |y} — al < &; kui
n=2k-1,siis|zp—al = |xg—al <e.

a-b
1) Oletame, et a > b. Valige lirrlnxn =aja lirrln ¥n = b definitsioonides nditeks € = , siis leidub NV

omadusega Xy > %b > yn. See on voimatu, sest xy < yn. 2) Kasutage iilesannet 1).

1) Fikseerime € > 0. Kasutades hm Xp = hm ¥n = a definitsioone, leidke N omadusega: kui n > N, siis
a—e<xp<zZp<yn<a+e.2) Kasutage ulesannet 1).

Fikseerime £>0.Koondumise lirrlnmax{xn, ¥n} = max{a, b} kontrollimiseks vaatleme kdigepealt juhtu
a < b, siis max{a, b} = b. Kasutades lirrln Xp=a jalirrln ¥n = bdefinitsioone, leidke N omadusega: kuin > N,

+b
siis xp < aT < ypn. Seega, kui n > N, siis max{xy, yn} = yn. Nilid koondumise llmyn = b pohjal leidke
Ny > N, et|yn—bl<e.
Juhul a = b leidke antud koondumiste pohjal N, et kui n > N, siis |x;, —al <ejaly,—al <e.
u+v |u—-v| u+v |u-v|

——— , min{u, v} = —— kusu,ve
2 2 2 2

Alternatiiv: toestage ja kasutage seoseid max{u, v} =
R.
Leidugu K > 0 omadusega |y, | < K. Fikseerime ¢ > 0. Valige koondumise lirlln Xpn =0 arvu € rolli meie

l I ja 2) = + - 3) Jada (xn) on tokestatud, seega mingi K > 0 korral |xy| < K, edasi tasub vahele
XnYn — a 11ta lahutada bxp; @) kasutage iilesannet 3)} [5)] toestage, et leidub N omadusega n > N =

|xn| > —, arvestades seost a # 0;[6)|kasutage tilesandeid|3 )]a
1 3 14 13
B3 IDN=|—|+LR2)IN=|—|+LBIN=|—|+L@W|IN=|5|+LP|IN=|—+=|+1[6)
2¢2 5¢ € €2 16 8
N=[8+—-|+1.
€

a) Tarvis ldheb vorratust ||x,| - lal| < 1x, — al; b) (=1)"; ©) |xul < € ja ||xpl| < € on samavéidrsed
tingimused.

1
Iga n korral saab leida arvu x;, néiteks a ja a+ — vahelt.
n

41} Tahistame uj = inf{x;: n > k}. Toestage, et jada (u;) on kasvav ja tokestatud. Seega see jada on

koonduv ja piirvddrtus on sup{uy: k € N} (miks?), nagu vaja.

V()rratuse irnlfxn < lim x5, tdestamiseks pange tdhele, etiga n € Nkorral inf{x;.: k € N} <inf{x;: k> n}
n

ning kasutage piirvdartuse monotoonsust. (Miks parema poole piirvddrtus on 1oplik?)



Olgu jada (yn) osajada (yp,) selline, et limynk = lim lim y;. Niiiid leidke jadale (x5, ) koonduv osajada
(xnk ). On jddnud kirjutada, et hmxn ghmxnk <11mynk _hmyn
]

Alternatiiv: ndidake, et inf{xy.: k > n} <inf{y: k > n} kehtib i 1ga n € N korral ning kasutage piirvaartuse
monotoonsust. (Miks mdlemad piirvddrtused on 16plikud?)
Konstandiga korrutamine ei mojuta (osa)jada koonduvust.
Alternatiiv: uurige inf{cxy: k > n}ja c-inf{x}.: k > n} voi c- sup{xy.: k > n} vahekorda.
Olgu jada (xp + yn) osajada (xp, + yn,) selline, et lilrc'n(xnk + ¥np) = im(xy, + yp). Niitid leidke jada-
n

le (xp,) koonduv osajada (xnk,). Siis jada (ynk') on samuti koonduv. On jadnud kirjutada, et lim x;, +
n
llmyn hmxnk +llmynk = llm(xnk + ynk )= hm(xn +¥Yn).

Alternatllv naldake, et inf{x;: k n} +inf{y;: k n} <inf{xy + yi: k > n} ning kasutage piirvdartuse

monotoonsust. (Miks mdlemad piirvédrtused on loplikud?)

Teine vorratus jéreldub esimesest, kui vaadelda lim (xy, + y») ~lim yp, = lim(xy + yn) +lim(-y») < lim xp.
n n n n

Niideteks sobivad: x, = (-1)", yn = (- D™ ning xp, = yp = (-1
46, Kasutage seda, et llm Xp = hm Xp = hrn lim xy,.
47, Xmp+k = Ak mel\IU{O}, k(—: ,. ,p}
48\ a1, a1, ar,ay, ay,as,..., kindlasti esmevad (xp,) osapiirvddrtustena jada (a;) koik osapiirvddrtused.
ﬁ(n ;2)0,1,0,2,0,3,. ﬂj@ koik elemendid jadana.
1
)| -

1
50 1)0 1,1, 1; 2 35 5, -2,2;13 5,0, 1;0,2,0,2;—00,00,—00,00;—oo,—l,—oo, —oo;O,

1
51t |1)|{—e+ —,e,ex 1 (pange tdhele, et need on osajadade (Xgi+p), kus p =0,1,2,3,4,5,6,7, piir-

vadrtused); [2)]10, 1}; [3)] {0}; [] {0, 1}; . [0,1] (pange tihele, et iga reaalarvu « € [0, 1] korral saab hulgast

1 n-—

—y e valida ratsmnaalarvu —nij, et |[— —a| < —) {1 5}.

n n n n

Oletage, et A = %m}l f(x), B = %m}l fx), kus A < B Funktsiooni piirvédrtuse definitsioonis valige

1008) 5

A+B
€= ning seeldbi leidke x omadusega f(x) < A < f(x). Vastuolu.

B
ning leidke x € (a—9,a+9)\

A—
Oletage, et A> B. Valige antud koondumiste definitsioonides € =

{a} omadusega g(x) < < f(x). Vastuolu.

[55} Kasutage iilesannet
Fikseerime ¢ > 0. Leidke & nii, etkui 0 < |[x —a| < §, siis A—e < f(x) < h(x) < g(x) < A+e.
57 Kasutage funktsiooni piirvéiértuse Heine kriteeriumit ning jadade omadusi iilesandest[30]

E'5=min{l,z};
3 2
3)|0 = min{l,s};

5 2 5 32 17 1
—+—;D=—+1;D— D——+—D=max{1,2E};
9¢ 3 £ 3¢’ 9¢ 3

12 27




634 0] 1; 2] - 1;[3)] - 1;[4)1 1; [5)] —00; B) 003 [7]]4; [B)] —4; Bl oo

Kasutage funktsiooni pidevuse Heine kriteeriumit ning jadade omadusi iilesandest[30]

68} Toestage, et g(x) = x" on pideyv, n e N.

kui a=2,siisd = 52, kuia>2,siis6 =e-vVa-— 2;kasutadav6rratust |sinx| < |x|,0 =¢; kasutada
vorratustin(l1+x) <x,0=¢-a.

jah; jah: f(x) = \/;;ei, sest funktsioon pole pidev oma méi%iramispiirkonnas; jah: f(x) =

. sinx
ja lim =1, siis llm =1.Seega lim — =1.
cosx x—0cosx x—0 sin x—0 X

|||||4
] 10 4)[1;[5)11;16)| -1
&!Ili@mlluliuw

O gu x € R, siis leidub jada (x;;) < Q omadusega hmxn = Xx.Seega f(x) = hmf(xn) = hmg(xn) g(x).

73 Kuna 1

Kasutage pidevuse definitsiooni, vottes vastavalt € = f(a) voi e = — f(a).

Koondumine len;o f(x) = cannab arvu D >0 omadusega x > D = c—1 < f(x) < c+1.Kuna f on pidev
léigus [0, D + 1], siis on ta selles 16igus tdkestatud, mistottu leiduvad m ja M omadusega m < f(x) <
M, x € [0,D + 1]. Kokkuvottes on min{m, ¢ — 1} ja max{M, ¢ + 1} arvud, mille vahel on f koik vaartused
intervallis [0, 00).

HI liiki katkevus;[2)|korvaldatav katkevus, f(0) = z ;

k()rvaldatav katkevus, f(0) = O;k()rvaldatav

1
katkevus, f(0) = E; k6rvaldatav katkevus, f(0) = e;II liiki katkevus.

pidev kogu reaalteljel; 2)| kui a = 1, siis pidev kogu reaalteljel, vastasel korral katkev punktis 1 ja
pidev mujal;|3)(katkev punktides 0 ja 1, mujal pidev;[4)|katkev punktis x = %, mujal pidev.

Olgu a € Q. Leidke jada (x) < R\ Q omadusega li111n Xn = a. Funktsiooni f pidevuse tdttu 0 = li,r1n0 =
im f(xn) = f(a) =1, vastuolu. Analoogiline arutelu sobib juhtumil a € R\ Q.

[5} Funktsioon f on pidev punktis 0, sest —|x| < f(x) < x; edasi kasutage iilesannet[56} Nditamaks, et f
on katkev igas punktis a # 0, saab kasutada iilesande[84]lahenduse ideed.

1, Kk ,
Ilakasutage Dirichlet’ funktsiooni;[3)| f(x) = { vz, kzi jcc 2 g\ 0.
87

87} Kasutage vorratust | [f)-1f(a)l | | f(x)— f(a)l. Vastupidise vdite vddramiseks vaadelge funktsiooni
2D(x) — 1, kus D on Dirichlet’ funktsioon.
f on pidev kaigis vahemikes (k — 1, k), kus k € Z, paremalt pidev koigis punktides k € Z ja ei ole
vasakult pidev tiheski punktis k € Z.
..Uhtlaselt pidev (kasutada definitsiooni ning vorratust | sin x| < |x|). .Uhtlaselt pidev (Cantori teo-
reem).|3 Pole tihtlaselt pidev (vt. konspekti ndide 3.6) .Uhtlaselt pidev. Olgu € > 0 antud. Kui vdhemalt

X—x
iiks arvudest x, x € [1,00), siis saab hinnata |vx — V x'| = Q < |x—x'|. Kui x, x' € [0,1], siis Can-

VE+Va
tori teoreemi pohjal leidub &7 > 0 nii, et kui |x — x'| < 81, siis [vVx — \/?I < £. Kokkuvottes voime valida
6 =minfe, 0 1}.Pole tihtlaselt pidev (vt. konspekti ndide 3.7).Uhtlase1t pidey, sest funktsioon on 16i-
gus [0, 10] pideva funktsiooni ahend. Uhtlaselt pidev (Cantori teoreem) Uhtlaselt pidev kuna f on
pidev (peale katkevuse korvaldamist nullpunktis) ja \xlliEloo f(x) =1 (vt. konspekti Lause 3.29).

BI} D] = o(@);P)a = o(B);B)la = o(B); @] a ~ BB ~ B;[B)] @ ~ B.



@ Parameetrite C ja k otsimiseks tasub avaldisi asendada vaadeldavas protsessis ekvivalentsete suu-

2 1
rustega. [1)|Nditame, et kui n — oo, siis n? +1~ n? ehk lim = lim 1+ —; = 1. Protsessis n — oo
n—oo p2 n—oo n2
n?+1

1
saame analoogilisel teel veel, et V nd+2~ n3/2, seega ~ nl/z, kust saame C =1, k = —5 Ka

Vnd+2

jargmiste tilesannete lahendusvihjetes mainitud ekvivalentsid tdestatakse, nédidates, et vastavate suu-
ruste jagatiste piirvddrtus antud protsessis on iiks. 2)| Kui x — 0, siis sinx —tanx ~ sinx(cosx —1) =

V3

1
~ \/x+\/_~ X+ \/x+ Vx, kust saame C =1, k = —.Kuix—»oo, siis In(e® + 1) ~Ine* = x, seega

=1, k=1[]C=
I x+h)?—x? —2xh+h2 (x+h —x% =3x%h+3xh?+ K3, x -a" = (x-a) (x”71+x"72a+...+a”71);

X 1 1 1 1
—2sin xsin® >~ —Exg. Seega C = —2, k= S.C =—, k= g.Kui x — 0, siis vx ~ x + /X, seega

xX—a x+a 1 1 xX—a
CcOosX —cosa = —2sin 5 sin P 5 ;o) e* —e? = e?- (e*7%-1), koondumises
X a
. In(Q+x) . .. .
hn}) ———— = 0 tehke muutuja vahetus In(1 + x) = ¢ (siis x — 0 tdhendab, et t — 0);[7) Vx-+va=
x— X
x—a
8)|b* —b% =% (b %-1).
X+ \/_ ( )
. (x)— f(a)
97} lim (f(x) - f(a) = % (x-a)=f'(a)-0=0.
99 Kuna lim 1= =-1lja lim B =1, siis lim L} ei eksisteeri.
x—0- X x—0+ X x—0 Xx

100} £ (0) = 1, f1(0) = k. Tuletis f'(0) eksisteerib parajasti juhul k = I.

irichlet’ funktsioon
CoS X ad - bc sgnx X
106, |al) 3(smx) COS X; a a3 -2 (In2)-sin x;[a4) ; ;la6)le” - (sinx +
smxcosx (cx+d)2 ,/1 2

1 2 2
cosx);la )(x et ,|a—8)|—(smx) -tana; ax a1 (xIna+ a);[a10) a1l - sgnx;

x2 V2x (x2+1)2’ x2+1
e’ 1-x2 x“+1 8x+2
a13)| —lal4)| ————;fa15) ln[x+\/1+x2];a16)2—;a17) arcsin x;[b1)[x* (1 +In x);
:£]+ezx 1+x xF+xc+1 4xc+1
. 2. 15 8 2
: sinx x“+4)°Bx-1 10x 24 36x
b2)|(cos x)S* (Cosx)lncosx—( ) ; 3/ { Lt . = - —5c0s5x|;
08 X 9(6x3 +1)esindr | x24+4 3x-1 6x3+1

—

— 2 N s i
3x2-1, kuix<]1, 2x, kuix<2, 2x, kuix<0o,

L x # 0;[c2)[2]x; . 4 . S i
chysenn x# . 2x,  kuix>1; { 32, kuix>2 ()] cosx, kuix>0;

6 —sinx, kuix<0, cosx,  kuix<0, 2(x—=5), kuix>1,
© 4x3,  kuix>0; cos 2’ kui x > 0; _erl—xzy kui x < 1;
| x+1

2 In(1 + x%) i x”l( . +lnx) kui x>0,
O Za1 T 2 Wx#0 ) o 3x '
1, kui x =0; ( -3 , kuix<O0;
V3x2+1 3x%+

10 2e_x2(2x2—1);3+21nx;—Zexsinx;—1 3,{ -2 luix<o, { 2, luix<,

2+ D)3 2,  kuix>0; 6x, kuix>O0;
o 6x, kuix<DO,
){ 12x, kuix>0;
112 (-1,-1), (1, 1).
113} Kui f(x) = sinx, siis f/(0) = 1 = tan %.

8)[6x, kui x # 0.




1

114, a=—.
2e
1

115, y=—.
4a

E Kasutage funktsiooni monotoonsuse tunnuseid intervallide (a -, al ja [a, a + §) jaoks.

M20}[D]c=-1;Plc=e-1.

121} Vaadelge funktsiooni g(x) = % ning niidake, et g’ (x) = 0 iga x € R korral.

1
122}|1)| f on rangelt kahanev intervallis (0, 3

mum punktis > ; af on rangelt kasvav intervallides (—oo, —1] ja [4,00), rangelt kahanev intervallis [-1, 4],

1
, rangelt kasvav intervallis la,oo), range lokaalne miini-

range lokaalne maksimum punktis —1, range lokaalne miinimum punktis 4;|3)| f on rangelt kahanev in-
tervallides (—o0,0] ja [2,00), rangelt kasvav intervallis [0, 2], range lokaalne miinimum punktis 0, range
lokaalne maksimum punktis 2;[4)| f on rangelt kahanev intervallis (—o0,0) ja rangelt kasvav intervallis

(0,00);5)| f on rangelt kasvav kogu reaalteljel;[6)| f on rangelt kasvav intervallides

1 .
2k+1 2k ) 130

rangelt kahanev intervallides ja (—oo,—1], ranged lokaalsed maksimumid punktides

1
2k’ 2k -1 2k’
1
kus k € Z, k # 0, ranged lokaalsed miinimumid punktides ETISE kus k € Z; f on rangelt kasvav kogu

reaalteljel.

Uurige funktsiooni f(x) = eX —(1+x); uurige funktsioone f(x) = x —sinx ja g(x) = sinx —
X . . . x3
X— 3 ;13)|uurige funktsioone f(x) = x —arctan x ja g(x) = arctanx — [ x — 3 ;i)[ndidake, et f(x) = x—

In(1 + x) on hulgas (-1,0] kahanev ja hulgas [0,00) kasvav ning f (0) = 0;5)]ja[6)|analoogilised iilesandega
miinimumkohaks mélemal 0.

Kasutage 'Hospitali reeglit; kasutage eksponent- ja logaritmfunktsiooni pidevust
ja 'Hospitali reeglit; [12)[taandage murdu avaldisega x ning kasutage seda, et xlirrolo smr_ 0 (miks?);
—00 x

X 1
lim — =1, lim xsin— = O;Hln2 a.
x—0 X

x—0 sinx
129, (x—1)° +3(x - D*+3(x-1)3.
P Y W N . %10 . %10
130} In(x+)=x——+——-——+——-——+——-——+—————,kus{ € (0, x), kusjuures |- ———| <
2 3 4 5 6 7 8 9 10&+1i0 10 +1)10
E.
2 3 n & n+l ¢ on+l
X X e‘x e’ x
131 e" =1+x+—+"—+...+ — 4+ ——, kus ¢ asub 0 ja x vahel; | ———| < ———, saame, et
2 3 n!  (n+1)! (n+1)! (n+1)!
—— < 0,001.
(6+1)!
%3 (cos&)xd (cos&)x® 1
133}(1)[Taylori valemi kohaselt sin x = x— — + —————, kus { asub 0 ja x vahel, seega | ———— | < ——;
6 120 120 3840
X xZ 3 3 1
2)(V1+x=1+—-—-—+ =, kus ¢ asub 0 ja x vahel, seega | ——— | < —.
2 8 e+ 16E+1z| 16
136| Kuna antud funktsioonid on integreeruvad, vdib integraali leida konkreetsetele (nditeks iihtlastele)

alajaotustele vastavate integraalsummade piirvdartusena.
Integraali voib arvutada teatud konkreetsete alajaotuste T kaudu, kus A(T) — 0 (miks?). Eeldusel, et
alajaotuse T jaotuspunktid ning valitud punktid ¢ on nullpunkti suhtes siimmeetrilised, saame juhul



o(T) = 0jajuhul)] et o(T) = 20" (T), kus o’ (T) on 16igu [0, a] alajaotusele vastav integraalsumma.

b
139| Tehes teisenduse x — a + b — x, peegeldatakse 16igu [a, b] kdik punktid keskpunkti ar suhtes.

Niidake, et arv I* — I rahuldab arvuhulga {S(T) — s(T): T € T} infiimumi néudeid.
S(T) =1, s(T) = 0.[2) Oletades, et f on integreeruv, peab vahe S(T) — s(T) olema viike ka iihtlase

0
alajaotuse xj = —, k =0,1,...,n, korral, kui n on piisavalt suur. Saame, et S(T) =2ja s(T) = — + — +
n n

2 2
2 n-1 n-1 _1 .. . P 2,52
—Stet— :2—<5.SeegaS(T)—s(T)>1.Kasutageul.lahenduseldeed]avordustl +2°+
n n n
2 nm+1)2n+1)
s —

6
142|. sinc on pidev.
143| f(x) =2D(x) -1, kusDon Dirichlet’ funktsmon
146 al)8\/— 2:}a2)| —=—; |a3)|—4; a4) +ln2 a5)|0; a6)| - 7)1 - Z:las)| ~ - 2:lag)
101 10 24 2 \/‘ P e TS
1= 210z b 2 = - b2y eS(e 1;1b3) —; [b4) b5)|7:[b6)| ;b7 In v3: b8)|0; ﬂsml
-5 ;D[ = — —=;[p2)| = (e’ - ; ; b
2 4 43 1\/5 \/§ 5
9 1
b10) g(ez—l);bll) %; b12) %;bl?;) In2;b14) n?; b15){0; [b16) g;b17) 0;1b18)|1 = sin1;]b19)|In2 — =;
4
2 1 1
b20)| —— i p21)| 5ijp22) 3 T 1b23)| 1;[p24)| 1 = —; [p25)| =; |b26)| Z; b27)| - arctan Z; |c1)| 27; c2)| —2; [c3)
1024’ 3 2 4 4

1 1

6ln6-3In3—3; ﬂl—— Eez * ﬂ—Zﬂ;ﬂ2+1;@2n2+§.

147 1) = 2)2—— 3) —
e
149, Oletame, et leidub punkt Xp € [a,b] nii, et f(xg) > 0. Kui xg € (a,b), siis f pidevuse tottu leidub
f(xo)
2

6 >0 omadusega x € (xg — 6, x9 +0) = f(x) > . (Analoogiliselt kaitume juhul, kui xg = a v6i xy = b.)

b Xo+0
Integraali aditiivsust ja monotoonsust kasutades leidke, et f f)dx > f fx)dx = 6 f(xp) > 0.
a

Vastuolu.

Rakendage iilesannet[T49]funktsiooni g — f jaoks.
a) Olgu f Darboux’ integraalid I« ja I ning g jaoks J« ja J*. Eeldusel I.. = I* ja J« = J* ning f < gon

n n
vaja niidata, et (néiteks) I < Jx.Saame, etsp(T)= ) ( inf f(x))Axk <Y ( inf g(x)) Axy,
k=1 \XE[Xg—1,X] k=1 \XE[Xg—1,%k]
millest jdreldub vajalik vorratus.

b b
b) Téhistame A = f f(x)dxja B = f g(x)dx. Oletage, et A > B ning kasutage integreeruvuse defi-
a a

A—
nitsioone, valides € = — Leidke konkreetne (niditeks vordsete pikkustega alaldikudega) alajaotus

T ja konkreetne punktide ¢y valik, mille korral o ¢(7,¢) > 0g(T,¢). See annab vastuolu, sest tingimus
f(x) < g(x) annab o ¢(T,¢) < 0g(T,¢) iga alajaotuse T korral.

a) Olgu f, g ja h Darboux’ integraalid I ja I*, J« ja J* ning K« ja K*. Eeldused on, et I, = I* =
Ki=K*=1 ning f < h < g. Kuna sf(T) < sp(T) < sg(T), siis I < J« < K, analoogiliselt leiame, et
I'* < J* < K*.Siit jareldub vajalik tulemus J = I = J*.

b) Fikseerime ¢ > 0. Leidke § > 0 omadusega: kui A(T) < §, siis [ —€ < Uf(T,f) Sop(M<og(h<I+e.
- Rakendage iilesannet|150]

Ismx <x sm1<sm——1 1+x2>x,e4>2;lnxgx—l,ln2<lne:1.
——<x -x<2.
4




b X b
Diferentseerige valemit f fde= f fode+ f f(®) dt muutuja x jargi.
a a X

1 2x
H T.Kuna funktsioon F(x) = f f()dt (ja seega ka tuletisfunktsioon F') ei sltu sellest, kui-
x

das on defineeritud f(0) (tdhtis on ainult, et f oleks integreeruv 16igus otspunktidega 0 ja 2x), siis valime
sinx .

f nii, et ta oleks pidev: f(x) = sincx = { x kui x #0,
1, kui x =0.

tegrandi kirjapanekul katkevuse korvaldamist eraldi dra nditama ei hakata.) Saame, et F' "(x) = 2sinc2x.

X : 2 2
ﬂg:—.IBZ (In2x)% - (lnx)z.—e(smx) cos x — €05 gin x.
X

7 oo;integraal hajub;’a_f))‘—l; 1+ g;

; integraal hajub;|b10)|7;[b11)|-1.

(Sageli korvaldatava katkevuse korral in-

1
161tfal)|—;[a2
’a_)‘e 2
4 1
162}[1)] g > 1;[2)] g < 1;B)] mitte ihegi g vddrtuse korral.

o Kdx
164} Arvutage f —_—.
a

x4

K
165} Kui f on tokestamata punkti b vasakpoolses {imbruses, siis on majorant b-0d
-Xx
I K . ®© Kdx | g
166| Vaadelda tuleb olukorda 0 < — < f(x), kus g on selline, et f — hajub. Analoogiliselt juhul,
X a X
kus pdratu integraal leitakse 16igus [a, b] < R.

167}[aD)]koondub;[a2)koondub;[a3)|hajub;ad)koondub;fa5)|hajub;[aé)koondub;[bD]koondub;[b2)|koon-

dub;[b3)|koondub;[b4)|hajub;[b5)| koondub;[b6)| hajub.
172] U = Sj — Sk—1-

n n n
173} Avaldage osasummad Y (ug+Ug) = Y Up+ Y Vg

. k=1 k=1 k=1
174} Osasummade jada on kasvav; (=n".
17511 [kasut ‘ 1 1 1 1 1 1 ( 1 1 ) 11
asutage seos , summa on ==[=- summa on —;
8 k=1 k k+1 k(k+3) 3 \k k+3 18

|
=
=

3 45a + 1
)= I I12 I eeldusel et |al > - on summa 1
4 25a-5"

177 Kasutage Cauchy kriteeriumit ja kolmnurga vorratust.

Alternatiiv: koondugu rida ZZIukI, siis 0 < uy + |ugl < 2|ugl ja I vordluslause tottu koondub ka rida
k
Z(“k + |ugl), millest jéreldub rea Z uy koonduvus.

k k
k 1
lilrcn oo = 100 * O;IiIrCnI(—l)kI =1#0, seega lilrcn(—l)k =0 ei kehti;

alternatiiv: jada ((— 1)k) hajub, seega lilrcn(— 1)¥ = 0 ei kehti;

o1
alternatiiv: osasummade jadaon (-1,0,—-1,...), mis hajub;tﬁhistame Sp = Z E; oletades, et li111n Sp=S5,
k=1

kehtib 0 = linm(SQn —sp) = —, vastuolu;[4)}|5)|analoogiline tilesandega|3)

[179}[D)]koonduv (I voi IT VL);[2)]koonduv (I v6i IT VL); B)]koonduv (I vdi II VL);@]koonduv (I VL);[5)] hajuv
(I1 VL);[6)]hajuv (I VL);[7koonduv (II VL);[8)]hajuv (I VL);[I0)|koonduv (Cauchy vdi d’Alembert);[9)hajuv
(Cauchy voi d’Alembert); koonduv (Cauchy vdi d’Alembert); koonduv (Cauchy voi d’Alembert);
[[3)]hajuv (11 VL);[I4)]koonduv (d’Alembert);[I5)]koonduv (d’Alembert);[I6)|hajuv (d’Alembert);[I7)|koon-
duv (d’Alembert); [18)| koonduv (d’Alembert); [19)] koonduv (Leibniz); [20)| koonduv (Leibniz); D] hajuv



. k

1
V’ciide kehtib. Nédidake, et kui lilrcn uj = 0, siis jada liikkmetega — on tokestamata. Seega see jada
U

1

hajub ning ei kehti rea koonduvuse tarvilik tingimus li]rcn — =0. Véiide ei kehti: kontranditeks sobib
Uk

Uy = 1, keN.

183 ﬂD:(—LlLf(xh{ O uret Ll D:[R.f(X)={ O ez D:[R,f(x)zex;

_ _ [ 1, kuix#0, _ . _ _
4)D_[Re,f(x)_{ o kuiro; D_[Re, f(x)—O,D—IR, fx)=0.
184} [D]ei; 2)]jah; B)]jah; [@)] ei; )] ei.

El DID=A=(-11), S(x) = 1Txx;D =A=(1,3), S(x) = ﬁ:D = A= (1,00);[4)[D = (0,00), A=

—

(LOO);D =A= (l,e), S(x) = Inx :D =[-1,1),A=(-11), S(x) = -In(1 —x);D =A=(-L1,
e 1-Inx

-2 1
S = ——; D:A:[R;D:A:[O,Z],S(x):l—x—ln(z—x);D:(—,oo),A:(l,oo);
(x—1)2 x—1 2
In(1 + x2
o12\p=Aa=[0,ve=1) S = 2l +xD) D:A:R,S(x):e”z—l;D:A:R,
1-In(1+x2)
x+1
S(x):shxz;D:(—l,l),A:(—l,l), S(x) = —ln'—l‘;l6)D—[ 4,0), A=(-4,0), S(x)—ln(—;)
(smkx)2 1 (x—2)k =Dk 1
186 2 2, g_svs) 2, 3 _;
k Sk Vi3 + K k22k Sk NS k3 s 2’“ +arccosx| 2K
1
k\/% \k%
o0
188‘Funktsionaalrida Z kx* on astmerida koonduvusvahemikuga (—1,1). Saame, et kui x € (-1,1),
k=1

[o0) oo ! o0
X
siis ) kxk = x- ( Y Xk ) = 5 - Niisiis antud rea summa on 2. [2)| Funktsionaalrida > K2x* on ast-
k=1 k=1 1-x) k=1
!
x x x(x+1
merida koonduvusvahemikuga (—1,1). Saame, et kui x € (-1, 1), siis Z K25k = x Z kxk| =- ) ).
k=1 =1 (x-1)3

T b4
Niisiis antud rea summa on 6.e3.sin E = l.cos E =0.

1
Rida koondub {ihtlaselt koguni hulgas R, piirvéértus on E;rida koondub tihtlaselt koguni hul-

1
gas R, piirvéddrtus on g;rida koondub {ihtlaselt hulgas [0,00), piirvédédrtus on 1.

1 o0
Rida koondub tihtlaselt hulgas [In2,1n 3], integraal on X alternatiivne lahendus onleida ) ne™* =
n=1
(1—_)()2 ning votta sellest integraal antud rajades;rida koondub {ihtlaselt hulgas [0, 7], integraal on
—-e

11
Rida ise koondub punktiviisi ja tuletiste rida koondub tihtlaselt hulgas | — 33 ] £'(0) = —2; tuletis

on[2)|Rida ise ja tuletiste rida koondub {iihtlaselt igal pool; f (7(3) = 68.



n n.2n 00 2n+l oo (_1\1 2n
Yy (2x) ( L x - Z S R 1+1 Y (Sl G0 , R, ka-
n= n! n! n=0 2 n+ (2n+1)' 2,3 2n)!
1 2 o0 n
+cosx 1)x,(ll)an+9r(11)Z EH,(ZZ)

sutada valemit (cos x) =
n=0

Z( Lo Loy (22) f )"“x (-8,8].
on+l 3n+1 ’ ’ = ’

M8
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