5. Olgu L = v([a, b]) lihtne pidev sirgestuv joon. Defineerige 16igu T' alajaotusele vastavad joonintegraali
f ds Darboux’ iilem- ja alamsummad s(T') ja S(T). Toestage, et tokestatud funktsiooni f : L — R korral
L
kehtib samavairsus
3 dseR & li S(T)—s(T)) =0.
[ ras Jim (S(T) = s(T)
Lahendus. Olgu T = {T': T = Tt, t1,...,t,] on 16igu [a, b] alajaotus}. T&histame iga T' € T korral
Xk :’y(tk), Sk = ‘kale|, Atk =1 —tkfl, )\(T) :maX{Atl,...,Atn}.

Tokestatud funktsiooni f: L — R ja alajaotuse T' € ¥ korral tdhistame Darboux’ summad
S(T) = kask, S(T) = ZMkSk,
k=1 k=1

kus
mi = inf f(Q) = inf f(y(t)), My= sup f(Q)= sup f(v(?)).

QeXp 1 Xk t€[tp—1,tx] QeXp_1Xk t€ltr_1,tx]

(Funktsiooni f tokestatuse tottu koik need suurused eksisteerivad.) Tahistades veel suvalise punktide & €
[tk—1,tk], Qr = v(&k), k =1,...,n, valiku korral

o(T, (&) = Y f(@Qu)si = Y F(3(&))sn,
k=1 k=1

leiame (analoogiliselt néiteks tihe- voi kahekordse integraali konstrueerimisega), et

S(T) = inf{a(T, (§k)) & € [tk—l,tk}, k=1,... ,n}, S(T) = Sup{O'(T, (fk)) & € [tk‘—la tk], k=1,... ,78,})
1

Lihtne kontroll niitab, et iga kahe T,T" € T korral s(T") < S(T”), seega leiduvad Darboux’ integraalid
I, =sup{s(T): T € T}, I"=inf{S(T): T € %}

ning supreemumi ja infiimumi definitsiooni kasutades garanteerib vorratus s(7) < S(T7), et I, < I™.

Veendume niiiid, et kehtib samavaérsus

EI/Lfds eR & /\(lTigrLO(S(T) —s(T)) =0.

= Olgu I := / fds € R. Néitame, et lim (S(T)— S(T)) =0.
L A(T)—0

Fikseerime ¢ > 0. Joonintegraali eksisteerimisest teame, et leidub § > 0 omadusega

VT € T, V(&) &k € [th—1,tr], k=1,...,n) AMT)<d = I—Z<U(T,(§k))<l+2

Vorduste (1) abil (arvud I — Z ja I—|—Z on hulga {o(T, (&)): &k € [tk—1,tx], k = 1,...,n} vastavalt mingi

alumine ja tilemine toke) saame, et

<S(T) < ST < T+ <T+5.

S 9 3
I—1<U(T,(§k))<1+* = I—§<I— 1 3
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Niisiis . .
€<O<S(T)—5(T)<I—|—§—(I—§):€.

Tulemus {itleb, et
VI e® AT)<dé = |S(T)-s(T)|<e.

li T) — s(T)) = 0.
Seega.  lim (S(T) = s(T)) =0

»<=" Kehtigu )\(lqi})n O(S(T) — s(T)) = 0. Siis iga n € N korral leidub § > 0, et, valinud mingi (néiteks
—

iithtlase) alajaotuse omadusega A\(T') < ¢, leiab aset vorratus

1
0<I" — L < S(T) = s(T) < —.

1
Keskmise muutuja omadus (peame silmas, et lim — = 0) annab siit, et [, = I* =: I.
n

Tarvis on naidata, et T = / f ds. Fikseerime £ > 0. Koondumise A(l%n (S(T) — s(T)) = 0 pohjal leiame
L —0

0 > 0 omadusega
vT'e¥ AT)y<dé = ST)-s(T)<e.
Olgu niitid T € T ja punktide valik (&), kus & € [tk—1,tk], K = 1,...,n, suvalised. Saame, et
L—e<ST)—e<s(T)<o(T,(&)) <S(T)<s(T)+e< L +e.

Arvestades seost I, = I'*, oleme niidanud, et

VT € %, V(&) (& € [te—1,tk], k=1,...,n) AMT)<d = T—-e<o(T,(&))<I+e.

SeegaI:/fds.
L

6. Olgu L lihtne pidev sirgestuv joon. Toestage, et kui f : L — R on pidev, siis leidub esimest liiki
joonintegraal / fds eR.
L

Lahendus. Kasutame eelmise iilesande téhiseid (alajaotus, Riemanni ja Darboux’ summad). Kontrollime,

et lim (S(T)— s(T)) =0, siis eelmise iilesande pohjal leidubki / fdseR.
L

A(T)—0



