
Ülesanne. Tõestage, et funktsioon

f(x, t) =

{
sinxt

t
, kui t 6= 0,

x, kui t = 0

on pidev ristkülikus [−2, 10]× [−3, 7].
Lahendus. Fikseerime punkti A := (x0, t0) ∈ [−2, 10]× [−3, 7] =: R

Kui t0 6= 0, siis leidub punkti A ümbrus Uδ(A) ∩ R nii, et kõigi (x, t) ∈ Uδ(A) korral t 6= 0, mistõttu

f(x, t) =
sinxt

t
, kui (x, t) ∈ Uδ(A) ∩ R. Siis ka lim

(x,t)→A
f(x, t) = lim

(x,t)→A

sinxt

t
=

sinx0t0
t0

(kahe muutuja

elementaarfunktsioon).

Olgu t0 = 0 ja x0 6= 0. Fikseerime ε > 0. Meie eesmärk on leida arv δ > 0 nii, et iga X := (x, t) korral√
(x− x0)2 + t2 < δ ⇒ |f(x, t)− x0| < ε.

Nõuame, et δ < |x0|. Siis olukorras (x, t) ∈ Uδ(A) kehtib x 6= 0.

Punktide (x, t) jaoks, kus t 6= 0, saame (eeldusel 0 < |x| < 2|x0|)

|f(x, t)− x0| < ε ⇐
∣∣∣∣ sinxtt

− x0
∣∣∣∣ < ε⇐

⇐ |x− x0|+ |x| ·
∣∣∣∣ sinxtxt

− 1

∣∣∣∣ < ε⇐

⇐


|x− x0| <

ε

2

|x| ·
∣∣∣∣ sinxtxt

− 1

∣∣∣∣ < ε

2

⇐


|x− x0| <

ε

2∣∣∣∣ sinxtxt
− 1

∣∣∣∣ < ε

4|x0|

Kuna lim
u→0

sinu

u
= 1, siis leidub δ1 > 0 omadusega, et

0 < |xt| < δ1 ⇒
∣∣∣∣ sinxtxt

− 1

∣∣∣∣ < ε

4|x0|
.

Tähistame δ := min

{
|x0|
2
,
δ1

2|x0|
,
ε

2

}
. Kehtigu

√
(x− x0)2 + t2 < δ.

Juhul t = 0 saame, et |x− x0| < δ 6
ε

2
, millest |x− x0| < ε ehk |f(x, t)− x0| < ε.

Juhul t 6= 0 saame, et |t| 6
√
(x− x0)2 + t2 < δ, millest järeldub võrratus |x − x0| <

ε

2
ning järgmised

väited:

|t| < δ ⇒ 2|t| · |x0| < δ1 ⇒ 0 < |xt| < δ1

⇒
∣∣∣∣ sinxtxt

− 1

∣∣∣∣ < ε

4|x0|
⇒

⇒ |f(x, t)− x0| < ε.

Vaatleme nüüd juhtu t0 = 0, x0 = 0. Fikseerime ε > 0. Meie eesmärk on leida arv δ > 0 nii, et iga
X := (x, t) korral √

x2 + t2 < δ ⇒ |f(x, t)| < ε.



Koondumise lim
u→0

∣∣∣∣ sinuu
∣∣∣∣ = 1 tõttu leidub arv δ2 omadusega

0 < |xt| < δ2 ⇒
∣∣∣∣ sinxtxt

∣∣∣∣ < 2.

Tähistame δ := min
{
δ2,

ε

2

}
.

Kehtigu
√
x2 + t2 < δ.

Juhul x = 0 saame, et f(x, t) = 0, seega ilmselt |f(x, t)| < ε.

Juhul x 6= 0, t = 0 saame, et f(x, t) = x, seega meil on

|f(x, t)| = |x| 6
√
x2 + t2 < δ < ε.

Juhul xt 6= 0 saame, et kehtib 0 < |xt| < δ2, mistõttu

|f(x, t)| =
∣∣∣∣ sinxtt

∣∣∣∣ = |x| · ∣∣∣∣ sinxtxt

∣∣∣∣ 6 2|x| < 2δ 6 ε.


