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1 Aleksei

1. Toesta, et

! 2 17
/ \/1+x21n (1+x)dx >/ —.
) 16

2. Olgu A ja B sellised n x n maatriksid, et AB + A+ B = 0. Tdesta, et
AB = BA.

3. Olgu funktsioon f reaalteljel kaks korda pidevalt diferentseeruv. Toestada,
et suvalise a € R korral

Lo fla+h) = 27(a) + fa— 1)

h—0 h?

= f"(a).

4. Kontrollté6d kirjutas n tudengit. Seejérel lektor kogus koik t66d kokku
ja jagas suvaliselt tudengite vahel, et nad ise parandaksid {iksteise t6id.
Olgu P(n) toendosus, et vihemalt iiks tudeng parandab iseenda t66d. Leia
lim,, oo P(n).

2 Jaagup
1. Olgu (a,) jada, kus
2 1 1
a1 =A4, ay=B, (0<B<A); —= +

Gnp Gp—1 Ap41
Toestada, et jada (a,) koondub ja leida selle piirvédrtus.
2. Olgu f:[0,1] — [0,1]

(a) monotoonselt kasvav

(b) monotoonselt kahanev

Kas leidub z € [0, 1] nii, et f(z) = z7?



. Olgu S selline lopmatu reaalarvude hulk, et mistahes 16pliku alamhulga
{s1,82,...,8:} C S puhul |s1 + s2 + ... + sx| < 1. Toestage, et S on
loenduv.

. Olgu f : R — R kaks korda diferentseeruv ning olgu
Toestage, et 3¢ € (0,1) nii, et

fE- Q)+ 1) =0

Janno

. Leia koik poliinoomid f(z), g(z) ja h(z), mis iga x korral rahuldavad
vordust

-1, r<—1
|f@)]=lg(@)]+h(z)=93z+2, -1<z<0
—2rx+2, >0

. Kolmnurga ABC nurk ZC on téisnurk, kiilje AC pikkus on 1 ja LA = «.
Kiiljel AB valitakse punkt D nii, et |[AC| = |AD|. Kiiljel BC valitakse
punkt E nii, et ZCDE = «. Kiiljele BC' punktist E tommatud ristléik
16ikub kiiljega AB punktis F. Leia lim,_,o |EF.

. Olgu s {ihikringjoone kaar, mis asub téaielikult esimeses veerandis. Piir-
konna, mis asub kaarest s allpool ja z—teljest iileval pool, pindala olgu A.
Piirkonna, mis asub kaarest s vasakul ja y—teljest paremal, pindala olgu
B. Toesta, et A + B soltub ainult kaare s pikkusest ega ei soltu kaare
asukohast.

. Olgu p algarv ja Z, jasgiklasside hulk mooduli p jérgi. Vaatleme poliinoo-
me, mille kordajad on hulgast Z,. On teada, et hulgas W on poliinoomid
r+1jaaP 2 +2P73 + ... 4+ 22+ 22 + 1. Lisaks on teada, et kui hy(x) ja
ha(x) on hulgas W, siis on ka poliinoomi hq (he(z)) jagamisel poliinoomiga
P — x tekkiv jadk selles hulgas. Leia hulga W viikseim voimalik suurus.

Andre

. Kas leidub bijektsioon 7: N — N nii, et

oo

n

E 7r(2) < 007
n

n=1



. Olgu V vektorruum {ile korpuse R ja f, f1, ..., fr lineaarteisendused V —
R. Olgu f(z) = 0, kui fi(z) = ... = fr(x). Toesta, et f on fi,..., fx
lineaarkombinatsioon, st leiduvad Aq,...,Ar € R nii, et

k
F= Xl
i=1

. Toesta, et ei leidu sellist funktsiooni f: (0,00) — (0,00) nii, et f2(z) >
fz+y)(f(z)+y) iga x,y > 0 korral.

Alvin ja Triin

. (T) Olgu k,n € N sellised, et £k < n —1. Olgu S := {1,2,...,n} ja olgu
Ay, As, ..., A hulga S mittetiihjad alamhulgad. TGesta, et on voimalik
varvida moned hulga S elemendid, kasutades kaht vérvi, punast ja sinist,
nii et kehtivad jargmised tingimused:

(i) Iga element hulgast S on véirvimata voi on vérvitud punaseks voi
siniseks.
(ii) Vahemalt iiks hulga S element on vérvitud.
(iii) Iga hulk A; (i = 1,2,...,k) on tiielikult vdrvimata voi sisaldab

vahemalt iihte punast ja vihemalt iihte sinist elementi.

. (T) Olgu R* koigi positiivsete reaalarvude hulk. Leia koik funktsioonid
f:R* — RT, mille jaoks iga z,y € RT korral

f@)f(yf () = flx+y)

. (A) Olgu juhuslikult valitud kolm tippu regulaarse 2n + 1-kiiljelise hulk-
nurga tippude hulgast. Leida toendosus, et valitud tippudest moodusta-
tud kolmnurga sisemus sisaldab hulknurga keskpunkti kui iga tipu valik
on vordtoendone.

. (A) Olgu R ring karakteristikaga 0. Leidugu idempotendid e, f, g € R nii,
et e+ f+¢g=0. Téestada, et e = f = g = 0.

. (A, T)Olgux1, xa, . . ., 2, vektorid m-dimensionaalses Eukleidilises ruumis,
mille korral 21+x9+- - -+x, = 0. Niita, et leidub hulga {1,2,...,k},k € N,
permutatsioon 7, mille korral

k 1/2
< <Z$i||2> Vn=1,2... k.
i=1

Maérgime, et || - || tdhistab Eukleidilist normi.

n

D

=1




Oliver

. Olgu a,, b, hajuvad jadad, kuid a.,, + b,, a,b, koonduvad jadad. Toesta,
et jadade ay,, b, kuhjumispunktide hulgad on samad ja koosnevad kahest
punktist.

. Olgu k, n positiivsed tédisarvud. Poliinoomid f(z), g(x), h(z) on definee-
ritud jargmiselt:

flz) =2 +2" +1
g(x) =2k —2F +1
h(z) =2?f + 2% +1

Toesta, et kui g(z) jagab f(x), siis ka h(x) jagab f(z).
. Olgu p algarv. Kutsume positiivset tadisarvu n huvitavaks, kui
a" —1= (2" —z+1)f(z) + pg(z)
mingite taisarvuliste kordajatega poliinoomide f(z) ja g(x) jaoks.

a) Toesta, et arv pP — 1 on huvitav.

b) Milliste algarvude p jaoks on p? — 1 koige viiksem huvitav arv?
. Olgu antud taisarvud a, b ja positiivne téisarv n. Tdesta, et kui hulk
Z\{az™ +by" | @,y € Z}

on loplik, siis n = 1.

Andres

. Vaatame koikidest n x n maatriksitest koosnevat lineaarset ruumi. Mis on
selle ruumi suurima dimensiooniga alamruum V', et

VX, Y €V trace(XY) =0.
. Leia koik poliinoomid P(x) = ap2™ +an 12" 1 +-- -+ a1z +ag, (an, #0),
mis rahuldavad kahte jargnevat tingimust

(a) (ag,ai,...,ay) on permutatsioon arvudest (0,1,...,n).

(b) poliinoomi P(x) nullkohad on ratsionaalarvud.

. Taisarvu n > 3 jaoks defineerime kolm hulka
Sp ={(x1,22,...,25) : Vi z; € {0,1,2}},

A, ={(z1,22,...,2,) €Sy : Vi <n—2 |{xg,x1,22}] # 1},



B, ={(x1,29,...,2,) € Sp:Vi<n—1 (z; =zi41 = 2; Z0)}.

Hulk S;, koosneb seega koikvoimalikest n elemendiga no vektorist, kus iga
element on kas 0,1 voi 2. Hulk A,, koosneb kéigist hulga S,, liikmetest,
kus ei ole jarjest kolm arvu samad. Hulk B, koosneb koigist hulga S,
liikmetest, kus ei ole jdrjest kahte nulli. TGesta, et |An41| = 3|B,| (siin
|...| tdhistab hulga liikmete arvu).

. Leia koik 7 > 0 nii, et iga suvalise diferentseeruva funktsiooni f : R? — R,
mille jaoks kehtib |gradf(0,0)] = 1 ja |gradf(u) — gradf(v)| < |u — v|
koikide u,v € R2?, siis selle suvalise aga eelnevaid tingimusi rahuldava
funktsiooni f maksimum piirkonnas {u € R? : |u| < r} on ainult iihes
punktis. (]...| tdhistab vektorite pikkusi, grad on gradient)

Georg

. Olgu f(x) kaks korda diferentseeruv paarisfunktsioon nii, et f”/(0) # 0.
Toesta, et f(x) omab lokaalset ekstreemumit kohal z = 0.

. Olgu 0 < a < b. TdGesta, et

2

b
/ (z? + l)efc”de >0’ e,

. Olgu meil pakk 2n kaardiga. Iga segamine muudab jarjestuse a1, as, -+ , Gy, b1, ba, - -+

jarjestuseks a1, b1, a9,bo, -+ ,a,,b,. Leia koik paarisarvud 2n nii, et peale
paki segamist 8 korda, on tagasi saadud algne jarjestus.

. Olgu f: R — R pidev funktsioon. Nimetame punkti z varipunktiks, kui
eksisteerib punkt y € R, y > x nii, et f(y) > f(z). Olgua,b € R, a < b ja
eeldame, et

e koik punktid avatud intervallis I = (a,b) on varipunktid;

e ¢ ja b ei ole varipunktid.
Toesta, et
(a) f(z) < f(b) iga a <z < b korral;
(b) fla) = f(b).

abn



10

Triinu

. Olgu f tdisarvuliste kordajatega teise astme poliinoom. Eeldame, et f(k)

jagub 5-ga iga téisarvulise k korral. Toesta, et koik f kordajad jaguvad
5-ga.

. Kehtigu funktsiooni f: [1,00) — R korral tingimused f(1) =1 ja

1

f(z) = 2+ (@) Vz € [1,00)
Toestage, et
a:= ILm fx)

eksisteerib, kusjuures a <1+ 7

. Arvuta

. 1
ngl n(n +1)3"

. Olgu S hulk, mis sisaldab koiki positiivseid téisarve n, mille korral n! + 1

jagab (2012n)!. Kas S on loplik?

Markus

. Olgu P(z) = az® + bx + ¢, kus a,b,c € R. Seejuures 0 < P(-1) < 1,

0< P(0)<1,0< P(1) < 1. Toesta et P(x) < 2 iga z € [0,1] korral

. Tasandil on antud n punkti. Toestada, et kehtib iiks kahest voimalusest:

e kas koik need punktid asetsevad iihel ja samal sirgel,

e voi leidub sirge, mis labib tapselt 2 punkti.

. Olgu P ja @ erinevad reaalmuutuja poliinoomid ning kehtigu poliinoomi-

de vordus P(Q(x)) = Q(P(x)) iga € R korral. Toesta, et poliinoom
P(P(z)) — Q(Q(x)) jagub poliinoomiga P(z) — Q(z)

. Olgu a,b, c positiivsed reaalarvud, mis rahuldaavad tingimusi min(a +

b,b+c,c+a)>V2jaa® +b*c? = 3. Toesta, et

a n b L c S 3
(b+c—a)® (c+a—-0)2 (a+b—c)? = (abc)?



11 Oskar

1. Olgu meil selline pidevalt diferentseeruv funktsioon f : [0,1] — R, et
f(0) = f(1) = 0ja f(a) = v/3 médne a € (0,1) korral. Tdesta, et funktsioo-
ni f kahest puutujast ja x-teljest saab moodustada vordkiilgse kolmnurga.

2. Katil on ringi kujuline votmehoidja n votmega. Vottes taskust votmehoid-
ja, ta el tea, mis pidi on votmehoidja ennast taskus poéranud. Votmete
eristamiseks otsustas Kati iga votme ara varvida. Mis on minimaalne vaja-
minev virvide arv?

3. Olgu meil selline kuuendat jarku poliinoom, mis on puutujaks sirgele kol-
mes punktis: Ay, As ja As, kus Ay paikneb A; ja Az vahel.

(a) Toesta, et kui loikude A3 As ja As A pikkused on vordsed, siis polii-
noomi ja loikude vahelised pindalad on vordsed.
(b) Olgu k = % ja K vastavate pindalade suhe. Toesta, et
2

7
B < K < —k°
7SSy



