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1  Algebra ja o-algebra, nendega seotud moisted

1.1 Pohimoisted
Olgu S hulk.

Def 1.1 Hulga S alamhulkade sisteemi I nim m-silisteemiks hulgal S kui
A Bel=ANBeT
[ga m-siisteem on kinnine loplike iihisosade votmise suhtes:
AB,Cel =AnBeZja(AnB)NnCel.

Kuid kinnisus loenduva iihisosa suhtes ei jareldu mitte!
Naited:

e S=R, 7(R):={(—00,z],x € R}

e S=R, 7(Q):={(—o00,z],z € Q}

e S=(0,1, Z:={(a,b]:0<a<b<1}

o S=RF 7(RF) :={(—00,21] X -+ X (=00, 24] : (x1,...,71) € RF}.

S suvaline hulk, {S,0} on m-siisteem.

Def 1.2 Hulga S alamhulkade siisteemi 3o nim. algebraks hulgal S kui
1) 0,5 € X

2) Aedy= A e

3) AABe¥y= AUBEeEY,.

Siin A€ on taiend:

A ={se S:s¢g A} = S\A.



Markused:

e Aksioomist 3) jareldub, et algebra on kinnine 16plike {ihendite suhtes:

AUBUC =(AUB)UC € %.

e Aksioomi 2) tottu on algebra kinnine ka loplike iihisosade suhtes:
ANB=(A°U B°)° € 3.
Kuid kinnisus lopmatute iihisosade ja iithendite suhtes ei jareldu mitte!
e Algebra on m-siisteem.

e Algebra on kinnine elementide vahe ja siimmeetrilise vahe votmise suhtes (iilesanne

1).

A B €y :>A\B € 2o;
A Be¥y= AAB = (A\B)U(B\A) € %.

e Tingimuse 1) voib asendada tingimustega:

Niited:

e Olgu S suvaline hulk ning koosnegu >y loplikest hulkadest ning nende tdienditest
(koloplikud hulgad), st.

A€ ¥y< Avoi A on loplik.
Klass ¥, on algebra (iilesanne 4).
e Olgu S =(0,1] ja

B():{(al,bl]U(CLQ,bQ]U"'U(ak,bk], OgalgbISGQS“'Skalv kzl}

Klass B, on algebra (iilesanne 7).

e Olgu S suvaline hulk; {S,0} on algebra.



Def 1.3 Hulga S alamhulkade siisteemi 32 nim o-algebraks hulgal S kui
1) 0,SeXx

2) AeX = AeX

3) A, As,... € X = UX A €L

Maérkused:

e Aksioom 3) tdhendab, et o-algebra on kinnine loenduvate iihendite votmise suhtes.
Kahtlemata on iga o-algebra ka algebra (ning seetottu ka m-siisteem).

e Aksioomi 2) tottu on 3) ekvivalentne loenduvate iithisosade votmise suhtes:

Niited:
e Olgu S suvaline hulk. Klass {5, 0} on viikseim o-algebra hulgal S.
o Koikide alamhulkade hulk 2% on suurim o-algebra hulgal S.

e Olgu S suvaline hulk; koosnegu X iilimalt loenduvatest hulkades ja nende taienditest
(ko-iilimalt loenduvad hulgad), s.t.

AcY e Avoi AC on iilimalt loenduv.

Klass ¥ on o-algebra (iilesanne 5).

Niiteid m-siisteemide, algebrate ja o-algebrate kohta vaata iilesannetest 4 - 7; o-algebrate
omadusi vaata iilesannetest 8 - 11.

Viide 1.1 Kui {3y} on (suvalise véimsusega) hulga S o-algebrate hulk, siis NgXy on
o-algebra.

Toéestus. Ulesanne. m

Def 1.4 Paari (S,Y), kus S on mingi hulk ja 3 sellel antud o-algebra nim. mo6tuvaks
ruumiks (measurable space).



1.2 Klassi tekitatud o-algebra
Olgu C hulgal S antud alamhulkade klass.

Def 1.5 Klassi C tekitatud o-algebra o(C) on koikide hulgal S olevate klassi C sisal-
davate o-algebrate tihisosa:

o(C) :==n{X: X on o-algebra hulgal S ning C C X}.

Definitsioon on korrektne, sest
e hulgal S leidub vihemalt iiks klassi C sisaldav o-algebra: 2°;
e viite tottu on suvaline o-algebrate iihisosa on o-algebra.

o(C) on (sisalduvusseose mottes) viikseim o-algebra (hulgal S), mis sisaldab klassi C.

Definitsioonist jéreldub, et C C o(C) ning

kui C C ¥ ja ¥ on o-algebra, siis o(C) C X.

1.3 Boreli o-algebra
Olgu (S, 7) topoloogiline ruum s.t. 7 on hulgal S antud topoloogia (lahtised hulgad).

Def 1.6 Hulgal S antud lahtiste hulkade tekitatud o-algebrat o(7) nimetatakse Boreli
o-algebraks. Seda tihistatakse B(S).

Niited:
e B(R) (reaaltelje lahtiste hulkade tekitatud) ;
e B(R*) (ruumi R* lahtiste hulkade tekitatud);
e B((0,1]) =: B(0,1] (hulga (0, 1] lahtiste hulkade tekitatud).

Erinevad klassid voivad tekitada sama (Boreli) o-algebra:
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Lemma 1.1 Jédrgmised klassid tekitavad B(R):
1. {(—00,a]: a € R} =7n(R),

{(=00,a) - a € R},

{la;00) - a € R},

{(a,00): a € R},

{(a,b] : a,b € R,a < b},

{(a,b) : a,b e R,a < b},

{la,b] : a,b € R,a < b},

8. {[a,b) : a,b e R, a < b}.

NS S e

Toestus. Toestame viite 1. Ulejdsinud viited tdestatakse analoogiliselt.

Iga reaalarvu a korral kehtib:
(—00,a] =N, (—o00,a+nt).
Seega (—o0, a] € B(R) (miks?), millest jareldub (kuidas?), et
o(7(R)) C B(R).

Teistpidi. Sellest, et algebra on kinnine vahe votmise suhtes jareldub, et

{(a,b]|a,b € R,a < b} C o(n(R)),
millest omakorda jareldub, et

o({(a,b]|a,b € R,a <b}) C o(n(R)).

Toestame niiiid, et

B(R) C o({(a,b]| a,b € R,a < b}).

(1.2)

Olgu G lahtine. Iga x C G korral leiduvad ratsionaalarvud a, < b, nii, et z € (a,,b,| C G.

Jarelikult G = Ugeq(as, by]. Et aga selline iithend voetakse iile loenduva hulga, siis

G e 0({(a,b]|a,b eER,a < b}),
millest jareldub (1.2). =

Muuhulgas jareldub lemmast, et koik hulgad kujul (b,al, (b,a),[b,a),[b,a], kus b,a €
[—00, oo] kuuluvad Boreli o-algebrasse B(R), need on Boreli hulgad. Koik "igapdevased"
(praktikas ettetulevad) hulgad on Boreli hulgad, on raske (kuid mitte voimatu) defineerida

hulka, mis pole Boreli hulk.

Mairkused:
e Lemma [1| kehtib ka ruumis R*: o(7(R*)) = B(R*) jne.;
e hulga R asemel voib kasutada ka hulka Q: o(7(Q)) = B(R) jne.
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1.4 Boreli o-algebra ja alamhulgad

Siiani vaatlesime lihemalt Boreli o-algebrat B(R*). Analoogiliselt saab Boreli o-algebra
defineerida ka suvalisel alamhulgal B C R*. Tuletame meelde, et A C B on alamhulga B
topoloogias lahtine parajasti siis, kui A = GN B ja G on lahtine ruumis R*. ("Alamhulga
topoloogias" tdhendab sisuliselt seda, et vaatleme hulka B kogu ruumina. Kogu ruum on
alati lahtine. Seega peab B niilid olema lahtine (isegi kui ta enne seda ei olnud) ja nii
saab moiste "lahtine hulk" hulga B "sees" uue sisu).

Edaspidises on oluline hulga (0, 1] lahtiste hulkade tekitatud o-algebra B(0,1]. Seega

B(0,1] = a({(O, 1] NG : G on lahtine ruumis R}) (1.3)

Loomulikult on ka see o-algebra tekitatud mitmete lihtsamate klasside poolt. Nii néiteks
kehtib
B(0,1] = o({(a, b a,b € (0,1]})

(tilesanne 15).

Kuidas on seotud B(0, 1] ja B(R)? Formaalselt on nad eraldi defineeritud. Kas erinevad
definitsioonid on ka kooskolas, s.t. kas o-algebra B(0, 1] elemendid on ka B(R) elemen-
did; kas AN (0,1] € B(0,1], kus A € B(R)? Jédrgnev lemma néitab, et definitsioonid on
kooskolas.

Olgu C hulgal S antud alamhulkade klass, B C S. Téahistame
CNnB:={ANB|AeCC}.
Néide: Toodud téhistuse abil esitub
B(0,1] = o(T N (0,1]),
kus 7 on lahtised hulgad reaalteljel.

Seega on C N B hulga B alamhulkade klass ning o(C N B) on o-algebra hulgal B.
Teisest kiiljest aga on ka o(C) N B on ka hulga B alamhulkade klass.

Lemma 1.2 ¢(C)N B =0(CN B).

Toestus. Aksioome kontrollides veendu jargmises: kui X on o-algebra hulgal S ja B C S
on suvaline alamhulk, siis ¥ N B on o-algebra hulgal B. Jérelda sellest, et o(C) N B on
o-algebra hulgal B, mis sisaldab klassi C N B. See tdhendab, et

c(C)NB2ao(CNB).
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Toestame vastupidise seose: kui A € o(C), siis AN B € o(C N B). Teisisonu, defineerime
hulga
G={GCcS:GNnBeos(CNB)}

ja toestame, et o(C) C G. Kindlasti C C G (miks?). Aksioome kontrollides veendu, et G
on o-algebra hulgal S. Seega o(C) C G ehk

oc(CNnB)2o(C)NB.

]
Jareldus 1.1 B(0,1] = {A: AC(0,1],A € B(R)}.

Toestus. Kasuta eelmist lemmat, vottes B = (0,1], S = R, C = 7 on lahtised hulgad
ruumis R. Lemmast jéreldub, et

B(0,1] = o(r N (0,1]) = o(7) N (0,1] = BR) N (0,1] = {A: A C (0,1], A € B(R)}.

1.5 Dynkini 7-)\-teoreem

Def 1.7 Hulga S alamhulkade siisteemi D nim d-silisteemiks hulgal S kui
1) SeD

2) ABeD, ACB=B\AeD

3) A, As,...€ DA, A= AeD.

Siin A,, 7 A tdhendab: Ay C Ay C A3 C ---, A=U,A,. Tihti defineeritakse d-siisteem
teisel kujul:

Def 1.8 Hulga S alamhulkade siisteemi A nim A-siisteemiks hulgal S kui
1) SeA

2) Ac A= A€ A

3) Ay, As, ... € A on loikumatud = U, A, € A.

A-siisteem ja d-stisteem on ekvivalentsed moisted (iilesanne 18).

Teoreem 1.9 Dynkini 7-\ teoreem. Olgu Z hulgal S antud w-siisteem ja A hulgal S
antud \-stisteem. Kui T C A, siis o(Z) C A.

(Arusaadavalt voib iilaltoodud teoreemis A-siisteemi asendada d-siisteemiga. Toestuse
voib leida raamatutest: Billingsley, Section 3 voi Williams, Al).
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1.6 Ulesanded

1. Olgu Xy algebra. Toestada, et
l)A,BEE()iAmBEEO 2)A,B€EOZ>A\BEZO 3)A7BEEOZ>AABEE().

2. Toestada, et hulga S alamhulkade siisteem >, on algebra parajasti siis, kui
1) S € X.
2) AABe¥y= A\ BeX,.

3. Leida Up2 | A, ja Mp2, By, kus A, = [0, -25) ja B, = (0,n™").

4. Olgu S 16plik hulk. Koosnegu ¥ hulga S koigist loplikest ja koloplikest alamhulkadest.
Kas

a) 3 on 7-siisteem?

b) ¥ on algebra?

¢) ¥ on o-algebra?

d) ¥ =25

Vastata kiisimustele a), b), ¢), d) juhul, kui S on 16pmatu hulk.

5. Olgu S suvaline hulk. Koosnegu 3 hulga S koigist iilimalt loenduvatest ja ko-iilimalt
loenduvatest alamhulkadest. Kas

a) 2 on 7-siisteem?

b) ¥ on algebra?

¢) ¥ on o-algebra?

d) ¥ =257

6. Olgu S mitteloenduv hulk. Koosnegu > hulga S koigist iilimalt loenduvatest alamhulka-
dest. Kas

a) 3 on 7-siisteem?

b) ¥ on algebra?

¢) ¥ on o-algebra?

d) ¥ =257

7. Olgu S = (0,1], koosnegu alamhulkade hulk By loikumatute poolldikude 16plikust
ﬁhendist, st B € 807 kui B = (al,bﬂ U ((lg,bg] U---u (ak,bk], kus 0 < a; < b <ay <
< b < 1.

a)kas By on algebra?

b)kas By on o-algebra?

8. Olgu X; ja ¥y Hulgal S antud o-algebrad. Kas jirgmised hulga S alamhulkade

siisteemid on o-algebrad:
a) 21 N 22, b) 21 U 22, C) 21 \ 22, d) 21 A 22.

14



9. Olgu ¥y, X9, ... mittekahanev o-algebrate jada (st X7 C 3y C --+). Kas U, >, on
1)algebra?
2)o-algebra?

10. Olgu (S,%) mootuv ruum, {A;, As,...} C X ldikumatute mittetiihjade hulkade
jada. Toestada, et Y on vihemalt kontiiniumi voimsusega hulk.

11. Olgu (S,%) mootuv ruum. Toestada, et kui ¥-s on lopmata palju elemente, siis
leidub l6ikumatute mittetiihjade hulkade jada {A;, Ay, ...} C X. Jdreldada, et iihegi o-
algebra voimsus ei saa olla loenduv.

Népundide: Olgu B, By, ... erinevad ¥ elemendid st B; # B; iga © # j korral. Defi-
neeri hulgad {As}ac(o,1) nii, et A, = N;C;, kus C; on kas B; voi Bf. Veendu, et hulgad
{A,} on ldikumatud ¥ elemendid. Lopuks veendu, et nende seas on 16pmatu palju sel-
liseid hulki, mis pole (. Olgu A C {A,} mittetiihjade elementide klass (hulk). Vaja
néidata, et |A| = oco. Selleks veendu, et iga hulk B; esitub klassi A kuuluvate elementide
tihendina. Et hulki B; on lopmata palju ja nad on koik erinevad, et saa klass A olla loplik.

12. Olgu S = {1,2,3}. Leida viiikseim c-algebra, mis sisaldab
a) hulka {1}

b) hulki {3,1} ja {1,2}

13. Olgu S = (0, 1]. Leida o(C), kui

a)C = {(0,2/3],(1/3,1]}
b)C = {(0,1/2],[1/2,1]}

c)C = {{1}}

d)C ={[1/3,1/2]}

e)C = {0}

f)C = {(07 1]}

g)C = { ratsionaalarvud hulgas (0, 1]}

0
(
[

~—

N S

14. Olgu S mitteloenduv hulk. Kirjeldada o-algebrat, mis on tekitatud
a)Koikide iihepunktiliste hulkade poolt;

b)Kaikide loenduvate hulkade poolt;

¢)Kaikide mitteloenduvate hulkade poolt;

d)Koikide 16pmatute hulkade poolt;

15. Olgu C = {(a,b]|0 < a < b < 1}. Toestada, et o(C) = B(0,1] ja o(By) = B(0, 1].

16. Toestada, et klass ¥ on o-algebra parajasti siis, kui ta on nii m-siisteem kui ka
d-siisteem.

17. Toestada, et klass > on o-algebra parajasti siis, kui ta on nii m-siisteem kui ka
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A-silisteem.
18. Toestada, et d-siisteem ja A-siisteem on ekvivalentsed moisted.

19. Olgu A selline hulga S alamhulkade mittetiihi klass, et YA € A korral A° on klassi
A elementide loenduv ithend. Niita, et o(A) langeb kokku viikseima klassi A sisaldava
loenduva iihendi ja loenduva iihisosa votmise suhtes kinnise klassiga.

Népundide: Olgu K(A) viikseim klassi A sisaldav loenduva iihendi ja loenduva iihisosa
votmise suhtes kinnise klass. Veendu, et S € K(A) ja klass B = {B € K(A)|B° €
K(A)} = K(A).

20. Olgu C hulga S alamhulkadest moodustatud klass. Naidata, et kui B € o(C),
siis 3 {ilimalt loenduv alamklass Cp nii, et B € o(Cp).
Népundide: Veendu, et klass B = {B € ¢(C)|3 iilimalt loenduv alamklass Cp nii, et
B € 0(Cp)} on o-algebra ja sisaldab esialgset klassi C.
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2 Moot, moodu iihesus ja jatkamine

2.1 Pohimoisted
Olgu Xy hulgal S antud algebra.

Def 2.1 Algebral ¥o antud funktsiooni p : 3o — [0, 00| nimetatakse mooduks, kui ta on
loenduvalt aditiivne:

1) (@) =0
2) Kui Al, AQ,. .. € EQ, Az ﬂAJ = (Vi 7&] jCL kui UlAl € Eo, S11S

M(U A;) = Z 1(A;).-

Méotu p nim. 1oplikuks, kui pu(S) < oo.

Mo6tu g nim. 16pmatuks, kui p(S) = oo.

Mootu p nim. o-loplikuks, kui leidub jada Ay, As, ... € ¥q nii, et

Uldisust kitsendamata voime eeldada, et Ay C Ay C A3 C --- st A, 7 S.

Olgu A C ¥y mingi alamklass. Mootu p nim. o-loplikuks klassil A, kui leidub
jada Ay, Ag, ... € Aniiyet A, 7 Sjau(A;) <ooVi=1,2,.... Seega o-10plik moot
on o-loplik algebral >g.

Méotu g nim. toendosusmooduks, kui p(S) = 1. Toendosusmdotu téhistatakse
harilikult tihega P.

Mirkus (16plik ja loenduv aditiivsus): Moot on algebral antud loenduvalt aditiivne
mittenegatiivne (sest viiirtused kuuluvad hulka [0, 00]) funktsionaal. Oeldakse, et u on
(Ioplikult) aditiivne, kui aksioom 2) on asendatud noudega: iga 1opliku mitteloikuvate
Yo-elementide komplekti Ay, ..., Ay korral (st A; € X ja A; N A;j =0, kui 7 # j) kehtib

k

M(U Aj) = Z p(A;).

i=1

Loenduvast aditiivsusest jareldub 16plik aditiivsus (kuidas?), kuid mitte vastupidi. Veendu,
et u: Yo — [0,00] on 16plikult aditiivne parajasti siis, kui ta rahuldab noudeid:

1) p(®) =0
2) kui A,B € ¥y ja AN B =0, siis (AU B) = p(A) + pu(B).
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Algebral defineeritud aditiivset mittenegatiivset funktsionaali nimetatakse teinekord ka
loplikult aditiivseks mooduks (mitte ajada segamini 16pliku méodugal).

Def 2.2 Olgu X hulgal S antud o-algebra, s.o. (S,X) olgu méotuv ruum, p olgu o-algebral
Y antud maoot. Kolmikut (S, %, n) nimetatakse mo6odu ruumiks (measure space). 3
elemente nimetatakse moéotuvateks (alam)hulkadeks.

Juhul, kui p on téendosusmoot, nimetatakse moodu ruumi toendosusruumiks ja tihis-
tatakse harilikult (2, F,P). F elemente nimetatakse stindmusteks (events).

Naited:

e Diraci moot. Olgu x € S. Funktsioon

5, (F) = 1, kuizeF
U700, kuix ¢F

on moot o-algebral 29 (iilesanne 8).

o Diskreetne e. atomaarne moot. Olgu {p, } positiivsed arvud {z,} C S, z; # x; kui
1 # j. Siis
v= Zpidxi (2.1)
i=1

moot o-algebral 29 (iilesanne 8).

Moot v on o-loplik;
kui ). p; < oo, on v 16plik.

Elemente x, nimetatakse moodu v aatomiteks, arv p; on aatomi x; mass.

e Loendav moot. Olgu (S, X)) = (5,29%). Funktsioon

|Al, kui |A] < o0

X —[0,00], u(A) =
a 0, 0¢], ufA) {oo, kui A 1opmatu

on moot;

w on 1oplik < |S| < oo;

w on o-loplik < S iilimalt loenduv (iilesanne 9);
kui S on mitteloenduv, pole u isegi o-16plik.

e Diskreetne tdensosus. Olgu ©Q = {w;, ws,...} loenduv elementaarsiindmuste ruum,
F = 2. Vaatleme funktsiooni p : Q + [0, 0] ning defineerime

p(A) =) pw), AcCQ. (2.2)

wEA
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Funktsioon p on diskreetne moot, sest (veendu selles!)
w= Zpi(swiu kus p; := p(w;).
i=1

Paneme tahele: et p; voib olla ka 0, on moodu p aatomid vaid need elementaarsiind-
mused w;, mille korral p(w;) > 0.

Moot pon 16plik, kui Y~ . p(w) < o0 ja p on toendosusmoot, kui » - o p(w) = 1.
Seega iga loplikul elementaarsiindmuste ruumil Q = {wy, ..., wy} defineeritud toendosus-
moot esitub vektorina (pq,...,pn), kus Y. p; = 1.

2.2 Moodu omadused

Olgu (S, %, 1) mé6du ruum.
Kui Ay, Ay, ... on hulga S alamhulgad, siis A, ~ A tdhendab: A; C Ay C A3 C ---,
A= UnAn ja An \ A tdhendab: Al 2 A2 2 A3 2 HRN A= mnAn

1) 1 on monotoone, s.o. u(A) < pu(B), kuiA C B, A,B € ¥.
2) Kui A,B e, AC Bjau(B) < oo,siis u(B\ A) = u(B) — p(A).
3) Kui p on loplik moot, siis

n

w4 = ZM(Az‘) = AN A+ (D) (AN N Ay).

i=1 i<j

4) Loenduv subaditiivsus: Kui A;, Ay, ... € 3, siis
p((JA) < n(A).
i=1 i=1

5) Pidevus alt: Kui Ay, Ay, ... € ¥ ja A; 7 A, siis u(A4;) 7 p(A).

6) Pidevus iilalt: Kui Ay, As,... € 3, u(Ar) < oo mingi k korral ja A; N\, A, siis
(A7) N\ p(A).

7) Olgu p o-16plik. Olgu {Ag}oco 16ikumatute modtuvate hulkade kollektsioon, kusjuures
1(Ag) > 0 iga 0 korral. Siis © voimsus on iilimalt loenduv.

Toestus. Omaduste 1), 2) toestus on iilesanne 2.

Omaduse 3) toestus on induktsiooniga n jargi:
n = 2: Toestame
i(AU B) = u(A) + u(B) — (A B). (2.3)
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Selleks paneme tihele: AABU(ANB) = Aja B\AU(BNA) = B, millest
p(A) + w(B) = W(A\B) + 2u(B N A) + u(B\A). (2.4)

Teisest kiiljest,
AUB=A\BU (AN B)U(B\A).

Seega (AN B) + u(A U B) vordub seose (2.4) parema poolega. See tidhendab, et

(AN B) + p(AU B) = p(A) + u(B),

millest jareldub (2.3).
n>2

UL Ai) = (Ui Ad) + p(An) — p((U ?1114‘) NAn)) = p(UZ Ag) + p(An) — n(UZ (A N A))

n n—1
=3 u(A) =D p(Ain Ay ZMADA
=1 1<j

Omaduste 4) ja 5) toestus on iilesanne 2.
(Ndpunéide: defineerige hulgad

Hulgad By, Bs, ... on 1dikumatud, U, B, = U,A4,).
Omaduse 6) toestus on iilesanne 2.

Omaduse 7) toestame 1opliku g korral. Olgu {Ag}eco 10ikumatute positiivse mooduga
hulkade kollektsioon. Defineerime

O, = {0 cu(Ag) > %}

Olgu ©/, C ©,, mingi {ilimalt loenduv alamhulk. Sellisel juhul

o
i(S) = p(Upeey, Ag) = Y p(Ag) > |6}, .

ocor,

Seega |O) | < mu(S) < oo. Jarelikult ka |0,,| < mu(S), sest vastasel juhul leiduks
mingi alamhulk |©/ | mille véimsus oleks rangelt suurem kui mpu(S). Niiiid veendu, et
O =Uy_10,,, st © on iilimalt loenduv.
Olgu niiid p o-1oplik, st S = U,,S,, kusjuures p(S,) < co. Valime hulga S,, ja vaatleme
16ikeid {Bj}, kus

By := 5, N Ay.
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Fikseeritud n korral kasutame tiapselt sama argumenti, mis lopliku p korralgi ja ndeme, et
{Bj} on iilimalt loenduv. Sellest jéreldub, et hulk U,{Bj} on ka iilimalt loenduv. Et iga
kahe indeksi 6 ja 6" korral on hulgad Ay ja Ay loikumatud, on seda ka iga n ja m korral
By ja Bj. Et iga hulk Ay on U,{Bj} elementide — 16igete — ithend ning et erinevatele
hulkadele vastavad erinevad l6iked, saamegi, et ka {A4y} on iilimalt loenduv hulk. m

Mairkus: Omadused 1), 2), 3) kehtivad ka 16plikult aditiivse p korral.

Jareldus 2.1 Olgu %, algebra, p: X, — [0, 00]. Siis

1. p on loenduvalt additiivne < 1 on addititone ja alt pidev;

2. kui p on loplik, siis i on loenduvalt addititvne < p on addititone ja tlalt pidev.
Toestus.

1. =: Omadus 5). <: Ulesanne.

2. =: Omadus 6). <: Ulesanne.

Tahelepanu: Kui Y, on vaid algebra kuid mitte o-algebra, siis kehtivad iilaltoodud
omadused vaid siis, kui konealused loenduvad iihendid ja iihisosad algebrasse kuuluvad.

Jareldus 2.2 Olgu Xg algebra hulgal S. Olgu p : Yo — [0, 00) aditiivne loplik funktsioon.
Siis on jargmised omadused ekvivalentsed:

1 u on loenduvalt aditiivne;

2 u on dlalt pidev;

3 iga jada 3o > A, \( 0 korral lim,, u(A,) = 0;

4 iga jada X9 3> A, (A kus A € Xg ja Je > 0: u(A,) > €, VYn korral kehtib A # ().

Toestus.
1< 2: Jareldus 211
23

2 = 4:0lgu Xy 3 A, \( A, kusjuures u(A,) > e > 0. Moddu iilalt pidevuse tottu
H(A) = lim j(A,) > € > 0,
millest
A=A, #0.

4 = 3 :0lgu Xy > A, \( 0. Oletame, et u(A,) ei koondu nulliks, s.t. Je nii, et
wu(A,) > € > 0iga n korral. Seosest 4 jareldub

NA, # 0,
mis on aga vastuolus eeldusega, et X9 3 A, 0. Seega u(A,) — 0. m
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2.3 Moodu jatkamine ja iihesus

Olgu mingil o-algebral ¥ antud kaks mootu. Kontrollimaks, et need moodud on vordsed,
peaksime definitsioonist lahtudes veenduma, et mootude vadrtused on vordsed igal ¥ ele-
mendil. Mittetriviaalsete o-algebrate (néiteks Boreli o-algebra) korral on selle tingimuse
kontrollimine pahatihti viga keeruline. Jargneb teoreem vididab aga, et kaks loplikku
mootu on vordsed siis, kui nad langevad kokku mingil ¥ tekitaval m-siisteemil. Selle
tingimuse kontrollimine on tihti oluliselt lihtsam.

Teoreem 2.3 Olgu T hulgal S antud mw-sisteem, ¥ = o(Z). Kui py ja po on mootuval
ruumil (S, %) antud sellised moodud, et p11(S) = p2(S) < 00 ja pr(I) = pa(l) VI € Z, siis
= p2 (st. pi(A) = pa(A) VA € X).

Toestus. Toestus pohineb Dynkini m — A-teoreemil. Defineerime hulga
A={Aco@): (A=A}, ZTCACa(I).
Veendu, et A on A-siisteem. Dynkini m — A-teoreemist jéreldub, et o(Z) C A. =

Jareldus 2.3 Kui toendosusmoodud Py ja Py langevad kokku m-sisteemil I, siis nad
langevad kokku ka o-algebral o(Z). Teisisonu, iga o-algebral o(Z) antud téendosusmaot
on theselt mdadratud m-sisteemiga L.

Niited:

e S =R, ¥ =B(R),Z = 7n(R). Olgu Py ja Py g-algebral B(R) antud téendosus-
moddud. Kui Py(—o0, 2] = Py(—o00, 2], Vo € R, siis Py = Ps.

e Oletame, et o-algebral B(0, 1] leidub m66t p nii, et p(a, b = b — a iga (a,b] C (0, 1]
korral. Kui selline moot leidub, siis ta on iihene.

Teoreemi [2.3] voib laiendada ka o-1oplike modtudeni.

Teoreem 2.4 Olgu Z hulgal S antud m-siisteem ning py ja pe olgu o-algebral o(Z) antud
moodud. Kui py ja ps on w-sisteemil T o-loplikud ja py (1) = pe(I) Y1 € I, siis py = ps.

Toestus. Iga B € 7 korral on X N B o-algebra hulgal B. Et Z C X, kuulub B € X,
millest
YNB={AeX:ACB}.

Seega on korrektselt defineeritud moddu p; ahend o-algebrale ¥ N B. Kui u;(B) < oo, on
nimetatud ahend 16plik mo6ot o-algebral X N B. Et o(Z)NB =0(ZNB),on ZN B o-
algebrat XN B tekitav m-siisteem. Et aga u1(A) = ua(A) iga A € Z korral ning ANB € Z
(miks?), kehtib ka, et

pi(A) = pa(A) VAeInB,

s.t. need méodud on vordsed mw-siisteemil Z N B. Et aga pi(B) < oo, siis jareldub
teoreemist et need mo6dud on vordsed o-algebral ¥ N B.
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Et p1 ja ps on 1oplikud 7-siisteemil Z, leiduvad hulgad I,, € Z nii, et I,, S ja pui(1,) =
p2(1,) iga n korral. Seega on iy ja uo o-algebral ¥ N I, vordsed:

pi(AN,)=m(ANI,), YAeX, Vn.

Pidevus alt: VA € &, uq(A) = lim, oo 1 (AN T,) = limy, oo po(ANT,) = po(A). m
Maérkus: Teoreemist [2.4] jareldub teoreem [2.3]

Niide: Olgu p o-algebral B(R) antud moo6t, mis rahuldab p(a,b] = b —a. Et B(R) =
o(Z), kus Z = {(a,b] : a < b € R}, siis vastavalt teoreemile 2.4 on u iiheselt maératud.

Kas teoreemi saab laiendada ka mootudeni, mis pole o-loplikud m-siisteemil Z7

Kontrandide: Vaatame ruumil ((0, 1], B(0,1]) antud modte pq ja po, kus

M(F):{O kui F' =0 M(F):{|F| kui |F| < oo

oo muidu. o0, muidu
Need moodud on vordsed algebral B,(0, 1] aga mitte o-algebral B(0, 1].

Teoreem 2.5 (Caratheodory teoreem) Olgu Xy hulgal S antud algebra, ¥ = o(%).
Kui pg on algebral o antud modt, siis mootuval ruumil (S, X) leidub moot p nii, et p = pg
algebral 3o, st. pu(A) = po(A) VA € 3.

(Toestuse voib leida raamatutest Billingsley, Thm 11.2; Williams Al).

Mootu p nimetatakse moodu p, laiendiks. Charatheodory teoreemist jareldub, et iga

algebral antud mootu saab laiendada selle algebra tekitatud o-algebrale. Kui uo(S) < oo,

siis vastavalt teoreemile [2.3| on saadud laiend iihene. Kui py on algebral >y o-loplik, siis

vastavalt teoreemile 2.4 on laiend iihene.

2.4 Lebesgue’i moot

2.4.1 Lebesgue’i moot o-algebral B(0, 1]

Vaatleme hulka (0, 1] ja sellel antud algebrat 5,. Seega iga hulga 5, element avaldub
(al,bl] U (ag,bQ] U---u (ak,bk], kus bz < Qjqq-

Defineerime funktsiooni (pikkus)

fo : Bo = [0,1],  po((ay, by] U (ag,bo] U--- U (ag, bg)) = Z(bi — a).
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Lemma 2.1 Funktsioon i, on moot algebral B,,.

Toestus. On selge, et © on mittenegatiivne ja
po(D) = po(a,al =a—a=0.

Loenduv aditiivsus: kui A, € B,, k= 1,2,... on loikumatud ja Uy A, € B, (eeldus!), siis
peab kehtima

to(UrAx) = Z tho(Ar).

On kerge veenduda, et pu, on loplikult aditiivne, s.t. iga kahe loikumatu hulga A, B € B,
korral kehtib

to(AU B) = po(A) + po(B).

Edaspidi kasutame jéargmist omadust: olgu A € B,, st A on kujul (ay,b1] U --- U (ay, by].
Et

o+ - 31) 7 pol(,3),

siis iga 0 > 0 korral leidub hulk B, mis rahuldab jargmisi omadusi:

1. B=(c¢1,di]U---U(cg,di], st B € By;

2. ¢ >a;igat=1,...,k korral;

3. po(A\B) <.
Omadustest 1. ja 2. jireldub, et hulga B sulundil B on jirgmised omadused:
a) B=[c,d]U---U e, d);
b) B C A.
Jareldusest (seos 4) tottu on py moot, kui toestame, et jargmine implikatsioon kehtib:

Ap € By, Ap N\(A:=MaAn € By, pio(An) > €>0= A0 (2.5)

Olgu {A,} selline jada. Ulaltoodust teame, et iga i korral leidub hulk B; € B, nii, et
kehtib a) ning

_ €
B; C B; CA;,  po(A\B;) < i1

Hulgad C,, = N, B; on sellised, et (C; C B; C A; ja A, C A; iga i < n korral)

Et p, on aditiivne ning seetottu monotoone ja loplikult subaditiivne, saame

polANCa) < D ol ANB) < 5 V.

i=1

N
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Seega

Mo(Cn) = NO(AH) - MO(ATL\CTL) > 5 Vn,

N

millest B
N'_,B;DC,#0 Vn. (2.6)

Oletades vv.-1t, et N, A, = (), saame, et ﬂ;’iléi = (). Defineerime iga 7 korral

D; =10,1]\B;.

Et N2, B; = 0, siis UX,D; = [0,1]. Seosest a) teame, et D; on lahtine ruumis R.
Seega hulgad D; moodustavad kompaktse hulga [0, 1] lahtise katte. Heine-Boreli lemmast

jareldub niiiid, et
dn : UfilDZ == U?:lDi = [O, 1]

Et D; = [0,1]\B;, siis
U D =[0,1] & NLB, =0,

(2

mis on vastuolus seosega (2.6). m

Vastavalt Charatheodory teoreemile saame mootu jatkata Boreli o-algebrale B(0, 1]. Saa-
dud laiend on ithene (miks?), seda nimetatakse Lebesgue’i mooduks ja téhistatakse tihti
kas Leb voi \. Lebesgue’i moot formaliseerib 16igu pikkuse: see on ainus moot, mis igale
intervallile seab vastavusse tema pikkuse.

Paneme tihele, et ((0, 1], B(0, 1], Leb) on toendosusruum.

2.4.2 Lebesgue’i moot o-algebral B(R)

Defineerisime Lebesgue’i moodu o-algebral B(0, 1]. Intervall (0, 1] pole md6du eksisteerim-
ise ja {ihesuse seisukohalt eriline, analoogiliselt saab Lebesgue’i moodu iiheselt defineerida
o-algebral B(a, b, kus a ja b on loplikud.

Defineerime Lebesgue’i moodu o-algebral B(R) (seega reaalteljel). Olgu (ay, b,] loplikud
ja ldikumatud 16igud nii, et R = U,(an,b,]. (Kas sellised poolléigud leiduvad?) Igal
o-algebral B(a,, b,| defineerime Lebesgue’i moodu Leb,,. Defineerime funktsiooni

i B(R) — [0,00], p(A) =) Leb,(AN (an,bn)). (2.7)

Selline funktsioon on moaot (iilesanne 11), mis igale reaaltelje poolloigule seab vastavusse
tema pikkuse, st p(c,d] = d — ¢. Teame, et sellist tingimust rahuldav moot on iithene
(miks?). Seega definitsioon on korrektne, s.o. definitsioon ei soltu hulkade (an,b,] va-
likust. Seosega defineeritud mootu nimetatakse (jille) Lebesgue’i mooduks (reaal-
teljel). Lebesgue’i modt reaalteljel on koige tihtsam o-16plik moot.
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Formaalselt oleme defineerinud mitu Lebesgue’i mootu. Need definitsioonid on kooskolas,
sest iga a,b € R korral B(a,b] = {A € B(R) : A C (a,b]} (miks?), mistottu o-algebral
B(R) defineeritud Lebesgue’i moodul on ahend o-algebrale B(a,b]. Vastavalt teoreemile
tihtib see ahend o-algebral B(a, b] defineeritud Lebesgue’i modduga.

2.5 Toendaosusmoodud reaalteljel

o-algebral B(R) antud mo6o6tu nimetame mooduks reaalteljel (néiteks Lebesgue’i moot
reaalteljel).

2.5.1 Jaotusfunktsioon

Olgu P o-algebral B(R) antud toendosusmoot. Defineerime funktsiooni

F:Rw [0,1], F(z)=P(—c0,a]. (2.8)

Def 2.6 Funktsiooni F' nimetatakse moodu P jaotusfunktsiooniks
Jaotusfunktsiooni omadused
1) F on mittekahanev (m66du monotoonsus)
2) lim, o F'(z) =1, lim,, o F(z) = 0 (mod6du pidevus iilalt ja alt)
3) F on paremalt pidev:

lim F(z,) = F(z), Vz

$n\(x

ja omab vasakpoolset piirvaartust igas punktis:

AF(z—) = ligl F(z,) V.

( Paremalt pidevus. Olgu x,, \, z, defineeri A,, := (—00, z,], A, \; (—00, 2], mdodu
pidevus iilalt: F(x,) = P(A,) \( P(—00,z] = F(x).

Vasakpoolse piirvadrtuse olemasolu: z,  z, defineeri A, := (—o0,x,], A,
(—o00, ), moodu pidevus alt: F(x,) = P(A,) ' P(—oc0,2) =: F(x—))

4) F(x) — F(x—) = P{z}.

Omadusest 4) jareldub, et punktis z on F pidev parajasti siis, kui P{z} = 0.
Kui P{z} > 0, nimetame punkti x m66du P aatomiks. Mo6odu omadusest 7)
jarelduvalt on toendosusmoodul iilimalt loenduv hulk aatomeid. Kui moodu P
jaotusfunktsioon on pidev, siis pole sel moodul iihtegi aatomit.

26



Jéareldusest jareldub, et o-algebral B(R) ei saa olla teist mootu, millel oleks sama jao-
tusfunktsioon. Seega erinevatele mootudele vastavad erinevad jaotusfunktsioonid. Jérgnev
teoreem viidab sisuliselt, et igale jaotusfunktsiooni omadustega funktsioonile vastab {iks
toendosusmoot.

Teoreem 2.7 Olgu F : R — [0,1] tingimusi 1), 2), 3) rahuldav funktsioon. Siis leidub
o-algebral B(R) parajasti tiks toendosusmoot P nii, et F' on P jaotusfunktsioon.

Teoreemi [2.7] saab toestada otse moodu definitsiooni kasutades (vt. Shirjajev, pt. II, §3,
T1). Kéesolevas kursuses toestame teoreemi [2.7] juhuslikke suurusi kasutades edaspidi.

Seega on o-algebral B(R) antud toendosusmootude ja tingimusi 1), 2), 3) rahuldavate
funktsioonide vahel iiks-iihene vastavus.

Teoreemist jareldub Lebesgue’i moodu olemasolu o-algebral B(0,1]. Tdepoolest,
vaatame jaotusfunktsiooni

0, kuixz<0
Flz)y=<¢zx kui0<z<1
1 kuiz>1

Selline funktsioon rahuldab tingimusi 1), 2) ja 3). Seega o-algebral B(R) eksisteerib
toendosusmoot P jaotusfunktsiooniga (2.8). Iga intervalli (a,b] C R korral

P(a,b] = F(b) — F(a)

(miks?). Kui (a,b] C (0, 1], siis P(a,b] = b — a. Sellest jareldub, et P ahend o-algebrale
B(0, 1] on Lebesgue’i moot o-algebral B(0, 1] (kas P on Lebesgue’i moot o-algebral B(R)?).

Analoogiliselt (kuidas?) voib jaotusfunktsiooni defineerida iga 16pliku moodu korral. Tea-
tud tingimustel voib jaotusfunktsiooni analoogi defineerida ka o-1oplike (kuid mitte ilm-
tingimata 16plike) modtude korral. See kiib nii. Olgu p o-algebral B(R) antud moot, mis
rahuldab tingimust: pu(a,b] < co, Va,b € R. Sellist mootu nimetatakse ka Lebesgue’i-
Stieltjest mooduks. Igale Lebesgue’i-Stieltjesi moodule p saab vastavusse seada funkt-
siooni G : R +— R,
G(m):{u((),x}, ku?mz()'
—u(z,0], kuiz <0

Funktsioon G on mittekahanev, paremalt pidev, G(0) = 0 ja rahuldab seost
w(a,b) = G(b) — G(a), Va,beR. (2.9)

On selge (miks?), et ei leidu funktsiooni G, mis rahuldaks seost (2.9) kahe erineva moodu
korral (vastupidine ei kehti: kui F' rahuldab seost (£2.9)), siis teeb seda ka F + ¢, kuid
sellega asi piirdubki). Kiill aga kehtib teoreemi iildistus.
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Teoreem 2.8 Olgu G : R — R mittekahanev, paremalt pidev funktsioon. Siis leidub
parajasti ks moot o-algebral B(R), mis rahuldab (2.9).

Kui lisada tingimus G(0) = 0, siis paremelt pidevate ja mittekahanevate funktsioonide
ning Lebesgue’i -Stieltjesi mootude vahel on iiks-iihene seos.

Teoreemist [2.8] Jireldub Lebesgue’i moodu olemasolu - vota G(z) = .

2.5.2 Diskreetsed, absoluutselt pidevad ja singulaarsed toendosusmoodud

Toéendosusmoodud o-algebral B(R) on iiks-iiheses vastavuses jaotusfunktsioonidega. Kir-
jeldame olulisi jaotusfunktsioonide (toendosusmootude) klasse.

Diskreetsed moodud

Diskreetne toendosusmoot on kontsentreeritud aatomitele. See tdhendab, et leiduvad
punktid (aatomid) xq,zo,... nii, et P{z;} > 0 ja >;° P{x;} = 1. Diskreetse méodu
jaotusfunktsioon (diskreetne jaotusfunktsioon) teeb punktis z; hiippe pikkusega

AF(x;) := F(x;) — F(x;—) = P{a;}.
Seega > oo, AF(x;) =1 ehk F on tiikati konstantne.
[ga diskreetne moot on kirjeldatav aatomitega {z;} ja massidega {p;}, kus p; = P{x;}.
Niited:
e Binoomjaotus B(n, ), P{k} = C*0*(1 - 0)"* k=0,1,2,...,n;
e Poissoni jaotus P,(\), P{k} = %, k=0,1,2,....

Jargnev lemma viidab, et iga jaotusfunktsioon esitub mingi diskreetse jaotusfunktsiooni
ja pideva jaotusfunktsiooni kaalutud keskmisena.

Lemma 2.2 Olgu F jaotusfunktsioon. Siis leidub diskreetne jaotusfunktsioon Fj, pidev
jaotusfunktsioon F,. ja konstant X € [0, 1] nii, et

F=\Fy+ (1= \)F. (2.10)

Toestus. Olgu F' suvaline jaotusfunktsioon. Olgu x,x,,... funktsiooni F' katkevus-
punktide hulk (aatomid). Olgu p;, := AF(z;) aatomi z; mass. Olgu A := ). p;. On selge,
et A € [0,1] (miks?). Kui A = 0, on F pidev ja lemma toestatud. Olgu A > 0. Defineerime
diskreetse toendosusmoodu )
—Di0g, .
ZZ: ~Pis,
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Tema jaotusfunktsioon on

Defineerime funktsiooni F.

(2.11)

Et
AFa(x) =Y pi= Y (Flx:) = Flx—)),

<z <z

siis funktsiooni F'— AF; saame jaotusfunktsioonist F' katkevuspunktide mahalahutamisel.
Seega on F' — AFy pidev, mittekahanev, kusjuures lim, ,o, F(x) — AFy(z) = 1 — X ja
lim, oo F(x) — AFy(z) = 0. Seega rahuldab F, tingimusi 1) 2) ja 3). Teisisonu, F. on
pidev jaotusfunktsioon. Seos jareldub F, definitsioonist (2.11). m

Ulesanne:

Olgu
0.5¢* kuiz <0,
F(z) =207 kuixzel0,2), (2.12)
0.4z kuiz € [2,2.5].

Esitada F kujul (2.10).

Absoluutselt pidevad moodud

Absoluutselt pideva moéodu jaotusfunktsioon (absoluutselt pidev jaotusfunktsioon) esi-
tub kujul

Fla) = / Ft)t, (2.13)
kus f on mittenegatiivne tihedusfunktsioon|]

Niited:
e Normaaljaotus N(u,c?);
e Uhtlane jaotus Ula, bl;
e Eksponentjaotus E(\).

Jaotusfunktsiooni F' nimetatakse singulaarseks kui leidub hulk N € B(R) nii, et Leb(N) =
0ja F'(x) = 0iga = € N° Seega on singulaarse jaotusfunktsiooni tuletis 0 igas reaaltelje
punktis valja arvatud punktihulk, mille Lebesgue’ i moot on 0. Nendes punktides tuletist

! Definitsioonis lb olev integraal on iildiselt Lebesgue’i integraal, millega tutvume hiljem
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ei leidu. On selge, et diskreetne jaotusfunktsioon on singulaarne (miks?).

Jargnev lemma viidab, et iga jaotusfunktsioon esitub mingi absoluutselt pideva jaotus-
funktsiooni ja singulaarse jaotusfunktsiooni kaalutud keskmisena.

Lemma 2.3 Olgu F jaotusfunktsioon. Siis leidub absoluutselt pidev jaotusfunktsioon F,,
singulaarne jaotusfunktsioon Fy ja konstant v € [0, 1] nii, et

F =~F,+ (1 —~)F;. (2.14)
Seost (2.14) nimetatakse Lebesgue’i dekompositsiooniks (lahutuseks).

Ulesanne: Leida jaotusfunktsiooni (4.10) Lebesgue’i dekompositsioon.

Jareldus 2.4 Olgu F jaotusfunktsioon. Siis leidub absoluutselt pidev jaotusfunktsioon
F,, diskreetne jaotusfunktsioon Fy, ning pidev kuid singulaarne jaotusfunktsioon F, nii,
et

F = Oéle+OéQFa+063Fs, (215)

kus o; € [0,1] ja oy + ag + az = 1.

Toestus. Olgu F jaotusfunktsioon. Lemmast saame, et F' = \Fy + (1 — \)F,, kus
F. on pidev jaotusfunktsioon. Rakendades jaotusfunktsioonile F,. Lebesgue’i dekomposit-
siooni, saame F. = ~F, + (1 — 7)F;, kus F; on singulaarne. Et F. ja F, on pidevad
funktsioonid (miks?), saame, et Fy on pidev ja singulaarne jaotusfunktsioon. Vottes

a; =N az = (1 =Xy, a3 =(1—A)(1—7), saame lahutuse (2.15)). m

Seega saab iga jaotusfunktsiooni (téendosusmoodu) lahutada diskreetseks, absoluutselt
pidevaks ja pidev-singulaarseks komponendiks. Neist viimane on iiks kummaline funkt-
sioon: ta on pidev, mittekahanev (teinekord isegi rangelt kasvav), kuid tema tuletis on
peaaegu koikjal 0 (viilja arvatud teatud 0-pikkusega hulk). Klassikaline néide singulaars-
est funktsioonist on nn. Cantori funktsioon. Analiiiitiliselt selliseid funktsioone esitada
ei saa ja praktikas seda komponenti enamasti ette ei tule (st tavaliselt az = 0).

2.6 Mo66dud ruumil R”
Olgu P tdendosusmoot o-algebral B(RF).
Def 2.9 Moodu P jaotusfunktsioon F' on
F:R"— (0,1, F(z1,...,2) =P((—00,21] x -+ X (—00, z3]). (2.16)

Et o(m(RF)) = B(IR¥), siis kahel erineval moodul ei saa olla iihte ja sama jaotusfunktsiooni.

Iga kaks punkti a = (ai,...,a;),b = (by,...,bx) € RF nii, et a; < b; defineerivad
(tokestatud) ristkiiliku:

A:{(xl,...,l’k) ERk Ta; < T sz} (217)

30



Ristkiilikul A on 2* tippu: punktid (ci,...,c), kus ¢; € {a;, b;}. Olgu V(A) tippude hulk,
iga tipu ¢ = (¢, . .., ¢) korral olgu

signy(c) =

1 kui (¢q,...,cx) sisaldab paarisarv a;-si,
—1 mujal.

Iga ristkiiliku korral defineerime
A F = Z sign 4 (¢)F(c).
ceV(A)

Seega, kui k = 1, siis
AAF = F(b) — F(a);

kui k = 2, siis
AAF = F(bl, bg) — F(bl,az) — F(al,bg) + F(al,ag)

jne. On selge, et iga ristkiiliku korral
ALF =P(A). (2.18)

Téhistame: 2" \, x € R¥ parajasti siis, kui 27 \, z; igai = 1,...k.

Jaotusfunktsiooni omadused

1) Iga ristkiiliku A korral
A F > 0.

2) lim, o F(z) = 1, lim,n, F'(x) = 0, kui vihemalt iiks kordinaat vy, ...,y on —oo.
3) F on iilalt pidev:

lim F(z") = F(z), V.

TN\
Teoreem 2.7 iildistub ruumile R:

Teoreem 2.10 Olgu F : R* — [0,1] tingimusi 1), 2), 3) rahuldav funktsioon. Siis
leidub o-algebral B(R) parajasti iks toendosusmoot P nii, et F' on P jaotusfunktsioon.

Toestuse voib leida (Shirjajev 11, §3).
Analoogiliselt voime defineerida 16pliku moodu jaotusfunktsiooni ning toestada iiks-lihese

vastavuse 16plike modtude ja jaotusfunktsioonide (tingimusi 1), 2), 3) rahuldavate funk-
tsioonide) vahel.

Lebesguei-Stieltjesi moot o-algebral B(RF) on iga selline moot p, mis suvalisele ristkii-
likule seab vastavusse 1opliku arvu, s.t. u(A) < oo iga ristkiiliku A korral. Kehtib teoreemi

iildistus
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Teoreem 2.11 Olgu F : R¥ — R dilalt pidev funktsioon, kusjuures iga ristkiliku A korral
kehtib A4 F > 0. Siis leidub o-algebral B(RY) parajasti iiks moot u nii, et iga riskiiliku A
korral kehtib A F = u(A)

Mo6du iihesus jireldub teoreemist [2.4] teoreemi olulisus seisneb selles, et seose ([2.18)) abil
koikide ristkiilikute hulgal defineeritud hulgafunktsiooni voib laiendada Lebesgue-Stieltjes
mooduni. Teoreemi toestuse voib leida néiteks (Billingsley, Chapter 12, Thm.12.5).

2.6.1 Lebesgue’i moot o-algebral B(RF)
Vaatleme funktsiooni
F:RF SR, F(xy,...,z5) =21 g
Selline funktsioon on iilalt pidev, kusjuures iga ristkiiliku korral
AuF = (by —ay) - (b, —a) > 0.

Seega on teoreemi eeldused tédidetud ning leidub parajasti iiks moot A\ nii, et iga
ristkiiliku korral

)\k(A> = (bl — al) s (bk — ak).
Seega seab \j igale ristkiilikule vastavusse tema ruumala. Mod6tu Ay nimetatakse (k-

dimensionaalseks) Lebesgue’i mooduks o-algebral B(R¥). Kui k on fikseeritud, siis
tdhistame ka k-dimensionaalset Lebesgue’i mootu lihtsalt Leb.

Lebesgue’i moot on nihke-invariantne:

Lemma 2.4 Kui A € B(R"), siis A4x = {a+z,a € A} € B(R*) ja Leb(A) = Leb(A+x)
Vr € Rk

Toestus. Olgu x € R fikseeritud. Defineerime klassi (soltub z-st)
C={AcBR":A+zxcBR}.

Definitsioonist jéreldub, et C C B(RF). Veendu, et C on o-algebra. Et C sisaldab koiki
ristkiilikuid ja viimased on 7-siisteem, mis tekitab B(R¥), siis B(R*) = C (miks?). Seega
Boreli o-algebra on nihke-invariantne, st iga Boreli hulga nihutamisel same ikka Boreli
hulga.

Olgu endiselt € R fikseeritud ja defineerime Boreli o-algebral B(R*) moodu p(A) :=
Leb(z 4+ A) (selleks, et seda mootu defineerida, oligi meil eelnevalt vaja néidata, et =+ A
on ka Boreli hulk. Kui mone Boreli hulga A korral see nii poleks, poleks meil ka arvu
Leb(x + A)). Et p ja Leb langevad kokku Boreli o-algebrat tekitaval m-siisteemil (mil-
lisel?) ning on sellel w-siisteemil ka o-16plikud, siis teoreemi pohjal i = Leb. m

Utleme, et mé6t normeerib dhikkuubi, kui ta seab iihikkuubile vastavusse arvu 1. Saab
nididata (vt iilesanne 17), et Lebesgue’i m6ot on ainus nihke-invariantne moot o-algebral

B(RF), mis normeerib iihikkuubi.
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2.7 Toenaosusruumi taielikustamine

Tihti on kasulik téendosusruumi (€2, F, P) laiendada nii, et koikide 0-modduliste hulkade
alamhulgad oleksid mootuvad. See toimub nii. Olgu N C 29 defineeritud jirgmiselt

N:={Ne2?: JFeF ni,et NCF ja P(F)=0}.

Seega kuuluvad hulka A koik 0-mooduliste hulkade alamhulgad.
Defineerime

Y:={Fec2%: JABe€F ni,et ACFCB ja P(B\A) =0}.

Veendu, et ¥ on o-algebra ning ¥ = o(N, F). Seega ¥ on viikseim o-algebra, mis sisaldab
F ja N. Vaatleme niitid ruumi (€, ) ja defineerime moodu

P :¥— 10,1, P*(F)=P(A) =P(B).
Veendume, et P* ei soltu hulkade A ja B valikust, s.t. kui leiduvad A;, Ay, By, By nii, et
AiCFCBy, Ay CFCB,,
siis P(A4;) = P(Ay). Toepoolest, A; C B:= BN By, i=1,2ning
P(B\A;)) <P(B\A4;,) =0, i=1,2

Seega
P(A1) = P(B\Ay) + P(A1) = P(B) = P(B\Az) + P(A;) = P(A).

On kerge veenduda, et P* on loenduvalt aditiivne. Seega on P* korrektselt defineeritud
moot.

Kokkuvottes on ruum (§2,3, P*) ruumi (§2, F,P) selline laiend, et iga null méodulise
(P* jirgi) hulga alamhulk on mo6o6tuv (miks?). Ruumi (Q, %, P*) nim. ruumi (Q2, F, P)
taieldiks.

Olgu (Q, F,P) = ((0,1], B(0, 1], Leb). Selle ruumi téield ((0, 1], 33, Leb*) laiendab Lebesgue’i
mootu nii, et iga 0-moodulise hulga alamhulk on moGtuv. Mootu Leb™ nimetatakse endis-
elt Lebesgue’i mooduks ja o-algebrasse X kuuluvaid hulki nimetatakse Lebesgue’i hulka-
deks voi ka Lebesgue’i mootuvateks hulkadeks.

2.8 Miks o-algebra? ehk mittemootuvad hulgad™

Lebesgue’i méot on pikkuse loomulik formulatsioon: Leb((a,b]) = b — a. Kehtib ka

(iilesanne 4)
Leb([a, b)) = Leb([a, b)) = Leb((a,b)) = b — a.

Teame, et Lebesgue’i moot on ainus nihke-invariantne moot Boreli o-algebral B(R) mis
normeerib iihikkuubi. See koik iihtib suurepéraselt intuitsiooniga. Paraku on Lebesgue’i
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moot defineeritud vaid Boreli o-algebral (laiendatult Lebesgue’i hulkadel). Miks ei voiks
aga pikkus olla defineeritud igal reaaltelje alamhulgal? Teisisonu: kas reaaltelje koikide
alamhulkade hulgal 2% saab defineerida moodu (loenduvalt aditiivse hulgafunktsiooni) \
mis on nihke-invariantne ja normeerib iihikkuubi? Selle kiisimuse piistitas H. Lebesgue
oma doktoritéos aastal 1902.

Vastus on eitav.

Kontraniide: (Vitali, 1905; Vitali konstruktsioon). Moddu A nihke-invariantsus
formaliseerub jargmiselt: iga A korral kehtib

AMTL,A) = A\(4), Vz €R,

kus
T.:R—->R, T,a)=z+a.

Kui A on nihke-invariantne, siis iga A C (0, 1] korral kehtib
MTrA) = MA), VzeR,

kus
T!:(0,1] — (0,1, TXa)= (a+x) mod 1.

Vaatleme hulka (0, 1] iihikringina tasandil (isomorfism « +— (sin(a27), cos(a2))). Funk-
tsioon T! samastub siis poordega. Seega: kui leidub nihke-invarantne iihikintervalli nor-
maliseeriv moot koikide reaaltelje alamhulkade hulgal, siis tasandi iihikringi S koikide
alamhulkade hulgal on defineeritud podrde-invariantne moot, kusjuures ringi moot 1.
Veendume, et {ihikringi koikide alamhulkade hulgal pole voimalik defineeride poorde-
invariantset loplikku mootu.

Selleks defineerime hulgal S' ekvivalentsisuhte jirgmiselt a ~ b parajasti siis kui a on
saadud b-st poorde ¢2m abil, kus ¢ € Q. (Intervallil (0, 1] on see ekvivalentsiseos lihtsalt
(0,1]/Q, s.t. o ~ B, kui @« — 8 € Q.) Valikuaksioomi kasutades valime igast ekviva-
lentsiklassist iihe elemendi. Olgu A nende elementide hulk. Olgu {p;} poorded ¢27, kus
q € QN (0,1]. Selliseid poordeid on loenduv hulk. Hulgad p;(A) ja p;(A) on loikumatud,
kui i # j. Ekvivalentsiklasside definitsioonist jéreldub, et Uenpi(A) = S'. Et X on
poorde-invariantne, siis A(p;(A4)) = A(A), millest

A(Sh) = ZA(m(A)) = ZA(A) 17

Seega hulgal A ei saa olla Lebesgue’i modtu. Et Lebesgue’i moot on korrektselt o-algebral
B(0,1], siis A ¢ B(0, 1].

Toodud néitest jareldub, et tihti pole mootu voimalik defineerida koikide alamhulkade

hulgal. Sellisel juhul defineeritakse moot o-algebral, mille moodustavad hulgad, millistel
on voimalik (vastuollu sattumata) meid huvitav moot defineerida. Lebesgue’i mootu on

34



voimalik defineerida Boreli o-algebral. Onneks on viimane piisavalt rikas n.n. igapievase
matemaatika tarbeks.

Vaatleme veelkord iilaltoodud niidet. Olgu A; := p;(A), i € N. Veendusime, et S' =
U; A;. On selge, et suvalise j, 7 korral leidub poore p;; nii, et p;i(A;) = pji(p;j(A)) = pi(A) =
A;. Et paarisarvude ja taisarvude hulga vahel on iiks-iihene vastavus 7 : 2N — N; siis iga
J € 2N korral leidub p6ore p; := pjr(;) nii, et

St = UienA;i = Ujeanp;(4;).

Seega leidub hulga S! alamhulk UjconA;, mille saab lahutada loenduvaks arvuks 16iku-
matuteks hulkadeks nii, et igaiihte neist poorates saame kokku S!. Sama argument kehtib
ka paarituarvuliste hulkade A;, 7 € N\2N korral:

S = Ujemanp;(4;).
Teisisonu: hulk S sisaldab kahte 16ikumatut alamhulka
Ujean4; ja Ujenon A4;

nii, et kummalgi neist on jirgmine omadus: leidub hulga loenduv lahutus nii, et lahutusse
kuuluvaid alamhulki sobivalt poorates saame hulga S* lahutuse. Minnes tagasi intervallile
(0, 1], voime saadud tulemuse esitada jérbmiselt: intervalli (0, 1] saab lahutada loendu-
vaks arvuks loikumatuteks alamhulkadeks nii, et neist igaiihte sobivalt nihutades saame
hulga (0, 2]! Loomulikult vilistab selline tulemus kaikide reaaltelje alamhulkade hulgal ol-
eva iihikkera normeeriva nihke-invariantse méodu (pikkus) olemasolu, sest vastasel korral
saaksime, et intervallidel (0, 1] ja (0, 2] on sama pikkus.

Ulaltoodud paradoks kehtib mirksa iildisemalt. Bijektsiooni 7' : R¥ — R* nimetame
ligutamiseks, kui T on isomeetria, s.t., |T(z) — T(y)| = ||z — y||. Ruumil R! on li-
igutamine sisuliselt nihe ja pdéramine; ruumil R? on iga liigutamine lahutatav kaheks
osaks: pooramine (limber originaali) voi peegeldamine (originaali labivast) sirgest ja nihe.
Kui £ > 3, on voimalike liigutuste rithm méarksa laiem.

Teoreem 2.12 (Banach, Tarski, 1924) Olgu A, B kaks suvalist mittetihja sisemusega
ruumi R* alamhulka. Leidub hulga A loenduv lahutus A = U;A;, A; N A =0 (i # 7)
ja liigutused T; nii, et T;(A;) on hulga B lahutus, s.t. B = U T(A;), T(A;) NT(A;) =0
(i # ).

Seega pole voimalik defineerida liigutamis-invariantset mootu (pindala, ruumala jne) ru-
umi R* koikide alamhulkade hulgal. See on voimalik Boreli o-algebral, millest jireldub,
et hulgad A; iilaltoodud teoreemis ei ole Boreli (ega Lebesgue’i) hulgad. Kui A ja B on
Boreli hulgad ja neil on sama maoot, siis leidub iilaltoodud lahutus nii, et hulgad A; on ka
boreli hulgad. See aga ei vii vastuoluni.

Vitali konstruktsioon tdestab, et o-algebral 2(%1 ei leidu nihke-invariantset téensiosus-
mootu, sest nihke-invariantus viib vastuoluni. Kas aga hulgal 2% {ileiildse leidub ménda
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toendosusmootu? Teame, et selliseid moote on: niiteks Diraci moot ja diskreetne toenéo-
susmoot. Need on aga diskreetsed moodud, s.t. neil on vihemalt iiks aatom, s.t. leidub
tihepunktiline hulk {z} millel on positiivne m66t. Nihke-invarantse moodu korral peab
iga tthepunktilise hulga mo6t olema 0 (miks?). Selgub, et juba see néue on liiast.

Teoreem 2.13 (Banach, Kuratowski, 1929) Hulgal 2V ei leidu tihtegi toendosus-
mootu P nii, et P({z}) =0 Vz € (0,1].

Seega ei saa koikide alamhulkade hulgal defineerida iihtegi toendosusmootu, mille jaotus-
funktsioon oleks pidev.

2.8.1 Loplik aditiivsus

Nigime, et ruumi R* koikide alamhulkade hulgal pole voimalik defineerida liigutamis-
invariantset mootu (Lebesgue’i mootu), mis oleks monel tokestatud hulgal 16plik. Kui see
nii oleks, viiks moodu loenduv aditiivsus vastuoluni teoreemiga Viljapids sellest
olukorrast on mittemootuvate hulkade olemasolu aksepteerimine ja mootuvate hulkade
s.0. teatud o-algebra kasutamine.

Teine voimalus olukorrast véljatulemiseks on moodu loenduva aditiivsuse asendamine
(norgema) 1opliku aditiivsusega. Sellisel juhul ei vii liigutamis-invariantsus vastuoluni
teoreemiga Seega kiisime: kas ruumi R* koigi alamhulkade hulgal on voimalik de-
fineerida loplikult aditiivset hulgafunktsiooni (modtu), mis oleks liigutamis-invariantne?
Juba aastal 1914 toestas F. Hausdorff (1abi n.n. Hausdorffi paradoksi), et juhul kui & > 3,
siis sellist mootu ei leidu. Banach ja Tarski esitasid selle negatiivse tulemuse erakordselt
selgel kujul:

Teoreem 2.14 (Banach, Tarski, 1924; Banach-Tarski paradoks) Olgu k > 3 ja
olgu A, B C R* mittetiihja sisemusega tokestatud hulgad. Siis leidub Hulga A loplik lahutus
A=A, A, AiNA; =0, kuii # j ja liigutused T, ..., T, nii, et Ty (A1), -, Th(An)
on hulga B lahutus.

Banach-Tarski paradoks kehtib juba ruumis R3. Seega on voimalik lahutada kera raa-
diusega 1 (hernes) loplikuks arvuks tiikkideks nii, et neist saab kokku kera raadiusega
1089 (maakera). Loomulikult vilistab Banach-Tarski paradoks loplikult aditiivse liigutamis-
invariantse moodu olemasolu ruumi R* kaigil alamhulkadel, kui & > 3.

Kui £ = 1,2 on loplikult aditiivse liigutamis-invariantse moodu iihikkera normeeriva
moodu konstrueerimine voimalik:

Teoreem 2.15 (Banach, 1923) Olgu k = 1,2. Boreli o-algebral defineeritud Lebesgue’i
moodul eksisteerib liigutamis-invarantne loplikult aditiivne laiend hulgal oR*,
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2.9 TUlesanded

1. Olgu p : ¥ — [0, 00] o-algebral defineeritud funktsioon. Toestada, et kui p rahuldab
tingimusi:

1) JAe X u(A) < o0
2) Kui Ay, Ay,... € X, AiNA; =0Vi# 7, siis p(U;2; Ai) = Doy w(Ay),

siis on ( mMoot.
2. Toestada moodu omadused 1) 2) 4) 5) 6).

3. Olgu (2, F,P) toendosusruum, A; € F, t > 0. Toestada
1) kui {A;t > 0} on kasvav, st Ay C A;, s <, slis A:= U4 € F jaP(A) /A P(A);
2) kui {A;]t > 0} on kahanev, st A, D A, s <, siis A :=Nysods € F ja P(A;) \(P(A).
4. Olgu (S, %, 1) = (R, B(R), Leb), a,b € R,a < b. Leida

Leb({a}), Leb((—00, a]), Leb((a, 00)), Leb((a, b)), Leb([a, b]).
5. Olgu (S5,%,u) = (R,B(R),Leb), H, = (n,00). Veendu, et omadus 6 ei pea paika.
Miks?
6. Olgu S lopmatu hulk, >,-16plikud ja koloplikud hulgad. Defineerime funktsiooni

5 %0 = [0,1), u(4) = {é PR
Toestada

1) p pole korrektselt defineeritud, kui S on 16plik;

2) p on loplikult aditiivne;

3) Kui S on loenduv, siis p pole loenduvalt aditiivne;

4) Kui S on mitteloenduv, siis x on loenduvalt aditiivne.

7. Olgu S mitteloenduv hulk, 3 koosnegu iilimalt loenduvatest ja ko-iilimalt loenduvatest
hulkadest. Defineerime funktsioon

1, A ko - iilimalt loenduv

p: X —[0,1], M(A):{

0, A iilimalt loenduv

Toestada
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1) p pole korrektselt defineeritud, kui S on loenduv;
2) p on loenduvalt aditiivne.
8. Kuulugu =z € S.

1) Naidata, et funktsioon
1, kuizeF

0.(F) =
(F) {0, kuix ¢ F
on moot o-algebral (S, 2°)

2) olgu {a,} positiivsete arvude jada, {z,} C S. Niita, et funktsioon p = ¥9°a,d,, on
ruumil (S,2%) antud moot. Veendu, et p on 1oplik, kui > a, < oco. Millal on p
toendosusmoot?

3) Olgu ¥ selline, et {x,} € ¥.¥n. Toestada, et  on o-16plik, kui punktid z,, on erinevad.
9. Olgu (S,%) = (S,2%). Defineerime kujutuse

R Fa
Niita, et

1) p on moot ruumil (S, 25);

2) pon loplik < [S| < oo;

3) p on o-16plik < S on loenduv.

10. Olgu S = {1,2,3,---},¥ = 2. Defineerime kujutuse

ka2 kui |A] < o0

: Y — [0,00], p(A) =
H 0,00}, () {oo, kui A 16pmatu

Kas p on 16plikult aditiivne? Kas p on loenduvalt aditiivne?

11. Olgu (S,%) moéotuv ruum, S, C S, n = 1,2,.... Olgu p, o-algebral S, N'Y de-
fineeritud moot. Toestada, et p on moot, kus

pi = (0,00, p(A) =) m(ANS,).

12. Olgu (S,, Xy, it,) moodu ruumid, n =1,2,.... Olgu S = US,,,S, N S, = 0,Vn # m.
Defineerime hulga S alamhulkade siisteemi ¥ = {A C S|A = UA,, A, € X, Vn}. Niita,
et
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1) (S,%) on mootuy ruum;
2) funktsioon p: X — [0, 00], u(A) = >, pn(A,) on moot.

Millal g on o-loplik?

13. Olgu S = (0, 1], koosnegu alamhulkade hulk By léikumatute poolldikude 16plikest
ﬁhenditest, st B € Bo, kui B = (al,bl] U (Clg,bg] J---u (ak,bk], kus 0 <a; <by <ay <
.-+ < b, < 1. Defineerime funktsiooni

1, kui3de>0: (0.5,05+¢ CB

: By — (0,1, u(B) =
pe By = [0,1], p(B) {0 kui Ae >0 : (0.5,0.5+¢ C B

Naidata, et p on loplikult, kuid mitte loenduvalt aditiivne.

14. Olgu (5,3, x) moodu ruum, kuulugu Aj, As,... € X, kusjuures p(A, N A,) =
0 Vm # n. Niita, et p(U,A,) = >, 1(A,).

15. Olgu (S, %, u) moddu ruum, p olgu loplik moot. Defineerime p(A, B) = u(AAB).
Toestada, et p on poolmeetrika hulgal X.

16. Olgu (S, %, 1) moddu ruum, p olgu o-16plik. Toestada
1) kui AC SjaVB e X u(B) < oo korral AN B € 3, siis A €
2) kui A€ X jau(A)>0,siisIBCA: BeEX,0< pu(B) < oo.
17. Olgu \ o-algebral B(R) antud nihke-invariantne moot:
Az +A)=AA), VzeR, (2.19)

kusjuures A([0, 1]) = 1. Tdestada, et A = Leb.
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3  Sindmused

Olgu (S, %) mootuv ruum, {A,} olgu siindmuste jada, st. A, € ¥V n korral.

Def 3.1 Sindmuste jada A, iilemiseks piirvaartuseks nimetame hulka limsup, A,,
kus

lim supA,, := ﬁ G A,

m n>m
={s|Vm 3In(s) >m : s € Apq}
= {s| s € A, 1opmata palju kordi}

Def 3.2 Sindmuste jada A, alumiseks piirvairtuseks nimetame hulka liminf, A,
kus

limninf A, = D ﬁ A,

m n>m
={s|Im(s): s€ A, Vn>m(s)}
= {s| s € A,, Vnkorral mingist kohast alates}

Def 3.3 Kuwi liminf,, A,, = limsup, A, = A, dtleme, et jada A, koondub hulgaks A ehk
A, — A ehk A=1limA,.

Iga hulga A C S indikaatorfunktsioon on

La(s) 1 kuise A,
s) =
4 0 kuis¢ A

Téahistus "limsup,, A," ja "liminf, A," peegeldab fakti, et Vs € S korral (iilesanne 7)

Limsup, 4, (s) = limsup 14, (5),  limint, 4, (5) = liminf T4, (s).

n

Lemma 3.1 (Esimene Boreli-Cantelli lemma (BC1)) Olgu (S, X, u) méodu ruum
ja {A,} C X selline sindmuste jada, et ) (A,) < oco. Siis

p(limsup A,,) = u({s| s € A, lopmata palju kordi}) = 0.

Toestus. Moot on loenduvalt subaditiivne. Seega iga m korral kehtib:

plimsup A,) < p(U32,,An) <Y (A,
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Kui Y pu(Ay) < oo, siis limy, o0 > e p(A,) =0.m

BC 1 kehtib suvalise moodu korral, muuhulgas ka toendosusmoodu korral. Toendosus-
moodu korral kehtivad vorratused

P(liminf 4,) < liminf P(4,) < limsupP(A,) < P(limsup 4,). (3.1)

n n

Nende omaduste toestus on iilesanded 8 ja 9. Vorratustest (3.1)) jareldub, et kui A,, — A,
siis

P(A,) — P(A).

3.1 Ulesanded
1. Toestada, et kui {A4,} C X, siis limsup,, 4, € ¥ ja liminf, A, € .

2. Toestada, et
limninf A, C limsup A,
(limsup A,,)¢ = lnirrzinf(Afl)
(lin;inf Ap)¢ = limsup(AS).
3. Toestada, et
limsup(A4, N B,) C (limsup 4,,) N (limsup B,,)
limnsup(An UB,) = (limnsup AU (limnsup B,)
lin;inf (A, N B,) = (linz innf AN (limni;f B,)
limninf (A,UB,) D (limninf AU (limninf B,).
4. Toestada, et
limsup 4,,\ limninf A, = limsup(A4, N A;,, ;) = limsup(A4; N Apyq).
5. Niidata, et kui A, —» Aja B, — B, siis A,UB, > AUBjaA,NB, - ANB.

6. Olgu Ai € Z, 1= 1,...,7’L, Uk = U(A“ n--- ﬂAzk) ja Ik = ﬂ(A,l Uy--- UAZk),
kus iihendid ja iihisosad voetakse iile koikide selliste k-elemendiliste alamhulkade, mis
rahuldavad tingimust 1 <1 < --- <1 < n. Toestada, et Uy = I),_j11.

7. Olgu (9, F,P) toeniosusruum, {A,} C 2% Tdestada, et
Limsup, 4, (W) = limsup I4, (w)

Dimint,, 4, (w) = liminf 14 (w).
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Yw € Q) korral.

8. Olgu (2, F,P) toendosusruum, {4, } C F. Toestada, et

P(limsup 4,) = im P(U*, A;)

n

P(liminf A4,) = imP(N, A;).
9. Olgu (2, F,P) toendosusruum, {4, } C F. Toestada, et

P(liminf 4,) < liminf P(4,) < limsupP(A,) < P(limsup 4,).

n n

Jareldada, et kui A, — A, siis P(4,,) — P(A).
10. Olgu (2, F,P) toendosusruum, {A,},{B,} C F. Olgu

P(limsup 4,) = P(limninf B,) =1.
Niidata, et
P(limsup(4, N B,)) = 1.
11. Olgu (2, F,P) toendosusruum, {A,}, {B,} C F, kusjuures P(B,) — 1. Tdestada,
" lim P(A,) = lim P(B, N A,),

kui vahemalt {iks nendest piirvairtustest eksisteerib.

12. Toestada, et
lim sup(limkinf(An NA5)) = 0.
13. Olgu (2, F,P) toendosusruum, {A,} C F, A* = limsup, 4,, A, = liminf, A,.
Toestada, et
a) P(4,\A*) = 0 ja P(A\A4,) =0
b) kui A, — A, siis P(AA A,) — 0.
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4 Mootuvad funktsioonid, juhuslikud suurused

4.1 Mootuvus
Olgu (5,Y) mo6otuv ruum, A : S — R funktsioon, B := B(R).

Hulga A C R originaaliks h~'(A) nimetatakse hulka
h~'(A) = {s € S|h(s) € A}.

Originaali omadused (iilesanne 1)

(A = (0 (Aa), b (A = M (A, (A7) = (h7H(A))",

Def 4.1 Funktsiooni h nimetatakse ¥-mootuvaks (ka X\B mootuvaks), kui iga Boreli
hulga A € B korral h™'(A) € X.

Kui o-algebra X on fikseeritud, nimetatakse X-mootuvaid funktsioone ka lihtsalt mootu-
vateks. Koikide ¥-mootuvate funktsioonide hulka tdhistame m>:.

Def 4.2 Funktsiooni h : S — R nim. Boreli funktsiooniks, kui h on B(S)-méotuv.
Tihti on S = R.

Niited:
1. Olgu A C S. Hulga A indikaatorfunktsioon

La(s) 1 kuise A,
S) =
4 0 kuis¢ A

on X-mootuv parajasti siis, kui A € X..

2. Funktsiooni h : S — R nimetame lihtsaks, kui tal on loplik hulk vaartusi. Seega h on
lihtne parajasti siis, kui h(S) = {a1,...,an}, kus ay,...,am € R, a; # a;, kuii # j.
Indikaatorfunktsioon on lihtne funktsioon (miks?). Vottes A; = {s : h(s) = a;}
ndeme, et iga lihtsa funktsiooni saab esitada kujul

ZaiIAi, kus AZCSJa AZHA]:(D, ai#aj, kllll?éjja U; AZ:S (41)
i=1
Teisest kiiljest, igal kujul antud funktsioonil on m viartust, mistottu ta on
lihtne.
Millal on lihtne funktsioon (4.1) mootuv? Veendu, et iga Boreli hulga mittetiihi
originaal on kujul Uinj, kus 1 <17 <1y < --- <1 < m ning iga sellisel kujul olev
hulk on mingi Boreli hulga originaal. Siit jareldub, et lihtne funktsioon on mootuv
parajasti siis, kui A; € Yigai =1,...,mkorral. Et A; = {s: h(s) = a;} = h " {a;},
saame et lihtne funktsioon h védirtuste hulgaga {ai,...,a,} on mootuv parajasti
siis, kui iga vddrtuse originaal on mo6o6tuv (st kuulub hulka ¥):

hemyY < h'{a}en, i=1,...,m.
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4.1.1 Millal on funktsioon mootuv?

Definitsioonist ldhtudes tuleb funktsiooni A mootuvuses veendumiseks kontrollida, et iga
Boreli hulga originaal kuulub o-algebrasse Y. Jéargnev lihtne kuid oluline lemma vaidab
aga, et h mootuvuseks piisab, kui mingi Boreli o-algebrat B genereeriva klassi C korral
kuulub o-algebrasse ¥ iga C elemendi originaal.

Lemma 4.1 Olgu C reaalarvude hulkade klass, h : S — R funktsioon. Kui h™'(A) € X,
VA €C jao(C) =B, siish € mX.

Toestus. Defineerime klassid
h(X) ={ACRIh'(A) € ¥}

Originaali omadustest jireldub, et h(X) on o-algebra (iilesanne 4). Et C C h(X), siis
o(C)=BCh(X). =

Jareldus 4.1 Olgu h : S — R funktsioon. Jdargmised viited on ekvivalentsed:
e h on X-mootuv,
o {(h<c}:={seS|h(s) <cte¥ VeeR;
e {h>c}eX VceR;
e {h>c}eX VceR;
o {h<c}eX VceR;
e {h<qgteX VgeQ;
e {h>q}e¥ VYqeQ;
o {heO}eX VYO lahtine;
e {he F} ¥ VF kinnine;
e {a<h<b} Va<b, abeR.

Jareldus 4.2 Olgu S topoloogiline ruum ja h : S — R pidev. Siis h € mB(S). Seega kui
h:R — R on pidev, on ta Boreli funktsioon.

Toestus. Topoloogilisel ruumil antud funktsioon on pidev parajasti siis kui iga lahtise
hulga originaal on lahtine. Vota C rolli koik lahtised hulgad ja rakenda lemmat [

Lemma 4.2 Olgu f : R — R Boreli funktsioon. Kui h € m>, sits f oh € mX.

Toestus. Ulesanne 5. m

Lemmast [4.2]ja jareldusest [4.2] jareldub, et kui A on mootuv, siis seda on ka iga funktsioon
kujul f o h, kus f on pidev.
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4.1.2 Mootuvad vektorfunktsioonid

Olgu
h=(hy,...,h,): S —R" (4.2)

Def 4.3 Funktsioon on mootuv, kui h™'(B) € ¥, iga Boreli hulga B € B(R") korral.

Lemma 4.3 Vektorfunktsioon h on maéotuv parajasti siis, kui iga komponent h; : S — R
on mootuy.

Enne lemma toestamist pane tdhele, et Lemma 4.1 kehtib ka siis, kui ruum R asendada
ruumiga R™ (toestuses midagi ei muutu). Toestus. Olgu A = (—oo, 1] X - -+ X (—00, T
m-siisteemi m(R"™) element. On selge, et

hH(A) = nhi_l(—oo,mi]. (4.3)

Kui h; on mootuv iga i = 1,...,n korral siis on ¥ element ning et 7(R™) tekitab
B(R"), siis lemmast [£.1] jireldub h mootuvus.

Teistpidi: fikseeri ¢ = 1,...,n ning vota x; = m Vj # ¢, x; = x. Saad hulgad A,,. Et h
on mootuv, siis h~1(A4,,) € X, Vm. Et aga

h™ (A) (=00, 2,
siis h; '(—o0, 2] € ¥, millest jiareldub h; modtuvus. m
Rakendus: Olgu hq, ..., h, X-mootuvad funktsioonid ja olgu
f:R" =R

B(R")-m66tuv (néiteks pidev). Lemmast [4.3)jareldub, et (hq, ..., h,) on médtuv vektor-
funktsioon. Lemmast [4.2] jireldub, et f(hq, ..., h,) on S-modtuv.

Naiide: Summa ja korrutis on ruumil R" defineeritud méotuvad funktsioonid, seega on
mootuvate funktsioonide h; summa Y | h; ja korrutis [}, h; samuti mootuvad.

4.2 Piirvaartuste mootuvus

Laiendame mootuvate funktsioonide klassi m> nii, et sinna kuuluksid ka laiendatud funk-
tsioonid kujul h: S — [—o0, x0].

Def 4.4 Funktsioon h : S — [—00, 00] on L-maotuv, kui iga A € B(R) korral h™'(A) €
ning h™'{—oco}, h " H{oo} € X.
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Lemma 4.4 Funktisioon h : S — [—00, 00| on X-mdotuv parajasti siis, kui
{h<c}eXx Vce[—o0,00]. (4.4)

Toestus. =-: Olgu h mootuv definitsiooni mottes. On kerge nédha, et siis kehtib
(4.4). Toepoolest, kui ¢ < oo, siis {h < ¢} = {h = —oc0} U{-00 < h < ¢} € X, sest
{h = =0} € ¥ ja (—o0,c¢] € B(R), millest {—c0 < h < ¢} = h™'(—00,c] € 3. Kui
¢ = oo, siis {h < ¢} = {—00,00} Uh}(R) € X.

<«: Kehtigu (4.4). Toestame, et h on mootuv definitsiooni mottes. Koigepealt néi-
tame:

h~{oo}, h{—o0} € %,

Et

{h <0} =U,{h <n} e,
siis

hl({oo}) = S\{h < oo} € 3.
Kui ¢ = —o0, siis

{h < —oco} =h"{-00} €.
Niiiid toestame, et h=1(B) € ¥, kui A € B. Olgu
S, = h"Y(R), hy:=hls,, st. h:S,—R.
Veendume, et {h, < c} € X Ve € R. Et {h < c} € ¥ (eeldus) ja h™'{—o0} € 3, siis
{ho <c} ={h <c}\h ' (-x) €.

Funktsioon h, on harilik (st tema viirtused on 1oplikud). Et {h, < ¢} € %, siis jareldusest
saame, et h, on Y-mootuv ehk iga A € B korral h;1(A) € X. Kuid h=1(A) = h;1(A),
mistottu ka h™1(A) € . m

Maérkus: Lemma [4.4] kehtib koikide jarelduses [4.1] toodud klasside korral.

Lemma 4.5 Olgu h, YX-mootuvate funktsioonide jada, st. h, € md> n=1,2,.... Sis
a) inf, h, € m%

b) sup, h, € mX

¢) liminf, h, € m%

d) limsup, h, € mX

e) {s| limh,(s) existeerib} € ¥.
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Toestus. Kasutame lemmat Selleks paneme tihele, et iga ¢ € [—o0, oo] korral
{suph, < ¢} =Np{h, <c}; A{infh, > c} =N, {h, > c};

lim inf h,, = sup ir;f hp, limsup h, = inf sup h,,;
n n m nom>n

{s|lim h,, eksisteerib} = {s|liminf h,, = lim sup A, }.
[
Jareldus 4.3 Kui h, € mX ja h,(s) — h(s) Vs € S, siis h € mX.
Toestus. Kui h,(s) — h(s), Vse S, siis h = liminf, h, = limsup,, h,,. ®

Teoreem 4.5 Funktsioon h : S — [—00, 00| on X-modtuv parajasti siis, kui leidub lihtsate
mootuvate funktsioonide jada h, nii, et h,(s) — h(s), Vs € S, kusjuures

0 < hy(s) 7 h(s), kui h(s) >0 ja 0> h,(s) N\ h(s), kui h(s) <O0.

Toestus. <: Jireldus 3
= Olgu h € mX. Teoreemis noutavate omadustega lihtsad funktsioonid h,, defineerime

—n kui —oo <h(s) < —n
hos) = d U= D2 Rl =2 <) < (k=127 B =2
U k=12 kui (k=12 <h(s)<k2 " k=1,...,n2"
n kui n < h(s) < 0.
Seega
n2" E_1 n2" (lf . 1)
hnzz on [Az-n—l-z— on IA;.n—i—nIA;—n[A;,
k=1 T k=L '
kus
k—1 k
AL, = {3 . = ) < nis) < 27} - h*1<[(k - 1)2*",142*”)) ey,

Ay, = {3 : —zﬁn < h(s) < —(kz_n‘”} - h‘1<(—k2‘", ~(k — 1)2—"]) =

Af ={s:h(s) =n} =h""([n,0)) €T
A, ={s:h(s) < —n} =h""((-oc0,—n]) € %,

mistottu on h,, lihtne mootuv funktsioon.
Jada h,, koondub funktsiooniks h. Tdepoolest, olgu s selline, et 0 < h(s) < n. Siis leidub
k nii, et s € Al | s.t.

| ho(s) = (k —1)27°,  (k—1)27" < h(s) < k27"

ja seetottu
0 < h(s) — hn(s)

Intervallid [(k—1)27", k27"] moodustavad iiksteisesse sisendatud tiikelduse, millest f(s) >
0 korral h,(s) < h,41(s) ning vastasel juhul h,(s) > h,i1(s). =

< —.
= 9n
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4.3 Juhuslikud suurused ja juhuslikud vektorid

Def 4.6 Téendosusruumil (2, F,P) antud F-mootuvat funktsiooni X : Q — R nimetatakse
juhuslikuks suuruseks.

Def 4.7 Olgu X3, ..., X, téendosusruvumil (2, F,P) antud juhuslikud suurused. Vektor-
funktsiooni X = (Xy,...,X,) : Q@ = R" nimetatakse (n-dimensionaalseks) juhuslikuks
vektoriks.

Mairkus: Lemma tottu on juhuslik vektor mootuv vektorfunktsioon X : 2 — R™.

Nagu eelpool niidatud, jireldub lemmadest [£.3] ja et kui f : R" — R on B(R")-
mootuv funktsioon ja X on n-dimensionaalne juhuslik vektor, siis f o X on juhuslik
suurus. Seega on juhusliku vektori jargmised funktsioonid juhuslikud suurused:

zn:X,, ﬁX,—, X'X, Xi+ X3+ +X0

=1 =1
4.4 Funktsioonide tekitatud o-algebrad
Olgu {h,|a € A} funktsioonide hulk, s.t.

he : S — R VYaeA.

Def 4.8 Hulga {h,|a € A} tekitatud o-algebraks o(hs| o € A) nimetatakse vdikseimat
(sisalduvusseose mottes) o-algebrat ¥* hulgal S nii, et h, on X*-maddtuv Vo € A.

Seega on o(hy| o € A) selline o-algebra hulgal S, et
e h, on a(hy|a € A)-modtuv iga « korral,

e kui ¥ on selline o-algebra (hulgal S), et £ & o(ha| o € A), siis leidub vihemalt iiks
funktsioon h,,, mis pole X-mootuv;

e kui {h.| @ € A} on X-mootuvate funktsioonide hulk, siis o(h,|a € A) C X.
Definitsioonist jareldub
o(ho|a € A) = o({h*(B)| B € BR),a € A}).

Seega (iilesanne 9)

o(h) ={h™(B)| B € B(R)}.

Viimane omadus iildistub ka juhuslikele vektoritele (tdestus on analoogiline):
o(h, . hn) = {(hl, L h)NB)| Be B(R”)}. (4.5)

48



Olgu C mingi reaaltelje alamhulkade klass nii, et o(C) = B. Klassi C kuuluvate elementide
originaalid tekitavad o(h) (lilesanne 4):

o(h)=c({h'(C): C eC}).

Niide: Klass {{s: h(s) < c},c € R} tekitab o(h).

Toéendosusruumil (2, F, P) antud juhusliku suuruse X tekitatud o-algebra o(X) on seega
viikseim o-algebra, mille suhtes X on mootuv st kui X € mg, siis o(X) C G.

Olgu X = (Xy,...,X,) toendosusruumil (2, F,P) antud juhuslik vektor. Seos (4.5)):

o(X) = o(X,, ..., X,) = {X1(B)| B € BR")}.

Teoreem 4.9 Olgu X = (Xy,...,X,,) toendosusruumil (Q, F,P) antud juhuslik vektor.
Funktsioon Y : Q — R on o(X)-mootuv parajasti siis, kui leidub Boreli funktsioon f :
R™ — R nii, et

Y(w)=f(Xi(w),..., Xs(w)), VweAQ.

Toestus. Piisavus jareldub lemmast [4.2]
Tarvilikkus. Olgu Y : © — R mingi o(X)-mo6tuv funktsioon.
1) Erijuht. Oletame, et Y on lihtne mootuv funktsioon, s.t.

k
Y = yila,
=1

kus y; # y; ja hulgad A; on l6ikumatud. Et Y on o(X)-modtuv, siis A; € o(X), Vi. Seosest
jireldub, et leiduvad Boreli hulgad B; € B(R") nii, et A; = X 1(B;). Defineerime

funktsiooni i
iR =R, fi=> ylp,.
=1

On selge, et f on B(R")-mootuv (miks?). Iga w € Q korral leidub ainult iiks B; nii,
et X(w) € B;. See tuleneb B; definitsioonist ning asjaolust, et A;-d on ldikumatud.
Seega X (w) € B; parajasti siis kui w € A; ning sellisel juhul f(X(w)) = y;. Seega
FX(@) = Y ().

2) Uldine juht: Y on o(X)-méotuv. Teoreemist jéreldub, et leidub lihtsate o(X)-
mootuvate funktsioonide jada Y, nii, et

Yin(w) = Y(w), YweQ.
[ga Y,, korral leidub f,, : R — R nii, et f,,(X(w)) = ¥,,(w). Olgu M C R" defineeritud

jargmiselt:
M = {(zy,...,2,) € R"|lim f,,(21,. .., z,) eksisteerib}.
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Teame, et M € B(R") (miks?). Defineerime

lim,, f,,(x) kuiz e M
0 mujal. '

fR" = R, f::{

Et f = lim,, f,,Iy ning f,, Iy on iga m korral Boreli funktsioon (miks?), siis vastavalt
lemmale 4.5(on ka f Boreli funktsioon.
Funktsioonide f,, definitisioonist tulenevalt kehtib, et iga w korral

Y (w) = lim Vi (@) = lim fru(X (@),

Seega X (w) € M ning iga w korral
Y(w) =lim fr(X(w)) = f(X(w)).

4.5 Moot uh!

Olgu (S, %, u) méoduga ruum, h: S — R, h € mX.
Funktsioon h defineerib o-algebral B(R) moodu ph~!, (vaata iilesanne 10) kus

ph™'(B) = u(h™"(B)) = p{s : h(s) € B}, Be€B.
Analoogiliselt defineerib »-mootuv vektorfunktsioon
h=(hi,...,h;): S = R"
moodu ph~! o-algebral B(R™).

Def 4.10 Olgu X = (X3, ..., X,) toendosusruumil (Q, F,P) antud juhuslik vektor. Mootu
PX ! nimetatakse juhusliku vektori jaotuseks ja tihistatakse Px. Kuin = 1, siis mootu
PX ! nimetatakse juhusliku suuruse jaotuseks.

Olgu P o-algebral B(R™) antud toendosusmoot. Kui juhusliku vektori X jaotus on P, siis
kirjutame
X ~ P.

Rohutamaks, et P on juhusliku suuruse X jaotus, kirjutame teinekord ka Px. Seega on
toendosusruumil (2, F, P) antud juhusliku vektori X jaotus Px on selline toendosusmaoot
(0-algebral B(R™)), mis rahuldab

Pyx(B)=PX'(B) =P{w: X(w) € B} = P(X € B), VB e B(R").
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Teame, et iga toendosusmootu o-algebral B(R™) saab kirjeldada jaotusfunktsiooniga. Vas-
tavalt definitsioonile avaldub moodu Py jaotusfunktsioon

F(Il,...,{L’n) = PX((_OOaxl]
=P(X; € (—o0, ], i
:P(Xlgl’l,.. X

<ooa:n])
=1,....n)
).

I/\

Juhusliku suuruse X korral
F(z) = Px(—o00,2] = P(X € (—00,2]) = P(X < x).

Juhusliku vektori (suuruse) jaotusfunktsiooniks nimetame tema jaotuse jaotusfunktsiooni.

4.6 Skorohodi esitus

I[gale juhuslikule suurusele vastab iiks toendosusmoot — tema jaotus. Iga jaotus on esitatav
jaotusfunktsioonina. Iga jaotusfunktsioon rahuldab omadusi 1), 2), 3) (jaotusfunktsiooni
omadused). Kas aga iga omadusi 1), 2), 3) rahuldav funktsioon F' on moéne juhusliku
suuruse jaotusfunktsioon, st kas leidub mingi téendosusruum ja sellel defineeritud juhuslik
suurus nii, et selle juhusliku suuruse jaotus oleks F'? Teoreemi[2.7)abil on sellele kiisimusele
kerge vastata. Toepoolest, vastavalt teoreemile 2.7/ leidub o-algebral B(R) téendosusmoot
P nii, et F(z) = P(—o0,z], s.t. F on P jaotusfunktsioon. Olgu niiid (2, F,P) =
(R, B(R), P). Jaotusega F' juhusliku suuruse saab defineerida imelihtsalt:

X(w) = w.

Sellisel lihtsal konstruktsioonil on aga puudus. Nimelt soltub ruumil (2, F) olev moot
etteantud jaotusfunktsioonist. Mingi teise jaotusega juhuslik suurus peaks (selle kon-
struktsiooni pohjal) olema defineeritud mingil teisel toendosusruumil. Kas aga leidub

selline universaalne toendosusruum (2, F,P) millele saab konstrueerida suvalise jaotus-
funktsiooniga juhusliku suuruse?

Jargnev teoreem niitab, et sellise toendosusruumina voib alati kasutada ruumi ((0, 1), B(0, 1), Leb).

Teoreem 4.11 Olgu F funktsioon, mis rahuldab jaotusfunktsiooni omadusi 1), 2), 3).
Siis leidub ruumil ((0,1),58(0,1), Leb) defineeritud juhuslik suurus X nii, et iga © € R
korral

Leb(X < x) = F(x).

Toestus.
1) Erijuht: F: R — [0, 1] on pidev ja rangelt kasvav. Igal sellisel funktsioonil on p6o6rd-
funktsioon. Defineeri

X(w) = Fw).
See funktsioon on pidev, mistottu B-mootuv. Kui w € (0,1), siis X(w) = FHw) < =z
parajasti siis, kui w < F'(z). Teisisonu,

{w: X(w) <z} ={w:w < F(x)}. (4.6)

ol



Seega
Leb(X <z)=Leb{w € (0,1) : X(w) <z} =Leb{w € (0,1) : w < F(x)} = F(x). (4.7)
2) Uldjuht. Kui F pole rangelt kasvav voi pidev, siis iga w € (0, 1) korral defineerime
X(w) :=inf{z:w < F(x)}. (4.8)
Et F on paremalt pidev, on hulk {z : w < F(x)} kujul [t, 00), mistottu
{r:w < F2)} = [X(w),00)

ja nii kehtib (4.6). Funktsiooni X mo6otuvus on ilmne, seosest (4.7)) jéreldub teoreemi
viide. m

Mairkus: Toestuses ei kasutatud teoreemi 2.7 Veel enam, teoreemist jareldub
teoreem Toepoolest, kui iga etteantud (jaotus)funktsiooni F' korral leidub mingi
toendosusruum (2, F, P) ja sellel antud juhuslik suurus X nii, et P(X < z) = F(x), siis
loomulikult leidub reaalteljel antud toendosusmoot, mille jaotusfunktsioon on F': juhus-
liku suuruse jaotus Py.

Seosega defineeritud juhuslikku suurust nimetatakse Skorohodi esituseks.

Kokkuvotteks: Iga mingil tdendosusruumil (2, F,P) antud juhuslik suurus X trans-
formeerib (seose PX ™! kaudu) moodu P toendosusmooduks reaalteljel Py. Seda modtu
nimetatakse X jaotuseks. Toendosusmoodud reaalteljel on {iksiiheses vastavuses jaotus-
funktsioonidega. Nii rddgime juhusliku suuruse jaotusfunktsioonist.

[gale reaalteljel antud téendosusmoodule P saab aga ruumil ((0,1),8(0,1),Leb) defi-
neerida (Skorohodi esituse abil) juhusliku suuruse X nii, et Py = P. Siit aga ei jireldu,
et juhuslike suuruste ja jaotuste vahel oleks iiksiihene vastavus — mitmel juhuslikul suu-
rusel voib olla sama jaotus.

Niited:
e X ~ N(0,0?) ja —X on sama jaotusega;

e Ruumil ((0,1),8(0, 1), Leb) antud juhuslikud suurused /4 on koik sama jaotusega:

1 A:(O,%);
2 A=(0,3];
3 A=(31)
4A=05UEDVEDYUED

02



4.7 TUlesanded
1. Olgu h : S — R funktsioon. Toestada, et

P J46) =M AL), hHAY) = (T (A))°

2. Olgu (92, F,P) jirgmine toendosusruum:

Q- 16ik [0, 1];

F- o-algebra, mis on tekitatud koikide iilimalt loenduvate hulkade ja nende tdiendite
poolt;

P-Lebesque’i moot.

Kas jargmised funktsioonid on juhuslikud suurused? Miks?

a) X(w) = w;
b)
1, kuiw=0;
2, kuiw=0,5;
XW =13 fiw=1
0, mujal

3. Olgu (S, %) mootuv ruum, hy, hy € mX. Toestada, et
a)A = {s|hi(s) < ha(s)} € &
b)A = {slhi(s) = ha(s)} € &
C)A = {S’hl(S) S ]’LQ(S)} €.

4. Olgu h : S — R funktsioon ja > mingi hulgal S antud o-algebra. Defineerime
klassid
h™'(B) ={n"'(B)| B € B},

h(X) ={ACR|h (A € X}

a) Toestada, et h™1(B) ja h(X) on o-algebrad.
b) Toestada, et h~1(B) C ¥ < B C h(X);
c) Toestada, et jargmised viited on samavairsed

i) h on méotuv

i) h1(B)CcZ

i) B C h(X).
d) Olgu C mingi reaaltelje alamhulkade klass, o(C) = B. Toestada, et

a(h=(C)) = h™'(a(C))- (4.9)

Jérelda, et
a(h) = o(h7(C)).

[Nipuniide: seose h=!(o(C)) C o(h™!(C)) niitamiseks vota X = a(h™1(C)).]
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5. Toestada lemma [£.2

6. Olgu (2, F,P) toendosusruum. Kas funktsioon X : Q@ — R on juhuslik suurus,
kui jargmised funktsioonid on juhuslikud suurused:

X% |X|, cos X, aX, exp(X)?

7. Olgu {h,} X-mootuvate funktsioonide mitteloenduv pere, st. h, € m¥ Va korral.
Kas funktsioonid inf,, h, ja sup, h, on ¥-mootuvad?

8. Olgu (2, F,P) = (]|0,1], B([0,1]), Leb). Kirjeldada jérgmiste juhuslike suuruste poolt
tekitatud o-algebraid:

o X =0.2500.0.25 + 0.510.250.75) + Lj0.75,1);

o X(w) = jw;

o X(w)=05.
9. Olgu X toendosusruumil (€2, F, P) antud juhuslik suurus. Tdestada, et
2) o(X) = {{w|X(w) € B} B € B} = {X"'(B)| B € B} = X" (B)

b) o(X) on tekitatud jargmise m-siisteemi poolt:
7(X) = {{w] X(w) < cH e € R} = X~ (x(R)).

10. Olgu (S, %, 4) moodu ruum, h € mY. Toestada, et ph~' on moot ruumil (R, B).
Niita, et kui x4 on toenfosusmoot, siis ka ph~! on toendosusmoot.
Niita, et kui p on loplik, siis on seda ka uh=?.

11. Skorohodi esituse abil leida jaotusega P juhuslik suurus, kui
a) P = E()\) (eksponentjaotus parameetriga \);

b) P jaotusfunktsioon on Olgu

0.5e*  kui x <0,
F(z) =207 kuixze€l0,2), (4.10)
0.4z  kuiz € [2,2.5].

¢ P =G(p) (geomeetriline jaotus parameetriga p), st

P=> pidr, pr=(1-p)""p.
k=1
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5 Soltumatus

5.1 Siindmuste soltumatus
Olgu (€2, F,P) toendosusruum, Ay, ..., A, olgu siindmused, s.t. 4, € F,i=1,...,n
Def 5.1

e Sindmused A; ..., A, on soltumatud, kui
P(Ap, N...NA,) =P(A) - P(Ay,),
2<j<njal <k <---<k;j <n korral.

e Lopmatut (loenduvat voi mitteloenduvat) hulka sindmusi {Ay} nim. soltumatuteks,
kui hulga {An} igasse loplikusse alamhulka kuuluvad sindmused on séltumatud.

e Sindmused {A,} on paarikaupa soltumatud, kui

P(Ay,, NAs,) = P(Ao,)P(Ay,), Vo # ay.
Definitsioonist jareldub, et neli siindmust Ay, Ay, A3, A4 on soltumatud parajasti siis, kui
kehtivad jargnevad vordused:

Ay NA3sN Ay =P(A)P(A3)P(Ay),
AiNAyNAy) =P(A)P(A)P(Ay),

A1 NAs) = P(A)P(Az), P(AINA;) =P(A4)P(A;3), P(AINAy) =P(A4)P(A),
P(A: N Ay) =P(A2)P(Ay), P(AxNA;3) =P(A)P(A43), P(A3N Ay =P(A;)P(Ay).

Seega stindmuste Ay, As, Az, A4 soltumatus tdhendab, et soltumatud on ka kéik sinna ne-
likusse kuuluvad paarid ja kolmikud. Niiiid on selge, et séltumatud siindmused (olgu neid
siis 16plik voi 1opmatu hulk) on alati paarikaupa soltumatud.

Paneme veel tdhele, et loenduv hulk siindmusi A;, Ay, Asz,... on soltumatud parajasti
siis, kui iga n korral on soltumatud siindmused Ay, ..., A,. Toepoolest, definitsiooni ko-
haselt on siindmused A;, Ay, As, ... soltumatud parajasti siis, kui suvaline 16plik alamhulk
siindmusi on soltumatud. Ja Ay, ..., A, on alati mingi 16plik alamhulk. Samas mitte koik
loplikud n-elemendilised alamhulgad pole kujul A;,..., A,. Kuidas jaab siis nende sol-
tumatusega? Kas niiteks siindmused Ajz, As ja A on ikka ka soltumatud nagu definit-
sioon nouab? Et aga kolmik A3, As ja Ao on siindmuste A, As, ..., Ajo alamkolmik,
siis Ay, Ag, ..., Ajo sOltumatusest jareldub ka meid huvitava kolmiku soltumatus. Seega
loenduva hulga siindmuste A;, As, As, ... soltumatuseks piisab tdepoolest, et siindmused
Ay, ..., A, oleksid s6ltumatud iga n korral.
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5.2 Klasside soltumatus

Olgu A4, ..., A, o-algebrasse F kuuluvad alamklassid, s.t. A; C F,i=1,...,n korral.

Def 5.2 Klassid Ay, ..., A, on soltumatud, kui iga A; € A; korral sindmused Ay, ..., A,
on soltumatud.

Kui klassid A; on sellised, et Q € A;, i = 1,...,n (néiteks, A; on o-algebra), siis on need
klassid sbltumatud parajasti siis, kui iga A; € A; korral kehtib

PANn---NA,) =P(A)---P(A4,). (5.1)
Naitame seda. Siindmuste Ay, ..., A, soltumatusest jareldub, (5.1)). Teistpidi: olgu niiiid
Apy, ..., Ay, stindmuste Ay, ..., A, mingi j-elemendiline (j < n) alamhulk. Meil on vaja
niidata, et
P(Ap, NN A,) =P(Ag,) - P(Ay,).
Selleks defineerime siindmused By, ..., B, jirgmiselt:

A;, kuid=k; mingi [ =1,...,7 korral;
B; = .
Q, mujal.

On selge, etigai = 1,...,n korral B; € A;. Seosest (5.1]) jireldub niiid P(ByN---NB,,) =
P(B;)---P(B,) ja seega

P(Ai, N---NAg) =P(BiN---NB,) = P(By)---P(B,) = P(Ay,) - P(Ay).

Def 5.3 Lopmatu (loenduv voi mitteloenduv) hulk klasse { Ay} on soltumatud, kui hulga
{A.} iga loplik alamhulk A,,, ..., As,, n > 1 on séltumatud.

Seega on klassid {A,} soltumatud parajasti siis, kui iga A, € A, korral on hulgad {A,}
soltumatud. Jarelikult loenduv hulk klasse A, A, ... on soltumatud parajasti siis, kui
iga valiku A; € A, korral on siindmused Aj, A, ... soltumatud. Nagu alampeatiikis 5.1
veendusime on viimane ekvivalentne sellega, et iga n korral on Ay, A, ..., A, soltumatud.
See aga tdhendab, et iga n korral klassid A, ..., A, soltumatud. Kui niiiid iga klass
sisaldab hulka €2, siis on viimane tingimus ekvivalentne sellega, et iga n = 2,3,... ja iga
sindmuste valiku A; € Ay, ..., A, € A; korral kehtib (5.1). Sellised klassid, mis alati
sisaldavad hulka €2 on niiteks o-algebrad. Siit saame jdrelduse.

Jareldus 5.1 Olgu Fi, Fa, ... o-algebra F alam-o-algebrad (st F; C F igai korral). Need
o-algebrad Fi, Fo, ... on soltumatud parajasti siis, kui tga n = 2,3, ... ja iga sindmuste

valiku A; € F;, 1 = 1,...,n korral kehtib vordus .
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5.2.1 o-algebrate soltumatus

Olgu Fi, Fo, ..., F, o-algebra F alam o-algebrad. Teame, et nad on soltumatud parajasti
siis, kui vordus kehtib iga siindmuste valiku A; € F; korral. Enamasti on aga o-
algebrad viga keerulised ja siis tuleb kontrollida viga palju vordusi kujul . Jargnev
lemma viidab aga, et Fy, Fs,. .., F, on soltumatud ka siis, kui kehtib iga A; € Z;
korral, kus Z; on w-siisteem, mis tekitab ;. Nagu ikka, kergendab see tulemus o-algebrate
soltumatuse kontrollimist.

Lemma 5.1 Olgu Z,,...,Z, o-algebra F alam-w-siisteemid. Kui Zy,...,Z, on soltuma-
tud, siis alam-o-algebrad o(Z,),...,0(Z,) on séltumatud.

Toestus. Uldisust kitsendamata eeldame, et Q € Z; (kui see nii pole, defineerime J; :=
{Q,Z;}. Siisteemid J; on ka soltumatud ja o(J;) = o(Z;).)
1) Koigepealt nditame, et

O'(Il),IQ, ce ,In

on soltumatud. Felduse tottu sisaldavad meie m-siisteemid hulka €) ja seega piisab sol-
tumatuseks seosest (5.1]). See tahendab seda, et iga H € 0(Zy), Iy € Iy, ..., I, € T, korral
peame nditama, et kehtib

P(HNLN---N1,) =PH)P(L)- - P(I,). (5.2)
Fikseerime I; € 7;, j = 2, ..., n ning defineerime o-algebral ¢(Z;) moddud
nH)=PHNLN---N1,), w(H)=PH)P()- - -P(1,).

(Veendu, et 14 ja iy on ikka méodud. Kas nad on toendosusméodud?)
Kehtib:

vi1(Q) = () ja vilz, = plz,
Viimane vordus tahendab, et vy (1) = pi (1) iga I € Z; korral. Teoreemist [2.3] jareldub, et
v1 = ji ehk (5.2)).

2) Veendume, et
O'(Il), O'(Ig),Ig, .. ,In

on soltumatud. Vastavalt seosele (5.1)) piisab, kui iga Hy € o(Z4),H € 0(Z»),1; € Z;,j =
3,...,n korral kehtib

P(H,NHNI;N---N1,) =P(H)PH)P(I) - P(I,). (5.3)
Fikseeri Hy € 0(Z,),I3 € Zs, . .., I, € Z,, ja defineeri moodud
vo(H) = P(Hy N H ATy 0 L), pa(H) = P(HP(H)P(Ls) - P(L,).
Et 0(Z4),Zs,...,Z, on soltumatud, siis
v2(§2) = pa(Q) ja va|z, = pa2|z,-
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Teoreemist [2.3] jareldub, et vy = o ehk (5.3)).
3) Analoogiliselt toesta, et

O'(Il), 0(:[2), U(Ig),I4, ce ,In
on soltumatud jne. m

Jareldus 5.2 Olgu {Z,} soltumatud w-sisteemid. Siis {o(Z,)} on soltumatud o-algebrad.

5.3 Juhuslike suuruste soltumatus

Olgu X1, Xs, ... ruumil (2, F,P) antud juhuslikud suurused.

Def 5.4
o Juhuslikud suurused X1, ..., X, on soltumatud, kui o-algebrad o(X3),...,0(X,) on
soltumatud.
o Juhuslikud suurused Xi,Xo, X3,... on soltumatud, kui o-algebrad o(Xy),
0(X3),0(X3) ... on soltumatud.
Seega loplik hulk juhuslikke suurusi X, ..., X,, on séltumatud parajasti siis, kui iga siind-
muste valiku A; € o(X;), ¢ = 1,...,n korral kehtib (5.1) ning jarelduse tottu on
lopmatu hulk juhuslikke suurusi X, X5, X3, ... soltumatud parajasti siis, kui iga n ja iga

valiku A; € 0(X;), i = 1,...,n korral kehtib (5.1). Niiiid tuletame meelde, et
o(X)={X"YB): BeBR)}.

See tihendab, et kui A € o(X), siis leidub Boreli hulk B nii, et A = X~'(B). Niiiid
on kerge ndha, et 1oplik hulk juhuslikke suurusi X, ..., X, soltumatud parajasti siis kui
suvaliste Boreli hulkade By, ..., B, € B korral kehtib vordus

P(X, € By,....X, € B,) =P(X, € B))---P(X,, € By). (5.4)

Lopmatu hulk juhuslikke suurusi Xi, Xo, ... on aga soltumatud parajasti siis, kui (5.4)
kehtib iga naturaalarvu n ja suvaliste Boreli hulkade By, ..., B, € B korral.

Pane samuti tihele, et 1opmatu hulk juhuslikke suurusi X, Xs,... on soltumatud para-
jasti siis, kui iga n korral on X;,..., X, soltumatud juhuslikud suurused.

Soltumatus jaotusfunktsiooni kaudu. Olgu 7 reaaltelje alamhulkade 7-siisteem mis
tekitab B(R), s.t. 0(Z) = B(R). Iga juhusliku suuruse X : 2 — R korral klass

(X HI): TeT}
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on m-siisteem, mis tekitab o(X) (peatiikk 4, tilesanne 4 d)). Seega on juhuslikud suurused
X ja'Y soltumatud, kui iga I, [y € Z korral kehtib

P(X €1,,Y € L) = P(X"(I,)NY (L)) = P(X"(1))P(Y (1)) = P(X € [,)P(Y € L).
(5.5)
Vottes niitid
Z=mn(R)={(—00,z] : z € R}

saame, et juhuslikud suurused X ja Y soltumatud, kui iga =,y € R korral
PX <z,Y <y =P(X € (—o0,z],Y € (—00,y])

=P(X € (—o0,z])P(Y € (—00,y])
_P(X <a)P(Y <y).

Olgu Z = (X,Y) juhuslik vektor. Vektori Z jaotusfunktsioon
Fy:R* = [0,1], Fyz(z,y) =P(X <2,V <y).

Seosest (5.5)) jareldub, et X ja Y on soéltumatud parajasti siis, kui iga z,y € R korral
kehtib
Fz(z,y) = Fx(x)Fy (y).

Vaatleme niitid enam kui kahte juhuslikku suurust Xi,..., X,. Téapselt nii nagu kahe
juhusliku suuruse korral jiareldub lemmast et Xi,...,X, soltumatuseks piisab 7-
siisteemide

(XY (~o0,z] : 2 €R}, ... . {X, (~00,2] : 2 € R}

soltumatusest. Need klassid ei pruugi sisaldada hulka €2, mistottu definitsiooni kohaselt
on nad soltumatud parajasti siis, kui kui iga indeksite kombinatsiooni 1 <7} < iy < ... <
ix < n jareaalarvude r;; € R, j =1,... k korral kehtib

Tegelikult on aga (5.6 samaviirne jirgmise seosega: iga x,, € R korral kehtib

Jareldus 5.3 Juhuslikud suurused X1, Xo, ... on soltumatud parajasti siis, kui iga natu-
raalarvu n ja T4, ..., x, € R korral kehtib .

Toestus. Seosest (5.6) jareldub (5.7)).

Vastupidise toestamiseks paneme tihele, et iga 1 < 43 < 19 < --- < 1 < n korral kehtib
(n — 00)

{Xi]' §xij,j:1,...,k,Xl§n,l:1,...,n,l7£2'j,j:1,...,k:}/‘{Xl-l §:E“,,X1k§xlk}
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Moodu pidevusest jareldub

P(le Sxij,j:1,...,k,XlSn,l:1,...,n,l7£ij,j:1,...,k)/‘P(X¢1 Sl’il,...,Xik SZI}M)

(5.8)
Teisest kiiljest, iga ¢ korral P(X; <n) 1. Seega
k k
[[PX;, <z) [[ P <n) A ]][P(X, <)) (5.9)
j=1 I J=1

Seosest (5.7)) jareldub, et iga n korral (5.8) vordub ((5.9). Kui koonduvate jadade elemendid
on vordsed, siis on vordsed ka piirvidrtused. Seega kehtib (5.6)). m

Jareldus 5.4 Olgu Fx juhusliku vektori X = (Xi,...,X,) jaotusfunktsioon, F, olgu

Juhusliku suuruse X; jaotusfunktsioon, i = 1,...,n. Juhuslikud suurused Xi,...,X, on
soltumatud parajasti siis kui suvaliste xq,...,x, € R korral kehtib
FX($17---7$n) :FXl(xl)"'FXn(In)- (510)

Toestus. Jéareldub seosest (5.7)) m

5.4 Juhuslike vektorite soltumatus

Juhuslike vektorite X = (X1,..., X;)jaY = (Y1,...,Y]) soltumatus defineeritakse tépselt
samamoodi kui juhuslike suuruste soltumatuski: X ja Y on sdltumatud, kui o(X) ja o(Y")
on soltumatud. Ja nii defineeritakse ka suvalise hulga (16pliku voi 16pmatu) juhuslike vek-
torite soltumatus: nende tekitatud o-algebrad peavad olema soltumatud.

Et vektori X = (X1,...,X}) korral 0(X) = {X1(B) : B € B(R})}, siis analoogiliselt
juhuslike suurustega saame, et vektorid X = (Xi,...,X;) ja Y = (Y1,...,Y]) on sol-
tumatud parajasti siis, kui suvaliste Boreli hulkade valiku B, € B(R¥) ja B, € B(R')

korral

Lemmast jireldub ka niiiid, et X ning Y on soltumatud parajasti siis kui (k + [)-
dimensionaalse juhusliku vektori (X,Y") jaotusfunktsioon on X jaotusfunktsiooni Fx ja
ja Y jaotusfunktsiooni Fy korrutis: iga x = (z1,...,2x) jay = (y1,...,¥y) korral

Fxy(z,y) =P(Xy <ay,..., X <23, Y1 < yp,... Y1 < )
=P(X;<zy,....Xp <ap)P(Y1 <y1,... Y <y) = Fx(z)Fy(y).

Pane téhele, et vektorite X ja Y soltumatus ei tdhenda, et X komponendid, niiteks
juhuslikud suurused X; ja X, oleksid soltumatud. Kiill aga tdhendab see, et suvaline X
komponent ja suvaline Y komponent on soltumatud. Naiteks on X, ja Y; soltumatud
juhuslikud suurused (miks?)
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5.5 Ulesanded
Olgu (2, F,P) toendosusruum.

1. Olgu Ay, -+, A, € F siindmused. Vaatleme hulki {By,---,B,}, kus B; = A; voi
B; = AS. Toestada, et kui iga sellise hulga korral P(By N ---N B,) = [[_, P(B;), siis
siindmused Aq,--- , A, on soltumatud.

2. Olgu Ay, A,, ... € F soltumatud stindmused. Toestada, et

P((4.) =[P4

n=1

3. Olgu (2, F,P) = ([0,1], B, Leb). Vaatleme siindmusi

A; = (0,2/8] U (6/8, 1,
Ay = (0,1/8] U (2/8,3/8] U (5/8,6/8] U (7/8, 1],
Ay = (0,1/8] U (3/8,5/8] U (7/8,1].

Toestada, et Ay, Ay, A3 on paarikaupa soltumatud. Kas need stindmused on soltumatud?

4. Olgu Q2 = {1,2,3,4,5,6}, p(i) = 1/6. Vaatleme siindmusi: A; = {1,2,3,4}, Ay =
A3z = {4,5,6}. Kas need siindmused on paarikaupa soltumatud? Kas need siindmused on
soltumatud?

5. Olgu (9, F,P) selline toendosusruum, et iga siindmuse A jaoks koigi temaga soltuma-
tute siindmuste hulk moodustab algebra. Olgu D C F mingi paarikaupa soéltumatute
siindmuste hulk. Toestada, et klassi D kuuluvad stindmused on soltumatud.

6. Toestada, kui siindmuse A tdenédosus on 0 voi 1, siis on ta s6ltumatu mistahes teisest
siindmusest. Jéareldada, et toendosusruumi koik siindmused on paarikaupa soéltumatud
parajasti siis, kui iga siindmuse moot on 0 voi 1.

7. Olgu A ja B soltumatud siindmused. Toestada, et jargmised siindmuste paarid on
soltumatud: A, B B, A A° B-.

8. Toestada, et siindmused A, As,... on soltumatud parajasti siis, kui o - algebrad
0(Ay),0(As), ... on soltumatud.

9. Vaatleme iilesandes 3 konstrueeritud toendosusruumi ja siindmusi A, Ay, A3. Moodus-
tame klassid A; = {41, A2} ja Ay = {A3}. Tdestada, et

1) klassid A; ja Az on soltumatud

2) klassid o(A;) ja o(Az) pole soltumatud.
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Kas tulemus 2) liheb vastuollu lemmaga Miks?

10. Olgu X ja Y diskreetsed juhuslikud suurused, X véirtused olgu {xi,zo,...} ja
Y véirtused olgu {y1, o, ...}. Niita, et X ja Y on soltumatud parajasti siis, kui iga paari
(x;,y,) korral kehtib vordus

P(X = ,,Y = y;) = P(X = 2,)P(Y = y,).
11. Toestada, et kahe soltumatu o-algebra iihend ei saa olla o-algebra, kui molemad

esialgsed og-algebrad sisaldavad siindmusi, mille mo66t erineb nullist voi {ihest.

12. Toestada, et siindmused Aq, As, ... on séltumatud parajasti siis, kui juhuslikud suu-
rused [4,,14,,... on soltumatud.

13. Toestada, et juhuslikud suurused X, Xs,... on soltumatud, kui o(Xy,..., X, 1)
ja o(X,,) on soltumatud iga n korral.

14. Olgu Q = {1,2,3,4}, F =29 P(i) = 1/4. Kas X ja Y on soltumatud, kui
0 kuiw=1,2 1 kuiw=14
Xw)=4 "UETRT oy =g WETE
1 mujal. 0 mujal.
15. Toestada, et juhuslik suurus ei soltu iseendast parajasti siis kui ta on p.k. konstant.

16. Olgu X ja Y juhuslikud suurused. Kas nad on soltumatud, kui X? ja Y2 on soltu-
matud?

17. Olgu (2, F,P) = ([0,1], B, Leb). Kas juhuslikud suurused X ja Y on soltumatud,
kui

18. Olgu X ja Y soltumatud juhuslikud suurused, f ja g olgu Boreli funktsioonid. Kas
f(X) ja g(Y) on soltumatud juhuslikud suurused?

19. Olgu (2, F,P) = ([0,1], B, Leb). Kas sellel toendosusruumil leidub mittetrivialne
juhuslik suurus, mis oleks soltumatu juhuslikust suurusest X (w) = w?

20. Olgu X3, X,, ..., X, soltumatud ja sama jaotusega juhuslikud suurused. Olgu =
hulga {1,2,...,n} mingi permutatsioon. Toestada, et vektorid (X1, Xm2 ..., Xpn) ja
(X1,...,X,) on sama jaotusega.

21. Olgu X ja Y soltumatud sama jaotusega juhuslikud suurused. Néita, et iga Boreli

funktsiooni f : R? — R korral f(X,Y) ja f(Y,X) on sama jaotusega. Jireldada, et
juhusliku suuruse X —Y jaotus on siimmeetriline, st X —Y ja Y — X on sama jaotusega.
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6 Boreli-Cantelli lemmad ja Kolmogorovi 0-1 seadus

6.1 Boreli-Cantelli lemmad

Olgu (€2, F,P) toendosusruum, A, € F on siindmused.
Lemma 6.1 (Boreli-Cantelli 1. lemma (BC1)) Kui

bt -
n=1

5118
P(limsup A4,) =P{w:w € 4,, io.}=0.

Lemma 6.2 (Boreli-Cantelli 2. lemma (BC2)) Kui A, on séltumatud ja

5418
P(limsup A,) =P{w:we 4,, io} =1
Toestus. P(limsup, A,) = 1 parajasti siis, kui
P(limninf A) = 0.
TGestame (6.1). Definitsioon:
lim inf A% = U2, 052, A,

Seega (6.1]) kehtib, kui
P(N®_ AS) =0, n=12,....

Stindmused Af, A3, ... on soltumatud. Seega iga n ja k korral

n+k n+k n+k n+k

PN 4) = [T Pe) = [T(1-Plan) < el 3 P(4)

m=n

sest 1 —x < e ” iga x korral.
Et S°°  P(A,) = oo, siis 3. P(4,,) /0o, kui k — oo, millest

n+k

exp|— Z P(A,,)] — 0,

kui k — oo.
Teisest kiiljest
P (N, AL N P(N_, A7),

m=n m

millest jareldub (6.2). =
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Jareldus 6.1 Kui A, on soltumatud ja 0 < P(A;) = P(Ay) =---, siis

P(limsup A4,) =P{w:we 4,, io} =1

n

Seega, kui stindmused Aj, A, ... on soltumatud, siis siindmuse limsup,, A, toendosus
soltub reast Y P(A,). Kui see rida koondub, on P(limsup, A,,) = 0, vastasel juhul on
see toendosus 1. Soltuvate siindmuste puhul see muidugi nii ei ole: BC1 kiill kehtib, kuid
BC2 mitte. Niiteks kui A on selline siindmus, et 0 < P(A) < 1, A, = A iga n korral, siis
>, P(A,) = oo aga P(limsup, 4,) =P(4) < L.

6.2 Naited Boreli-Cantelli lemmade kasutamisest
6.2.1 Kordse logaritmi seadus

Olgu X1, Xs, ... toendosusruumil (2, F, P) antud s6ltumatud juhuslikud suurused.
Olgu ¥, n =1,2,... mingi jada. Tihti huvitab meid t6enéosus

P(X, > iy, i.0.) =P{w: X,(w) > ¢, i.0.}. (6.3)
On selge, et
{w: Xp(w) > Yy, 0.} =limsup{w : X,,(w) > ¥, }.

Et X, on mootuv, siis {X,, > ¢, } € F.
Et X, X, X3, ... on soltumatud, siis on soltumatud ka siindmused {X; > ¢}, {Xs >

o}, ...
Seega:

e BCl: P(X,, > 4, i.0.) =0, kui

S P(X, > ) = 2(1 - Fn(wn)> < 00
n=1 n=1

e BC2: P(X,, > 4,, i.0.) =1, kui
N P(X, > ) = 2(1 - Fn(wn)> = .
n=1 n=1

Siin F,, on X,, jaotusfunktsioon.

Niide: Olgu X, X5, X3, ... soltumatud ja sama jaotusega (i.i.d.). Olgu X; ~ E(1),
s.t.
F.(t)y=1—¢""

Meid huvitab selline jada ), et

P(X, > t,, i.0.) =0 ehk P(X,, < b, ev.) = 1. (6.4)
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Ulaltoodust on selge, et seost 1) rahuldav jada ei saa olla konstantne: iga ¢ € R korral
P(X, > ¢, i.0.) =1 (iilesanne 3a).

Vaatleme jada 1, = alnn. On kerge veenduda (iilesanne 3b), et

0, kuia>1;

P(X, > 9, i0.)=P(X, > alnn, io.) = { L kda<l

Seega jada 1, = alnn on iilemine piir iga o > 1 korral, kuid ,, = Inn pole.

Veel enam. Selgub, et

0, kuia>1;

P(X, >Inn+alnlnn, i.o.):{ L kuia <l

Ulaltoodud seos tipsustab piiri.
Veel enam, kehtib

0, kuia>1;

P(X, >Inn+Inlnn+alnlnlnn, i.o.):{ L kuia < 1

jne.
6.2.2 Koondumine

Olgu Y, X1, X5, ... juhuslikud suurused. Meid huvitab toen#dosus

PX,—-Y)=P{w: lirILan(w) =Y (w)}.

Koigepealt paneme téihele, et hulk {w : lim,, X,,(w) = Y (w)} on siindmus (s.t. F element).
See jareldub seostest

{w:lim X, (w) =Y (w)} = {w: liminf X,,(w) = Y (w)} N{w : limsup X,,(w) = Y (w)}.
Jargmine viide on oluline:
Kui Ve > 0 kehtib .
D P(X, Y] >¢) < o0,
n=1
siis BC1:
P(|X,—-Y]|>¢ i0.) =0,

millest
PX,—-Y)=1
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6.3 Kolmogorovi 0-1 seadus

Négime, et soltumatute juhuslike suuruste X, Xs, ... korral siindmuse (X,, > 1,, i.0
toendosus on kas 0 voi 1. See pole juhus.

Def 6.1 Olgu X3, X, ... juhuslike suuruste jada,
Tn = 0( X0, Xos1,...) ja T = 0,Th.
o-algebra T on jada {X,} jadk o-algebra.

Sisuliselt kuuluvad jada jddk o-algebrasse need siindmused, mis ei soltu jada algusest.
Niiteks
F:=(X,eB,Vn)&T.

Naiited siindmustest, mis kuuluvad ja#k-o-algebrasse:
o F}:={w|3lim Xy(w)} = (lim X}, eksisteerib);
e Fy:=(rida > X koondub);

o Fy:= (lim 2HXettXe  ekisteerib);
o Fy:= (X, >1y,, Iio.);

e F5:= (limsup, X, < o0);

o [y := (hmsuanlzT/%if" =1).

Veendume, et F; € T. Lemmast [4.5] e) jareldub, et
F e U<X17X27 .. ) =T.

Vaatleme jada X5, X3,.... Sellel jadal on piirvddrtus parajasti siis, kui jadal X, Xo, ...
on piirvidrtus. Seega
F1 < O-(XQ,XE],. . ) = 75

jne. Seega Fy € T, igan =1,2,... korral, millest F; € T.
Veendume, et F; € T. Tdoestus on analoogiline, sest
(Xp >y, 10, n>1)=(X, >, io,n>2)=(X,>v,, io, n>3)=--.

Iga £ > 1 korral
(Xp >y, 10, n>k) €T

(miks?). Seega Fy € N Ty.
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Kolmogorovi 0-1 seadus iitleb, et juhul kui X;, Xs,... on soltumatud, koosneb jaik o-
algebra vaid sellistest elementidest, mille moot on vaid 0 voi 1.

Teoreem 6.2 (Kolmogorovi 0-1 seadus). Olgu X1, Xs, ... soltumatute juhuslike suu-
ruste jada, T olgu jada {X,} jaik o-algebra. Kui A € T, siis P(A) =0 voi P(A) = 1.

Toestus. Defineerime klassid

Klassi IC,, tiiiipiline element on kujul
{Xi <z pn{Xo <a}n---N{Xp1 <mp_1},
kusjuures z; voib olla co. Sel juhul iilemine siindmus on kujul
{Xi<mpn{Xo <z} N N{Xi <} { X <@ b N DX <)
Klassi Z,, tiiiipiline element on kujul

{Xn S xn} N {Xn—i-l S xn—&-l} M---N {Xn—l-r < xn—l—r};

kusjuures z,; voib olla oco.
Veendu (iilesanne 7), et

e IC, ja Z, on m-siisteemid
L U(Kn) = Xn ja O(In) = 7:1

Et Xi, X5, ... on soltumatud, siis iga A € K,, ja B € 7, korral P(AN B) = P(A)P(B),
millest
K, ja Z, on soltumatud.

Lemmast [5.1] jareldub, et
Xn Jja 7, on soltumatud.

Olgu A € x, ja B € T. Siis B € T, millest A ja B on soltumatud. Jérelikult

X» ja 7T on soltumatud.

Olgu

o0

w=o(Un).

n=1

U,Z, xn on m-siisteem (miks?). Et x,, ja 7 on soltumatud iga n korral, saame

U Xn ja T on soltumatud.

n=1
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Lemmast [5.1] jareldub, et
Xoo ja T on soltumatud.

Toestame, et
Xoo = O'(Xl,Xg, .. )

Et xn C o(Xy, Xa,...), slis Xeo C 0(X71, X, ...) (miks?).
Teistpidi. Olgu B € B, n suvaline. On selge et

szl(B> € Xn+1 C U Xn € Xoo-

n=1

Seega X, € my~. Kehtib iga n korral, ehk o(X7, Xs,...) C Xoo. Kokkuvottes

(X1, X2,...) ja T on soltumatud.

Teisest kiiljest 7 C (X7, Xa,...). Seega

T ja T on soltumatud.

Et 7 on soltumatu iseendast, sisaldab ta ainult neid elemente, mille moot on vaid 0 voi
1. m

Viide 6.1 Olgu (Q, F,P) selline toendosusruum, kus F koosneb vaid sellistest elemen-
tidest, mille moot on kas 0 vor 1. Kui X on sellisel toendosusruumil antud juhuslik suurus,
siis leidub ¢ € R nii, et P(X =¢) = 1.

Toestus. Iga z € R korral P(X < z) on kas 0 voi 1. Olgu F juhusliku suuruse X
jaotusfunktsioon. Seega iga x € R korral F(z) on kas 1 v6i 0. Et F' kui jaotusfunktsioon
on paremalt pidev ning lim, ,. F'(z) = 1 ja lim,,_ F(z) = 0, on F' = | mingi
konstandi ¢ € R korral. Seega P(X < ¢) = F(¢) = 1jaP(X < ¢) = F(e—) = 0.
Jarelikult P(X =¢)=1.m

Jareldus 6.2 Olgu T soltumatute juhuslike suuruste X1, Xo, ... jdik-c-algebra. Kui X €
mT, siis mingi konstandi ¢ korral P(X =¢) = 1.
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6.4 Ulesanded
1. Olgu {4, } C F soltumatute siindmuste jada nii, et P(A4,) < 1 Vn. Toestada, et

P(limsup A4,) = 1 parajasti siis, kui P(U,A,) = 1.

2. Olgu {A,} C F soltumatute siindmuste jada. Tdestada, et P(limsup A,,) = 1 para-
jasti siis, kui rida Y P(A N A,,) hajub iga positiivse toendosusega A korral.

3. Olgu Xy, Xs, ... soltumatud, eksponentjaotusega juhuslike suuruste jada, X; ~ E(1),
st. P(X; >x) =e".
a) Toestada, et suvalise ¢ € R korral P(X,, > ¢ i.0.) = 1.

b) Toestada, et

0 kuia>1
P(X, > alnn i.o.):{ et

1 kunia<l1..

c) Olgu L = limsup, (X,/Inn). Toestada, et L =1 p.k.
(P(L>1) =1 jireldub BC 2 -st, P(L > 1) = P(Up(L > 1 + k1).)

4. Ahv tipib lopmata kaua kirjutusmasinat. Selleks, et triikkida Shakespeare kogutud
teosed, on tal vaja oiges jirjestuses triikkida N siimbolit. Eeldades, et kirjutusmasinal on
n siimbolit ja ahv triikib neid koiki juhuslikult, kusjuures iga stimboli triikkimise toendosus
on n~! toestada, et P(ahv triikib Iopmata palju kordi Shakespeare kogutud teosed)=1.

(Olgu A; siindmus, et ahv triikib kogutud teosed N(i — 1) kuni ¢N siimboliga (i =
1,2...). Kasutada BC 2.)

5. Olgu {A,,} C F soltumatute siindmuste jada. Ilma Boreli-Cantelli lemmasi kasu-
tamata niidata, et P(limsup,, 4,) ja P(liminf, A,)) on kas 0 voi 1.

6. Olgu Xi, Xo,... juhuslike suuruste jada, 7 olgu vastav jadk-o-algebra. Toestada,
et F17F2,F3 C T, kus

Fy = {w|3lim X (w)} = (lim Xeksisteerib)

Fy = (ridaZkaoondub)

X1+ X+ + X
k

F3 := (lim ! eksisteerib).

7. Olgu X1, X, ... juhuslike suuruste jada. Defineerime klassid

Kni={{w|Xi(w) <z, i=1,...,n— 1} z; € (—o0, x|}
Z, = {{wXi(w) <axj,i=n,....n+r} reN, z; € (—o0,00]}.
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Toestada, et IC,, ja Z,, on m-siisteemid, mis tekitavad x,, ja 7,.

8. Olgu X1, Xs, ... juhuslike suuruste jada, 7 — jaak-o-algebra,
Xn:=0(X1, -, Xn"1), Xoo :=0(X1,Xo,...).

Olgu a € R. Defineerime funktsioonid:

T(w) = inf{n| X, (w) > a}
(W) + -+ Xy (w)

U(w) = inf{n| 2 _ > a)
L(w) = sup{n\Xl(w) i n = Xn(w) > a}
Siin
inf ) = 0o ja L(w) = oo, kui Xiw) + n = Xo(w) >a io.
Kas

T,U, L on (laiendatud) juhuslikud suurused (st. vddrtuste hulgaga [—oo, 0o])

Kas T, U, L on 7T,, moctuvad?

Kas T,U, L on Y, mootuvad?

Kas T, U, L on Y, mootuvad?

Kas T, U, L on T mootuvad?
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7 Lebesgue’i integraal

Olgu (S,%, 1) méoduga ruum, m> ruumil (5,3, 4) antud moéotuvate laiendatud funkt-
sioonide hulk, mX* mittenegatiivsete mootuvate laiendatud funktsioonide hulk.

7.1 Lihtsa mittenegatiivse mootuva funktsiooni integraal

Def 7.1 Funktsioon f: S +— [—00,00] on lihtne kui
f= ZailAm (71)
i=1

kus a; € [—00,00] ja AiNA; =0 ja a; # aj, kuii # j.
Markus: Lihtsa funktsiooni voib defineerida

D1 ka nii, et lisatud on noue: UA; = S. See tidhendab, et hulgad A; moodustavad ruumi
S tiikelduse;

D2 ka nii, et nouded: A; N A; =0 ja a; # a;, kui i # j puuduvad iildse,
D3 kui funktsiooni, millel on vaid loplik arv viartusi.

Need definitsioonid on koik ekvivalentsed definitsiooniga [7.1] (iilesanne 1). Edaspidi,
radikides lihtsast funktsioonist Y ;" a;l4,, peame silmas definitsiooni st. a; # a;
ja A;NA; =0, kui ¢ # j. Jargneva viite toesuses oleme juba veendunud.

Vaide 7.1 Lihtne funktsioon (13.11) on mootuv parajasti siis, kui A; € X 1=1,...,m.

Kui f on mittenegatiivne lihtne mootuv funktsioon, s.t. a; € [0, oo, siis kirjutame, et

feSFT.

Def 7.2 Kuulugu f € SFT. Funktsiooni [ Lebesgue’i integraaliks (maoodu p jirgi)
[ fdp nimetatakse summat

m

/fd,u = Z%M(Ai> < 0.

i=1
(Siin0-00=00-0=0, 2-00=00 =00 kui x>0 ja co- 00 = 00.)

Markus: Toodud definitsioon ei soltu lihtsa funktsiooni esitusest, s.t. iihe ja sama funk-
tsiooni erinevad esitused (D1, D2, D3) (millal see vo6ib nii olla?) annavad integraalile
sama vadrtuse ({ilesanne 2).
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Naiide: Olgu (5,3, 1) = ((a,b], B(a,b], Leb) ja

f=Y aila,

kus A; = (¢, d;]. siis on Lebesgue’i integraal vordne Riemanni integraaliga

[ fin= / ().

7.1.1 Lihtsa mittenegatiivse funktsiooni integraali omadused

Kuulugu f,g € SF*.

A1 kui p{s: f(s) # g(s)} = 0, siis [ fdu = [ gdp;

A2 kui f <g, st f(s) <g(s) Vs e S, siis [ fdu < [ gdu (integraali monotoonsus);
A3 kui o, € R, siis [(af + Bg)du = a [ fdu+ B [ gdu (integraali lineaarsus).

Toestus algab tidhelepanekust, et iga kahe lihtsa f, g € SEF'™ korral leidub hulga S méotuv
tiikeldus {C1, ..., C,} nii, et

F=Y alc jag=">y bl

mingite a;, b; korral (mis muidugi ei pruugi rahuldada nouet a; # a; ja b; # b; kui ¢ # j).
Edasine on lihtne.

7.2 Mittenegatiivse funktsiooni integraal

Def 7.3 Mittenegatiivse mootuva funktsiooni f € mX Lebesgue’i integraal (moodu
jirgi) [ fdu defineeritakse jirgmiselt

/fd,u :—Sup{/ hd,u‘ hESF+,h§f} < o0.

Alternatiivne definitsioon

Def 7.4 Mittenegatiivse mootuva funktsiooni f € mXt Lebesgue’i integraal [ fdu
defineeritakse

[ = sup St )l

kus supremum on voetud tle koigi ruumi S Y-moctuvate loplike (st tikkide arv on loplik)

tikelduste {A;}.
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Need definitsioonid on ekvivalentsed (iilesanne 4).

Teoreem 7.5 (Monotoonse koondumise teoreem ehk Beppo-Levi teoreem). Olgu
fo, f €mET ja f.(s) 2 f(s) iga s € S korral. Siis

[ tuin 7 [ g < .

Toestuse voib leida (Billingsley, 1k. 201; Williams, A5). See on véiga oluline teoreem, sest
koos teoreemiga[d.5] voimaldab monotoonse koondumise teoreem lihtsate funktsioonide in-
tegraalide omaduste iilekandmist mittenegatiivsete funktsioonide integraalidele. Samuti
voimaldab see teoreem veel iihe definitsiooni mittenegatiivse funktsiooni Legesgue’i inte-
graalile.

Def 7.6 Olgu f € mXt mootuv ja mittenegatiivne, olgu h, € SF* selline jada, et h, /
f. Funktsiooni f Lebesgue’s integraal on piirvddrtus

/fd,u = sup/hnd,u: lim /hndu.
n n—oo

Teoreemi |4.5] tottu selline jada h,, leidub. Monotoonse koondumise teoreemi tottu ei soltu
integraal jada h,, valikust, s.t. definitsioon on korrektne.

7.2.1 Nullmoodulised hulgad ja "peaaegu koikjal"
Def 7.7 Utleme, et mingi omadus kehtib peaaegu kéikjal (p.k.), kui

p{s: omadus ei kehti } = 0.
Naiide: Olgu f,, f € mX. Siis
fn — f pk. tdhendab u{s: f.(s) A f(s)} =0.

Mairkused:

e Kui (5,2, ) = (2, F,P), s.t. vaadeldav méoduga ruum on toendosusruum, siis
termini "peaaegu koikjal" asemel kasutatakse "peaaegu kindlasti".

e Omadus saab kehtida peaaegu kindlasti vaid siis, kui {s : omadus ei kehti } € 3.

e Loenduva hulga nullméoduliste hulkade tthend on nullmoéduline hulk: kui p(A4,,) =
0 Vn, siis

(UnAy,) < ZN(An) = 0.
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Niited nullmoodulistest hulkadest:

1 Olgu (S, %, ) = (R, B, 1), kus p on mingi Lebesgue’i-Stieltjesi moot, millel on pidev
(iildistatud) jaotusfunktsioon G. Et G on pidev, on iga iithepunktiline hulk {x}
nullmooduline hulk. Jarelikult on ka koik loenduvad hulgad nullmoodulised hulgad.
Seega on koik iilimalt loendauvad hulgad nullmoéodulised, kui x4 on

e Lebesgue’i moot

e pideva jaotusfunktsiooniga tdenfosusjaotus.

2 Olgu S suvaline hulk, i olgu o-algebral 2° antud loendav moat. Siis ainus nullmoodu-
line hulk on {.

3 Olgu p = 9, Diraci moot. Hulk A on nullméoduline parajasti siis, kui « & A.

7.2.2 Mittenegatiivse funktsiooni integraali omadused
Olgu f,g € mX*. Siis

B1 [ fdp =0 parajasti siis, kui f =0 p.k.;

B2 kui [ fdu < oo, siis f < oo p.k;

B3 kui f < g pk.,siis [ fdu < [ gdp < oo;

B4 kui f =g pk., siis [ fdu = [ gdp < oc;

B5 kui a, 3 € [0,00), siis [(af + Bg)dp = o [ fdu+ B [ gdu.

Toestus. B1: Kui f =0 p.k., siis [ fdu =0 (iilesanne 6).
Teistpidi. Olgu f € mX* nii, et [ fdu = 0. Veendume, et u{s : f(s) > 0} = 0. Veendu, et
{s: f(s) >0} =lim,{s: f(s) > n~'}. Oletades vastuviiteliselt, et u{s: f(s) > 0} > 0,
saame, et leidub n, nii, et
p{s: f(s) >n,'t > 0.
Niiiid
-1
F 2 Lipysnsy

millest integraali definitsiooni kohaselt
/fdu >ntufs: f(s) >n,t} > 0.

B2: Ulesanne 6.
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B3: Olgu A = {f(s) > g(s)}, p(A) = 0. Kuulugu h € {h € SF*,h < f}. Defi-
neerime h* = hlse € SF*. On selge, et h = h* p.k., vastavalt omadusele A1 saame
[ hdp = [ h*dp Et h* € {h € SFT|h < g}, siis [ hdu < [ gdu. Seega,

/fd,u = Sup{/ hdulh € SF* h < f} < /gdu.

B4: Jareldub eelmisest omadusest.

B5: Monotoonse koondumise teoreem ja teoreem [4.5]ja A3. m

7.3 Integreeruvad funktsioonid

Olgu f € m>. Funktsiooni f positiivseks ja negatiivseks osaks nimetatakse funktsioone
f*ja f7, kus

f7(s) = max(f(s),0) ja f~(s) = max(—f(s),0).
On selge, et

f=r"=f M= +fjaffems

Def 7.8 Funktsiooni f € m>Y nimetatakse integreeruvaks ja tihistatakse f € L4(S,%, 1)
kui [ frdu < oo ja [ f~dp < oo. Funktsiooni f € L£1(S,%, u) Lebesgue’i integraaliks
(méodu  jirgi) | fdp nimetatakse vahet

[ tomtas) = [ = [ rran- [ ran

Juhul, kui f ei ole integreeruv, kuid [ fTdp < oo voi [ f~dp < oo, defineeritakse
Lebesgue’s integraal
00, kui | f~dp < oo
/ fdp = .f N
—00, kui [ fTdu < oc.
Kui [ ffdp = [ f~du = oo, siis funktsiooni f € m¥ Lebesgue’i integraali ei defineerita.

Miérkus: Kui f € mY, siis f € £1(5, 3, i) parajasti siis, kui [ |f|du < oco. (Ulesanne 7).

7.4 Integraali omadused

C1 kui f € L1(S, %, ), siis | [ fdu| < [ |fldu < oo;

C2 kui f,g € mX, f =g p.k. ja [ gdu eksisteerib, siis [ fdu = [ gdpu;
C3 kui |f| <|g| pk. jage L£:(S,3,pn),siis f e Ly(S,%,pn);

C4 Monotoonsus: kui f,g € £1(5,%, ) ja f < g pk., siis [ fdu < [ gdu;

75



C5 Lineaarsus: kui f,g € £1(5,2,p) ja o, 8 € R, siis [(af + Bg)dp = o [ fdu +
B [ gdp.

Toestus. C1: Ulesanne 7.
C2: Kui f(s) = g(s), siis

fr(s) =g"(s) ja f(s) =g (s),
mistottu f = g p.k. tdhendab, et

ff=¢"pkjaf =g pk .

Need on mittenegatiivsed funktsioonid, mistottu
/f*duz/fduja /f‘dpe:/g‘du.

C3: Jareldub definitsioonist [7.§] ja omadusest B3.

C4: Kui f(s) < g(s), siis

fr(s) <gt(s)ja — f(s) < —g (s).

Seega
f<gpk = [fT<g"pk jag <[ pk,

ning C4 jareldub omadusest B3.

C5: Olgu a € R, f € £4(S,%, ). Siis (B5)

[laidn= [laliflau=al [ 17ldn < .
millest af € £1(S, 5, ). Kehtib
[atin=a [ i
sest iga @ > 0 korral
[asin=[@pyan= [@han=[aran— [ardu=a( [ stau= [ 1du)=a [ rau
) Jenan= [ rau [ rran=- [ ran
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Seega peame toestama, et

fr9€ Li(S, 8, 1) = f+g€Li(S X, p) ja /(f +g)dp = /fdu+ /gdu- (7.2)
Kui f,g € £4(S, 3%, ), siis omadustest B3 ja B5 saame
15+ gldu< [ar+lohan= [1idu+ [ loldn < .
Seega f+ g € L1(S, %, ).

Olgu h = f 4 g. Toestame, et

/hdu:/fdu+/gdu.

Kehtib
W—h"=h=f+g=f"—f+g"—9g,
millest
W+ f+g =h +gt+ [T
ja (B4)

/(h+ + 49 )dp = /(h‘ +g"+ fHdp.

Koik funktsioonid on mittenegatiivsed, seega (B5)

[wrdus [£aus [qan=[wans [grans [ rran
millest
[ ran= [t [ietu= [ ran= [ i [atan- [oai= [ s [ o
| ]

7.5 Integraalide koondumisteoreemid

Olgu (S, %, u) mocduga ruum.

Olgu fn, f € L£4(S,%, p), kusjuures f,, — f p.k., s.t. p{s : fu(s) 4 f(s)} = 0. Kas
integraalid koonduvad, s.t. kas kehtib

/ Fody— / Fdp? (7.3)

NB! Alati ei ole see nii!
Kui aga jada {f,} rahuldab teatud tingimusi, siis kiill.

7



Teoreem 7.9 (Monotoonse koondumise teoreem: MON)
Kui fo, femX ja0< f, 7 f p.k., sis

[ tuin 7 [ pdu < .

A={seS:0< fuls) / f(s)}.
Kui 0 < f, / f p.k., siis u(A°) = 0. Olgu

hn = fn[A; h = fIA

Toestus. Olgu

Kehtib:
h,= fopk, h=fpk, hy,hemXt h,(s) "h(s), Vseb.
MON: [ h,dp 7 [ hdp ja C2:

[ o= [ s 7 [ = [ ga.

Lemma 7.1 (Fatou lemma)
Kui f,, € m¥ ja 0 < f, p.k., siis

/lim inf f,dp < lim inf/fndu.
Toestus. Olgu

Gn = é§£ Ik

Seega
gn " liminf f, ja g, > 0 p.k.

Monotoonse koondumise teoreemist jareldub:
/gnd,u/‘ /limi%ffndu.
Teisest kiiljest aga ¢, < fr kui & > n ning seega
/gndu < gﬁ/fkd/i /‘limninf/fndp.

Lemma 7.2 (P66ratud Fatou lemma)
Kui f,, € m3, kusjuures 3g € m¥ nii, et [ gdp < oo ja 0 < f, < g p.k., siis

limsup/fndu < /limsup fndpt.
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Toestus. Ulesanne 20. m

Teoreem 7.10 ((Lebesgue’i) domineeritud koondumise teoreem: DOM)
Olgu fn, f € m%, fu — [ p.k.. Kui leidub domineeriv funktsioon g € L£1(S, 3, u) nii, et
ful < g poke, siis f. fu € £2(S,Zo0) ja [ fu — Fldps = 0, millest

/fndu%/fdp.

Toestus. Omaduse C3 tottu on f, integreeruvad. Koondumisest f, — f p.k. jireldub
|fl < gpk. ja|fn—f] — 0pk.. Vorratusest |f| < g p.k. saame, et f integreeruv. Kehtib
|fo — f] <2g pk.. Et 2g € £4(S, %, p), saame kasutada lemmat [7.2] millest jireldub, et

0< limi%f/ |fo — fldu < limsup/ |fo — fldp < /hmsup]fn — fldu = 0.
Omaduse C1 tottu
| [ fda= [ sau| =1 [ (5= 2l < [ 15, = sida 0
[

Naide: Domineeriva funktsiooni g olemasolu on vajalik. Olgu
(5,2, 1) = ((0,1], B(0,1], Leb),  fo =nlgn).

Seega

0 kuis> <.
n

£i(s) = {n kui s < %,

Kehtib: f,(s) — 0, Vs, kuid

/fndLeb = nLeb((0,n ")) =14 /OdLeb —0.

Jireldus 7.1 (Tokestatud koondumise teoreem)
Olgu p loplik maoot, f, f € m3 ja f, — f pk. Kui IK <oo: [fu(s)| < K Vn p.k., siis
fa fn € £1(5727M) ja’ f |fn - f‘d:u - O; millest

/fndu%/fdu.

Toestus. Ulesanne 21. m

Jargnev jareldus esitab piisava tingimuse selleks, et integreerimise (Lebesgue’i moodu
jargi) ja diferentseerimise jarjekorra voib vahetada.
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Jareldus 7.2 Olgu (S, %, n) méoduga ruum, kuulugu a € U C R", kusjuures U on lah-
tine. Olgu f: S x U +— R funktsioon ning olgu

h:Uw— R h(z) = /f(s,a:)u(ds).

1) Kui iga s korral on funktsioon f(s,-) : U — R punktis a pidev ning kui leidub mingi
integreeruv funktsiooni g : S +— R nii, et

[f(s,2)| < g(s), V(s,x) € SxU,
siis on h punktis a pidev.

2) Kui iga s korral on funktsioonil f(s,-) punktis a pidev osatuletis ning kui leidub mingi
integreeruv funktsioon g : S — [0, 00| nii, et

0
9 (sa) <), Wsm)eSxU, 1<i<n,
€
si1s on funktsioonil h punktis a pidevad osatuletised, kusjuures kehtib

oh . [ of
axi(a)— agji(s,a)/ut(dS)-

Toestus.

1) Téestame: z, — a = h(z,) — h(a).
Kui x, — a, siis f(s,-) pidevusest punktis a jareldub: f(s,x,) — f(s,a), Vs.
Funktsioonid f(s,z,) rahuldavad tingimust f(s,z,) < g(s) Vs, mistottu DOM:

h(za) :/f(s,xn)du—>/f(s,a)du:h(a).

2) Tdoestame:

lim h(a + tne;) — h(a) _ /hm f(s,a+tpe;) — f(s,a)d

n tn n tn ’
kus e; = (0,...,0,1,0,...,0), ja 1 on i-s koordinaat. C5:

lim h(a + tntei) — h(a) _ hm/ f(s,a+ tn:i) — f(s,a) du

mistottu piisab, kui toestame, et
hm/ f(57a+tnei) _ f(87a)d/1 _ /hm f(57a+tn6i) B f(sva)d
Koik funktsioonid f(s,-) on pidevate osatuletistega. Et leidub 0 < w, < t, nii, et

f(s,a+tnz) — f(s,a) _ g_i(s’u"ei +a) < g(s),

siis domineeritud koondumise teoreemist jareldub koondumine (7.4)).

p (7.4)
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Kontrandide: Olgu S = [0,00), 1 = Leb. Vaatleme funktsiooni

f:[0,00) xR =R, f(s,2)=ae"".

Veendu, et iga = korral (ka siis, kui z = 0)

h(z) = / e ds = x.
0
Seega h on pidev ja diferentseeruv funktsioon, h'(0) = 1. Teisest kiiljest aga

Of (s, x)
ox

_om2 a2
= 3x%e75 — 2spte™5",

Saadud funktsioon on vordne nulliga, kui x = 0, st

= 0f(s,0) , oy
/OTds—O;éh(O)—l.

Seega punktis 0 ei saa tuletisega integraali margi alla minna. Veendu, et juhul kui a # 0

on see voimalik. Veendu, et punktis 0 ei kehti teoreemi eeldused. Toepoolest, vottes

2% = 1 saame, et

6_1

exp|[—sz?](32? — 2s2?) = —.
s

1

Vottes suvelise € > 0, valime s nii suure, et s7! < €2. Seega

-1
e

sup exp[—sz?](3z® — 2s2t) > —,
z€(—¢,€) S

mis omakorda tdhendab, et domineeriv funktsioon g peab rahuldama tingimust

Paraku pole aga s~! integreeruv iile [0, 00).

7.6 Integreerimine iile hulga

Def 7.11 Kuulugu f € £1(S,%, 1) voi f € mET. Iga A € ¥ korral defineerime integraali

tile hulga
[ #entas) = [ gani= [ 1asn

Mairkused:
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o kui pu(A) =0, siis [, fdu =0 (jareldub omadusest B1);
o [, fdu= [ fdu (definitsioon).

Teoreem 7.12 Olgu f € mX" voi f € L1(S, %, 1). Kui Ay, Ag,--- € X on loikumatud,

8118
]CAnfdu::E%ijnfdu.

Toestus. Kui f € mX+, siis MON; kui f € £,(S, %, ), siis DOM. (Ulesanne 14.) m
Teoreem 7.13

i) Olgu f,g € mXT, p olgu o-loplik. Siis
/fdu:/gd,u VAeY <& f=gpk
A A
ii) Olgu f,g € L£1(S,%, u). Siis

/fdu:/gdu VAeY <& f=gpk
A A

Mirkus: Viide ii) ei eelda mé6du p o-16plikkust.

Toestus.

i) Olgu f,g € mX™, olgu pu o-loplik.
<=: Definitsioon.
=:Toestame: kui

/fd,ug/gdu VA e, (7.5)
A A

siis f < g p.k.
Olgu
B,={0<g</fg<n}

Méot p on o-10plik, jarelikult 35, € ¥ nii, et S,, 7 S ja u(S,) < co. Funktsioon g
on tokestatud hulgal B, ning u(S,) < co. Seega seosest ((7.5)):

/ fduﬁ/ gdp < oo = (9 — f)dp = 0.
Sntn Sntn SnﬂBn

Teisest kiiljest, hulga B, definitsioonist ning omadusest B1:

Ip,ns,(f—9) >0 = (f—gdp>0 =
SnNBn

/ (J=gldi=0 = Ipos.(f—g)=0 pk = u(B.nSy)=0.
SnNBy,
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Et B, /{0 < g < f}, siis (miks?)
p{0<g<f}=0,

seega f < g p.k..
ii) Olgu f,g € £1(S,%, u). Eeldame (7.5). Siis

/ Jdu < / gdp,

{9<f} {9<f}

mistottu Cbh:

/ (fg)dp<0 = (F-g)di=0 = Iyepy(f—g)=0
{g<f} {g<f}

7.7 Sheffe lemma

Lemma 7.3 (Sheffe lemma)
Kui fa fn € El(Saznu) ja’ fn — f p-k'; SUS

[15= =0 = [ifldu— [ iflan
Toestus. =: Triviaalne (miks?).

=
I Olgu f,, f mittenegatiivsed ning

/fnd,u—>/fd,u<oo
Vaatleme funktsiooni (f, — f)~. Et (f, — f)~ < f, siis DOM:

/ (o — 1)d = 0.

Kehtib

p.k.

[t = 1ydu= /{ D= [ o~ [ s~ /{ i

Seosest (7.7)) jareldub, et

n— fdul < n— fldu = n— f)d 0.
I/{fn<f}(f £ /{fn<f}|f fldu /(f £y du
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Seoste (7.6)), (7.9) ja (7.8) tottu
[th=pran—o,

seosest ([7.7) saame niiiid

[is=slau= [Ga=prans [t pran—o

IT Olgu f,, f € L£1(S, %, i) (mitte ilmtingimata mittenegatiivsed).

[ tidn [ gidu= [\nddn [1nida= [ rans [ran @)

Fatou lemma:
/f+d,u < liminf/f:du, /f_du < liminf/fn_d,u. (7.11)
Koondumistest ([7.10]) ja (7.11)):

/fidu%/ﬁdu, /f;du%/f_d,u.

Rakendades niiiid osa I funktsioonidele f.f ja f,°, saame

/|fn ~ fldp = / (B = 1) = (fr = f)ldu < /|f;:  fldp / i fldu o,
[ |

7.8 Naited integraalidest
7.8.1 Lebesgue’i integraal ja Riemanni integraal

Olgu [a,b] 16plik intervall ning olgu f : [a,b] — R mingi Bla,b]-méotuv funktsioon.
Olgu f Riemann mottes integreeruv, s.t. eksisteerib Riemanni integraal fab f(x)dx . Kas
f on integreeriv Lebesgue’i mottes Lebesgue’i moodu jargi, s.t. kas Lebesgue’i integraal
f[a,b] fdLeb eksisteerib? Kui ja, kas Riemanni ja Lebesgue’i integraal voivad olla erinevad?

Teoreem 7.14

1) Olgu f : [a,b] — R Boreli mootuv. Kui f on integreeruv Riemanni mdttes, on ta
integreeruv ka Lebesgque’s mottes, kusjuures nimetatud integraalid on vordsed:

fdLeb = /b f(z)dz.

[a,]
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2) Olgu f : R — [0, 00) Boreli méotuv. Olgu f igal intervallil [—n,n] Riemanni mottes in-
tegreeruv. Funktsioon f on Lebesque mottes integreeruv parajasti siis, kui lopmatute
rajadega Riemanni integraal

lim / f(z)dz

eksisteertb ning sellisel juhul on need integraalid vordsed:

/deeb— /: f(x)dz —lirrln/_: F(w)dz

1) Kinnisel 16igul Riemanni mottes integreeruv funktsioon on tokestatud. Selline funk-
tsioon on Lebesgue’i méttes integreeruv (moddu Leb jargi, miks?). Seega on f
Lebesgue’i mottes integreeruv. Toestame, et integraalid on vordsed. Et f on
Riemann mottes integreeruv, siis iga € > 0 korral leidub hulga [a,b] tiikeldus
(g, g, ..., ry) mii, et

Toestus.

b b ,
/f(z)dx_ESUS/f(x)difSOS/f(i)dw%—e,

kus U ja O on vastavad iilem ja alamsummad

U= Z inf () (o — 1)

se[oz2 1 al]

O::Z( sup  f(s)) (e — ai1).

i—o S€[ai—1,04]

Need summad on aga jargmiste lihtsate funktsioonide Lebesgue’i integraalid

h = Z inf ))[[aiflzai% g = Z( sup f(S))I[Oli—lyoéi)7

s€fai—1,a4] i—a SElai—1,04]

kusjuures h < f < g. Jarelikult

b b
/ f(x)dr —e < / hdLeb = U < /deeb <0 = / gdLeb < / f(x)dx + €.
a [a,b] [a,b] a

Seega
b
fdLeb —/ f(:c)d:c‘ <e

_ /_ Z Fx)de

’ [a,b]

2) Olgu



Riemanni integraal iile A,, = ,n]. Lopmatu Riemanni integraal on

/ f(z)dx = hmrn

Osa 1) tottu 7, = [, fdLeb. MON: I, f 7 f

/ f(z)dz =limr, = lim/ fdLeb = /deeb.
oo n n A,

Seega on Lebesgue’i integraal (Lebesgue’i moddu jirgi) Riemanni integraali ildistus:
16igul Riemanni mottes integreeruv Boreli funktsioon on ka Lebesgue’i mottes integreeruv,
kusjuures need integraalid langevad kokku. Vastupidine ei pruugi kehtida: jargnev naide
on funktsioonist, mis on kiill Lebesgue’i mottes integreeruv, kuid Riemanni mottes pole.

Naiide: Dirichlet funktsioon

1 kui s on ratsionaalarv,

. 0,]. — Ra =
f[0,1] 1(s) {O kui s on irratsionaalarv.

Funktsioon f pole Riemanni mottes integreeruv, kuid on integreeruv Lebesgue’i mottes,
sest

f=14, kus A={QnJ0,1]}.
Et A € B[0,1] ja Leb(A) = 0, siis [ fdLeb = 0.

Teoreemi pohjal jiareldub Ioigul [a, b] antud Boreli funktsiooni Riemanni mottes in-
tegreeruvusest Lebesgue’i mottes integreeruvus ja need integraalid langevad kokku. Kas
aga iga 10igul [a, b] antud Riemanni mottes integreeruv funktsioon on Boreli funktsioon?
Jargnev jareldus viidab, et iga Riemanni mottes integreeruv funktsioon on Leb-p.k.
vordne mingi Boreli funktsiooniga ja seetottu Lebesgue’i mootuv (tuletame meelde, et
Lebesgue’i o-algebra on ruumi ([a, b], B[a, b], Leb) téieldi o-algebra). Kiill aga ei pruugi
Riemanni mottes integreeruv funktsioon olla Boreli mootuv.

Jareldus 7.3 Olgu f : [a,b] — R Riemanni mdttes integreeruv. Siis leidub lihtsate
mootuvate funktsioonide jada h, nii, et

limh, =f p.k.

Toestus. Et f on Riemanni mottes integreeruv, siis leidub 16igu [a, b] tiikelduste jada A,
nii, et A,4; on A, peenendus ning vastavad iilem- ja alamsummad (O,,U,) koonduvad

monotoonselt {iheks ja samaks piirviartuseks, Riemanni integraaliks f; fdx. Olgu h, ja
gn vastavad lihtsad mootuvad funktsioonid. On selge, et

hnghn-l-lg"'a gn29n+12
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Seega on g, — h, kahanev funktsioonide jada ning seetottu eksisteerib piirvaartus
q:= li7rln(gn — hy).
Fatou lemma:
/queb < lim i%f/(gn — hy)dLeb = liyrln(Un —-0,)=0.

Seega q = 0 p.k. Et h, < f < g,, siis
limh, = f, pk
|
Lebesgue’i integraal ei soltu funktsiooni vé#rtustest mingil 0-moddulisel hulgal (omadus
C2). Seega voime (teatud reservatsiooniga) Gelda, et iga Riemanni mdttes integreeruv
funktsioon on Lebesgue’i mottes integreeruv: integraaliks on antud funktsiooniga p.k
vordse Boreli funktsiooni (vastavalt jéreldusele [7.3] selline alati eksisteerib) Lebesgue’i
integraal.
7.8.2 Loendav moot: integreerimine on summeerimine
A Olgu S loenduv hulk, ¥ = 2% ja x olgu loendav moot o-algebral 2°, s.t.
1(A) = A voéimsus, kui A on 16plik, vastasel juhul oco.
Iga funktsioon f : S — R avaldub kujul
{a;}2y, ai= f(z;), S={x1,29,...}.
Kehtib
e Kui f € mX7, siis iga VA € ¥ korral
/fdu = Z flz;) < 0. (7.12)
A T, €EA

Toepoolest, iga x € S korral

/af{x}du = ap({r}) = a;

niitid pane téhele (teoreem [7.12)), et

/A fdp = / =X [ s

CC¢EA {$7

> /T{xi}f(wi)du = > fla).

:tiEA CCZ‘EA

Seega (A = 9),
/fd,u = Zai < o0. (7.13)
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e Kui f pole mittenegatiivne, siis f € £4(S, X, ) parajasti siis, kui >, |a;| < oo ning
sellisel juhul eelmise osa pohjal

/A fdu = / Fdy - / ZED SIACRD DY IR AT

Seega, vottes aj = fT(x;),a; = f~(z;) ja A= S saame

/fdu = iaf — iai.
i=1 i=1

Analiiiisist on teada, et absoluutselt koonduv rida on tingimatult koonduv (iga
timberjirjestuse summa on sama), seega

o0 o0

oo

S af =Y a
a; — a; = a;

i=1

i=1 i=1

ehk vordus (7.13)) kehtib.
[Viimast saab ka otse toestada. Toepoolest, defineeri f,, = fl;,  ..1. On selge, et

fu(z) = f(x) iga x € S korral. Et |f,(z)| < |f(2)] ja [ |f|du < oo, siis DOM:

iai:/fndua/fdu.

Seega osasummade jada Y. ; a; on koonduv. Piirvédrtus on ) :°, a;, seega kehtib

vordus (7.13))].

Seega on ka iga alamhulga A korral rida
> )
T, €EA
absoluutselt koonduv ja nii saame

J1au= 3 5@ = 3 £ @) = 3 1w (7.15)

xiEA l’iEA :EiGA

B Olgu S suvaline hulk, olgu x loendav moot o-algebral 2°.
Teoreem 7.15 Funktsioon f on Lebesgue’t métles integreeruv (loendava méodu jirgi)

parajasti sis, kui

Z |f(z)| = sup{z \f(z)|: A C S loplik} < oo (7.16)

z€S €A
Sellisel juhul kehtib
{0 f(2) £ 0} = {zr, 22, }

[ =3 w) =Y sta). (717

zeS

j6
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Toestus. Iga lopliku A korral kehtib (miks?)
/ fdu =" f() (7.18)
€A
Kui f on integreeruv, siis
S1s@l = [ 17t < [ 1fidn < .
€A

millest jéreldub (7.16)) ehk supremum on 16plik.

Niitame vastupidist — seosest ([7.16|) (supremum on loplik) jéreldub, et f on integreeruv
(st [|fldu < o0) ja kehtib (7.17). Kui kehtib (7.16)), siis A, := {|f] > %} on Ioplik ja
seetottu on hulk

(A0 =un{lfl2 )

tilimalt loenduv, s.t. leidub loenduv alamhulk {1, xo, ...} nii, et

{z: f(x) # 0} C{zy,29,...}.

On kerge veenduda, et sellisel juhul

2@l =3 1f (@)l

€S

(st supremum vordub rea summa) ja supremumi definitsioonist ning koondumisest A,,
{z1,x9,...} jareldub koondumine

Yo @ A1) (7.19)
€A, z€S
(kuidas?). Seosest ((7.18)) ja monotoonse koondumise teoreemist jareldub

S S |—/ a7 [ 1f1d (7.20)

T€EA,

Koondumistest ([7.19)) ja (7.20) aga saame, et
[151dn =315 < .
zeSs

Seega f on integreeruv ja kui f on mittenegatiivne, siis kehtib (7.17)).
Négime, et kui f on integreeruv, siis on rida »_ f(z;) absoluutselt koonduv ning rea
summa ei soltu liidetavate jiarjekorrast. Seega

S H@) =S s = Y f) - fa) = [ srau= [ £du= [ san

z€S i i:f(x;)>0 i f(xI )<0
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Jérelikult, kui f on integreeruv loendava moodu jirgi, siis
f= Zaﬂ{zi}, kus a; = f(fﬁz')~
i=1

Olgu p loendav moot ruumil (R, B). Teoreemist jareldub, et VA € B korral on
Lebesgue’i integraal loendava moodu jargi

/ fdu = Z flz;) = Z a;. (7.21)
A 2, €A ;€A
Kuid funktsiooni

f=> ail,
=1

Lebesgue’i integraal Lebesgue’i moodu jirgi:

/deeb = 0.

Monotoonse koondumise teoreem voimaldab Lebesgue’i integraali omadusi toestada nn.
standardset meetodi kasutades:

7.9 Standardne meetod

1) Toesta omadus indikaatori f = I4 korral.

2) Lineaarsust kasutades toesta omadus lihtsate mittenegatiivset funktsioonide korral
(f € SFT).

3) Monotoonse koondumise teoreemi ja teoreemikasutades toesta omadus mittenegati-
ivsete funktsioonide korral (f € mX™).

4) Seost f = fT— [~ jalineaarsust kasutades toesta omadus integreeruvate funktsioonide
korral.

7.10 Tihedus

Olgu h € mX*. Defineerime funktsiooni

v:Y —[0,00], V(A):/Ahdu.

Vaide 7.2 Funktsioon v on maéot o-algebral 3.
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Toestus. (iilesanne 15). m
Def 7.16 Kui 3h € mX* nii, et v(A) = [, hdp, VA € %, siis itleme, et h on méodu v
tihedus moodu p suhtes. Seda tihistatakse ka
d
h=""" v6iv=nhu
dp
Mairkused:

e Teoreemist jareldub, et kui hy ja hy on kaks tihedust, s.t. v = hypu ja v = hop,
siis u{hy # ha} = 0. Utleme, et tihedus u-p.k. ithene. Teisest kiiljest, kui h; on
tihedus, st v = hyp ning p{hy # he} = 0, siis on ka hy tihedus, st v = haop.

e Moot v = hp on loplik parajasti siis, kui h € £4(S, %, ).

e Kui v = hp on 16plik, siis u{h = oo} = 0. Sama kehtib, kui v on o-16plik. Sellisel
juhul leidub 16plik tihedus h : S — [0, 00). Toestuseks veendu, et kui u{h = oo} >
0, siis ei saa hp olla o-loplik.

e Kui h:S — [0,00) ja u on o-16plik, on seda ka v = hpu.

Toestuse idee: olgu (esialgu) u 16plik. Defineerime hulgad: S,, := {z € S : h(z) <
n}. Et h on 16plik, siis S, ~ S. Hulgal S, on h tokestatud ja v(S,) < nu(S,) <
nu(S) < co. Seega v on o-loplik.

Kui g on o-16plik, siis leiduvad hulgad A; nii, et U;A; = S ja u(A;) < co. Olgu S,
nii nagu enne ja defineeri B;, := S, N A;. Hulgal B;, on v loplik.

7.10.1 Naited

Absoluutselt pidev toendosusmoot. Olgu P reaalteljel (s.o. ruumil (R, B) antud
absoluutselt pidev moot. Vastavalt peatiikis toodud definitisioonile tdhendab see, et
leidub Riemanni mottes integreeruv funktsioon f nii, et iga x korral

Fla) = / " . (7.22)

/_ OO Ft)dt = /( . fdLeb.

P(—o0,z] = F(z) = /j fdt = /(_ ]deeb.

Teoreemi [7.14] pohjal

Seega iga x korral

Et f on ka Lebesque’i mottes integreeruv (Lebesgue’i moodu jargi), siis leidub moot

V(A) = / fdLeb VA€ B,
A

91



kusjuures v(—o0,z] = F(z) = P(—oc0,z], Vo € R. Teoreemist [2.3] jareldub, et v = P,
seega on moodul P tihedus f Lebesgue’i moodu suhtes.

Laiendame peatiikus [2.5] toodud definitsiooni:

Def 7.17 Utleme, et o-algebral B(R) antud moot on absoluutselt pidev kui tal on tihedus
definitsiooni mottes Lebesgue’i moodu suhtes.

Riemanni integraali asendamine Lebesgue’i integraaliga on sisuline laiendamine, sest on
tihedusfunktsioone millel pole iihtegi p.k. vordset Riemanni mottes integreeruvat funkt-
siooni. Seega leidub jaotusfunktsioone F' nii, et mingi tiheduse g korral

F(z) = / gdLeb,
(—OO,:C]
kuid pole iihtegi funktsiooni f nii, et

Jaotus F' on ikkagi absoluutselt pidev.

Mairkus: Jaotusfunktsiooni tuletisel ja tihedusfunktsiooni (Lebesgue’i moddu jargi) seos
on iildiselt jargmine:

e Kui f on jaotuse (téendosusmoodu) F tihedus, siis F/ = f p.k. (Lebesgue’i méodu
suhtes). Kui tihedus on punktis = pidev, siis F'(x) = f(x) (millest muuhulgas
jareldub, et ei saa olemas olla kaht punktis x erinevat tihedust, mis molemad on
selles punktis ka pidevad).

e Vastupidine iildiselt ei kehti: kui F” = f p.k. (Lebesgue’i méodu suhtes), siis f ei
pruugi olla moddu F' tihedus (tooge niide).

e Tiheduse olemasolul peab F' olema pidev. Kuid ka sellest ei piisa: ka siis kui F' = f
(Lebesgue’i moddu suhtes) p.k.ja F' on pidev, ei pruugi f olla méodu F tihedus.
Kontranéide: singulaarne jaotusfunktsioon.

e Kiill aga on funktsioon f nii, et F’ = f p.k. tihedus, kui iiks jargnevatest tingimustest
on taidetud:

1. F'(z) = f(z) iga x korral.
(Tuleneb sellest, et monotoonse funktsiooni tuletis on integreeruv (Billingsley,
Thm 31.2, mittemonotoonse funktsiooni korral ei pruugi see alati nii olla);
teisalt kui F'(z) = f(z) iga = korral ja f on integreeruv, siis f on tihedus (see
on nn fundamental theorem of calculus).
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2. Kui [ f(s)ds = 1.
(Tuleneb Lebesgue’i dekompositsioonist: F'(z) = vF,(x) + (1 — v)Fy(z). Et
F!' =0 pk,siis F/ = F' = f pk., millest F,(z) = f(—oo,x] f(s)ds (sest absolu-
utselt pideva finktsiooni tuletis on p.k. vordne tihedusega). Seega tingimus
[ f(s)ds =1 on ekvivalentne tingimusega lim, o F,(x) = 1 ehk v = 1.)

Diskreetne toendosusmoot diskreetsel toendosusruumil. Olgu (2, F, P) tdendo-
susruum, kusjuures Q = {wy,wo,...}, F = 2% ning P on diskreetne tdenfiosusmodt, s.t.
leidub p : © — [0, 1] nii, et

P(A) = 3 plwr). (7.23)

w;€A

Paneme tihele, et seosest ([7.12)) saame

> plw) Z/Apdu,

wi;€A

kus 1 on loendav moot. Seega on moodul P tihedus loendava moodu suhtes.

Diskreetne (toendosus)moot reaalteljel. Olgu (S, X) = (R, B) ning vaatleme mostu

v , s.t.

V:Zpi5xi> {xi}CRa pzZOJa igaAGBa V(A): sz

=1 -Z’iEA

Moot v on toendosusmoot, kui > p; = 1. Seose ([7.21]) tottu iga A € B korral

o) = Y= [ san

;€A

kus p on loendav moot ning N

F=3 pile. (7.24)

i=1
Seega on moodul v tihedus loendava moodu suhtes.
Mirkus: Tihti esitatakse tihedust ka kujul
Zpidri-

Sellisel juhul on mo66dul v ning tihedusel formaalselt sama kuju, kuid nad on aga
erinevad matemaatilised objektid: iiks on funktsioon B — [0,00) (m66t), teine aga on

funktsioon R — [0, c0) (tihedus).

Kaks viimast naidet veensid meid, et ka diskreetsel toendosusmoodul on tihedus!
Kuid loendava moodu suhtes.
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7.10.2 Integreerimine tihedusega moodu jargi
Teoreem 7.18 Olgu h moodu v tihedus p suhtes.
i) iga f € mXT korral
/Afdy = /Afhd,u VA e X. (7.25)

ii) f € L£i(S,3,v) parajasti siis, kui fh € L£1(S,%, 1) ja sellisel juhul kehtib (7.25).

Toestus. Toestus koosneb kolmest osast.
i) Toestame, et iga f € mXt korral

/ fdv = / Fhdp. (7.26)

Selleks kasuta standardset meetodi:
Kui f = Ip, siis
/fclz/:z/(B) :/hdu:/hfdu.
B
Kui f =), a;lp,, siis

/fdu - Zaiu(Bi) = Za /B hdy = /h(z ailg )dp = /hfdu.

K3 7

Kui f € mXT, siis leidub lihtsate funktsioonide jada f, nii, et f, ~ f. Sellisel juhul ka
fnh * fh, ning monotoonse koondumise teoreemist jareldub .

ii) Toestame, et f € L£4(S, %, v) parajasti siis, kui fh € £1(5,%, 1) ning sellisel juhul
kehtib (7.26). Integreeruvuse toestamiseks rakenda toestuse eelmist osa funktsioonile |f],
seose saamiseks kasuta asjaolu, et kehtib mittenegatiivsete funktsioonide
korral. Sellisel juhul

/fdz/:/f*du—/f‘du:/f*hd,u—/f‘hdu:/fhdu.

Kolmandaks: (7.25) saamiseks rakenda seost (7.26)) funktsioonile fI4. (iilesanne 18). m

Jareldus 7.4 Olgu p, v, p moodud o-algebral X, kusjuures

= @ ja h= @
I=aw ! Cdu
Siis p
0
@ n
d/j/ g 7
ERA
g(hp) = (gh)p. (7.27)

Toestus. Ulesanne 22. m
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7.10.3 Niiteid teoreemi [T.18] kasutamisest

1 Olgu P absoluutselt pidev téendosusmodt Boreli o-algebral B(R). Olgu f selle méodu
tihedus. Kui
g:R—R

on P suhtes integreeruv funktsioon, siis seosest (7.25)saame

/gdP:/gdeeb.
A A

Kui f on Riemanni mottes integreeruv ja g on Riemanni mottes integreeruv, siis on
seda ka gf ning vottes A = [a, b], saame

/[a,b1 9= /abg<x>f<x>dx‘ (7.28)

Naiteks kui méodu P jaotusfunktsioon F on igas punktis diferentseeruv, siis P
tihedus on f = F” ning iga pideva g korral kehtib (7.28)).

2 Olgu (Q, F,P) toendosusruum, kus Q = {w;,wy,...}, F = 2% ja P olgu diskreetne
toendosusmoot (7.23). Seega on moddul P tihedus w — p(w) loendava moodu p
suhtes.

Kui
g:Q2—R

on P suhtes mootuv, siis ((7.26)):
/ gdP = / gpdp

/gdP = /gpdu = ZQ(Wi>p(Wi) = Zg(wi)pi,

ning (F1):

kus p(w;) = p;.
3 Olgu (S5,%) = (R, B). Vaatleme mootu (2.1)

V= Zpifsx” {zi} €S, pi=>0

=1

tihedusega
i=1

loendava moodu p suhtes.
kui g : R — R on v suhtes integreeruv, siis (7.25)) ja (7.21):

/A gdv = / gfdu=3" gl fz) = 3 glwps (7.29)

:L'iEA :I?iEA
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7.10.4 Scheffe teoreem koonduvatest tihedustest
Teoreem 7.19 (Scheffe) Olgu v, ja v sellised loplikud moodud, et

vn(S) =v(S) < oo, Vn. (7.30)
Olgu f = d s fn = %j. Kui f, — f p.k., siis
sup [v(4) = 1, (4)] < [ 14, = fldn =0 (7.31)
AeX

Toestus. Vastavalt funktsioonide f, ja f definitsioonile ning integraali omadustele C1,
C5, C3, iga A € X korral kehtib

\/Afndu—/Afdu\ S/A|fn—f|dlt§/!fn—f|du.

Seega kehtib vorratus (7.31]).

Paneme tahele, et

/!fnldu /fndu—vn = u( /fdu /|f|du

Seega kehtib
[15ddu~ [ 1fldu

ning Sheffe lemmast jareldub, et [ |f, — fldu — 0. =

Niide: Scheffe teoreem on viga kasulik statistikas. Olgu antud tiheduste hulk { f(x,0) :
0 € O}, kus 0 on jaotuse parameeter. Olgu #* meile tundmatu iildkogumi parameeter
ning 6, selline parameetrite jada, et 6, — 6*. Parameeterid 6, voib interpreteerida
0* hinnangutena. Oletame niiiid, et tihedusfunktsioonidel kehtib jargmine omadus: kui
0, — 0,siis f(x,0,) — f(z,0)iga = korral. Selline omadus on paljudel praktilistel mudeli-
tel, nditeks normaaljaotusel, Poissoni jaotusel, eksponentjaotusel, geomeetrilisel jaotusel
(veendu selles). Punktiviisilisest ehk koikjal koondumisest jéreldub loomulikult, et need
funktsioonid koonduvad ka p-p.k. (iikskoik, mis p meil ka poleks). Scheffe teoreemist
jareldub niiiid, et kui 6,, — 6%, siis iga Boreli hulga B korral

P,(B) — P(B)| < sup |Py(B) \</!fx9 F(a, 69y — 0,
BeB

/fx@ (dz), /fx@* (dz).

Seega parameetrite koondumisest jareldub mistahes Boreli hulkade toenéosuste (iihtlane)
koondumine.

kus
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7.10.5 Radon-Nikodymi teoreem
Olgu h m66du v tihedus p suhtes. Sellisel juhul kehtib seos (miks?)

WA =0 = v(A)=0. (7.32)

Def 7.20 Kui kehtib, siis ditleme, et v on absoluutselt pidev i suhtes ja kirju-
tame v < L.

Kui p on Lebesgue’i moot, siis iitleme lihtsalt, et v (voi P) on absoluutselt pidev.

Niited:

e Iga moot on absoluutselt pidev loendava méodu suhtes, sest () on ainus nullmoddu-
line hulk (loendava moddu jargi);

e olgu 0, Diraci moot. Siis v < 6, parajasti siis, kui v = ad,, kus a > 0.

Markus: Saab néidata, et 16plik moot v on absoluutselt pidev p suhtes parajasti siis,
kui iga € > 0 korral leidub ¢ > 0 nii, et

u(A) <o =rv(A) <e

Olgu p ja v mdodud o-algebral ¥. Millal on méddul v tihedus moéddu p suhtes? Ulal-
toodust on selge, et moodu v absoluutne pidevus p suhtes on tarvilik. Selgub, et see on
ka piisav.

Teoreem 7.21 (Radon-Nikodymi teoreem)

Olgu p ja v ruumil (S,X) antud o-loplikud moodud. Kuiv on absoluutselt pidev p suhtes,
s11s moodul v on tihedus h p suhtes. Tihedus h on p-p.k. thene.

Niited:

1 Olgu S mitteloenduv, koosnegu ¥ {ilimalt loenduvatest hulkadest ja nende tdienditest.
Olgu p loendav moot ning

v = (0,00, v(A)= {0 kui A on iilimalt loenduv,

oo kui A° on tlimalt loenduv.

Kehtib v < p. Kiill aga pole moodul v tihedust p suhtes. Kui leiduks v = fpu, siis
iga s € S korral

0= (s = [ s = Fouis)) = £
See saab aga olla vaid siis kui f = 0, millest v = 07! Moodud u ja v pole o-loplikud.
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2 Olgu (5,%) = (R,B). Olgu u loendav moot ja v = Leb. Iga moot on absoluutselt
pidev p suhtes, kuid Leb = fu tdhendaks teoreemi pohjal, et f = 0-Leb p.k.
ehk leidub iilimalt loenduv hulk {z,2s,...} nii, et f = > a;l(5,. Jérelikult iga
A € B korral Leb(A) = > _, a;. Seega ka Leb{x;} = a;, millest

T, €EA

Leb(A) = Y a;= > Leb({z;})=0 7!

T, €A ;€A
3 Olgu v ja vy o-16plikud m6odud ruumil (S, %), olgu
o=y + s

Siis p on o-loplik ja v; < pu, @ = 1,2. Radon-Nikodymi teoreemi jargi on moodul v;
tihedus moodu p suhtes.

7.11 Muutuja vahetus

Olgu méoduga ruumi (S, 3, 1) korval veel teinegi méotuv ruum (S’ %'). Defineerime
moodu ph~1t iildistuse.

Funktsioon T': S — S’ olgu selline, et
T-Y(B)ex VBeY,
(itleme, et 7" on ¥ /¥'-mo6otuv). Defineerime ruumil (57, %) moodu
pT =Y = 10,00, puTY(A)=puT'A".
Kui (8',%) = (R, B) ja T = h, siis
pT ' = ph™t.
Kui f € mY/, siis foT € mX ja kehtib
Teoreem 7.22

i) Kui f € m¥X'™", siis VA" € ¥ korral
| s@outds) = [ urias) (7.33)
T—lA/ A/

i) funktsioon f € L1(S",Y, uT™) parajasts siis kui foT € L1(S,%, u) ja siis kehtib
:
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Toestus. Toestus on analoogiline teoreemi toestusega. See koosneb kolmest osast:
1. Standardset meetodi kasutades toestada, et kui f € mX'*, siis

/5 Frs)p(ds) = [ T ), (734

Algus: vota f = Ip. Funktsioon s — Ip/(Ts) vordub funktsiooniga s — Ip-1p/(s),
mistottu

/ I (Ts)(ds) = / Ty (8)u(ds) = pT~\(B') = / L ()T~ (ds).
Oleme toestanud, et kui f = Ip ja A" = 5’, siis vordus (7.33)) toepoolest kehtib.
2. Rakenda saadud tulemust funktsioonile |f| ja toesta, et f € £(S",Y, uT ') para-

jasti siis kui foT € L1(S, X, u) ja siis kehtib (7.34]).
3. Asenda f funktsiooniga fI4 ning toesta teoreem. (iilesanne 19). m

Néiide: Olgu (5,3, u) = (2, F, P) toendosusruum. Ruum (57, 3') olgu (R, B). Vaatleme
juhuslikku suurust X : Q — R. Juhuslik suurus X tekitab ruumil (R, ) méodu Py -
jaotuse.

e Olgu g : R — [0, 00] mittenegatiivne Boreli funktsioon. Vastavalt teoreemi [7.22]
osale i)

[ xR = [ gwran, vpes s

Kui moo6dul Px on tihedus f (Boreli o-algebral B) Lebesgue’i mé6du suhtes, siis

teoreemi i) tottu
X(w))P(dw) = ) Px(dx) = x) f(z)Leb(dx). 7.36
[ X €N = [ o) Px(an) = [ g@ftebian).  (730)

B

e Olgu niiiid g : R — [—00, 00| Boreli funktsioon. Vastavalt teoreemi osale ii)
90 € LR FP) & [lgx(w)IPs) < o0
parajasti siis, kui
g€ Li(R,B,Px) < /|g(x)|PX(dx) < 0 (7.37)

ning sellisel juhul kehtib (7.35). Kui moddul Py on tihedus f, siis teoreemi [7.18]
vélitest ii) saame, et (7.37) kehtib parajasti siis, kui

gf € L1(R, B, Leb) & / 19(2) f(2)|Leb(dz) < oo. (7.38)
ning siis kehtib ka (7.36). Erijuhul B = R, saame seega

[ o0ap = [ gfaLen (7.39)
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7.12 Ulesanded

1. Toestada, et lihtsa funktsiooni definitsioonid D1, D2 ja D3 on koik ekvivalentsed
definitsiooniga 7.1

2. Olgu f mittenegatiivne méotuv funktsioon, kusjuures fS) = {by,...,b,}. Toesta,
et kui A; € ¥ ja a; > 0 on sellised, et f =" a;]4,, siis

Zaiu(Ai) = ij,u(Bj), kus B, :={s: f(s) = b;}. (7.40)

Jareldada, et lihtsa mittenegatiivse mootuva funktsiooni Lebesgue’i integraal on korrekt-
selt defineeritud, sest [ fgu ei soltu funktsiooni f esitusest.

Népundide: Hulgad {B;} moodustavad tiikelduse. Olgu Y " | a;/4, funktsiooni f mingi
teine esitus. Siin hulgad A; on koik kiill méotuvad, kuid ei pruugi moodustada tiikeldust
ja arvud a; voivad olla korduvad. Vaja toestada, et kehtib .

1) Kasutades asjaolu, et {B;} on tiikeldus néita, et kehtib, kui iga j = 1,...,m
korral

> aip(Ai N B;) = bu(B;). (7.41)
i=1
Samuti veendu, et f = >""  a;14, on ekvivalentne seosega: iga j = 1,...,m korral
Z aiIAmB]. = bjIBj- (742)
i=1

Jdrelda, et iilesande lahendamiseks piisab, kui iga j korral nditad, et vordusest ([7.42)
jareldub vordus ([7.41).
2) Niitame niiiid, et vordusest (7.42)) jareldub vordus (7.41). Fikseeri j, olgu b := b;,
B := Bj ja C; := A;N B. Kehtigu >, a;Ic, = blp. Vaja ndidata, et
S an(C:) = bu(B). (7.13)
i=1
Defineeri hulgad Dy, k = 1,...,2" jargmiselt: D, = N;E;, kus F; on kas C; voi B\ C;.
Veendu, et {Dy,..., Dyn} on hulga B tiikeldus ning et iga C; ja Dy korral kas Dy, C C;
voi Dy N C; = (. Sellest jarelda, et iga k korral

- - - k k a;, kui Dy C Cj ;
Jarelda, et iga k korral > d¥ = b. Veendu, et Y7 a;u(C; N Dy) = S0 cFu(Dy) =

bu(Dy,). Niiiid kasuta asjaolu, et {Dy, ..., Don} on hulga B tiikeldus ja néita (7.43).

3. Olgu (S,%,n) = ([0,1],B([0,1]), Leb), f = I4, kus A-koik ratsionaalarvud 1oigus
[0, 1].
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Kas f € mX?
Kas f € SF*?

Kas f € £1(S, %, ) ?

Leida [ fdpu.

Kas f on Riemanni mottes integreeruv?

4. Toestada omadused A1,A2, A3.

5.
a) Toestada definitsioonide [7.3] ja ekvivalentsus.
b) Defineerime

/ fdp = inf (S (sup £(5))u(A))}

SEA;

kus alumine raja on voetud iile hulga S koigi loplike Y-mootuvate tiikelduste.
e Toestada, et kui u{s|f(s) >0} = oo, siis [* fdu = oc.
e Toestada, et kui u{s|f(s) >a} >0 Va >0, siis [* fdu = oo.
o Kas [ fdu= [ fdu?
6. Kuulugu f € mX*. Tdestada
1) kui f =0p.k.,siis [ fdu=0;
2) kui [ fdu < oo, siis u{f = oo} = 0.
7. Toestada
1) f € L£4(S, %, ) parajasti siis, kui [ |f]du < oo
2) Integraali omadused C1, C2, C3, C4.
8. Olgu (S, %, u) = ([0,1], B([0,1]), Leb).
e Defineerime funktsioonid f, = n2I(o7n_1).
Leida flim inf,, f,dp ja lim infnffnd,u.
Kas Fatou lemma kehtib?

Kas f, - 0pk. ?

Kas kehtivad domineeritud koondumise teoreemi eeldused ja viide?

e Defineerime funktsioonid f,, = nlg,-1).

Kas kehtivad domineeritud koondumise teoreemi eeldused ja vaide?
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9. Olgu f,, € £1(S, %, 1), kusjuures sup,, [ fndu < co. Monotoonse koondumise teoreemi
kasutades ndidata, et kui f,, 7 f, siis f € £1(S,%, 1) ja [ fodp — [ fdp.

10. Olgu a,, f.,b, € mX, kusjuures a, — a p.k. b, — b pk. ja f, — f p.k. Ole-
tame, et a,,b,,a,b € L1(S,%, p), kusjuures [ a,dp — [adp ja [b,dp — [ bdu. Lopuks
oletame, et a, > f, > b, p.k. Toestada, et [ f,du — [ fdu. Jarelda domineeritud
koondumise teoreem. (Fatou lemmat kasutades néidata, et limsup, [ f,dp < [ fdu <

liminf, [ f.du).

11. Olgu f, € mXt. Toestada, et

[ fudn=3 [ o < .

12. Olgu f, € m¥X, n = 1,2,.... Toestada, et kui ) f, koondub p.k. ja leidub
g € El(sz]?/JJ) Hii, et ’ZZ:l fk’ < 9, siis fn € £1<S,E,,u) vn ja an € £1(S,E,,u),
kusjuures [ > fodu =", [ fadp.(Kasutada domineeritud koondumise teoreemi).

13. Olgu f, e m¥E, n=1,2,...ja > [|faldp < co. Veenduda, et rida > f, koondub
p'k'7 Zn fn € ‘Cl(SaZ?#) ja

|3 hudn=3 [ fudn

(Rakendada iilesannet 11, integraali omadusi ja tilesannet 12, vottes g = > |fal)-

14. Eelmisi iilesandeid kasutades toestada teoreem
(rakendada {ilesannet 11 juhul, kui f € mX37" ja {ilesannet 13 juhul, kui f in integreeruv).

15. Olgu f € m¥*. Toestada, et v(A) = [, fdu on moot. Millal v on 16plik moot?
Niidata, et v(A) =0, kui pu(A) = 0.

16. Olgu f € £,(S, %, u). Toestada, et iga € > 0 korral u{s||f(s)| > €} < oc.

17. Olgu f,g € £1(S,%, p), kusjuures [ fdu = [ gdp. Tdestada, et kui [, fdu = [, gdu
iga A € 7 korral, kus 7 on selline 7-siisteem, et o(7w) = 3, siis f = g p.k.

(Kui f, g € mXT siis rakendada teoreemi ja moodu jitkamise teoreemi. Uldisel juhul
toestada, et fT+g~ = f~+¢" pk.).

18. Olgu moodul v on tihedus A moodu p suhtes. Standardset meetodi kasutades toes-

tada

1) iga f € mE7T korral [ fdv = [ fhdpy;

2) f € L£4(S, X, v) parajasti siis, kui fh € £,(S, X, p) ja sellisel juhul [ fdv = [ fhdp
(Rakendada osa 1) funktsioonile | f]);
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3) teoreem

(Jareldub eelmisest kahest viitest, kui votta f14.)
19. Standardset meetodi kasutades toestada
1) Kui f € mE™, siis kehtib (7.34). (Toestada, et I/(T's) = Ir-14/, edasi standardne);
2) Funktsioon f € £1(S, %, uT~') parajasti siis kui foT € £;(S, %, u) ja sellisel juhul

kehtib (7.34)

(Rakendada osa 1) funktsioonile | f]);
3) Toestada teoreem

(Jareldub eelmisest kahest vditest, kui votta f14).
20. Toestada pooratud Fatou lemma.
21. Toestada tokestatud koondumise teoreem.
22. Toestada Jéreldus 7.4.
23. Olgu P, ja P, reaalteljel (so ruumil (R, B(R)) antud téendosusmoodud, p mingi

reaalteljel antud moot. Toestada, et kui moodul P; on tihedus f; moodu p suhtes, st

Cﬁzf’ = fi, 1 =1,2 ja kui P, < P, siis

AP,  f

Py fi
24. Olgu v ja u reaalteljel (so ruumil (R, B(R)) antud 16plikud méodud.
A kas v < p?
B kui jah, siis leida g_;, kui
1. v=ap, a>0.
2. v = Po(4), p = Po(2). Siin Po(\) on Poissoni jaotus parameetriga A.
3. Olgu Py(k) =1, k=1,2,3,4ja Po(k) = ¢, k=1,2,3,4,5,6.

o v="P p=P;
o v="FP, u=~r.

4. v = Ezp[l] ja u = Ezp[2]. Siin Exp[A] on eksponentjaotus parameetriga .

5. Olgu U = U[—1,1] (iihtlane), u = 36 + 2U ning v olgu: a) v =y b) v =U.

-3
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25. Olgu (S,0) = ([0, 1], B[0, 1]). Olgu funktsioon f jargmine
f(s)=14 10, kuis=2, k=11,12,...

Leida [ fdp, kui
1. u on Lebesgue’ i moot (Leb);
2. p on loendav moot;
3. pn= 85%;

4. p=1Leb+ %5% + 1013
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8  Juhuslike suuruste keskviartus, momendid, vorra-
tused

Olgu (2, F,P) toensiosusruum, X juhuslik suurus, P tema jaotus, P = PX !

Def 8.1 Integreeruva juhusliku suuruse X € L1(Q, F,P) keskvadrtuseks EX nim.
funktsiooni X Lebesque’s integraali:

EX ::/XdP:/QX(w)P(dw).

Kui X ei ole integreeruv, kuid tal on defineeritud Lebesgue’i integraal (st kas E(X ™) <
oo voi E(X™) < o0), siis juhusliku suuruse X keskvadartus EX on ikka tema Lebesgue

integraal. Seega mitteneqgatitvsel juhuslikul suuruse on keskvddrtus on alati defineeritud
EX = [ XdP < .

Seega on juhusliku suuruse keskvéirtusel koik Lebesgue’i integraali omadused. Muuhulgas

kehtivad ka koik koondumisteoreemid.

8.1 Koondumisteoreemid

Olgu X,,, X juhuslikud suurused, X,, — X p.k., s.t. P{w| X,,(w) = X(w)} = 1. Kehtivad
jargmised tulemused:

Teoreem 8.2 (Monotoonse koondumise teoreem)
Kui0< X, "X p.k., siis EX,, /" EX.

Teoreem 8.3 (Fatou lemma)
Kui 0 < X, p.k., siis EX = Eliminf, X, < liminf, EX,,.

Teoreem 8.4 (Pd6ratud Fatou lemma)
Kui0< X, <Y p.k. ja FY < oo, sits EX = Flimsup,, X,, > limsup,, £X,,.

Teoreem 8.5 (Domineeritud koondumise teoreem)
Kui | X,| <Y p.k. ja EY < oo, siis E|X, — X| — 0, millest EX,, — EX.

Teoreem 8.6 (Tokestatud koondumise teoreem)
Kui |X,| < K < o0 p.k., siis E| X, — X| = 0, millest EX,, — EX.

Teoreem 8.7 (Sheffe lemma)
E|X,| — E|X| < oo parajasti siis, kui E|X, — X| — 0.
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8.2 Juhusliku suuruse funktsiooni keskvaartus

Olgu g : R — R Boreli funktsioon. Teoreemist (seos (7.37))) teame, et juhuslik
suurus g o X on integreeruv, s.o. g(X) € L£1(Q, F,P) parajasti siis, kui g on jaotuse P
jargi integreeruv, s.o. g € L1(R, B, P). Sel juhul kehtib ((7.35)

B9(X) = [ g(x)aP = / 9(X ()P (dw) = / oa) P(ds) = [gap. (s

Juhul, kui g on samasusfunktsioon: g(z) = x, saame

EX:/XdP :/QX(w)P(dw) :/RxP(dx).

Olgu méodul P tihedus f moodu p suhtes. Siis vastavalt teoreemile [7.18| eksisteerib
[ g dP parajasti siis, kui eksisteerib [ gfdp ning need integraalid on vordsed. Seega

Bo(X) = [gap= [ gtan (5.2

8.2.1 Pidev juhuslik suurus

Def 8.8 Funktsiooni f nim. juhusliku suuruse X tihedusfunktsiooniks, kui ta on jao-
tuse P tihedus Lebesgue’i moodu suhtes. Sellisel juhul nimetame juhuslikku suurust X (ja
jaotust) P pidevaks.

Seega on f selline mittenegatiivne Boreli funktsioon, et VB € B korral
P{w|X(w) € B} = PX"'(B) = P(B) - / f(2)Leb(d) —: / (@) da.
B B

Kui juhuslikul suurusel X (mo66dul P) on tihedusfunktsioon f, siis g € £4(R, B, P) para-
jasti siis, kui fg € £1(R, B, Leb) (seos (7.38))) ja kehtib ((7.36)), s.t.

Eg(X) = P(dx) = dP = dLeb = Leb(dzx) =: dz.
o) = [ ata) Plar) = [ gap = [ gt dieb = [ gta)f(a)Leb(dn) = [ gla) fia)da
Juhul, kui g on samasusfunktsioon, saame

EX = /RxP(dx) - /Rmf(a:)Leb(dx) - /Rxf(x)dx.

8.2.2 Diskreetne juhuslik suurus

Tuletame meelde, et Boreli o-algebral antud toendosusmoot P on diskreetne, kui ta on
kujul

i=1 )
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Vastavalt definitsioonile iga A € B korral

P<A) = sz'-

;€A

Def 8.9 Juhuslikku suurust X nim. diskreetseks kui tema jaotus P on diskreetne moot.

Seega on juhuslik suurus X diskreetne parajasti siis, kui tema jaotus P on kujul (8.3),
kus
pi = P{r;} =PX 'z;) =P{w: X(w) = 2;} = P(X = 1).

f= Zpil{xi}

on mooddu P tihedus loendava moddu suhtes, siis Eg(X) eksisteerib parajasti siis kui
eksisteerib [ gfdu, kus p on loendav m6ot ning ning sellisel juhul saame seosest ((7.29)),
et

Et funktsioon

Eg(X) I/Rg(x)P(dx) :/

R

g9(z) f(z)u(dz) = Zg(:capi.

Juhul kui f on samasusfunktsioon, saame
EX = /wP dr) = E TiDi-
R (dz) -

8.3 Lemma keskvaartusest

Lemma 8.1 Olgu X mittenegatiivne juhuslik suurus. Sellisel juhul

EX = P(X > t)dt = /

[0,00) [0,00)

P(X > t)dt = / (1 — F(t))dt. (8.4)

[0,00)
Enne toestust paneme tihele

e Monotoone funktsioon on alati Boreli-mootuv, seega integraal [P(X > t)dt < oo
on defineeritud.

e Monotoonsel funktsioonil on vaid iilimalt loenduv hulk katkevuspunkte, mistottu
P(X =t) voib olla positiivne vaid loenduva arvu ¢ korral ehk

Leb{t|P(X > t) £ P(X > 1)} = 0.

Seega
/P(X > t)dt = /P(X > t)dt.
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Toestus. Standardne:

Olgu X > 0 lihtne juhuslik suurus. Siis kehtib. Selle toestus on iilesanne 5.

Olgu X mittenegatiivne juhuslik suurus, X, ~ X, kus X,, > 0 on lihtsate juhuslike
suuruste jada. Monotoonse koondumise teoreem (MON):

EX, /' EX.
Teisest kiiljest, iga t korral {X,, >t} 7 {X >t} (miks?). Moodu pidevusest jireldub, et
P(X,>t) /P(X >1t)

iga ¢ korral. MON: [P(X,, > #)dt /* [P(X > t)dt. Iga n korral (8.4) kehtib, seega
kehtib ta ka piiril. m

Jéreldus 8.1 Olgu X € £,(2, F,P). Siis

0

Pm<wﬁ:/mu—ﬂmﬁ—/ F(t)dt.

(—00,0] —00

EX = Pm>wm—/

[0,00)

Toestus. Ulesanne 5. m

8.4 Momendid
Olgu 0 < p < .

Def 8.10 Keskvdidrtust E| X |P nim. juhusliku suuruse X absoluutseks p-momendiks.

Absoluutne p-moment on alati defineeritud, kuid ei pruugi olla alati 16plik. Kui E|X|P <
oo, kirjutame X € L£,(Q, F,P).

Def 8.11 Olgu X € L,(Q,F,P), 1 < p. Juhusliku suuruse X — EX absoluutset p-
momenti E|X —EX|P nim. juhusliku suuruse X tsentreeritud absoluutseks p-momendiks.

Def 8.12 Olgu k = 1,2,... tiisarv, X € Lp(Q,F,P). (Loplikku) keskvidrtust EX*

nimetatakse juhusliku suuruse X k-momendiks.

Def 8.13 Olgu k = 1,2,... tdisarv, X € L(Q, F,P). Juhusliku suuruse X — EX k-
momenti E(X — EX)* nim. juhusliku suuruse X tsentreeritud k-momendiks.

Def 8.14 Juhusliku suuruse teist tsentreeritud momenti nim. juhusliku suuruse disper-
siooniks ja tihistatakse DX := E(X — EX)?.
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8.5 Soltumatus

Def 8.15 Juhuslike suuruste X, Y € L5(Q), F,P) kovariatsiooniks nimetatakse keskvidr-
tust
cov(YX):=E(X — EX)(Y — EY) < 0.

Teoreem 8.16 Olgu X, Y soltumatud juhuslikud suurused, kusjuures X,Y € L1(Q, F,P).
Siis XY € L1(Q, F,P) ja
E(XY)=EX)E(Y). (8.5)
Eriguhul, kui X,Y € Lo(Q, F, P), siis
cov(X,Y)=0 ja DX +Y)=DX)+ D).

Toestus. Standardne:

1) Olgu X = I4,Y = Ip; X jaY on séltumatud parajasti siis, kui seda on A ja B (miks?).
Seos on niiiid ilmne.

2) Olgu

X =) als, Y=Y bilp cSF+
i=1 =1
kus hulgad A; on l6ikumatud, hulgad B; on léikumatud, a; # @, ning b; # b; kui j # i. Et
Aj € 0(X) ja B € o(Y), siis 14, ja Ip, on soltumatud. Integraali lineaarsusest jareldub

niiiid (8.5):

Exy =5(3. Y aiblemBj> =33 abP(A:N By)
i=1 j=1 i=1 j=1
= a;bP(A)P(B)) = (> aP(4)) (D _bP(B)) = EXEY.
i=1 j=1 =1 7=1

On ka selge, et kui EX < oo ja EY < o0, siis E(XY) < 0.

3) Olgu X,Y € mF+. Olgu X,, /* X,Y, 7Y lihtsate mittenegatiivsete funktsioonide
jadad nagu teoreemis[L.5 Et X, € mo(X) jaY, € mo(Y') (miks?), siis iga n korral on X,
ja Y, soltumatud (miks?). Monotoonse koondumise teoreemist jéreldub kusjuures
seostest EX < oo ja EY < oo jéreldub E(XY) < oc.

4) Olgu XY € L1(, F,P). Seega E|X| < o0 ja E|Y| < 0o ehk EXT < 00, EX™ < 00,
EYt <00, EY™ < oco. Niiiid |X]| ja |Y] on soltumatud (miks?) mittenegatiivsed juhus-
likud suurused, mistottu E|XY | = E|X||Y| = E|X|E|Y| < oo ehk XY € L1(Q, F,P).
Mittenegatiivsed funktsioonid X+, X~ € mo(X), Y, Y~ € mo(Y) (teoreem [1.9). Seega
on koik paarid X, Y™, XT. Y, X~ Y, XY~ soltumatud. Keskviartuse lineaarsus-
est saame

E(XY)=E(X* =X )(Y*—Y ) =E(X*Y* - X Y* - X'V~ 4+ X V")
— EXYEY*—EX EY*—EXYEY™ 4+ EX EY"
— (EXt —EX ) (EY' — EY") = EXEY.
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Kui X € £,(Q, F,P), siis iga konstandi a € R korral X —a € £,(2, F,P), sest | X —a| <
| X| + |a| € L1(Q, F,P). Seega, kui X,Y € £,(Q,F,P), siis (X — EX), (Y — EY) €
L1(2,F,P). On ka selge, et kui X,Y on soltumatud, siis (X — EX), (Y — EY) on
soltumatud (miks?). Seega E|(X — EX)(Y — EY)| < oo ning kehtib (8.5):

E(X — EX)(Y — EY) = E(X — EX)E(Y — EY) = 0.

Mirkus. Teoreemist jireldub, et soltumatute X,Y € £,(Q2, F, P) korral XY € £,(Q2, F,P).
Soltuvate juhuslike suuruste X, Y € £4(Q, F, P) korral ei pruugi aga XY olla integreeruv
(tooge kontraniide).

8.6 Vorratused

X on juhuslik suurus.

Teoreem 8.17 (Markovi vorratus)
Olgu g : R — [0, 00), mittekahanev Boreli funktsioon, ¢ > 0. Siis

Eg(X) > g(c)P(X > ¢).

Toestus.
By = [o0XeP@) 2 [ gx@)p()
- [ 9(e)P(dw) = g(c)P{w : X (w) = c}.
{wiX (w)>c}
| |

Jireldus 8.2 (T8ebosevi vorratus)
Olgu ¢ > 0, X € Lo(Q2, F,P). Siis

‘ -
<

P(IX — EX|>¢) <

R
c
Toestus. Jareldub Markovi vorratusest, kui votta

(z) = 2%, kuiz > 0;
IT=N 0, mujal.
ja kui X rolli votta | X — EX|. m

Teoreem 8.18 (Jenseni vorratus).
Olgu g kumer funktsioon, kusjuures E|g(X)| < oo ja E|X| < co. Siis

Eg(X) > g(EX).
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Toestus. Tuleta meelde kumera funktsiooni definitisioon. Kumeral funktsioonil g on
omadus:
VyeR dm(y) eR: g(z)—gly) =2my)(z—y), VrekR.

(m(y) = ¢'(y), kui viimane eksisteerib).
Olgu y = FX € R. Iga w € Q korral

9(X(w)) — g(EX) = m(EX)(X(w) - EX),
Vota keskvidrtus ja jirelda, et Eg(X) —g(EX)>0.m
Teoreem 8.19 (Holderi vorratus)

Kuulugu X € L,(Q,F,P), Y € L,(Q, F,P), kusjuures p > 1, ¢ > 1, p~ ' + ¢+ = 1. Siis
XY € £(Q,F,P), kusjuures

Q=

E|XY| < (E|X]P)¥ (E|Y]7)

< 0.

Toestus. Kasutame asjaolu, et kui a,b > 0, siis

T Xl

ab < v + —

p q
(E. Oja, P. Oja "Funktsionaalanaliiis" lk. 11).
Seega iga w € () korral

X@Y@|  _ XE@I Y@l X@P | Y@

1

(BIXP)r (BlY|)s  (B|X]P)? (B[y|)s  (BIXP)p - (EY]9)q
Keskvaartuse monotoonsus:

E|XY] EXPP  ElyP 1 1
1 1 S + =—-+-=1
(E|X|P)? (E|Y]e)® p(EIX[P)  q(E|Y]?) p ¢

Jireldus 8.3 (Cauchy-Bunjakovski-Schwarzi vorratus)
Olgu X € Lo(Q, F,P) jaY € Lo(Q, F,P). Siis XY € L1(Q, F,P), kusjuures

EXY < EIXY|<VE|X]2PVE|Y]? < 00

Teoreem 8.20 (T8ebosev-Cantelli vorratus)
Olgu ¢ > 0, X € Lo(Q, F,P). Siis

DX
P(X —EX >¢) < —22
( 2= DX
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Toestus. Uldisust kitsendamata eeldame, et EX = 0 (veendu, et iildisust pole kit-
sendatud). Siis
c=F(c—X) < Elixcy(c—X).

Cauchy-Bunjakovski-Schwartz:

¢ < B(Iixag (e — X)) < /Elxen)?VEE — X7,

millest
? < E(c—X)’El{x .y = E(c— X)’P(X <¢) = (DX + *)P(X < o).

Seega
2

C
- P(X<o)<1-—"
(X <a=1-Fpx
| |

Teoreem 8.21 (Ljapunovi vorratus)
Kui0<p<rijoaXeLl,(QFP),sisX eL,(2FP)ja

1
"< Q.

1
(EIXIP)? < (BIX])
Toestus. Piisab, kui niitame, et
(B|XP)» < B|X|" < co. (8.6)

Kui kehtib, siis F|X|P < oo ja vorratus kehtib.
Defineerime

Yo(w) := (min{| X (w)], n})".

Seega E|Y,| < n? < co. Vaatleme kumerat funktsiooni g(z) = |z|r. Seega g(Y,(w)) =
Yo(w)r < n” millest Eg(Y,) <n" < oco.
Rakendame Jenseni vorratust:

(EY,)» = g(BY,) < Bg(Y,) = E(Y,)» = E(min{|X|,n}") < E|X|".
Et Y, /| X|P, siis MON: EY, 2 E|XP. Jarelikult (EY,)» 2 (E|X[P)» < E|X|". =

Teoreem 8.22 (Minkowski vorratus)
Kui XY € L,(Q,F.P), p>1, siis X +Y € L,(Q, F,P), kusjuures

1 1 1
(EIX +YP)r < (E|X|P)" + (E]Y]P)» < o0
Toestus. Koigepealt paneme tdhele, et suvaliste reaalarvude x ja y korral

o+l < (o] + )" < 2(2] Vv IyD)" < 22" v [yP) < 27 (|2 + [yl
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millest saame, et, kui X,Y € £,(Q,F,P), siis E|X + Y|P < 2?E(|X|P 4 |Y|’) < oo ehk
X+Y el,(QFP).
Olgu pt+q¢t=1,st (p—1)g=p. Olgu

1

A= (BIX+Y])".
Kasutame Hoélderi vorratust:
B X+YP<B(X|X+Y[P 4+ |Y||X +Y[Ph
<(BIXP)? (E|X +Y|®D9) s (B|Y ") (B|X + Y|e-D7)s
=[(EIX[")7 + (B|Y[")?] A.

Kui A =0, siis X +Y = 0 p.k. (miks?) ja vorratus kehtib triviaalselt. Seega eeldame, et
A > 0, millest

L EIX Y
A

(Blx +Y7) < (E|X|")7 + (E|Y|P)5.

Markus Minkowski vorratusest ja integraali omadustest jareldub, et
1
X1, := (EIX]7)»

on poolnorm ruumis £,(2, 7, P). Faktoriseerides selle ruumi ekvivalentsisieose p.k. jargi
(s.t. peaaegu kindlasti vordsed juhuslikud suurused on iiks ja sama element), saame
normeeritud ruumi, mida harilikult tahistatakse L,(Q, F, P). Saab néidata, et L,(2, F, P)
on tiielik ruum, seega on ta Banachi ruum.

8.7 Kontsentratsioonivorratused

Olgu X1,..., X, soltumatud juhuslikud suurused, X; € £L5(Q, F,P), D(X;) = o2,

Tsebosevi vorratusest jareldub, et iga ¢ > 0 korral

no 9
P(\Sn — ES,| > C)S M

c2

(tilesanne 23).
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8.7.1 Kolmogorovi vorratus
Jérgnev teoreem tapsustab vorratust (8.7)).

Teoreem 8.23 (Kolmogorovi vorratus)
Olgu X1, ..., X, soltumatud juhuslikud suurused, EX; =0, DX; =0? <oo,i=1,...,n.
Defineerime Sy .= X1+ ...+ Xp. Kui c >0, siis

2

P(max |Sk| > ¢) < D(S) _ il

1<k<n c? c?

Toestus. Ay := {|S1]| < c}N{|S:] <c}n---N{|Sk_1| < e} N{|Sk| > ¢}, k=1,...,n.
Hulgad A; on loikumatud.

D(S,) = BS? = / S2dP > Z/ S2dP = Z/ (S + (S, — Sy))2dP
Q k=1 " Ak k=1 Y Ak

= Z/A [Sk +2(Sn — Sk)Sk + (Sn — Si)?|dP > Z/A [S2 +2(S,, — Sy)Sk]dP.
k=1 "k k=1"Y "%

Paneme téhele, et Ay € o(Xy, ..., Xx). Samuti S, € mo(Xy,..., X}). Teisest kiiljest aga
Sp— Sk = Xgp1+ -+ X, on 0(Xgqq, ..., X,)-mootuv. Et Xp,..., X, on sdltumatud
juhuslikud suurused, siis o(Xy,..., Xy) ja 0(Xgi1,...,X,) on soltumatud o-algebrad
(vaata Kolmogorovi 0-1 seaduse toestus). Seega teoreemist jareldub

/ (Sn — Si)SpdP = / SydP /(sn — S)dP =0
Ay Ak

(iilesanne 7). Kokkuvottes,

D(S,) > /A SpdP > " PP(Ay) = P(A),
k=1 k k=1

kus
A={w: Zax. |Sk(w)| > ¢} = UL_, An.

8.7.2 Hoffdingi vorratus
Jérgnevalt tildistame vorratust (8.7):

Dy OF
P(5, — B8] > o)< =17
teises suunas. Selleks defineerime
no 2
o2 Zi:l 0; (8.8)
n



ja esitame(8.7) kujul

(-S> )e 5

Erijuhul, kui EX; = 0 ja DX; = 0 iga i = 1,...,n korral, saame

(\_\ )< 5o ol (8.9)

Seosest tuleneb, et P(‘Sn—"| > e = O(n™1), kuid tihti jadb sellest viheks.
Jargnevast teoreemist jareldub, et kui juhuslikud suurused X; on tokestatud, siis
Sn
P(|—| >
(15> 9
kahaneb eksponentsiaalselt. See on viga kasulik rakendustes. Alustame abitulemusest.

Lemma 8.2 Olgu X selline juhuslik suurus, et EX =0 ja a < X(w) < b Vw. Siis iga

s > 0 korral
s (b a)2

E(e™*) <e
Toestus. Funktsioon z — e** on kumer, st iga A € [0, 1] korral kehtib vorratus
exp[s(Aa + (1 — A)b)] < Aexp[sa] + (1 — A) exp[sb],
millest A = 7=7 korral saame (v = Aa + (1 — \)b)

b—=x r—a
e‘”gb esa+b e, a<z<b.
—a —a

Et EX =0, siis

b
E(esX) < - aesa . ; f aesb _ (1 _p+p€s(b—a))e—ps(b—a) —. ed)(u)

Y

kus p=—3%, u=s(b—a)ja(l—p= ;%)

a’

d(u) = —pu + In(1 — p + pe*).
Nitid

N p

millest ¢'(0) = ¢(0) = 0. Teine tuletis avaldub

u

11 o p(l—p)e 1
P e A E S T

Taylori valemist saame, et mingi 6 € [0, u] korral kehtib

s2(b— a)2‘

o(u) = ¢(0) + ug'(0) + 5 ¢"(6) < ==
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Teoreem 8.24 (Ho6ffdingi vorratus)
Olgu X1, ..., X, soltumatud tokestatud juhuslikud suurused, kusjuures a; < X; < b; p.k.
Siis 1ga ¢ > 0 korral kehtivad vorratused

P(S, — ES, > ¢)< exp [_ o écf_ a-)Q} (8.10)
P (S, — ES, < —c)< exp[— S (ché_ a~)2] (8.11)

Seega

2c2 }
Z?:1 (bi - ai)z .

Toestus. Toestus pohineb nn. Tiernovi meetodil. Olgu s > 0. Markovi vorratusest
tuleneb, et iga juhusliku suuruse X korral

P(|Sn — ES,| > c)§ 2 exp [—

EesX

P(X>c¢)= P(eSX > esc> <

esc :

TsSernovi meetodi idee on leida selline s, et vorratuse parem pool oleks voimalikult viike.
Rakendame iilaltoodud vorratust juhuslikule suurusele S,, — ES,, ja saame

P(Sn — ES, > c) <e *FE (exp [s i(Xl - EXZ)i|)

1

— e E (H exp [S(Xi — EXl)})
i=1
_ e—scHE<68(Xi—EXi)>

@
I
—

5250 (b;—a;)?
e 8

222 — ai)’
[—sc+sz< )}

8

Teine vordus tuleneb séltumatusest, teine vorratus lemmast [8.2] Vottes nitiid

= exp

4c
> (bi —a;)*’

S =

saame )
2c

Sl —a?

Teine vorratus jareldub esimesest vorratusest, kui X; rolli votta —X; (iilesanne 25). m

P(Sn — ES, > c) < exp[—
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Jareldus 8.4 Olgu X,..., X, soltumatud juhuslikud suurused, kusjuures —a < X; < a
2
> E) < Qexp[—n

ja EX; =0. Siis
S
P(‘_n 242 '
n 2a2]

Paneme téhele, et Hoffdingi vorratuses ei kasutata juhuslike suuruste dispersioone. Intu-
itiivselt on aga selge, et kui S,, dispersioon on viike, siis peaks seda olema ka P(|Sn—"| > e).
Jargnev vorratus annab Hoffdingi vorratusest parema tokke juhul, kui 5, dispersioon on
viike.

Teoreem 8.25 (Bernsteini vorratus)
Olgu X1, ..., X, soltumatud juhuslikud suurused, kusjuures X; < a p.k. ja EX; = 0. Olgu
o? defineeritud seosega . Siis
Sh 2
P(— > e) < exp[—ne—}. (8.12)

n 202 + %ae

Bernsteini vorratust on ka voimalik toestada T8ernovi meetodil.

Vorratusest (8.12) jareldub, et kui X; > —a p.k., siis

2

S, €
P(% < ) sewln 400 ]
n €)= eXp[ n202 + %ae]

Seega, kui —a < X; < a p.k., siis

P<|S”|> ) < 2exp <
——| > € exp|—n—-———|.
n - P 202—1-%@6

Niide: Olgu B ~ B(p,n) (binoomjaotusega). Siis Hoffdingi vorratusest jareldub
B 2
P(— —p> e> < exp[—2¢e°n] (8.13)
n

ning Bernsteini vorratusest jareldub
€n
2(1=p)p+3)

mis vaikse p ja € korral voib olla parem. Tegelikult pole see veel koik: kui p > %, kehtib
veel paremgi vorratus (ja ka seda saab toestada TSernovi meetodil):

! (8.14)

B
P(— —p> e) < exp[—
n

e’n

2p(1 - p)

Margime veel, et koige parema vorratuse annab nn suurte hdlvete printsiip:

B 1
P<— —p> 6) < exp[— ], kuip> 3 (8.15)
n

P(%—p>e> < exp [—n((p—i—e)lnpze+(1—(p+e))ln%p;€)>] (8.16)

Vorratus (8.16) on koige tdpsem, seda parandada ei saa.
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8.7.3 McDiarmidi vorratus

Selgub, et Hoffdingi vorratust saab iildistada ka selles suunas, et summa on asendatud
mingi teise funktsiooniga, mis rahuldab tingimust: i-nda argumendi muutmine (m&&ramispi-
irkonna raames) ei tohi muuta funktiooni vddrtust rohkem kui konstandi vorra. Sisuliselt
tdhendab see tingimus, et iiksikul argumendil pole liiga suurt moju.

Teoreem 8.26 (McDiarmidi vorratus)
Olgu X1, ..., X, soltumatud juhuslikud suurused, kusjuures juhuslik suurus X; votab vadr-
tusi hulgas A;. Oletame, et funktsioon f: Ay X --- X A, — R rahuldab tingimust

sup ‘f<x17..-7xn)_f(x17"'7xi*17x;7xi+17'"7'xn>’SAi’ Z:l,,n
T,y T, T EA;

Siis 1ga ¢ > 0 korral

22

P<|f(X17aXn) - Ef(lean)| Z C> S 2€Xp[— n—z}
>ic1 A
Kui votta f(z1,...,2,) =Y.~ @, siis McDiarmidi vorratusest jareldub Hoffdingi vorra-
tus (iilesanne 28).
Naiited:
1. (Kohvrite pakkimine (bin packing)) Olgu z,...,x, arvud vahemikust [0,1] (st
x; € [0,1]). Olgu k minimaalne tdisarv nii, et arvud zi,...,x, saab jagada k
gruppi ja igas grupis olevate arvude summa, pole suurem kui 1. Arve xq,...,z, voib

késitleda pakitavate asjade ruumaladena ja k£ on minimaalne pakkimiseks vajalik
kohvrite arv kui iga kohvri ruumala on 1. Olgu niitid asjade ruumalad juhuslikud,

st Xi,...,X, on [0, 1]-vidrtuselised soltumatud (kuid mitte ilmtingimata sama jao-
tusega) juhuslikud suurused. Olgu K,, minimaalne kohvrite arv. On selge, et K, on
Xq,..., X, funktsioon ja seega juhuslik suurus. Samuti on selge, et iihte argumenti

(tihe asja ruumala) muutes muutub kohvrite arv maksimaalselt iithe vorra. Seega
A; =1 ja McDiarmidi vorratusest saame kohe: kui € > 0, siis

P(|K, — EK,| > en) < 2exp|—2¢°n].

2. (Pikim iihisjada (longest common subsequence)) Olgu A diskreetne hulk — téhestik —

ja Ty, ..., Tn, Y1, .., Yn Kaks teksti, st x;,y; € A. Pikim iihisjada on suurim taisarv
k, mis rahuldab tingimust: leiduvad indeksid i1 < i5 < ... < igjaj; < Jo < ... < Jk
nii, et x;, = v;,, | = 1,..., k. On selge, et muutes tekstis x1,...,x, iihte téhte,

muutub iihisjada pikkus maksimaalsest iihe vorra. Sama kehtib arusaadavalt teise
teksti kohta. Olgu L(xy,...,%,; 91, ..., y,) pikima {ihisjada pikkus. Oletades niiiid,
et tdhed Xy,...,X,,Y:,...,Y, on soltumatud juhuslikud suurused, saame, et ka
pikima iihisjada pikkus, olgu see L, := L(Xy,..., X,;Y7,...,Y,), on juhuslik suu-
rus. Pane tdhele, et L, on 2n soltumatu juhusliku suuruse funktsioon. McDiarmidi
vorratusest saame aga, et kui ¢ > 0, siis

2

P(|L, — EL,| > ¢) < 2exp]| n] (8.17)
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Kontsentratsioonivorratuste abil saame hinnata tilalt juhuslike suurusete tsentraalseid mo-
mente isegi siis, kui keskvédrtus pole teada. Néiteks vorratusest (8.17) saame iga r > 0

korral
2

P(|L, — EL,|" > ¢") < 2exp[- ],
n

millest (¢ = x)
2

w

P(|L, — ELy|" > x) < 2exp[—

Lemma keskviartusest annab niitid hinnangu

E|L, — BL,|" = / P(|L, — EL,|" > z)dz < 2/ exp|—
0 0 n

1

. 2
Muutuja vahetus x*n~" = u annab

2
T

2/ exp[—x
0 n

Vottes r = 2, saame DL, < 2n.

8.7.4 Kontsentratsioonivorratused ja vahemikhinnangud

Kontsentratsioonivorratusi saab kasutada mitteasiimptootiliste vahemikhinnangute lei-
dmiseks jaotuse keskviirtusele. Toepoolest, olgu Xy,..., X, soltumatud ja sama jao-
tusega juhuslikud suurused (juhuslik valim), soovime leida kahepoolset usaldusintervalli
keskvadrtusele EX; = p. Olgu meil niiiid kontsentratsioonivorratus kujul

P(\%—u\ Ze) < (e, n), (8.18)

kus vorratuse parem pool d(e,n) ei soltu keskvdartusest p ja on iga n ja € korral leitav.
Olgu 1 — « etteantud usaldusnivoo. Vottes e(a, n) nii, et

d(e(a,n),n) = a,

saame usaldusintervalli kujul

Sn
— =+
" e(a,n),
sest (8.18)) on niiiid
Sy Sn
P(7 —clam) Sp< 2ty e(a,n)) >1-d(e(a,n),n)=1—a.  (8.19)

Juhul, kui nende juhuslike suuruste dispersioon on teada voi iilalt hinnatav, annab lihtsa
kuid viiga jimeda hinnangu T&eboSevi vorratus. Toepoolest, olgu D(X;) = 2. Siis (8.18)

on
2

P12 > )< 7 (8.20)

)
E2

119



millest
i 8.21
e(a,n) = — (8.21)
Kui aga on teada, et juhuslikud suurused X; on tokestatud, st leiduvad —oco < a < b < 00
such that a < X; < b, siis on mottekas kasutada Hoffdingi vorratust. Sellisel juhul (8.18)

on

2ne?

oo’

e(a,n) = (b—a)/ 12—5 (8.22)

Niide: Olgu valim Bernoulli jaotusega, st X; ~ B(1,p) ja hinnatav keskvadrtus seega p.
Sellisel juhul ¢? = p(1 — p) < 1 ning seega (8.20) on

P(\% —pl = e) < 2exp|—

millest

S o?
P)—”— >><—< 24)-1,
(3 w2 ) < 25 < et
millest (8.21) on
(m) =1/ —
e(a,n) =/ —.
’ 4an

Bernoulli jaotusega juhuslikud suurused on tokestatud, st 0 < X; < 1, mistottu voime
kasutada Hoffdingi vorratust vottes a = 0 ja b = 1. Seega (8.22)) on

In 2
e(a,n) = \/2—;.

Paneme tidhele, et saadud vahemikhinnangud on mitteasimptootilised, st kehtvad iga n
korral. See on sellepérast, et seos kehtib ka kuitahes voikese n korral. Tosi, liiga
viikese n korral ei pruugi hinnangul olla siigavat motet, st vahemik on liiga lai, kuid
ta on alati korrektne. Aslimptootilised vahemikhinnangud kehtivad alati vaid "piisavalt
suure" n korral. Lihtne, normaaljaotuse ldhendil pohinev asiimptootiline vahemikhinnang
Bernoulli jaotuse parameetrile on kujul

2
SN i VY
n 2V n n 2V 4n

kus Aa on normaaljaotuse $-kvantiil ning oleme jélle kasutanud dispersiooni hinnangut
o2 < %. Vordleme saadud hinnanguid olulisuse nivool 0.95, st a = 0.05. Siis /\% =1.96
ja ln% ~ 3.68 mistottu asiimptootiline, Hoffdingi vorratusel ja TseboSevi vorratusel

pohinevad vahemikhinnangud on vastavalt

n 1 n 1 n 1
S—i0.98\/j, S—i1.36\/j, S—i2.23\/:
n n n n n n
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Néeme, et asiimptootiline vahemikhinnang on koige kitsam ja arusaadavalt ei saa see
kuidagi olla teisiti. Hoffdingi vorratus annab ligikaudu 1.4 korda laiema vahemiku, kuid
Tsebosevi vorratus annab juba iile kahe korra laiema vahemiku. Samas Hoffdingi (loomu-
likult ka T8ebodevi) vorratusel pohinev vahemik kehtib iga n korral.

Loomulikult saab vahemikhinnangute konstrueerimiseks kasutada ka teisi kontsentrat-
sioonivorratusi. Véga tihti, eriti tehisoppes (machine learning) kasutatakse McDiarmidi
vorratusel pohinevaid usalduspiire.

8.8 Ulesanded

1. Olgu (2, F,P) = ([0,1], B, Leb). Leida EX, kus

1) X(w) =w?

2) X(w)=w-—0,5.

2. Olgu X € £,(Q, F,P), kusjuures EX = a ja E|X| =b.

1) Millist tingimust peavad konstandid a ja b rahuldama, et see saaks nii olla?
2) Leida Fmax{0, X} ja Emin{0, X'}.

3. Olgu X, Y soltumatud diskreetsed juhuslikud suurused, mille vidrtused on mittenegati-
ivsed taisarvud. Toestada, et

1) EX = 37, P(X > 1)
2) Emin{X,Y}) = %, P(X > i)P(Y > ).
4.

1) Kuulugu X € £,(Q, F,P). Domineeritud koondumise teoreemi kasutades toestada,
et

lim | X|dP =0

70l X @)]>1)

2) Kuulugu X € £,(Q, F,P) (p > 0). Toestada, et
1tlirn t"P{w]| X (w)| >t} = 0.
—00

5.
1) Toestada lemma [8.1] lihtsate juhuslike suuruste korral.
2) Monotoonse koondumise teoreemi ja tulemust 1) kasutades toestada lemma [8.1]

3) Kuulugu X € £;(Q, F,P). Lemmat [8.1] kasutades tdestada, et

0

PM<ﬂﬁ:/mQ—ﬂmﬁ—/ F(t)dt.

(—00,0] —00

EX = P(X > t)dt —/

[0,00)
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6. Olgu X1, ..., X, sdltumatud juhuslikud suurused, kusjuures X; € £;(2, F,P). Toesta-
da, et X;--- X, € £L1(Q, F,P) ja

E(Xi---X,)=EX,-- EX,.

7. Olgu X, Y 1oplike keskviirtustega soltumatud juhuslikud suurused, A € o(X). Toesta-
da, et [, XYdP = [, XdPEY. Jéreldada, et

/ YdP = P(A)EY.

8. Olgu X selline positiivne juhuslik suurus, et EX? < oo, kus p < 0. Toestada, et

limt?F'(t) = 0.

t—0

9. Olgu X € £,(Q, F,P). Toestada, et iga X korral
max{z, FEX} < Emax{x, X} < occ.

10. Olgu XY € £4(Q,F,P) jaotusfunktsioonidega vastavalt F' ja G. Olgu =z > 0.
Toestada, et

/00(1 _ ()t < /Oou — G(t))dt

parajasti siis, kui £ max{z, X} < Fmax{z,Y}.

11. Olgu X mittenegatiivne lihtne juhuslik suurus vééartuste hulgaga {a, ..., a,}. Toes-
tada, et
. n+1
1) lim,, Eg((Tn)) = max{ay,...,an},

2) limn(E(X”))% = max{a,...,0n}-
12. Olgu XY soltumatud, kusjuures EX =1, FY =2, DX =1, DY = 4. Leida
1) BE(X?24+2Y?2 - XY —4X +Y +4).
2) E(X+Y +1)

13. Kuulugu X,Y € £5(Q, F,P). Cauchy-Bunjakovski vorratust kasutades toestada, et

(VDX —VDY)? < D(X +Y) < (VDX + VDY)

14.

1) Olgu X selline juhuslik suurus, et 0 < X < 1 p.k. Toestada, et X € Lo(Q2, F,P),
niidata, et DX < FX.

2) Olgu X selline juhuslik suurus, et |X| < ¢ p.k.. Toestada, et DX < cFE|X]|.
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15. Olgu Xi,..., X, paarikaupa soltumatud juhuslikud suurused. Toestada, et

D(Zn Xn) = Z D(Xn)

16. Kuulugu X,Y € £Lo(Q2, F,P), kusjuures X ja Y on soltumatud.
1) Toestada, et DXY > DXDY.

2) Milliseid tingimusi peavad juhuslikud suurused X ja Y rahuldama, et kehtiks vordus
DXY = DXDY.

17. Olgu X selline juhuslik suurus, et EX = 0. Toestada, et E|X| < 1(D(X) + 1).
(Leida F(]X|—1)%).

18. Olgu X € £,(Q, F,P), p > 0. Toestada, et lim, o, F|X + a’ = co. (Kasuta Fatou
lemmat).

19. Olgu p > 2 paarisarv, ay,...,a, € Rja Xi,..., X, olgu sellised juhuslikud suurused,
et E(X;)? = 0% < oo.

1) Jenseni vorratust kasutades toestada, et (> a;)P < nP~1>" dl.

2) Jireldada, et E(X; + -+ + X,,)? < nc?

20. Olgu X, Y € L,(2, F,P). Téestada, et aX +bY € L,(Q, F,P), kus a,b € R.

21. Toestada, et DX = min, E(X — a)%.

22. Toestada Tsebosevi vorratus.

23. Toestada (8.7)).

24. Seosest (8.10]) jareldada (8.11]).
25. Toestada (8.13) ja (8.14).

26. Olgu P, (Q reaalteljel antud toendosusjaotused, p olgu samuti reaalteljel antud o-
16plik moot. Olgu f ja g moodtude P ja @ tihedused moodu p suhtes, st % = fja

% = g. Toestada

D(PIQ) = [ (22) st = .

27. McDiarmidi vorratusest jareldada Hoffdingi vorratus.

28. Olgu N juhuslik suurus, nii, et P(NV € N) = 1. Olgu X, X, ... iid juhuslikud
suurused, £X; = 0 ja DX; = o2 Toesta, et iga m € N ja e > 0,6 > 0 korral
(Sk = X1+ + Xj)

a2om

P(]SN—Sm\>e>§2 +P(\%—1]>5).

€2
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9  Juhuslike jadade koondumised

Olgu X ~ P, X; ~ P, X5 ~ Py, ... toendosusruumil (2, F, P) antud juhuslikud suurused
jaotusfunktsioonidega vastavalt F, Fy, F, .. ..

9.1 Koondumistuiibid

Def 9.1 Juhuslke suuruste jada Xy, Xo, ... koondub juhuslikuks suuruseks X peaaegu
kindlasti, kui
P{w|X,(w) - X(w)} = 1.

Peaaegu kindlasti koondumist tahistame: X,, — X p.k..

Def 9.2 Juhuslike suuruste jada X1, Xo, ... koondub juhuslikuks suuruseks X toen#o-
suse jirgi, kui Ve > 0 korral

P{w| | X, (w) — X(w)| > €} =0, n— oo.

Toendosuse jiargi koondumist tahistame: X, 5 X

Def 9.3 Juhuslike suuruste jada X1, Xs, ... koondub juhuslikuks suuruseks X p-keskmise
mottes (p > 0), kui E|X,, — X|P — 0.

Koondumist p-keskmise mottes nimetatakse ka koondumiseks ruumis £, (€2, F, P) ja tihis-

tatakse: X,, & X. Olgu 6eldud, et koondumine E|X,, — X[’ — 0 ei pruugi ilmtingimata
tdhendada. et X,, X € L£,(Q, F,P), kiill aga kuulub sinna X,, — X, vdhemalt mingist
n-st alates.

Def 9.4 Juhuslike suuruste jada X1, Xs,... koondub juhuslikuks suuruseks X jaotuse
jargi, kus

19a funktsioont ' pidevuspunkti x korral.

Jaotuse jérgi koondumist tdhistame: X,, = X voi X, '

Seega X,, = X parajasti siis, kui P,(—oo0,z] — P(—o00,z] iga sellise x korral, kui
P{z} = 0. Erinevalt peaaegu kindlasti koondumisest, p-keskmise mottes koondumis-
est ja toendosuse jirgi koondumisest omab jaotuse jirgi koondumine motet ka siis, kui
juhuslikud suurused X,, on defineeritud erinevatel toendosusruumidel.
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9.2 Peaaegu kindlasti koondumine

Teoreem 9.5 Jargmised vaited on samavddrsed

1) X, = X p.k.

2) iga € >0 korral P(|X,, — X| >¢€ i.0.) =0

3) iga € >0 korral P(Ups>m{|Xn — X| > €}) = 0, kui m — oo
4) iga € > 0 korral P(sup,,s,, | X, — X|>¢€) — 0, kui m — oc.
Toestus. Defineerime hulgad

An(€) := {w [Xn(w) = X(w)| > €},
Ale) = limnsup Ap(e) =N Upsm Anle) = {w| [ Xn(w) — X(w)] > €i.0.}

A= {w|X,(w) = X(w)}.

Kui €, < €9, siis A(e;) D A(ez), millest UsoA(e) = UL A(2).

%

1)= 2): A° = UoA(€). Seega P(A°) =0 = P(A(¢)) =0 Ve > 0.
2)= 1): A° = UesoA(e) = U2 A() € F. Kui P(A(e)) = 0, Ve > 0, siis P(A°) = 0.
2)< 3): iilesanne 2.
3)< 4): Pane tihele, et iga n korral
Unsm{|Xn — X| > €} = {sup | X,, — X| > €}
n>m
u

Jareldus 9.1 Kui ) P(|X, — X|>¢€) < oo, Ve > 0, siis X,, = X p.k.
Toestus. BC 1 ja Teoreem 9.5 (iilesanne 4.). =

Jareldus 9.2 Kui X, — X p.k., siis X, = X.

Toestus. Teoreemist [9.5 jireldub, et Ve > 0 korral P(A,(¢)) — 0 (iilesanne 5). m

9.2.1 Cauchy jada
Arvjada {z,} on koonduv parajasti siis, kui ta on Cauchy jada (fundamentaaljada):
Ve >0, IN:|zp—x| <e kuivaid k,I> N.

Olgu
B = {w[{Xn(w)} on Cauchy jada}.

Teame, et B € F (lemma [4.5¢)). Et A C B, siis koondumisest X,, — X p.k. jireldub,
et P(B) = 1.
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Teisest kiiljest, kui P(B) = 1, siis 3 juhuslik suurus X nii, et X,, — X p.k. Toepoolest,
defineerime X : 2 — R jargmiselt

X(w) lim, X, (w) kuiw € B,
w) =
0 mujal.

Jarelduse pohjal X on juhuslik suurus, sest X,/p(w) — X (w) iga w korral; definit-
siooni kohaselt X,, — X p.k. Seega juhuslike suuruste jada {X,} koondub peaaegu

kindlasti (mingiks juhuslikuks suuruseks X) parajasti siis, kui ta on peaaegu kindlasti
Cauchy jada (s.t. P(B) =1).

Jargnev teoreem annab mone piisava ja tarviliku kriteeriumi selleks, et P(B) = 1.
Teoreem 9.6 Jargmised vaited on samavadrsed

1) {X,} on p.k. Cauchy jada

2) iga € > 0 korral P(Ugsm{| Xk — Xi| > €}) = 0, kui m — oo

3) idga € > 0 korral P(supy >, | Xx — Xi| > €) =0, kui m — oo

4) idga € > 0 korral P(supysg | Xmir — Xin| > €) = 0, kui m — oo

Toestus. Defineerime hulgad

Bi(e) = {w| [Xi(w) = Xi(w)| > €},
B(E) = ﬂ;’le Uszm Bk,l(e).
Kui € < e, siis B(e1) D B(ez), millest UeoB(e) = U2 B(3).
Kui arvjada {x,} pole Cauchy jada, siis leidub ¢ > 0 nii, et iga n korral leiduvad sellised
k1>, et oy — 2| > €. Seega B¢ = UesoB(€) = U2, B(1), millest jireldub 1) < 2).
2)& 3): iilesanne 6.
3)< 4): Iga arvujada {x,} korral kehtib

SUP [Tk — Tp| < SUD [Tk — Tpgt| < 28U [Tk — T
k>0 E,1>0 k>0

Toodud vorratuste ahel toestab, et 3)< 4) (iilesanne 7). m

126



9.3 Toeniosuse jargi koondumine

Meeldetuletus: Olgu {z,} arvjada. Kehtivad véited:

1. Kui jada koondub piirvadrtuseks x, siis selle jada iga alamjada koondub samaks
piirviartuseks.

2. Kui jada {x,} igal alamjadal leidub vihemalt iks koonduv alamjada (seega esialgse
jada alam-alamjada) ja iga sellise koonduva jada piirvadrtus on x, siis koondub ka
esialgne jada piirviartuseks x.

Toestame viite 2. Oletame vastuviiteliselt, et jada {x,} igal alamjadal on arvuks x
koonduv alamjada, kuid z,, 4 x. Seega |z, — x| /4 0. Vastavalt arvjada koondumise
definitsioonile leidub € > 0 nii, et |z, — x| > € i.0.. Teisisonu, leidub mingi alamjada
{zy, } nii, et |z, — 2| > eiga k =1,2,3... korral. Vastavalt eeldusele aga leidub alam-
jadal {z,, } omakorda arvuks = koonduv alamjada {z,, }. See aga téhendab, et leidub [,
nii, et [z,, — x| <e kuil>l,. Saime vastuolu.

Vottes iilaltoodud kaks viidet kokku saame, et arvjada koondub {x,} piirvddrtuseks x
parajasti siis, kui igal {x,} alamjadal leidub omakorda almjada, mis koondub piirviir-
tuseks x.

Toendosuse jargi koonduva jada alamjadad. Veendume, et iilaltoodud viited ke-
htivad ka toendosuse jargi koondumisel. Kasutades teoreemi toestuses toodud téhis-

tusi, saame: X,, — X parajasti siis, kui € > 0 korral P(A,(e)) — 0. Jadad {P(A,(¢))} on
aga arvjadad ja nende korral kehtivad tilaltoodud véited. Seega, kui X, K ja {Xn,}

on mingi alamjada, siis iga € > 0 korral P(4,, (¢)) — 0 ehk X, X Seega tOoendosuse
jargi koonduva jada iga alamjada koondub samaks piirvadrtuseks ehk kehtib vaide 1.

Néitame, et kehtib ka viide 2. Olgu {X,} juhuslike suuruste jada, millel on jargmine
omadus: leidub juhuslik suurus X nii, et mistahes alamjadal {X,, } leidub omakorda

alamjada {X,, } nii, et X, L X. Veendume, et sellisel juhul ka X, = X. Ole-
tades vastuviiteliselt, et X, 7}Z> X, peab leiduma € > 0 ja § > 0 ja alamjada {X,,, } nii, et
P(A,, (¢)) > ¢ iga k korral. Vastavalt eeldusele aga peab alamjadal {X,,, } leiduma omako-
rda alamjada {X,, } nii, et X, £ X. See aga tihendab, et ka P(A,, (€)) — 0. Vastuolu,

Kokkuvottes: X, 5 Xx parajasti siis, kui mistahes alamjadal {X,,} leidub vihemalt
tiks alamjada {Xnk,}a mis koondub toendosuse jargi piirvadrtuseks X.

Markus: Ulaltoodud omadus iseloomustab koondumisi, mis on metriseeruvad: st lei-
dub meetrika (kaugus) nii, et uuritav koondumine on ekvivalentne koondumisega selles
meetrikas. Toendosuse jargi koondumine on metriseeruv, sest koikide juhuslike suuruste

hulgal on voimalik defineerida kaugus (neid on rohkem kui iiks) d nii, et X, 5 x parajasti
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siis, kui d(X,,, X) — 0. Et aga {d(X,, X)} on arvjada, on selge, et viited 1 ja 2 peavad
kehtima.

Jargnev lemma néitab aga, et igal toendosuse jargi koonduval jadal leidub vdhemalt iiks
alamjada, mis koondub veelgi tugevamas mottes: peaaegu kindlasti.

Lemma 9.1 Kui X, & X, siis leidub alamjada {X,,, }, k = 1,2,... nii, et X,,, — X
p.k.

Toestus. Iga ¢ > 0 ja d > 0 korral 3N nii, et P(A4,(¢)) < 0, kui n > N. Seega leidub
kasvav jada nq,ns, ... nii, et P(Ank(%)) < k% Olgu € > 0 suvaline. Vali k, > % Niiid

ST P (A () = S0 P(An () + 30 P(A,,(0) < ko + 30 P4, (1) < o0,

k>ko k>ko

sest Ay, (1) D Ay, (€), kui k >k, ja }, 15 < oo. Jirelduse t()ttu niitid X,, — X, p.k.
kui £ — oo. m

Jareldus 9.3 X, 5 x parajasti siis, kui iga alamjada {X,, } sisaldab omakorda alam-
jada {Xnkl} nii, et X, — X p.k. (I — 00).

Toéestus. Ulesanne 11. m

Markus: Jareldus on monevorra iillatav, sest analoogia pohjal voiks oletada jargmist:
kui leidub X nii, et juhuslike suuruste jada {X,} igal alamjadal leidub vihemalt {iks pi-
irviadrtuseks X peaaegu kindlasti koonduv alamjada, siis ka esialgne jada {X,} koondub
piirvadrtuseks X peaaegu kindlasti. Paraku pole see nii: esialgne jada kiill koondub pi-
irvaartuseks X kuid mitte ilmtingimata peaaegu kindlasti vaid norgemas mottes — toenéo-
suse jirgi. Sellest jareldub, et peaaegu kindlasti koondumise pole metriseeruv, st koikide
juhuslike suuruste hulgal ei saa leida meetrikat nii, et peaaegu kindlasti koondumine oleks
samavaarne koondumisega selles meetrikas.

Jarelduse [9.3] abil saab lihtsalt toestada, et toendosuse jargi koonduvate juhuslike suu-
ruste pidevad funktsioonid koonduvad ka toendosuse jargi:

Jareldus 9.4 Olgu X, 5 x ja g : R — R pidev funktsioon. Siis g(X,,) =R g9(X).

Toéestus. Ulesanne 27. m

9.4 Koondumislitkide omavahelised seosed

Lemma 9.2 Kui X,, & X, siis X, = X.
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Toestus. Olgu x funktsiooni F' pidevuspunkt. Et iga € > 0 korral kehtivad vordused
{X, <z}={X, <z, X <z+4+etU{X,<z,X >z+¢€}
ja
{X<z—e}={X<z—-6X,<z}U{X <z-—¢X, >z}
siis
F.lo)=P(X, <z, X<z+4+e¢)+P(X, <z, X >zx+¢€) < F(z+¢)+P(A.(e¢))
Flx—e¢)=P(X<z—¢X,<2)+P(X <z-¢X,>z) <F,(x)+P(A.(e)).

Et P(A,(e)) — 0, siis limsup,, F,,(z) < F(x +¢€), liminf, F,,(z) > F(z —€). Et z on F
pidevuspunkt, siis protsessis € \, 0 saame

F(z) =liminf F,,(z) = limsup F,,(z) = lim F,,(x).

n

Teoreem 9.7 Kehtivad implikatsioonid
o (X, = Xpk)= (X, 5 X)= (X, = X)
o (X, 5 X)= (X, 5 X)
o (X, 5 X)= (X, 5 X), kuip>r>0.
Toestus. Jéreldus , Markovi vorratus, Lemma , Ljapunovi vorratus (iilesanne 12).
|
9.4.1 Kontraniited

Uldiselt iikski teine implikatsioon ei kehti.
e Olgu (2, F,P) = ([0,1], B, Leb). Olgu A :=[=2* L], X! := I,;. Vaatleme jada
(X!, X, X3, X3, X5, X3,...} (9.1)

Et B|X![P=P(|X!| >¢) =P(AL) =n!, kui e < 1, p > 0 siis jada koondub
p-keskmise mottes ja seega ka toendosuse jargi konstantseks juhuslikuks suuruseks
0. On aga selge, et jada ei koondu mitte tihegi argumendi w € [0, 1] korral.
Seega ei koondu peaaegu kindlasti.

Toodud néide toestab, et toenédosuse jirgi koondumisest ei jareldu peaaegu kindlasti
koondumine, samuti ei jireldu peaaegu kindlasti koondumine p-keskmise mottes
koondumisest.
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e Olgu (Q,F,P) = ([0,1],B, Leb), X, := e"Ijg,,-1. On lihtne veenduda, et X, — 0

p-k., millest jareldub, et X, 2o ja X, = 0. Teisest kiiljest aga ei kehti X,, - 0
suvalise p > 0 korral (iilesanne 19).

e Olgu juhuslikud suurused X,, jaotusega P(X, = 0) =1 — n_(rzﬂo), P(X, =n) =
—(r+p)

n~z , kusjuures (p > r > 0). Kehtib X,, = 0, kuid mitte X,, 2 0 (iilesanne 15).
Seega jada koondub r-keskmise mottes, kuid mitte p-keskmise mottes (p > 7).

e Lopuks veendume, et jaotuse jirgi koondumisest ei jareldu toendosuse jargi koon-

dumine.
Olgu X ~ N(0,1), X,, ;== =X, n=1,2,.... On selge, et X,, = X, kuid

P(|X, — X| > ¢) = P(|X]| > %) > 0.
Seega koondumine X, 2 X ei kehti.

9.4.2 Erandid

Erijuhtudel on erinevad koondumisliigid ekvivalentsed.
Kui piirjaotus on p.k. konstantne, siis toendosuse jargi koondumine on ekvivalentne jao-
tuse jargi koondumisega.

. . P
Lemma 9.3 Ku: X,, = ¢, kus ¢ on konstant, sits X,, — c.

Toéestus. Ulesanne 16. m

Jargmine lemma iildistab domineeritud koondumise teoreemi ja annab tarviliku tingimuse,
et koondumine p-keskmise mottes oleks ekvivalentne koondumisega toendosuse jirgi. Lemma
toestuseks vajame abitulemust.

Viide 9.1 Kuulugu X € £1(Q, F,P), A, € F. Kui P(A,) — 0, siis E(|X|14,) — 0.

Toestus. Vastuviiteliselt oletades saame, et 3¢ > 0 ja alamjada {4, } nii, et P(4,,) <
27", kuid E(|X|14, ) > €. Olgu A := limsup, A,,. BC 1 pohjal P(A) = 0. Rakendades
aga jadale {|X|I4, } péoratud Fatou lemmat (milline on domineeriv funktsioon?), saame

E(limsup |X|1a, ) = E(|X|14) > limsup E(|X |14, ) > € > 0.
k k

See on vastuolus integraali omadustega. =

Teoreem 9.8 Kui X, 5 X ja leidub Y € L£,(Q,F,P) p > 0 nii, et |X,| <Y p.k.,
n=12... siis X, > X.
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Toestus. Lemma pohjal leidub alamjada X, — X pk. Etiga k = 1,2,... korral
1 X, | <Y pk.,siis [ X| <Y pk. Olgu e > 0. Niiiid | X,, — X [P < (| X, + | X|)? < 2°PY?
p.k., millest

E|Xn — X‘p = E(‘Xn — le[An(e)) =+ E(‘Xn — X‘p]A%(E)) < E(Zpr[An(e)) + €7,

Et P(A,(e)) — 0, siis viite 9.1 pohjal E(2°Y?14, () — 0, kui n — oo. Et € oli suvaline,
siis F|X,, — X[?P —0. =

Jareldus 9.5 Kui X, 5 X ja leidub K < oo nii, et P(|X,| < K) =1, n=1,2,..., siis
iga p > 0 korral X, 2> X.

9.5 Koondumiste omadusi

Olgu z, — = ja y, — y koonduvad arvjadad, a € R. Siis x,, + v, = © + vy, T,y, — Ty ja
ar, — ax. Seda arvestades on voimalik toestada jargmine teoreem.

Teoreem 9.9 Olgu a € R. Kehtivad vdited

1) kui X,, > X p.k. ja Y, =Y pk., siis X, +Y, > X+Y pk, X,Y, - XY p.k ja
aX, — aX p.k.;

2) kui X, 5 X ja Y, DY, siis X, +Y, B X +Y, XY, 5 XY jaaX, 5 aX;
3) kui X, 5> X ja Y, DY, siis X, + Y, > X +Y jaaX, > aX;

4) kui X, = X, siis aX,, = aX.

Toestus.

1) jareldub vahetult arvjada analoogilistest omadustest (iilesanne 1);

2) kasuta jéireldust [9.3] (iilesanne 8 a));

3) kasuta seost (a + b)P? < 2P(a? + bP), a,b > 0 (iilesanne 20);

4) kasuta definitsiooni (iilesanne 23).

On lihtne veenduda (aga veendu!), et kui X,, = X ja Y, = Y, siis EI KEHTI koon-
dumine X,, + Y, = X + Y. Erand vaid siis, kui iiks piirvidrtustest on konstant. Selle
postuleerib jargmine lemma.

Lemma 9.4 (Slutsky) Kui X,, = X ja Y, = ¢, kus ¢ € R on konstant, siis kehtivad
koondumised:

1. X,+Y,= X+¢
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2. Y, X, = cX;
3 Y, 1X, = X, kui ¢ # 0.

Toestus. 1) Olgu X,, = X jay, 5o Toestame, et X, +Y, = X. Olguz € Rjae > 0.
Olgu F' juhusliku suuruse X jaotusfunktsioon. Leiame

PX,+Y,<z)=P(X,+Y, <xz|V, >+ P(X,+ Y, <z, <e)
<SP(Ya| > €) + P(X;y <z +¢)
PX,+Y,>z2)=P(X,,+Y, >z, |V, >+ P(X,+ Y, >z |V, <e)
<P(|Y,| >¢€) +P(X,, >z —¢).
Viimane vorratus on
P(X,+Y,<2)>1— (P(|Ya| >6) +P(X, >z —¢€)) = —P(|Y,] > ) + P(X, <z — ).
Kui € on selline, et x + € ja x — € on F' pidevuspunktid, siis
P(X,<z+¢)— Flz+e), PX,<z—¢)— F(z—e).
Et Y 5 0, siis P(]Y,| > €) — 0, millest
limsupP(X,, +Y, <z) < F(zr+e¢), lminfP(X,+Y,<zx)>F(r—e¢).
Et z on F pidevuspunkt, siis iga 6 > 0 korral leidub € nii, et x 4+ € ja © — ¢ on F' pide-
vuspunktid ning kehtivad vooratused F(x +¢€) — F(x) < §ja F(z) — F(x —¢) < 4. Seega
P(X,+Y, <z) — F(x).
Veendu, et kui X,, = X, siis X,, + ¢ = X + ¢ ning kui Y, L c, siis Y, —c £ 0. Nendest
jareldub, et X, + Y, =X, +c+Y,—c= X +ec.

2) Olgu X,, = X ja Y, . Toestame, et X, Y, £ 0. Paneme tahele, et iga z > 0
korral

P([X,Ya| 2 €) = P([Xa[[Ya] 2 €) = P([Xa|[Ya] 2 ¢, [Xo| < 2) + P([Xa|[Ya] 2 €, [Xs| > 2)
<P(IY| 2 ) +P(X.] > ).
Valides etteantud § > 0 korral = (soltub d-st) nii suure, et 1 — F(x) + F(—x) < J ja x on
F' pidevuspunkt, siis koondumisest X,, = X jdreldub, et
P(X,>2)=P(X, >2)+P(X,<—2)<1-P(X, <2)+P(X, <—z)—
—1—F(z)+ F(—z) <,

millest saame, et limsup, P(|X,,| > ) < 4. Jéarelikult limsup,, P(|X,,Y,| > €) < ¢ ehk
P(|X,Y,| >¢€) — 0.

Kui Y, Lt c, siisY, —c¢ it 0, millest osa 1) tottu

XY, = Xn(Yn —c+ C) = Xn(Yn — C) + X, c = XC,
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sest X,(Y, — ¢) 5 0 ja Xpc = Xe.
Toestamaks 3) veendume, et kui Y, 5e ja ¢ # 0, siis YV, ! =i % Toepoolest, jarel-
duse tottu piisab kui niitame, et igal Y, ! alamjadal Yn_kl on omakorda alamjada Yn;ll

mis koondub konstandiks ¢! p.k. Et Y, Rt c, siis jadal Y,,, on alamjada Ynkl, mis koondub
konstandiks ¢ p.k. Kuid see tahendab, et Yn;ll — ¢! p.k. Seos 3) jéreldub niiiid seosest
2). m

9.6 Juhuslike vektorite koondumine

Vaatleme k-dimensionaalseid juhuslikke vektoreid. Jada x, € R* koondub vektoriks z €
R* parajasti siis, kui ||z, — x| — 0, kus ||z| on eukleidiline norm, st x = (z!, ..., 2%) € R*
korral !

]l = [z, 2" = (1) + -+ (25)?) 2.

Niitid on selge, et asendades absoluutvéirtuse | - | normiga || - || iildistuvad iilaltoodud
koondumised viga loomulikult juhuslikele vektoritele.

Olgu X,, = (X!,... XF) juhuslike vektorite jada. Utleme, et jada koondub juhuslikuks
vektoriks X = (Xy,..., Xk)

e peaaegu kindlasti, kui
P{w: Xp(w) = X(w)} =P{w: | X,(w) — X(w)|| = 0} = 1.
Peaaegu kindlasti koondumist tahistatakse X,, — X p.k.
e toendosuse jargi, kui

P{w: [|X,(w) — X(w)|| > €} =0, Ve>D0.
Toendosuse jargi koondumist tdhistatakse X, 5 Xx.
o p-keskmise mootes (p > 0) voi ka ruumis L, kui
E|X, — X|P — 0.
Koondumist p-keskmise méottes tiahistatakse X, = X.

Juhuslike vektorite jaotuse jargi koondumise defineerime hiljem.

Toodud definitsioonidest ja juhuslike suuruste vastavatest omadustest (teoreem 9.7) jérel-
dub vahetult (defineeri juhuslik suurus Y, := || X,, — X]|), et p.k. koondumisest jareldub
toendosuse jargi koondumine ja p-keskmise mottes koondumisest jéreldub ka toendosuse
jargi koondumine.
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Komponentide koondumine. Ulaltoodud kolme koondumisliigi korral on juhusliku vektori
koondumine ekvivalentne koigi komponentide koondumisega:

(X X = (xY XM pk & X=X pko o i=1,...,k
(XL o xh 5 (xt XN e XCBX i=1,...k
XL.oxh 5 X e XEBX i=1,. .k

Esimene jireldub vahetult definitsioonist. Teise toestamiseks paneme tiahele, et iga v =
(x1,...,2%) € R¥ korral max; |2%] < ||z|| < |2t + - - + |2*|, millest

max [o'[” < flz|P < (J!] + -+ + 2],
Seega iga ¢ korral
X5 = X < 1K = X < (1K, = X+ 4 X = XF))
millest iga ¢ korral
E|X, = X" < B X, — X|PP < B(|X, — X[+ + [ X, — X*)".

Minkowski vorratusest saame niiiid, et
k
max [ X, — X°[l, < 1X0 = Xl < Y15 = X,
i=1

Kolmanda samasuse toestuseks piisab kui paneme téhele, et

m?XP((X;)Z > 62) < P(i(xy > 62) —P(|X,| > e < ip((x@)? > ;)

9.7 Stohhastilised O ja o

Olgu {z,} ja {€,} reaalarvude jadad, €, > 0iga n korral. Tuletame meelde, et x,, = O(€,),
kui leidub K < oo nii, et |z,] < Ke, ehk E—:' < K iga n korral. Niiteks z, = O(1)
tihendab jada {x,} tokestatust ning z,, = O(n~!) tihendab, et jada {nz,} on tokestatud
(jada x,, ise peab sel juhul koonduma nulliks).

Tuletame samuti meelde, et z, = o(e,) tdhendab, et £ — 0. Seega z, = o(1) téhendab,
et {z,} on nulliks koonduv jada ning z, = o(n~') tdhendab, et z,, koondub nullks nii
kiiresti, et isegi nx, koondub nulliks.

Kui {z,} on R* elementidest moodustatud jada, siis ¥, = O(e,) tihendab, et leidub
K < oo nii, et ||z,|| < Ke, ehk @ < K iga n korral ning z,, = o(e,) tdhendab, et

f—" — 0. Viimane on arusaadavalt ekvivalentne 122l _ 0.

€n
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Olgu niiiid X,, k-dimensionaalsed juhuslikud vektorid. Utleme, et X,, = Op(e,), kui
iga § > 0 korral leiduvad K(0) < 0o ja n,(d) nii, et

P(|X,| > Ke,) <4, kui n > n,(9). (9.2)
Pane téhele, et P(]| X,|| < 0o) = 1, siis seosest (9.2)) jareldub, et leidub K’ < oo nii, et
P([|X,| > K'e,) <6, n=1,2,.... (9.3)

Seega sellisel juhul voib Op(e,) definitisioonis néude n > n,(d) asendada tugevama
noudega Vn. Kui juhuslikud suurused X,, koonduvad norgalt, st X,, = X, siis X,, = Op(1)
(veendu selles). Naiteks, kui 7;, on parameetri p selline hinnang, et \/n(T,, —u) = X, siis
T, — = Op(n~2). Tsentraalse piirteoreemi tottu on Op(n~2) statistikas levinud kiirus.
Utleme, et X,, = op(e,), kui f—: L 0 ehk iga § > 0 korral P(|| X.|| > de,) — 0. Seega
X, = op(1), kui X,, 5 0.

Kirjandus:

Juhuslike suuruste koondumistiiiipide kohta loe Grimmet, Stirzaker osad 7.2 ja 7.3; Sirjajev
osa II 10.

9.8 Ulesanded

. Toestada teoreemi 9.9 viide 1)

Tdestada teoreemi [9.5] implikatsioon 2)< 3).
Toestada teoreemi [9.5] implikatsioon 3)< 4).
Toestada jareldus [0.1]

Toestada jareldus [9.2]

Tdestada teoreemi [9.6] implikatsioon 2)< 3).
Toestada teoreemi [9.6] implikatsioon 3)< 4).

a) Toestada teoreemi [9.7) viide 2);
b) toestada, et kui X, 5 X, siis | X0 LR | X

¥ XS gk w b=

9. Olgu {X,,} juhuslike suuruste jada, kusjuures juhusliku suuruse X,, jaotus on jargmine:
P(X,=e9) =1—e"jaP(X, =e™) = et Millistel a ja b visirtustel X, 5o

10. Olgu {X,,} juhuslike suuruste jada, kusjuures P(|X,| > ¢ >0) >4 >0 Vn korral.
Olgu {a,} reaalarvude jada, kusjuures a, X, . Toestada, et a,, — 0.

11. Toestada jareldus 9.3
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12. a) toestada, et koondumisest p-keskmise mottes (p > 0) jireldub toendosuse jirgi
koondumine;

b) toestada, et koondumisest p-keskmise méttes jareldub koondumine r-keskmise mottes
(p>7r>0).

13. Olgu juhuslik suurus X jaotusega P(X = 0) = P(X = 1) = 0.5. Defineerime
juhuslikud suurused X,, ;= X Vn korral, Y :=1—- X. Kas X,, = Y, X, i Y, X,—>Y
pk, X, BY (p>0)?

14. Olgu juhuslikud suurused X,, jaotusega P(X,, =n?)=n"2, P(X,=0)=1-n"2
Kas X, =0, X, 50, X, 20 (p>1)jaX, —0pk?

15. Olgu juhuslikud suurused X, jaotusega P(X, = 0) = 1 — n_(T;p), P(X, =n) =

—(r+p)

n—z ,(p>r>0). Kas X, & 0?7 Kas X,, = 07

16. Toestada lemma [9.31

(Toestada, et Ve > 0 korral P(|X,, —¢| >¢) =P(X, >c+¢)+P(X,, <c—¢€) = 0.
17. Olgu soltumatud juhuslikud suurused X, jaotusega P(X, =1) =n"!, P(X, =0) =
1—nt Kas X, = 0, X, 50, X, > 0pk., X, 50 (p>0)?

18. Olgu (, F,P) = ([0,1], B, Leb), X,, := I, Kas X,, = 0, X,, 0, X,, = 0 pk.,
X, 50 (p>0)?

19. Olgu (2, F,P) = ([0,1], B, Leb), X, := "Ijp1). Kas X, = 0, X,, = 0, X,, = 0
pk., X, 50 (p>0)?

20. Toestada teoreemi (9.9 viide 3).

21. Olgu E|X,|? < o0, E|X|P < 00
1) Olgu p > 1. Minkowski vorratust kasutades toestada, et koondumisest X, BX

jareldub koondumine F|X,|? — F|X|P. Koondumisest X, 2 X jirelda D(X,) — D(X).
2) Olgu p € (0,1). Vorratust (|z| + |y|)? < |z|P + |y|P kasutades néita, et koondumisest
X, % X jireldub koondumine E|X,[? — E|X|P.

22. Olgu X,,, X € L5(Q, F,P). Toesta voi liikka imber:
1. X, >X & DX,— DX, EX,— EX;
2. X, >a < DX,—0, EX,—a ack;

23. Olgu X; < X5 < --- juhuslikud suurused, kusjuures X, = x. Toestada, et X,, — X.
p.k.

24. Toestada teoreemi [9.9] viide 4).
25. Olgu X, p.k. konstantne, s.t. X,, =a, pk.,, n=1,2,.... Toestada, et X,, = a €R

parajasti siis, kui a,, — a.
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26. Toestada, et kui X,, —a, 20 ja X, — b, L 0, kus {a,} ja {b,} on reaalarvude jadad,
siis a,, — b, — 0.
27. Olgu Xy, X5, ... juhuslike suuruste jada, mis koondub konstandiks a p.k., st X,, — a,

p.k.. Olgu Y1,Y5, ... teine juhuslike suuruste jada, kusjuures iga n korral X, ja Y, on
sama jaotusega.

1. Niita, et Y, > a.

2. Kontraniite abil veendu, et koondumine Y,, — a p.k. ei pruugi kehtida (kasuta

néiteks jada (9.1)).

3. Niita, et kui iga n korral juhuslike vektorite (Xi,...,X,) ja (Y1,...,Y,) jaotused
on vordsed, siis Y;, = a p.k.(kasuta néiteks teoreemi [9.5] viidet 3)).

28. Toesta jareldus

29. (Anscombe teoreem, erijuht) Olgu N, mittenegatiivsete tdisarvuliste juhuslike su-

uruste jada nii, et fX" Eit 1, kus m, oo on tdisarvude jada. Olgu Xy, X, ... iid

juhuslikud suurused nii, et EX; = 0 ja EX? = 0. Olgu Sy = X; + - -+ + X},. Niita, et

SNn Smn

5o (9.4)

3
$

(Kasuta eelmise peatiiki iilesannet nr 28.) Olgu Z on selline juhuslik suurus, et

Sm n

Z .
- = (9.5)
Jérelda, et
N g SN g (9.6)

VM " VN,
30. Uldista eelmist teoreemi juhule, kui m, pole ilmtingimata tiisarv. Sellisel juhul
koondumine (9.4) ja koondumine (9.5) loomulikult ei kehti, sest S,,, pole defineeritud.
Kiill kehtib jargmine: kui kehtivad iilesande 29. eeldused, kuid m,, pole tiisarv ja kui Z

on selline juhuslik suurus, et
St

(mn-‘
siis kehtivad vorratused . Niita seda.

= Z, (9.7)
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10  Juhuslike ridade koondumine

Olgu Xy, Xy, ... toendosusruumil (2, F, P) antud séltumatud juhuslikud suurused, X,, ~
P,. Uurime juhusliku rea ) X, koondumist.

Stiindmus

F = {Z X,, koondub }

on jada {X,} jadk o-algebra element (miks?). Et {X,,} on s6ltumatud, siis Kolmogorovi
0-1 seaduse kohaselt siindmuse F' mo6ot on kas 1 voi 0, s.t. konealune rida koondub p.k.
voi hajub p.k. Jirgnevad teoreemid annavad mone piisava ja tarviliku tingimuse selleks,
et P(F) = 1. Tdestame abitulemuse.

Lemma 10.1 Olgu X, ..., X, soltumatud juhuslikud suurused, kusjuures | X;| < K < oo
pk., EX; =0, DX; = 0? < o0, i = 1,...,n. Defineerime Sy :== X; + -+ + Xy. Kui
c >0, sus

(K+c¢)? (K + c)?
Pluax 1Se 2 ¢) 2 1= "5rga- = 1- 55

i=1"1

Toestus. Kasutame Kolmogorovi vorratuse toestusest tuttavaid hulki

A:={max |Sk| > ¢}, A ={|lSi|<ci=1....k=1,|S>¢c}, k=1,...,n

1<k<n
Me teame, et A = U}_, Ay ja P(A) =3, P(Ax) (miks 7).
Kui w € A¢, siis |S,(w)| < max;<p<, |Sk(w)| < ¢, millest E(S214c) < 2P (A°). Seega
E(S214) = ES? — E(S214c) > ES? — PP(A°) > ES2 — ¢ + *P(A). (10.1)

Kui w € Ay, siis [Sg(w)] < |Sk—1(w)] + | Xk(w)| < ¢+ | Xg(w)], millest Spla, < (c+ K)lg,
p.k. ja nii
E(SiIa,) < (c+ K)’P(Ay), k=1,...,n.

Et juhuslikud suurused 74, ja Xgi1 + -+ + X,, on soltumatud (miks?), siis

E(Is,(Sn = Sk)?) =P(Ay) Y 0] <P(AY)ES), k=1,...,n.

1=k+1

Kasutades Kolmogorovi vorratuse toestusest tuttavat arutelu, saame

E(S%1,) = Zn: E(Sila,) + Zn: E((Sp — Si)?1a,) < P(A)[(c+ K)*+ ES?.  (10.2)

Seostest (10.1)) ja (10.2) saame seose (c + K)? — ¢* > 0 tottu
ES? — 2 >1_(0+K)2
(c+ K)?+ ES2—¢2 — ES?

P(A) >
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Seega, lemma eeldustel kehtivad vorratused

1-— (K + ) < P(max |Sg| > ¢) <

n = 2
2107 1<k<n c

10.1 Ridade koondumisteoreemid

Esimene teoreem annab piisava ja tarviliku tingimuse juhusliku rea koondumiseks juhul,
kui £X, =0, Vn.

Teoreem 10.1 (Kolmogorov, Hint8in). Olgu X,,, n = 1,2,... séltumatud juhuslikud
suurused, EX, =0, n=1,2,....

1) Kui) , D(X,) < oo, siis rida Y, X, koondub p.k.;

2) kui 3 K < oo nii, et |X,| < K p.k. Vn siis Y X, koondub p.k. parajasti siis, kui

Y. D(X,) <o

Toestus. 1) Rea > X, koondumine tdhendab osasummade jada S,, n =1,2,... koon-
dumist. Teame, et jada {S,} koondub parajasti siis, kui ta on Cauchy jada. Vastavalt
teoreemile on jada {S,} Cauchy jada p.k. parajasti siis, kui iga ¢ > 0 korral kehtib
koondumine

lim P(sup |Sitk — Sm| > €) — 0.

m—r 00

Fikseerime € > 0. Iga m korral

{max |Sm+k - S | > 6} /l {Sup|Sm+k Sm| > 6}7

0<k<
millest moodu pidevuse ja Kolmogorovi vorratuse tottu saame niitid

P(sup [Sm+r — S| > €) = lim P(max |Sitk — Sm| > €)

kZO n—oo O<k‘
< lim Zk:m—i-l (Xk) _ ZZO:mH D(Xk)
T n—oo €2 €2 ’

Kui } D(X,) < oo, siis lim,,, Y>> D(X,) = 0. Seega {S,} on Cauchy jada p.k.

2) Oletame, et rida ) X, koondub p.k. Siis {S,} on Cauchy jada p.k. ja iga € ko-
rral

1
P(sup [Smik — S| > €) < =, (10.3)
k>0 2

kui m on piisavalt suur. Teisest kiiljest, lemma tottu aga iga m korral

(K +¢)?
P(sup |[Spir — S| > €) > 1 — == .
<kzIO) S > ) 2 heme1 D(Xk)
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(iilesanne 1). Seega, kui ) D(X,) = oo, siis P(supy>q |Smtr — Sm| > €) = 1, mis on
vastuolus vorratusega (10.3). m

Niide 1: Rida >, + hajub, vahelduvate mirkidega rida Y (—1)"2 koondub.
Kas soltumatute liikkmetega rida ) % koondub voi hajub, kui

P(X, =1)=P(X, = —1) = 0.57

Et B(X2) =0, ja}., E(%2)? < oo, siis teoreemi pohjal rida Y, 22 koondub p.k.
(vaata ka iilesanne 2).

Jargnev teoreem iildistab teoreemi sest tingimust £X,, = 0, Vn ei eeldata.

Teoreem 10.2 (kahe rea teoreem). Olgu X,,, n = 1,2, ... soltumatud juhuslikud suu-
rused.

1) kui )" D(X,) < oo jarida ) EX, koondub, siis rida ) X, koondub p.k.;

2) kui 3 K < oo nii, et |X,| < K p.k. Vn, siis Y X, koondub p.k. parajasti siis, kui
Y. D(X,) < o0 jarida ), EX, koondub.

Toestus. 1) Jireldub teoreemist [10.1{(iilesanne 3).

2) Tarvilikkuse toestamiseks kasutame nn. stimmetriseerimist. Olgu Y,, n = 1,2,...
toendosusruumil (§2, F,P) antud selline juhuslike suuruste jada, et Y,, ~ P, Vn ja hulka
{X,, Y.} kuuluvad juhuslikud suurused on soltumatud.

Oletame, et rida > X, koondub pk. Seega ka rida ) Y, koondub p.k., seega ka
Y o.(X, —Y,) koondub pk. Et E(X, —Y,) = 0ja|X, — Y, < 2K pk., siis teo-
reemi 2) pohjal >, D(X, —Y,) < co. Et DX, = 1D(X, —Y,) (miks?), siis
>, D(X,) =13, D(X, —Y,) < co. Seega teoreemi 1) pohjal rida ) (X, — FX,,)
koondub p.k. Vastavalt eeldusele ) X, koondub p.k.. Jarelikult rida ) EX,, koondub.
]

Mirkus: Olgu X, mittenegatiivsed juhuslikud suurused. Kui > EFX,, < oo, siis > X,
koondub p.k. (iilesanne 4). Seega voib ) X, koonduda ka siis, kui > D(X,) = oo.
Teoreemi tottu voib see juhtuda vaid tokestamata juhuslike suuruste korral.

Niide 2: Olgu X,, soltumatud, kusjuures n='X,, ~ B(1,n7?). Et juhuslikud suurused
on mittenegatiivsed, ja > EX, < oo, siisrida ) X, koondub p.k. On kerge veenduda,
et > D(X,) = oo, st teoreemi viide 2) ei kehti (iilesanne 5).

Jargnev, koige iildisem teoreem annab piisava ja tarviliku tingimuse soltumatute liik-
metega juhusliku rea koondumiseks. Juhusliku suuruse X ja konstandi K < oo korral
defineerime

X(w) kui [X(w)| < K,

XK (w) = (XIfix<iy)(w) = {O kui | X (w)] > K.
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Teoreem 10.3 (Kolmogorovi kolme rea teoreem). Olgu X,,, n = 1,2, ... soltumatud
Juhuslikud suurused.

1) Kui 3K > 0 nii, et

ZD ) < 00, ZP|X | > K)<oo j ZE ) koondub,  (10.4)

stis rida Y, X, koondub p.k.;
2) kui ), X, koondub p.k., siis kehtib iga 0 < K < oo korral.

Toestus.

1) Et Y, P(|X,| > K) < oo, siis BC1 pohjal P(X,, = XX ev ) =1 (miks?). Seega rida
>~ X, koondub p.k. parajasti siis, kui Y. XX koondub p.k. Viimane koondumine aga
jareldub teoreemist [10.2]

2) Olgu 0 < K < oo suvaline ja oletame, et ) X, koondub p.k. Siis X, — 0 p.k.,
millest P(]X,,| < K ev) = 1. Et siindmused {|X,| > K}, n =1,2,... on soltumatud, siis
BC2 pohjal . P(|X,| > K) < co. Rea Y, X, koondumisest p.k. jareldub rea Y XK
koondumine p.k.(miks?). Teoreemi tottu niitid koonduvad ka read > E(XK) ja

>, DX). =

Mairkus: Teoreemist jareldub, et kui 3K > 0 nii, et (10.4) kehtib, siis kehtib see ka
suvalise 0 < K < oo korral.

Néide 3: Olgu ) X, nidites 2 vaadeldud juhuslik rida. Et ) X, < oo pk., siis
vastavalt teoreemile [10.3/iga K > 0 korral 3 P(|X| > K) < o0, >, E(X[) koondub ja
>, D(XE) < co. On lihtne veenduda, et see toepoolest nii on (iilesanne 5).

10.2 Ulesanded

1. Olgu X1, X, ... konstandiga K tokestatud soltumatud juhuslikud suurused, £ X,, =0
Vn. Toestada, et

P(sup |5 5.0 > 1 kui Y D(X,) = oo,
sup |Spsk — S| > €) > 02 :
e 1-— Z—ii(yf: l))(Xk) kui )~ D(X,) < oo.

2. Olgu X, soltumatud, P,(—1) = P,(1) = 1. Leida piisav ja tarvilik tingimus rea
>, anX,, koondumiseks (a, € R).
3. Toestada piisavus kahe rea teoreemis.

4. Olgu Xi, Xy, ... mittenegatiivsed juhuslikud suurused (véivad olla soltuvad). Toes-
tada, et kui ) EX, < oo, siis ) X, < oo p.k. Toestada, et kui {X,,} on soltumatud
ja | X,| < K p.k, siis tingimusest > EX,, = oo jareldub, et > X, = oo p.k.
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5. Olgu X1, Xy, ... soltumatud juhuslikud suurused, n='X,, ~ B(1,n73).
1) Leida ) EX,, > DX,. Kas ) X, <oopk?
2) Olgu K < oo suvaline. Kas koonduvad: Y P(|X,| > K), >, E(XX), > D(XK)?

6. Olgu X1, Xo, ... iid, E(X;) =0, D(X;) < co. Kas rida 3, %= koondub?

7. Olgu X7, X, ... soltumatud juhuslikud suurused. Tdestada viited

1) Kui 3K > 0 nii, et >, P(|X,| > K) < o0 ja Y., E(|XEF]) < oo, siis >, |X,| < 00
p.k..

2) Kui ) |X,| < oo p.k, siis iga co > K > 0 korral

Y P(X,| > K)<ooja Y E(XK|) < oo

3) Kui read > P(|X,| > K), >, E(XK) ja >, D(XK) koonduvad, ent > FE(|XK|) =
oo mingi K > 0 korral, siis P( rida ) X, koondub tingimisi kuid mitte absoluutselt)=1.

8. Olgu X, Xy, ... soltumatud, EX, = 0 iga n korral ja Y. D(X,) < oo. Uhe rea
teoreemist teame, et piirvidrtus S := > X, leidub. Fatou lemmat kasutades niidata, et
ES2 <Y D(X,). Veenduda, et S, = S ja S, = S. Jireldada, et DS =3, D(X,,).

9. Olgu X1, Xs, ... soltumatud.
1) Toestada, et kui > X2 < oo p.k., siis > X, koondub parajasti siis kui koondub rida

>0 E(Xalfx,1<1})-
2) Toestada, et kui ) X, koondub p.k., siis Y X2 < oo p.k. parajasti siis, kui

Yo (E(I X x,<13))? < 00.
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11 Suurte arvude seadused

Olgu X1, X, ... toendosusruumil (2, F, P) antud séltumatud juhuslikud suurused, kusju-
ures F|X;| < co. Tahistame

Syi=Xi 4+ X,, n=12,....

Def 11.1 Koondumist
S, — E(S,) p
— 0
n

nimetatakse nérgaks suurte arvude seaduseks (NSAS).
Koondumist

S — E(Sy)

—~0 pk (11.1)
n

nimetatakse tugevaks suurte arvude seaduseks (7'SAS).

Kui EX,, = p (nditeks X7, Xo, ... on soltumatud ja sama jaotusega juhuslikud suurused),
siis NSAS ja TSAS on vastavalt

Xi+-+Xy p . Xyt X,
— 1 ]a — u pk.
n

n

Suurte arvude seadused on toendosusteoorias ja matemaatilises statistikas kesksel kohal.
Teadaolevalt esimese suurte arvude seaduse toestas juba 1698 a. Jakob Bernoulli.

Tihti pohinavad suurte arvude seaduste toestused Cesaro ja Kroneckeri lemmal. So6-
nastame need.

Lemma 11.1 (Cesaro lemma) Olgu {a, } mittenegatiivsete reaalarvude jada, kusjuures
a; >0 ja ), a, = oco. Tdhistame b, := Z:.L:l a;. Olgu x, — x suvaline koonduv jada.
Stis

1 < -
b—Zaimi%x, kui n — oo.
" oi=1

Juhul, kui a,, = 1, saame
T1+...+xT,

n

— X.

Lemma 11.2 (Kroneckeri lemma) Olgu {b,} positiivsete reaalarvude jada, kusjuures
b, / 00. Olgu {x,} selline reaalarvude jada, et 7 koondub. Siis

1 n
b—in—>0 kui n — oo.
=1
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Seega, kui

koondub, kehtib

:1:1—1—...—|—xn_>0.
n

Lemmade tdestusi voib leida: Sirjajev IV pt osa 3; Williams 12.6, 12.7.

11.1 NSAS
Alljargnev on iiks suhteliselt lihtsesti toestatav NSAS.

Teoreem 11.2 Olgu Xy, Xo, ... lopliku dispersiooniga soltumatud juhuslikud suurused.
Kui

n

n=1

8118
Sn — E(Sn) _f(s”) 20, Sn = E(5h) _f(s”) £o. (11.2)

Toestus. Toestuseks piisab, kui nditame, et

Sn — E(Sy)

n

B( ) =0,

kui n — oo (miks?). Et juhuslikud suurused X, X5, ... on soltumatud, siis

p(S= B8 L i

n

(iilesanne 1). Kroneckeri lemmast aga jireldub, et
1 n
— > D(X;) =0,
i=1

kui n — oo. Teoreem on toestatud. m

Jareldus 11.1 Olgu X1, X, ... lopliku dispersiooniga soltumatud juhuslikud suurused.
Kui 3 K < oo nii, et Vn korral D(X,,) < K, siis kehtib (11.9).

Jareldus 11.2 Kui X1, Xo, ... on lopliku dispersiooniga 1id juhuslikud suurused ja p :=
EX,, sus

Sn 2 . Sn P

— = U ja — —> .

n n

Jéarelduste ja toestus on iilesanne 2.
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11.2 TSAS

Uldiselt koondumisest 2-keskmise méttes ei jireldu koondumine p.k.. Selgub aga, et
teoreemi eeldustel kehtib ka TSAS.

Teoreem 11.3 (Kolmogorovi I teoreem). Olgu X1, Xs, ... lopliku dispersiooniga sol-
tumatud juhuslikud suurused. Kui

S11S
— 0, pk

Tdestus. Et juhuslikud suurused {£2=£X2} on soltumatud ja

ZD<X EX)

siis teoreemi [10.1] tottu rida

[e.9]

(X, — EX,)
> i)

n=1

koondub p.k.. Kroneckeri lemmast saame, et
1 < Sy — E(S,
~-> (Xi - EX;) = S B(Sn) g p.k.
n 4= n

Jareldus 11.3 Jdrelduse eeldustel kehtib TSAS.

Jareldus 11.4 Jérelduse eeldustel kehtib TSAS.
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11.3 1ID

Olgu X1, Xs, ... soltumatud ja sama jaotusega (iid) juhuslikud suurused, X, ~ P. Jérel-
dustest [11.1] ja teame, et kui D(X,,) < oo, st X,, € L2(Q2, F,P), siis kehtivad koon-
dumised s

Sn — p p.k. (TSAS), — N 1L,
n n

millest jarelduvad
Sn

P
n

(NSAS) ja

Sh,
=
n

Alltoodud teoreem iildistab jireldust ja vaidab, et TSAS kehtib ka juhul, kui
D(X,) = co. Loomulikult peab juhuslike suuruste keskviirtus olema defineeritud.

Toestame kaks abitulemust.

Vaiaide 11.1 Kui X on mittenegatiivne juhuslik suurus, sis

iP(X >n) < EX < iP(X >n)+ 1. (11.3)

n=1 n=1

Toestus. Defineerime téisarvuliste vadrtustega juhusliku suuruse Y : 2 — N

Y =) Iixsay.
n=1

Definitsioonist tulenevalt, Vw € Q, Y (w) < X(w) < Y(w)+1, millest EY < EX < EY +1.
Vordusest

EY =% E(lixsw) = Y P(X >n)

n=1 n=1
(miks?) jareldub (11.3)). m

Mérkus: Funktsioon P(X > ¢) on mittekasvav. Seetottu vorratus ) -, P(X > n) <
EX jéreldub vahetult lemmast (ilesanne 3).
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Lemma 11.3 Olgu Xy, Xo, ... iid juhuslikud suurused, kusjuures E|X,| < oo, E(X,) =
. Defineerime
Yn = an{\Xn\gn}y n = 1,2,....
Kehtivad vaited
1) EY, — u;
2) P(X, =Y, ev) = 1;
3) Y0 P < o0,

n=1 n?2

Toestus. 1)
Paneme téahele, et

le{\XﬂSn} — X pk>
millest domineeritud koondumise t6ttu (milline on domineeriv funktsioon?)
E(X1[{|X1|§n}) — EX1 = M.

Et juhuslikud suurused X, on sama jaotusega P, saame
EY, = E(an{|Xn|§n}) = / .I‘P(d[L’) = E(XII{\Xl\gn}) — FEFX, = )
{lzl<n}

2) Viitest saame

o

Y P(X, #£Y,) =D P(X,|>n)=> P(IX;]|>n) Z (IX1] > n) < E|X;| < .
n=1 n=1 n=1

Seega P(Y,, # X,, i.0.) =0 (BC1).

3) Paneme téhele, et iga z > 0 korral

= 2-[z<n
Zuzzzf(z), kus f(z) = Z %

n=1 n>max{z,1}
Bt 1 2 11
— < =2(— — ),
n? ~ n(n+1) n n+l
siis )
) z 2z, kui z > 1;
P
2 f(z) < max{z, 1} { 222 <22, kuiz<1.
Niiid
i EY2 i B(X [{|xn|<n} i E( X11{|X1|<n})
n=1 = n=1 n=1
X271 n
_ (Z %) < 2E|X| < .
n=1 n
n
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Lemma abil toestame koige iildisema suurte arvude seaduse iid juhuslike suuruste
korral.

Teoreem 11.4 (Kolmogorovi II teoreem). Olgu X, Xo, ... iid juhuslikud suurused,
E|X,| < oo, EX,, = p. Siis

Sh, . 4
— — p p.k. ja ruumis Ly.
n

Toestus. Olgu (soltumatud) juhuslikud suurused Y,, defineeritud nii nagu lemmas [11.3]
Viite 3) tottu

>~. DY,
Z <0,
n=1

Rakendades teoreemi [I1.3] saame, et juhuslike suurusete Y7, Y3, ... korral kehtib TSAS,
millest

1 n
=N (¥ - BY;) - 0 pk..
n

=1

Et EY, — pu, siis Cesaro lemma tottu

%ZH:EYi — L.
i=1

Seega, kui n — 00, siis

%ZYi _ %Zn:(Yi—EY;)—i—%Zn:EY; . pk.
i=1 =1

i=1

Lopuks kasutame asjaolu, et P(X,, =Y, ev)=1 ja jareldame, et
S
— — upk.
n

Toestame koondumise ruumis £;. Erijuhul, kui X, on lopliku keskviirtusega mittenegati-
ivsed juhuslikud suurused, siis koondumine

Sp o1
n

jareldub koondumisest % — u, p.k. ja Sheffe lemmast (miks?).
Uldjuhul kehtib aga

X "X
Lt XD, pxp e Zim N pys
n n

Jarelikult

S, X noXT
E)— —H‘ < E‘L —EXf" +E‘L —EX;|—0.
n n n
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Mitteintegreeruvad juhuslikud suurused. Vastavalt definitsioonile on TSAS-
e kehtimiseks tarvilik, et juhuslikel suurusetel oleks loplik keskvdértus, st iga ¢ korral
E|X;] < oco. Ainult siis on ES,, iga n korral 1oplik arv ja nii on definitsioonil mote.
Sama kehtib ka norga suurte arvude seaduse korral. Seega kui X, X5, ... on sellise jao-
tusega i.i.d. juhuslikud suurused, et ainult iiks mittenegatiivsetest funktsioonidest X" voi
X, omab loplikku integraali, siis vastavalt definitsioonile TSAS ja NSAS kehtida ei saa,
kuigi neil juhuslikel suurustel on keskviértus defineeritud (see on kas +00 voi —oo). Kiill
aga voime kiisida, kuidas kditub sellisel juhul valimi keskmine % Jéreldusest selgub,
et sellisel juhul valimi keskmine koondub p.k. iildkogumi lopmatuks keskvaartuseks, st %

kditub nii nagu suurte arvude seaduse korral. Seega kui £X; = oo voi FX; = —o0, siis
TSAS ja NSAS ei kehti, kuid % — EX; p.k. Siin on tdielik analoog integreeruvusega:
kui EX = oo voi FX = —o0, siis X pole integreeruv, kuid tal on integraal.

Jareldus 11.5 Olgu X1, Xo, ... iid juhuslikud suurused, EX, < oo ja EX, = oo (v0i
EX't < oo ja EX, =00). Siis

Sh, Sh,
— = o0 p.k. (— — —00 p.k.).
n n
Toestus. Kui P(X; = 00) > 0, siis ), P(X; = 00) = oo, millest BC2:
P(X;,=o00i0.)=1.

Seega, kui juhuslikud suurused voivad positiivse toendosusega votta vdédrtusi +oo, siis
toimub see varem voi hiljem p.k. Kui aga vahemalt {iks juhuslikest suurustest Xy, ..., X,
on +oo (ja iikski neist pole —c0), on seda ka 2= ja viiide kehtib.

Seega edaspidi vaateleme olukorda, kus
P(X; =) =0. (11.4)

Olgu K < oo ja defineerime
VK= X, Lx, <Ky

Juhuslikud suurused Y,, n =1,2... on iid (miks?) ning
ElYF| < K+ EX, < oo.

Teoreemi pohjal kehtib TSAS. Seda arvestades saame

n n

S
hmnlnf— > hmlnfﬁ ZIY;K = E(Xilix,<ky) pk.

Monotoonse koondumise pohjal
E(XiIix,<xy) /00,
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kui K oo. Siin kasutasime lisaeeldust (11.4) ja eeldust EX+ = oco. Niiiid on lihtne
veenduda (lilesanne 4), et

Sh
liminf — = oo p.k.
non

Jéreldus iitleb, et juhul, kui X = oo voi EX = —o0, siis valimi keskmine koondub
ikkagi keskvidrtusesks £.X;. Pane tahele, et siis

Sn
limsup |—| = o0 p.k.,
n n

s.t. jada {%} on p.k. tokestamata. Viimane omadus kehtib ka juhul, kui juhuslike
suuruste X, keskvairtus pole defineeritud, st EX+T = EX~ = co.

Jareldus 11.6 Olgu X1, Xo, ... iid juhuslikud suurused, F|X,| = oco. Siis
Sn
limsup |—| =00 pk.
n n

Toestus. Olgu K < oo. Juhuslikud suurused K7'X,, n = 1,2,... on soltumatud,
E|K7'X,| = oo, millest viite tottu

;P(p:;—”' 2}() — 0.

Kasutades BC2, saame

P(limsup %o > K) > P(’Xn|

n n n

> Ki.o.) =1.

Jarelikult lim sup,, % = oo p.k.(iil. 5). Seostest

[9nl o [Xnl _ 1Snal (n = 1)

n n (n—1) n

jéreldub, et lim sup,, % = oo p.k. (iilesanne 5.) =

Viimasest jareldusest saame muuhulgas ka, et iid juhuslike suuruste korral kehtib koon-
dumine

&%CERD.I{.
n

parajasti siis, kui F|X,| < oo ka sellisel juhul ¢ = pu, st kehtiv koondumine on TSAS.
Sonastame selle jareldusena.
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Jareldus 11.7 Olgu X1, Xs, ... wid juhuslikud suurused. Siis
Sh
— =< ceRpk.
n

parajasti siis, kui E|X,| < oo ja sellisel juhul ¢ = p = EX,,.

Toestus. Piisavus jareldub teoreemist [11.4]

Oletame, et E|X,| = co. Jérelduse tottu lim sup,, % = o0 p.k. mis on vastuolus
eeldusega % — ¢ p.k.. Jarelikult E|X,,| < oo ja % — 1 p.k.. See aga tihendab, et u = c.
]

Jéareldus annab seega piisava ja tarviliku tingimuse selleks, et jada S—T? koonduks
loplikuks keskviartuseks p.k. Paneme téhele, et esialgu ehk vaid formaalsusena paist-
nud 16pliku keskvidrtuse olemasoluks piisav ja tarvilik tingimus F|X| < oo omab niiiid
mérksa laiema sisu. Toepoolest, kui E|X| = oo, siis % ei koondu. Jarelikult ei saa
sellisel juhul mingit "teoreetilist keskmist" olla ka sisuliselt. Olgu néiteks X jaotus siim-
meetriline 0 suhtes, st X ja —X on sama jaotusega. Kui F|X| < oo, siis siimmeetria
tottu EX = 0 ja TSAS: ST” — 0 p.k.. Kui aga siimmeetrilise jaotusega X on selline, et
E|X| = oo (selline jaotus on néiteks Cauchy jaotus), siis voib tekkida kahtlus, et vaata-
mata Lebesgue’i integraali formaalsele mitteeksisteerimisele jaotuse "sisuline keskmine"
on ikkagi 0 ja % — 0 p.k. Jareldus valistab selle ning vidab, et lim sup,, |%| =00
p-k.. Kuidas aga sellisel siimmeetrilisel juhul kditub jada %? Stimmeetria tottu on sellele
kiisimusele lihtne vastata. Koigepealt paneme tédhele, et siindmused {limsup,, % = oo}
ja {liminf, 2= = —oco} on mélemad jiik-o-algebra elemendid, mistottu Kolmogorovi 0-1
seaduse tottu nende toendosused on kas 0 voi 1. Siimmeetria tottu on selge, et nimetatud
toendosused on vordsed. Kui nad molemad oleksid 0, siis kehtiks

S
P(limsup — < 00) =1,
n

n

mis oleks vastuolus jareldusega Seega peavad need toendosused vorduma iihega.
Seega siimmeetrilise jaotuse korral

Sn o oS
limsup — = oo p.k ja liminf — = —o0 p.k.,
n n non

mis sisuliselt tdhendab jada % lopmatut fluktueerimist jirjest suureneva amplituudiga.

11.4 Empiirilised moodud

Meeldetuletus: Olgu v = ). p;0,, reaalteljel antud diskreetne modt. Seega reaalarvud

Xi, To, ... 0on aatomid ja pi, ps, ... nende toendosused. Tuletame meelde, et hulga A moot
avaldub
v(A4) = Z Di
;€A
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ning suvalise funktsiooni f : R — R korral integraal moodu v jargi on (valem ((7.29)))
/fdz/ = f)p:. (11.5)

Empiirilise moodu definitsioon. Olgu X, X, ... iid juhuslikud suurused, X, ~ P.
Igan =1,2,... jaw € ) korral vaatleme n esimese juhusliku suuruse realisatsiooni
Xi(w),..., X, (w) (valim) ja defineerime ruumil (R, B) téendosusmoddu P jargmiselt

1 n
P;;J = ﬁ ; 5Xi(w)-

Moo6tu P, nimetatakse empiiriliseks mooduks. Seega VA € B korral
w 1 -
PE(A) = - 3" La(Xifw).
i=1

Definitsioonist saame, et hulga A empiiriline mo6t P¥(A) on vordne sinna hulka kuuluvate
valimi elementide X;(w) arvu ja valimi mahu n suhtega. Paneme veel téhele, et suvalise
funktsiooni f korral (valem ((11.5)):

JEL W ™))

Koondumisest. Fikseeritud w korral on P? fikseeritud diskreetne toendosusmoot ning
seega iga A korral P¥(A) mingi arv. Vaadeldes aga valimit juhuslikuna saame, et iga A
korral on P,(A) juhuslik suurus:

Pu(A) = = S Ia(X)),

Meid huvitab selle juhusliku suuruse kditumine valimi mahu n kasvades. Et I4(X1), [4(X5), ...

on iid juhuslikud suurused keskvéirtusega

Euaozép@wzmm,

siis teoreemist jareldub
1 n
P,(A) = — IA(X; P(A k.
)= L) > PA) b

ehk VA € B korral
P{w|P?(A) - P(A)} = 1.
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Olgu niitid F¥ empiirilisele moodule P vastav jaotusfunktsioon, F' olgu P jaotusfunkt-
sioon. Vottes hulgaks A = (—oo, x], saame iilaltoodud koondumisest, et Vo € R korral
kehtib F,(z) — F(z) p.k. ehk

P(F,(z) = F(z)) = 1. (11.6)

Uldiselt, olgu f : R — R selline Boreli funktsioon, et [|f|dP = E|f(X1)| < oo. Sellisel
juhul f(Xy), f(Xa),... on iid juhuslikud suurused, kusjuures E|f(X;)| < co. Teoreemist

jareldub niiiid, et
1 n
/fdPn = E_l f(X;) = Ef(Xy) = /fdP. p.k.. (11.7)

Loomulikult jéreldub koondumisest (11.7)) nii koondumine P,(A) — P(A) p.k. (vottes
f=14) kui ka F,(z) = F(x) p.k.

Glivenko-Cantelli teoreem. Uurime lihemalt koondumist (11.6) ehk F,(z) — F(x)
p.k. See koondumine tdhendab, et P(2(z)) = 1, kus
Vz) = {w|Fy () = F(2)}.
Et hulk Q(z) s6ltub argumendist z, ei saa me vahetult jareldada (miks?), et
P{w|F/(z) - F(z), VrxeR}=1 (11.8)

Selgub aga, et (11.8) kehtib. Olgu Q kdigi ratsionaalarvude hulk ja J olgu funktsiooni F'
katkevuspunktide hulk. Et hulk QU J on iilimalt loenduv (miks?), siis P(2*) = 1, kus

Q* - mQUJQ(.T) .

Olgu w € Q* suvaline. Pole raske veenduda, et Vo € R korral kehtib F¥(z) — F(x).
Toepoolest: olgu = funktsiooni F' pidevuspunkt. Siis Ve > 0 korral leiduvad z,y € Q nii,
et z <z <yjaF(y)— F(z) <e Et F, ja F on mittekahanevad, saame

limsup F/(z) < limsup F,’(y) = F(y), lminf F’(x) > liminf F’(2) = F(2)
ehk
limsup F/(z) — liminf FY(z) < e.
Et € oli suvaline, saame

limsup FY(z) = liminf F’(z) = lim F’(z).

n

Samas iilaltoodud argumendist jireldub, et iga ¢ > 0 korral
limsup F(z) < limsup F*(y) = F(y) < F(x) + ¢
liminf F’(z) > liminf FY(2) = F(z) > F(x) — €.

Seega lim,, F¥(z) = F(z) ja see ongi (11.8).
Jargmine teoreem néitab, et koondumine ([11.8)) on iihtlane.
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Teoreem 11.5 (Glivenko-Cantelli teoreem) Olgu F suvaline jaotusfunktsioon, F,
vastav empuiriline jaotusfunktsioon. Koondumine on thtlane, s.t.

P{w| igﬁ |F(z) — F(x)] — 0} = 1. (11.9)

Toestus. Toestus koosneb kahest osast. Esimeses osas néitame, et (11.9) kehtib, kui
F = @G, kus G on iihtlase jaotuse jaotusfunktsioon, st

G(r) = max{0, min{z, 1}}.
Olgu G, vastav empiiriline jaotusfunktsioon. Niitame, et

P{w| sgg |G (z) — G(x)] — 0} = 1. (11.10)

Eelkoige paneme tihele, et iga n korral on supremum maksimum. Tdepoolest, et G(X}) =
X}, siis

sup |G (¢)—G()] = max { max 07" " Toox) (X)) =Xil, max (070 oox (Xo) =Xl }.

R BT =t T i=1

Seega on
w = sup |G () — G(z)]

mootuv.
Argument toestamiseks on sisuliselt meile juba tuttav. Olgu ¢ > 0 suvaline.
Niitame, et leidub hulk Q(e) nii, et P(2(¢)) = 1 ja iga w € Q(¢) korral In,, (v6ib soltuda
w-st) nii, et

sup |Gy (x) — G(z)| <€, kuin > n,. (11.11)

Sellest jéreldub (11.10]) (kuidas?).

Olgu m nii suur, et m~"' < §. Defineerime
k .
E = {E?k:07172a"'7m} Ja Q(ﬁ) = {UJ‘G:LJ(-ZE) —>G(x), VxGE}

Et F on loplik, siis P(Q(¢)) = 1. Olgu w € Q(¢). Et E on loplik, siis 3n, nii suur, et iga
n > n, korral |G (r) — G(z)| < § iga v € E korral. Olgu o € R suvaline. Niitame, et

|G¥(x) — G(x)| <€, kuin > n,. (11.12)

Sellest jareldub (11.11)).

Leiduvad z,y € F nil, et 2 <x <yjay—2z=G(y) — G(z) <mL Seega

G‘;{(I)ZGZ(Z)ZG(Z)—gzz— >r—e=G(x)—¢

€
2
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ning analoogiliselt G, (z) < G(z) + €, millest saame (11.12).

Koondumise (11.9) toestamiseks iildisema jaotuse korral kasutame Skorohodi esitust.
Olgu F' suvaline ja
Xp(t) :=1inf{z : F(z) > t}.

Teame, et Xp(t) on ruumil ((0, 1), B, Leb) defineeritud juhuslik suurus, mille jaotus on F'.
Seega, kui Y ~ G, siis Xp(Y) ~ F, sest kehtib

{t: Xp(t) <a}={t:t < F(x)}
(vaata Skorohodi esitust), millest
Plw: Xp(Y(w) < 2} = Plw: Y(w) < F(2)} = Fla).
Jarelikult, kui Y3,Y5,... on ii.d iihtlase jaotusega U(0,1), siis Xp(Y7), Xp(Y2),... on

jaotusega F' i.i.d juhuslikud suurused. Olgu G, juhuslike suuruste Y7, Y5, ... Y, pohjal
konstrueeritud empiiriline jaotusfunktsioon G,,. Seega

Ga(F(@) =n"' Y I aop@)(Yi(w)) = 07" Y Tuviw)<r (@)
i=1 =1

- n_l Z [{w:XF(Yi(W))SI}(w) = n_l Z I(*oo,x] (XF(Y;(W)»
i=1 i=1
Seega iga z korral
Gu(F(2)) =0 Y o) (Xr(Y))
i=1

ehk funktsioon x — G¥(F(z)) on jaotuse F' empiiriline jaotusfunktsioon. Samas iga
w € €2 korral kehtib

sup |G (F(2)) — G(F(@)] < sup |Glz) — G()], (11.13)
kusjuures vorratus on vordus, kui F' on pidev. Sellest jareldub, et
Sup |G (F(w)) — G(F(2))] = sup | Fu(z) — Fz)] = 0 pk.
siis, kui sup, |G, (2) — G(2)| — 0 p.k.. Selle tdestasime aga eespool. m

Dvoretzki-Kiefer-Wolfowitzi vorratus. Peaaegu kindlasti koondumisest F,(z) —
F(z) p.k. jareldub toendosuse jirgi koondumine. Seega

P(|F,(z) — F(z)| > €) — 0.
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Viimase koondumise kiirust on voimalik hinnata Hoffdingi vorratusest (iilesanne 9.)
P(F,(z) — F(z) >¢) < e, P(|F,(z) — F(z)| > €) <272 (11.14)
Samuti on selge, et koondumisest (11.14)) jareldub F,,(z) — F(z) p.k.

Samuti jareldub peaaegu kindlasti koondumisest sup, |F,,(z) — F(z)|] — 0 toendosuse
jargi koondumine:
P (sup |F,(z) — F(z)] > €) — 0. (11.15)

Glivenko-Cantelli teoreemi toestusest jareldub, et viimane koondumine on dhtlane file
jaotuste F. Toepoolest, vorratuse (11.13) parem pool ei soltu jaotusest F. Seega iga
e > 0 ja iga jaotuse F' korral kehtib

P(sgp |Fo(z) — F(2)| > €) = P(sgp G (F(z))— F(z)] > €) < P(sgp |Go(2) = G(2)| > ¢),

(11.16)
Analoogiliselt saame iihepoolse vorratuse

P(sup (F,(z) — F(z)) > €) < P(sup (Gu(z) — G(2)) > ), (11.17)
kusjuures pideva F' korral on molemad vorratused vordused. Seosest ((11.15)) jareldub, et

vorratuste (11.16]) ja (L11.17) paremad pooled koonduvad nulliks. Kas aga selle koondumise
kiirust saab hinnata? Tuletame meelde vorratused (11.14)): iga = ja € > 0 korral

2

P(F,(z) — F(z) > ¢) <e 2, P(|F,(z) — F(z)] > ¢) <272,
Selgub, et piisavalt suure n korral kehtivad need vorratused ka supreemumi korral.

Teoreem 11.6 (P. Massart, 1990) Olgu F,, jaotuse F empiiriline jaotusfunktsioon.

. .. _ 2 ..
Kui en on nii suur, et e 2" < %, 5118

P(sgp (Fu(z) — F(z)) >€) < e e (11.18)

Iga n ja € > 0 korral kehtib aga

P(Sgp |F(2) — F(z)] > €) < 22 (11.19)

Pane tihele, et vorratusest jireldub vahetult vorratus (11.19). Vorratusi (11.19)
ja (11.18) nimetatakse Dvoretzki-Kiefer-Wolfowitzi (DKW) vorratusteks. Seoste
(11.16) ja (11.17) piisab kui nad on toestatud vaid iihtlase jaotuse korral. On selge, et
jarelduse t6ttu jareldub hinnangust Glivenko-Cantelli teoreem ehk koondumine
(TT.9).
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Kolmogorov-Smirnovi test. DKW vorratused voimaldavad konstrueerida statistiku
kontrollimaks hiipoteesi, kas empiiriline jaotus F}, parineb jaotusest F'. Toepoolest, tipselt
samamoodi kui peatiikis [8.7.4] saame iga n korral iithepoolsed usalduspiirid statistikule

D, = sup |, (x) = F(x)

jirgmiselt: iga o > 0 korral
P(\/ﬁDn > /(1/2)In (2/a)> <a (11.20)

(tilesanne 10). Seega, kui statistik y/nD,, on suurem kui /(1/2)In (2/«), likkame hiipo-
teesi (et F,, parineb jaotusest F') nivool « iimber. Analoogiliselt saab leida usalduspiiri
ka {ihepoolsele statistikule (iilesanne 10)

D}t :=sup (F,(z) — F(x)).

T

Asiimptootilised usalduspiirid. Aastal 1933 toestas A. Kolmogorov, et

P(\/ﬁsup |Gy (x) — G(x)| > e) N 22(—1)k_1e_2k262_
* k=1
Seega piisavalt suure n korral
P(v/nD, > ¢€) < P(Vnsup |G,(z) — G(z)| > €) = 22 )h=t e~

kusjuures pideva F' korral on vorratus vordus. Toodud seosest saame astimptootilised
usalduspiirid: olgu €(«) vorrandi

2) (-1 te ™ = q (11.21)

k=1

lahend. Siis P(y/nD,, > €(a)) =~ « ehk kui v/nD,, > ¢(«) voime (piisavalt suure n korral)
hiipoteesi (et F), périneb jaotusest F') nivool « iimber likkata. On selge, et iga n ja «
korral e(a) < /(1/2)In(2/a) (miks?), kuid piiri e(v) kasutamine eeldab piisavalt suurt
valimimahtu n. Et valemis oleva rea summa pole analiiiitiliselt teada pole vor-
randi lahendamine lihtne, kuid 1948. aastal publitseeris N. Smirnov tabeli, mis
tegi saadud testi kasutamise praktiliselt voimalikuks.

Asiimptootilise testi iihepoolse statistiku D kaudu saame jargmisest koondumisest (N.
Smirnov, 1944):
P(Vnsup(G,(z) — G(z)) > €) — e 7. (11.22)

xT
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Seega piisavalt suure n korral (iilesanne 10)
P(vnD; > +/1/2In(1/a)) < P(v/nsup(G,(z) — G(z)) > /1/2In(1/a)) =~ o, (11.23)

kusjuures pideva F' korral on vorratus vordus. Pane tihele, et antud juhul astimptootilised
usalduspiirid langevad kokku nendega, mis saadud DKW vorratuse abil. Statistikuid D,
ja D nimetatakse Kolmogorov-Smirnovi statistikuteks ja nende abil saadud teste
Kolmogorov-Smirnovi testideks.

Loglog-seadus. Vottes

saame seosest, ((11.20))

P(\/5i D> 3 ) = P(vaD, > I/ i) < % 0.

Et rida ) -2 ei koondu, ei saa me vahetult jireldada, et

Inn
P(l' " _p, < 1) —1 (11.24)
lmsgp 2Inlnn " — 2/ 7 ’

Saab ndidata, et tegelikult kehtib ka (11.24). Seega iga a > % korral /50—D, < a
mingist kohast alates, p.k.. Selgub, et kehtib ka teistpidi tulemus, mis viidab, et empiiri-
line jaotisfunktsioon ei saa koonduda liiga kiiresti (siin F ei ole aatomi jaotusfunktsioon):

liminf vV2InlnnD, = g, p.k..

Gliveko-Cantelli teoreem ja selle iildistused on tdhtsal kohal matemaatilise statistika mit-
metes harudes. Nii pohineb suuresti just Gliveko-Cantelli teoreemi iildistusel n.n. Vapnik-
Cervonenkise teooria, mis omakorda on masinoppe (statistical learning) matemaatiline
baas.

Juhuslikku funktsiooni

v = Vn(Fu(r) = F(z))

nimetatakse empiiriliseks protsessiks. Empiirilistest protsessidest on (viimastel aas-
takiimnetel) saanud viga oluline matemaatiline vahend astimptootilises statistikas. Nende
eduka kasutamise teeb aga voimalikuks toendosusmootude norga koondumise teooria. Jargnevas
tutvume selle teooria pohimoistetega.

Kirjandus. Suurte arvude seaduste kohta loe: Sirjajev IV osa 3; Williams 12.6-12.10;
Grimmett, Stirzaker 7.4.
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11.5 Ulesanded
1. Olgu Xy, Xo, ... soltumatud juhuslikud suurused. Toestada, et Vn korral

2. Toestada jareldused ja
3. Olgu X mittenegatiivne juhuslik suurus. Lemmat kasutades toestada, et

iP(X >n) < EX.

n=1

4. Toestada, et kui EXT = oo, EX~ < oo ja kui VK korral kehtib

Sn
lim inf — Z E(XII{X1<K}) pk,
n n -

siis lim inf,, % = 00 p.k..
5. Toestada jareldus

6. Olgu X, Xy, ... iid juhuslikud suurused, X,, ~ P. Olgu {P,} vastavate empiiriliste
mootude jada. Niidata, et VA € B korral P,(A) — P(A) p.k.

7. Olgu X1, Xs, ... 16plike dispersioonidega soltumatud juhuslikud suurused, {b,} posi-

tiivsete reaalarvude jada, kusjuures b, ,* oo. Tdestada, et kui >, % < 00, siis
kehtivad koondumised !
S, — E(S, Sp — E(S,
= BSn) 2 S B p.k.
b, b,
8. Olgu Xj, X, ... soltumatud juhuslikud suurused, juhusliku suuruse X, jaotus olgu

vastavalt:

2) P(Xn = _n) = P(Xn = n) = #7 P(Xn = O) =1- n_12;

3) P(X, = —2") = P(X, = 2') = ke, P(X, = 0) = 1— b

4) P(X, =-2") =P(X, =2") = 3;

5) P(X, = —6(n)) = P(X, = ¢(n)) = 5, P(X, = 0) = 1 — 525, kusjuures
¥(n) > 2 ja f;(%) <K <oo

TSAS, TSAS?

L

Kas kehtivad koondumised: %
9. Toestada ([11.14)).

10.
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1. Toesta (11.20]).

2. Vérratuse (11.18) abil leida tipne a-usalduspiir statistikule DF. (Ara unusta, et
(11.18]) kehtib vaid siis, kui ne on piisavalt suur).

3. Toesta ((11.23)).
11.

1. Olgu f € C0,1], st 16igul [0, 1] médratud pidev funktsioon. Olgu iga n korral B,,(f)
samuti 16igul [0, 1] méédratud pidev funktsioon, mis on defineeritud jargmiselt:

BN =35 (5) (Z) (1= )
k=0
Siin 0° = 1. Toesta, et iga z korral
lim B,()() = (x)

Toesta, et kui f on kumer, siis

B.(f) = f.

2. Olgu f 16igul (0, 00) antud pidev tokestatud funktsioon ning olgu iga n korral

Su(f) () = if(%)e_m ()" o

k!

Toesta, et iga = korral

lim 5,.(£)(x) = ().

Toesta, et kui f on kumer (mitte ilmtingimata tokestatud), siis
Su(f) = f.

12. Olgu Xi, Xy, ... ii.d. juhuslikud suurused, F|X;| < oo, EX; = p. Olgu m,, — oo
mittenegatiivsete tdisarvude jada. Naita, et (Sp = X + -+ + X})

1. % —un pk,
2. Zm 0, pk,

3. Xmatl (0 pk.,

Mn
4. kui lisaks 2 — ¢ > 0, siis 222 — ;- a, pk.
n n

Olgu niiiid N; < Ny < N3 < --- téaisarvuliste juhuslike suuruste jada nii, et lim,, V,, = 0o
p.k. Niita
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1. ivi: —u pk.,
2. 52 0, pk,

3. 2t 0, pk,

4. kui lisaks % —a >0, p.k., siis S% —u-a, pk.

13. Olgu X, Xo, ... mittenegetiivsed iid juhuslikud suurused EX; = p > 0. Olgu iga
t > 0 korral
N(t) = max{n : S, <t},

kus Sp =0 ja S, = X7 +--- + X,. Niita:
1. P(N(t) < o0) =1, iga t korral;
2. P(limy_,oo N(t) = 00) = 1;

. s
3. limy_,o0 % = u, pk.;

4. limy_ @ = i, p-k (jarelda eelmisest koondumisest, kasutades asjaolu, et Sy <

t < Snw);
5. eeldusel, et leidub juhuslik suurus Z nii, et protsessis £ — oo kehtib

Sk—,uk
Vi

= 7,

siis protsessis ¢ — 00,

Svo —#N®) 50 Sve — #N(E)
[ N @)

I

(11.25)

(Kasuta ptk 9 iilesannet 30).
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12 Toenaosusmootude nork koondumine

Olgu X,, ~ P,,n=1,2,..., X ~ P juhuslikud suurused. F,,, F olgu vastavas jaotusfunk-
tsioonid. Teame, et jada X, koondub jaotuse jirgi juhuslikuks suuruseks X (X, = X)
parajasti siis, kui

P,(—o00,z] = P(—o00,x] iga sellise z korral, et P{x} =0. (12.1)
Arusaadavalt on tingimus (12.1)) ekvivalentne tingimusega

F.(z) — F(z) iga sellise z korral, kus F on pidev. (12.2)

Seega koondumine X,, = X on tegelikult toendosusmootude P, ja P omadus. Kui moo-
tudel P, ja P on see omadus, siis iitleme, et jada P, koondub norgalt mooduks P.
Sonastame selle definitsioonina.

Def 12.1 Olgu P,, n = 1,2,... ja P o-algebral B(R) antud téendosusmaoodud. Jada P,
koondub norgalt mooduks P, kui kehtib . Norka koondumist téhistame P, = P.

Seega juhuslikud suurused koonduvad jaotuse jirgi parajasti siis, kui nende jaotused koon-
duvad norgalt.

12.1 Skorohodi esitus (veelkord)

Et mingi juhuslike suuruste jada jaotuse jargi koondumine on vaid nende jaotuste omadus,
ei saa jaotuse jargi koondumisest teha mingeid jareldusi nende juhuslike suuruste kui funk-
tsioonide omavahelise seose kohta. Voib isegi nii olla, et iga juhuslik suurus selles jadas
on defineeritud eraldi toenfdosusruumil.

Teame aga, et iga etteantud jaotuse P korral saab toendosusruumil ((0,1),8(0,1), Leb)
konstrueerida juhusliku suuruse Z, mille jaotus on P, jaotusfunktsiooniga F. Uks voi-
malus sellise juhusliku suuruse konstrueerimiseks on Skorohodi esitus (vt. alajaotus 7
kus Z on sisuliselt F' péordfunktsioon. Téapsemalt,

Z(w) =1inf{z:w < F(z)}. (12.3)

Seega, kui P, = P on norgalt koonduvate moctude jada, siis saab ruumil ((0,1), 5(0, 1), Leb)
seose ((12.3)) abil defineerida juhuslikud suurused Z,,, Z nii, et Z,, = Z. Jirgnev teoreem
néitab, et need juhuslikud suurused koonduvad p.k..

Teoreem 12.2 Olgu P, = P o-algebral B(R) antud norgalt koonduvad téendosusmaoodud.
Kui Z, ~ P, ja Z ~ P on Skorohodi esituse kaudu defineeritud juhuslikud suurused,
s11s Ly — Z p.k..

Tuletame meelde, et Skorohodi esituse definitsioonist jareldub:

{ww<F@)}={w:Z(w) <z} < {w:w>F@@)}={w:Z(w)>=z}.
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Toestus. Niitame, et Z, — Z p.k. Olgu w € (0,1) selline, et Z on pidev punktis w.
Naitame

1) liminf, Z,(w) > Z(w).

Olgu € > 0 suvaline. Valime z nii, et Z(w) — € < 2 < Z(w) ja P{z} = 0 (selline z alati
leidub). Seega F(x) < w ja koondumisest F,,(x) — F(x) saame F,(z) < w kui n on
piisavalt suur. See aga tdahendab, et Z,(w) > x (miks?), kui n on piisavalt suur, mistottu
liminf, Z,(w) > x > Z(w) — €. Et € oli suvaline, saame niiiid, et liminf, Z,(w) > Z(w).
2) limsup,, Z,(w) < Z(w).

Olgu w' > w, € > 0 suvaline. Vali y nii, et P{y} =0 ja Z(w') <y < Z(w') + € (selline y
alati leidub). Seega w < w’ < F(y) ja koondumisest F,(y) — F(y) saame F,(y) > w kui
n on piisavalt suur. See aga tdhendab, et Z,(w) <y < Z(w') + €, kui n on piisavalt suur,
millest limsup,, Z,(w) < Z(w'). Et Z on punktis w pidev, siis protsessis w’ \, w saame
limsup,, Z,(w) < Z(w).

Funktsioon Z on 16igus (0, 1) mittekahanev, mistottu on tal iilimalt loenduv hulk katke-
vuspunkte. Olgu see hulk A; P(A) = 0. Et Z,(w) - Z(w) Yw € A, siis Z, — Z p.k.
u

Jareldus 12.1 (Pideva kujutise teoreem) Olgu X,, = X, g : R — R olgu pidev. Siis
9(X) = g(X) ja Pog~' = Pg~".

Toestus. Olgu Z,, Z sellised juhuslikud suurused nagu teoreemis Seega Z, — Z
p.k., millest g(Z,) — g(Z) p.k.. Seega g(Z,) = g(Z). Et g(Z,) ja g(X,) ning g(Z) ja
g(X) on sama jaotusega, siis g(X,,) = g(X).

Et Z ~ P, siis iga Boreli hulga B korral

Pg~{(B)=P(g"'(B)) =P(Z € g '(B)) =P(g9(Z) € B)
ehk g(Z) ~ Pg~'. Analoogiliselt, g(Z,) ~ P,g~' ja koondumine ¢(Z,) = g(Z) on sama
mis P,g" ' = Pg~!. m
12.2 Koondumiskriteeriumid
Teoreemi abil on kerge toestada erinevaid koondumiskriteeriume.
Def 12.3 Boreli hulka A C B nim P-pidevaks, kui P(0A)=0, kus OA on hulga A raja.

Suvalise alamhulga A C R korral on dA kinnine, mistottu 0A € B. Néiteks (—oo, z] on
P-pidev parajasti siis, kui P{z} = 0 ehk P jaotusfunktsioon F' on pidev punktis z.

Teoreem 12.4 Olgu P ja P,,n =1,2,... ruumil (R, B) antud téendosusmoodud. Jirgmised
vdited on samavddrsed:

1) P, = P;
2) [ fdP, — [ fdP iga pideva tokestatud f korral;
3) P.(A) — P(A) iga P-pideva Boreli hulga A korral.
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Toestus. 1) = 2): Olgu Z, ~ P, ja Z ~ P sellised ruumil (Q, F,P) defineeritud
juhuslikud suurused nagu teoreemis [I12.2} f olgu tokestatud ja pidev funktsioon. Et
Zn — Z pk. ja f on pidev, siis f(Z,) — f(Z) p.k. Tokestatud koondumise teoreemist
ja Lebesgue’i integraali muutuja vahetusest jareldub niiiid, et

[ sar. = sz B5(2) = [ gap

1) = 3): Uldistame eeltoodud arutelu. Olgu f tokestatud Boreli funktsioon, D; olgu
tema katkevuspunktide hulk (kui f on pidev, siis Dy = (). Pidevuse asemel eeldame, et
P(Df) = 0. Seega f(Z,(w)) — f(Z(w)), kui Z,(w) = Z(w) ja Z(w) € D;° ehk w €
Z Y Dy°). Et aga P(Z71(D;%)) = P(Ds¢) = 1, siis f(Z,) = f(Z) p.k.. Niiiid kasutame
taas tokestatud koondumise teoreemi ja saame Ef(Z,) — Ef(Z) ehk [ fdP, — [ fdP.
Olgu niitid A mingi P-pidev Boreli hulk. Votame f = I4. Funktswon f on tokestatud
Boreli funktsioon, Dy = 9A, mistottu P(Dy) = 0. Jéarelikult, P,(A) = [ fdP, —
[ fdP = P(A).

3) = 1): Ilmne (miks?).

2) = 1): Olgu F, ja F mootude P, ja P jaotusfunktsioonid. Olgu = funktsiooni F
pidevuspunkt. Viide on toestatud, kui me nditame, et F,,(x) — F(z).

Valime y > z ja defineerime

1, kui t < z;
ft) =3 2, kuiz<t<y;
0, kui t > y.

Definitsioonist saame, et F),(z) = f(_oo AP < [ fdP, ja [ fdP < f(_oo 4P = F(y).
Seosest 2) jareldub limsup, F,,(x) < F(y). Protsessis y \, « saame limsup, F,(z) <
Olgu v < z. Analoogiliselt arutledes saame F'(u) < liminf, F,,(z). Et F on punktis x
pidev, siis protsessis v 'z saame F'(z) < liminf,, F,(x). Jarelikult F,(z) — F(x). m

Teoreemis toodud koondumiskriteeriume voib kasutada (ja tihti kasutataksegi) toe-
ndosusmootude norga koondumise definitsioonina.

Teoreem vastab muuhulgas ka jargmisele viiga olulisele kiisimusele: olgu B mingi
Boreli hulk ja P, = P mingi norgalt koonduvate toendosusmootude jada. Kas siis ke-
htib koondumine P,(B) — P(B), st kas piisavalt suure n korral voib kasutada lihendit
P,(B) =~ P(B)? Teoreemist jdeldub, et kui B on P-pidev hulk, siis kiill. Jargmistest
naidetest selgub aga, et iildiselt see nii pole.

Naiited:

1. Aatomite koondumine. P, :=,, = P :=J, parajasti siis, kui z,, — z. Sellisel juhul
on hulk A P-pidev parajasti siis, kui tema raja ei sisalda punkti . On kerge veenduda,
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et iga sellise hulga A puhul P,(A) — P(A), hulga A = {z} korral ei pruugi see aga nii olla.

2. Olgu P, iihtlane iile aatomite {0,2,... 21}, P olgu iihtlane jaotus hulgal [0,1]. On
lihtne veenduda, et iga = korral F,(z) — F(x). Kuid ikkagi eksisteerib hulk A nii, et
P,(A) 4 P(A). Loomulikult ei saa A sellisel juhul olla P-pidev.

Juhuslikud suurused. Olgu X,, ~ P, ja X ~ P juhuslikud suurused. Tuletame veelkord
meelde, et juhuslike suuruste jada X, koondub norgalt juhuslikuks suuruseks X, kui
nende jaotused koonduvad norgalt, st P, = P. Esitame iilaltoodud koondumiskriteeriu-
mid juhuslike suuruste kaudu. Tingimus (ja ka tingimus (12.2))) avaldub juhuslike
suuruste kaudu jargmiselt

P(X, <z)—P(X <z) igasellise z korral, kus P(X =z)=0. (12.4)
Teoreemi m tingimus 2) avaldub juhuslike suuruste kaudu jargmiselt
E(f(X,)) = E(f(X)) iga pideva ja tokestatud f korral. (12.5)

NB! Poliinoomid pole tokestatud funktsioonid, seega ei jareldu seosest ((12.5)) keskvéiir-
tuste, dispersioonide ja muude momentide koondumine.

Teoreemi tingimus 3) avaldub juhuslike suuruste kaudu jargmiselt

P(X,cA) - P(X € A) igasellise A e B(R) korral, kus P(X € 04) =0. (12.6)

12.3 Suhteline kompaktsus

Kui arvjada {z,,} on tokestatud, siis iga tema alamjadal leidub omakorda koonduv alam-
jada. Matemaatikas nimetatakse sellist omadust suhteliseks kompaktsuseks. Seega arvjada
{z,,} on suhteliselt kompaktne, kui igal alamjadal leidub koonduv alamjada. Arvjadade
korral on tokestatus ja suhteline kompaktsus ekvivalentsed moisted.
Teame juba, et arvjada {z,} koondub piirvidrtuseks = parajasti siis, kui jada {x,} igal
alamjadal leidub omakorda piirviartuseks x koonduv alamjada.
Seega x, — x parajasti siis, kui tal on kaks omadust:

e {x,} on suhteliselt kompaktne;

e iga koonduva alamjada piirvadrtus on z.

(Veendu selles!)

Iga suhteliselt kompaktne jada pole veel koonduv; samuti voib tuua néaiteid mittekoondu-
vast jadast, mille igal koonduval alamjadal on iiks ja seesama piirviartus.

Analoogilised omadused on norgalt koonduval téendosusmootude jadal.
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Def 12.5 Olgu {P,} o-algebral B(R) antud toendosusmaotude jada. Jada {P,} nimetatakse
suhteliselt kompaktseks, kui tema igal alamjadal lerdub mingisuguseks toendosusmooduks
norgalt koonduv (alam)alamgada.

Lemma 12.1 Olgu {P,} o-algebral B(R) antud téendosusmaootude jada. Jada {P,} koon-
dub purvddrtuseks P parajasti siis, kui tema igal alamjadal leidub mooduks P koonduv
alam-alamjada.

Toestus. =: Oletame, et P, = P. Olgu P,, suvaline alamjada. Definitsioonist ([12.1)
jareldub, et ka P,, = P (miks?). Sellega on tarvilikkus toestatud.
<: Oletame vastuviiteliselt, et P, #& P. See tahendab, et 3z nii, et P{z} = 0, kuid

P, (—o0,x] /4 P(—o00,x].

Seega Jde > 0 ja alamjada {FP,, } nii, et |P,, (—o0,z] — P(—o0,z]| > € k = 1,2,....
Vastavalt eeldusele aga jadal {P,,} leidub m6oduks P koonduv alamjada {P,, }, mis
tahendab, et |P,, (—o0, 2] — P(—00,z]| — 0, kui I — oc. See on aga vastuolu. m

Seega kehtib koondumine P, = P parajasti siis, kui
1 jada {P,} on suhteliselt kompaktne;

2 iga norgalt koonduva alamjada piirvddrtus on P, st kui P, = () on mingiks toendo-
susmooduks () norgalt koonduv alamjada, siis P = Q).

Tihti tuleb ette olukordi, mil mingi antud jada {P,} korral on suhteliselt lihtne kontroll-
ida omadust 2. Veendumaks, et toendosusmootude jada koondub norgalt, on meil sellisel
juhul vaja veel kontrollida selle jada suhtelist kompaktsust (omadust 1). See aga ei olegi
iildjuhul eriti lihtne.

Jérgnev teoreem annab praktikas kasuliku kriteeriumi jada {P,} suhtelise kompaktsuse
kontrollimiseks. Defineerime toenfdosusmootude jada tiheduse.

Def 12.6 Olgu {P,} o-algebral B(R) antud téendosusmaoodtude jada. Jada {P,} nimetatakse
tihedaks kui Ve > 0 korral leidub loplik poolléik (a,b] nii, et iga n korral P,(a,b] > 1—e.

Jaotusfunktsioonide kaudu antud téendosusmootude jada {F,} on tihe parajasti siis, kui
Ve > 0 korral leiduvad a < b nii, et F,(b) — F,,(a) > 1 — € iga n korral.
Seega pole { F,, } tihe, kui Je > 0 nii, et iga a ja b korral leidub n nii, et F,(b)—F,(a) < 1—e.

Toendosusmootude jada tihedus iildistab tokestatuse moistet. Sisuliselt tdhendab tihe-
dus ju seda, et iga € > 0 korral saame koikide mootude sabad korraga dra loigata nii, et
ithegi 16igatud saba mass pole suurem kui e. Arvajadade korral on tokestatus ja suhteline
kompaktsus samaviirsed. Toendosusmootude korral on tihedus ja suhteline kompakt-
sus samavadrsed. See tulemus on Prohorovi teoreem [12.81 Prohorovi teoreemi toestus
pohineb jargmisle teoreemil.
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Teoreem 12.7 (Helly) Olgu {F,} jaotusfunktsioonide jada. Siis leidub alamjada {F,, }

ja mittekahanev paremalt pidev funktsioon F nii, et Vo € R korral 0 < F(z) < 1 ja iga
funktsiooni F pidevuspunkti x korral kehtib koondumine F, (z) — F(x).

Toestuse voib leida raamatutest: Billingsley, k. 336; Sirjajev, Ik. 340; Williams lk. 183.

Markus: Piirfunktsioon F' Helly teoreemis rahuldab jaotusfunktsiooni omadusi, vélja
arvatud asjaolu, et voib juhtuda, et lim, ,., F'(z) < 1 ja lim,, o F(x) > 0. Seega ei
pruugi piirfunktsioon olla jaotusfunktsioon.

Et aga F rahuldab jaotusfunktsiooni teisi omadusi, jareldub teoreemist et sellisele
funktsioonile saab seose abil o-algebral B(R) defineerida mingi m66du, mis ei pru-
ugi kiill olla toendosusmoot.

Niited:

1. Olgu P, = 0,,, kus x, — oo. Siis F,() = I, ) ning F,(xr) — 0 iga z korral.
Seega Helly teoreem kiill kehtib, kuid piirfunktsioon on samaselt 0, s.t. ' = 0 ja pole
seega jaotusfunktsioon. On lihtne veenduda, et {P,} pole tihe.

2. Olgu G selline pidev jaotusfunktsioon, et G(0) = 0.5. Defineerime jaotusfunktsioonide
jada
Fo(r) = G(z)G(=).

n

(F, on max{X,nY} jaotus, kus X,Y on soltumatud ja jaotusega G.)

Iga = korral F,(z) — 3G(x). Seega Helly teoreem kiill kehtib, kuid piirfunktsioon pole
jaotusfunktsioon.

Jéllegi pole raske veenduda, et jada {F,} pole tihe (aga veenduge!).

Jargnev teoreem viidab sisuliselt, et kui jada {P,} on tihe, siis piirfunktsioon Helly teo-
reemis on jaotusfunktsioon ja sellele vastav moot on toendosusmoot.

Teoreem 12.8 (Prohorov) Olgu {P,} o-algebral B(R) antud toendosusmootude jada.
Jada {P,} on suhteliselt kompaktne parajasti siis, kui ta on tihe.

Toestus. =: Olgu {P,} suhteliselt kompaktne. Niitame, et see jada on tihe. Vastu-
viiteliselt oletades Je > 0 nii, et iga 16pliku poolldigu (a, b] korral 3n nii, et P, (a,b] < 1—e.
Olgu ny selline, et P, (—k, k] <1 —e. Suhtelise kompaktsuse tottu saame leida alamjada
{F,,, } ja mingi toendosusmoddu P nii, et P, = P, kui [ — co. Olgu niiiid a, b sellised,
et P{a} = P{b} = 0ja P(a,b] > 1—c¢ (selhsed a ja b leiduvad). Kui [ on piisavalt
suur, siis (a,b] C (—ki, k], millest 1 — e > Pnkl( ki, ki) > P, (a,b] — P(a,b]. Jarelikult
P(a,b] <1 — e - vastuolu.

<: Olgu {P,} tihe. Niitame, et see jada on suhteliselt kompaktne. Olgu {P,,} suvaline
alamjada, {F,,, } vastavad jaotusfunktsioonid. Helly teoreemi abil leiame (alam-)alamjada
{F},, } ja piirfunktsiooni F' nii, et F,, (x) — F(z) iga funktsiooni I’ pidevuspunkti korral.
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Implikatsioon on toestatud, kui nditame, et F' on jaotusfunktsioon, so lim, ., F/(z) =1
jalim, , o F(z) = 0. Et 0 < F(z) < 1 ja F on mittekahanev, siis selleks piisab, kui
néitame, et iga € > 0 korral da < b nii, et F'(b) — F(a) > 1 —e.

Olgu € > 0 suvaline. Valime a,b nii, et P,(a,b] > 1 —¢, n = 1,2.... Suurendades
b-d ja vahendades a-d kui vaja, voime eeldada, et punktid a ja b on funktsiooni F' pi-
devuspunktid. Seega F'(b) — F(a) = liny F},, (b) — limy I, (a) = lim; P, (a,0] > 1 —e.
u

Jareldus 12.2 Olgu toendosusmootude jada {P,} tihe. Kui leidub téendosusmoot P nii,
et P on jada {P,} iga nérgalt koonduva alamjada piirvidrtus, siis P, = P.

12.3.1 Juhuslikud vektorid ja toeniosusméodud ruumis R”

Olgu X, := (X!, ..., X¥) ja X := (X',..., X*) k-dimensonaalsed juhuslikud vektorid.

ni:

Nende jaotused olgu vastavalt P, ja P. Jaotused P, ja P on toendosusmoodud o-algebral
B(RF), neile vastavad jaotusfunktsioonid F}, ja F on niiiid defineeritud ruumil R,

Ruumil R* (st o-algebral B(R¥)) antud toenfiosusmootude koondumine P, = P defi-
neeritakse pohimotteliselt sama moodi kui reaalteljel. Tihti tehakse seda ldbi jaotusfunk-
tsioonide: iitleme, et P, = P kui kehtib (jaotusfunktsiooni argument on niiiid
muidugi ruumi R* element). Samuti kehtib teoreemi 12.4 iildistus: P, = P parajasti siis
kui

/fdPn — /fdP iga pideva ja tokestatud f : R* — R korral (12.7)
ning P, = P parajasti siis kui
P,(A) — P(A) iga P-pideva hulga A € B(R¥) korral. (12.8)

Seose ([12.1)) iildistamisel mitmemd&otmelisele juhule tuleb olla tdhelepenelik. Punkt x =

(x1,...,2%) € R¥ on jaotusfunktsiooni pidevuspunkt parajasti siis, kui

P((—o00,z'] x -+ x (—00,2") — P((—00,2") X -+ x (—00,2")) = 0.

Juhuslike vektorite nork ehk jaotuse jirgi koondumine defineeritakse analoogiliselt: juhus-
likud vektorid koonduvad norgalt, kirjutame X,, = X, parajasti siis, kui nende jaotused
koonduvad norgalt, st P, = P. Seosed (12.7)) ja (12.8) avalduvad juhuslike vektrite kaudu
jargmiselt:

E(f(Xn)) — E(f(X)) iga pideva ja tdkestatud f : R* — R korral; (12.9)
P(X, € A) - P(X € A) igasellise A€ B(R") korral, kus P(X € 94) = 0. (12.10)

Margime veel, et ka juhuslike vektorite korral kehtib teoreem [12.2] st leiduvad sama jao-
tusega p.k. koonduvad juhuslikud vektorid. Aga erinevalt iihedimensionaalsest juhust,
nende peaaegu kindlalt koonduvate sama jaotusega vektorite konstrueerimine pole enam
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jautusfunktsiooni (iildistatud) poordfunktsiooni s.o. Skorohodi esituse abil. Sellest teo-
reemist jireldub pideva kujutise teoreem: kui X,, = X, siis ¢(X,,) = ¢g(X), kus g : R* —
R on pidev (mitte ilmtingimata tokestatud).

Ruumil R* (st o-algebral B(R¥)) antud téendosusmootude jada {P,} tihedus defineer-
itakse analoogiliselt iihemdotmelise juhuga: {P,} on tihe, kui iga € > 0 korral leidub
ristkiilik A = (a',b'] x -+ x (a¥,0"] nii, et P,(A) > 1 — ¢ iga n korral. Ka juhuslike
vektorite korral kehtib Prohorovi teoreem: jada {P,} on suhteliselt kompaktne parajasti
siis kui ta on tihe.

Pideva kujutise teoreemist jireldub, et kui X,, = X ja t € R¥, siis ' X,, = t'X (veendu).
Seega, kui X,, = X, siis koonduvad norgalt ka koik komponendid: X' = X' iga
i=1,...,k korral (miks?). Vastupidine iildiselt ei kehti: komponentide norgast koondu-
misest ei jareldu vektorite nork koondumine (leia kontrangide). Uks erijuht, mil juhuslike
vektorite nork koondumine on ekvivalentne komponentide norga koondumisega on siis,
kui komponendid on iga n korral sdltumatud: kui X},..., X* on iga n korral soltumatud
juhuslikud suurused ja X' = X* iga i korral, siis

(X,

nyc

XM= (X1, X0,

kus vektori (Xi,...,X;) komponendid on soltumatud (iilesanne 7). Kiill aga kehtib
jargmine tulemus: kui komponendid (marginaaljaotused) koonduvad norgalt, on juhuslike
vektorite jaotuste jada tihe ning seega (Prohorovi teoreem) suhteliselt kompaktne.

Lemma 12.2 Olgu X, = (X}, ..., X*) ~ P, juhuslikud vektorid, mille komponendid
koonduvad norgalt, st leiduvad juhuslikud suurused X, i = 1,...,k nii, et X! = X' iga
i korral, Siis jada {P,} on tihe.

Tdestus. Olgu X! ~ P!, Et X! = X", siis iga ¢ korral on jada { P’} tihe (miks?). Seega
iga € > 0 korral leidub (a, '] nii, et P¢((a’,b]) > 1—£. Olgu A := (a*,b'] x - - - x (a¥, b"].
Veendume, et {P,} on tihe:

k k
PYA%) =P(X} & (a',b'],- -, XF & (d*,bF)) Z a,bi]):Zpg((ai,bi]c)q
|

Jargmine oluline teoreem iitleb, et tegelikult on koondumine #'X, = X iga t € R¥
korral ekvivalentne koondumisega X, = X.

Teoreem 12.9 Juhuslikud vektorid X, koonduvad norgalt juhuslikuks vektoriks X, st
X,, = X parajasti siis, kui iga t € R* korral t' X, = t'X.

Teoreemi abil on kerge tildistada Slutsky lemmat juhuslikele vaktoritele,
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Lemma 12.3 (Slutsky lemma) Olgu X,,, Y, ja X k-dimensionaalsed juhuslikud vek-
torid. Kui X, = X ja Y, = c, kus c € R, siis kehtivad koondumised:

1LX,+Y, = X +c;
2. Y'X, = ¢X.
Toestus. 1) Olgu X,, = (X!,... . XF), X = (X',..., X" ja Y, = (V},...,YF) juhus-

likud vektorid, kusjuures X,, = X ja Y, 5o (ekvivalentselt Y,, = ¢). Veendume, et
X, +Y, = X +c. Selleks piisab, kui niitame, et iga vektori ¢ € R* korral

(X +Y,) =t'X, +tY, =>t'X +tc=t'(X+¢). (12.11)

Et X, = X, siis /X, = t'X. Samuti 'Y, = t'c € R. Uhemé&otmelisest Slutsky lemmast
(seos 1) saame niiiid, et ¢'X,, +t'Y,, = t'X + t'c ja see on (12.11]).

2) Oletame, et ¢ =0, st X,, = X ja Y, £0. See tdhendab, et suvaliste komponentide 7 ja
j korral Xi = X' ja Y7 5 0, millest (Slutsky lemma) XiY7 5 0. Seega kdik korrutised
X'Y" koonduvad toeniosuse jérgi nulliks. Liidetavate toendosuse jargi koondumisest
jareldub summa toendosuse jirgi koondumine ehk

k
VX, =Y ViX! £o.

n n<in
i=1

Kui ¢ # 0, siis Y,, — ¢ = 0 (miks?), millest (Y,, — ¢)'X,, 50, Bt ¢X, = ¢X, siis osa 1)
(voi tthemodotmelise Slutsky lemma) tottu

(Yo—c+o)X,=(Y,— X, +X, = X.

Kirjandus. Billingsley 25; Williams 17; Sirjajev 111 osad 1 ja 2; Grimmett, Stirzaker
7.2.

12.4 Ulesanded
1.

1. Olgu iga t € R korral
GA(t) == exp[—e™], A >0.

Toesta, et GG on jaotusfunktsioon
2. Olgu X1, Xy, ... iid juhuslikud suurused eksponentjaotusega E()). Seega

P(X; > t) = exp[—At],
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kui ¢ > 0. Olgu M,, := max{X3,..., X, }. Toestada, et

lnn
M, — — Y,
h\ =

kus Y ~ G,.

2. Olgu {P,} absoluutselt pidevate mootude jada (Lebesgue’i moddu suhtes), f, olgu
moodu P, tihedus. Olgu f méodu P tihedus (Lebesgue’i moddu suhtes). Toesta, et kui
fn — f Leb-p.k., siis P, = P.

3. Olgu xy, 29, ... iilimalt loenduv reaalarvude hulk, x; # z;, kui j # j. Olgu iga n
korral P, := . pd,, tdendosusmoodt (st ) . pl = 1). Olgu P = ), p;d,, samuti toendo-
susmoot. Toesta, et kui iga ¢ korral lim,, p!' = p,, siis P, = P.

4. Too ndide norgalt koonduvatest mootudest P, = P ja tokestatud funktsioonist f

nii, et
lim/fdPnsé/fdP.

5. Olgu {X,} suvaline juhuslike suuruste jada. Toestada, et alati leiduvad konstandid
a, nii, et a, > 0 iga n korral, kuid a,X,, = 0.

6. Olgu X,, = X ja a, — 0. Toestada, et a,X,, = 0.

7. Olgu Xy,...ja,Yq,... sellised juhuslikud suurused, et iga n = 0,1, ... korral X, ja
Y,, on soltumatud. Olgu XY soltumatud juhuslikud suurused ja kehtigu koondumised:
X,= X jaY, =Y. Toesta voi liikka iimber:

o (X,,Y,)=(X,Y);
e X, —Y,=X-Y.
o X24+V?= X2+Y2
o X,Y, = XY.
8. Olgu X,, = X ja Y, = c. Tdesta voi likka timber: (X,,Y,) = (X, ¢).

9. Olgu X, Y soltumatud juhuslikud suurused jaotustega Px ja Py. Olgu (X, Y, ) sellised
juhuslikud vektorid, et iga Px-pideva A ja Py-pideva B korral

P(X, € A,Y, € B) = Px(A)Py(B).

Naita, et
(Xn, Yn) = (X,Y).

10. Kas {P,} on tihe, kui:

171



7.
8.

. P, on E(n)?
1

(
P, on E(n™')?
(

. P,onU(1,n)?

P, on U(0,n™1)?

. P, on N(n,1)?

P, on N(0,n))?
P, on Po(n)?

P, on jirgmine: P,(n) =n"!ja B,(0)=1—n"17?

11. Olgu P toendosusmoot. Niita, et P-pidevate siindmuste hulk moodustab algebra.

12. Olgu X,,,Y,,Z, (n = 1,2,...) ja X juhuslikud suurused, kusjuures X, = X ja
Zn £o. Toestada, et Y,, = X, kui

a) | X, — Yol < Zy|X,|-

b) X, — Ya| < Zu|Yal.

| b) tGestamisel kasutage osa a) ja seost: kui € < 3, siis vorratusest |z —y| < ely| jireldub,
et |z — y| < 2¢|z|. Toesta see vorratus.|

13. Olgu X, Xo,... jaotusege P iid juhuslikud suurused, P, vastav empiiriline moot.
Kas kehtivad viited:

a) P(P, = P) = 1;

b) P

(sup, |Py(—00, 2] — P(—o00,z]| = 0) = 1;

¢) P(supgep|P.(B) — P(B)| = 0) = 1.
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13 Momente genereeriv funktsioon ja suured halbed

Olgu X ~ P toendosusruumil (2, F, P) antud juhuslik suurus.

Iga reaalarvu t € R korral on e mittenegatiivne juhuslik suurus, mille keskviifirtus
E(e*) < oo on alati defineeritud.

Def 13.1 Latendatud funktsiooni
M :R — (0,00], M(t) = E(¥)
nimetatakse juhusliku suuruse X (moodu P) momente genereerivaks funktsiooniks.

Lebesgue’i integraal muutuja vahetuse kohaselt saame V¢ € R korral

M) = B(e) = /twp(dx)

Seega funktsioon M soltub vaid juhusliku suuruse X jaotusest ehk sama jaotusega juhus-
likel suurustel on sama momente genereeriv funktsioon.

Kui P on pidev jaotus tihedusfunktsiooniga f, siis
M (t) :/ e f(x)dx
diskreetse jaotuse P = ), p;0,, korral

M(t) =) e™ip,.
13.1 Piirkond T

Olgu T := {t € R|M(t) < oo}. Arusaadavalt pakub funktsioon M huvi vaid hulgal T
Uurime seda (jaotusest P soltuvat) piirkonda. Eelkoige paneme tédhele, et iga jaotuse P
korral 0 € T'.

Olgu X p.k. mittenegatiivne. Sellisel juhul M (¢ f[o e P(dx) ja on kerge veen-
duda, et M on mittekahanev. Et 0 € T, siis mlttenegatuvse Jaotuse korral on piirkond T’
kujul 7' = (—o0,t5] voi T = (—00,t2), kus to > 0.

Olgu X p.k. mittepositiivne. Sellisel juhul M(t) = f(foo N e P(dz) ja M on mittekas-
vav. Et 0 € T, siis mittepositiivse jaotuse korral on piirkond 7" kujul 7" = [t;, 00) voi
T = (t17OO), kus tl S 0.
Uldiselt aga M (t = Jico0 € o €7 P(dz) + f €7 P(dx), mistottu on neli voimalust:

T = [tl,tg] voi T = [tl,tg) voi T = (t]_,tQ] voi 'l = (tl,tg),
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kus t; <0, t5 > 0 kuid alati 0 € T. Kui ¢t; < 0 ja ty > 0, siis Jt, > 0: (—t,,t,) € T.

Néiide Jaotus P voib olla ka selline, et "= {0}. Selline jaotus on néiteks

PZ (6 +0_p,

kus % =2t #
Kui ¢ > 0, siis rida Zn% hajub ning rida Zn% koondub, millest M(t) = oo.
Analoogiliselt saame, et M (t) = oo iga ¢t < 0 korral. Seega T' = {0}.

13.2 Momente genereeriva funktsiooni arendamine astmeritta

Tuletame meelde, et kui (analiiiitiline) funktsioon f on arendatav astmeritta, st f(z) =
Yoo o anx™, siis a, = f(iz(o) =0,1,2,... (G.Kangro 1k.73). Sellist rida nimetatakse
Taylori reaks (ka Maclaureni reaks). Eksponentfunktsioon on arendatav Taylori ritta; et

CZ;: = e”, siis toodud valemist saame
2 3 4 5
T T T T
6—1+$+7+§+E+ E —n!.

Selle rea koondumisvahemik on kogu arvsirge.

Uurime momente genereeriva funktsiooni arendamist astmeritta. Arusaadavalt on see
voimalik vaid siis, kui M on 16plik punkti O iimbruses, st 3ty > 0 nii, et (—tg,to) C T.
Eeldamegi sellist olukorda.

Olgu t € (—tg,ty). Arendades funktsiooni el**l astmeritta, saame

Jlial _ |75$| Z

Et t € (—to,to), siis M(t) < oo ja M(—t) < 00, millest saame

[l

Lebesgue’i integraali omadustest on teada (vt iilesanne 17), et kui summa [ > | f,|dp <
o0, siis [y, fadp =", [ fadp. Seda tulemust kasutades saame Vi € (—to, to) korral

M(t) :/g%zﬂ(d@ :go/xnp —n| ZE X" (13.1)

Seega vaadeldaval juhul eksisteerivad jaotuse P kuitahes korget jirku momendid, astmerea
kordajad aga avalduvad tuletiste kaudu

E(X™)  M™(0)
nl n!

) = /elmp(das) < /emP(dx) —1—/6_“P(d$) = M(t)+ M(—t) < 0.

chk M®™(0) = B(X™) = / 2" P(dx). (13.2)
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Kokkuvotteks: kui momente genereeriv funktsioon M on loplik punkti O mingis iimbruses,
siis on tal kuitahes korget jarku tuletised; jaotusel P (juhuslikul suurusel X)) eksisteerivad

aga kuitahes korged momendid, kusjuures seose ((13.2) abil on koik momendid méératud
funktsiooni M tuletiste kaudu.

Niiiid on selge, millest tuleb nimetus — momente genereeriv funktsioon.

13.3 Naited

1. Normaaljaotus Olgu P = N(u,c?). Vastavalt definitsioonile

]. (I—#)2 ]_ u?
M (t tr ,— 53 d ut out d
( ) = 5 5 /; e e 2 T = —\/2_6 /_ (& 2 au,

— 2 —(u—0ct)? 242
kus u = £, Et out — % = (“20) —i—%,saame

o242 1 e *(U*Cft)2 o242
M(t) = et 2 / e 2z du=e'tz,
—0o0

Vor

Leiame tuletised. Induktsiooni abil on kerge veenduda, et

M'(t) = M(t)(p + o°t),
M (t)= M t)(u+ o)+ a*M(2),

"

M (t) =M (t)(u+ o*t) +20°M'(t),

M™(t) = MOV () (p+ 0%t) + (n — DM (1).
Normaaljaotuse momendid avalduvad seega

EX =M(0)=p, EX?>=M0)=pu®+0>

EX3=M"0) = pi* 4+ 30%u, EX*=M%(0)=p*+60°u>+ 30,

EX" = M™(0) = uEX" ' + (n — 1)o’EX"2.

+2
Juhul, kui g =0, 02 =1, saame M(t) =e? ja EX"=(n—1)EX" 2 n=1,2,....
Et EX = 0, siis EX"™ = 0 iga paarituarvulise n korral, paarisarvulised momendid
aga avalduvad

EX?=1,EX*=3 EX°=15 EX®*=7-15,--- ,EX" =1-3-5---(2n — 1).
2. Eksponentjaotus P = E()). Vastavalt definitsioonile

M(t) = e e Mdr = A e~ ATy — A )
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kui t < \. Seega T' = (—00, \) ja sellel piirkonnal M (t) = 2.

Leiame tuletised

M’(t):m, M'(t) = L MM =

Seega EX™ = M™(0) =nIA\™", n=1,2,....

3. Poissoni jaotus P = P,(\). Vastavalt definitsioonile

M(t) = i ente_’\ﬁ = f: et"& = i —(Aet)n = e M = ex A —1)]
N —~ nl — nl — nl - ’

Seega T = (—o0,00) ja M(t) = exp[A(e! — 1)].

Leiame tuletised

M'(t) = M(t)\e'
M"(t) = M'(t)Xe' + M(t)Aet = Ne![M'(t) + M (t)]

"

M7 (t) = M"(t)Ae" + M'(t)Xe' + M (t)Ae" = Ne' M (t) + 2M'(t) + M (t)].
Esimesed momendid avalduvad seega

EX =)\ EX? =X+ EX3 =N 4+3\2 4\

13.4 Soltumatute juhuslike suuruste summa momente genereeriv
funktstioon

Olgu X, ..., X} toendosusruumil (Q, F, P) antud soéltumatud juhuslikud suurused, nende

momente genereerivad funktsioonid olgu My, ..., M.

Oletame, et funktsioonid M; on loplikud punkti O iimbruses. Seega dt; > 0 nii, et iga

t € (—to,to) korral M;(t) < oo ,i=1,...,k.

Juhuslikud suurused eXt, ... "¢ on soltumatud, mistottu teoreemi m pohjal Vt €

(—to, to) korral

E(e! T Xy = B(eXr - etXh) = B(e™1) - B(eXk) = My(t) - Mi(t) < 0.

Seega on juhusliku suuruse X +- - -+ X summa momente genereeriv funktsioon M loplik
16igul (—tg,to) ja iga t korral sellest vahemikust kehtib seos

M(t) = Mi(t) - - My(2).
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13.5 Momentide probleem

Olgu my, ma, ... juhusliku suuruse X (jaotuse P) momendid. Momentide probleem
on jargmine:

Kas momendid {m, }°, mddravad iheselt jaotuse P ¢

Teisisonu: kas leidub jaotus @ nii, et P # () kuid

/x”dP:/a:”dQ, n=12,...7

Uldiselt momendid iiheselt jaotust ei miira. Teatud tingimustel aga kiill.

Teoreem 13.2 Olgu P selline, et astmereal

3 il (13.3)

n!

n

on posititvne koondumisraadius. Siis mddravad momendid {m,}>2 | theselt jaotuse P.

Selle teoreemi toestus pohineb karakteristlikel funktsioonidel ja selle toestuse voib leida
raamatust (Billingsley trm 30.1).
Olgu i1, pto, . .. jaotuse P absoluutsed momendid, st

,un:/|x|"dP.

Teoreemist jareldub jérgmine teoreem (Shirjajev II osa 12 (teoreem 1).)
Teoreem 13.3 Olgu P selline, et astmereal

pnt"™
n!

(13.4)

n
on posititvne koondumisraadius. Siis momendid méddravad {m,}>2 | theselt jaotuse P.

Toestus. Iga n korral |m,| < p,, mistottu rea (|13.4)) koondumisest jareldub rea
>
n!

koondumine ja sellest jareldub rea (13.3) koondumine. m

Jareldus 13.1 Kui

1

limsupun—n < 00, (13.5)
n

n

stis real on positiivne koondumisraadius ja momendid {m,} mddravad tiheselt P.
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Toestus. Olgu ¢, > 0 nii viike, et

(Mn)%

lim sup < (ety) ™,

n

millest .
th)n
limsupM <e L.
n n

Stirlingi valemist:

|
lim ————— = 1
noy/2mne"n"
jireldub (kui jada a, — 1, siis (a,)w — 1), et
1w
fim —

millest saame

Nz
lim () _
n
Seega
. it \ L
hmsgp(W) < 1.

Cauchy koondumiskriteeriumist (positiivne rida 37, u, koondub, kui lim sup,, (u,)» < 1)
saame, et
pinty

< Q.
n!

n

See aga tahendab, et iga |t| < ¢, korral

tm tr
n! n!
n n

ehk astmerea (13.4)) koondumisraadius on viahemalt ¢,. m

Paneme tihele — kui X ~ P on juhuslik suurus, siis (13.5) on
1 Xl

limsup —— < o0
n n

See tingimus on tdidetud niiteks siis kui jaotuse P kandja on tokestatud.

Jareldus 13.2 Olgu M jaotuse P momente genereeriv funktsioon. Kui M on loplik
punkti 0 mingis dmbruses, siis jaotus P on dheselt mddratud oma momentidega. FEt
momendid on mddratud funktsiooniga M, mddrab viimane theselt jaotuse.
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Toestus. Olgu t, > 0 selline, et M (t) < oo V|t| < t, korral. Teame aga, et

A - (S

Teoreemist jareldub niiiid, et momendid méadravad jaotuse iiheselt. m

“Z')" P(dz) < M(t) + M(—=t) < .

Jareldus 13.3 Ku

limn sup 720
n n

sts madaravad momendid jaotuse tiheselt.

Toéestus. Ulesanne. m

13.6 Toendosusi genereeriv funktsioon

13.6.1 Definitsioon

Olgu juhuslik suuruse X ~ P voimalikud vidrtused mittenegatiivsed taisarvud (0,1,2,...),
st P(X € Z*) =1 ehk

Pzzpk5k, pr > 0, Zpkzl-
k=0 k

Sellise jaotuse korral defineeritakse jaotuse (juhusliku suuruse) (tdenfosusi) genereeriv
funktsioon jérgmiselt:

G(s) = Zskpk = Es*, scR.
k=0

Nagu ikka, kui tdhistuses on vaja néidata ka juhuslikku suurust X voi tema jaotust P,
siis tdhistame Gp voi Gx.

Et argument s voib olla ka negatiivne, on G(s) arusaadavalt defineeritud vaid siis kui
definitsioonis olev rida koondub. Et )", 1¥py, = 1, saame, et rida koondu vihemalt piirkon-
nas [—1, 1] ent voibolla ka laiemalt. Definitsioonist saame vahetult jargmised omadused:

Omadused:
e G(0)=py=P(X =0) (sest 0° =1).

o G(1)=1 (sest >, pr =1).

e Kui s >0, siis G(s) = M(Ins), kus M on momente genereeriv funktsioon.
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e Kui G(s,) < o0, siis G on piirkonnas (—s,, s,) astmeritta arendatav (toestus sama,
mis momente genereeriva funktsiooni korral). Et G(1) = 1, saame, et G(s) on nulli
timbruses alati astmeritta arendatav, mistottu leiduvad k01k tuletised G™(0) ja

kehtib -
G0 N
Gls) =) ———s"=) ps",
n=1 n=1
millest saame (astmerea kordajad ei saa olla midagi muud):
G™®(0
Pk = k'( >, k:0,1,2,....

Kui G on loplik punkti 1 iimbruses, siis M on loplik punkti 0 imbruses ja siis

leiduvad jaotusel koik momendid. Seega

M'(lns)

S s=1

G'(1) =

Analoogiliselt saab leida ka teised momendid.

= M'(0) = EX.

Kui X ja Y on soltumatud ja s selline, et Gx(s) ja Gy(s) on defineeritud, siis
Gxyy(s) = E(s*) = BE(s*)E(s") = Gx(s)Gy(s).

Kui G on Ioplik punkti 1 iimbruses, méarab ta iiheselt jaotuse. Sest siis on M 16plik

punkti O iimbruses ja mairab iiheselt jaotuse.

Naited:

X =1pk, G(s) =
X ~ B(1,p), G(s
X ~ B(n,p), G(s
X ~ G(p) (st P(X

p) +ps, M(t) = (1 —p) + pe;

) =
)=

(1-
(L=p)+ps)", M(t)=((1-p)+pe)"
=k)=p(1 —p)F L kui k=1,2,...), siis

fo'e) B s ~
=S -t < 1-p)
k=1

1—s(1-p)

X ~ Po(A) (st P(X =k) = e, k=0,1,2,.

R

G(s) = Z sFe A = e = AT M(t)=e
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Lemma 13.1 Olgu X1, Xs, ... iid juhuslikud suurused, P(X, € Z*) = 1. Olgu N mit-
tenegatiivne taisarvuline juhuslik suurus st P(N € Z7) = 1, mis on soltumatu jadast
X1, Xo, . ... Vaatleme juhuslkku suurust S = X1+-+-+ Xy (S=0kui N =0). Olgu Gx,
Gy ja Gg juhuslike suuruste X, N ja S toendosusi genereerivad funktsioonid. Siis kehtib

Gs(s) = Gn(Gx(s)),
kui Gs(s) on defineeritud.

Toestus. Toestus pohineb tingliku keskvairtuse valemil: kui Y on lopliku keskvairtusega
diskreetne juhuslik suurus, siis

E(Y)=> E[V|N =n]P(N =n)

Seega, vottes Y = s° (eeldame, et EY on 1oplik) saame (kolmas vordus N ja X;-de jada
soltumatuse eeldusest, neljas X;-de iid eeldusest)

Gs(s) = E(s°) =Y E(s°IN =n)P(N =n) = > E(s"|N =n)P(N = n)

=Y B(sNTP(N =n) = (Gx(s))"P(N =n) = Gn(Gx(9)).

n n

Nidide: Olgu N ~ Po()) populatsioonis olevate viirusekandjate arv. Olgu iga vi-
irusekandja haige (siimptomaatiline) téendosusega p, sltumata teistest viirusekandjatest.
Olgu S haigete arv populatsioonis. Leida haigete jaotus.

Olgu X3, Xs, ... oniid B(1, p) juhuslikud suurused, haigete arv seega S = X; +-- -+ Xy.
Teame, et
Gn(s) =D, Gx(s) = (1 —p)+ps

millest iilaltoodud lemma tottu iga s € R korral

Gs(s) = Gn(Gx(s)) = AM(A=p)+ps—1) _ Ap(s—1)

Nieme, et Gg on Po(\p) toendosusi genereeriv funktsioon, seega S ~ Po(Ap).

13.6.2 Galton-Watsoni protsess

Olgu ajahetkel 0 populatsioonis 1 indiviid (viirusekandja), kellel X° jirglast (nakkuse
saajat). Jirgmisel ajahetkel on polulatsioonis Z; = X indiviidi (nakkusekandjat), igaiihel
neist on juhuslik arv jirglasi (annab nakkuse edasi juhuslikule arvule individile) iiksteisest
soltumatult, Olgu X}, i = 1,..., Z; nende jirglaste arv. Siis on populatsioonis

Z2:X11_|_...+X%1
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indiviidi (viirusekandjat). Igaiihel neist on juhuslik arv jirglasi X?, i = 1,..., 7, ja
kolmandal ajahetekel on populatsioonis

indiviidi (viirusekandjat). Seega generatsioonis (ajahetkel) n on populatsioonis Z,, in-
diviidi ja nende jérglaste arvud on X7, X3, ... X7 . Olgu iga n korral X7, X, ... iid
juhuslikud suurused toenédosusi genereeriva funktsiooniga GG, soltumata arvust Z,,, kusju-
ures G on 16plik 1 timbruses (momendid). Seega G on juhusliku suuruse Z; ja ka iga
juhusliku suuruse X! toendosusi genereeriv funktsioon, ning G'(1) = EZ; = EX! = p,
st 1 on iga indiviidi keskmine jérglaste (nakatavate) arv. Olgu G,, juhusliku suuruse Z,,
(indidiidide /viirusekandjate arv ajal n) toendosusi genereeriv funktsioon. Et

Ipy1=X{ +-+ X7,

siis lemmast saame iga voimaliku s korral

Gnia(s) = Gu(G(s)).
Et Z, = X!, saame G = G ja jérelikult

Ga(s) = G(G(s)),  Gs(s) = G(G(G(s))), Gals) = G(G(G(G(5)))), -

Muuhulgas jareldub sellest, et

Gni1(s) = G(Gy(s)). (13.6)
Leiame valemi abil keskviirtuse p, = £Z,. Et

pni1 = G (8) = G'(Ga(s))GL(5)] = G'(Gu(1))GL(1) = G'(D)ptn = 1+ fin,

st (induktsiooniga) us = p?, pn, = p". Nieme, et populatsiooni keskmine kasvab voi
kahaneb (soltuvalt p-st) eksponentsiaalselt.

Viljasuremistoendosus (probability of extinction). Meid huvitab, kui suure t6endo-
susega sureb populatsioon (viirus) vélja, st meid huvitab P(A), kus A = {Z,, =0, ev}.
On selge, et

A=U,A,, A,={Z,=0}

ning samuti on selge, et A,, C A,41 ahk A, " A ja jérelikult P(A4,) /~ P(A). Tahistame
Et 7,41 = P(Z,41 = 0) = G41(0), siis seosest (13.6) saame

M1 = Gny1(0) = G(GL(0)) = G ().
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Et 1, — n ja G on pidev, saame, et  on G piisipunkt:

G(n) =n (13.7)
Olgu a > 0 mingi teine G piisipunkt, st G(a) = a. Et G(0) = P(Z; =0) = ja G on
reaaltelje positiivsel osal mittekahanev, saame
m=G0)<Gla)=a, m=Gm)<a, n=Gm)<a,--,

seega 1, < a iga n korral ja nii ka n < a. Seega 1 on viikseim mittenegatiivne G
piisipunkt. Paneme téhele, et G(1) = 1, seega ka arv @ = 1 on G piisipunkt, millest
saame 7 < 1 (1 on toendosus ja seega see vorratus on triviaalne).

Loigul [0,1] on G kumer: kui A € (0,1) ja s1,s2 € [0,1], siis  — z* on kumer kui
k > 1, millest

Gsi+(1=Ns) =S (Asy + (1= N)s2)"P(Z) = k)

Mg

k=0

Mg

(Ast + (1= N)s5)P(Z1 = k) = AG(s1) + (1 — N)G(s2).

Kumera funktsiooni omadustest teame, et
G(s)—G(1) >G'(1)(s—1), Vse]|0,1].
Et G(1) =1ja G'(1) = EZ, = p1, saame
G(s) > 1+ (s—1)u, Vse]|0,1]. (13.8)

Niitid on néha, et kui p < 1, siis G(s) > s (sest s < 1 ja seetottu 1 — p > s(1 — p)
ehk 1 — pu+ sp > s) iga s € [0,1) korral ehk esimene piisipunkt ongi 1, millest saame,
et 7 = 1. Seega oleme niidanud: kui Galton-Watsoni protsessis iga indidviidi keskmine
jarglaste arv on véiksem kui 1, sureb protsess vilja p.k.. Kui p =1, siis ([13.8): G(s) > s
kusjuures vorratus on range kui G on rangelt kumer. Toepoolest: Jenseni vorratusest
teame (z — s® on kumer kui s > 0), et G(s) = E(s¥) > s"X = s, kusjuures see vorratus
on range, kui X pole p.k.. vordne keskvidrtusega. Seega, kui P(Z; # 1) > 0, siis ei
esimene mittenegatiivne GG piisipunkt on 1 ja seega 7 = 1 ehk protsess sureb vilja p.k.
(mis juhtub, kui Z; = 1 p.k. 7). Kui aga p > 1 ehk keskmine jarglaste arv on suurem
kui 1, siis saab naidata, et n < 1 ehk positiivse toendosusega jadb populatsioon (viirus)
piisima.

13.7 Kumulante genereeriv funktsioon

13.7.1 Kumulante genereeriv funktsioon, kumulandid

Def 13.4 Olgu M : R — [0, 0] juhusliku suuruse X (voi jaotuse P) momente genereeriv
funktsioon. Funktsioons

A:R — (—o0,00], A(t) =InM(t)
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nimetatakse juhusliku suuruse X (jaotuse P) kumulante genereerivaks funktsiooniks.

Seega kumulante genereeriv funktsioon on momente genereeriva funktsiooni logaritm. Ku-
mulante genereeriv funktsioon on 1oplik parajasti siis, kui momente genereeriv funktsioon
on 1oplik, seega piirkonnal 7". On selge, et A(0) = 0.

Vaide 13.1 Pirkonnas T on kumulante genereeriv funktsioon kumer.

Toestus. Tuletame meelde Holderi vorratuse: kui E|Z[P < co ja E|Y]? < oo, kusjuures
o =1, siis

EZY < (E|ZP)* (EIY]Y)".
Olgu t1,t, € T. See tihendab, et M(t;) = Fel'™ < oo ja M(ty) = Ee?¥ < oo. Valime
A € (0,1) ja defineerime p := % ja q = ﬁ Niiiid on selge, et % + % = 1. Defineerime

juhuslikud suurused
Z — e)\th Y — e(l—A)th.

Veendu, et F|Z|P < oo ja E|Y|? < co. Holderi vorratusest saame niiiid, et

1

MO HI-ME) = B H00%) — B2y < (B(20)(B())

Y= M) M (1),

millest
AN+ (1= Nty) =In MMty + (1 — Nto) < AInM(t) + (1 — X)) In M(ts). (13.9)
[]

Seega piirkonnal T on A kumer, sest (13.9) kehtib. Vailjaspool piirkonda T (st, kui ¢;
vOi to ei kuulu hulka T), kehtib (13.9)) triviaalselt (miks?), seega voib Gelda, et A on kogu
reaalteljel kumer funktsioon.

Teame, et kui momente genereeriv funktsioon M on 1oplik punkti 0 mingis iimbruses,
on funktsioonil M punktis 0 koik tuletised mis vorduvad juhusliku suuruse X momen-
tidega (sellest jareldub, et tarvilik tingimus M 16plikkuseks punkti 0 timbruses on kéikide
momentide olemasolu.) Kui M on 16plik punkti 0 mingis @imbruses, on seda ka A ning
M 1opmatust diferentseeruvusest punktis 0 jareldub A Iopmatu diferentseeruvus. Seega,
kui A on loplik punkti 0 mingis iimbruses on tal punktis 0 koik tuletised. Sellisel juhul
nimetatakse tuletist AT (0) juhusliku suuruse X (v6i jaotuse P) m-ndaks kumulandiks
ja tihistatakse harilikult x,,(X).

Ulesanne: Olgu juhusliku suuruse kumulante genereeriv funktsioon 16plik punkti 0
mingis imbruses. Leida juhusliku suuruse esimene ja teine kumulant, x1(X) ja ko(X).
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13.8 Suurte hilvete printsiip

Olgu X1, X, ... jaotusega P iid juhuslikud suurused, EX; =y < 00. S, = X1+ - -+ X,,.
Uurime téendosust P(22 > ¢) = P(S, > cn), kus ¢ > p. Hofldingi vorratusest teame, et
kui juhuslikud suurused X; on tokestatud, st leiduvad konstandid a < b nii, et a < X; < b
p-k., siis

2(c — pu)*n

teatud tingimustel annab parema hinnangu Bernsteini vorratus. Milline on aga parim
voimalik hinnang?

Olgu M jaotuse P momente genereeriv funktsioon. Hindame téendosust P(S, > cn)
Tsernovi meetodil. Olgu t > 0.

P(=2 > ¢) =P(S, > cn) = P(S, — nu > (c — p)n) < exp[—

n
n

tSn n
P(S, > cn) = P! > ¢f") < E(e™) _ M(1)

- etcn etcn

= exp[n(In M (t) — ct)] = exp|—n(ct — A(t))].
Seega iga t > 0 korral
P(S, > cn) < exp[—n(ct — A(t))]. (13.10)

Vorratuse vasak pool ei soltu ¢-st. Meid huvitab ¢, mille korral vorratuse parem
pool on voimalikult viike. Seega maksimiseerime funktsiooni t — (ct — A(t)) iile (0, c0).
On selge, et antud juhul on maksimiseerimine iile hulga (0,00) on ekvivalentne mak-
simiseerimisega iile hulga [0,00) (miks?). Jdrgnevas veendume, et antud juhul voime
maksimiseerida iile kogu reaaltelje.

Def 13.5 Funktsioon:
A" R —[0,00), A*(z)=sup(zt —A(t)) (13.11)

teR

nimetatakse funktsiooni A Legendre-Fencheli teisenduseks.
Funktsiooni A* omadused:

e Definitsioonis ((13.11)) voib maksimiseerimise iile hulga R asendada maksimiseerim-
isega iile hulga T'. Toepoolest, kui t & T, siis ot — A(t) = —oo, millest

A (x) = stup(xt —A(t)) = iup(xt —A(t)). (13.12)

R er
e A* on mittenegatiivne (miks?).
e A* on kumer. Toepoolest, iga A € (0,1) korral
AN Az + (1= Ny) = Stlel]llg (Azt — AA() + (1= ANyt — (1 — NA())

= sup (Mat — A(t)) + (1 — N)(yt — A(1)))

< Aigﬂg(wt — A1)+ (1=A) St;{?(yt —A(t))

— M (@) + (1= M)A (y).
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e Funktsioon t — ot — A(t) on nogus. See tdhendab, et kui leidub ¢, nii, et A'(¢,) = =,
saavutab t — zt — A(t) selles punktis maksimumi, siis

N (z) = xt, — A(t,). (13.13)
See valem aitab funktsiooni A*(z) leida, (vt néited allpool).

e Kui A (jaka M) on 16plik punkti 0 mingis timbruses (st 3¢, > 0 nii, et (—t,,%,) C T'),
siis A'(0) = p, st t, = 0, millest valemi (13.13) kaudu

A*(11) = 0 — A(0) = 0.

Seega A* on kumer mittenegatiivne funktsioon, mis saavutab oma miinimumi (var-
tuse 0) punktis p. Selgub, et g on ainus A* miinimumkoht (vt jarelduse toestus).

e Funktsioon A(¢) on kumer, kusjuures A(0) = 0. Kui ta on loplik punkti 0 imbruses,
siis A’(0) = p ja kumera funktsiooni omaduste tottu iga ¢ korral

A = AO) = p(t—0) & A(t) > pt.

Kui niitid ¢ > p, siis ¢t — A(t) = (¢ — p)t + (ut — A(t)) < (¢ — p)t. Kui aga t < 0,
siis iilaltoodud vorratustest jareldub, et ¢t — A(t) < 0. Jarelikult sellisel juhul ei saa
funktsiooni ¢t — A(t) maksimiseerida negatiivne ¢ ehk: kui ¢ > p, siis

sup(ct — A(t)) = sup(ct — A(t)) (13.14)

teR >0

Viide 13.2 Olgu X, X5, ... id jaotusega P juhuslikud suurused. Olgu P selline, et tema
momente genereeriv funktsioon on loplik punkti 0 mingis imbruses. Sellisel jaotusel on
loplik keskvddrtus p. Olgu ¢ > p. Sis kehtib vorratus

Sn
n
Toestus. Nagu just ndgime, antud tingimistel kehtib ((13.14)). Véiide (13.15)) jéreldub
nitfid véitest (I3.10). m

Jareldus 13.4 Vc’iite eeldustel on iga ¢ > pi korral A*(c) > 0, st toendosus P(2> > ¢)
koondub nulliks eksponentsiaalselt.

P(— > ¢) < exp[—nA*(c)]. (13.15)

Toestus. Kumerate funktsioonide teooriast on teada, et kui leidub arv m nii, et A(t) —
A(0) > m(t — 0) iga t korral, siis m € [A’(0—), A’(0+)]. Seega, kui A on diferentseeruv
punktis 0 ja A(t) > mt iga t korral, siis m = A’(0). Antud eeldustel A’(0) = u, mistottu
A(t) > ut iga t € R korral ning iga ¢ # u korral leidub ¢ nii, et A(¢) < ct. m
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Markus: Viide kehtib ka selliste jaotuste korral, mille momente genereeriv funk-
tsioon pole loplik nulli iimbruses. See on nii sellepérast, et vorratus (13.10) kehtib iga
jaotuse korral ning sellest jéreldub, et

On > ¢) <exp|—n(sup(ct — A(t))]
n >0

Selgub, et kui ¢ > pu, siis vorratus kehtib ka iildisemal juhul. Veendume selles.
Toepoolest, kui T C [0, 00), siis jireldub seosest (13.12)). Méargime, et kui leidub
0 <t, <ooniiet T =][0,t,) voi T' = [0,%,] st M on 16plik punkti 0 parempoolses iim-
bruses, siis pole raske néidata, et M'(0+) = A(0+) = p. Jarelduse toestuses toodud
argumendist jareldub, et A*(c¢) > 0, kui ¢ > pu. Kui M on 16plik punkti 0 vasakpoolses
timbruses, st leidub 0 < t, < oo nii, et T' = (—t,,0] voi T = [t,, 0], siis pole raske néidata,
et M'(0—) = A(0—) = u, millest A(t) > pt iga t € R korral. Kui niiiid ¢ > p ja t < 0,
siis ¢t — A(t) = (¢ — p)t + (ut — A(t)) < (¢ — p)t < 0, millest jareldub (13.14)). Sellisel
juhul aga A*(c) = 0, sest iga t > 0 korral A(t) = oo ning vorratuse parem pool
on 1 (vorratus on triviaalne). Seega vorratus kehtib toepoolest iga T korral. Veel
enam, et A*(¢) > 0 vaid siis kui T on 16plik punkti 0 parempoolses iimbruses, saame
jareldust iildistada jérgmiselt: kui T on 16plik punkti 0 parempoolses iimbruses (st
leidub 0 < ¢, < oo nii, et T = [0,¢,) voi T = [0,1,]), siis P(22 > ¢) koondub nulliks
eksponentsiaalselt.

P(

Niited (L-F teisendus):

2
e Olgu P standardne normaaljaotus A'(0,1). Teame, et siis M(t) = e ning seega
A(t) = % Et A'(t) = t, siis A'(t) = = parajasti siis kui ¢ = 2, millest
2

A (z) = sup(zt — A(t)) = 2* — = = 5

2
¢ 2

e Olgu P Bernoulli jaotus B(1,p) Tema momente genereeriv funktsioon on M (t) =
pe' + (1 —p) (toestal), millest A(¢) = In(pe’ + (1 — p)). Pane tihele, et iga ¢ korral

pe'
0<AN({t)= — 1 1.
0 pet + (1 —p)

see tahendab, et kui = & (0, 1), siis ei leidu sellist reaalarvu t,, et A'(t) = x. Sellest
jareldub, et A*(x) = oo, kui z ¢ (0,1). Olgu niitid x € (0,1). Iga sellise x korral
leidub reaalarv ¢, nii, et A’'(¢,) = = (miks?). Seega

pe'*
r=—.
pets + (1 —p)

Lahendades selle vorrandi, saame

te _ z(1—p) _ z(1 - p)
pe =1L tm_ln(m).

187



Seega, kui z € (0,1), siis (veendu selles!)

11— x)
1—p’
Kui p = 0.5, siis A*(0.7) ~ 0.0822. Seega, kui ausat miinti visatakse 1000 korda, siis

toendosusele, et vihemalt 700 korda tuleb kiri saame Viite pohjal jargmise iilemise
hinnangu (veendu!)

A (x) = 2t, — In(pe™ + (1 — p)) = x1n (%) +(1—2)In(

P(S1000 > 700) = P(S1000 > 0.7 - 1000) < e~ 1000A°(0.7) o852

Leiame analoogilise hinnangu Hoffdingi vorratuse abil:

S0 1 21000022 —
P(Shoo = T00) = P (00—~ > 0.2) < 72100002 — 50
(Shono 2 700) 1000 2= ) =° ‘
Viimases niites ndgime, et hinnang (13.15)) oli vaadeldava niite korral natuke parem kui
Hoffdingi vorratuse abil leitud hinnang. On see alati nii? Kas neid hinnanguid saab
parandada?
Paneme téhele, et vorratuse (13.15]) voime kirjutada kujul

Seega iga ¢ > u korral

Sn
— >c) < —A*(e).
SECEEONC

1
lim sup — In P(
n n
Jérgmine viiga oluline teoreem viidab, et —A*(c) on tegelikult jada - InP(S, > ¢) pi-
irvidrtus. See tdhendav sisuliselt, et vorratus (13.10) ei kehti suurema konstandiga kui
A*(c).

Teoreem 13.6 (suurte hilvete printsiip) Olgu X, Xo, . . .iid juhuslikud suurused jao-
tusega P. Olgu jaotusel P loplik keskvddrtus p < co. Siis iga ¢ > p korral

1 S,
lim —InP(—= >¢) = —A* 13.16
im = I P(2" 2 ) = —A"(¢) (13.16)

Tosestuse voib leida (juhul kui M on loplik) Grimmet, Stirzaker trm 5.11, iildisel juhul
Kallenberg, trm 27.3.

Teoreem uurib toendosust

>c) = P(% € [¢,)).

Sn
P(—

Tihti pakub aga huvi iildisem toenfosus P(% € B), kus B on mingi Boreli hulk. Selgub,
et teoreemi [I3.6) on voimalik {ildistada ka selles suunas. Jargnevas olgu B° hulga sisemus

ning B selle hulga sulund.
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Teoreem 13.7 (suurte hilvete printsiip) Olgu X1, X, . .. éid juhuslikud suurused jao-
tusega P. Olgu P kumulante genereeriv funktsioon A loplik reaalteljel (st T = R). Siis
iga B € B(R) korral

1 1
— inf A*(z) < liminf—lnP(& € B) < limsup—lnP(& € B) < — inf A*(z).
n n n

reBe n €D
(13.17)
Toestus: Kallenberg, 27.
Pane tihele, et kui B = [¢,00), siis B° = (¢,00) ja B = [¢,00). Teoreemi eeldustel

on A 16plik ja siis A*(p) = 0, mistottu iga ¢ > p korral A* on hulgal [¢, c0) mittekahanev.
Samuti on A* kui kumer funktsioon pidev. Seega

inf A*(x) = li{‘n A (x) = A*(c) = inf A*(x)

z€(c,00) z€Jc,00)

ehk B = [c, 00) korral (13.17)) on (13.16)).

Kirjandus. Momente genereerivate funktsioonide kohta loe Billingsley, 21. Toendosusi
genereerivatest funktsioonidest ja Galton-Watsoni protsessist loe Grimmet ja Stirzaker,
5. Suurte hilvete seadusest loe Grimmet ja Stirzaker, 5 ning Kallenberg, 27.
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14 Karakteristlikud funktsioonid

14.1 Kompleksfunktsioonid

Olgu (5,3, ) moéodu ruum, f : .S — C kompleksvaartuseline funktsioon (kompleksfunk-
tsioon). Funktsiooni f voib alati esitada kujul f = g +ih, kus g, h : S — R on reaalviir-
tuselised funktsioonid. Utleme, et kompleksfunktsioon f on 2-méétuv, kui funktsioonid g,
h on X-mootuvad. Sellisel juhul defineerime kompleksfunktsiooni f Lebesgue’i integraali

jargmiselt:
/fdu:/(g—i-ih)du ::/gdu—i-i/hdu.

Seega f on integreeruv, kui funktsioonid & ja g on integreeruvad. Seosest max{|g|, |h|} <
|f] < lg| + || on aga kerge néha, et funktsioonid ¢ ja h on integreeruvad parajasti siis,
kui (mittenegatiivne ja mootuv) funktsioon |f| on integreeruv, st [ |f|du < oc.

Uldiselt on kompleksfunktsiooni integraalil samasugused omadused mis reaalfunktsiooni
integraalil:

o [(af +Bg)dp=a [ fdu+ B [ gdu, kui o, € C (miks?)
o | [ fdu| < [|f|dp (vt Billingsley k. 219)
e [|fldu=0< f=0pk. (miks?).

Ka kehtib kompleksfunktsiooni integraalide korral domineeritud koondumise teoreem.
Tihti kasutame (komplekset) domineeritud koondumise teoreemi kujul:

Teoreem 14.1 (DOM.) Olgu f, : S — C, h € R kompleksfunktsioonide pere, kusjuures
iga s € S korral fr(s) — fo(s), kui h — 0. Kui leidub g : S — C nii, et iga h € R ja iga
s € S korral | fo(s)] < |g(s)| ja [ |gldp < oo, siis

lim / fuls)n(ds) = / lim fi (s)n(ds) = / fo(s)u(ds).

Teoreem jireldub harilikust (reaalsest) domineeritud koondumise teoreemist, kui seda
eraldi rakendada f;, reaal- ja imaginaarosale.

Funktsiooni f : C — C nimetatakse kompleksmuutuja funktsiooniks. Analiiiitilise
(astmeritta arendatava) funktsiooni laiend kompleksatasandile defineeritakse Taylori reak-
sarenduse kaudu. Seega kompleksne astmefunktsioon exp : C — C defineeritakse e* :=
3% 2. Erijuhul, kui z = iz, saame

n=0 n!-

TP (14.1)

Vastavalt Euleri valemile kehtib seos

e =cosx +isinx.

190



Funktsioonid cosx ja sinz on pidevad ja seetottu Boreli mootuvad. Seega ka kompleks-
funktsioon € on mootuv. Seosest || = Vcos? x + sin® x = 1 jireldub, et iga reaalteljel
antud toendosusmoodu P korral [ |e*|P(dx) = 1 ehk kompleksfunktsioon f(z) = e on
integreeruv.

Margime veel, et suvalise kompleksarvu z = a + b korral
e” = e%™ = e%(cos b+ isinb).
Trigonomeetriavalemeid kasutades on lihtne veenduda, et suvaliste 21, 2o € C korral kehtib

et = M, (14.2)

14.2 Karakteristlikud funktsioonid

Olgu X ~ P toendosusruumil (2, F,P) antud juhuslik suurus, ¢ € R. Vaatleme kom-
pleksfunktsiooni '
X0 —C.

Euleri valemist saame
e = costX +isintX,

mistottu vaadeldav funktsioon on mootuv ja integreeruv.

Def 14.2 Juhusliku suuruse X (jaotuse P) karakteristlikuks funktsiooniks nimetatakse
funktsioons A
w:R—=C, o) =E(E"™)=E(costX)+iE(sintX).

Juhul, kui on tarvis naidata ka juhuslikku suurust, kasutatakse tihistust px.

Lebesgue’i integraali muutuja vahetuse kohaselt

o(t) = /cos txP(dx) —i—i/sintxP(dx) = /e“‘”P(dx).

Nagu iga keskviértus, soltub ka karakteristlik funktsioon vaid juhusliku suuruse X jao-
tusest.

Karakteristlik funktsioon on momente genereeriva funktsiooni analoog imaginaartasandil,
erinevalt momente genereerivast funktsioonist on aga karakteristlik funktsioon loplik (de-
fineeritud) iga ¢t € R korral. Matemaatilises analiiiisis nimetatakse karakteristlikku funk-
tsiooni ka Fourier’ teisenduseks.

Karakteristlikud funktsioonid on viga kasulik abivahend toenfosusteoreetiliste problee-
mide lahendamisel; eelkoige pohineb nende kasulikkus jargmistel omadustel:

e soltumatute juhuslike suuruste summa karakteristlik funktsioon on liidetavate karak-
teristlike funktsioonide korrutis;
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e karakteristlikud funktsioonid on iiksiiheses vastavuses jaotustega;

e karakteristlike funktsioonide punktiviisilisest koondumisest jareldub vastavate jao-
tuste nork koondumine.

14.3 Elementaarsed omadused

Teoreem 14.3 Karakteristlikel funktsioonidel on omadused
1) (0)=1;

2) le@)| < 1;

3) ¢ on dhtlaselt pidev;

4) o(—t)=p(t) VteR;

5) kuia,b € R, siis pox1p(t) = e®ox(at) VteR.

Toestus. Omadused 1) ja 2) on triviaalsed.
3) Iga t,h € R korral (vt kompleksfunktsiooni integreerimine ja (14.2))

41— o0 = | [ ypiam)| < [ - o) =
/EM@Wuqﬂpu@_:/wm—lmu@_gmm.

Kui h — 0, siis '
fu(z) = ™ —1] = 0.

Et |fu(z)| < |e?®| + 1 = 2, siis tokestatud koondumise teoreemi pohjal integraal

mm:/mw%o
protsessis h — 0. Seega ¢ on pidev; et aga ¥(h) ei soltu ¢-st, on ¢ iihtlaselt pidev.

4)

o(—t) = /cos(—t:v)P(d:z:)+z’/sin(—ta:)P(da:) = /costxP(da:)—i/sintxP(d:c) = p(t).

5)
SOaX+b(t) _ E(ezt(aX—i—b)) _ ezth(emtX) _ e”bgo(at).
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14.4 Karakteristlik funktsioon ja momendid

Teame, et teatud juhtudel avalduvad juhusliku suuruse (jaotuse) koik momendid momente
genereeriva funktsiooni tuletiste kaudu. Jargnevalt ndeme, et kui juhuslikul suurusel X on
n-jarku 16plik moment (X € L,,), siis tema karakteristlikul funktsioonil on n-jarku tuletis,
kusjuures n-jirku moment avaldub karakteristliku funktsiooni n-jarku tuletise kaudu.

Teeme iihe kasuliku tdhelepaneku. Euleri valemi abil on kerge veenduda, et iga x <y € R

korral kehtib y
/ ie'tdt = e — €',

' ' y o vy
- = | ["tal < [ty -

e — 1| < |z (14.3)

millest

Erijuhul saame

Lemma 14.1 Olgu X € L,(Q, F,P), n>1, X ~ P. Siis iga k < n korral leidub tuletis
o) | kusjuures

o) = B[(iX)FeX] = / (iz)*e" P(dx). (14.4)

Toestus. Olgu X € L,,(Q, F,P), n > 1.
Definitsioonist saame

p(t+h) —ot) /eitfc(u)P(dm).

Naitame:

1) funktsioonid

] thx 1
fula) = ()
on domineeritud integreeruva funktsiooniga;

2) fu(z) — ize™ kui h — 0.

Domineeritus jareldub hinnangust ([14.3)):

thx thx
| ita € -1 ’: e —1)<
@) = e ()] = | =—| < Jal

Vastavalt eeldusele E|X| = [ |z|P(dz) < oo (miks?).
Euleri valemit kasutades on kerge veenduda, et
d it

—e" = e,

dt
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millest

pilt+h)z _ ite

— 13 R S 12
A

Seega voime kasutada domineeritud koondumise teoreemi:

tiy [ i) P(ds) = [ im i) P(da),

S0/(15) _ li (t + h})L _ hm/fh /6Zt$(m)P(dx)

h—0 h—0

millest

Seega juhul, kui k£ = 1, valem ({14.4)) kehtib.
Edasi kasutame induktsiooni. Oletame, et k < n ja valem ([14.4) kehtib. Toestame, et see
kehtib ka k + 1 korral. Toepoolest,

B (t + h})L — o®(t) _ /(m>k€itm<‘5mT_1> P(dz) = /(m)kfh(x)P(dx).

Iga h korral

|(i2)" fiu(@)] < [ol*|fn(@)] < J2*

ja [ |z P(dx) < oo (miks?). Kui h — 0, siis (iz)* fi,(z) — (iz)* e, Niiiid kasutame
jille domineeritud koondumise teoreemi, millest saame

P(0) = liny [ ()0 Pldn) = [ (i) i fuo)Pld) = [ (i) H1e P,
Lemma on toestatud. m

Kokkuvotteks: juhusliku suuruse 1opliku n-jirku momendi korral voib selle leida tema
karakteristliku funktsiooni n-jirku tuletisest jirgneva seose abil

EX" = / 2" P(dz) = 90(7;(0>. (14.5)

Toestuseta margime, et vastupidine viide kehtib vaid paarisarvulise n-korral: kui karak-
teristlikul funktsioonil ¢ on punktis 0 2n-jarku tuletis, siis moodul P on 1oplik 2n-jarku
moment (vt. Shirjajev, 11, §12). Seega voib juhtuda, et ¢’y (0) = ia, kus a € R, kuid
E|X| =

Jiareldus 14.1 Olgu X € L,(Q,F,P), n > 1, X ~ P. Siis punkti 0 imbruses kehtib
jargmine valem

plt) = 37 Rt + o). (14.6)
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Toestus. Lemmast teame, et karakteristlikul funktsioonil ¢ eksisteerivad kuni n-jarku
tuletised. Kompleksmuutujate funktsioonide teooriast on teada, et Taylori valem kehtib
ka kompleksmuutuja funktsioonide korral. Seega

Z‘p( )' £+ o([t]™). (14.7)

Seose ([14.4) tottu ©*)(0) = i* EX*, millest jareldub (14.6). m

Mairkus: Valemis ([14.6]) olevat jadkliiget on voimalik hinnata:

"\ EXF Xt 22X
’”@_kz:o ) ‘SEmm<(n+1)!’ nl )

Niiteks, kui X € Lo, siis

2

EX
o(t) =1+ itEX — ¢t + o,

X)),
Kui t — 0, siis min(]t\%, X?) — 0. Et aga miinimum on tokestatud funktsiooniga X2,
siis DOM tottu

kus e
lo| < t*E min <|t|’ |

X3
lim £ min <|t|u,X2) =0
t—0 6

ehk jddkliige on toepoolest jirku o(t?).

14.5 Soltumatute juhuslike suuruste summa karakteristlik funk-
tsioon

Olgu X, ja Xy soltumatud. Olgu t € R suvaline ja tdhistame Y; = costX; ja Z; := sint X,
kus j = 1,2. On selge, et juhuslikud suurused Y; ja Z; on soltumatud, kui ¢ # 7.
Leiame ¢x,tx,.

Pxi4x(t) = Bl = Bttt =

E[(Yy +i2))(Ya +iZ)] = E[(Y1Ya — Z1Z0 + i(Z1Ya + Y1Z5)] =
EMY)E(Ya) — E(Z1)E(Zs) +i|E(Z1)E(Ya) + E(Y1)E(Zs)] =

[B(Y1) +iB(Z1)][E(Yz) +1E(Z:)] = E[e"M|E[e"] = px, (t)ox, (1)

Seega PX1+X2 = PX1PXo-
Juhul, kui Xy, ..., X} on soltumatud, saame analoogiliselt
PXi4+Xp = PX1 7 PX
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14.6  Uhesus

Alljargnevas ndeme, et toendosusmootude ja nende karakteristlike funktsioonide vahel on
iiksiihene vastavus — erinevate jaotuste karakteristlikud funktsioonid on erinevad. See
asjaolu pohineb jirgmisel fundamentaalsel teoreemil, mis néitab kuidas jaotusfunktsiooni
saab konstrueerida karakteristliku funktsiooni jargi.

Teoreem 14.4 (Levy’ p66rdvalem). Olgu ¢ téendosusmoodu P karakteristlik funkt-
sioon. Kuia < b€ R on sellised, et P{a} = P{b} =0, siis

1 T _—ita __ ,—ith
Pla] = lim - / e . (14.8)

Teoreemi toestuse voib leida: Billingsley, k. 346, Sirjajev osa I1 §12, Williams 16.6.,
Durrett 3.2.

Markused:
e Teoreemist jareldub, et (14.8) parem pool on reaalarv.

e Karakteristlik funktsioon ¢ on pidev, samuti on pidev funktsioon e®. Seega on
valemis olev integraalialune (kompleks)funktsioon pidev (tema reaal-ja imag-
inaarosa on pidevad). Kinnises 16igus [T, T| pidev funktsioon on Riemanni mottes
integreeruv. Seega on integraali (14.8) Riemanni integraal (reaal-ja imaginaarosa
on integraalid on molemad Riemanni integraalid). Sellest ka vastav tdhustus.

e Kinnises 1oigus pidev funktsioon on alati tokestatud. Veendume, et integraalialune
funktsioon on tervel reaalteljel tokestatud. Selleks kasutame hinnangut (14.3) ja
karakteristlikke funktsioonide omadust 2). Iga ¢ € R korral saame

efzta _ efztb

1t

‘ez’ta _ efitb

it

—ith( ,—ita+ith _ it(b—a) _
(e Dl e Uy
I I
(14.9)
Tokestatusest aga ei jareldu, et valemis (14.8)) olev integraal eksisteeriks ka ile kogu
reaaltelje (7' = o). Erijuhul (soltuvalt ¢-st) v6ib see kiill nii olla (vt jareldus |[14.4)).
Sellisel juhul iihtib vaadeldav piirviartus integraaliga iile reaaltelje.

olt)| <

e Kui F' on moodu P jaotusfunktsioon, saame

Levy’ poordvalemist jéreldub kergesti jaotuste ja karakteristlike funktsioonide va-
heline iiksiihene vastavus.

Jareldus 14.2 Olgu P ja Q o-algebral B(R) antud sellised téendosusmaoodud, et pp =
wq. Siis P = Q.
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Toestus. Olgu Tp = {x € R|P{z} = 0}. Seega on Tp mdodu P jaotusfunktsiooni pide-
vuspunktide hulk. See hulk on reaalteljel koikjal tihe (miks?). Analoogiliselt defineerime
hulga T. Loomulikult on ka hulk T N Ty koikjal tihe. See aga tdhendab, et m-siisteem
= {(a,b]la,b € Tp NTy} tekitab Boreli o-algebra B (miks?).

Et pp = pq, siis pohjal P(a,b] = Q(a,b] Y(a,b] € m. Teoreemist jéireldub niiiid,
et P=0Q.m

Jareldus 14.3 Juhusliku suuruse X karakteristlik funktsioon px on reaalne parajasti siis,
kui X jaotus P on simmeetriline, s.o. VB € B korral P(B) = P(—B), kus —B := {—x :
x € B}.

Toestus. <«: Olgu P siimmeetriline. Et 2 +— sin(tx) on paaritu funktsioon (see
tihendab, et sint(—x) = —sin tx), siis [ sin(tz)P(dz) = 0. Seega px(t) = [ costxP(dzx) €
R.

=: Olgu px reaalne. Omadusest 4) jiareldub, et px(—t) = px(t). Omadusest 5) saame

v x(t) = pox(—t) = px(t). Seega px = ¢_x, millest jarelduse tottu X ja —X on
sama jaotusega P. Seega VB € B korral

P(—B)=P(X € —B) = P(—X € B) = P(B).

Juhul, kui ¢ on integreeruv, on (iile reaaltelje) integreeruv ka valemis (14.8)) olev in-
tegraalialune funktsioon. Jargnevalt ndeme, et sellisel juhul on moodul P pidev tihedus-
funktsioon, mis avaldub {iheselt karakteristliku funktsiooni kaudu.

Jireldus 14.4 Olgu ¢ moodu P karakteristlik funktsioon. Kui [°°_|@(t)|dt < oo, siis
moodul P on pidev tihedusfunktsioon f, mis avaldub karakteristliku funktsiooni kaudu
jargmaisell

1 R

fz) = 2—/ e ot)dt, zeR. (14.10)

™ —00
Toestus. Olgu ¢ € L;. Veendume, et sellisel juhul pole méodul P aatomeid (Tp = R).
Olgu x € R suvaline. Valime jada a, ja b, nii, et a, < x < by, a,  z, b, \( z,
P{a,} = P{b,} = 0 (sellised jadad leiduvad, sest Tp on koikjal tihe).
Seosest ((14.8)) ja hinnangust (14.9)) saame Vn korral

1 T e—itan o e—itbn
P{z} < P(ay,b,] = 7lim — /T Tgp(t)dt

1 T —itan __ ,—itby
< lim —/ #@(i)‘dt

T T 2T J_p

b, — T b, — o0
<Pt [ (e = T / o(t)]dt.
v

T—oo [_p 27 — 00




Et b, — a, — 0, siis P{z} = 0.
Jérelikult, iga x,x + h € R korral kehtib (14.8)); et integraalialune funktsioon on (iile
reaaltelje) integreeruv, saame

F(x 4 h) o F(fﬂ) 1 [e'e] e—ita) _ e—it(ac-‘rh)
h T o / ith p(t)dt.
Kui h — 0, siis Vo € R korral
e—itr _ e—it(x-i-h) 1 d y y
_) - —r — —1 .’K.
ith it da ¢

Domineeritud koondumise teoreemist saame seega (milline on domineeriv funktsioon?)

F'(z) = lim — o o(t)dt
i

1 oo —itx __ ,—it(z+h) 1 00 )
/ ¢ c e " p(t)dt.

—0o0 2m —00

Téahistame f := F’. Lopuks kasutame asjaolu, et kui jaotusfunktsioonil on iga x korral
tuletis, siis see on tema tihedusfunktsioon. Funktsiooni f pidevus toestatakse samamoodi
kui karakteristliku funktsiooni pidevusega. m

Markus: Nigime, et kui ¢ € L, siis on moodul P pidev tihedus f, kusjuures kehti-
vad duaalsed valemid

o0 = [ s

[e.o]

fla) = - / " (.

:% N

Lisame veel, et vastupidine implikatsioon ei kehti: leidub jaotusi, millel on kiill tihedus,
kuid ¢ ¢ L; (Ulesanne [3)).

14.7 Lisaks *
Levy poordvalem kehtib ka siis, kui a v6i b on aatomid. Nimelt kehtib seose ([14.8]) {ildistus:

1 ' 1 T e—ita _ e—itb
P(a,b) + 5 P{a,b} = Jim - /_T o (14.11)

Juhul kui P{a,b} = 0, jareldub siit (14.8)).

Aatomi massi saab leida jargmisest poordvalemist:

P{a} = lim L / ' e "o (t)dt. (14.12)

T— 00 2T T
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Siit on kerge ndha, et kui limy . ¢(t) = 0, siis P{a} = 0 iga a € R, st mdodul pole
aatomeid. Toepoolest, et limy o ¢(t) = 0, siis iga € > 0 korral leidub ¢, < oo nii, et
o(t) <€, kui t > t,. Siis aga iga reaalarvu a korral

1 [T 1 (7
< : —ita — :
Pla} < lim o /T e eldt = Jim o7 / lolt)ldt

-T

:Tlggo%(/to \80(75)|dt+/:|s0(t)!dt+/_:0|90(t)|dt>

—to

1 [P
< JlgIoloﬁ /to lo(t)|dt + € =e.
Siit jareldub, et kui ¢ € Lq, siis vastaval moodul pole aatomeid, mille toestasime ka
iilalpool.

Tegelikult piisab m66du mitteatomaarsuseks isegi sellest, et lim, . ¢(t) = 0. Toepoolest,
olgu ¢ juhusliku suuruse X karakteristlik funktsioon. Olgu Y sama jaotusega ning juhus-
likust suurusest X soltumatu. Siis X — Y karakteristlik funktsioon on |p(f)[*, mis on
paarisfunktsioon, st. |¢o(—t)]* = |p(t)]* (miks?). Seega lim;, o |p(t)]* = lim;_,o |0 (1) [*
Kui see piirvadrtus on 0, siis, nagu eelpool veendusime, kehtib

1" )
%Eﬁoﬁ/_T"P@)' dt=P(X ~Y =0) = 0.
Olgu @ € R. Et P(X —Y = 0) > P(X = q,Y = a) = P*{a}, saame, et kui
lim; 00 () = 0, siis (X ja Y iihisel) jaotusel P pole aatomeid. Vastupidine iildiselt
ei kehti: on jaotusi, millistel pole aatomeid, kuid ¢(t) 4 0 kui ¢t — oo. Sellisel jaotusel ei
saa olla tihedust, sest on voimalik néidata, et kui jaotusel on tihedus, siis lim; o, () =0

(Billingsley Thm 26.1).

Kokkuvotteks: Olgu ¢ P karakteristlik funktsioon. Kehtivad implikatsioonid

pel; = P abs. pidev = tlim o(t)=0 = P pole aatomeid.
—00

14.8 Naiteid karakteristlikest funktsioonidest

Aatom : P =9,, a € R. .
gO(t) — ezta‘
Erijuht a = 0, ¢(t) = 1.

Stimmeetriline Bernoulli : P = (& +d_1).

. 1 . 1 e’Lt +e—it
e lt— _Zt— = — =
o(t)=e 5 +e 5 5 cost.

Bernoulli B(1,p): P = gy + pd;.

@(t) — 6it0q+ eitp — q+p€it-
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Binoomjaotus B(n,p): P =Y ,_,Ckq"FpFé,.

Binoomjaotusega juhuslik suurus on n soltumatu Bernoulli jaotusega juhusliku su-
uruse summa. Seega

p(t) =} _o(q + pe™) = (g + pe™)".

Poissoni jaotus Po()\): P =" 6’4%571-

[e.9]

-\ - itn A" Y [ A" -\ it Meft—1]
p(t)=e g et — =e E — =c Texple"A =e :
n! n!

Paneme tdhele, et formaalselt saame Poissoni jaotuse karakteristliku funktsiooni,
kui asendame tema momente genereeriva funktsioonis argumendi ¢ argumendiga it.
See EI OLE toestus, sest imaginaariihikut ei saa kiisitleda kui reaalarvu. Ulaltoodud
toestuses kasutasime kompleksmuutuja funktsiooni definitsiooni.

Uhtlane jaotus U(0,1): tihedus f(z) =1, 2 € [0,1]

1 1 1 - it
, , . sint +cost — 1 -1
go(t) :/ e dry :/ costxdx—l—z/ sintxdr = Lo - = ‘ 5 .
0 0 0 1t it

Eksponentjaotus F(1): tihedus f(z) =e %, z € [0,00)

go(t):/ eime_xdx:/ cos(tm)e‘xdx+i/ sin(tx)e *dux.
0 0 0

Ositi integreerides saame

/ cos(tx)e “dr = — cos(tx)e *|° — t/ sin(tx)e “der =1 — t/ sin(tx)e “dz
0 0 0

/ sin(tz)e”"dr = —sin(tx)e *|5° + t/ cos(tz)e “dr = t/ cos(tx)e “dz.
0 0 0

Lahendades selle vorrandisiisteemi, saame

/0 cos(tx)e “dx = T /0 sin(tx)e “dr = i
millest it .
i
p(t) = S =
141 11—t

Paneme téhele, et formaalselt saame eksponentjaotuse karakteristliku funktsiooni,
kui asendame tema momente genereeriva funktsioonis argumendi ¢ argumendiga it.
See EI OLE toestus.

200



Analoogiliselt saab niidata, et E()\) karakteristlik funktsioon on

ST S 2
A—it  AZ412 0 \2 42

Kahepoolne eksponentjaotus : tihedus f(x) = %e*m, xr € R. Olgu ¢, iithepoolse
eksponentjaotuse karakteristlik funktsioon.

1 [~ 1 Rl
o(t) = —/ etrelelgy = 2 [/ e dx +/ emexd:v}
2/ 2 ]

o0 —00

_1( (1)+ (1>>_1< 1 i 1 )_ 1
— o \Pe P )T\ T i) T 112

Cauchy jaotus : tihedus f(z) = 15, 2 € R.

T 1+x2)
Kahepoolse eksponentjaotuse karakteristlik funktsioon on integreeruv. Seega kehtib

(14.10)), millest

1 1 o[> . dt
—emltl = — R— 14.13
2° om ] ¢ 1y (14.13)

On selge, et iga 2 € R korral [ _sintxz(1+ ¢*)~'dt = 0, millest

/ e dt / * costx / e dt
et —— = dt = e )
o 14 ¢2 e L+ BV B

Kasutades seost ([14.13]), saame

Normaaljaotus N(u,c?): tihedus f(z) = \/#76 < reR

Olgu f standardse normaaljaotuse tihedus. Standardne normaaljaotus on siim-
meetriline, st

/OO e f(x)dr = /OO cos(tx) f(x)dz.

Et rida - . - )
cos(tz) = ;(—1)” ((";2)! (14.14)

on absoluutselt koonduv, siis integreerime seda liikmeti ning saame

/00 cos(tx) f(x)dx = Z(—l)” (;:)l /xQ”f(x)dx.

n=o
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Standardse normaaljaotuse momente genereeriva funktsiooni tuletistest saame, et

2n _ ~ (2n)!
/96 fle)de =1-3----- (2n—1)= o
ning sellest jareldub, et
— o t on <21 2
2 gy [ e - 23" = el

Karakteristlikku funktsioonide omaduse 5) pohjal saame iildise normaaljaotuse karak-
teristlikuks funktsiooniks

2 2 2,2
—t%o oy, t7o
=z,

p(t) = Mgy (ot) = e

Polya kriteerium Olgu ¢(t) reaalviirtuseline, mittenegatiivne, hulgal (0, co) mittekas-
vav ja kumer, kusjuures lim;_,o p(t) = ©(0) = 1, o(—t) = (t) ja lim;_, ©(t) = 0.
Siis ¢ on karakteristlik funktsioon. (Toestuse voib leida néiteks Durrett ptk 2). Nii
naiteks on karakteristlikud funktsioonid

o(t) = exp(—t]*), 0<a<l. (14.15)
(Ulesanne . Veel enam, saab niidata, et (14.15)) on karakteristlik funktsioon, kui

1 < a < 2, kuid mitte siis kui o > 2.

14.9 Koondumisteoreem

Olgu P, ja P toendosusmoodud, ¢, ja ¢ vastavad karakteristlikud funktsioonid, n =
1,2,.... Selgub, et P, = P parajasti siis, kui ¢, (t) — ¢(t), Vt € R ehk tdendosusmo6o-
tude nork koondumine on ekvivalentne nende karakteristlike funktsioonide punktiviisilise
koondumisega.

Toestus pohineb abilemmal.

Lemma 14.2 Olgu P o-algebral B(R) antud toendosusmoot, ¢ olgu tema karakteristlik
funktsioon. Sis iga K < oo korral

| — P-2K,2K] < K/_Z(l — ()t

Toestus.
/l;__ll(l —(t))dt = /I;: [1 — /eith(dx)}dt = /];__11 [/(1 ) P(da)] dt.
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Saab ndidata, et iilaltoodud integraalis voib integreerimisjirjekorra éra vahetada (Fubini
teoreem). Seega, vottes arvesse, et iga u > 0 korral

u

/u (1 — cos(tz) — isin(tl'))dt = / (1 — cos(taj))dt — o — 2Sin ur 2u<1 B sin u:z;))

—u —u T

saame (kasutades seoseid S22 <1 ja 22 < |siL| < |x‘)

sin K~ 'z sin K~ 'z
K/ dt—2/1——de 22/ 1——— | P(dz
1
22/ 1— — | P(dx) > P{z: |x| > 2K}.
{w'|x>2K}< |K13?|> (dz) te: e J

Lemma abil toestame pohiteoreemi.

Teoreem 14.5 (Levy, Cramer) Olgu P, ja P o-algebral B(R) antud téendosusmoodud,
©n, @ vastavad karakteristlikud funktsioonid. Siis P, = P parajasti siis, kui iga t € R
korral @, (t) — (t).

Toestus. =: Oletame, et P, = P. Olgu t € R suvaline. Funktsioonid sin ja cos on
pidevad ja tokestatud, mistottu tokestatud koondumise teoreemist saame

/costaan(d:v) — /cost:cP(dx), /sintxPn(dm) — /sinth(dm).

Seega ¢, () — ¢(t).

<: Oletame, et p,(t) = p(t), Vt € R.

Eelmisest lemmast jareldub, et iga h > 0 ja iga karakteristliku funktsioon ¢ korral on
ffh(l — n(t))dt reaalarv. Iga h > 0 korral

1 h@_w()yu<.£ \1 @n( ut< ! \1 ot Vﬁ+1(/hhﬂﬂ—¢(ﬂwt
2h | 4, " 2h " 2h " '
(14.16)

1) Toestame, et
&%55/‘“_ t)|dt = 0. (14.17)

Karakteristlike funktsioonide omadustest teame, et ¢ on pidev ja p(0) = 1, millest V6 > 0
korral 3h > 0 nii, et |1 — p(t)| < 6, kui t € (—h, h). Iga sellise h korral aga

1

h
g_%M—MMﬁS&
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2) Niitame, et iga h > 0 korral

1 h
37 | len(®) =(0)dt =0, kui n—oc. (14.18)
—h

Et ¢, (t) — o(t), siis iga fikseeritud h korral jireldub domineeritud koondumise
teoreemist (|¢,(t) — p(t)] < 2).
3) Néitame, et jada {P,} on tihe.
Olgu € > 0 suvaline. Valime h(e) nii viikese, et integraal oleks viiksem kui 5. Selle
h korral valime n,(h) nii suure, et integraal (14.18)) oleks viiksem kui §. Seega vorratuse
(14.16])) parem pool pole suurem kui e. Lemmast saame iga n > n, korral
h
| = P—2ht2h] < % / (1 pu(t))dt < 2¢. (14.19)
—h
[ga toendosusmdot (omaette voetuna) on tihe. Sellest jareldub, et iga 16plik hulk téenéo-
susmoote on tihe (miks?). Seega, vihendades h-d kui vaja, saame, et vorratus
kehtib iga n korral. Et € oli suvaline, jareldub sellest jada {P,} tihedus.
4) Niitame, et P, = P. Selleks piisab kui niitame, et jada {P,} iga norgalt koonduva
alamjada piirvdadrtus on P (jareldus . Olgu P,, = @ suvaline norgalt koonduv alam-
jada, ¢ olgu moodu @ karakteristlik funktsioon. Seega ¢, (t) — ¢(t) forall ¢ € R, millest

¢ = . Jarelduse pohjal P=(Q. m

Teoreemis eeldasime, et karakteristlike funktsioonide jada (punktiviisiline) piirvéér-
tus on mingi moodu P karakteristlik funktsioon. Jargnevas jérelduses ndeme, et see eeldus
on tiidetud, kui karakteristlike funktsioonide jada (punktiviisiline) piirvddrtus on pidev
punktis 0.

Jareldus 14.5 Olgu P, o-algebral B(R) antud téendosusmaoodud, p, vastavad karakter-
istlikud funktsioonid. Oleteme, et iga t € R korral kehtib koondumine p,(t) — g(t), kus
puirfunktsioon g on pidev punktis 0. Sis leidub toendgosusmoot P nii, et P, = P ja g on
P karakteristlik funktsioon.

Toestus. Vaatame veel kord piisavuse toestust teoreemis [14.5] Omaduse {P,} tiheduse
toestamisel kasutasime seosed ([14.17)) ja (14.18). Omaduse toestamisel kasutasime
vaid punktiviisilist koondumist; see toestus kehtib ka kiesoleval juhul. Seose (14.17) toes-
tamisel kasutasime vaid asjaolu, et ¢ on pidev punktis 0. Seega seose (14.17]) toestus
kehtib ka vaadeldaval juhul. Jarelikult ka praegusel juhul on {P,} tihe, mistottu tal on
norgalt koonduv alamjada P,, = P, millest teoreemi tottu ¢, (t) — p(t) Vt € R,
kus ¢ on P karakteristlik funktsioon. Seega ¢ = g ja g on P karakteristlik funktsioon. m

Jarelduse toestusest ndgime, et omadus — ¢g on pidev punktis 0 — oli vajalik vaid jada
{P,} tiheduse toestamiseks (vt ka tilesanne [J)). Seega kehtib jéreldus.

Jareldus 14.6 Olgu P, ruumil (R, B) antud téendosusmaoodud, p, vastavad karakterist-
likud funktsioonid. Oletame, et iga t € R korral kehtib koondumine ¢, (t) — g(t). Kui
{P,} on tihe, siis leidub toendosusmoot P nii, et P, = P ja g on P karakteristlik funkt-
stoom.
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14.10 Juhusliku vektori karakteristlik funktsioon

Olgu X = (Xy,..., X;) k-dimensionalne juhuslik vektor. Juhusliku vektori karakteristlik
funktsioon ¢ : R* — C defineeritakse analoogiliselt

O(t1, ... 1) = o(t) = Be™™™ = E(cost'X) + iE(sint'X).

Pea meeles, et t = (t1,...,%) on niiiid k-dimensionaalne vektor. Juhuslike vektorite
karakteristlikul funktsioonil on sisuliselt samad omadused, mis juhuslike suuruste karak-
teristlikel funktsioonidel. Naiteks soltumatute juhuslike vektorite summa karakteristlik
funktsioon on nende vektorite karakteristlike funktsioonide korrutis: kui X ja Y on sol-

tumatud, siis px.y(t) = px(t)py(t) (toestal).

14.10.1 Segamomendid ja osatuletised

Holder: kui X € L, jaY € L, kus p~' + ¢! = 1, siis E|XY| < | X[,||Y]l,- Seda
vorratust on kerge iildistada suvalise 1opliku arvu juhuslike suurusteni: olgu X; € L,,, kus
S pt = 1. Siis (iilesanne )

=117

k k
E([T1X1) < TT1Xll.- (14.20)
i=1 i=1

Kuulugu juhuslik vektor X ruumi L,,, st E||X||™ < co. Vorratuse (14.20) abil on kerge
veenduda, et siis leiduvad koik segamomendid E((X7)" - -+ (Xp)"), kus [y 4+ -+ - + 1), < m,
sest

l.
W < 00.

k
B(x) - (x| < [T 1
=1

(iillesanne [12). Sellisel juhul leiduvad karakterstlikul funktsioonil osatuletised

O ) (14.21)
a(tl)h@(tk)lkgp 1y---50lk .
ja kehtib seos
1 Ot tlep(ty, ... t)
(X)) = E((X)" - (X)) = o 14.22
my, lk( ) (( 1) ( k) ) jhit a(tl)lla(tk)lk o ( )

(Uhemdotmelisel juhul on see lemma [14.4). Jirelduse tildistus mitmemootmelisele
juhule on seega jargmine: kui E|X||™ < oo, siis protsessis ¢ — 0 kehtib jargmine valem

myy..q, (X) m
Pty )= > %z'”(tl)“---(tk>’k+o(ltl ), (14.23)
(U1,el):|l|<m ’

kus 1= (l,..., ) eNF [l =1+ -+ ja [t| = [t + - + |tk
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14.10.2 Uhesus

Levi poérdvalemi (14.8)) {ildistus on jirgmine. Olgu P o-algebral B(R*) antud tdensio-
susmoot (k-dimensionaalse juhusliku vektori jaotus). Olgu A = (ay,b1] X -+ X (ag, by
P-pidev ristkiilik. Siis

pa) — i L [ [t e dt,---d 14.24
= lim —— ti,...,tk)dly - - - dty. .
(A) Tgrolo(Qﬂ')k/T /TE it, o(ty, ..., tk)dty : ( )
(toestust vaata néiteks Billingsley (29.3)). Valemist ((14.24)) jareldub téendosusmodtude ja
karakteristlike funktsioonide vaheline iiks-iihesus: kui P ja Q on c-algebral B(R¥) antud
sellised toendosusmoodud, et pp = ¢q, siis P = ). Selle toestus on analoogiline jarelduse
toestusega. See tihendab, et kahel erineva jaotusega juhuslikul vektoril (mitte kahel
erineval juhuslikul vektoril!) on erinev karakteristlik funktsioon. Viimasest jareldub aga,
et lineaarkombinatsioonide #' X (ithemootmelise) jaotused méédravad iiheselt X jaotuse:

Jareldus 14.7 Juhuslikud vektorid X ja'Y on erineva jaotusega parajasti siis, kui leidub
t € R* nii, et juhuslikud suurused ' X ja t'Y on erineva jaotusega.

Toestus. Kui X ja Y on erineva jaotusega, siis peavad nende karakteristilikud funkt-
sioonid, olgu need ¢x ja ¢y, olema erinevad. See aga tdhendab, et leidub vihemalt iiks
t € R” nii, et ox(t) # py(t). Ent ox(t) on iihemootmelise juhusliku suuruse #'X karak-
teristliku funktsiooni védrtus kohal 1 ja ¢y (t) on ithemootmelise juhusliku suuruse t'Y
karakteristliku funktsiooni vadrtus kohal 1. Need védrtused on erinevad, millest saame,
et t’X ja t'Y on erineva jaotusega (kuidas?).

Teistpidi: kui leidub ¢ € R” nii, et #X ja t'Y on erineva jaotusega, on nende (iihemoot-
meliste juhuslike suuruste) karakteristlikud funktsioonid erinevad. See téhendab, et leidub
reaalarv s nii, et

@X(St) — Eeis(t’X) 7£ Eeis(t’Y) _ @Y(St)
Seega px # py, millest saame, et X ning Y on erineva jaotusega. m

Jareldus 14.8 Juhuslikud suurused X1, ... Xy on soltumatud parajasti siis, kut igaty, ... ty €
R korral on juhusliku suuruse t1.X; + - - - + 6, Xy, karakteristlik funktsioon oy, x, 4.+, x, (5)
vordne korrutisega

pxi(sta) - ox (sty).

Toestus. Kui Xi,... X on soltumatud, siis on soltumatud ka ¢, Xy, ..., #, X, ja nende
summa karakteristlik funktsioon kohal s on korrutis

H Prx;(8) = H ox,(sti).

Teistpidi: vaatleme juhuslikku vektorit X = (Xy,..., Xx). Summa t; X1+ - -+t X karak-
teristlik funktsioon kohal s = 1 on vektori X karakteristlik funktsioon kohal (¢1,..., %)
ja eeldusest saame

Ex(tis- s th) = Puxitotx, (1) = H%pxi (t:)-
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Olgu X = (X1,...,X}) selline juhuslik vektor, et X; on sama jaotusega kui X;, kuid
Xq,..., X} on soltumatud juhuslikud suurused. Seega

Oty ...t Hch ngx =@x(t1,. .., tg).

Seega on vektoritel X ja X sama karakteristlik funktsioon ja jireldusest tulenevalt
ka sama jaotus. Siit aga jireldub, et Xi,... X} on soltumatud. =

Jéarelduse rakendamisel pane tihele, et seos

Pt1 Xq 4+t Xp (S) = H PX; (Stl)

peab kehtima iga komplekti (1, . .., tx) korral. Olgu naiteks X; Cauchy jaotusega juhuslik
suurus ja defineerime Xy, = X;. Vottes t; = 5 = 1, saame

x1+x:(8) = @ax, (5) = ox, (28) = exp[=2ls]] = (exp[=|s]])” = ox, (s)pxa (9).

Seega paari (1,1) korral vordus kehtib, kuid kindlasti pole X; ja X, soltumatud.

Et Jarelduse teise poole toestuses kasutasime vaid argumenti s = 1 (néitasime: kui
ox(t1, ... tk) = ox,(t1) - - - vx, (tr), siis on komponendid soltumatud) siis voime Jarelduse
14.8| timberr sonastada jargmiselt.

Jareldus 14.9 Juhusliku vektori X komponendid on soltumatud parajasti siis, kui iga
(t1,...,tg) korral

Ox(t, . ) = ox, (t1) - - ox, (tr)-

14.10.3 Juhuslike vektorite nork koondumine ja karakteristlikud funktsioonid

Veendume, et juhuslike vektorite nork koondumine (ehk o-algebral B* antud tdeniosus-
mootude nork koondumine) on ekvivalentne karakteristlike funktsioonide punktiviisilise
koondumisega.

Teoreem 14.6 Olgu X,, ~ P, ja X ~ P k-dimensionaalsed juhuslikud vektorid. Olgu @,
¢ vastavad karakteristlikud funktsioonid. Siis X, = X (ekvivalentselt P, = P) parajasti
siis, kui iga t € R¥ korral ¢, (t) — ¢(t).

Toestus. Kui X,, = X, ekvivalentselt P, = P, siis (pideva kujutise teoreem) iga t € R*
korral /X, = t’X ja t € R¥ jareldub niiiid teoreemist
Kui iga t € R* korral ¢, (t) — ¢(t), siis suvalise ¢t € R* ja iga s € R korral

Ee®) = o (st) = p(st) = Be*"™), (14.25)

millest teoreemi [14.5] pohjal jareldub ¢'X,, = #'X. Et ¢ oli suvaline, siis iga ¢ korral
X! = X'. Lemmast [12.2saame, et jada {P,} on tihe. Olgu P, = @ koonduv alamjada.

207



Seega iga t korral ¢, (t) — @q(t), millest ¢ = g ning P = Q. m

Teoreemist jareldub teoreem [12.9] mis vilidab, et X, = X parajasti siis, kui iga
t € R* korral ¥'X,, = t'X. Toepoolest, kui X,, = X, siis ’X,, = ¢’X jireldub pideva
kujutise teoreemist. Teistpidi, kui #'X,, = #'X, siis teoreemi [14.5] pohjal koonduvad vas-
tavad karakteristlikud funktsioonid, st kehtib (14.23]). Vottes s = 1, saame koondumise
©n(t) = ©(t). Et viimane kehtib iga ¢ korral, saame teoreemist et X, = X.

Teoreemist jareldub vaga lihtsalt ka see, et soltumatute komponentidega juhusliku
vektori nork koondumine on ekvivalentne komponentide norga koondumisega, seda main-
isime juba peatiikis 12 (vt ptk 12, iilesanne 7). Sonastame selle veelkord jareldusena.

Jéreldus 14.10 Olgu X, = (X}, ..., XF) soltumatute komonentidega juhuslik vektor (st
iga n korral on X}, ... X* soltumatud juhuslikud suurused), olgu X = (X', ..., XF¥)
soltumatute komponentidega juhuslik vektor. Siis X,, = X parjasti siis, kui X! = X' iga
1 korral.

Toestus. Kui X,, = X, siis iga 7 korral X! = X* see on pideva kujutise teoreem.
Teistpidi: kehtigu iga i =1,...,k korral X! = X' Olgu t = (t1,...,t,) € R*. Siis

exi(t) = oxi(ti), i=1,...k

ja soltumatuse tottu

px, () = H pxi(ti) — wai (ti) = ¢x(1), (14.26)

millest saame X,, = X. =

Jareldusest jareldub ka see, et kui soltumatute komponentidega juhuslik vektor X™
koondub norgalt mingiks juhuslikuks vektoriks X, siis X komponendid on ka soltumatud.
Toepoolest, kui X,, = X, siis komponendid koonduvad (st X! = X?) ehk marginaaljao-
tused koonduvad. Seega jirelduse pohjal koondub X,, norgalt vektoriks X', mille
komponentide jaotus on sama, kui X komponentide jaotus (samad marginaaljaotused),
kuid X’ komponendid on soltumatud. Seega X,, = X ja X,, = X', millest saame, et X
ja X’ on sama jaotusega. |Alternatiivne argument on koondumine (|14.26) ning jéreldus
14.9).

Kirjandus. Billingsley 26, 29; Sirjajev, 11 612, 11T §3; Williams 16; Durrett, ptk. 2.
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14.11 Ulesanded

1.

10.
11.

12.

Olgu ¢ juhusliku suuruse X karakteristlik funktsioon, olgu Y sama jaotusega kui
X, X jaY olgu soltumatud. Leida X — Y karakteristlik funktsioon.

. Olgu X ~ N(M,Ul) Y ~ N(us,03). Olgu X jaY soltumatud. Toesta, et X +Y ~

N(p1 + po, 07 + 03).

.a) Olgu P(X € Z) = 1, ¢ olgu X karakteristlik funktsioon. Toesta, et ¢ on

perioodiline perioodiga 27, st p(t + 27) = (t) iga t korral.

b) Olgu P(X € hZ) =1, kus h > 0; ¢ olgu X karakteristlik funktsioon. Toesta,
et ¢ on perioodiline perioodiga %’r

. a) Toesta, et U(—c, c) karakteristlik funktsioon on (t) = S2<,

ct
b) Toesta, et kui Xi,..., X, on iid U(—1,1) jaotusega juhuslikud suurused ja
S, =X1+ ...+ X, siis 5, tihedus on

flz) = = /00 (%)ncos(m)dt.

™ Jo

Leida absoluutselt pidev jaotus, mille karakteristlik funktsioon pole integreeruv.

. a) Toesta, et kui Xy,..., X, on iid Cauchy jaotusega juhuslikud suurused ja S, =

X1+ ...+ X,, siis S" on samuti Cauchy jaotusga. Kas kehtib SAS?
b) Toesta, et kui Xi,..., X, on karakteristliku funktsiooniga exp[—|t|*] iid jao-
tused, kus a € (0, 2] siis 2% on sama jaotusega.

Olgu X, = X and Y, = Y, kusjuures X, and Y, on iga n korral soltumatud.
Toestada, et kui X ha Y on soltumatud, siis X,, +Y, = X +Y.

. Polya kriteeriumi abil toesta, et exp[—|t|*] on karakteristlik funktsioon, kui a €

(0,1].

Olgu X,, ~ N(0,n). Leida X, karakteristlik funktsioon ¢,. Néita, et leidub funkt-
sioon ¢(t) nii, et g(0) =1 ja ¢, (t) — g(t) iga t korral. Niita, et jada X, ei koondu
norgalt.
Olgu X,, ~ N(0,02), X,, = X. Tdesta, et sellisel juhul 02 — 02 € [0, 00).
Arvestades, et

Tsint s

) =g

toesta Levy poordvalem karakterisliku funktsiooni ¢(¢) = 1 korral.

e Toestada (14.20) (kasuta Holderi vorratust kahe juhusliku suuruse korral)
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e Toestada, et kui X = (X3,..., X}) on selline juhuslik vektor, et || X||™ < oo,
siis X; € L,, iga ¢ korral. Toestada, et kui [y, ..., [, on sellised mittenegatiivsed
reaalarvud, et [; + ... 4+ [, = m, siis

k
E|(X)h - (X)) < HE|X| " < .

e Jireldada, et iileltoodud vorratused kehtivad ka siis, kui l; + ...+l < m.

210



15 Tsentraalsed piirteoreemid

Karakteristlikud funktsioonid on viga kasulikud mitmesuguste piirteoreemide toestamisel,
eelkoige kasutatakse neid jaotuste norga koondumise toestamisel. Jargnevas ndeme, kuidas
karakteristlike funktsioonide abil on véimalik lihtsalt toestada matemaatilises statistikas
ja toendosusteooria viga olulised teoreemid — tsentraalsed piirteoreemid.

Lepime kokku: kui X; ~ P, X5 ~ P, ... on juhuslike suuruste jada ja P mingi reaalteljel
defineeritud toendosusmoot, siis kirjaviis X,, = P tdhendab, et P, = P.

15.1 Tsentraalne piirteoreem iid juhuslike suuruste korral

Toestame klassikalise tsentraalse piirteoreemi iid juhuslike suuruste korral.

Mirgime, et ka kompleksarvude korral kehtib jargmine elementaarne tulemus:
kui x, — z on koonduv kompleksarvude jada, siis (vt néiteks Durrett, 2.4)

lim(l + ﬁ) =e”.
n n

Teoreem 15.1 (Tsentraalne piirteoreem (CLT)). Olgu X1, X, ... iid juhuslikud su-
urused, S, = 1 Xi. Kuio® = D(X,) < oo, siis
Sp —np
2n T N(0, 1), 15.1
N (15.1)
kus p = EX,.

Toestus. Uldisust kitsendamata voime eeldada, et u = 0 (vastasel juhul vaatleme iid
juhuslikke suurusi X,, — p).
Olgu X,, ~ P; ¢ olgu P karakteristlik funktsioon. Leiame juhusliku suuruse US” karak-

vn
teristliku funktsiooni. Karakteristlike funktsioonide omaduse 5) pohjal Vi korral
t
(1) = o ——
0.3 ()=o),
millest soltumatuse ja valemi (14.6) tottu saame V¢ € R korral

t2

s (0= oo = 1+ 072(0—%)2 ro()] = [1- 5 o))"

¥

o

Seega protsessis n — oo iga t € R korral
t2
w () — e 2.
sy (f)

2
Et e~ on jaotuse N(0,1) karakteristlik funktsioon, siis teoreemi [14.5| tottu

S,
" = N(0,1).
n (0,1)

g
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Ulesanne: Olgu X € L;. Karakteristlikke funktsioone kasutades toestada nork SAS.

Naiited:

1. De Moivre-Laplace teoreem. Olgu X, Xs, ..., X, iid Bernoulli jaotusega juhus-
likud suurused parameetriga p. Siis S,, ~ B(n,p) ja

S, —np
np(1 —p)

Seega kui Y ~ B(n,p) siis (suure n korral) Y jaotus on ldhendatav jaotusega
N(np, \/np(1 — p)).

See lahendus annab viikese vea isegi suhteliselt viikese n korral. Toepoolest, ole-
tame, et meid huvitab toenéosus, et 16 ausa miindi viskest tédpelt pooled on kiri, st
P(Y =8), kus Y ~ B(16,0.5). Binoomjaotusest saame

= N(0,1).

1y 16
P(Y =8) = c§6(§> — 0.1964.

Teisest kiiljest, vaadeldes Y summana Si6, saame

P (S € [7.5,8.5)) = P(|S16—8| < 0.5) = P(|S,—nu| < 0.5) = < 0.25),

p(
Vo
sest un = 8 ja v/no = 40 = 2. Normaaljaotusega lihendades saame, et

S0 — npl
< 0. ~ < 0. = . —0.0) =0.
< \/_a 0 25) P(]X] <0 25) 2(0 5987 — 0 5) 0.1974,

kus X ~ N(0,1).

2. Ruletil on 18 punast ja 18 musta numbrit, kaks on rohelised. Véarvi oigesti dra
arvates voidab méngija 1 rahaiihiku, vastasel juhul kaotab ta samuti iihe tihiku (-1).
Olgu X1, X5, ... méngija voit (kaotus) i-ndal méingul Méingud on soltumatud, seega
on Xy, Xo,...iid ,u EX; = 19, DX; =1— (35 5)° = 0.9972. Keskmine véit iihel
méangul on seega —5 = —0.05263. Mangides 192 = 361 korda, on keskmine kaotus
—19. Kui suur on aga toendosus, et parast 361 mingu on mingija plussis? See
toendosus on (n = 361),

P(Snzo)zP(S"_n“z—n“> P(XZ_

kus X ~ N(0,1). Votame o ~ 1, siis
np

oV

ja seega otsitav toendosus on ligikaudu P(X > 1) =1 — 0.8413 = 0.1587.

=1
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3. Olgu Z, ~ P,(\). Veendume, et suure A korral
Po(\) = N(\ ). (15.2)

Oletame, et X,..., X, on iid Po(1) (seega EX; = DX; = 1). Siis S, ~ Po(n).
Teisest kiiljest, tsentraalsest piirteoreemist saame, et

S, —n
NZD

Seega tiisarvulise parameetri korral kehtib.

Olgu niiiid A suvaline (mitte ilmtingimata taisarv). Olgu Ny, Ny, N3 soltumatud
Poissoni jaotusega juhuslikud suurused parameetritega [A], A — [A] ja [A] +1— A
Olgu S|z := N1, Zy := N1 + Ny ja S|zj41 = Ny + Ny + N3. Soltumatute Poissoni
jaotusega juhuslike suuruste summa on Poissoni jaotusega, parameetrid liituvad.
Seega Z\ ~ Po()) ja S|aj41 ~ Po([A] + 1), Poissoni jaotusega juhuslikud suurused
on mittenegatiivsed, seega

= N(0,1). (15.3)

Sia) < Zx < S+t
Téhistades n := [A], st S, = S|a, jareldub sellest, et S, —(n+1) < Zyx—A < Spp1—n

ja /\_)\<Sn+1 (n+1)vn 1+L
Y S T R, SRV ¥

: - n+1
Ja b)\ =

P(S”“%S?rl) N ) (ZA_ <t><P<Sn\/_ﬁn§a,\l(t—%)>

Et protsessis A — oo, ay — 1 ja, by — 1, saame tottu, et darmised toendo-
sused iilaltoodud reas koonduvad A kasvamisel suuruseks ®(¢) (siin ® on standardse
normaaljaotuse jaotusfunktsioon), seega koondub ka keskmine. Azrmiste tdeniio-
suste koondumine jareldub iihtlasest koondumisest:

S, —n
Vn

Tahistades ay :=

_l_

<

§\§
§\ -

| /\

P(T, <t) = ®(t), YVt = sup|P(T, <t)—d#)] =0,  (15.4)

mis (sarnaselt Glivenko-Cantelli teoreemi toestusega) jareldub ® pidevusest ja jao-
tusfunktsioonide monotoonsusest.

4. Taastuv protsess. Olgu T, T5, ... mittenegatiivsed iid juhuslikud suurused, ET; =
p > 0ja D(T;) = 0% < co. Niiteks Ty on mingi siindmuse (kliendi voi bussi
saabumine, onnetus, dnnestumine, elektripirni labipolemine) toimumise aeg, Ty on
esimese ja teise siindmuse toimumise vaheline aeg jne, olgu Sy = 0 ja S, = T} +

-+ + T,,. Defineerime iga t > 0 korral

N(t) = max{n: S, < n}.
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Seega N () on juhuslik suurus, mis loeb, mitu siindmust ajavahemikus [0, ¢] toimus.
Funktsioon ¢ — N(t) on tiikati konstantne, paremalt pidev, mittekahanev ja mini-
maalne hiippe pikkus on 1. Suurte arvude seaduse tottu protsessis ¢ — oo kehtib:

SN(t) N(t) 1
k. k..

N(t) = oo p.k. ,

(vt Peatiikk 11, iilesanne 12). Tsentraalse piirteoreemi tottu protsessis k — oo

Sk—uk
vk

mistottu (lilesanne 13, ptk 11) protsessis t — oo

Sney — 1N (t) 2 Sne — pN(t)
g N TR T

(need on koondumised (11.25)).) Niiiid kasutame asjaolu, et iga ¢t korral N(t) definit-
sioonist jareldub

= N(0,0?),

N(0,0?)

millest
Sy — 1IN (t) <ct= pN(t) _ Sy — pN(t) n T'nty+1
N(t) N N(t) N(t)
Veendume, et
T
MO L0, pk. (15.5)
N(t)
Koigepealt niitame, et
Ty
50, pk. (15.6)

vn

Et T, on mittenegatiivne, siis piisab, kui naitame (Jareldus 9.1), et iga ¢ > 0 korral

00 Tn
ZP( > €) < 0. (15.7)
n
n=1
Et ET? > oo ja T, Ty, ... on sama jaotusega, siis (viimane vorratus on ([11.3)

n=1 Voo el no — e = e TS e 1 :

Seega koondumine ([15.6)) kehtib. Et N(t) — oo p.k., siis (koonduva jada iga ala-
majada koondub samaks piirvadrtuseks) kehtib ka (15.5). Niiiid jareldame Slutsky
lemmast, et

t — puN(t) 2
W$N(O’0_ )
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Et @ — /%, p.k., siis iilaltoodud koondumisest jareldub (jélle Slutsky)

ja (normaaljaotus on siimmeetriline)

/vLN(t) —t _ N(t> _t//vb :>N(0,02).

t/u Vi

Seega suure t korral siindmuste toimumise arvu ajahetkeni ¢ saab lihendada jao-
tusega

N (t/p 0%t 1),
15.1.1 Tsentraalne piirteoreem, nork suurte arvude seadus ja kordse logar-
itmi seadus

Tsentraalsest piirteoreemist jareldub nork suurte arvude seadus. Olgu

Sy —np
- oyn

Tsentraalne piirteoreem: T,, = N (0, 1). Slutsky lemmast jareldub, et iga nulliks koonduva

T,

reaalarvude jada a, — 0 korral a,T,, = 0 ehk a, 7T, £ 0. Vottes

1_
a, = onz %

saame: kui o > %, siis

%_aSn—nu _ Sp — N I

a, T, = on T o
onz

0. (15.8)

[Ptk 11 iilesandest 7 teame, et kui o > %, siis koondumine kehtib ka p.k., kuid
see ei jareldu tsentraaslest piirteoreemist.| Jada T, ise muidugi toendosuse jargi nulliks
koonduda ei saa, sest ta koondub jaotuse jargi millekski muuks. Kas ta iildse koondub
toendosuse jargi? Selgub, et mitte: kuigi 7,, = N(0,1), ei koondu juhuslike suuruste
jada T, toendosuse jargi. Veendume selles. Lihtsuse mottes votame p = 0 ja 0 = 1,

siis 1;, = j—% Oletades vastuviiteliselt, et leidub juhuslik suurus X (mis jaotusega ta
peaks olema?) nii, et T, R X, saame, et ka Th, A x ja seetottu (kahe toenfosuse jirgi

koonduva jada vahe koondub) Ty, — T, £ 0. Niiiid aga pane tahele, et

]_ _
T2n . Tn _ SQn Sn SZn Sn

Vo Ve TR
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Juhuslikud suurused 7,, = \S/—% ja SQ”—;LS" on soltumatud, sama jaotusega ning molemad

koonduvad jaotuse jirgi standardseks normaaljaotuseks. Seega leiduvad soltumatud stan-
dardse normaaljaotusega juhuslikud suurused X ja Y nii, et

Toepoolest, et
— =
Vn
siis vektorite koondumine jareldub jareldusest [14.10] Sellest jareldub aga, et

Son — Sy 1.5, 1 1
T)_(l_ﬁ)%;»ﬁy—@—ﬁ)x

See aga on vastuolus eeldusega Ty, — T}, - 0 (miks?)

T2n_Tn:_<

Kuidas aga kéitub jada T, (w)? Eelnevast teame (kuidas?), et ei leidu sellist (normaaljao-
tusega) juhuslikku suurust X nii, et peaaegu iga w korral T, (w) — X (w) (p-k. koondu-
mine). Tsentraalsest piirteoreemist jareldub

limsup 7, = oo, liminf7T, = —oco, p.k. (15.9)

n

Toestus pohineb jargmisel iilesandel.

Ulesanne. Olgu T}, 75, ... suvaline juhuslike suuruste jada. Tdesta, et iga reaalarvu
t korral
P(limsup7,, > t) > limsup P(7,, > t). (15.10)

Kui T,, = N(0,1), siis

limsupP (7, > t) =limP(T,, > t) =1— d(¢) > 0,

kus ® on standardse normaaljaotuse jaotusfunktsioon. Siindmus {limsup, 7,, > ¢} on
jadk o-algebra element, seega tema toendosus on kas 1 voi 0 (Kolmogorovi 0-1 seadus),
antud juhul on see toendosus positiivne, seega 1. Rakendades sama argumenti juhuslikele
suurustele —X;, saame

P(limsup —7,, > t) = P(liminf7T,, < —t) > 0
ja Kolmogorovi 0-1 seadusest jareldub jéllegi, et P(liminf, T,, = —o00) = 1. Seega peaaegu
iga w-korral jada T, (w) koigub jérjest suureneva amplituudiga, tema iilemine piirvidrtus
on oo ja alumine piirvidrtus on —oo. Sellest omakorda jareldub, et jada S,, — nu koigub
kiiremini kui \/n, st kuitahes suure K korral on S, — nu lopmata palju kordi suurem
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kui Kv/n (st S, — pn > Ky/n i.0.) ja lopmata palju kordi viiksem kui —K+\/n (st
S, — pun < —K+/n 1.0.). Selgub, et selle kdikumise kiirust saab tépsustada, sest kehtib
jargmine kuulus teoreem. Jérgnevas teoreemis on iildisust kitsendamata eeldatud, et

w=0.
Teoreem 15.2 (Kordse logaritmi seadus). Olgu X1, X, ... iid juhuslikud suurused
EX; =0 ja EX}? = 0?. Siis

P ( limsup —— Sn

w oo 1>==L P(hnnnf—ihzz—q>::L (15.11)

kus

d(n) == V202 -n-Inlnn.
Teoreemist jéreldub, et kuitahes viikese ¢ > 0 ja peaaegu iga w korral

(1 —¢e)p(n), io. ja S,(w)<(14+e€)p(n), ev (15.12)

Sn(w) (
(—1+¢€)p(n), io. ja Sy(w)>(—-1—¢€)p(n), ev. (15.13)

>
Sp(w) <

Seega kuitahes viikese € > 0 ja peaaegu iga w korral T}, = 057"5 kiditub jargmiselt

T.(w)>(1—¢v2lnlnn, io. ja T,(w)<(1+e€)Vv2Inlnn, ev (15.14)
Th(w) <(=14¢€)v2Inlnn, io. ja T,(w)>(-1—¢)v2Inlnn, ev. (15.15)

Neist vorratustest jareldub muuhulgas, et limsup, 7, = oo p.k ja liminf, 7T, = —oo
p.k. (kuidas?). Jagades iilaltoodud vorratustes koik libi suurusega /n saame hinnata

koondumiskiirust suurte arvude seaduses jargmiselt: kuitahes viikese ¢ > 0 ja peaaegu
)

iga w korral kiiitub 2 jargmiselt
) > (1—e€) - nn’ io. ja () <(1 —i—e)ﬂ, ev (15.16)

n
Sn(w) V21 lnn . . Sp(w) Vv2Inlnn
<(-1+¢)———— i.o. ja

n \/_ n \/ﬁ ’

Nende piiride kohta on Wikipedia artiklis "law of iterated logarithm" illustreeriv pilt.

ev. (15.17)

Kokkuvotteks: Olgu Xy, Xo, ... iid juhuslikud suurused EX; = 0 (iildisust kitsendamata)
ja DX; = 02 < oo (oluline), S, = X; + -+ + X,,. Siis

e Kui« > 2, siis 2 S50, p.k. ehk peaaegu iga w korral Sn ( ) 0. Peaegu kindlasti

koondumlsest Jarelduvad norgemad koondumised, seega 5—2 — 0 ja 5—2 = 0.

Erijuht tlaltoodust on o = 1 ja see on TSAS: S—; — 0, p.k. ja sellest jareldu-
vad koik norgemad koondumised. Koondumiskiirust tapsustavad (15.16]) ja (15.17)).
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e Kuia > %, siis 20 0, kuid W@) — 0. See tdhendab, et ¢(n) on kasvab aeglasemalt

kui n®, kus a > % kuid kiiremini kui y/n. Viimasest saame, et % Rt 0, seega ka
;Z) = 0 (need koondumised on ekvivalentsed), kuid peaaegu iga w korral (see on
LIL)
Sn Sn
lim sup () =1, liminf ) = -1,
no o(n) no o(n)
mistottu difz) ei koondu p.k..
e Kui o = 3, siis (see on CLT)
S
T, = —= = N(0,0%),
T = N (0.0

kuid 7;, ei koondu toendosuse jargi ega jirelikult ka peaaegu kindlasti. Veel enam:
peaaegu iga w korral lim sup,, 7),(w) = oo ja liminf, T),(w) = —oo. Tépsemad piirid
T, (w) kiitumisele annavad ((15.14)) ja (15.15)).

15.2 Tsentraalsed piirteoreemid iildistel eeldustel
15.2.1 Normeeritud seeriad

Olgu Xy, X5, ... lopliku dispersiooniga iid juhuslikud suurused, justnagu teoreemi [I5.7]
eelduses. Tahistame

X. —
Yip = =12 k=12, n. (15.18)
no?
Sellisel juhul
EYin =0, Y DY, =1 (15.19)
k=1
ja
S, —
In Wy 4 Y = T (15.20)
no?

Seega tsentraalse piirteoreemi viide toodud tdhistustes on T,, = N(0, 1).

Seeriate skeem. Uldistame iilalkirjeldatud (iid) situatsiooni ja vaatleme sdltumatuid

juhuslikke suurusi, nn seeriaid
}/1”7 A 7Y?’LTL7

mis rahuldavad seoseid ning uurime tingimusi, mis garanteerivad koondumise
T, = N(0,1). Paneme téhele: meid huvitab jada {7} jaotuse jérgi koondumine. Selline
koondumine soltub aga T, jaotustest. Seega voib olla, et iga n korral on seeria Yy, ..., Y,
defineeritud omaette toendosusruumil. Seose ([15.18]) abil defineeritud seeriate korral on
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juhuslikud suurused Yi,,...,Y,, iid, niiiid aga loobume eeldusest, et seeriasse kuuluvad
juhuslikud suurused on sama jaotusega (kuid ikka soltumatud!) ja vaatame seeriaid iild-
isemalt. Tsentraalsete piirteoreemide esitust (voib olla, et erinevatel toendosusruumidel
defineeritud) seeriate abil nimetatakse seeriate skeemiks.

Esitame seeriate skeemi abil iihe viga iildise tsentraalse piirteoreemi. Olgu F}, juhus-
liku suuruse Y}, jaotusfunktsioon, ® olgu standardse normaaljaotuse jaotusfunktsioon.
Téihistame Oy = DYy ja @y (v) = ©(;%). Veendu, et @y, on N(0,07,) jaotusfunkt-
sioon.

Teoreem 15.3 Olgu T,, := Yy, + - - - + Yy, Selleks et kehtiks koondumine
T, = N(0,1) (15.21)

on tarvilik ja piisav, et iga € > 0 korral kehtib

n

Z/ (2| Fin () — ®po()|dz — 0. (15.22)
k=1 v {lz[>€}

Piisavuse toestuse ja viite tarvilikkuse toestusele voib leida Shirjajev, I11, §6.

Lindebergi tingimus. Tingimus (15.22) on véiga iildine ja ehk raskesti kontrollitav.
Jargnev teoreem niitab, et ([15.22)) on aga tdidetud, kui seeriad Yi,,...,Y,, rahuldavad
nn Lindebergi tingimust: iga ¢ > 0 korral

limZ/ Y2 dP = 0. (15.23)

" k=1 {‘Yk'rL'ZE}

Pane téihele: kui ¢ = 0, siis on iga integraal tingimuses vordne dispersiooniga ja
seega iga n korral on summa tapselt 1. Lindebergi tingimus sdtestab, et kui € > 0, siis
lahenevad summad nullile. Jargmine lemma néitab, et Lindebergi tingimus garanteerib
selle, et iihegi juhusliku suuruse dispersioon pole seerias domineeriv.

Lemma 15.1 Kui seeriad Y, ..., Y, rahuldavad Lindebergi tingimust , Stis

max EYZ, — 0. (15.24)

1<k<n

Toestus. Iga k =1,...,n jaiga € > 0 korral

EYj, <&+ / Yy dP,
{‘Yknlze}
millest n
1<k<n ; {IYin|>e}
]
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Teoreem 15.4 1. Kui seeriad Yi,, ..., Y, rehuldavad Lindebergi tingimust , 8118
kehtib ka ning seega T, = N(0,1).

2. Kui seeriad Yi,, ..., Y, rohuldavad tingimust (15.24)), siis on Lindebergi tingimus

ja tingimus ekvivalentsed.

Seega: Lindebergi tingimusest (15.23)) jareldub tsentraalne piirteoreem (piisavus); kui ke-
htib ((15.24]), on Lindebergi tingimus ja tsentraalne piirteoreem ekvivalentsed (piisavus ja
tarvilikkus).

Selle teoreemi toestuses kasutame Lebesgue’i integraali ositi integreerimise valemit. So-
nastame selle lemmana. Tdestuse voib leida Shirjajev, 11 § 6, Billingsley, 18.

Lemma 15.2 (Ositi integreerimine). Olgu P reaalteljel olev téendosusmaoot, F olgu
P jaotusfunktsioon. Olgu h pidevalt diferentseeruv funktsioon, kusjuures [ |h|dP < oo.
Sellisel juhul kehtib ositi inegreerumise valem

hdP =: hdF = h(b)F(b) — h(a)F(a) — F(2)h (z)dz,
[ = OF®) - h@F@ - [ Fan(@)

(a,b]

kus —oo < a < b < oo ning F(—o0) = lim,—,_o F(2), F(00) = lim,_,o F(x), h(—00) =
lim, , o h(x), h(oco) = lim, o A(x).

On lihtne veenduda, et iga konstandi ¢ korral

h(b)F(b)—h(a) F(a)— /

(a,b] (a,b]

Viimast asjaolu voib kirjutada

/ hd(c+ F) = / hdF.

Olgu G ja F kaks jaotusfunktsiooni, kusjuures [ |h|dF < 0o ja [ |h|dG < oo. Defineerime

/hd(F+G) = /hdF+/th, /hd(F—G) = /hdF— /th.

On kerge niha, et ositi integreerimise valem kehtib st iga —oo < a < b < oo korral

/( A +G) = ROF(D) + G0) ~ @) (Fla) +Gla) - / Wd(F +G),

(a,b]

/( b] hd(F — G) = h(b)(F(b) — G(b)) — h(a)(F(a) — G(a)) — / Wd(F - G).

(a,0]
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Teoreemi [15.4) toestus 1 Kehtigu (15.23). Niitame, et kehtib (15.22)). Hindame: iga
k=1,...,njaiga e > 0 korral

/ 2*d®y, = o3, / Y2dP < o}, / Y2dP,
{w:lo|>c} {03V [>€} “me}

kus Y on standardse normaaljaotusega juhuslik suurus. Et >°)_ 07, =1, ja lemma m
tottu kehtib ((15.24)), saame

> / 22ddy,, < / Y2dP — 0. (15.25)
k=1 v {z:lz|=e} {\Y\>m}

Lindebergi tingimuse ({15.23)) voib formuleerida

22dFy, = / Y2 dP — 0.
;/{x:we} ; {1Yen|2e€}
Seega ([15.25)) ning annavad
/ 2?d[Fin + Ppp] — 0. (15.26)
{z:|z|2e€}

Olgu h selline paarisfunktsion, et

22, kui |z| > 2¢
) = { 0, kuilz|<e

ning |h(z)] < 2? ja |B/(x)| < 4z.
Funktsiooni h definitsioonist ja ({15.26)

n

{z:|z|>e} k {z:|w[=e}

Integreerime ositi

T—00

/[ )h(m)d(l — Fp) = lim (1 — Fp(x)h(z) — h(€)(1 — Fu(e /[ )(1 — Fip(x))dz,

/ B(2)d(1 — Bpy) = Tim (1 — B (2))h(x) — h(e)(1 — Ben(e / J(1 = By () d.
[e,00) =00 [e,00)
Et fodFkn < 00 ja fod(I);m =02, EY? < EY? < oo siis

lim (1—Fp,(2))h(z) = lim (1—F,(2))2? =0,  lim (1—®,(2))h(z) = lim (1—-®p,(z))2* = 0.

T—00 T—00 T—r00 T—00
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Funktsiooni h definitsioonist jéreldub, et h(e)(1 — Fg,(€)) = h(e)(1 — Py, (€)) = 0. Kokku-

vottes saame

/ h(x)dFi — / W (2)(1 = Fo(z))dz, / hd®y, — / B (2)(1 — Gp () d.
[e,00) [e,00) [€,00) [e,00)

(15.27)
millest

n n

Z/{ @I Fiaf) (1~ i) = Z/{ M@t @] = 0. (1529

Analoogiliselt
/ h(x)dF = h(—€)Fi(—€) — Tim Fon(x / ) Fon(2)d.
(—o0,—€] T (—o0,—€]
/ h(2) A, — h(—€) D (—€) — Tim gz / ) (2)de
(—o00,—¢] Fmmee (=00, 6]

Et [2?dFy, < oo ja [22d®y, = 02, EY? < EY? < oo siis

lim ®,(z)h(z) = lim @, (2)2® =0, lim ®p,(2)h(z) = lim Pp,(2)2* = 0.

T—r—00 T—r—00 T—r—00 T—r—00
Seega
/ h(z)dFy = — / W (2) Fio (2)da, / hd®y, — — / B (2) B ().
(—o0,—€] (—o00,€] (—o00,€] (—o0,€]
(15.29)
Niiiid

n

> /{ ) }h/(x)[Fkn(x)—l—(IJkn(x)]d:n:—Z /{ _ }h(m)d[Fkn+®kn] — 0. (15.30)

Et 1/(z) = 2z, kui x > 2¢, saame seostest (15.28) ja (15.30])

n

Z/ ||| Fyn (@) — @ ()| dz — 0.
A {|z|>2¢}

2 Kehtigu (15.24) ja (15.22). Toestame, et kehtib (15.23). Olgu h iilaldefineeritud funk-
tsioon. Et maxy, o7, — 0, siis koondumisest ([15.25)) saame

Il“\>€} k=1

{lz|>e}
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Seostest (15.27) ja (15.29) ja vOttes arvesse, et |W/(z)| < 4z, saame

n

:‘Z

k=1

’ i /{x|>e} M) En = P /{M} h(@)d[Fin — Ppn]| + ‘ i /{x< | h(2)d[Fin — Ppn]

n

_ ‘ Z /{pe} W (z)[(1 = Fpn(2)) — (1 = Qg (0 d:c’ + ‘ /

k=1 {z<—¢}

B (2)[Fon () — @kn(a:)}d:c‘

<3 [ 0= Fule) = 0= \da:+z / W) F(o) — Bu (o)

< 42/ 12| Fin () — ®pn(2))|dz — 0.
k {lz[>€}

Kokkuvottes,

n n n

22dF, < / 2)dF, — / (@) Fr— D]+ / h(2)dDpn — 0.
;/{x|226} Z {lz|>€} ; {lz[>€} kX—; {lz[>€}

15.2.2 Normeerimata seeriad

Vaatleme normeerimata seeriaid: iga n korral on juhuslikud suurused
X1n7 cee 7Xnn

soltumatud, kuid ei rahulda tingimusi (15.19) (keskviirtused on null ja dispersioonide
summa iiks). Kasutamaks eelmises peatiikis kasutatud teoreeme, tuleb igasse seeriasse ku-
uluvad juhuslikud suurused X, ..., X,, tsentreerida ja normeerida nii, et dispersioonide
summa oleks iiks. Téahistame

n
— 2 2 2
Win = EXypn, 03, = DXy, s, = g ot

Defineerides iga n korral

Sn

saame, et juhuslikud suusused Y7, ..., Y,, on endiselt soltumatud, kuid rahuldavad niiiid
seoseid ([15.19)). Seega saab niiiid rakendada Teoreemi Kokkuvottes saame, et tsen-
traalne piirteoreem Lindebergi tingimustel on normeerimata seeriate korral jirgmine.
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Jareldus 15.1 Kui iga € > 0 korral

n

1
lim — / (Xpn — pin)?dP = 0, (15.31)
n—eo 5727» ; {|anfukn|>€5n}
siis kehtib tsentraalne piirteoreem
. X, n n
2zt Xoen = fin) i gy, (15.32)
Sn
Juhul, kui
%in _, (15.33)
el 82 '

on (15.32) ja (15.31) ekvivalentsed.
Niide. Kui (15.33) ei kehti, pole ([15.31)) tsentraalseks piirteoreemiks ((15.32) tarvilik.

Olgu naiteks Xi, Xs,... soltumatud normaaljaotusega juhuslikud suurused, kusjuures
EX; =0,

1
DX1:1,DX2:5,...,DXk:21‘k.
Xll = X17 X12 = Xla X22 = X27 R an = Xk
Seega S, = Xj + --- + X, ning
n n 1 12
2
—NDX=1+-= (_)
;akn ; p=1+5+(5) +

Téhistame s2 = >, DXj.
Seega

ehk (15.33)) ei kehti. Et (15.33) on tarvilik Lindebergi tingimuse kehtimiseks, nieme,
et see tingimus ei kehti. Lindebergi tingimuse (|15.31)) mittekehtivust saab ka vahetult
kontrollida. Toepoolest, et

> / Xp,dP =>" / XpdP > / X2dP,
k=1 {1 Xkn—tkn|>€sn} k=1 {|Xk|>esn} k=1 {| Xk|>2¢}

ndeme, et n kasvades on summa mittekahanev. Kiill aga on triviaalselt kehtiv ((15.32)),

sest " "
Zk:1(an - ,Ukn) _ Zk:l(Xk - /Mc)

Sn V2 i1 DX

on standardse normaaljaotusega.
Vastavalt teoreemile peab aga kehtima (15.22)), kus
Xk

Sn

Ykn
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Veendume selles: et X ~ N(0, DX}), siis

Sn,
v DX,
kus Y ~ N(0,1). See tihendab, et Fy, = Py, iga k ja n korral.

Fin(2) = P(Yin < ) = P(Xg < @5,),  Ppn(ar) = P(Y < x>: P(X; < 5,),

Ljapunovi tingimus. Veendume, et Lindebergi tingimus (15.31)) on tdidetud, kui see-

riad Xy, ..., X,, rahuldavad nn. Ljapunovi tingimusi
: : 1 ¢ 246 _
30>0:  lim o ; E| Xy — pen) T = 0. (15.34)

Et hulgal {| Xk, — pign| > €s,,} kehtib vorratus
‘an - ,ukn|2+6 Z (an - Mkn)2(63n>67

Saame

<€5n)6/ (an_,ukn)QdP S / ‘an_,uk:n‘2+6dp S E‘Xk:n_,ukn|2+6-
{‘an_ll/kn‘zﬂsn} {‘an_liknlzﬂgn}

Seega
1 ¢ / 2 1 - 245
A ,; {1 Xen—sapnl>esn} eds+ ,;
ning (|15.34) garanteerib ((15.31]). Seega kehtib
Jareldus 15.2 Olgu X1, ..., X,, soltumatute juhuslike suuruste seeriad, mis rahuldavad
Ljapunovi tingimusi (15.34]). Siis kehtib tsentraalne piirteoreem .
Jareldus 15.3 Olgu Xy, ..., X, soltumatute juhuslike suuruste seeriad, kusjuures lei-

dub jada M, nui, et
M,
| Xkn — pin| < M,, pk. — —0. (15.35)

n

Siis kehtib kehtib tsentraalne piirteoreem .

Toestus. Vota 6 = 1 ja hinda
Z E|an - Mknlg < M, Z O-Zn = Mnsiv
k=1 k=1

millest saame tingimuse ((15.34))

2kt B X = pan® _ My,

3 — 0.
Sy Sp
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Naiide: juhuslikud permutatsioonid. Olgu iga n korral elemetaarsiindmus w hulga
{1,...,n} permutatsioon. Kokku n! elementaarsiindmust. Olgu iga permutatsiooni
(elementaarsiindmuse) tdendosus . Defineerime juhuslikud suurused X, jirgmiselt:
Xin(w) = j kui permutatsioonis w tépselt j elementi hulgast {1,2,...k — 1} on peale
arvu k. Seega Xy, =0,

Xon(w) = 0, kui permutatsioonis w on 1 enne kui 2;
2n 1, kui permutatsioonis w on 2 enne kui 1.

0, kui permutatsioonis w on 1 ja 2 enne kui 3;
Xsn(w) =< 1, kui permutatsioonis w on iiks hulga {1,2} element enne kui 3;
2, kui permutatsioonis w on 3 enne kui 1 ja 2:

Y

Seega juhusliku suuruse Xy, voimalikud vaédrtused on 0,1,...,k — 1. Selgub, et need
juhuslikud suurused on soltumatud ja iihtlase jaotusega, st
: 1 .
P( Xk, = J) =7 =0,1,...,k—1.
Niiteks, kui n = 3, siis voimalikud elementaarsiindmused on
wr =(1,2,3), wry=1(1,3,2) w3=(3,1,2) wy=(3,2,1) ws=(2,1,3) we=1(2,3,1).

Niitid X3 = 0 siis kui permutatsioonis on 1 enne kui 2 ja selliseid on 3 ehk P (X3 =
0) = 1/2. Vaatleme juhuslikku suurust Xss;. Tal on kolm voimalikku vddrtust: 0,1,2.
Permutatsioone, mille korral X33 =1 on tépselt 2 ((2,3,1) ja (1,3,2) ) ehk P(X33 =1) =
1/3. Permutatsioone, mille korral X33 = 2 on samuti tédpselt 2 ((3,2,1) ja (3,1,2)). Seega
X33 on iihtlase jaotusega. Veendume, et Xy 3 ja X33 on soltumatud:

1
P(X23 == 0,X33 = 1) = P(wg) = 6 = P(ng == O)P(ng == ].),
1
P(X23=0,X33 =2) =P(w3) = 6 P(Xa3 = 0)P(X53 = 2).
Leiame i
—1 n
1 k—1 n(n —1)
=FEXp, =~ = —
j=1 k=1
Dispersiooni arvutamiseks kasutame Faulhaberi valemit
"L, 24302+
S
j=1
Seega
k—1
1 . (k=12 (k—1)2k—-1) (k-1 k-1
2 _ DX, = — 2 _ = — = .
7hn S ;‘7 4 6 1 12
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- Ly 1 n®* n? 5n
2 2 2 o 3 2 B
=2k = (K ) =g @n it en—on) =g - T
k=1 k=1

Niiiid kontrollime jarelduse eeldusi ((15.35)). Iga w korral kehtib

(k—1), k-1 _n—-1

| Xin (W) = piin| = [ Xin(w) — 5 | < 5 = <n=:M,.
Et u
— = n -0,
STL

n3 n2 5n
36 T 21 T 72
ndeme, et jarelduse tingimused on tadidetud ja
Sn _ n(n—-1)
2 = N(0,1).

n3 n2 _ 5n
36 + 24 72

Sellest jéreldub (kuidas?), et

Su— %
——% = N(0,1).

3
cb| Njwo

Summa S,, = X7 +---+ X,, on teatavas mottes juhusliku permutatsiooni erinevus permu-
tatsioonist 1,...,n ja oigesti skaleerituna on see arv suure n korral ligikaudu standardse

normaaljaotusega.

Pane téahele, et toodud néites oli tegemist seeriate, mitte jadaga, sest juhuslikud suurused
Xin, - -+, Xupn on iga n korral defineeritud omaette téendosusruumil (permutatsioonid hul-
gal {1,...,n}) ja S, on iihte seeriasse kuuluvate juhuslike suuruste summa. Samuti pane
tdhele, et antud néite korral on tsentraalse piirteoreemi koondumiskiirus hoopis suurem

kui v/n, sest permutatsioonide korral

S, — ES,

T = N.
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15.2.3 Soltumatute juhuslike suuruste jada

Olgu X7, X, ... soltumatute juhuslike suuruste jada, uy = EX}, ja o7 = DX}, ja

2= ot
k=1
Kui defineerida seeriad
Xll :X17 X12:X17 X22:X27 Xl3:X17 X23:X27 X33:X37"'

siis iilatoodud tulemused annavad tsentraalse piirteoreemi juhuslike suuruste osasummade
jadale S, = X7 +---+ X,,.
Tsentraalne piirteoreem Lindebergi tingimustel on siis selline.

Jareldus 15.4 Kui

n

1
lim — E / (Xk — ,uk)QdP =0, (15.36)
{IXk—pr|>esn}

n—o00 3% p

siis kehtib tsentraalne piirteoreem

n X _
2t (Xk = pe) N(0,1). (15.37)
Sn
Juhul, kui
o
kgaXnS—Q — 0, (15.38)

on (15.37) ja (15.36) ekvivalentsed.

Mirkus: Paneme tihele, et kui leidub vihemalt iiks of > 0 (vastasel juhul on koik
X;-d p.k. konstandid ja CLT on triviaalne), siis seosest jareldub, et s, — oc.
Teisonu, kui dispersioonide summa on tokestatud, st s> — s? < oo (monotoone jada alati
koondub), siis Lindebergi tingimus kehtida ei saa. Kui ei kehti, siis Lindebergi
tingimuse mittekehtimisest ei jareldu kiill, et CLT ei kehti, kuid saab niidata, et praegusel
juhul kehtib jirgmine kasulik viide: kui s2 — s* < oo, siis CLT kehtib vaid siis, kui koik
juhuslikud suurused X, Xs, ... on normaaljaotusega (nagu eelmises niites).

Tsentraalne piirteoreem Ljapunovi tingimustel on sellisel juhul jirgmine

Jareldus 15.5 Kus

1 n
36>0:  lim ——= " E|X; — > =0, (15.39)

n—00 s%"“; —

siis kehtib .
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Jareldus 15.6 Olgu X1, X, ... soltumatud tokestatud juhuslikud suurused, s.t. 3K < oo
nii, et | Xy| < K iga k korral. Kui dispersioonide summa hajub, st

o

2 _
E 0}, = 00,
k=1

siis kehtib tsentraalne piirteoreem .

Toestus. Tokestatud juhuslikul suurusel eksisteerivad koik momendid. Seega
1 1 ¢ 2K
S_ng|Xk — ]’ < = ZE|Xk — 2K = o 0,
n k=1 " k=1 "
sest dispersioonide summa hajumine tihendab, et s> — oco. Seega kehtib Ljapunovi

tingimus ((15.39), kus 0 =1. =

Lopuks néditame, et tsentraalne piirteoreem i.i.d. juhuslike suuruste korral, teoreem [15.1]
jareldub viga lihtsalt iildisematest tulemustest.

Jareldus 15.7 Teoreem jareldub jareldusest|15./).

Toestus. Olgu X, Xo, ... i.i.d. juhuslikud suurused. Niitame, et kehtivad Lindebergi
tingimused. Et s> = o?n ja juhuslikud suurused on sama jaotusega, saame tingimusele

(15.36)) kuju

1 & 1
— Z/ (Xk — p)*dP = —2/ (Xy = u)*dP — 0,
O JIX—pel>esn} 0% J{|X1—p1|>eVno?}

sest n kasvades P{|X; — p1| > evno?} 0. Niiiid kasuta viidet 9.1 veendumaks, et
parempoolne integraal koondub nulliks. m

15.3 Uhtlane koondumine
Olgu S, selliste seeriate osasumma, et kehtib tsentraalne piirteoreem:

S, — ES,

= N(0,1).
DS,
Vastavalt norga koondumise definitsioonile, Vo € R

P(Sn < /DSy + ESn): P(S"_T\/_gsn < x) = (), (15.40)

kus ® on N(0,1) jaotusfunktsioon. Téhistades y, = DS,z + ES,, on (15.40) ekviva-

lentne koondumisega
Yn — ESn

b5 1
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Kas aga kehtib koondumine

y_—ES”N 07 (15.41)

vDS,

Teisisonu, kas voime 6elda, et piisavalt suure n korral

P(s, <y) - o

y—ESn>?
vDS, /

Pelgalt seosest ((15.40) iilaltoodud koondumine ((15.41)) ei jareldu. Toepoolest, tihistades

P(S, <y)~ c1><

DS, ’

Tpn =

saame, et ([15.41)) on ekvivalentne koondumisega

‘P(S"_T\/_gs" < ) = @) 0 (15.42)

Koondumine ([15.42) ei jareldu otseselt punktiviisilisest koondumisest, kiill aga jareldub
see thtlasest koondumisest

sup ’P<SH_T\/_§5“ < {E> — (13(1’)‘ — 0. (15.43)

(vt ka (15.4)). Veendu, et (15.43)) kehtib (selleks kasuta ® pidevust ja jaotusfunktsioonide

monotoonsust).

Berry-Esseeni hinang. Teatud tingimustel saab koondumiste (15.40) ja (15.43) kiirusi
hinnata. Olgu X, X5, ... i.i.d juhuslikus suurused, kusjuures E|X|*> < oo, ja (iildisust
kitsendamata) £X; = 0. Olgu F), seeriate summa Uf% jaotusfunktsioon. Sellisel juhul
kehtib punktiviislilne hinnang

CE|X,|? 1
F,(z) — ®(z)] < , 15.44
[ Fu(z) — ®(2)] < v A F e (15.44)
kus C' on mingi konstant. Seosest (15.44]) jareldub nn Berry-Esseeni hinnang
CE|X,|?
F.(x)—® < —. 15.45
sup [ () = (7)) < =3 NG (15.45)

Saab niidata, et konstant C' hinnangus (|15.45)) rahuldab vorratusi (2%)_% <C <08
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Naiide: Niitame, et hinnangut (15.45)) ei saa parandada. Olgu X7, Xs, ... i.i.d juhuslikud
suurused, kusjuures P(X; = —1) =P(X; =1) = 1. Siis E|X; =0 = 1.

Olgu F,, juhusliku suuruse \5/—% jaotusfunktsioon. Hindame funktsiooni F5, hiipet punktis
0.

Fon(0) — Fyp(0—) = 1 — P(% > 0) - P(% < 0)

1

Stirlingi valemist n! ~ v/27n(n)"e™" saame

1

)Zn ~

3
3\.

millest

F5,(0) — Fp,(0—) = (14 0(1)).

3
N

Funktsioon ® on aga punktis 0 pidev, mistottu

Sl;p ‘an(x) — (I)(m)‘ L

> 27r2n(1 +o(1)).

]

Seega ei saa konstant C hinnangus ([15.45)) olla viiksem kui \/%TT

15.4 Lokaalsed piirteoreemid
15.4.1 Pidev jaotus

Oletame, et Xy, Xo, ... i.i.d. 1opliku teist jirku momendiga pidevad juhuslikud suurused.
Sellisel juhul on pidevad ka juhuslikud suurused
S, — ES,

15.46
b5, (15.46)

Olgu f,, (15.46) tihedus. Tsentraalne piirteoreem viidab, et

sup
xT

F.(z) — @(x)‘ = Slxlp

r 1 —t2
fa(t)dt / e at| = 0. (15.47)
[oo,m] —o V 2T

Sellest aga ei jareldu, et iihtlaselt koonduksid tihedused

_ 22

e 2

fn<m) -

1
0. 15.48
o (15.48)

sup
x
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Toepoolest, jaotuse jargi koondumine tdhendab ju jaotusfunktsioonide punktiviisilist koon-
dumist, mitte aga ilmtingimata tihedusfunktsioonide punktiviisilit koondumist (sellest, et
F,(t) — F(t) iga t korral ei jareldu ju ka, et F) (t) — F(t) = iga ¢ korral). Kontraniitena
vaatleme jargmist iilesannet.

Ulesanne: Olgu

1, kui x > 1;
F(v)=4¢ = — W, kui z € [0, 1];
0, kui z <0

Veendu, et F), on iga n korral mingi jaotuse, olgu see P, jaotusfunktsioon.

Veendu, et P, = P, kus P on mingi jaotus, leia P.

Veendu, et jaotustel P, ja P on tihedused, olgu need f, ja f, (Lebesgue’i méodu
suhtes).

e Veendu, et Leb{z € [0,1] : f.(z) — f(x)} = 0.
Kiill aga jareldub koondumisest (15.48)) koondumine ([15.47)) (Scheffe teoreem [7.19).

Teatud tingimustel saab aga toestada koondumise ([15.48)). Selliseid koondumisi nimetatakse
lokaalseteks (tsentraalseteks) piirteoreemideks.

Teoreem 15.5 (lokaalne piirteoreem). Olgu X, Xo, ... lopliku teist jarku momendiga
i.9.d. juhuslikud suurused. Oletame, et juhuslike suuruste X; jaotuse karakteristlik funkt-
stoon @ rahuldab tingimust

Ir>1: / lo(t)]"dt < .

o0

Stiis kehtib .

Teoreemi toestuse voib leida Grimmetéd Stirzaker k. 177.

Teoreemi eeldustel on |¢(t)|™ integreeruv iga piisavalt suure n korral. Et S,, karak-
teristlik funktsioon on punktis ¢ on ¢™(t), millest seose |©"(t)] < |p(¢)|™ tottu on S,
karakteristlik funktsioon integreeruv. Jarelduse tottu on summal S, pidev tihedus-
funktsioon f,,. Pidev tihedusfunktsioon on Riemanni mottes integreeruv ja koondumisel

(15.47)) on seega kuju

X X 1 —t2
su n(t)dt — ez dt| — 0.
mp)/_mf() /_OO o
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15.4.2 Vorejaotus

Def 15.6 Utleme, et diskreetne jaotus P on vérejaotus kui 3a € R, h > 0 nii, et koik P
aatomid sisalduvad hulgas

{a,a £ h,a +2h,a+ 3h,...}. (15.49)

Edaspidi eeldame, et h on suurim selline konstant (span). Néaiteks, kui P{—1} = P{1} =
%, siis h = 2, sest P aatomid sisalduvad hulgas {—1,—-1+2, —1+2h, —143h,...}. Vore-
jaotused on néiteks Poissoni jaotus, binoomjaotus, geomeetriline jaotus (koigil h = 1).
Saab néidata, et P on vorejaotus parajasti siis, kui leidub ¢ # 0 nii, et p(t) = 1, kuid
lo(u)| < 1iga u € (0,t) korral. Siin ¢ on P karakteristlik funktsioon (vt Durrett, thm
3.5.1). Sel juhul on h = 27” ja @ on perioodiline. Triviaalne erijuht vorejaotusest on Diraci
jaotus, sellisel juhul on karakteristlik funktsioon konstantselt 1.

Olgu X1, Xs, ... vorejaotusega i.i.d. juhuslikud suurused. Uldisust kitsendamata eeldame,
et EX; =0. Olgu DX; = 0% < co. Et X; vidrtused sisalduvad hulgas
{a,at h,a+2h,a+3h,...} ={a+hz:z€Z},

siis .S, vadrtused sisalduvad hulgas {an + hz : z € Z} ja ijﬁ vadrtused sisalduvad hulgas

En::{%:ZEZ}.

Tehtud eeldustel kehtib jargmine lokaalne piirteoreem. Siin ¢ on standardse normaaljao-
tuse tihedusfunktsioon.

Teoreem 15.7 (Gnedenko, 1948)

ovn S
P2 = 2) — o)) = 0 15.50
sup [ —P(om =@ ¢(x) (15.50)
Teoreemi toestust vaata néiteks (Durrett, thm 3.5.2). Punktid 2 moodustavad U‘?}lﬁ vadr-

tuste piirkonna, kahe jarjestikuse punkti vaheline kaugus on #ﬁ Seega koondumist

(15.50|) voib interpreteerida nii: piisavalt suure n korral

S
av/n

Seos ((15.50): x = 242thz millest

P(

x+%g ~ ]’L
=z) & / v P(s)ds = —=ap(x).

o\/n Sh an + kh 1 khtan)?
Sup P( - ) — e 202n —
keZ h O’\/ﬁ J\/ﬁ \ 21
1 (kh+an)?
sup MP(SR = kh + cm) — e gren ‘ — 0.

kez | h V2T
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Teisisonu, leidub jada 6,, — 0 nii, et

(kh + an)?

1
sup |P(S, = kh +an) — 500 n

h
— = o —
kez V2mo?n Vvn ( vn

Niide: Olgu Xi, Xy, ... iid B(1,p)-jaotusega. Siis X; — p, Xo — p,... on tsentreeritud
(keskvédrtusega 0) juhuslikud suurused, mille vaartused sisalduvad hulgas

)| = ). (15.51)

exp(—

{-p,—px1,—p£2, —p+£3,...},

st a=—pjah=1 OlgusS, =X;+---+ X, (binoomjaotusega juhuslik suurus). Seos
(15.51)) kehtib tsentreeritud juhuslike suuruste summa S,, — np korral. Et aga an = —pn,
siis saame, et iga mittenegatiivse taisarvu k € N korral P(S,, = k) = P(S,, —pn = k+an)

ja seos ({15.51)) on niiiid

o 1 (k- np)? On
ilelg P(S, =k) T exp| p(l—p) p)] < 7 (15.52)
Tahistame . (; 2
k) = —_ .
Pu(k) 2mp(1 — p)n el 2np(1 — p)]
Siis (15.52f) on
On
Sup P(S, =k) - sbn(k‘)‘ < NG (15.53)
ehk iga k korral
P(S, =k) On
— -1 — 15.54
R B (15.54)

Kui leidub konstant A < oo nii, et |k — np| < Ay/n ehk |k — np| = O(y/n), siis leidub
konstant b > 0 nii, et \/n¢, (k) > b (miks?) ja seetottu kehtib koondumine
P(Sn = )

e 1‘ 0. (15.55)

Koondumine on tuntud kui DeMoivre-Laplace’i lokaalne piirteoreem ja selle
toestuse esitas P.- S. Laplace juba aastal 1795. Selgub, et iihtlane koondumine kehtib ka
iile laiema hulga. Nimelt kui g, on reaalarvude jada, mis rahuldab tingimust n=s gn — 0
ehk g, = o(n3), siis kehtib koondumine

sup
k:|k—np|<Ayn

P(S, =k)
sup —— =1 =0 15.56
k:|k—np|<gn ¢n<k) ( )

(toestust vaata naiteks Shirjajev, lk. 68). Veendu, et Ay/n = o(n?), scega koondumisest

(15.56)) jareldub (15.55)), kuid mitte vastupidi.
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15.5 Poissoni teoreem
Olgu Xy,, ..., X,, normeerimata seeriaid. Eelpool vaatlesime tingimusi mis garanteerivad

tsentraalse piirteoreemi ehk koondumise

Sn_ n
ot Fn — N(0,1), (15.57)

kus

n n n
§ : § : 2 § : 2
Sn - Xkru Nn = Mkn? Sn = O-kn‘
k=1 k=1 k=1

Oletame, et kehtivad koondumised p,, — p ja s, — o. Sellisel juhul iilaltoodud koondu-
misest jareldub, et S, = N(u, o) (miks?).

Vaatleme seeriaid Xy, ..., X, kus Xg, on Bernoulli pg,-jaotusega juhuslik suurus, s.t.
ning

max pi, — 0 > Den = A (15.58)
k=1

Seega

n n

k=1 k=1
(pole raske veenduda, et kui maxy, pg, — 0, siis koondumised Y, prn(1 — prn) — A ja
Y p—1Pin — A on ekvivalentsed). Seega kehtib tsentraalne piirteoreem parajasti siis, kui

Sn = N(\ ).

Veendume, et toodud seeriad rahuldavad tingimust (15.33)):

2
o kn(l — D
max ]“2” = max p—n( 5 Pin) — 0,
ks k s2

sest maxy pg, — 0. Seega on tsentraalne piirteoreem ehk koondumine S, = N(A,\)
ekvivalentne Lindebergi tingimusega ({15.31)). On aga kerge veenduda, et kui A < oo, siis
Lindebergi tingimus pole tiidetud. Olgu e nii viike, et %e\/x < 1. Olgu n nii suur, et

Sp > T, mgx,u;m < 67 < €Sy,
Sellisel juhul 1 — pg,, > 1 — e@ > eV > €s,, millest

{|an7.u'kn|>55n}
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ja

1 / 2 szl(l - pkn)2pkn
— (Xkn — pn)“dP = =77 — 1.

Seega tsentraalne piirteoreem ei kehti ja S,, ei koondu normaaljaotuseks. Selgub, et os-
asummade jada S,, koondub norgalt hoopis Poissoni jaotuseks.

Teoreem 15.8 (Poissoni teoreem) Olgu X;,, i = 1,...,n soltumatud seeriad, kusju-
ures X, ~ B(1,pin) ja pin rahuldavad tingimusi . Siis S, = Po(\) ehk

)\m
P(S, =m) —>e—A—', Vm=0,1,2,.... (15.59)
m/!
Toestus. Tdestus pohineb asjaolul: kui z;, € C, 2 =1,...,n ning lim,,_, Z?Zl Tin = T

ja lim,,_, . max; x;, = 0, siis
n

H(1 n xn> et (15.60)
i=1
sest Y In(1+x4) ~ D0 Tipe
Juhusliku suuruse X}, karakteristlik funktsioon on pgne® + (1 — pgy), millest summa S,
karaktersitlik funktsioon

n

s, (t) = H(pkne“+ 1_pkn) ﬁ( 1+ pron (e’ — 1)).

k=1 k=1

Seosest ([15.60)) saame, et iga t € R korral

vs, (t) = H(l + Drn (€™ — 1)> — exp[A(e" — 1)].

k=1

Funktsioon ¢ — exp[A(e” — 1)] on aga Poissoni jaotuse Po()\) karakteristlik funktsioon.
Teoreemist saame
S, = Po()\).

Nii S, kui ka Poissoni jaotuse on aatomid sisalduvad mittenegatiivsete tdisarvude hulgas.
Sellisel juhul on noérk koondumine ekvivalente aatomite masside koondumisega ({15.59))
(veendu selles). m

Seega, kui Xy ,,..., X, on iid B(1, %), siis Xy, + -+ Xpn = Po(N). Teisest kiiljest,
Xin+ -+ Xun ~ B(n, %) Siit tuleneb praktikas kasulik jéreldus: kui n on "piisavalt
suur" ja np "piisavalt viike", siis binoomjaotus B(n,p) on lihedane Poissoni jaotusele
Po(np). (Kui np ei ole "piisavalt viike", voib binoomjaotust lihendada nii Poissoni kui
ka normaljaotusega, sest nagu teame, parameetri (np) kasvades Poissoni jaotus ldheneb
normaaljaotusele.)
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Naiited:

1. Olgu grupis 400 inimest, X olgu nende inimeste arv, kellel on siinnipdev 16. det-
sembril. TIgnoreerides liigaastaid, saame X ~ B(400, ==). Poissoni lihend sellele

' 365
jaotusele on Po(%). Seega toendosus, et iihelgi neist pole siinnipdev 16. detsem-
400
bril, on P(X = 0) = (%) ~ 0,334, Poissoni lihend on exp[—1%] ~ 0.334.

2. Kahte téaringut visatakse 36 korda. Olgu X nende visete arv, mis annab paari 6 ja
6; X ~ B(36, 35). Poissoni ldhend sellele jaotusele on Po(1). Jargnev tabel naitab,
et tegemist on hea ldhendiga:
k 0 1 2 3
Po(1) |0.3678 | 0.3678 | 0.1839 | 0.0613

B(36, =) | 0.3627 | 0.3730 | 0.1865 | 0.0604

’ 36

3. Radioaktiivse aatomi lagunemisel kiirgub a-osake. Olgu teada, et 1 grammi ras-
dioaktiivse aine lagunemisel kiirgub keskmiselt A\ osakest sekundis. Vaatleme 1
grammi ainet kui n aatomi kogumit. Igaiiks neist laguneb ja kiirgab a-osakese 1
sekundi jooksul toendosusega p. Seega keskmiselt laguneb np = A aatomit, millest
p = % Seega 1 sekundi jooksul lagunenud aatomite arv, X, on jaotusega B(n, %)
Selle jaotuse Poissoni lihend on Po()\). Oletame, et meid huvitab toenéosus, et 1
sekundi jooksul ei kiirgu iile 2 osakese. Kasutades Poissoni ldhendit, saame

2
P(X <2)~e 4+ Xe ™+ %eA.
1920.-1 aastal viisis Rutherford, Chadwick ja Ellis ldbi jargmise katse. Nad reg-
istreerisid 7.5 sekundi jooksul kiirgunud a-osakesi. Selleks jagasid nad pika ajaloigu
7.5 sekundi pikkusteks intervallideks ja lugesid kokku igas ajaintervallis registreeri-
tud osakeste arvu. Kokku registreeriti 10094 a-osakest N := 2608 intervalli jooksul.
Seega keskmiselt % ~ 3.87 osakest intervallis. Seega ajaintervallis registreeri-
tud osakeste arv on ligikaudu Po(3.87) jaotusega. Jargnevas tabelis on Nj nende

intervallide arv, kus moodeti k£ osakest. Vordluseks on

3.87F
k!

N exp|—3.87] =: Npy.

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | >10

Ni | 57 | 203 | 383 | 525 532 | 408 | 273 139 | 45 27 16

Npy | 54.4 | 210.5 | 407.3 | 525.5 | 508.4 | 393.5 | 253.8 | 140.3 | 67.8 | 29.2 | 17

4. Olgu &,...,&, Ula,b) jaotusega juhuslikud suurused. Jagame intervalli [a,b] k(n)

vordse pikkusega alamloiguks, kusjuures % — A. Olgu A,, esimene alamloik

(pikkusega ﬁ) Defineerime
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On selge, et X, ~ B(1, ﬁ), > Din = % — A. Seega suure n korral alamloiku
A, sattunud &;-de arv on ligikaudu Poissoni jaotusega Po()\). Uldistub mitmemaét-
melisele juhule.

Kui teise maailmasoja aegne London jagada 0.25 ruutkilomeetri suurusteks ruu-

tudeks, saame 576 ruutu. Olgu N, nende ruurude arv, kuhu soja ajal langes k

pommi. Kokku loeti 537 pommi, seega keskmiselt % =: A pommi ruudu kohta.
Tabel
k 0 1 2 3 4 | >5

N, 229 211 93 35 7 1
Npy | 226.7 | 211.3 | 98.5 | 30.6 | 7.14 | 1.6

15.6 Lopmatult jagunevad jaotused

Vaatleme seeriaid Y; ,,,...,Y,,, n = 1,2,... ning eeldame, et seeriasse kuuluvad juhus-
likud suurused on lisaks soltumatusele ka sama jaotusega (kuid ei pruugi olla normeeritud
ja tsentreeritud). Vaatleme seeriate summasi 7, = Y1, + ... + Y, ,, ning uurime neid jao-
tusi, mis avalduvad jada T, piirjaotustena.

Tsentraalsetest piirteoreemidest teame, et voimalike piirjaotuste hulka kuuluvad koik nor-
maaljaotused.

Poissoni teoreemist saame, et kui Y;,, ~ B(1,2), siis T}, = P,()), s.t. voimalike piirjao-
tuste hulka kuuluvad koik Poissoni jaotused. Kas aga iga jaotus P avaldub piirjaotusena
T, = P, kus T,, soltumatute ja sama jaotusega juhuslike suuruste seeria summa?
Selgub, et jaotus P avaldub jada T, piirjaotusena parajsti siis, kui ta on lopmatult jagunev.

Def 15.9 Jaotust P (juhuslikku suurust X, karakteristlikku funktsiooni ) nimetatakse
lopmatult jagunevaks, kui tga k > 1 korral leiduvad soltumatud ja sama jaotusega
Juhuslikud suurused Z, ..., Zy nii, et summa Zy + -+ + Zy jaotus on P (summa jaotus
on X jaotus, summa karakteristlik funktsioon on ¢).

Definitsioonist jareldub, et karaktersitlik funktsioon ¢ on lopmatult jagunev parajasti siis,
kui iga k korral leiduvad karakteristlikud funktsioonid g (¢) nii, et

o(t) = [pi(t)]" (15.61)
Niited:

1. Normaaljaotuse N (u, o) karakteristlik funktsioon on

. 2 o i 2,27k u 2,27k
elth—50" — [elf* 3% } — [J%*?%] _

Funktsioon

N
N

A <
etE— 3 %

on N(%, \/LE) karakteristlik funktsioon. Seega kehtib (15.61) ehk N(u, o) 1opmatult
jagunev jaotus.

238



2. Poissoni jaotuse Po(\) karakteristlik funktsioon on exp[A(e® — 1)], mis avaldub kujul

A

exp[Ae" — 1)] = (exp[3 (e~ 1)])

Funktsioon exp[2 (e — 1)] on Po(2) karakteristlik funktsioon. Seega kehtib (15.61)
ehk Po(\) on l6pmatult jagunev jaotus.

3. Gamma-jaotuse tihedusfunktsioon on

a—1 =z

x*res
flr) = —=————, kuiz>0.
)= Ty
Siin «, § on parameetrid. Selle jaotuse karakteristlik funktsioon on

o0 =T~ lazien

Seega on gamma-jaotus lopmatult jagunev.

1 L

Paneme téhele, et kahe soltumatu lopmatult jaguneva jaotusega juhusliku suuruse summa
jaotus on lopmatult jagunev. Nii néiteks on soltumatute normaal- ja Poissoni jaotusega
juhusliku suuruse summa jaotus lopmatult jagunev.

Teoreem 15.10 Jaotus P avaldub jada T, piirjaotusena parajasti siis, kui ta on lopmat-
ult jagunev.

Toestus. <« Olgu P lopmatult jagunev. Vastavalt definitsioonile leidub iga n korral
soltumatute ja sama jaotusega juhuslike suuruste seeria, nii, et seeria summa 7;, jaotus
on P. Sellisel juhul, muidugi, 7,, = P.

= Leidugu sellised (soltumatud ja sama jaotusega) seeriad, et nende summad T, koondu-
vad norgalt jaotuseks P. Veendume, et iga k korral leiduvad sellised soltumatud ja sama
jaotusega juhuslikud suurused Zi, ..., Zy nii, et Zy + -+ + Z ~ P. Siis on P l6pmatult
jagunev.
Fikseerime £ > 1 ja vaatame seeriaid k,2k,3k,... jne. Jagame seeriasse mk kuuluvad
juhuslikud suurused k-sse ossa ja defineerime

ASEE Yi,omky + 0+ Yoo (mi)»

an) = Yv(m+1),(mk) + -+ Yv2m,(mk:)7

Zf?]f) = Y((k—1)m+1),(mk) T+ Yiem),(mk)-

Juhuslikud suurused Z,(ﬁ), ceey Z¥) on soltumatud ja sama jaotusega. Seetottu iga K > 0
korral

PZY > K =P ZV >K,...,Z0 > K) <P(ZP + -+ ZW) > kK) = P(Tjm) > kK)
PZV < -K)f=P(ZV < -K,...,Z® < - K) <P(ZV + - + ZF < —kK) = P(Tjpm) < —kK)

m
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Et Tk = P, kui m — oo, on jada {T},,} suhteliselt kompaktne. Seega iga e > 0 korral
leidub £K < oo nii, et iga m korral

P(Ty, > kK) < (g)k P(Tjn < —kK) < (g)k

millest iilaltoodud seoste tottu P[|Z7(,P| > K| < e ehk {Z,S%)} on suhteliselt kompaktne.
Analoogiliselt saame, et {ng?} on suhteliselt kompaktne iga i = 1,...,k korral. Seega
leidub alamjada m' (miks?) nii, et Zﬁ? = P, igai=1,...,k korral. Siin P; on mingid
toendosusmdddud. Olgu P karakteristlik funktsioon (),

Olgu gogb) juhusliku suuruse 7Y karakteristlik funktsioon. Seega T, = ZW 4.4 ZW
karakteristlik funktsioon avaldub

k
i=1
ning koondumise Zﬁ? = P; tottu iga t korral
koo k
er,(0) = [Tom®) = [T ).
i=1 i=1

Teisest kiiljest, koondumisest Ty,,,» = P saame, et

Ty (t) - @P(t)v Vtv

kus ¢p on P karakteristlik funktsioon. Jarelikult

k
v =[]#"- (15.62)
=1

Olgu Zy ~ Py, ..., Z; ~ Py soltumatud juhuslikud suurused. Sellisel juhul Z; 4 --- + Z;
karakteristlik funktsioon avaldub ¢ — Hle ©@(t), millest (15.62) tottu Z; + -+ + Zy
jaotus on P. m

Selgub, et lopmatult jagunevatel karakteristlikel funktsioonidel on kindel kuju.

Teoreem 15.11 (Levy-Hint8ini esitus) Karakteristlik funktsioon ¢ on lopmatult ja-
gqunev parajasti siis, kui

, t?o? e itz \ 1+ 22
Inp(t) =it — 5 + /R(e -1- o x2> o p(dx), (15.63)

kus B € R, 0% >0 ja u on mingi loplik moot, kusjuures u{0} = 0.
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Veendu, et normaaljaotuse karakteristlik funktsioon on kujul (15.63]), moot p on siis
konstantselt 0. Poissoni jaotuse Po()) korral on p = 56;.

Tsentraalsetest piirteoreemidest loe: Billingsley 27; Sirjajev, 111 § 4,5; Williams 18.
Poissoni teoreemist loe: Sirjajev, 1 § 6, 111 § 3, Billingsley 23.
Lopmatult jagunevatest jaotustest loe: Sirjajev 111 § 6, Billingsley 28.
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