MTMM.00.340
Korgem matemaatika I

2022/2023 6a
suglssemester

Ulesannete kogu



Pohiliste elementaarfunktsioonide tuletised

(Const) = 0
(%) = az*!, az#0
(&) = e
(a®) = a®"lna
() = *
x

Integreerimise pohivalemid

(1) fom:c

Trigonomeetrilised seosed

sin o =

(sinz)’
(cosz)’
(tanx)’
(cotx)’

(log, )’

(1 -cos2a)

= cosx (arcsinz)’ =
= —sinz (arccosz) =
1 /
= 5 (arctanzx)’ =
cos?x
1 /
= —— (arccotx)’ =
sin” x
B 1
~ zlna

(7) fsin:zda: =—cosx+C

(8) fcos:zdm =sinz + C

) f siifx

d
(10) f :;; =tanz + C
cos? x

=-cotx+C

=arcsinz + C

(11) f \/%

(12) flfltxe

=arctanz + C

2

1
cos” o = 5(1 + cos 2ar)

ii



Sisukord

Absoluutvaartus. Vektorite skalaarkorrutis. Vektorite vaheline nurk

1.1 Reaalarvu absoluutvadrtus . . . . . . . . . . . . .. . e
1.2 Summa stimbol . . . . . . e
1.3 Vektorite skalaarkorrutis . . . . . . . . . . . ...
1.4 Vektorite vaheline nurk, ristprojektsioon . . . . . . ... ... .. o L.

Vektorkorrutis ja segakorrutis
2.1 Vektorkorrutis. . . . . . . . . . e e
2.2 Segakorrutis . . . . ...

Sirge ja tasandi vorrandid
3.1 Tasandi vorrand . . . . . .. e e e

3.2 Sirge vorrand ruumis . . . ... Lo e

Kompleksarvu algebraline kuju
4.1 Kompleksarvu algebraline kuju. . . . . . ... ...
4.2 Tehted kompleksarvudega algebralisel kujul . . . . ... ... ... ... ... ......

Kompleksarvu trigonomeetriline ja eksponentkuju

5.1  Kompleksarvu trigonomeetriline ja eksponentkuju . . . ... ... ... ... ... ...
5.2 Tehted trigonomeetrilisel ja eksponentkujul . . . ... ... ... .. 000,
5.3 Rakenduslikud iilesanded . . . . . .. .. Lo

Kompleksarvu astendamine ja juurimine

6.1 Kompleksarvu astendamine ja juurimine . . . . . . . ... 0oL
6.2 Algebraliste vorrandite lahendamine . . . . ... ... ... oL
Funktsioonid

7.1 Funktsionaalsed soltuvused . . . . . . ... ... ...
7.2  Funktsioonide graafikud . . . . . . .. .. ...
7.3 Funktsioonid ja nende omadused . . . ... ... ... .. L

P66rdfunktsioon, eksponent- ja logaritmfunktsioon

8.1 Poordfunktsioon, iiksiihene funktsioon . . . . . . ... ... L.
8.2 Eksponentfunktsioon . . . . . ...
8.3 Logaritmfunktsioon . . . .. .. ...
8.4 Logistiline kover . . . . . . .

Funktsiooni piirvaartus

9.1 Piirvaartuse omadused . . . . . ..
9.2 Piirvadrtuse arvutamine . . . . . . . ... e
9.3 Mboned erilised piirvaartused . . . . . . ...

9.4 Erinevad piirvdartuse leidmise iilesanded . . . . . . . ... ... . L.

ot Ot =W N NN

0¢)

10
10
11

12
12
13
14

15
15
16

17
17
17
19

20
20
20
21
22



SISUKORD

9.5 Rakenduslikud tilesanded . . . . . . . ... .. L 26
10 Pidevus. Tuletis 27
10.1 Pidevad ja katkevad funktsioonid . . .. ... ... ... ... . L 27
10.2 Funktsiooni tuletis . . . . . . . .. 28
10.3 Liitfunktsiooni tuletis . . . . . . . . . .. . . . 29
10.4 Korgemat jarku tuletis . . . . .. ... 31
10.5 Logaritmiline diferentseerimine. . . . . . . . . ... ... L o 31
11 Diferentsiaal 32
11.1 L’Hospitali reegel . . . . . . . . oo o 32
11.2 Funktsiooni diferentsiaal . . . . . . . .. .. ... . 32
11.3 Funktsiooni muudu ligikaudne arvutamine . . . . . ... ... ..o oL 33
11.4 Funktsiooni vadrtuse ligikaudne arvutamine . . . . . . .. ... ... L. 33
12 Tuletise rakendused. Funktsiooni uurimine 34
12.1 Tuletis kui protsessi muutumise kiirus . . . . ... ... oo L oo 34
12.2 Joone puutuja janormaal . . . . . ... 34
12.3 Kasvamis- ja kahanemispiirkonnad, kumerus- ja nogususpiirkonnad . . . . . . .. ... 35
12.4 Ekstreemumid . . . . . . . . ... 36
12.5 Optimiseerimine . . . . . . . . . . 37
12.6 Graafiku astimptoodid . . . . . . . ... 38
13 Mairamata integraal 39
13.1 Maadramata integraali moiste . . . . . . . . . .. 39
13.2 Médramata integraali leidmine . . . . . . . . ... L o L 39
13.3 Diferentsiaali mérgi alla viilmine . . . . . .. .. ... Lo Lo 40
13.4 Muutujavahetus. . . . . . . ..o 41
14 Kontrolltoo nr. 1 42
15 Ositi integreerimine 43
15.1 Ositi integreerimine . . . . . . . . . L 43
15.2 Ratsionaalfunktsioonide integreerimine . . . . . . . .. ... ... L. 44
16 Diferentsiaalvorrandid 45
16.1 Harilikud diferentsiaalvorrandid . . . . . .. . .. ... L 45
16.2 Diferentsiaalvorrandi lahend . . . . . . . .. o oo 45
16.3 Eraldatud ja eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandid . . . ... ... ... ... 46
16.4 Rakenduslikud tlesanded . . . . . . . .. ... ... 47
17 Lineaarsed diferentsiaalvorrandid 49
17.1 Esimest jarku lineaarsed diferentsiaalvorrandid . . . . . . .. .. ... .. ... ... .. 49
17.2 Esimest jarku lineaarse diferentsiaalvorrandi lahendamine . . . ... ... ... .. .. 49
17.3 Rakenduslikud tlesanded . . . . . . . .. ... oo 50
18 Maatriksid 51
18.1 Maatriksid . . . . . . . . 51
18.2 Tehted maatriksitega . . . . . . . ... 51
18.3 Maatriksite korrutamine . . . . . . .o L 52
18.4 Maatrikstehete omadused . . . . . . . . ..o 53
18.5 Rakenduslikud dlesanded . . . . . .. . ... Lo o4

iv



19 Determinandid

19.1 Determinandi arvutamine . . . . . . . .. .. ... ... .. ... ..
19.2 Determinantide omadused . . . . ... ... ... ... ... ....
19.3 Determinantide arendamine . . .. ... ... ... ... ......
19.4 Rakenduslikud iilesanded . . . . . ... ... ... ... ... ....

20 Poordmaatriks. Maatriksvorrandite lahendamine

20.1 Poordmaatriks . . . . ...
20.2 Poordmaatriksi leidmine . . . . . . ...

20.3 Maatriksvorrandite lahendamine . . . . . . . . . .. ...
20.4 Rakenduslikud tlesanded . . . . .. .. .. ... .. .. ... .. ..

21 Maatriksi astak. Lineaarvorrandisiisteemid

21.1 Maatriksi astak . . . . . . ..
21.2 Siisteemi ildlahend ja erilahend . . . . . ... ...
21.3 Gaussi elimineerimismeetod . . . . . . .. .. ..

21.4 Crameri valemid . . . .. .. . ... .
21.5 Rakenduslikud tilesanded . . . . .. .. .. ... .. .. ... .. ..

22 Kontrollt6o 2

23 Riemanni summad ja numbriline integreerimine

23.1 Riemanni summad . . . . . . . .. ...

23.2 Numbriline integreerimine. . . . . . .. ... ... ... ... . ...

24 Maaratud integraali arvutamine

24.1 Newton-Leibnizi valem . .. ... ... ... ... ... .......
24.2 Maédratud integraali omadused . . . . . . ... ..o L
24.3 Muutujavahetus médratud integraalis. . . . . ... ... ... ...

25 Maaratud integraali ositi integreerimine

25.1 Ositi integreerimine . . . . .. . ... L o o
25.2 Ratsionaalfunktsioonide integreerimine . . . . . . .. ... ... ..

26 Pindala arvutamine

26.1 Kovertrapetsi pindala . . . . ... ... .. oo L
26.2 Koversektori pindala . . . . . ... ...

26.3 Pindala funktsiooni parameetrilise esituse korral . . . . . ... ..

27 Joone pikkuse ja keha ruumala arvutamine

27.1 Joomne pikkus . . ...
27.2 Keha ruumala ristloikepindala kaudu . . . . ... ... ...
27.3 Poordkeha ruumala . . . ..o

28 Maiiratud integraali fiiiisikalised rakendused

28.1 Teepikkuse arvutamine . . . . . . ... .. ... ... ...
28.2 Kiirus ja kilrendus . . . . .. ...
28.3 TOO . . o o o e
28.4 Vedelike pumpamisel tehtav t66 . . . ... ... ... ...

29 Trigonomeetriliste funktsioonide integreerimine

29.1 Trigonomeetriliste funktsioonide integreerimine . . . . . .. ... ..
29.2 Irratsionaalfunktsioonide integreerimine . . .. ... ... ... ...

Sisukord

55

............ 95
............ 56
............ o7
............ o8

59

............ 99
............ 60
............ 61
............ 62

63

............ 63
............ 63
............ 64
............ 66
............ 66

67

68

............ 68
............ 69

71

............ 71
............ 71
............ 72

73

............ 73
............ 73

74

............ 74
............ 74
............ 75

76

............ 76
............ 76
............ 7

78

........... 78
........... 79
........... 80
........... 80

81



Sisukord

30 Kontrollto6 nr. 3 83
31 Paratud integraalid 1 84
31.1 Lopmatute rajadega integraalid . . . .. .. ... .. .. o 84
32 Paratud integraalid 2 85
32.1 Integraal tokestamata funktsioonist . . . . . . . ... ... . L 85
32.2 Paratute integraalide rakendusi . . . . . ... ... oL 86



Praktikum 1

Absoluutvaartus. Vektorite skalaarkorrutis. Vektorite vaheline nurk

1.1 Reaalarvu absoluutvaartus

Definitsioon 1.1}

a, kuia>0,

Reaalarvu a absoluutvidrtuseks nimetatakse arvu |a|, mis rahuldab tingimust |a| = _
-a, kuia<0.

Ulesanne 1.1. Leidke jirgmised viirtused.

(a) [-3-5] (b) [-[-8| (c) VO

Ulesanne 1.2. Lahendage jargmised vorrandid ja vorratused.
(a) |z|=3 (c) 2z+6|=4 (e) |z|<2 (g) 2?<2
(b) [22-3|=7 (d) [8-3z|=9 (f) 1-z>1

1.2 Summa suimbol

a N
Jarjestikuste indeksitega suuruste ay,as, . . . , a, summa markimiseks kasutatakse siimbolit X jargmiselt:

n
a1+a2+...+an:2ai,
i=1

kus a; on summa iildliige, ¢ on summeerimisindeks (i = 1,... ,n).

\ S

Ulesanne 1.3. Kirjutage summa siimboli 3 abil jirgmised summad.
(a) 1+2+3+4+5 (c) 1+1+1+1+1+1 (e) 1+1+3+1+5+1+7
2 4 6
(b) 1-1+1-1+1-1 (d) 1-4+9-16+25

(f) 1+q+¢*>+...+¢"

Ulesanne 1.4. Kirjutage ilma summa siimbolita jargmised summad.

(a) kﬁbk (b) i?ﬂ' (©) if‘”"”"’" @ 33



1.3. Vektorite skalaarkorrutis

1.3 Vektorite skalaarkorrutis

,{Deﬁnitsioon 1 2} N\

Vektorite a,b € E skalaarkorrutiseks nimetatakse reaalarvu, mis vordub nende vektorite pikkuste ja

nendevahelise nurga koosinuse korrutisega, s.t

{a,b) =a[[b|cos «(a,b).
. J

a N
Vektori a = (a1, az,a3) pikkus |a| avaldub vordusega

la = \/a? + a2 + a?.

\ J

A Omadus 1.1 N

Vektorite x,y € R" skalaarkorrutis avaldub vordusena

(x,y)=x191 + ... + TpYn.
Kui a=(ay,as,a3) ja b= (by,ba,bs), siis

(a, b) = a1b1 + a2b2 + G,gbg.
. J

Ulesanne 1.5. Arvutage vektorite a ja b skalaarkorrutis.

(a) |a| =8, |b| =6, = 27T/3 (d) |a| =1, |b| =1, 4(a7b) =135°
(b) la[=2, [b[=3,la+b[=4 (e) la[=3, [b[=1,at!b
(c) la]=4, [b[=12,]a-Db[=10 (f) la|=3, [b|=1,attb

Ulesanne 1.6. Arvutage vektorite a ja b skalaarkorrutis.
(a) a=(2,-3), b=(4,2) (c) a=(7,-4,2), b=(3,1,0)

(b) a=(2,-3,1), b=(4,2,-5) (d) a=(0,0,0), b=(-2,6,0)

Ulesanne 1.7. Arvutage vektorite a ja b skalaarkorrutis.

(a) a=(a-1,-1,v-1), b=(B+1,v+1,a+1), a,8,7eR

(b) a=3i+j-2k, b=i-4j-5k, kus i, j, k on paarikaupa ristuvad ithikvektorid
Ulesanne 1.8. Vektorid a, b ja ¢ moodustavad paarikaupa nurgad 60°. Leidke vektori p =a+b+c
pikkus, kui |a| =4, [b| =2 ja |c| = 6.

Ulesanne 1.9. Leidke koordinaattelgedel punktid, mis asetsevad punktidest A(1,1) ja B(3,7)
vordsel kaugusel.

Ulesanne 1.10. Millist tingimust peavad rahuldama punkti M (z,y) koordinaadid, et see punkt
asetseks vordsetel kaugustel punktidest A(7,-3) ja B(-2,1)7

Ulesanne 1.11. Niidake, et vektorid a = 2i +j+kjab=+2(i-j- k) sobivad mingi ruudu
kiilgedeks, kui i, j ja k on paarikaupa ristuvad thikvektorid.

Ulesanne 1.12. (F) Joud P ja Q, mis mojuvad 120° nurga all, on rakendatud iihte punkti. Leidke
resultantjou R arvvaartus |R|, kui |P| =7 ja |Q| = 4.



PEATUKK 1. ABSOLUUTVAARTUS. VEKTORITE SKALAARKORRUTIS. VEKTORITE

VAHELINE NURK
1.4 Vektorite vaheline nurk, ristprojektsioon
a N
Vektorite a ja b vaheline nurk leitakse vordusest
cos < (a,b) = (a,b).
lal[bl
" J

Ulesanne 1.13. Kasutades skalaarkorrutise valemit, leidke vektorite CA ja CB vaheline nurk.
(a) A(57 3)7 B(47 8)7 0(27 4) (C) A(27 _17 4)7 B(17 _67 8)7 C(Oa _27 6)

(b) A(=2,6,7), B(-4,5,5), C(-3,0,2) (d) A(0,4,-3), B(2,5,3), C(5,1,1)

Ulesanne 1.14. Kasutades skalaarkorrutise valemit, leidke, millised kahest antud vektorist on
risti, kollineaarsed, moodustavad teravnurga voi niirinurga.

(a) a=(2,-7), b=(5,2) (c) a=(2,1,-8), b=(7,2,2)

(b) a=(4,16,-12), b = (-6,-24,18) (d) a<(5.-3.2). b= (13.4)

é N

Vektori a ristprojektsioon vektori b sihile avaldub

(a,b)

prpa= —/—.
bl

Ulesanne 1.15. Leidke vektori a ristprojektsioon vektori b sihile.
(a) a=(2,-5), b=(3,4) (c) a=(2,1,-3), b=(7,-2,4)

(b) a= (47 -9, 7), b = (—37 -2, 4) (d) a= (2, -3, 2), b = (47 3, 2)

Ulesanne 1.16. Milline on iihikvektorite m ja n vaheline nurk, kui vektorid a = m + 2n ja

b = 5m - 4n on risti?

Ulesanne 1.17. Kolmnurga ABC tippudeks on A(-1,-2,4), B(-4,-2,0) ja C(3,-2,1). Leidke

tipu B juures olev sisenurk.

Ulesanne 1.18. Leidke kuubi diagonaali ja kuubi iihe tahu diagonaali vaheline nurk.



Praktikum 2

Vektorkorrutis ja segakorrutis

2.1 Vektorkorrutis

,{Deﬁnitsioon 2. 1}

N\
Vektorite a, b € E3 vektorkorrutiseks nimetatakse vektorit axb, mis rahuldab jargmist kolme tingimust:
1) Ja x b| = [a]|b|sin « (a, b),
2)axb la, axblb, s.tajab on risti vektoriga axb
3) {a,b,axb} on parema kde kolmik.
. J
r D
Vektorkorrutise arvutamine koordinaatkujul
axb = Y1 =1 - rr 2 7 r1r W ’
Y2 22 T2 22 T2 Y2
= (Y122 — Y221, — (122 — 2122), T1Y2 — T2Y1),
kus a = (xlvylazl)ab = (x23y2722)'
Vektoritele a ja b ehitatud roopkiiliku pindala S =|ax b.
\ J

Ulesanne 2.1. Arvutage |a x b].
(a) la]=3, |b| =4, «(a,b)=60° (c) lal=3,b=-2a

(b) |a| =1, |b| =9, (avb} =-21 (d) alb

Ulesanne 2.2. Olgu a = (2,-3,1), b = (5,1,-2), ¢ = (0,0,0). Leidke vektorid a x b, ¢ x a,
(3a—2b) x (a+5b).

Ulesanne 2.3. Millisel arvu o védrtusel on vektorid p = @a+ 5b ja q = 3a - b kollineaarsed, kui
a ja b ei ole kollineaarsed?

Vektoritele a ja b ehitatud kolmnurga ABC pindala on vordne poolega kiiljevektorite vektorkorrutise
pikkusest

1
S = 7|aXb|7
2

Ulesanne 2.4. Leidke vektorkorrutise abil kolmnurga ABC pindala, kui see on voimalik.
(a) A(47 17 _4)7 B(67 37 7)7 0(27 37 1) (C) A(27 37 1)7 B(47 57 1)7 0(37 47 1)

(b) A(0,5,-1), B(1,2,1),C(~3,4,-5) (@) A(-1,2). B(2,-1),C(-3.1)

Ulesanne 2.5. Leidke vektoreile a = m — 2n ja b = 3m + 2n ehitatud kolmnurga pindala, kui
lm| = |n| =6 ja «(m,n) =45°.



PEATUKK 2. VEKTORKORRUTIS JA SEGAKORRUTIS
Ulesanne 2.6. Niidake, et vektorid a = i + 2j ja b = 2i - j sobivad mingi kuubi servadeks ning
leidke selle kuubi kolmandat serva maérav vektor, kui i ja j on ristuvad tihikvektorid.

Ulesanne 2.7. Vektor x on risti vektoritega a = (2,3,-1) ja b = (1,-1,3) ning moodustab esimese
baasivektoriga i niirinurga. Leidke vektori x koordinaadid teades, et |x| = /138.

Ulesanne 2.8. On antud vektorid a = (11,10,2) ja b = (4,0,3). Leidke iihikvektor ¢, mis on risti
vektoritega a ja b ning on suunatud nii, et kolmik {a,b,c} on parema kie kolmik.

Ulesanne 2.9. Néidake, et et suvalise kolme vektori x,y,z € Eg korral

xx (yxz)=(x,y)z-(x,2)y.

2.2 Segakorrutis

,{Deﬁm’tsioon 22}

Vektorite a, b, c € E3 segakorrutiseks nimetatakse arvu abc = (a x b, c).
\ J

A Omadus 2.1 N\

Segakorrutise omadused.

1. Kolme vektori segakorrutist saab esitusel loomuliku baasi kaudu arvutada valemiga

ap a2 as
abc = b1 b2 b3 5

i C2 C3

kus a=(al,as,as),b = (b1,b2,b3),c = (c1,c2,c3).
2. Kolme vektori segakorrutise absoluutvddrtus vordub neile vektoritele a,b,c ehitatud roééptahuka
ruumalaga

V,+ = |abc]|.

Kolmele vektorile ehitatud tetraeedri ruumala on
1
Vietr = 6|abc|.

3. Kolm nullvektorist erinevat vektorit on komplanaarsed (asuvad ihel ja samal tasandil) parajasti
siis, kui nende segakorrutis vordub nulliga ehk

abc =0.

4. Kolm nullvektorist erinevat vektorit moodustavad parema kéie kolmiku, kui abc > 0, ja vasaku kde
kolmiku, kui abc < 0.

Ulesanne 2.10. Vektorite kolmik {a, b, c} on vasaku kiie kolmik. Arvutage abc.
(a) a= (_3747 _7)7 b= (1> 2> 5)7 c= (1> _47 5)

5
(b) |aj]=4,|b|=3,|c|=5,cLlLa, clb, A(a,b):€7r

(c) |a]=2, |b|=4, |c| =3 ning vektorid a, b, c on paarikaupa risti

Ulesanne 2.11. Tetraeedri tipud on A(2,-1,1), B(5,5,4), C(3,2,-1) ja D(4,1,3). Leidke selle
tetraeedri ruumala ja tipust D tommatud korgus.



2.2. Segakorrutis

Ulesanne 2.12. Tetracedri ruumala V =5 ja kolm tippu on A(2,1,-1), B(3,0,1) ja C(2,-1,3).
Leidke y-teljel asuva neljanda tipu D koordinaadid.

Ulesanne 2.13. Toestage, et punktid A(1,2,-1), B(0,1,5), C(-1,2,1) ja D(2,1,3) asetsevad
samal tasandil.



Praktikum 3

Sirge ja tasandi vorrandid

3.1 Tasandi vorrand

,{Deﬁn’itsioon 3.1) [
= J } . . . ) Tasandite 7 ja m vahelise nurga koosinus
Tasandi vorrandiks tildkujul ehk tasandi dld- . .
o . . . N . leitakse valemiga
kujuliseks vorrandiks nimetatakse vorrandit
[(n1,n)|
- cos < (my,my) = ————
1,72 T
AZ"’I‘By"’CZ"’D 0, ( ’ ) | || ‘ )
vektorit n = (A, B,C) nimetatakse tasandi nor- kus n; on tasandi 71 ja ns on tasandi o normaal-
maalvektoriks. vektor.
Vektorkujul (n, AX) = 0, kus AX = (z - a1,y - .
ag,z —asz) on tasandil asuv vektor. (
§ J Punkti P(p1,p2,ps3) € E3 kaugus tasandist 7 c
p N E3 arvutatakse valemiga
Tasandit méidravat mittekollineaarset vektorite g ~ (AP, n)]| ~ |Ap; + Bps + Cps + D|
slisteemi u,v c E3 nimetatakse tasandi rihiks, (P,) n] B VAZ+BZ+(C2
vektoreid u ja v tasandi rihivektoriteks. . o )
Kui on antud kaks rihivektorit u ja v tasandil, kus A on suvaline punkt tasandil 7 ja n on tasandi
siis tasandi normaalvektoriks sobib normaalvektor.
\
n=uxv.
\ S

Ulesanne 3.1. Koostage tasandi m vorrand, kui
(a) tasand 7 on paralleelne z-teljega ning liabib punkte A(3,-1,1) ja B(4,-6,-1)
(b) tasand 7 on paralleelne y-teljega ning labib punkte C'(3,4,0) ja D(7,5,-3)
(c) tasand 7 on paralleelne z-teljega ning labib punkte E(-1,-2,-3) ja F(1,3,4)

Ulesanne 3.2. Koostage punkte A, B, ja C ldbiva tasandi vorrand, kui
(a) A(0,0,0), B(1,4,0), C(3,-2,1) (c) A(3,-1,2), B(4,-1,-1), C(2,0,2)
(b) A(-3,6,-7), B(-1,7,-6), C(-7,3,-8)
Ulesanne 3.3. Koostage tasandi m vorrand, kui
(a) tasand 7 on risti vektoriga n = (2,3, -5) ning tema aplikaatloik on 6
(b) tasand 7 on risti vektoriga n = (-1,4,7) ning tema ordinaatloik on 3

(c) tasand 7 on risti vektoriga n = (4,-1,-3) ning tema abstsissloik on -5

Ulesanne 3.4. Kontrollige, kas tasanditel bx —2+3 =0, 2x —y-42+5=0,3y+2z-1=0 ja
3z + 4y + 5z — 3 =0 on iihiseid punkte.

Ulesanne 3.5. Leidke tasand, mis on paralleelne tasandiga x — 2y + 3z — 7 = 0 ning ldbib punkti
A(1,-2,1).

Ulesanne 3.6. Leidke tasandi Az + By + Cz+ D =0 ja koordinaattasandite vahelised nurgad.

Ulesanne 3.7. Arvutage jargmiste tasandite vahelised nurgad.



3.2. Sirge vorrand ruumis

(a) m: —2x+4y—2+5=0, mo: Tx+3y—22z+1=0 (c) m:6x -3y +122-23 =0, me: 10z — 5y +
202-1=0
(b) xz-tasand ja m: 3y -3z+5=0 :
Ulesanne 3.8. Leidke tasand, mis libib tasandite 3z — 2y+2-3=0 jax -2z =0 loikesirget ning
on risti tasandiga z -2y + 2+ 5 =0.

Ulesanne 3.9. Leidke tasand, mis 14bib tasandite z + 5y + z = 0 ja x — z + 4 = 0 16ikesirget ning
moodustab tasandiga x — 4y — 8z + 12 = 0 nurga 7.

Ulesanne 3.10. Arvutage punkti P kaugus tasandist 7.
(a) P(1,2,1)jama+2y+22z-10=0 (c) P on koordinaatide alguspunkt ja

150 - 1 ~190 =
(b) P(2,8,5)jamz—2y—2z=1 m: 152 =10y + 62 - 190 =0

3.2 Sirge vorrand ruumis

,{Deﬁnitsioon 32}

N\
Sirge kanoonilisteks vorranditeks ruumis Es nimetatakse vorrandeid
x—al_y—ag_z—ag
S1 N S9 N S3 ’
kus sirge labib punkti A(a1,as,as) ja sirge sihivektor on s = (s1, $2,83).
\ J
( \ [ N
Sirge [ ja tasandi 7w vahelise nurga siinus lei- Sirge vorranditeks iildkujul ehk iildkujulis-
takse valemiga teks vorranditeks nimetatakse siisteemi
. |(s,n}]| A1z + Biy+Ciz+ Dy =0,
sin < (I,7) = ,
sl Aoz + Boy + Coz + Do =0,
kus s on sirge [ sihivektor ja n on tasandi 7 nor- kus sirge sihivektor s avaldub: antud kahe tasandi
maalvektor. normaalvektori vektorkorrutisena: s = ny x ns.
\ J L )

Ulesanne 3.11. Kolmnurga ABC tippudeks on A(2,1,3),B(2,4,-5),C(0,4,-5). Koostage selle
kolmnurga kiilgede poolt méaratud sirgete vorrandid.

Ulesanne 3.12. Koostage punkti P(-3,4,-7) labiva sirge s kanoonilised vorrandid.
(a) sirge s on paralleelne z-teljega (c) sirge s on paralleelne z-teljega

(d) sirge s on paralleelne sirgega
(b) sirge s sihivektor on s = (3,-2,4) P 5_y-2 =z

4 2 8
Ulesanne 3.13. Koostage sirge s kanoonilised vorrandid, kui sirge s 1labib punkti P(2,3,4) ja on
3x+Ty—-22z+4=0

lleelne sirgega t:
paralleelne sirgega { 2z - 6y +7z-13=0.

Ulesanne 3.14. Leidke tasandi 2z — 3y +4z -5 =0 ja xz-tasandi 16ikesirgel koik need punktid,
mis asuvad tasandist 2z +y — z + 3 = 0 kaugusel \/6 ithikut.

Ulesanne 3.15. Leidke sirge ja tasandi vaheline nurk. Juhul, kui sirge ja tasand l6ikuvad, leidke
nende loikepunkt.

(a)

x-12 y-9 z-1
4 3
1 y-3
(by LT Y2 2 3 3y42:-5=0
2 4 3

, 3xr+by—2-2=0 (C) {§x+5y+—7z6+1g:07 5r—s—4=0
T-y+z2-6=




Praktikum 4

Kompleksarvu algebraline kuju

4.1 Kompleksarvu algebraline kuju

,{Deﬁnitsioon 4.1} N
Kompleksarvuks nimetatakse avaldist

z=a+bi, (4.1)

kus a ja b on reaalarvud ning i on imaginaarihik (kompleksarv i, mille korral kehtib i = —1).
Kompleksarvu reaalosaks nimetatakse arvu a = Rez , kompleksarvu imaginaarosaks nimetatakse arvu

bi, kus b =Imz on tmaginaarosa kordaja.
. J

,{Deﬁnitsioon 4.2} N

Kompleksarvu z esitusviisi z = a + bi, kus a,b € R, nimetatakse kompleksarvu z algebraliseks (ka

Descartes’i) kujuks.
Kompleksarvu z = a + bi kaaskompleksarvuks nimetatakse kompleksarvu zZ = a — bi.

Kompleksarvu z = a+bi mooduliks nimetatakse reaalarvu |z|, mis on mddratud vordusega |z| = Va? + b2.
\ J

Ulesanne 4.1. Kujutage komplekstasandil jargmised kompleksarvud.
(a) 3-2i (c) -1-1 (e) -7j,j%=-1 (g) |3+6il

(b) 1+i (d) -3+4i (f) 13+V6i (h) 1-iv3

Ulesanne 4.2. Leidke koikvoimalikud reaalarvud ja y, mille korral

(a) 2iz+3=y-1i (b) 22 —9? +izy=1+iz

Ulesanne 4.3. Leidke kompleksarvu moodul.
(a) -42 (c) 2i+2 (e) 4+3i (g) 6V3-6i
(b) i+1 (d) 1+iV/3 (f) -1-iV/3 (h) 1-iv3

Ulesanne 4.4. Kujutage komplekstasandil koik kompleksarvud, mis rahuldavad antud tingimusi.

(a) |2]=3 (b) 3<l2/<3 (c) |z-1|=1 (d) Rez?=4



4.2. Tehted kompleksarvudega algebralisel kujul

2

Kuna i® =1, i' =4, i? = -1, 3= —i,i* = 1,4 = i,.. ., siis

Ak =1 gkl o g A2 o 1 RS - 4 kus k=0,1,2,....

Ulesanne 4.5. Kirjutage algebralisel kujul z =a + bi

(a) z=1i% (f) z=(2+24)®
(b) z=®+i+1 , ,
149 3-1d 3
(c) z=i+i?+3+i* +® +i0+4i" +48 (8) T T Y
(d) z=i+(-1)" - (=)™ (2- i)l
i ‘
(e) =217 _; (h) Z:—(iS—i6)3+Z

4.2 Tehted kompleksarvudega algebralisel kujul

r "
Olgu antud kompleksarvud z; = a +b17 ja z3 = as + boi. Siis nende vordumine, summa, vahe, korrutis ja
jagatis defineeritakse jargnevalt:

Vordumine. 21 = 2o parajasti siis, kui a; = as ja by = bs.

Summa ja vahe.

21+ 29 = ((11 +a2)+ (bl +b2)’i, 21— %9 = (a1 —ag) + (bl —bg)i.

Korrutis.
2129 = (a1a2 = blbg) + (a1b2 + (12b1) 7.
Jagatis. o o
< lej = 2122, kui z9 # 0.
2z w7z |zf?
\ J

Ulesanne 4.6. Leidke arvude z; ja z9 summa, vahe, korrutis, jagatis, moodulid ja kaaskompleksid.

(a) 21=3, z9=-41 (€) 21=2-Ti, 20=3+41
(b) z1=1-14,zp=1+i (f) z1=-4-1i, 2=-T-4i
, 1
(c) z1=1+1i, zp=-3+2i (g) a1 =143, 29= T
(d) 2 =2-5i, 5=3+i (h) Zl:_i”,,zg:i
-1
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Praktikum 5

Kompleksarvu trigonomeetriline ja eksponentkuju

5.1 Kompleksarvu trigonomeetriline ja eksponentkuju

,{Deﬁm’tsioon 5.1}
Awvaldist

z=r(cosy+1isinyp) (5.1)

nimetatakse kompleksarvu z trigonomeetriliseks kujuks, kus reaalarv r on kompleksarvu z moodul

|z| ja reaalarv ¢ on kompleksarvu z argument, mida tihistatakse ¢ = arg z.
4 J

,{Deﬁnitsioon 5.2}

N
Kompleksarvu z = a+ bi argumendi o leidmisel voib kasutada jargmist eeskirja
b b
¢p=m+ arctan; = Q= arctan;
b
=m —arctan—
lal
a<0,b>0 a>0,b>0
a<0,b<0 a>0,b<0
= t b = arctan—
=1 + arctan E P a
Bl
= —arctan—
a
\ J

A Valem 5.1 N\

Trigonomeetrilisi funktsioone ja eksponentfunktsiooni seob Euleri valem

€' = cosp +1 sin o, (5.2)

kus ¢ on reaalarvuline muutuja ja e ~ 2, 71828 on naturaallogaritmi alus.
§ J

,{Deﬁnitsioon 5.3}

N\
Kompleksarvu z eksponentkujuks nimetatakse esitust
z=71€?, (5.3)
kus v on kompleksarvu z moodul ja ¢ on argument.
. J

Ulesanne 5.1. Teisendage kompleksarv z algebralisele kujule z = a + bi ning eksponentkujule.

(a) z=cosl6m +i sin 167w (c) z=8(cos210°+1 sin210°)
(b) 2:4(cos%+isin%) (d) z:S(COS%”—isin%”)
Ulesanne 5.2. Kirjutage nii trigonomeetrilisel kui ka algebralisel kujul a + b+.
(a) % (c) e (e) c'F—eif (g) oD
(b) 64¢” (d) 2¢€'s (f) 2 e
e—i %T" (h) zi;;i



5.2. Tehted trigonomeetrilisel ja eksponentkujul

Ulesanne 5.3. Viige kompleksarv z iile trigonomeetrilisele kujule.

(a) z=8 (e) z=—/3+i (i) z=7-2i

(b) z=6i (f) z=-3-3i (j) z=1.8+0.52i
(c) z=1+i (g) z=2+2i (k) z=6-6iV3
(d) z=-1-i (h) z=-14+3; (1) z=6+6iV/3

5.2 Tehted trigonomeetrilisel ja eksponentkujul

J Omadus 5.1 N

Olgu antud kaks kompleksarvu trigonomeetrilisel kujul ja eksponentkujul

21 =71 (Cosp1 +1i sinpy), 29 =19 (COS g + 7 sin s, 21 =11€"t, 29 = Toe" ¥2.

Stiis kahe kompleksarvu korrutamise ja jagamise kohta kehtivad jirgmised reeglid: korrutamisel moo-
dulid korrutatakse ja argumendid liidetakse,

2122 = 1172 (cos(p1 + w2) + i sin(p1 + ¢2)), 2129 = rlrgei(‘p”‘p?),

jagamisel moodulid jagatakse ja argumendid lahutatakse,

21

1 ..
= = —(cos(p1 — p2) +1i sin(p1 —¢2)),
z2 T2

21Tl i(p—
R 761(801 </92)7 To # 0.

T2

Ulesanne 5.4. Leidke z1 - 25 ja ! koigil kolmel erineval esitusviisil.

22
21 = 4(cos %77+i sin %77) 21 = cos 26 + 1 sin 20
(a) L (b) .
29 =2 (cos 3T+ sm§7r) 29 =3 (cosf +i sinh)

Ulesanne 5.5. Arvutage jirgmised avaldised.

@ (174) © s

LT+1 2(cos?+isin?)
(b) (5+31)(5-34) () 0s69.5° + i sin 69.5°
V2 (cos 2 + i sin 2F) cos(~17.5°) + i sin(~17.5°)

2

Ulesanne 5.6. Leidke koikvoimalikud reaalarvud ja y, mille korral 22 = 22, z =2z +iy.

Ulesanne 5.7. Millise reaalsete kordajatega ruutvorrandi lahenditeks on kompleksarvud z; = 2+1
ja zo=2-47

Ulesanne 5.8. Niidake, et kompleksarv z = 1 — /34 on ruutvorrandi 22 + 4 = 22 lahend.

Ulesanne 5.9. Téestage jirgmised viited.

z+2z zZ—Zz

jalmz = (c) zz=|z

(a) Rez= ,
7
d) |z + 22 + |21 — 2 = 2(]21]* + |22°) iga
e e 4 (
(b) Kui |z|=1,siis 2=z 21, 2 € C korral
Ulesanne 5.10. (F) Kaks koit hoiavad sadamas paati nii, et pingejoud on vastavalt 80 + 20i kg

ja 100 — 507 kg. Arvutage kogupinge.

13



PEATUKK 5. KOMPLEKSARVU TRIGONOMEETRILINE JA EKSPONENTKUJU

5.3 Rakenduslikud iilesanded

Ulesanne 5.11. (F') Vahelduvvoolu ahelas leitakse kahe paralleelithenduses oleva elemendi naiv-
takistus (vt. lahemalt konspekti lisas) valemiga

17

CZi+Zsy
Arvutage niivtakistus Z, kui Z1 =3 +5i Q ja Zs =5 - 67 Q.

Ulesanne 5.12. Ruudu diagonaal asub punktide 0 ja 2+ i va- Q
hel. Leidke ruudu kaks iilejadnud tippu @ ja R. NB! Lahenduse
saab 1dbi viia puhtalt kompleksarve kasutades ja ilma kooli geo- !

R A

R

P2+

meetriata.

Ulesanne 5.13. (F') Kahe vedruga varustatud siisteem vajub raskuse mojul
d =6.03(cos 22.5° +isin 22.5%) + 3.26(cos 76.0° + isin 76.0°) cm.

Teostage liitmine ning esitage vastus trigonomeetrilisel kujul.

Ulesanne 5.14. (F') Teatud induktsioonipoolis on pinge

Ve 8.66(c0s90.0° + isin 90.0°) - 50.0(cos 135.0° + i sin 135.0°)

— volti.
10.0(cos 60.0° + i sin 60.0°)

Lihtsustage avaldis ning leidke pinge moodul.

Ulesanne 5.15. (F') Kaks kaablit tostavad portselani téis kasti. Pingejoude kaablites saab esitada
avaldistega 2100 — 1200% N ja 1200 + 56007 N. Esitage kogupinge trigonomeetrilisel kujul.

Ulesanne 5.16. Kasutades eksponentkuju, tuletage trigonomeetrilised valemid cos(a+/) ja sin(a+
B) kohta.

Ulesanne 5.17. (F) Radari mikrolaine signaali intensiivsus on 37(cos65.3° — isin65.3°) V/m.
Esitage see eksponentkujul.

Ulesanne 5.18. (F') Lainete liitumisel on kasutusel avaldis
ElEg(ei(a_ﬁ) + e—i(a—ﬁ))‘

Néidake, et see vordub lihtsama avaldisega 2E; Es cos(a — 3).

14



Praktikum 6

Kompleksarvu astendamine ja juurimine

6.1 Kompleksarvu astendamine ja juurimine

A Valem 6.1 N\

Kompleksarvu taisarvulisel astendamisel kehtib de Moivre’t valem

K=k (coskg+isinky), keZ, (6.1)

kus z = (cos @ + i sinp) ja iga kompleksarvu z korral on defineeritud 2° = 1.

Eksponentkujul 2% = (re'?)* = rketk? ke 7.
\ J

Ulesanne 6.1. Kasutades de Moivre’i valemit, astendage kompleksarvud.

(a) (V3-9)" 3m \®

(b) (3+/3i)° () |24
(c) [2(cos9°+isin9°)]? T1m |10
(d) [V2(cos15° +isin15°)]*0 G) ¢ 90"
o 7\36
(e) Z(COSE +zsmﬁ) o

2
(k) 2%%, z = cos g +1 sing
(f) [3(cos120° +isin120°)]*

i
(g) [0.2(cos35° +isin35°)]3 (1) 2614 - =307
1377 \?2
—1
(h) |6e 180
,{Deﬁnitsioon 6’.1} N\
Kompleksarvu z n-astme juureks nimetatakse iga kompleksarvu w, mille korral w™ = z.
. J

A Valem 6.2 N

Igal kompleksarvul z =1 (cosp +1i sinp) + 0 on n erinevat n-astme juurt, mis avalduvad kujul

2k 2k
"7"(005('0Jr T 4 isin 2T 7T)7 k=0,1,...,n-1. (6.2)
n n
Eksponentkujul
Vi TR k=0,1,...,n—1. (6.3)
4 J

Ulesanne 6.2. Leidke arvu —1 seitsmenda juure /-1 koik vidrtused.
Ulesanne 6.3. Leidke arvu (1 + ’L\/g)% koik védrtused.

Ulesanne 6.4. Leidke ja kujutage komplekstasandil arvu +/-64 koik vidrtused.



PEATUKK 6. KOMPLEKSARVU ASTENDAMINE JA JUURIMINE

Ulesanne 6.5. Leidke Yz, kui z =32 (cos% + 4 sin %) ja kujutage tulemus komplekstasandil.

Ulesanne 6.6. Kirjutage kompleksarvud eksponentkujul ja algebralisel kujul. Leidke erinevatel
viisidel esitatud kompleksarvude z; ja z4 korral nende summa, korrutis ja jagatis.

3 3
(a) 21=3(cosg+ising) (c) 23:4(cos£—isinf)

(b) zzzg(cosg+isin%) (d) z4=2(cos%—ising)

Ulesanne 6.7. Olgu
2 2 3 3
21 :2—2\/§i, zo9=—1—-1,u :2(cos§+i sin%),wg = \/g(cosér +1 sing).

Arvutage jargmised avaldised.

(a) 2z} +w (d) /71 +wi koik védrtused (g) wi+ws
Z1 + w2
(b) 2{z (e) — (h) |23+ 23]
&/ N
(c) (zwi) (f) 1 5ik viddrtused (i) —
W9 w2

6.2 Algebraliste vorrandite lahendamine

,{Deﬁnitsioon 6'.2}

Vorrandit agx™ + a1x™”

~N

Ly ... +a, = 0 nimetatakse n astme algebraliseks vérrandiks. Kordajad

ag, - - - ,an vowad olla nii reaalsed kui komplekssed, kusjuures ag # 0.
4 J

A Teoreem 6.1 N\

Algebra péhiteoreem. Igal n astme algebralisel vorrandil on kompleksarvude hulgas n lahendit (kui

arvestada kordseid lahendeid vastavalt kordsusele).
§ J

Ulesanne 6.8. Lahendage vorrandid.

(a) zt-1=0 (f) 23+i=0 (1) 2*-32%2+32-28=0
(b) 22-1-i=0 (g) 2%+27=0 (m) z*+622+8=0
2 _ ;= h) z4-i=0 n) 20-223+5=0
(c) 22-i=0
(d) 2 L i, (i) 2*-V3-i=0 (o) (z+1)%=256(x-1)%

vioV2o () = -4i ®)
(e) 22+2(1+3i)=0

3 +222+20+4=0

Ulesanne 6.9. Lahendage w suhtes jirgmine vorrand:

4
w3 + 21 =0.

Ulesanne 6.10. (IT) Programmeerijal tuleb oma programmis leida reaalarvu a jaoks n erinevat
n-astme juurt. Programmi iihe osana tuleb vélja selgitada, mitu nendest on reaalarvud ja mitu
kompleksarvud. Selgitage, kuidas seda kindlaks teha ilma juuri endid leidmata.

16

(k) 22-62+10=0 (@) (z*+322+2)(2%-42+8)=0



Praktikum 7

Funktsioonid

7.1 Funktsionaalsed soltuvused

,{Deﬁnitsioon 7. 1}

Olgu antud hulk X c R. Kui igale arvule x € X on vastavusse seatud ks ja ainult ks reaalarv y, siis

~N

oeldakse, et hulgal X on defineeritud funktsioon f, mida mdargitakse y = f(x).
4 J

é N
Kui suurus y on vordeline (proportsionaalne) suurusega f(x), siis seda soltuvust iseloomustab funkt-
sioon y = kf(z), kus k on mingi konstant (vordetegur).

\ S

Ulesanne 7.1. Kirjutage vélja jargmised funktsionaalsed soltuvused.

(a) Umara lati tugevus S on vérdeline tema (c) Teekonna keskmine kiirus v on poérdvor-
jameduse h neljanda astmega deline kulutatud ajaga t

(d) Kahe keha vaheline gravitatsioonijoud G
(b) Delfiini energiakulu E ujudes on proport- on poordvordeline nende kehade vahelise
sionaalne tema liikumiskiiruse v kuubiga kauguse ruuduga

Ulesanne 7.2. (K) Keemilise elemendi erisoojus s on energia hulk kalorites, mida on vaja 1
grammi elemendi 1 kraadiliseks soojendamiseks.

Otsustage jargmise tabeli pohjal, kas erisoojus s on vordeline voi péordvordeline aatommassiga
w. Kui seos kehtib, leidke vastav vordetegur k.

element | Li Mg Al Fe Ag Pb Hg
w 6,9 243 27,0 558 1079 207,2 200,6
s 0,92 0,25 0,21 0,11 0,056 0,031 0,033

7.2 Funktsioonide graafikud

Ulesanne 7.3.  Selgitage, kas funktsioonide f(z) = z + 1 ja g(x) = 2_‘ L korral kehtib vordus
f = g7 Skitseerige nende funktsioonide graafikud.
Ulesanne 7.4. Skitseerige jirgmiste funktsioonide graafikud.

(@) fx)=-2"+1 (e) fla)=e™ (i) f(z)=sing

(b) f(z) =log(-=) (f) f(x)=cosz (4) f(z)=sing

(c) f(z)=sin(z-m) (g) f(z)=cos2x (k) f(z)=ta

(d) f(z)=arcsinz +m/2 (h) f(z)=cos3z (1) f(x) = tan(z - 27)

Ulesanne 7.5. (IT) Multiprotsessoriga arvuti suudab tootada S korda kiiremini, kui {ihe prot-

sessoriga arvuti. Skitseerige S graafik protsessorite arvu n jargi, kui S = 4 .

Ulesanne 7.6. Milliste pohiliste elementaarfunktsioonide graafikud on kujutatud jargmistel joo-
nistel?



PEATUKK 7. FUNKTSIOONID
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7.8. Funktsioonid ja nende omadused

Ulesanne 7.7. Kolmel graafikul on toodud anuma veega taitumise korgus, kui veevool on iihtlane

Milline anum vastab millisele graafikule?

: 2]
.E;
acg 10 20 30 40 50
aeg (min)

Ulesanne 7.8. Graafikul (iilal paremal) on toodud teie ja sobra liikumise kiirus ajas. Litkumist

alustatakse samast punktist ja liigutakse samas sihis
(a) Kes liigub kiiremini hetkel ¢ = 207 (c) Millal on teie vahemaa suurim?
(b) Kes on liitkunud pikema maa, kui ¢ = 207 (d) Kes on litkunud pikema maa, kui ¢ = 507

7.3 Funktsioonid ja nende omadused

Definitsioon 7.2} ~\
Koikide elementide X hulka, mille puhul elemendile x € X seatakse funktsiooniga f vastavusse f(x)
nimetatakse funktsiooni f mdadramispiirkonnaks.
Funktsiooni [ koikide vidrtuste hulka {y |y = f(x), x € X} nimetatakse funktsiooni [ muutumispiir-
konnaks ehk vidrtuste hulgaks ja seda tihistatakse f(X).
J
,{Deﬁnitsioon 7.3} ~\
Funktsiooni y = f(x) nimetatakse
1. paarisfunktsiooniks mddiramispiirkonnas X, kui f(-z) = f(x) iga x € X korral
2. paarituks funktsiooniks, kui f(-z) =—f(x) iga x € X korral
3. perioodiliseks, kui leidub arv T >0 nii, et f(x+T) = f(x) iga z € X korral
4 J

Ulesanne 7.9. Leidke jargmiste funktsioonide mééramis- ja muutumispiirkonnad

(a) f(z)=Vzr+4 (d) f(z)= 1Og(1 ot Va2 (f) f(z)=arcsin(2z-1)
z)=Va? -
(b) fx)=v7 1 © fn

In(2-z) (g) f(x) = arccos : i "

(c) f(z)=log(z-06)
Ulesanne 7.10. Selgitage, millised jargmistest funktsioonidest on paaris- ja millised on paaritud

funktsioonid.
(d) f(x)=sinz—-zcosz

(@) f(z)=> -3 (b) f(x) = (5% -572)

(c) f(=)= rctand (e) f(z)=sinx-cosx

Ulesanne 7.11. Selgitage, millised jargmistest funktsioonidest on perioodilised, leidke véhim

periood T
(a) f(x)=sin2z (b) f(z)=cos3z (c) f(z)=a? (d) f(z)= tang +3
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Praktikum 8

Poordfunktsioon, eksponent- ja logaritmfunktsioon

8.1 Poordfunktsioon, iiksiihene funktsioon

Definitsioon 8.1}
Funktsiooni f: X — Y nimetatakse tikstiheseks funktsiooniks, kui iga x1,x2 € X, 1 # 2, korral ka
funktsiooni vadrtused on erinevad hulgas Y, s.t f(x1) # f(22).

Uksiihese vastavuse f : X - Y péoérdfunktsioon f~':Y — X mddratakse vordusega f~(y) = x, kus
f(x) =y iga x € X korral.

Ulesanne 8.1. Leidke jirgmiste funktsioonide poordfunktsioonid f~1:Y — X.

(a) f(z) =22 xe€[0,00) (d) f(x)=1+loglx-2|, x € (-0,2)
(b) f(x) =22 xe(~00,0) (e) f(z)= %arcsin%, x €[-3,0]
(c) f(z)=10"+1 (f) f(z)=1+arccos(l-x)

Ulesanne 8.2. Maiirake, kas funktsioon f on iiksiihene.

(a) f(z)=3x-2 (d) f(z)=22 ze[0,00)
(b) f(z)=2° (e) f(z)=a?
(¢) f(z)=a (f) f(z)=sinz

Ulesanne 8.3. Jargmised parameetrilisel kujul antud funktsioonid kirjutage ilmutatud kujul
y = f(x) voi x =g(y).

(a) z=t+5, y=t+Int (b) z=t>+t, y=¢€

Ulesanne 8.4. Esitage jargmised ilmutamata kujul antud joonte vorrandid ilmutatud kujul.

(a) In(y-sinz) =z (b) y?-2xy+a®-4=0

8.2 Eksponentfunktsioon

a N
Eksponentfunktsioon on y = a”, kus
a >0 ja a # 1. Funktsiooni y = €
korral rasgitakse eksponentsiaalsest
kasvust ja y = e™® korral eksponent-

' ; siaalsest langusest.




8.8. Logaritmfunktsioon

J Omadus 8.1 N

Eksponentfunktsioonil on jirgmised omadused:
(a) a®=1 (c) o™V =a®aV (e) atv=L (g) (ab)®=a"b
1 at
(b) a®>0 (d) a‘”":a—x (f) (a®)¥ =a"V
. J

FEADI@) o ke
pay A

Ulesanne 8.6. Turule investeeritakse 300 eurot intressiga 3 % aastas. Leidke investeeringu suurus

Ulesanne 8.5. Lihtsustage avaldis

10 aasta péarast.

Ulesanne 8.7. (K) Maoteseade registreerib joes 1 km eemal kemikaali lekkekohast 620 osakest
miljoni (ppm) ning seadme néitajad vihenevad 12,5 % iga kilomeetri kohta lekkekohast eemal. Kui

kaugel on seadme néit 100 ppm?

8.3 Logaritmfunktsioon

,{Deﬁnitsioon 8.2} ~\
Positiivse arvu x logaritmiks alusel a (a >0, a # 1) nimetatakse
arvu ¢, millega alust a astendades saadakse arv x, s.t.

log,x=c < a°=u.

Logaritm- ja eksponentfunktsioon on teineteise péordfunktsioonid.
. J

A Omadus 8.2 N

Logaritmfunktsioonil on jdrgmised omadused:
x
(a) logzy = log|z| + loglyl, (c) logg =log|z| - log |y| (f) e"*=x
(xy>0)

(d) logz® =alogx (g) logl=0

b) 1 _logyz  Inz

() Ogal‘—logba—m (6) x:alogam, (Z‘>0) (h) Ine=1

N J

Ulesanne 8.8. Lihtsustage jargmised avaldised.

(a) eolne (b) 11163% (c) B9/
(d) 4In/z+6ma'l (e) 16"s Vig (f) loglog\/f’/_l_()
(2) -logglog, log, 16 (h) e2lncosz | (lnesinx)g

Ulesanne 8.9. Lihtsustage jargmised avaldised.
a ogs 25 + 8log, 64 — 41logs 27 + log, 2 + log
5logs 25 + 8log, 64 — 4logs 27 + log, 2 + logs 1
(b) 31—10g37 + 510g5 8+1 _ 2 410g274 10+1
(c) logy12+1logy25/3 +2log, 4/5 — log, 27
(d) 4. (811/4—1/210g94 + 2510g1258)
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PEATUKK 8. POORDFUNKTSIOON, EKSPONENT- JA LOGARITMFUNKTSIOON

Ulesanne 8.10. Vesi kuumutatakse nous 90 kraadini ja asetatakse ruumi, mille temperatuur on 0

kraadi. Newtoni jahtumisseadusest tuletatakse vorrand InT" = In 90
ja t on aeg minutites. Esitage T' ajast ¢ soltuva funktsioonina.

—-0,23t, kus T on vee temperatuur

Ulesanne 8.11. (F)  Kahe téhe néivheledused m; ja ms on seotud nende tegelike

heledustega b1 ja by jargmise logaritmilise seose abil:
b
m1 —ma = 2,5 logyg 2,
by

Avaldage bs.

Siiriuse naivheledus on —1,4 ning veel silmaga nihtavate
tdhtede néivheledus on u. 6,0. Mitu korda on Siiriuse tege-
lik heledus suurem, kui veel silmaga néhtavatel tdhtedel?

Ulesanne 8.12. (K) Putukamiirk DDT keelati USA-s 1972. aastal. Olgu Ay alghetkel piirkonda
pritsitud DDT kogus ning A hetkel ¢ (aastat) veel lagundamata DDT kogus. Neid kahte suurust seob

vorrand
loglo A= logm AO + 0,1t10g10 0,8

Avaldage A kui aja t-funktsioon.
Ulesanne 8.13. (M) Niidake, et kehtib vordus 518 ¢ = cloga b,

Ulesanne 8.14. (M) Arvutage b°, kui a’ = 8, b¢ = 10 ja a° = 2.

8.4 Logistiline kover

Logistiline S-kover

B L B L
~ l+ek@20)  1+beke

Y

on laialt kasutusel populatsiooni modelleerimisel. Siin L on kovera
maksimaalne véartus, k iseloomustab kasvu kiirust ja zy on kesk-
punkti asukoht. Logistilist koverat kasutatakse palju ka statistikas
ja I'T-s masinoppes, kuna lubab modelleerida 0 ja 1 tiilipi vaértusi.

Ulesanne 8.15. Ulikoolilinnakus on 5000 tudengit. Uks tudeng

kestva gripiviirusega. Viiruse levikut modelleeritakse parajasti logistilise mudeliga y =

Logistiline kover
2]
-
Z
]
3
2]
5 Hilisem kasv
<]
= Al k
5 gne xasv liheneb 0-le
5] .
= on kiire
& Kasv aeglustub
ol

Aeg

Joonis: http://www.math.andyou.
com/161

naaseb puhkuselt linnakusse kaua

5000
1+4999¢-0:8t

kus t on aeg paevades ja y niitab nakatunud tudengite arvu. Mitme péeva péarast tuleb oppet6o

lopetada, kui eeskirja jargi tehakse seda olukorras, kus on vihemalt 40 % nakatunuid.
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Praktikum 9

Funktsiooni piirvaartus

Definitsioon 9. 1}

Hulga X c R kuhjumispunktiks nimetatakse punkti a € R, kui punkti a iga imbrus (vahemikud (a —

d,a+0), kus 6 >0) sisaldab vihemalt tihte temast erinevat hulga X punkti.

,{Deﬁnitsioon 9.2} N\

Olgu a funktsiooni f mdadramispiirkonna X kuhjumispunkt. Reaalarvu A nimetatakse funktsiooni f piir-

vadrtuseks punktis a ja kirjutatakse

lim f(z) = A,

r—a
kui punktile a piisavalt lihedastes madaramispiirkonna X punktides x (vilja arvatud, voib-olla, punktis a

eneses) erinevad vastavad funktsiooni vidrtused f(x) arvust A kui tahes vihe.
\ J

A Teoreem 9.1 N\

Kui eksisteerivad tihepoolsed piirvidrtused lim f(xz) ja lim f(x), siis (nn. kahepoolne) piirvadrtus
T—>a+ T—>a—

lim f(x) = A eksisteerib parajasti siis, kui
r—a

lim+f(x) = limif(x) = A.

e N
Kui piirvadrtuse arvutamisel tekivad méaaramatused:

0 00

7 o= U7

siis tuleb avaldist, millest leitakse piirvdartust, teisendada nii, et see méaramatus saaks korvaldatud.

Ulesanne 9.1. Leidke joonise pohjal jirgmised piirviirtused.

Yy y=f(x)

3_1_77771'7777

Siin taidetud ringid on graafiku punktid; seest tiihjad ringid ei ole graafiku punktid.

(a) lim f(z) (c) lim f(z) () lim f(z)
(b) lim f(z) (d) lim f(z) (f) lim f(z)

Ulesanne 9.2. Joonestage jargmiste funktsioonide graafikud ja leidke nende funktsioonide iihe-
poolsed piirvaartused mérgitud punktides a ja b.

2

r+1, 0<z<l, 4, =1 T 0<z<1, 4 =0

@)f@ﬁ={ (b)f@):{

r-1, 1<z<3, b = r-1, 1<z<2, b =1



PEATUKK 9. FUNKTSIOONI PITRVAARTUS

9.1 Piirvaartuse omadused

A Teoreem 9.2 \

Kui on olemas loplikud piirvddartused

lim f(z) =A ja limg(z) =B,

r—a

siis kehtivad jargmised tehetega seotud omadused:
lim(f(z) +g(z))=A+B, lim(cf(z))=cA, ceR,

glgi_rg(f(x)g(x)) = AB, Qlfi}){llgég = %, kui B #0.

\. J

A Teoreem 9.3 \

Kui funktsioon [ on tokestatud punkti a mingis iimbruses ja lim g(x) =0, siis lim(f(:c)g(x)) =0.

r—a

L J

4 Teoreem 9.4 N

Kui f on elementaarfunktsioon ja punkt a kuulub tema mdadaramispiirkonda, siis lim f(z) = f(a).
r—a

\. J

Ulesanne 9.3. Olgu funktsioonidel f ja g iiks ja sama mé&aramispiirkond ning olgu liH(l) flx)=1
xr—

ja lin% g(x) = =5. Millistele piirvadrtuse omadustele tuginedes on tehtud jargmised teisendused?
Tr—

2 () - glz) m(2/(@)-9(@)) lim2f(e)-limg(z) 2lim f(z)-limg() 7
2/3 4’

@ Em(r) )" (Eﬁs)(fcc)”))m (tim £ ) + 1 7)

Ulesanne 9.4. Kas kehtib vordus lim 2'/% = lim 2'/%? Péhjendage!

z—0+ z—0-

Ulesanne 9.5. Leidke jargmised piirvaartused.

(a) lim (v/z-5) (e) lim e cos2x N
Lo e (1) lim
2
(b) lim Va2 -7 (£) lim 2242
r—4 x—0 x () i |ZE|
j) lim—
. COsT . 1 1 z—0
1 -
() o () 5101—1’%(113 1:2)
1 x 1 . 4+
. o h i k lim —
(d) limesinZ (0) xg?l(x+1+x+1) L

9.2 Piirvaartuse arvutamine

Ulesanne 9.6. Leidke jargmised piirvaartused.

. (2z-1)2-1 . 2P+ . 3-8
(2) B == () Jim 5y (©) I gy
3 2 2
R A | .ot -2x-3 . z°-d5xr+6
(b) 91013 2 -1 (d) }613% 3-x (f) achH% 3 -222 -1 +2
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9.83. Moned erilised piirvddrtused

T+3 . By +8y? . T+2

lim —— i A k) lim ——
(8) Jimy 22+ 42 +3 (i) gf% 31— 1642 (k) Jim, (x+4)2
2+ 3t +2 N | l — 4]
im —= lim i
(h) Jlim 5= O i, = M) lim 75

Ulesanne 9.7. Leidke jargmised piirvaartused.

Vr-1 ) hmxl/?’—l (g) lim (x—\/x2—ac)

(a) lim

=1 -1 251 \/5_1 xr—>00
(b) lim\/i_2 2?16 (h) lim (\/x 9—\/x+4)
z—4 12 - 16 (e) 11%4 _— T—00
z—64 \/x -8
. 4-y+16 . ) 1
¢) lim——— i V2 — i) lim ———
(c) o ” (£) wlggo( x2+1 ac) (1) N

Ulesanne 9.8. Leidke jargmised piirvaartused.

. 3z 2 222 +3
a) lim . z4+1 . T
(2) Jim - (d) Jim —— D
2
T (e) lim (logz —log2z) : 1
(b) lim —— 20 (h) lim ——r—
222 + 4 . 1-227 A B
- f Iim —— 1 1 -
(© lm ) I vy @ Hm 108

~ )

. sinz . tanz arcsin

i =1, lim =1, i -1 lim arctanx 1

-0 250 T 0 ) o

T— g8 z—0 T
1\* . 1 .
lim (1+7) =e, lim(1+2)> =e, lim ¥n=1,
r—>+00 xT z—0 W=

\ J

Ulesanne 9.9. Leidke jirgmised piirvidrtused.

. wsinw . sin(sinz) . arctandz

1 77 k) lim ———
(a) xlir(l) 21,‘2 (f) }cl—rf[l) sinx ( ) :vlir(l) sin4dx

. sindx . sin(1-/7) : ( x_)x
(B) = (g) Jimy = O fm (1

. 2arcsinx sin 2z tan 5x i _ )3/

lim ————— . S aX tan o (m) lim(1-2)
(c) lm —— (h) glﬂl_r}(l) (- 29)2 250

. 3x-2
(d) lim zcotz ' . r+1

omEE @[

1-

(e) lim ﬂ . ) 1 ) 1 z+In2

=0 w () lim zsin-— (o) lim (1 - —)

T—00 xT T——00 €
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PEATUKK 9. FUNKTSIOONI PITRVAARTUS

9.4 Erinevad piirvaartuse leidmise iilesanded

Ulesanne 9.10. Leidke jirgmised piirviiirtused.

2-va+3 (d) lim (\/ x2 —4x + :c) (g) lim sin 2z

(a) glclf% 241 —2 Tz z-0 arcsin 6z
1 h) lim ——
T st ®) Iy
2l -V +3 () }:I—IE% sinz cosx
(i) lim ————
25 z—0cosx — 1
(¢) lim 0 (£) Tim —2 5
oo (z+1)? -0 tan 5z () lim (xQ -=- 1)
x—0 x

9.5 Rakenduslikud tulesanded

Ulesanne 9.11. (B) Loomade 6ppimisvoime uurimiseks teostas iiliopilane eksperimendi, kus rotil
lasti korduvalt labida labiirinti. Mootmistulemused néaitasid, et n-dal korral 1abis rott labiirindi ajaga
T(n) = (5n + 17)/n minutit. Mis juhtub labiirindi labimiseks kuluva ajaga, kui katsete arv tokesta-
matult kasvab?

36 + 2443
T )

kus y on valguse heledus luumenites. Milliste vaéartuste vahel voib pupilli pindala teoreetiliselt muu-
tuda?

Ulesanne 9.12. (B) Teatud inimese silma pupilli pindala avaldub seosega S =

Ulesanne 9.13. (F') Einsteini erirelatiivsusteooria jirgi on liikuva keha mass leitav valemiga

M (v) = ——, kus c on valguse kiirus, m > 0 on seisumass ja v on keha liikumise kiirus. Arvutage
2
v
1-%

jargmiste avaldiste vaartused. Mis on vastavate tulemuste fiitisikaline sisu?

(a) M(0) (b) M(5) (c) lim M(v) (d) lim M(v)

Ulesanne 9.14. (F) Punktmassi liikumist aja ¢ jirgi kirjeldab seos f(t) = t3 — 3t> + 5¢. Leidke

2+ At) - f(2
punktmassi liikumise kiirus hetkel ¢ = 2, s.t leidke piirvaartus Alilrno 12+ Ai /( )
t—

Ulesanne 9.15. On ennustatud, et ¢ aasta pédrast on eeslinna populatsioon p = p(¢) tuhat ini-

7 . . . .
mest, kus p(t) = 20 - ot Keskkonnaameti uuring niitas, et keskmine silisihappegaasi tase on c

2/p? +p+21

3 . Mis juhtub siisihappegaasi tasemega pikas

osakest miljoni osakese kohta, kus ¢(p) =

perspektiivis, kui ¢t - oo?

Ulesanne 9.16. (K) Analiiiisige vesiniku aatomi 3s-orbiidi lainefunktsiooni radiaalse osa Rss ()
vadrtusi protsessides 7 - 0+ ja r — oo. Siin N ja ag on konstandid, r on elektroni kaugus tuumast:

T

18 2 _r
R3s(r)=N - (27— —r+ —27‘2) -e 30,
ag ag
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Praktikum 10

Pidevus. Tuletis

10.1 Pidevad ja katkevad funktsioonid

,{Deﬁnitsioon 10.1 j N\

Vaatleme reaalmuutuja funktsioone y = f(z), z€ X cR. Olgu a € X.
Funktsiooni f nimetatakse pidevaks punktis a, kui

lim f(x) = £(a).

Selleks, et funktsioon oleks pidev punktis a, peavad olema tédidetud koik jargmised kolm tingimust:

1. funktsioonil on olemas viartus f(a);

2. funktsioonil on olemas piirviartus lim f(z) protsessis  — a;

3. lim £(2) = f(a).

Kuzi ffmktsioon f el ole pidev punktis a, kuid on méédratud tema timbruses, siis 6eldakse, et funktsioon
f on katkev punktis a (punkti ¢ nimetatakse funktsiooni f katkevuspunktiks). Katkevuspunktist
a radgitakse ka siis, kui funktsioon f ei ole méaratud punktis a, kuid eksisteerib g]cl_{I(lL flx).

\ 7

A Teoreem 10.1 N

Kok elementaarfunktsioonid on pidevad oma mddaramispiirkonnas.
. J

Ulesanne 10.1. Leidke joonise pohjal intervallid, kus funktsioon on pidev ja punktid, kus ta ei
ole pidev.

Siin taidetud ringid on graafiku punktid; seest tiihjad ringid ei ole graafiku punktid.
Ulesanne 10.2. Joonestage iihe funktsiooni f graafik, mis rahuldab jirgmisi tingimusi.

(a) funktsioon f on méératud 16igus [0, 5] (c) f(1)=0

(d) funktsioon f on tokestatud 1oigus [4,5]

(b) }cl_rg f(z)=3 (e) funktsioon f ei ole pidev punktis z = 3
Ulesanne 10.3. Uurige jirgmiste funktsioonide pidevust.
e
z-3 z —, z %1
(a) fla)= =0 () ) =\[-2 (@ f@)={ a1
-3 -2 1 r=1
x3, <2 sin 6x
—, z%0
(d) f(z)=16, x=2 (e) f(z)={ 2
3, z=0

dx, x=>2



PEATUKK 10. PIDEVUS. TULETIS

Ulesanne 10.4. Leidke parameetrite a ja b vadrtused, mille korral jargmised funktsioonid on
pidevad oma maéadramispiirkonnas.

Tx—2, x<1 3+azr?, z<1 -2sinz, x<-
(a) f(w):{ ) (0) f(w)={ h
ar”, r>1 r+1, r>1 (e) f(z)={asinz +D0, —35 <
m
2 x<2 r-a, w<l1 cosz, r>3

(b) F(x)- {Zm (d) f(z) = {

+b, >2 cosmx, x>1

Ulesanne 10.5. Tootaja leping néeb ette, et tema esialgne palk on 1000 € ning eduka t66 korral
ootab teda iga poole aasta tagant palgatous 3%. Joonistage tootaja palga graafik jargmise 5 aasta
jaoks ning uurige palgafunktsiooni pidevust.

10.2 Funktsiooni tuletis

,{Deﬁnitsioon 10.2]

~\
Olgu antud funktsioon f: X - R, X c R. Anname argumendile a € X muudu Ax nii, et a + Ax € X,
vastav funktsiooni muut olgu Af = f(a+ Ax) — f(a).
Kui eksisteerib loplik piirvddrtus
i A f@r A0 = f@) 1) - f(a)
Az—0 Ax  Az—0 Az z—a r—a
siis seda piirvadrtust nimetatakse funktsiooni [ tuletiseks punktis a ja tihistatakse f'(a).
4 J

Ulesanne 10.6. Lihtudes definitsioonist, leidke jargmiste funktsioonide tuletised.

(a) f(z)=6z-1 (c) f(z)=2° (e) f(z)=cosz
(b) f(z)=22%-5 (d) f(z)=V3z (f) f(x)zi
Ulesanne 10.7. Leidke jirgmiste funktsioonide tuletised.
(a) f(z)=32° (d) f(x)=2"-¢" (2) f(x)zglx—uafczm
(b) f(z) == +623 (e) f(z)=log,|z|+sinz

() £(x) = -Infa] + 2

1 1
c Tr)=—+2Vx+2e f r)=— —3arccoszx
(©) f2)==+2/a+ (1) J() =5 6 1ot 6

A Teoreem 10.2 N

Tehetega seotud diferentseerimise reeglid

Kui funktsioonidel v = u(z) ja v = v(x) eksisteerivad tuletised punktis x, siis ka funktsioonidel

u

u+v,u—v,uv, — (lisatingimusel) eksisteerivad tuletised punktis x, kusjuures
v

1. (uzv) =u £

2. (w) =v'v+u

3. (cu) =cu, c=const
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10.5. Liitfunktsiooni tuletis

Ulesanne 10.8. Leidke jirgmiste funktsioonide tuletised (a, b ja a on konstandid).

(a) f@)= () f)=-—"
(b) f(x)=a"b" _e"a”
cosT (&) fl@)= l1+Ina
(c) f(z)= rtana
r (h) f(=z)= o2 +xlnz

(d) f(t)=2tsint — (t* - 2)cost
(i) f(z) =arccoszarcsinz
sinu
~Inwu-cosu . 1 9
u () f(x)=—+a”arctanz
sinz

(e) f(u)=

Ulesanne 10.9. Leidke funktsiooni f(z) = (3z — 1)(3z + 1) (2% — 4) tuletis

(a) kasutades korrutise tuletise valemit (b) korrutades sulud labi
Ulesanne 10.10. Arvutage jargmiste funktsioonide tuletised punktis .

t2(1 - 2t)
3t-17

(a) f(t)=15t3" ja t=1

(b) £(t) = a t=-1

Ulesanne 10.11. (F) Laserite teoorias avaldub kiirgusvéimsus valemiga

ko f2

P- ,
w? =2wf+ f?+a?

kus f on sagedus ning a, k ja w on teatud konstandid. Leidke T

Ulesanne 10.12. (IT) Arvutisiisteem t66tleb N bitti andmeid ajaga ¢, mis on vordeline arvuga

dt
N1In(N). Leidke aja muutumise kiirus bittide arvu suhtes N

Ulesanne 10.13. (K) Termodiinaamikas seob temperatuuri 7', rohku p ja gaasi ruumala V' valem,

T
kus a, b ja R on konstandid. Leidke Z—V, kui rohk on konstantne ja

) ()

10.3 Liitfunktsiooni tuletis

Teoreem 10.3

Teoreem Ulitfunktsiooni diferentseerimisest. Kui f : X — R on diferentseeruv punktis x ¢
X, f(X)cY jag:Y - R on diferentseeruv punktis y = f(x), siis h = gf : X - R on diferentsee-
ruv punktis x ja

h'(x) = g'(f(2)f' ()

Ulesanne 10.14. Leidke jirgmiste funktsioonide tuletised.
(a) y=(4z-3)°+(-32)’ (d) y=2v1-22 () y_tan(z_z)
(b) ?/:5(3$6_4)% () y=In(z+Inz)

(c) y=(sinz)™" (f) y=6V7 4462 (h) y=
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PEATUKK 10. PIDEVUS. TULETIS

Ulesanne 10.15. Leidke jargmiste funktsioonide tuletised.

27 +1\2 cos? 3x
a) y= f) y=— "
(@) v (3x—2) (6) v 1+ 2sin? 2z

(b) y- 2x+1 (g) y=Intan2z +Incot2x
Y 4z +1

(c) y=In(4z-3)* (h) y=6arcsinv/2-x

(d) y=cos(-9x+2)+ sin? 42° (i) y = arctan 1 -z
+
( ) B 1 N 1
€ ¥= cos(=7Tz) sin(-7z) (j) y=arccosz-Inarctanx

Ulesanne 10.16. Tabelis on antud funktsioonide f ja ¢ ning nende tuletiste vaartused kohal
z = 3. Leidke funktsiooni u(x) = \/f(x)2 +2- g(x)? tuletise vidrtus punktis z = 3

v | f@) g(x) f'(z) 4'()
3] 3 4 6 -5

Ulesanne 10.17. (F') Laine kiirus sligavas vees on arvutatav seaduse v = k -/ # + ¢ alusel (a, k
ja m on konstandid, L laine pikkus). Leidke L vaartused, mille korral v’(L) = 0.

Ulesanne 10.18. (B) Niidaku funktsioon y = y(¢) mingi liigi isendite, taime osade, rakkude arvu
vms ajahetkel ¢. Sel juhul tuletist y'(¢) = % nimetatakse ka absoluutseks kasvukiiruseks hetkel ¢.
Absoluutne kasvukiirus voib erisuurustes organismide vahel palju erineda ja see ei anna meile infot
nn efektiivsuse kohta. Olgu kasvukiirus y'(t) = G(t), s.t. ajast soltuv funktsioon. Sel juhul jagades
molemat poolt suurusega y saame
y(1) G
y y

Jagatist R(t) = % nimetatakse suhteliseks kasvukiiruseks ja see iseloomustab nn materjali efek-
tilvsust toota uut materjali (néiteks metsa kasv). Sookase (Betula pubescens) ja mégivahtra (Acer
pseudoplatanus) seemned istuti maha ja kasvanud taimed kérbiti iga kahe néddala tagant. Esimese 18
nidalaga selgus mootetulemustest, et puud kasvasid seaduste

Wkask(t) = 0,0441 60’3041157 anher(t) — 073837 e0,2243t

alusel, kus t iihikuks olid nédalad ja W iihikuks grammid. Kirjutage vélja molema liigi suhtelised
kasvukiirused R(t). Milline liik taastoodab ennast efektiivsemalt?

Ulesanne 10.19. (K) Kui gaasi ruumala muutub véga kiiresti, siis rohk P muutub ligikaudu
poordvordeliselt ruumala 3/2-astmega. On teada métmistulemus, et 300 kPa rshuga V = 100 cm?.
Leidke rohu P muutumise kiirus ruumala V jérgi hetkel, mil V = 100 cm?®.
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10.4. Korgemat jarku tuletis

10.4 Korgemat jarku tuletis

( N
Kui eksisteerib (f")'(z), siis seda tuletist nimeta- Analoogiliselt defineeritakse n-jarku tuletis
takse funktsiooni f teist jirku (teiseks) tuletiseks ,
. f(n) - (f(n—l)) )
punktis x, seega
! 4
Y 1 f (.23 + Al‘) - f ('7;)
(f)(z) = lim Ay :
\ v

Ulesanne 10.20. Leidke jargmised korgemat jarku tuletised.

(a) f(z)=1Inz, leidke f” (c) f(z) =22+ 622, leidke f(10)

(b) f(x) =sinz, leidke F3) (d) f(z) = tanz, leidke f"

Ulesanne 10.21. Leidke ndutud korgemat jarku tuletised, kui funktsioon u = u(x) on vajalik
arv kordi diferentseeruv.

(a) f(x)=wu(z?), leidke f” (c) f(z)=u(x)? leidke f"
(b) f(x)=u(e"), leidke f" d) f(z)= U(ﬂfz), leidke f"

Ulesanne 10.22. Arvutage noutud korgemat jarku tuletise véartus.

1
@ £7(3) i f@) = coa (b) FD), ki () -
4 x - x?
Ulesanne 10.23. Leidke
d%y Inx d*p 2 d3s t
5 yuiy=—= EP i = ged @S s =
(a) T2 kui y " (b) i’ kui p = ge (c) TER kui s ST
10.5 Logaritmiline diferentseerimine
é N

Logaritmilise diferentseerimise vote on véltimatu u(x)?(®) tiiiipi funktsioonide korral, kuid see on abiks
ka siis, kui f sisaldab palju korrutisi ja jagatisi.

1. Kirjutame

lyl = 1f ()]
2. Votame logaritmi vorrandi molemast poolest
Iny| = In|f(z)]

3. Votame tuletise

Ly =lf@)’
Y

4. Saadud seosest avaldame y’

y' =y(n|f(@)) "

\ S

Ulesanne 10.24. Leidke jargmiste funktsioonide tuletised.

() f(x) =2, kuiz>0 (d) f(x) =2 sin2e 0 f@)=3| @D
(b) f(z) =% kuiz>0 (©) f(z)= M (22— 1)2
() f(z)=(nz)" kuiz>1 (z-5)°
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Praktikum 11

Diferentsiaal
11.1 L’Hospitali reegel
A Teoreem 11.1 N
L’Hospitali reegel. Kui mingis protsessis x — a (siin a € R{U{-o00,00})
lim f(x) =limg(z) =0 voi lim|f(z)|=1lim|g(x)| = co
ja eksisteerib (loplik voi lopmatu) piirvadrtus lim fIEJ?; =A
g'(z
siis selles protsessis kehtib vordus lim @ = A.
L 9() J
Ulesanne 11.1. Leidke I'Hospitali reegli abil jirgmised piirviidrtused.
2 _ 1 tanx —x
e -3 . Inz o
. fad lim —— %~
(a) xh_)ngo =11 (e) ggll_glo Nz @) 20 7 —sing
. 35[72 +9 f lim .132 e—z . . IE4
4 3 _T :
% —62° +5 arctanx — 7 In sin 6x
lim ————— li k) lim ———
() ) x4 +5x% - 6 (e) PR -1 (k) P Insin 3z
5
z° -1 1-coszx zlnz
d) lim —— h) lim ——— i
( ) a:lgi -1’ ( ) mlir(l] 2 (1) a}l—glo r+Inx
Ulesanne 11.2. Leidke jargmised piirvaartused.
. 1-cosz (d) lim sinz Inx ( i — i
e g) lim (1-sinz) tanx
() lim (- x)? 20+ s-mf2-
e“+e -2

(b) lim 2sinx

z-m ]l —cosx

lim 2% 1
(c) lim 2% Inz

(e)
(f)

lim
=0 1 —cos2x

lim | — - =
z=0\smnxr

11.2 Funktsiooni diferentsiaal

(h) lim (1-2x) tan%

-1+

(i) lim z sinz
Tr—>00

Definitsioon 11.1 ]

Olgu antud punktis x diferentseeruv funktsioon f. Anname argumendile x muudu Az. Korrutist f'(x)Ax
nimetatakse funktsiooni f diferentsiaaliks punktis x. Tdhistame dy véi df (x), seega

dy=f'(2)Ax ehk dy=f'(x)dx.

(11.1)

Ulesanne 11.3. Leidke funktsioonide diferentsiaalid.

(a) y=a°+4x
(b) y=322+6

2
(c) T==+37"
T

(d)
(e)

(f)

1
y=2\/_—8—

x
y = xe”

6u
1+ 2u

R:

(g) y=6zv1-4x

T
h =
( ) y S + 2

. 3z+1
i = —
(i) v S



11.8. Funktsiooni muudu ligikaudne arvutamine

Ulesanne 11.4. Arvutage funktsioonide diferentsiaalid ette antud vééartustel.

(a) y=7T22+4x, x=4, Az =02 (d) f(z)=2v1+4z,2=12, Az =0,06
x
= (z? 3 = = e =———, =35, Az =0,025
(b) y=(z"+22)°, =7, Az =0,02 (e) y Jor -1
() y=(*+1)%z=1 (f) f(a:):tanm,szl%

11.3 Funktsiooni muudu ligikaudne arvutamine

Kui Az on kiillalt viike, siis voime funktsiooni f muudu A f asemel leida funktsiooni f diferentsiaali df,

Af~df ehk f(z+Az)- f(x) = f'(z)Ax.

Ulesanne 11.5. Avaldage ringi pindala S raadiuse funktsioonina. Leidke selle funktsiooni muut
AS ning diferentsiaali definitsiooni pohjal funktsiooni diferentsiaal dS. Leidke suurus, mille vorra
erinevad funktsiooni muut ja diferentsiaal.

Ulesanne 11.6. Arvutage, kui palju ligikaudu suureneb kera pinna pindala, kui raadiust piken-
dada 50 sentimeetrilt 51 sentimeetrini.

Ulesanne 11.7. Arvutage ligikaudu, kui palju on vaja vérvi, et katta 55 m raadiusega poolkera-
kujuline klaasist kuppel 0,5 mm paksuse véarvikihiga.

Ulesanne 11.8. Ilmajaam ripub raadiusega 3,5 m kerakujulise chupalli otsas. Ohupall kattub
iihtlase jaa kihiga, mille paksus on 1,2 mm. Leidke jaa ligikaudne ruumala.

11.4 Funktsiooni vaartuse ligikaudne arvutamine

Kui Ax on kiillalt viike, siis

flx+Az) ~ f(z) + f(z)Az.

Ulesanne 11.9. Arvutage ligikaudsed viiirtused.

(2) V108 (d) sin46° (g) /1,02 (i) arctanl1,05
(b) V15,93 (e) logll () 2.922 5
(c) (3,02)° (f) ! 2,922 + 7

Ulesanne 11.10. Esitage ligikaudne valem funktsiooni védrtuse arvutamiseks etteantud punkti
a imbruses ning arvutage saadud valemi pohjal funktsiooni vaédrtus kohal b.

(a) f(x)=Vat+322+8,a=2,b=1.92 (b) f(z)=2*(z+1)* a=-2,b=-1.87

Ulesanne 11.11. (B) Inimese ellujiéimise tdendosus y poletushaavade korral 2% kehast on ligi-
300

0,0005x2 + 2
2 =50%. Arvutage saadud valemi pohjal inimese ellujaamise téendosus y, kui kehal on poletushaavu

45% .

kaudselt esitatav valemiga y = - 50. Esitage y ligikaudse arvutamise valem kohal
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Praktikum 12

Tuletise rakendused. Funktsiooni uurimine

12.1 Tuletis kui protsessi muutumise kiirus

Ulesanne 12.1.  Naftatankeris tekib ringikujuline leke, kus vee pinnal olev Oliringi raadius r
suureneb kiirusega 10 m minutis. Kui kiiresti suureneb reostatud ala (ringi pindala) hetkel, kui
r=25m?

Ulesanne 12.2. Kerakujulisse shupalli pumbatakse ohku fikseeritud kiirusega 20 cm? /min. Kui
kiiresti suureneb kera raadius r, kui enne ohu juurde pumpamist r = 6 cm?

Ulesanne 12.3. Silindri korgus h suureneb kiirusega 7 m/sek ja aluse raadius r suureneb 3 m/sek.
Kui kiiresti suureneb silindri ruumala, kui 2(0) =5 m ja 7(0) =6 m?

12.2 Joone puutuja ja normaal

,{Deﬁm’tsioon 12.1]
Joone puutujaks punktis A nimetatakse sirget, mis on loikaja AB piirseisuks, kui punkt B ldheneb

~N

punktile A méoda joont y = f(x).

Funktsiooni f tuletis f'(xqg) on selle joone puutuja tous punktis (zo, f(z0)) ja puutuja vorrand avaldub
jargmaiselt:

y = f(xo) + f'(wo)(x - x0). (12.1)

. J

Definitsioon 12. 2}

Joone y = f(x) normaaliks (ehk ristsirgeks) punktis (xo, f(x0)) nimetatakse sirget, mis ristub seda
punkti libiva puutujaga. Joone y = f(x) normaali vorrand punktis (xo, f(x0)) avaldub jdrgmiselt

1
y=f(x0)—m($—ffo)~ (12.2)

Ulesanne 12.4. Leidke funktsiooni graafiku puutuja ja normaal noutud punktis (zo, f(z0))-

(a) y =22+ 2x punktis (2,8) (c) y=4-2? punktis (3,-5)

(b) y= %xg - 5z punktis (3,-6) (d) y= ﬁ punktis (-1, %)



12.8. Kasvamis- ja kahanemispiirkonnad, kumerus- ja nogususpiirkonnad

Ulesanne 12.5.
(a) y =x? - 22 puutuja, tousuga 2
(b) y =2z -9 puutuja, tousuga 1

Ulesanne 12.6.

Leidke funktsiooni graafiku puutuja voi normaal etteantud tousuga.

(¢) y=(2x-1)3 normaal, tousuga —=, >0

24

(d) y= ‘%4 + 1 normaal, téusuga 4

Arvutiméngus liiguvad lennukid ekraanil vasakult paremale eeskirja y = 2 + %

jargi. Lennukite relvadeks on raketid, mida tulistatakse ainult lilkumise suunas. Sihtmargid asuvad
x-teljel: z =1,2,3,4. Kas punktist (1,3) lastud rakett tabab iihte sihtmérkidest?

Ulesanne 12.7. Niidake, et joone y = z + 222 — 2* puutuja punktis (1,2) on selle joone puutujaks

ka punktis (-1,0).
Ulesanne 12.8.

Kaiaga terariistu teritades lendavad sddemed modda kiia véalispinna puutujat.

Leidke punktist (3,4) lenduva siddeme trajektoor (sirge), kui kii on ringjoone x? + 3% = 25 kujuga.

12.3 Kasvamis- ja kahanemispiirkonnad, kumerus- ja nogususpiir-

konnad

A Teoreem 12.1

Olgu funktsioon f diferentseeruv vahemikus (a,b). Kui f'(xz) > 0 iga argumendi vddirtuse x € (a,b)
korral, siis funktsioon f on kasvav selles vahemikus, ja kui f'(x) <0 iga argumendi vddrtuse x € (a,b)

korral, siis funktsioon f on kahanev selles vahemikus.

4

,{Deﬁnitsioon 12.3} ~\ ,{Deﬁnitsioon 12.4} ~\
Funktsiooni f: (a,b) > R nimetatakse kumeraks Funktsiooni f : (a,b) - R nimetatakse nogu-
vahemikus (a,b), kui igas punktis x € (a,b) funkt- saks vahemikus (a,b), kui igas punktis x € (a,b)
siooni graafiku puutuja asub tlalpool graafikut. funktsiooni graafiku puutuja asub allpool graafikut.

Puutuja iilalpool Puutuja allpool
p q p q p q p q
§ J \ J

A Teoreem 12.2

nogus selles vahemikus.
4

Olgu funktsioon f kaks korda diferentseeruv vahemiks (a,b). Kui f"(x) < 0 iga argumendi x € (a,b)

korral, siis f on kumer selles vahemikus. Kui f"(x) > 0 iga argumendi x € (a,b) korral, siis f on

{Deﬁnitsioon 12. 5}

Olgu funktsioon f diferentseeruv vihemalt vahe-
mikes (a,c¢) ja (¢,b) ning pidev punktis c. Kui
funktsioon f on kumer vahemikus (a,c) ja nogus
vahemikus (¢, b) (voi nogus vahemikus (a,c) ja ku-
mer vahemikus (c,b)), siis punkti ¢ nimetatakse

kdadnupunktiks.

Kéddnupunkt
fl/ — 0
Puutuja allpool

f//>0

Kéainupunkt
f// — 0
Puutuja allpool

>0

Puutuja iilalpool

f//<0
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PEATUKK 12. TULETISE RAKENDUSED. FUNKTSIOONI UURIMINE

Ulesanne 12.9. Leidke jargmiste funktsioonide kasvamis- ja kahanemispiirkonnad.

(a) f(z)=2-322 (¢) f(z)=x-sinx (e) f(x)=arccos(l+x)

= 822 — 2*
(b) f(x)=8a? (d) f(z)=:% () f(zx)=ze™ kusz>0

Ulesanne 12.10. Leidke jargmiste funktsioonide graafikute y = f(x) kumerus- ja nogususpiir-
konnad ning ké&dnupunktid.

(a) f(z)=2®-622+122+4 (c) f(x)=arctanz —z (f) f(z)=2>-622
3 (d) f(z)=2*(Inz-3) (g) f(z)=In(1+2?)
(b) f(z)=——; )
x (e) f(x)=e" (h) f(z)=a+223 - 1222

Ulesanne 12.11. Skitseerige pidevate funktsioonide y = f(z) graafikud, millel on nimetatud
omadused.

(a) f(0) = -1; f'(z) < 0 ja f"(z) < 0, kui (¢) f(0) = 1; f'(z) < 0 iga = € R korral;

z<0; f'(x)<0ja f"(z)>0, kuiz>0 f"(z) <0, kui x <0; f’(z) >0, kui >0

| | (d) F(-1) =0, f(2)=2: f/(2) <0, kui z < 1

(b) f(1)=0; f'(x)>0ja f(z) <0igazeR f(z) >0, kui z > -1; f"(x) < 0, kui
korral 0<x<2; f"(x)>0, kui & <0 voi z>2

12.4 Ekstreemumid

,{Deﬁnitsioon 12. 6']

Oeldakse, et funktsioonil f: X - R, X c R, on punktis (kohal) a € X lokaalne maksimum, kui leidub
selle punkti imbrus (a—36,a+9), § >0, nii et

~N

f(z) < f(a), igazeX () (a-6a+d) korral

Oeldakse, et funktsioonil f on punktis (kohal) a lokaalne miinimum, kui leidub selle punkti imbrus
(a-6,a+0), >0, nii et

f(x)>f(a), igaxzeX ()(a-d,a+d) korral.
\ J

,{Deﬁnitsioon 12. 7}

Funktsiooni f mddramispiirkonna punkte, kus f'(x) =0 ja punkte, kus funktsioon f ei ole diferentseeruv,

~N

nimetatakse funktsiooni [ kriitilisteks punktideks. Punkte c, kus f'(c) = 0, nimetatakse statsionaar-

seteks punktideks.
. J

A Lause 12.1 N

Olgu funktsioon f kaks korda diferentseeruv punktis c. Siis funktsioonil f on argumendi vddrtusel c
lokaalne maksimum, kui

f'(e)=0ja f"(c) <0,

funktsioonil f on argumendi vddrtusel ¢ lokaalne miinimum, kui

f'(e)=0ja f"(c)>0.
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12.5. Optimiseerimine

Ulesanne 12.12. Leidke jargmiste funktsioonide lokaalsed ekstreemumid.

(a) f(z)=2-3z (e) f(z)=xn*zx
(b) f(x)=82%-2* (f) f(x)=V2x3+3a?
(¢) f(z)=xzlnzx (g) f(x)=z-arctanx

(d) f(z)=a%" (h) f(z)=Va3-322+8

r "
Funktsiooni globaalsed ekstreemumid on funktsiooni suurim ja vihim vé#rtus mingis piirkonnas.
Globaalsete ekstreemumite leidmine:

1. Leiame koik lokaalsed ekstreemumid.
2. Arvutame funktsiooni vadrtused piirkonna otspunktides (kui tegemist on 16iguga).
3. Saadud funktsiooni vaartustest suurim on globaalne maksimum ja véikseim on globaalne miinimum.

Ulesanne 12.13. Leidke jargmiste funktsioonide globaalsed ekstreemumid.

(a) f(z)=22-22+3,xec[0,5] (d) f(x)=arccosz
(b) f(z)=a*-3z+1, ze[-2,3] (e) f(z)=e™
(c) f(:):):x—lnx,xe[%,e] (f) f(x):ﬁ

12.5 Optimiseerimine

Ulesanne 12.14. Risttahukakujuline karp on tehtud nii, et on voetud 12 x 8 moGtmetega papist
ristkiilik, 1oigatud igast nurgast vilja x x x ruut ning keeratud vastavad servad iiles. Koostage karbi
ruumala arvutamiseks funktsioon, mis soltub argumendist x. Skitseerige ruumala V' = V(z) graafik.
Leidke x vaartus nii, et sellise karbi ruumala oleks suurim.

Ulesanne 12.15. Lennukompanii lubab pardale késipagasi, mille laiuse, korguse ja pikkuse
summa ei iileta 1,2 meetrit. Kui koti laiuse ja pikkuse suhe on 2,5, siis mis moodus koti ruumala
oleks suurim?

Ulesanne 12.16. (B) Katsed niiitavad, et kui inimene kéhib, siis ohu kiirus kéris on v = kr?(a—r),
kus a on kori raadius normaalasendis ja k£ on konstant. Leidke r vaartus, mille korral kiirus v on
suurim.

Ulesanne 12.17. (F') Valgusallika valgustihedus mingis punktis vordub valgusallika tugevusega
jagatud kauguse (valgusallikast) ruuduga.

8 |
PR 71| ¥ e

Kui 8 ja 1 valgustugevuse iihikuga valgusallikad asuvad iiksteisest 100 m kaugusel, siis millises punktis
nende vahel on valgustihedus koige viaiksem? Napunaide: valgustihedused liidetakse.

Ulesanne 12.18. (K) Teatud kemikaali reageerimiskiirus R mg/s soltub kemikaali hulgast m mg.
Leidke kogus m, et reageerimiskiirus R oleks maksimaalne, kui R = 12\/m(27 —m).
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PEATUKK 12. TULETISE RAKENDUSED. FUNKTSIOONI UURIMINE

12.6 Graafiku asiimptoodid

,{Deﬁnitsioon 12. 8]

N\
Sirget © = a nimetatakse funktsiooni f graafiku plistastimptoodiks, kui
lim f(z) =00, lim f(x) = oo,
T—a+ T—>a-—
lim f(z)=-0c0 wéi lim f(x)=—oo0.
T—a+ T—>a—
. J
,{Deﬁnitsioon 12.9} N\
Sirget
y=ax+b, a*0 (12.3)
nimetatakse funktsiooni f graafiku parempoolseks (vasakpoolseks) kaldastimptoodiks, kui selle sirge ja
funktsiooni graafiku vaheline kaugus liheneb lopmatus protsessis nullile, mis tdhendab, et
lim (f(x) = (az +b)) =0 ( lim (f(z)=(az+b)) - o) . (12.4)
xTr—>00 XTr—>—00
. J
e B

Parempoolse (vasakpoolse) kaldasiimptoodi y = ax + b vorrandi saamiseks leitakse piirvairtused

a= Hm% (a: lim f(a:))7

Tr—>00 T——00 xT

b= lim (f(z) -ax) (b= lim (f(2)-as)).

Kaldastimptoot puudub, kui piirvédrtus on lopmatus.
\ S

Ulesanne 12.19. Leidke jargmiste funktsioonide graafikute asiimptoodid.

(a) f(w)=$ (c) f(x)=ﬁ (e) f(z)= 1_1696
a? z? cosx
(b) f(@)=—— (@ f(r)="0 (6 ) =20~

Ulesanne 12.20. Joonestage jargmiste funktsioonide graafikud iseloomustavate andmete pohjal.

@ f@)=t ot (©) fl)=e'E (&) fla)-Va?—z

4( +]_) (1+1 )2 (f) f($)=\/|3?2—2x|
b z :$— d €T :i -
() f@)=2C1 @ f- L o roy_ 1

X

Ulesanne 12.21. (F') Eeldades lihtsustatult, et vihmapiisk on kerakujuline ja langedes piisa
raadius viheneb iihest kuni r¢ millimeetrini, siis piisa kiirus avaldub valemiga

v=k ( _ l) mm
73 s
Skitseerige kiiruse graafik juhul, kui k = 1.
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Praktikum 13

Maaramata integraal

13.1 Maaramata integraali moiste

,{Deﬁnitsioon 13.1 } ,{Deﬁnitsioon 1 32}

N N
Funktsiooni F nimetatakse funktsiooni f alg- Funktsiooni f koikide algfunktsioonide tldavaldist
funktsiooniks vahemikus (a,b), kui F(z)+ C, kus C € R on suvalise konstandi td-

) his, mimetatakse funktsiooni f mddramata in-
F(z) = f(z) tegraaliks:
iga x € (a,b) korral. / f(z)dz = F(z) +C.
. J
. J

Ulesanne 13.1. Veenduge, et jirgmised valemid kehtivad.

(a) (f f(z)dx) = f(x) (b) [ f'(z)dr=f(z)+C (c) [df(x)=f(z)+C
Ulesanne 13.2. Leidke jirgmiste funktsioonide algfunktsioonid.

(a) 122° + 6z (b) 4z +3 (c) 32372 (d) 3(R?+1)%(2R)

Ulesanne 13.3. Miks on nii, et (2 +5)® on funktsiooni 3(x +5)? algfunktsiooniks, aga (2z + 5)?
ei ole funktsiooni 3(2x + 5)? algfunktsiooniks?

13.2 Maaramata integraali leidmine

A Valem 13.1 N

Integreerimise pohivalemid

(1) dea::C (5) famdx:“ +C (9) f .df =—cotz+C
Ina sin®x
@ [ do=wsC ©) [erde=crsc 1) [ 2 —tanzrc
cos
a+1
(3) fa;“d:c:x +C (7 fsinxdx=—cosa:+0 (11) / dx . c
R ——— =arcsinz +
a%—l at \/1—1’2

(8) /cosxdz =sinz +C

4) fd—len|x|+0 (12) f dz =arctanz + C
x 1+ 22

. J

A Valem 13.2 N

Trigonomeetrilised seosed

1 1
sin® o = 5(1—005204) cos’a = 5(1+cos2a)




PEATUKK 13. MAARAMATA INTEGRAAL

Ulesanne 13.4. Leidke jirgmised integraalid kasutades valemeid (2)-(4)

(a) [y;dy (d) fﬁ(m2—5x)dm () f(%‘ﬁ)zdx
2
(c) f590\/5da: () .[(%_t%) dt (i) f 2x+\/_

Ulesanne 13.5. Leidke jirgmised integraalid kasutades valemeid (5) ja (6)
Trx x 2 dx
(@ [@5+0ds () [(+m2’dr (o) [& (d) [_dx
efﬂ

Ulesanne 13.6. Leidke jirgmised integraalid kasutades valemeid (11) ja (12)
22 2, A 1+ \/_
= 4d Té+w /
(a) fm2+1 “ (c) / 1+ T dx (d) —2 o
2
b) [ ——d
(b) 2217
Ulesanne 13.7. Leidke jirgmised integraalid

(a) /(2c082x—cos2x) dx (c) ftan2$daz (e) fsm%j#
(b) [sinzgdzx (d) /(sina+3cos(7r+x)) dx

13.3 Diferentsiaali margi alla viimine

A Valem 13.3 N

(12.1) f'(z)dz=d f(x) (12.4) da = éd(ax+b) (12.6) dr = dln |z

x
(122) dz=d(z +b) (12.5) z"da = 1 d ! (12.7) cosxdx =dsinx
’ +1 ’
1 nf-1

(12.3) dx = - d (ax) f (12.8) sinzdz = -dcosx

\ J

Ulesanne 13.8. On antud funktsiooni diferentsiaal. Leidke see funktsioon.

(a) 3dz (c) 2/zdx (e) —édx (g) e*xdx
dx
d) — dx
oo s O iz W e

Ulesanne 13.9. Leidke jirgmised integraalid kasutades valemeid (12.2)-(12.4).

o fomi @ fore @ [oa o [
) fsm?)xdm @ fmalfﬂ (f) f3x+5 (h) fSin2$d$
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18.4. Muutujavahetus

Ulesanne 13.10. Leidke jirgmised integraalid kasutades valemeid (12.5) ja (12.6).

o f o [t o [
20+ 7
(b) f?)\/_dx (d) / /——:1: (f) /

Ulesanne 13.11. Leidke jéirgmised integraalid kasutades valemeid (12.7) ja (12.8).

rlnx

(a) fcostsinxdx (b) [tanxdm (c) fcos?’xdx (d) ftan?’xdx

13.4 Muutujavahetus

Lause 13.1

Kui u = o(x) on diferentseeruv funktsioon muutumispiirkonnaga U ja f on pidev mddramispiirkonnas
U, siis kehtib muutujavahetuse valem

[ 1)o@y da = [ f(w)du (13.1)

Ulesanne 13.12. Leidke integraalid muutujavahetuse voi diferentsiaali mérgi alla viimise vottega.

() /5i3:3zda: © [ s (i) [j‘z%

(b) fxffgdw (f) f\/% G) [P drs )

(g) /xcosaz2 sin? 22 dz (k) f(g;z—gj) ([1;3— ng)S dr

@ [ ON v v

Ulesanne 13.13. (IT) Karpe kokkupanev robot peab avaldama joudu F = 6 [ 5™ cos(7t) dt
N, kus ¢ on aeg sekundites. Milline funktsioon F' = F'(t) tuleb lisada arvuti programmi, kui ¢ = 1.5 s
korral peab joud F =07

Ulesanne 13.14. (Maj) Ettevotte andmed néitavad, et x generaatori tootmisel muutub péevase
dp  600(30 - )

T \/60x —x?
kasum p, kui null generaatori tootmisel saadakse 5000 eurot kahjumit.

kasumi p (eurodes) kiirus ligikaudu seaduse alusel. Leidke x generaatori tootmise

Ulesanne 13.15. Leidke jargmised integraalid mérgitud muutujavahetusega.
(a) fa:\/l—xdac,t:\/l—x (d) [
sin 2z
(b) /w3v1—x2dx,t:v1—a:2 (e) ftangxda:,t=cosx
(c) f\/l 22dx, x =sint, te[ 27;] () [ dx
N/

Ulesanne 13.16. Leidke sobiva muutujavahetusega jirgmised integraalid.

(a) ]“d””ﬁ (b) [f””—l (c) [i@dm () fﬂ:dx

, t=tanx

1
r=t——,1t>0
t
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Praktikum 14

Kontrolltoo nr. 1

1. Absoluutviirtus, arvuhulkade rajad.

1. Reaalarvu absoluutvaartus.
2. Newtoni binoomvalem.

3. Arvuhulkade rajad.

2. Arvjada piirvairtus, funktsiooni piirvaartus

1. Jada tokestatus.

2. Jada piirvddrtuse definitsioon (sh 16pmatu piirvddrtus).

3. Jada piirvddrtuse arvutamine, piirvaartused lima”, lim ¢/a, lim ¢/n, lim (1 + %)n

4. Séndvits-teoreem.

5. Funktsiooni piirviértuse definitsioon (sh l6pmatu piirviértus, piirvidrtus 1opmatuspunktides).

6. Heine kriteerium.
G J
s N

3. Funktsioonid

1. Ma&&ramispiirkond, muutumispiirkond, paaris- ja paaritu funktsioon, iiksiihene funktsioon.
2. Pohiliste elementaarfunktsioonide graafikud, elementaarfunktsioonide graafikute skitseerimine.

3. Poordfunktsiooni leidmine.

4. Funktsiooni piirviirtus ja pidevus

1. Piirvdartuse arvutamine, piirvddrtuse omadused, méaramatuste (%, 2,000, 0o — o) avamine

(tegurdamine).
e . sinz . tanw
2. Piirvaartused lim —— =1, lim =1.
-0 x z—=0
3. Funktsiooni pidevuse uurimine.
" J
g D

5. Funktsiooni tuletis, diferentsiaal, rakendused

1. Tuletise leidmine definitsiooni pohjal.
Tehetega seotud diferentseerimise reeglid. Liitfunktsiooni tuletise leidmine.

Joone puutuja ja normaali vorrandite leidmine.

.l

L’Hospitali reegel. Funktsiooni diferentsiaali leidmine. Funktsiooni muudu voi funktsiooni véar-
tuse ligikaudne arvutamine diferentsiaali abil.

5. Funktsiooni uurimine ja graafiku skitseerimine. Kasvamise ja kahenemise piirkonnad, lokaalsed
ja globaalsed ekstreemumid, kumeruse ja nogususe piirkonnad, kddnupunkt.




Praktikum 15

Ositi integreerimine

15.1 Ositi integreerimine

ALause 15.1 N

Olgu funktsioonid u ja v mingis intervallis X diferentseeruvad ja eksisteerigu integaal

/u'(x)v(z) dz.
Stiis eksisteerib ka integraal
fu(x)v'(x) dx
ja kehtib vordus
/ u(z)v'(z) dz = u(z)v(z) - / o' (z)v(z) d. (15.1)

Vordust (15.1) nimetatakse mdadramata integraali ositi integreerimise valemiks.
Kuna v/ (x)dz = du ja v'(x)dx = dv, siis esitatakse see vordus sageli kujul

fudv:uv—fvdu. (15.2)

\. J

Ulesanne 15.1. Leidke jargmised integraalid ositi integreerimise teel.
(a) f xe® dx (d) / z3 " dx (g) f Inxdx
(b) / xcoszdx (e) / arctan z dx (h) f In(z? +1) dz
(c) f zsin(2x + 1) dx (f) / arcsin x dzx (i) f Inx i
(x+1)2

Ulesanne 15.2. Leidke jargmised integraalid ositi integreerimise valemi mitmekordsel rakenda-
misel.

(a) f 2% sinz dx (c) [ 23e™ ¥ dx (e) ] e* cosx dx
(b) f 23" da (d) / e’ sinx dx (f) / sinlnz dx
Ulesanne 15.3. (K) Et leida teatud tiiiipi molekulide keskmine 1ibimdot, tuleb leida integraal

f 228 dg.

Leidke antud integraal.

Ulesanne 15.4. Leidke viga jargmises lahenduskiigus. Et e e” =1, siis [ dx on voimalik integ-
reerida ositi, vottes u = e ja dv = e® dx. Siis du = —e™* dx ja v = €” ning ositi integreerimise valemist

fdx:e_xex+fe_mexdx ehk fd:c:1+/ dx.

Pérast iithesuguste integraalide koondamist saame vastuolu: 0 = 1.

saame



PEATUKK 15. OSITI INTEGREERIMINE

15.2 Ratsionaalfunktsioonide integreerimine

,{Deﬁnitsioon 15.1 ]

Kui poliimoomi P(x) aste on vdtksem polinoomi Q(x) astmest, siis ratsionaalfunktsiooni nimeta-

(z
_ - Q(x)

takse lihtmurruks, vastasel korral aga litgmurruks.
4 J

A Valem 15.1 N

Lihtmurru osamurdudeks lahutamise eeskiri.

P(z)
Olgu &2

lthtmurd. Kui

Q(z) =a(z -z (z-z2) ... (22 +pr+q)™...
(kus ruutpoliimoomidel ei ole reaalseid nullkohti), siis kehtib vordus

P(Z‘) Al Ak B1 Bl
= ot + ot +
Q(x) z-m (z-21)F  x-129 (2 — x2)!
Chiax + Dy Cpz+ D,
T
2 +pr+q (22 +px+q)™

kus konstandid Aq,...,Ax,B1,...,B;,...,C1,...,Cn,D1,... Dy, ... on mingid reaalarvud.
\ J

Ulesanne 15.5. Lahutage ratsionaalmurrud osamurdude summaks ja integreerige.

(a) [(x gi)+2+1)d (e) /;l%t? @ [ﬁdm

® [ oy ® f ﬁd 0 [E

() f Qdf (e) [23/ T3y (k) fg;(xi;im)

@ [t W oy 0 [
Ulesanne 15.6.  Miks ei saa integraali f mdx leidmisel kirjutada

2 A N B,
(x-2)(x+3) -2 z+3

Ulesanne 15.7. Eraldage murru téisosa, lahutage lihtmurd osamurdudeks ja integreerige.

() f;;:?i: e (®) f s +1 dx (c) f(; ;)Q(Ua:++21) z (d) /x§+;it2

Ulesanne 15.8. Leidke jirgmised integraalid

sin 2z 23 2?2 +4x+5
: D [ /o
@ [ Gyt @ | agEa ® | gy &
223+ 32 -5 T+l 3z +4
(b) f(:v2+:v 2 07 (e) f o (h) f S da
©) / 223 + 22 + 8z + 10 () f x2+1 ) [ r+4
(3:2+1)(x2+6:c+1()) z(z 372+290+2
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Praktikum 16

Diferentsiaalvorrandid

16.1 Harilikud diferentsiaalvorrandid

,{Deﬁnitsioon 16.1 ] N\

Diferentsiaalvorrandiks nimetatakse vorrandit, milles on otsitavaks the voi mitme muutuja funkt-

sioon ning see vorrand seob otsitavat funktsiooni ja tema tuletisi soltumatute muutujatega.
. J

,{Deﬁnitsioon 1 6’.2] N

Harilikuks diferentsiaalvorrandiks nimetatakse diferentsiaalvorrandit, kus otsitav funktsioon on iihe

muutuja funktsioon.
4 J

Ulesanne 16.1. (B) Olgu mingis levialas kiitilikute arv hetkel ¢ aastat mérgitud funktsiooniga
R = R(t). Uhendage vastav diferentsiaalvorrand vastava kirjeldusega (igale olukorrale vastab ainult

iiks diferentsiaalvorrand).

(a) Kiiilikute arv on konstantne (a) R=0
(b) Igal aastal siinnib 10 uut kiiilikut (b) dR/dt=10R
(c) Keskmiselt toodab iga kiitilik 10 uut kiiii- (c) dR/dt=10

likut aastas
(d) dR/dt=0

(d) Igal aastal toodab iga kiiilik 10 kiitilikut
juurde, kuid 100 saab surma

(e) dR/dt=10R-100

(e) Levialas kiiiilikuid ei ole

16.2 Diferentsiaalvorrandi lahend

Definitsioon 16. 3]

Hariliku diferentsiaalvorrandi lahendiks intervallis (a,b) nimetatakse selles vahemikus mddratud

funktsiooni, mis on selles intervallis diferentseeruv ning mille asetamine vorrandisse otsitava funktsiooni

asemele muudab vorrandi samasuseks soltumatu muutuja suhtes selles intervallis.

Ulesanne 16.2. Millised funktsioonid on diferentsiaalvorrandi 4/ = 2z lahendid?
(a) y=a2 (b) y=a?+1 (c) y=22-05 (d) y=(5z)*
Ulesanne 16.3. Millised funktsioonid on diferentsiaalvérrandi y” — 3y’ + 2y = 0 lahendid?
(a) y=e" (d) y=4e (8) y=e*-3
(b) y=e* (e) y=-T7e (h) y=e"+e*

(c) y=er (f) y=e* (i) y=2¢"-e*



PEATUKK 16. DIFERENTSIAALVORRANDID

Ulesanne 16.4. Niidake, et antud diferentsiaalvorrandi lahend on vastav funktsioon. Siin
C,C1,C9,C3 on suvalised reaalarvud.

_ _ 1 d 1
(a) 2%y +(1-20)y=a?, y = (Ca)’es +2” (f) Yy ycosr = —sin2x, y = sinz — 1 +
dr 2
3 Ce—smz
(b) ¥ =z +sinz, y= %—sinx+01x+02
(g) (V) -y -xy +y=0, y=Cax+C-C?

2
T
(C) y”—y’zx, y=C1€z+CQ—$—? (h) ylll+§yll:0’ y=01x+@+03
x T
(d) y'tanz—-y=1, y=Csinzx-1 Q) = [1_(d_y)2] ) (xz— 2—a2)d—y -
/ Yy Cz+1 Y dx Y dz’ Y
(e) ay'=yln~, y=uze op2_ 0°C
1+C

16.3 Eraldatud ja eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandid

,{Deﬁnitsioon 16.4 } N\

Eraldatud muutujatega diferentsiaalvorrandiks nimetatakse vorrandit

f(z)dz + g(y)dy = 0.

Eraldatud muutujatega diferentsiaalvorrandi lahendamiseks tuleb leida méadramata integraalid ja la-
hendid saadakse (iildjuhul ilmutamata kujul) vordusega

[ r@idz+ [ gty -c

millest médratakse funktsioonid y = y(x) voi z = z(y).

Ulesanne 16.5. Leidke antud eraldatud muutujatega diferentsiaalvorrandite tildlahendid. Joo-
nistage moned integraaljooned.

(a) dy=2dzx (c) dy= dx (e) ¢ =2t
x
(b) dy = coszdx (d) dy=c*da ) gy —z=5
,{Deﬁnitsioon 16.5] N

Eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandiks nimetatakse vorrandit

f1(x)g1(y)dx + f2(x)ga(y)dy = 0.

Eralduvate muutujatega vorrandi lahendamiseks teisendatakse see eraldatud muutujatega vor-

fi(x) g2(y) _
fg(x)dx + () dy = 0.

Eraldi tuleb analiiiisida punktihulki, kus fo(2) =0 voi g1 (y) = 0. Need voivad anda lisalahendeid.

randiks
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16.4. Rakenduslikud tilesanded

Ulesanne 16.6. Leidke eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandite iildlahendid.
(a) zy =z+1 (e) z(yy' -x+1)=-1 (i) z(z+1)y +y=1y>
(b) o = (f) (z+1)dy+(2-y)dz=0 G) (1+z?)dy—/1-y2dx =0

(8) y(z-1)y -1/(y+1)=0 (k) VI-22dy—/1-y2dx=0

< | =

(c) ¥=2y

r_ (h) zy’=y(y-1) ) (2-2t2) 2?20
(d) zy' =y+1 @) ( )dt
,{Deﬁnitsioon 16.6’] N
Ulesannet, milles otsitakse vorrandi y' = f(x,y) sellist lahendit y = y(x), mis rahuldab algtingimust
y(x0) = yo, nimetatakse Cauchy tlesandeks véi ka algtingimusega iilesandeks.

4 J
g D
Esimest jarku diferentsiaalvorrandi y’ = f(x,y) erilahendiks nimetatakse mistahes funktsiooni y =
y(x, Cy, mis saadakse iildlahendist y = y(x,C'), kui anda selles parameetrile C' konkreetne viértus Cp.

Selleks asendatakse algtingimus iildlahendisse.
\ J

Ulesanne 16.7. Leidke algtingimusega tilesande lahend.
(a) y(z® -1y =2y’ +z, y(2) = -1 (d) yady+(z°-1)dx =0, y(1)=0
dy _ d
(b) 22 =", y(0) =0 () 2 =(+y”)/(1+a?), y(0)=1

(c) vy +22=1, y(2)=-1

16.4 Rakenduslikud iilesanded

Ulesanne 16.8. (Maj) Pangaarvel olev raha teenib intresse. Eeldades, et raha hulga R kasvamise
kiirus on vordeline raha hulgaga pangaarvel antud ajamomendil ¢, viljendage see seos diferentsiaal-
vorrandi abil. Leidke selle diferentsiaalvorrandi iildlahend.

Ulesanne 16.9. (B) Olgu y(t) teatud bakterite arv ajamomendil ¢. Malthuse (inglise majan-
dusteadlane 1766-1834) seadus {itleb, et liigi arvukuse muutumise kiirus y’(¢) on vordeline isendite
arvuga:

dy
=k
il

kus k on vordetegur. Soltuvalt keskkonnast, néiteks toiduainete kéttesaadavusest, on k positiivne
(keskkond soodustab paljunemist). Kui néiteks toitu on vihe, siis & on negatiivne. Leidke bakterite
arvu y(t) tildavaldis, kui ajahetkel ¢ = 0 on meil u. 107 bakterit.

Ulesanne 16.10. (B) Katseklaasis oli esialgselt Ny bakterit. Uhe tunni pirast (¢ = 1) oli bakterite
hulk %NO. Eeldades, et bakterite kasvamise kiirus on vordeline bakterite arvuga antud ajahetkel,
leidke, kui kaua votab aega, et bakterite arv kolmekordistuks.

Ulesanne 16.11. (K) Esimest jirku reaktsiooni integraalne kiirusevorrand. Vesinikperoksiidi
lagunemine 1
HQOQ — HQO + 502

on esimest jarku reaktsioon, st vastav kineetiline vorrand on kujul

H |
lagunemise kiirus = —% = k[H205] o

. )

l-min
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kus [H2032] = [H202]: on aine molaarne kontsentratsioon ajahetkel ¢ ning k on kiiruskonstant. Olgu
k=0,51 min~? ja aine algkontsentratsioon [ HoOz2]o = 10 mol - 171, Leidke HyO5 kontsentratsioon aja
t funktsioonina ja poolestusaeg t;/, (aeg, mille jooksul kontsentratsioon viiheneb pooleni esialgsest).

Ulesanne 16.12. (F') Hubble’i seaduse kohaselt paisub universum kiirusega

da _ /87TG’O-a
dt 3c? ’

kus a on kaugus kahe vaadeldava objekti vahel ja p on universumi energiatihedus. Kasutades erinevaid

stsenaariume, lahendage vorrand ning analiiisige lahendi kditumist.

(a) Eeldades, et universum koosneb enamasti ainest, siis p = a—’%
(b) Kui universum koosneb enamasti kiirgusest, siis p = f—4.

(c¢) Kui universum koosneb enamasti tumedast energiast (Einstein), siis p = Coonst.

Ulesanne 16.13. (M) Sotsioloogid kasutavad informatsiooni levimise kohta populatsiooni sees
valjendit "sotsiaalne difusioon". Informatsioon ise voib olla kuulujutt, parimus voi uudis uuest tehni-
lisest leiutisest. Olgu piisavalt suure populatsioonis informatsiooni kuulnud inimeste arv z (hetkel ?).
Uudise levimise kiirus on vordeline uudist kuulnud inimeste arvuga korda uudist veel mitte kuulnud
inimeste arvuga:

d

d—f =kx(N -x),

kus N on inimeste arv populatsioonis. Olgu ¢ paevade arv, k = 1/250 ja kaks inimest on kuulnud
kuulujuttu ajahetkel £ = 0 ning N = 1000. Leidke x ajast t soltuva funktsioonina. Mis hetkeks on

mudeli jargi pool elanikkonnast seda kuulujuttu kuulnud?

Ulesanne 16.14. (K) Leidke n-ndat jarku keemilise reaktsiooni toimumisel iihe ldhteainega antud
algtingimusel saadava diferentsiaalvorrandi erilahend.

Ccll_f =-kz", x(0)=a, n>1.
Ulesanne 16.15. (K) Leidke kolmandat jirku keemilise reaktsiooni 4 + 2B toimumisel saadava
diferentsiaalvorrandi erilahend. d

d—‘: = k(a-z)(b-22)2,

kus a ja b on vastavalt lahteainete A ja B algkogused. Algtingimuseks on z(0) = 0.

Ulesanne 16.16. (B) Kahe liigi kooslus (kiskjad ja saakloomad). Olgu z(t) jéneste ja y(t)
huntide arv ajamomendil . Modelleerime nende kahe populatsiooni kooseksisteerimise lihtsustatud
kujul, kus janesed on huntide ainsaks toiduks ja neil pole teisi looduslikke vaenlasi, jéneste toidulaual
ei ole piiranguid, kuna hundid ei lase neil liialt paljuneda. Janeste ja huntide kooseksisteerimist saab

kirjeldada diferentsiaalvorrandiga
@ by +biry

dx azr—-aixy’

kus a,a1,b,b; on mingid positiivsed konstandid. Leidke diferentsiaalvorrandi iildlahend.
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Praktikum 17

Lineaarsed diferentsiaalvorrandid

17.1 Esimest jarku lineaarsed diferentsiaalvorrandid

,{Deﬁnitsioon 17.1 ]

~\
Esimest jarku lineaarseks diferentsiaalvorrandiks nimetatakse vorrandit
po(2)y' () + p1(z)y(z) = f(2),
kus po,p1 ja f on antud funktsioonid ning lahend y = y(x) on otsitav.
4 J
e )
Kui po(x) # 0 iga x € (a,b) korral, siis saab esimest jarku lineaarse vorrandi esitada kujul
y'(2) + p()y(z) = f(2), (17.1)
kus p ja f on antud funktsioonid ning lahend y on otsitav.
\ J
Ulesanne 17.1. Millised on esimest jarku lineaarsed diferentsiaalvorrandid?
(a) y=2(y' —xcosx) (c) ¥y =32%+1 (e) ylnxy +y? =2y
(b) y = _x2a:_yy2 (d) o -sinz = zy? (f) v -zy = %
17.2 Esimest jarku lineaarse diferentsiaalvorrandi lahendamine
r D

Konstandi varieerimise meetod (Lagrange’i meetod).

1. Lahendame lineaarsele vorrandile (17.1) vastav homogeense vorrandi y'(z) + p(z)y(z) = 0. Vastava
homogeese vorrandi lahend on
yp = Ce~ /P4 O eR.

Vérrandi (17.1) lahenditeks on on
Y=Yn+Yx,

kus y. on vorrandi iiks konkreetne lahend.
2. Konkreetse lahendi y, leiame kujul

yo = Cla)e™/ P,

kus C(z) on otsitav funktsioon. Asetame y. ja y, vorrandisse (17.1) ja leime C(x).

Ulesanne 17.2. Leidke antud lineaarse diferentsiaalvorrandi iildlahend (erilahend).

(a) y’—S%:x (c) y,+1—22xy:1 (e) (1+a7)y =2y
T
dy .
(b) @_3/:332 (d) o' —ycosx = z2esn® (f) 2y +2%2-y=0
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(&) v-y=2-1 (k) '_A:($+1)3 (o) y'cosz+ysinz =1
Y z+1
x,,/ x _ !/ _ T _ —
(h) ze®y' +ye’ =1 1) o +y=-z (p) zy'+y-e"=0,y(a)=b
. y+1 / _ _
(0) y'== (m) oy +ay=-1 (@) e+ g =m (1) =0
() v +2y=4da () (z+1)y -2y=(z+1)*

17.3 Rakenduslikud itlesanded

Ulesanne 17.3. (F) Newtoni jahtumisseadus. Esimene seadus kehade jahtumise kohta kon-
vektsiooni teel avaldati Isaac Newtoni poolt 28. mail 1701, mis lihtsustatult kolas “keha soojushulga
muutumise kiirus keha pinnaiihiku kohta on vordeline keha pinna ja imbritseva keskkonna tempe-
ratuuride vahega.”

Matemaatiliselt kirjeldatuna tdhendab see jargmist. Olgu vaatluse all keha, mille temperatuur
on T'. Keha timbritseva keskkonna temperatuur olgu Ty. Aega tédhistame nagu ikka t-ga. Sel juhul

dr
= oK(T-T

kus k on mingi konstant. Hetkel, kui kook ahjust voeti oli tema temperatuur 150°C. Kolm minutit
hiljem oli koogi temperatuur 93°C. Kui kaua votab aega koogi jahtumine toatemperatuurini 21°C?

Ulesanne 17.4. (F) Kraadiklaas viiakse soojast 20°C toast due, kus temperatuur on 5°C. Uhe
minuti pdrast néitab kraadiklaas 12°C. Kasutades Newtoni jahtumisseadust, vastake jargmistele

kiisimustele:

(a) Palju néitab kraadiklaas kaks minutit parast oueviimist?

(b) Millal néitab kraadiklaas 6°C?

Ulesanne 17.5. (F) Leidke voolutugevuse I = I(t) avaldis jérjestikuses vooluahelas, millesse on
lilitatud vooluallikas elektromotoorse jouga E(t), takistus R ja induktsioonipool induktiivsusega L.
Ajamomendil ¢ on pingelangus takistusel RI(t) ja induktsioonipoolil LI'(t), me eeldame, et vooluahel
suleti ajamomendil ¢ = 0. Kasutades Kirchhoffi seadust saame

LI'(t) + RI(t) = E(1).

Lahendage vorrand vahelduvvoolu allika korral, mille elektromotoorne joud E(t) avaldub kujul

asin(wt).

Ulesanne 17.6. (K) Esimest jarku keemiliste reaktsioonide protsess on kirjeldatav jargmise
skeemiga:
Atplolp

ja modelleeritakse jargmiste vorranditega

dz

dla-x
Q:—kl(a—x), —kal(a—SU)—kzy, —tzk:gy—k‘gz.

d
dt dt d

Leidke aine C' kontsentratsioon soltuvalt ajast t.

Aine A kontsentratsioon alghetkel £ = 0 on a ja ajahetkel ¢ on a — z. Aine B tekib ainest A
keemilise reaktsiooni kdigus ja tema kontsentratsioon alghetkel on 0 ja ajahetkel ¢ on y. Aine C tekib
ainest B keemilise reaktsiooni kidigus ja tema kontsentratsioon alghetkel on 0 ja ajahetkel ¢ on z.
Alustada tuleks esimese vorrandi lahendamisest, saadud lahend asendada teise vorrandisse, seejarel
lahendada teine vorrand ja saadud lahend asendada kolmandasse.
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Praktikum 18

Maatriksid

18.1 Maatriksid

,{Deﬁnitsioon 18.1 }

Maatriksiks nimetatakse timarsulgude vahele paigutatud m reast ja n veerust koosnevat ristkiilikukugju-
list arvude tabelit

~N

air a2 Ain
a21 a2 e agn
)
Am1 Am2 e Amn,
kus arve a;; nimetatakse maatriksi elementideks, i = 1,...,m ja j = 1,...,n. Sellisel juhul ridgitakse

m x n maatriksist.
- Y,

Ulesanne 18.1. Leidke maatriksi ridade arv m ja veergude arv n. Téahistage lithidalt maatriks
tema iildelemendi kaudu.

16 1 0 (i I=(-3 45 6)
(a) A= 3 5 (e) E= 10
4 7 0 1 . 1 0
1 2 3 (f) F-= 321
(b) B:( ) (o0 0 0
-1 25 5 7 8 &) O=| 4 o o
oo e 4 3 21
_( 10 (g) G=| b1 by - b3
(c) C_(O 2) o ey o cng 1) P(l 2 3 4
5 7 8 9

3

(d) D=(5

(2RI

) (h) H= 2 (m) 9:(8 8)

18.2 Tehted maatriksitega

,{Deﬁnitsioon 18. 2}

Maatrikseid A ja B nimetatakse vordseteks, kui neil on vordne ridade arv, vordne veergude arv ja koik

~N

vastavatel kohtadel olevad elemendid on vordsed, s.t

A=B, kuia;; =b;jigai=1,...,m jaj=1,...,n korral.

Maatriksi A = (a;5),(i=1,...,m,j=1,...,n) transponeeritud maatriksiks nimetatakse maatriksit
AT mis saadakse maatriksi A ridade ja veergude dravahetamisel, s.t

AT = (aji), kusi=1,...,mjaj=1...,n.

4 J

Ulesanne 18.2. Leidke iilesandes 18.1: 1) vordsed maatriksid, 2) antud maatriksite transponee-
ritud maatriksid.

Ulesanne 18.3. Olgu antud maatriksid

1 3 a 1 2 -2
A= 2 b -1 ja B=|3 6 4
-2 ¢ 3 0 -1 3

Leidke a, b ja ¢ védrtused nii, et kehtiks vordus A = BT.
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,{Deﬁnitsioon 18. 3}

Kui maatriksid A ja B on moélemad m x n maatriksid, siis maatriksite A ja B summaks (vaheks)

~N

nimetatakse m x n maatriksit C, mille elementideks on vastavate elementide summad (vahed), s.t
C=AxB, C=(cj), cij=ai £b;j, kusi=1,....mjaj=1,...,n.

Maatriksi A korrutiseks skalaariga ehk arvuga \ nimetatakse maatriksit NA = B, mille elemendid
saadakse maatriksi A koigi elementide korrutamisel arvuga A, s.t NA = B = (bs;), kui b;j = Xayj, i =

1,...omjaj=1,...,n.
\ J

Ulesanne 18.4. Millised alljargnevatest tehetest on sooritatavad iilesandes 18.1 antud maatriksite
korral? Teostage lubatud tehted.

(a) 2A4-34 (d) -H +2I" (g) AT-B (G) F-FE
(b) 3B +2BT (e) A+B (h) BT+ A (k) C+D
(c) 4ET (f) C+3E"T (i) E+G (1) pT-c

18.3 Maatriksite korrutamine

,{Deﬁnitsioon 18.4]
Kui maatriksi A veergude arv n vordub maatriksi B ridade arvuga, siis maatriksite A ja B korruti-
seks AB nimetatakse maatriksit C', mille i-nda rea ja j-nda veeru elemendi c;; saamiseks korrutatakse

maatriksi A i-nda rea elemendid maatriksi B j-nda veeru vastavate elementidega ning saadud korrutised
liidetakse, s.t

~N

n
C= AB, Cij = Z aikbkj = Cl,ilblj + aigbgj +...+ ainbnj,
k=1

kusi=1,....,m,j=1,...,p, A on m xn maatriks, B on n x p maatriks, siis C' on m x p maatriks.
. J

Ulesanne 18.5. Millised alljirgnevatest korrutistest on defineeritud tilesandes 18.1 antud maat-
riksite korral? Leidke defineeritud korrutised ning esitage vastavad korrutamise valemid.

(a) AB (c) ATB (e) DC (g) FE (i) BTC (k) O'B

(b) BA (d) C¢D (f) EF (h) FTE (G) p*'B (1) AT0

Ulesanne 18.6. Leidke maatriksite korrutised.

@ L2 10 1 -1
Y s a)l 123 @ (-1 2 -3)| 2
-3
10 1)\{-1 Lo 1
(b) [ 2 0 3 2 (e) (-1 2 -3)l20 3
310 3 51 0
T T
1 -1 2 o0 2 1 0 0 -1
(C)(5432)(0 31_2) ® |7 2 31 2
0 2 -1 1 -3
Ulesanne 18.7. Olgu antud maatriksid
1 2 3 1 -1 -1
A=[o0o 1 1 ja B=lo0 1 1
00 -1 0 0 1
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18.4. Maatrikstehete omadused

Leidke
(a) AB (b) BA (c) B%- A2 (d) (B-A)?

Ulesanne 18.8. Olgu antud maatriksid

2 -3 -5 1 -2 -6 2 2
A=l -1 4 5 |, B=|-3 2 9 |, C= 1 2
1 -3 -4 2 0 -3 2 21
Niidake, et kehtivad jargmised vordused.
(a) A2=A (b) B3=B (c) C?-4C-5E=0
Ulesanne 18.9. Kasutades maatrikseid
0 2 3 1 6 3
néidake, et vordusest AB = AC' ei jareldu maatriksite B ja C' vordsus.
18.4 Maatrikstehete omadused
a Y a Y
Olgu maatriksid A, B, C ja nullmaatriks O koik Maatriksite korrutamise omadused. Olgu
samade mootmetega maatriksid ning A e R. maatriksid A, B, C ja nullmaatriks O selliste
Sel juhul maatrikstehete jaoks kehtivad jarg- mootmetega, et allpool toodud iga iiksik tehe
mised omadused: on teostatav ning olgu A € R. Siis kehtivad jarg-

mised omadused:
A+(B+C)=(A+B)+C

(A+B)C=AC<+BC

A+B=B+A
AMA+B)=)A+)\B (AB)C = A(BC)
A+0O=A AMAB) = (MA)B = A(AB)
Sel juhul transponeeritud maatriksite (AB)" =BTA"
jaoks kehtivad jargmised omadused: AO=0,0A=0
(AT)T - A \ J

(A+B)T = AT + BT
(AA)T = AT

\ 7

Ulesanne 18.10. Millised alljargnevatest tehetest on sooritatavad {ilesandes 18.1 antud maat-
riksite korral? Teostage lubatud tehted.

(a) 3EBTD-24 (h) 2CBEH + DBH
(b) AEB+4FET (i) ATFIT - ATEH
(c) CAT -DAT () IFTH+HTE?H
(d) ATESA-LiBE'BT + D? k) GDIT-(9H)"H
(e) CBA-CDA (1) AB+FITHT

(f) 2BEAC - BE2AC (m) FITHT -ETHHT
(g) 3HT'EAC-L1HTAC (n) 6B-ATO
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(o) 0(CA+ AD) (p) 0(DB+10CAT)
Ulesanne 18.11. Kontrollige jargnevate vorduste kehtivust iilesandes 18.1 antud maatriksite
korral.

(a) ¢(pHT = (DT C (g) 2D)'-D=2D"-D (m) (C¢D)T=CTDT

b) (CT)YTD=D(CHTC h) 3BT - A=(3B-AT)T

(b) (CT) (c7) (h) ( ) () (CDYT - DTCT

(c) CT+DT=(C+D)T (i) (BA)T = ATBT

(d) (¢T+D)T=DT+C (j) ABA=BTATBT (o) 24(D-C)"

= A(2D)T - 24CT
(e) (DT-cHYT=D-C (k) (C+D)AT =CAT+DAT
(f) (AT-B)I'=A-BT (1) BY(D-0)=B"D-BTC (p) 2nNTHT =2HTIT

18.5 Rakenduslikud tilesanded

Ulesanne 18.12. Maatriksite kasutamine andmete hoidmiseks. Ravimifirma hoiab laos C-vitamiini
jargmistes kogustes: 25 kasti 100 mg pudelites, 10 kasti 250 mg pudelites ja 32 kasti 500 mg pudelites.
Lisaks Bs-vitamiini kogustes: 30 kasti 100 mg pudelites, 18 kasti 250 mg pudelites ja 40 kasti 500
mg pudelites. Neid koguseid kirjeldatakse maatriksiga A. Uhe vastava kasti miiiigihinda hoitakse
maatriksis C. Laost viiaks vilja kaks korda sama kogust kaste B. Leidke maatriks, mis kirjeldab
allesjasinud vitamiinide kogust. Millist infot annab maatriks BCT?

25 10 32 10 5 6 1 2 4
A'(30 18 40)’ B'(12 4 8)’ C"(2 5 9)‘

Ulesanne 18.13. (B) Olgu ajahetkel ¢ maatriksi
T
Ny=( Niy Noy Ny )

igas reas toodud iihe 6kosiisteemi kolme liigi isendite arv vastavalt Ni¢, Nog, N3;.

Teisendusmaatriks
1+ % 0 0
t
P = O 1 %t
0 0 1-+

seob liigi isendite arvu ajahetkel ¢ ja t+1 valemiga N;,1 = P-N;. Teostage viimane tehe ja analiiiisige
kolme liigi isendite arvukuse moju iiksteise suhtes. Millise struktuuriga peaks olema maatriks P, et
isendite arv oleks iiksteisest soltumatu?

Ulesanne 18.14. (F') Satelliidi teekonda imber Maa vo6ib tasandil kujutada vorrandiga

(« y)(2'176 2fgll)(jj)=(7.76-107),

kus iihikuteks on miilid. Millist joont on kujutatud?

Ulesanne 18.15. (I'T) Roboti liikumise programmeerimiseks kasutatakse korrutist

cos60° —sin60° 0 2
sin60°  cos60° O 4 1.
0 0 1 0

Teostage toodud korrutamine ning kujutage graafikul algset vektorit ( 2 40 ) ning lopptulemust.
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Praktikum 19

Determinandid

19.1 Determinandi arvutamine

,{Deﬁnitsioon 19.1 ]

Esimest jarku ruutmaatriksi A = (a11) determinant on |A] = a1.

Kérgemat jirku ruutmaatriksi A = (a;;) determinandiks nimetatakse summat
n . .
|A|: Z(—l)”yaiij 2'6{1,2,...,71}7 nx2,
j=1

kus M;; on elemendile a;j vastav miinor ehk (n —1)-jirku determinant.

Antud valemi kasutamist determinandi arvutamisel nimetatakse maatriksi A determinandi arenda-
miseks i-nda rea jdargi.

Determinandi vadrtus ei muutu, kui maatriksi A determinanti arendada mingi j-nda veeru jargi. Td-

histatakse ka detA, det(a;;) voi Da.
\ J

Kolmandat jarku ruutmaatriksi determinandiks nimetatakse avaldist

a1l a2 ais
a21 Q22 Q23 |=@11022033 +A13021032 + 412023031 — Q13022031 — 411023032 — G12021033.
az1 asz ass

Definitsioon 1 9.2]

Ruutmaatriksi A elemendile a;; vastavaks miinoriks nimetatakse determinanti M;;, mis saadakse,

~N

kui maatriksi A determinandis jatta vilja elementi a;; libiv rida ja veerg.

Definitsioon 19. 3}

Elemends a;; alamdeterminandiks A;; nimetatakse sellele elemendile vastava miinori M;; korrutist
teguriga (=1)"7, s.t

~N

Agj = (-1)™ M.

Ulesanne 19.1. Kirjutage vélja: 1) maatriksi A teise rea elementidele vastavad miinorid ja alam-
determinandid, 2) maatriksi B esimese veeru elementidele vastavad miinorid ja alamdeterminandid.
Arvutage iga maatriksi determinant.

2 -1 2 2 3 0 0 0 3
(a)A=(5 3) (c) C=| -1 1 3 P U B
2 0 -1 (€@ H=1 4 ¢ 1 9
2 1 3 5 0 2 0
(b) B=| 5 3 2 @ G —;1 i -1
b 1 10 1 (F) J=(-5)



PEATUKK 19. DETERMINANDID

19.2 Determinantide omadused

A Omadus 19.1 N

1. Maatriksi transponeerimine (ridade ja veergude vahetamine) ei muuda maatriksi determinandi
vddrtust: |A| = |AT|.

2. Kahe rea (véi veeru) vahetamisel muutub determinandi mark vastupidiseks.
3. Kahe vordse véi vordelise rea (voi veeru) korral on determinandi véidrtus null.

4. Kui determinandi mingi rea (voi veeru) koik elemendid on nullid, siis determinandi vddrtus vordub
nulliga.

5. Mingi rea (voi veeru) koigi elementide korrutamisel arvuga k, korrutub determinandi vddrtus
arvuga k.

6. Kui determinandi mingis reas (voi veerus) olevad elemendid kujutavad endast kahe liidetava sum-
masid, siis see determinant vordub kahe sama jarku determinandi summaga, millest esimeses on
vastavas reas (veerus) esimesed liidetavad, teises teised liidetavad, koik dlejainud read (veerud)
on aga samasugused nagu lihtedeterminandis.

7. Determinandi vddrtus ei muutu, kui mingile reale (véi veerule) liita mistahes arvuga korrutatud
teine rida (voi veerg).

8. Sama jarku ruutmaatriksite korrutise determinant on vordne tegurite determinantide korrutisega,
s.t |AB| = |A||B|.
4 J

Ulesanne 19.2. Kasutades determinantide omadusi, selgitage, kas vordus kehtib.

2 2 2 2 2 3 2 3 5
(a) |2 2 2(=0 (c) |4 4 6]=0 (e) |3 0 0]=-2
2 2 2 55 5 50 0
12 3 45 6 2 3 4 2 4 4
(b) |4 5 6|=[1 2 3 (d [4 2 3|=]|3 2 3 () 10—3:2“5—2
1 3 4 13 4 4 3 2 4 3 2 4 2 -3 1

Ulesanne 19.3. Kasutades determinantide omadusi, arvutage jargmised determinandid.

4 -5 8 3 -2 4 2 -12 -24 -24 15
(a) 0 3 -8 5 -1 2 -1 12 32 32 -35
0 0 -5 M) 1y 5 4 o © 1 5 15 15 18
0 3 -6 0 44 0 0 -26
. 2 -3 1
Ulesanne 19.4. Kasutades determinantide omadusi ja teadmist, et | -4 1 3 | =40, arvutage
1 -3 -2
jargmised determinandid.
2 1 -3 2 -3 1 2 -4 1
(@) | -4 3 1 ®) | -4 1 3 () | -3 1 -3
1 -2 -3 2 -6 -4 1 3 -2
Ulesanne 19.5. Olgu antud maatriksid
c -29 -2h -2

ja B=la+d b+e c+f].

BN

I
Q@ a8
> o o

~

a b c

.

Leidke |B|, kui |A| = -3.
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19.3 Determinantide arendamine

Ulesanne 19.6.
kolmanda veeru jirgi, 3) arendades vabalt valitud rea voi veeru jérgi, mis on eelnevalt teisendatud

19.3. Determinantide arendamine

Leidke determinantide véddrtused: 1) arendades teise rea jargi, 2) arendades

nii, et selles reas voi veerus oleks vaid iiks nullist erinev element.

4 4
4 0
0 4

0
4
4

(b)

0

w O O

0 0
-1 0 0
01 2
0 2 0

Ulesanne 19.7. Arvutage determinant kasutades arendamist rea voi veeru jérgi.

()

(b)

(c)

(d)

N R
- o O =

S N O Ot
|
—_

3 -3
-3 2
2 -5
-4 3

-3
)
5]
4

= Ot N W

N O O W
T DN 00 &~

W o = W

-2
4
8
)

Ulesanne 19.8.

(a)

(b)

(d)

73

1 2
3 0

—_
S = = O

O = W N
W NN =

-999
9999

4

1
2

e =]
L

S = O

-5 8
4
-7 5
5

-6

-6

-5

Arvutage determinandi viartus.

-9999

(e)

(f)

(g)

(e)

()

(8)

(h)

sint cost 1

—cost sint 0

et 0 0
1 1 11
1 2 1 2
1 1 2 3
1 1 1 4

21 3 4 2

6 21 4 1

6 3 9 12 6

21 3 4 1

1 4 2 1 1

2 -5 4 3
3 -4 7 5
© 1y 9 s 5
-3 2 -5 3
3 -5 2 -4
-3 4 -5 3
-5 7 -7 5
8 -8 5 -6
1 2 -1 -0,002
-3 8 0 -0,004
2 2 -4 —-0,003
3000 8000 -1000 -6
128 256 384 512
1/4 3/8 1/8 1/4
1/64 1/64 1/64 -1/64
2 0 -4 -12
1 10 100 1000 10000 100000
0,1 2 30 400 5000 60000
0 01 3 60 1000 15000
0O 0 01 4 100 2000
0 0 0 01 5 150
0 0 0 0 0,1 6
1 2345
2 345 6
(h) I3 4 5 6 7
4 5 6 7 8
5 6 7 8 9
0 0 1 3
Q) 0 0 2 4
1
1 1 V5 VT
1 -1 V6 V8
2 +1 1 1
G| 1 22+1 1
1 1 3 +1
etsint etcost 0
(k) |-etcost etsint 1
et 0 1
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PEATUKK 19. DETERMINANDID

15 0,2 0,1 4 1001 1002 1003 1004
M |7 or ™ - (m) 1002 1003 1001 1002
3 V12 V3 V2 1001 1001 1001 999
V2 2 1 V2 1001 1000 998 999

19.4 Rakenduslikud iilesanded

Ulesanne 19.9. Leidke jargmiste koordinaatidega antud kolmnurkade pindalad S, kui

1 W%
S=x—|22
xz ys 1
(a) A(-1,4), B(3,1), C(2,6) (c) A(1,0), B(2,2), C(4,3)

(b) A(-2,2), B(1,5), €(6,-1) (d) A(3,6), B(10,1), C(-2,-3)

Ulesanne 19.10. Leidke jargmistele vektoritele ehitatud rodptahukate ruumalad V', kui

1 Y1z
V=zx|22 y2 2
T3 Ys =3
(a) a=1(4,0,0), b= (5,2,2), ¢=1(2,6,0) (c) a=(1,2,3), b= (0,4,5), ¢=(6,0,7)

(b) @=(2,0,0), b=(0,4,0), ¢=(0,0,3)

Ulesanne 19.11. (B) Olgu meil mingis liigis neli erinevat vanuseklassi. Kui likk on joudnud
stabiilsesse seisu, siis tema arvukus erinevates vanuseklassides ei tohiks enam oluliselt muutuda.
Vastavas teoorias tuleb lahendada naiteks vorrand

12
|IP-\E|=0, P=

O ON= =
Ol O W
W O O
oS O O

kus teisendusmaatriks P kirjeldab nelja erineva vanuseklassi arengut pikemal ajaperioodil (ellujaa-
mistoendosuste ja jareltulijate kohta), E on tihikmaatriks ja positiivne reaalne A on stabiilse liigi
jaoks vajalik juurdekasvu kiirus (isendit ajatihikus). Kui see juurdekasvu kiirus ei vordu arvuga A,
siis liik ei ole stabiilse arvukusega erinevate vanuseklasside suhtes. Leidke A vaéartus. Leitud A korral

. ~ T .. ..
lahendage maatriksvorrand (P—-\E)x = 0, kus lahend = = ( T1 To X3 T4 ) naitab stabiilse oleku
4
jaoks iga vastava vanuseklassi proportsioone kogu liigi populatsiooni N = Z x; suhtes.
i=1

Ulesanne 19.12. (K) Fiiisikalises keemias kasutatakse molekulaarorbitaalide energiatasemete
leidmiseks Hiickeli meetodit, kus tuleb leida jargmist tiilipi determinandid. Leidke need.

(a) a-E f z 1 0 a-E p 0 0
B a-FE () |1 =z 1 (©) B a-E p 0
0 1 =z 0 153 a-F 153

0 0 8 a-FE
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Praktikum 20

Poordmaatriks. Maatriksvorrandite lahendamine

20.1 Poordmaatriks

,{Deﬁnitsioon 20.1 ]

N\
Ruutmaatriksit E nimetatakse (n-jirku) dhikmaatriksiks, kui tema peadiagonaali elemendid vorduvad
tihega ja koik tlejidnud elemendid vorduvad nulliga.
1 0 0

1
PR 0 0
0 O 1

§ J

e )
Suvalise n-jarku ruutmaatriksi A korral kehtib AE = A, FA = A, kus E on n-jarku iithikmaatriks.

\ J

,{Deﬁnitsioon 20.2}

N\
Ruutmaatriksi A péérdmaatriksiks nimetatakse sellist maatriksit A™1, millega antud maatriksit A
korrutades saadakse iihikmaatriks E, s.t

AAT = E.
Maatriksi korrutamine poordmaatriksiga on kommutatiivne AA™ = AL A.
. J

Omadus 20.1

Olgu A ja B sama jarku ruutmaatriksid, millel leiduvad péordmaatriksid. Siis kehtib vordus

(AB)'=B'A"".

_i 411 ) poordmaatriks?
1 1 4 1 1 -4 1 -1 4

Ulesanne 20.2. Niidake ilma determinanti leidmata, et maatriksil ( 11 ) puudub p&érdmaat-

Ulesanne 20.1. Milline jirgmistest on maatriksi A = (

riks.

Ulesanne 20.3. Olgu A n-jarku ruutmaatriks ja F n-jarku ithikmaatriks. Millega vordub avaldis
(E+ A HAE+ A1

Ulesanne 20.4. Olgu A, B ja C poodratavad n-jarku ruutmaatriksid. Lihtsustage avaldis
(A'B)Y(ctA)y (B o)L

Ulesanne 20.5. Leidke regulaarse maatriksi A poordmaatriks, kui A2 —4A4+ E = O.



PEATUKK 20. POORDMAATRIKS. MAATRIKSVORRANDITE LAHENDAMINE

20.2 Poordmaatriksi leidmine

,{Deﬁnitsioon 20.3} N
Kui ruutmaatriks A = (a;;) on regulaarne, so kui |A| # 0, siis maatriksil A on olemas posrdmaatriks

A~Y mis on leitav valemiga

T
1 A11 - Aln
At 0 ,
Al App oo Ann
kus A;; = (=1)"9 M;; on maatriksi A determinandi |A| elemendile a;; vastav alamdeterminant.
\ J
,{Deﬁnitsioon 20.4} N\

Maatriksi ridade elementaarteisendusteks nimetatakse tleminekut maatriksilt uuele maatriksile

jargmiste reeglite abil:
1. Maatriksi kahe rea dravahetamine.
2. Maatriksi rea korrutamine nullist erineva arvuga.

3. Maatriksi reale mingt arvuga korrutatud ming: teise rea liitmine.

Kui maatriksil A leidub péérdmaatriks A~!, siis saab selle leida Gauss-Jordani meetodiga, teisendades
maatriksi A ridade elementaarteisenduste abil {ihikmaatriksiks E' ja iihikmaatriksi péordmaatriksiks
A—l

(A|E) > (E|A‘1).

Ulesanne 20.6. Millise k korral ei leidu antud maatriksil poordmaatriksit?

12 3 k1 2 E 11

(a) |14 5 6 (b) 10 2 O (¢) 10 & O

7T 8 k 3 4 k 1 1 k

Ulesanne 20.7. Leidke jargmiste maatriksite poordmaatriksid valemi abil.
1 1 1 1 5 1 2 1
0 1 2

0 1 1 1 0 1 1 1
(2) A= _22(1) (b) B=f 1 o 1 4 ©C=y 1 0
0 0 01 0 0 0 4

Ulesanne 20.8. Leidke poordmaatriks nii valemi abil kui ka elementaarteisenduste abil. Kont-

rollige saadud tulemust.

<a>B=($ _01) <b>02(§ ;1) (")F:(i 5)

0 1 2 2 4 0 12 3
(d H=| 3 0 1 (e) I=| 3 4 -2 (f) K=(0 4 5
-2 3 0 -11 2 10 6
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20.3. Maatriksvorrandite lahendamine

Ulesanne 20.9. Leidke péordmaatriksid.

0 1 1 1 1 -3 2 =2 1 -2 1 0
-1 0 1 1 -1 3 -4 1 1 -2 2 -3
@1 5 01 ®) [y 5 o o ©1 0 1 a1
-1 -1 -1 0 4 -1 1 -3 -2 3 -2 3
. a 0 0
Ulesanne 20.10. Leidkeseos | 0 b 0 | ja tema poordmaatriksi elementide vahel.
0 0 ¢

20.3 Maatriksvorrandite lahendamine

Olgu maatriksid A ja B on teada ning ruutmaatriks A on regulaarne. Maatriks X on tundmatu, mis
tuleb leida.
Maatriksvorrandi AX = B lahend on

X=A"B.

Maatriksvorrandi X A = B lahend on
X =BA™

N

Ulesanne 20.11. Lahendage vorrandisiisteemid maatrikskujul.
- y—- z-2u-3=0

dr + 2y + 62+ 3 =0
2x - -4 =
(@) { z-2y+32+ 1 =0 (b) m_zy_2f“_2_0
T - y+3z2+15=0 v Y ? “ -

2c + y+4z+ u-4=20

Ulesanne 20.12. Lahendage maatriksvorrandid.

2 1 1 -2 0 4 1 4 6
(a)(3 2)X‘ 0 3) e | 213 |x=|-3 7
2 4 9 8 22
1 2 -2 1 1 -1 0
b) X - 8 -
(b) (3 7) 10) @ x| a4 2 1|27 W
. 8§ 3 5
1 2 -3 1 -3 0 PP
() |3 2 4 |X=| 0 2 4 g X| 0o 3 0 |=(-2 2 3)
2 1 0 5 4 3 Ly o
1 4 1 08 5 10 -1 2 0
@ x[o2 1]=]-14 4 my | 2L b oy | 18
2 4 -1 -2 6 -2 L0 3 0 -2
2 -1 1 4 4

Ulesanne 20.13. Lahendage maatriksvorrandid.

@ ( E)X(i 2)(5 13)

2 -3 1 9 7 6 2 0 -2
M |4 -5 2|x]1 1 2]|=[18 12 9
5 -7 3 111 23 15 11
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PEATUKK 20. POORDMAATRIKS. MAATRIKSVORRANDITE LAHENDAMINE

1
(C) XR:PQ,kuiR: -2 7P:(0 2)’Q:(—i (;)
8

(d) KXL=M, kui K = L2y (Y5 ) w2 ©
4 -1 11 1 -1

20.4 Rakenduslikud iilesanded

Ulesanne 20.14. (F') Teatud elektriskeemis on Kirchoff’i seaduse pohjal voimalik voolutugevused
amprites leida vorrandiga

1 1 1 Ia 0
2 -5 0 Ip | = 6
0o 5 -1 Ic -3

Leidke voolutugevuste vektor, korrutades vorrandit (vasakult) vastava poordmaatriksiga.

Ulesanne 20.15. (IT) Teile saadeti kodeeritud sonum. On teada, et igale 32 tahega téhestiku
tahele on seatud vastavusse number nii, et tithik = 1, A=2, B=3, ..., Y=33 (vt. nt. https://goo.
gl/z0Xml14).

Lisaks on teada, et seda sonumit korrutati vasakult maatriksiga

1
A= 0
5

D =N
O = W

Dekodeerige jargmised sonumid.

33 87 52 89 108 97 26
(a) M=|26 54 21 69 84 8 5
67 229 177 180 220 149 111

142 66 90 21 91 112 50 39 &4
(b) M= 124 34 90 10 95 118 45 24 &9
240 200 109 66 95 116 81 101 84

120 65 28 87 42 66 111 54 38 78 27 60 74
c) M=| 137 33 18 69 30 53 118 49 26 44 18 61 44
(c)

83 198 70 173 96 131 112 83 92 219 65 71 200

86 100 59 89 29 34 20 27 96 32 44 84 101 82
(d) M=| 8 107 29 94 10 21 13 15 98 9 24 74 91 65
126 96 180 89 107 88 H1 76 112 126 125 140 160 160

Ulesanne 20.16. (K) Uue sulami tegemiseks segatakse kokku neli erinevat sulamit, mis
sisaldavad muuhulgas vaske (Cu), niklit (Ni), tsinki (Zn) ja rauda (Fe).

Esimene sulam sisaldab 80% Cu ja 20% Ni, teine sulam sisaldab 60% Cu, 20% Ni ja 20% Zn.
Kolmas sulam sisaldab 30% Cu, 60% Ni ja 10% Fe, neljas sulam sisaldab 20% Ni, 40% Zn ja 40%
Fe. Kui palju on igat sulamit vaja, et loppsulamis oleks 56 g vaske, 28 g niklit, 10 g tsinki ja 6 g
rauda? Koostage ning lahendage lineaarvorrandisiisteem maatrikskujul Ax = B.
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Praktikum 21

Maatriksi astak. Lineaarvorrandisusteemid

21.1 Maatriksi astak

Definitsioon 21. 1}

Valime maatriksis A suvaliselt k rida ja k veergu, kus k < m ja k < n. Moodustame nendes ridades

ja veergudes olevatest elementidest maatriksi, sdilitades ridade ja veergude jarjestuse. Selle maatriksi

determinanti nimetatakse maatriksi A k-jarku miinoriks.

Ulesanne 21.1. Millised alljéirgnevatest on (4 x 4)-maatriksi A = (asj) miinorid? Milline neist on
maatriksi A esimese rea ja teise veeru elemendile vastav miinor?

(@) | air auq | (b) | bus | () | au | (d) (ca)
ba3  bo1 b1 bi3 a3 a1
e a f h
() (e ) () b33 b31 (&) b31 b33 (B) ass asi
air ais a3y 34 u a a1 Q23 Q24
(i) asz;p as33 (.l) ( ) (k) 2 > (1) a31 assz G34
a4 Q44 ag3  as34
a41  a43 a41 Q43 Q44

,{Deﬁnitsioon 21.2]

Maatriksi A astakuks nimetatakse selle maatriksi nullist erinevate miinorite korgeimat jarku, seejuures

~N

nullmaatriksi astakuks loetakse arv 0. Tdhistatakse rank A voi r(A).
\ J

Maatriksi astaku leidmiseks kasutame ridade elementaarteisendusi eesmérgiga teisendada maatriksis
koik elemendid iihele poole peadiagonaali nullideks. Elementaarteisendusi kasutades maatriksi astak ei

muutu.
\ J

Ulesanne 21.2. Leidke maatriksi astak.

0 2 -4
1 -8 3 5 -1 2 17 -1 -4 5
a2 11 )2 1 4 21 (c) 3 1 7
4 7 -4 1 -3 -6 5 0 0 5 -10
2 3 0
21.2 Siisteemi iildlahend ja erilahend
r ")
Vaatleme lineaarvorrandisiisteemi kujul
a1xr1 +...+a1pnTy = bl,
(21.1)
Am1T1 + . o+ QT = b,
milles on m vorrandit ja n tundmatut xq,...,x,.
Lineaarvorrandisiisteem on esitatav maatrikskujul Ax = b.
\ J




PEATUKK 21. MAATRIKSI ASTAK. LINEAARVORRANDISUSTEEMID

A Teoreem 21.1 N\

Kronecker-Capelli teoreem. Lineaarvorrandisiisteem Ax = b on lahenduv (s.t omab vihemalt ihte

lahendit) siis ja ainult siis, kui stisteemi maatriksi A astak rank A vordub laiendatud maatriksi L = (A|b)

astakuga rank L. Teisiti deldes, stisteem Ax =b on lahenduv parajasti siis, kui rank A = rank L.
. J

a Y
Lineaarvorrandisiisteemil Az = b leidub lahend, kui kehtib rank A = rank L = r , kus L = (A[b).
Lahendite arv soltub tundmatute arvust n, astakust r ja vorrandite arvust m.

1. r =n korral on siisteemil tépselt iiks lahend
r =n =m korral on Crameri peajuht; r = n < m korral m —n vorrandit iileliigsed (vorrandeid
tundmatutest rohkem).
2. r <n korral on siisteemil 16pmata palju lahendeid, n — r vaba parameetrit (tundmatut)

r < m < n korral on astak viiksem vorrandite ja tundmatute arvust; » = m < n korral on

vorrandeid tundmatutest vahem.
\ J

Ulesanne 21.3. Lineaarvorrandisiisteemi Az = b laiendatud maatriks L = (A|b) on elemen-
taarteisendustega viidud allpool antud kujule. Kontrollige Kronecker-Capelli teoreemi pohjal, kas
siisteem on lahenduv. Lahenduvuse korral leidke siisteemi lahend.

1 0] 2 1 4| 3 1 2 35
@ |y 2|3 (e) 1 2] -1 (h) | 0 0 00
0 0l 0 00 00
2 -1]2
) | 1 0l 0 019 2|1
(©) 1 2|-1 0 1] 2 i)Jooo oo
0 0] O 000 0O
1 4 0 312 0 0 0 0 0
10 4)0 (g [0 o010 2|0
(d o1 3]0 00 1 24
00 0f-1
21.3 Gaussi elimineerimismeetod
a N

Gaussi elimineerimismeetod. 1. Vorrandisiisteem Az = b esitatakse laiendatud maatriksina (A|b).
2. Laiendatud maatriks (A|b) teisendatakse ridade elementaarteisenduste abil kolmnurksele kuju-
le, s.t maatriksi A peadiagonaalist allpool (vo6i iilalpool) olevad elemendid teisendatakse nullideks.
Viimasest vorrandist saab avaldada tundmatu z,,. Asendades selle eelviimasesse vorrandisse, saab aval-
dada x,_1 jne.

Kui ridade teisendamisega saadakse nullid molemale poole peadiagonaali, siis réddgitakse nn Gaussi

taielikust elimineerimismeetodist voi Gauss-Jordani elimineerimismeetodist.
\ J

Ulesanne 21.4. Kontrollige Kronecker-Capelli teoreemi pohjal, kas antud siisteem on lahenduv
voi mitte. Lahenduvuse korral leidke siisteemi lahend.

rT—- y+2z2+2v=20 T+ y-—-2z=-5
3r + 2y — =z =3 3r — y+ z=4
(a) _ (b) _
3y + v=-1 2r + 2y + 5z = 8
3z - 2v = -2 2 — 2y + 3z = 9
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21.3. Gaussi elimineerimismeetod

201 — To + X3 — x4 =1 r+z+2u-v=4
2r1 — x9 — 3y = 2 y+z+u+v=3
(c) _ (8) _
3z - x3+ x4 = -3 r-2y-z+u-3v=0
2x1 + 2x9 — 223 + bxy = —6 20 +y+32+2u—-v =95
r+2y+32=4
T1+ 2T9— x3— 3wy +4T5=2 (h) Sr+4y+2=13
201 — To+3x3+ 24— x5=4 3x+3y+22=10

(d)

T+ 43}24-2.%'3— 5x4+3m5:6

21 + 1529 + 625 — 1924 + 9z5 = 2 2z —@my+az—as=1

21’1—$2—3l’4=2

(1)

3r1—x3+x4=-3

201 + To + T3 + x4 =3 2x1 + 229 — 223 + 514 = -6
(e) 3r1 + 4x9 — X3 — x4 = 2 g

T1 + 30 — x3 + x4 =4 1 Ly €r5 =

52y — 3wy + 6as + 314 = 5 () 2x1 +2x9 +2x3 — x4 + 425 =0

T1—To—X3+X4—T5=3
ZL‘2+J,‘3+LL‘4—2£E5=2

31‘14— xTo + x3—2x4+3x5= 4
21‘1+3$2—2$3+ 334—4.%'52 5 x1+2x2—3x4+2x5=1
T1+2x0+3x3+4x4+ 5= 3 (k)

T —21:2 +3LE3—3$4+7IL’5 =-1

(f) xl—x2—3x3+x4—3x5:2
201 —3x9 +4x3 —drg +225="7

921 — 929 + 623 — 1624 + 2205 = 25

—_—mTl ——  ————

e 1
Homogeensel lineaarvorrandisiisteemil Az = 0 on alati lahend olemas. Selleks on null-lahend x = 0
(nullvektor), mida nimetatakse triviaalseks lahendiks. Null-lahend aga ei pruugi olla ainuke lahend.
Kui vorrandispsteemi maatriksi A determinant |A| = 0 (juhul n = m), siis maatriksi A astak r on viiksem
kui tundmatute arv n. Sellisel juhul on siisteemil 16pmata palju lahendeid ning vabu tundmatuid on

kTL—?". )

Ulesanne 21.5. Tehke kindlaks, kas homogeensel vorrandisiisteemil on triviaalne lahend voi
lopmata palju lahendeid. Leidke mittetriviaalne lahend.

r+2y+32=0 r—-3y—26z+22v=0 T1 + 210 +3x3+ x4=0
3x—-5y—2z=0 (b) 3x+8y+242-19v =0 (©) 1 — 229+ 23+ x4 =0

(a) { z+3y+42=0 r+2y+4z-3v=0 3r1 — 319 —Try =0
20 -3y—-2=0 3x+5y+6z—4v=0 dxo + 223 + Dy =0
S5r+y+62=0

Ulesanne 21.6. Leidke milliste parameetrite a, b € R viirtuste korral siisteemil: 1) on iiks lahend,
2) on l6pmata palju lahendeid, 3) lahendid puuduvad. Leidke voimalikud lahendid.

dr—y + z= 2 20+ y+az= 5 6+ 2y + 3w = 16
(a) { —z+y+22=-2 (d) { -2+ y+22=-4 () 3z+ y+2z+aw=14
20+ y +az = 1 3z+ 6y + z= 3 & - y—- z2+3w=1
-z+ Yy +2z2- w= 2
3 20+ Yy - 2 = 4
r1 + X9 — X3 = 1
(b) {221 + 39 + aws = -1 (e) z+ y+2z2- w= 4 ax+ 3y - z=-2
B ay+ z+2w= 0 (h) - y+2z= 4
T1 +axrg + 3x3= 5
-+ 2y+ z+ w=-4 —x+ y+ 7z=14
20— ay + z=0 50— y+ 2z2= 2 2z+ 3y +2w= 3
() {4a-2y+az=0 f) S —z+ y+ z=-1 (i) T+ y+az - 2w=-6
i
62— 4y + 32 =0 2z+ 2y + az = -1 - y+ 22+ =9
T+ +3z2+ w= 6
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PEATUKK 21. MAATRIKSI ASTAK. LINEAARVORRANDISUSTEEMID

Ulesanne 21.7. Leidke millise parameetri a € R viirtuste korral on siisteemil: 1) ainult triviaalne
lahend, 2) mittetriviaalsed lahendid. Leidke mittetriviaalne lahend.

ax+ y—- z=0 e+ y +2=0
(a) {22+ y+22=0 (b) { -8z+ 2y - 2=0
-9y + 2=0 dx—y+az =0

21.4 Crameri valemid

A Lause 21.1 N\

Kui lineaarvorrandisiisteemi Ax = b korral on tegemist Crameri peajuhuga (s.t tundmatute arv n on

vordne vorrandite arvuga m ja |A| #0), siis on sellel siisteemil tdpselt iiks lahend.
\ J

é N
Igat lineaarvorrandisiisteemi Ax = b, mille korral on tegemist Crameri peajuhuga, on voimalik lahen-
dada Crameri valemite abil

ST

5 5 =1,..
|A| ) )

kus A on siisteemi maatriks ning A; on maatriks, mis saadakse maatriksist A tema i-nda veeru asen-

damisel vabaliikmete veeruga b.

'7n7

Ulesanne 21.8. Lahendage vorrandisiisteemid Crameri valemite abil.

3r+4y+ z+2u=3

2r — 3y + 2z = -8
2z - 3y =5 4 x+ -5bz+ u=0
(a) (b) T +2y+ z= 3 (c)
T+ 2y =2 3y—-2z+ u=4
S5r+ y—- z= 5
y—4z =4

21.5 Rakenduslikud iilesanded

Ulesanne 21.9. Joonisel on toodud tinavaliikluse keskmised sdidukite arvud (ithes tunnis). Leidke
arvud x1, T3, T3, T4 ja Ts.

450

I

~— 610 B =21 C =~—640
T 300 @ z1 150
m2l’ / lxél
x3
480

| A 200 @ s @ 350

(b)

Ulesanne 21.10. (B) Miletseja pievategevuse voib jagada jimedalt kolmeks tegevuseks: sddmine,
liikumine (uude s6ogikohta voi kiskja eest pogenemine) ja puhkamine. Olgu s66misest saadav pu-
hasenergia 200 kalorit tunnis. Liikumisel kaotatakse 150 cal/h ja puhkamisel 50 cal/h. Kuidas tuleks
00paev jaotada nende kolme tegevuse vahel, et energiat kuluks sama palju, kui energiat saadakse?
Kas selline jaotus on ithene? Kui loom peab 66péaevas puhkama vihemalt 6 tundi, kuidas peaks siis
tegevused olema jaotunud? Kui iiles6omise vastu peaks loom liikuma ja s66ma sama pikalt, kuidas
on jaotus siis?

520—— A Z3— D (00—

()
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Praktikum 22

Kontrolltoo 2

1. M&aidramata integraal

1. Integraalid pohilistest elementaarfunktsioonidest (integraalide tabel).
2. Muutujavahetus.

3. Ositi integreerimine.

2. Esimest jarku diferentsiaalvorrandid

1. Eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandid.

2. Lineaarsed esimest jarku diferentsiaalvorrandid.

3. Maatriksid

1. Maatriksite liigid. Uhikmaatriks, nullmaatriks. Regulaarne, singulaarne maatriks.

2. Tehted maatriksitega. Maatriksite korrutamine. Maatrikstehete omadused. Transponeeritud
maatriksite omadused.

3. Poordmaatriks.

4. Maatriksvorrandite lahendamine.

4. Determinandid

1. Determinantide omadused, nende kasutamine determinandi arvutamisel.

2. Determinantide arendamine rea voi veeru jirgi.




Praktikum 23

Riemanni summad ja numbriline integreerimine

23.1 Riemanni summad

,{Deﬁnitsioon 23.1] N
Olgu loigus [a,b] antud funktsioon y = f(x). Vaatleme selles loigus jaotust a =g <1 <...zp, =0, neN.
Tdhistame iga osaloigu pikkuse Ax; = x; — x;-1, 4= 1,... ,n. Valime igas osaldigus [x;—1,x;] suvaliselt
Ghe punkti ¢; € [x;-1,24],i=1,... ,n. Summat

Sy =flcr)Axy + ...+ f(cp) Az, (23.1)
nimetatakse funktsiooni f Riemanni summaks loigus [a,b].
4 J
r )y

Pindala leidmine 16plikke summade abil. Funktsiooni y = 1 — 22 graafiku ja z-telje vahelise ala
pindala leidmiseks ligikaudselt leiame vasakpoolsete ja parempoolsete ristkiilikute pindalade summana
(joonisel).

o) &

3 7 37
4’16 4’16

(1,0)

Ristkiilikute alusteks on vastavad osaldigud (pikkustega Az;) ja korgusteks on funktsiooni vadrtused
| osaldikude vasakpoolses (parempoolses) otspunktis (punktides c;). )

Ulesanne 23.1. Jargnev tabel néditab mudelrongi kiirust esimese 10 sekundi jooksul.

Aeg (sek) | Kiirus (cm/sek) Aeg (sek) | Kiirus (cm/sek)
0 0 6 28
1 30 7 15
2 56 8 )
3 25 9 15
4 38 10 0
) 33

Leidke rongi poolt ldbitud teepikkus, moodustades 10 osaloiku pikkusega 1 ning summeerides kord
vasak-, kord parempoolsete ristkiilikute pindalad.

Ulesanne 23.2. Leidke jargmiste joontega ja z-teljega médratud kujundite pindalad ligikaudselt,
jagades toodud osaloigud n vordseks osaks ning summeerides tekkinud ristkiilikud. Ristkiilikuid
saab tekitada erinevat moodi. Valige ise sobiv meetod ja proovige erinevaid voimalusi.

(a) y=3z,2€[0,3],n=3jan=10 (c) y=4r-2% 2¢€[1,4],n=6jan=10

— 2 - —
(b) y—x,xe[O,Z],n—E)Jan—lO (d) y:ﬁ7$€[1,4],n:3jan:12



23.2. Numbriline integreerimine

Ulesanne 23.3. Koostage jargmiste joontega piiratud tasandiliste kujundite pindala arvutamiseks
oiged integraalid (voi nende summad). Integraale ei ole vaja vilja arvutada, kuid joonise tegemine
voib olla abiks.

(a) y=a? z+y=2 (c) y=2a* y=2a° () y=4-2% y=-2+2

(b) y:\/m,yz()

3

2
d) y=%,y=1y=x f) y=%-z,y=3

Ulesanne 23.4. Visandage integraalimérgi all olevast funktsioonist graafik ning arvutage integ-
raali vadrtus, kasutades tuntud geomeetriliste kujundite pindala leidmise valemeid.

(a) _f:(%+3) dx (b) _fz\/9—x2daz (c) _fi(l—|x|) dx (d) _ji(l.,.\/l_xz) de

23.2 Numbriline integreerimine

Trapetsvalem.

b
f F(z) da g(f(xo) $2f (@) 442 f(@ner) + flan)),

—a o
kus h=——,x;=a+1th,i=0,...,n.
n

Simpsoni valem.

h

b
f J(@)da 2 (F(@o) + 45 (21) +2f(a2) +4 (@) + ...

+2 f(xp-2) +4 f(zn-1) + f(xn))-

Valemit saab kasutada vaid paarisarvulise n korral.

Ulesanne 23.5. Arvutage toodud integraalide ligikaudsed védartused trapetsvalemiga margitud
osaloikude arvu n korral.

(a) (][1(1—x2)d37, n=3 (b) 1f4(1+\/5)dgv, n==6 (c) z\/1+xdx, n=>5

Ulesanne 23.6. Kahe alajaama vaheline vahemaa on tépselt 100 m. Alajaamade iihendamiseks
vajaminev telefonikaabli pikkus L (arvestades 16tku) arvutatakse valemiga

50
L=2 f V6.4-10 722 + 1dz.
0

Kasutades 10 osaloiku (n = 10), arvutage trapetsvalemiga kaabli pikkus L.

Ulesanne 23.7. Arvutage toodud integraalide ligikaudsed véédrtused Simpsoni valemiga mérgitud
osaloikude arvu n korral.
2

(a) f2(1+x3)d95, n=2 (b) /8x1/3d$, n=4 (¢) [aVa?+1dz, n=4
0

0 0
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PEATUKK 23. RIEMANNI SUMMAD JA NUMBRILINE INTEGREERIMINE

Ulesanne 23.8. Raudteetunneli ristloige on kujuga, mis
tekib iilalt kaarega y = 4+V1 + 8x — 222, alt x-teljega ja kiil-
gedelt sirgetega x = 0 ja x = 4 piiratud alast. Kui tunnel
on 100 m pikkune ja koik muud iihikud on samuti meetri-
tes, siis kui mitu kuupmeetrit tulvavett on voimalik vajaduse
korral tunnelisse lasta (eeldame, et tunnelit saab molemalt

poolt sulgeda)? Arvutage ruumala trapetsvalemiga ja Simp-
soni valemiga n = 8 jaoks. Kumb tulemus voiks olla tdpsem?

Ulesanne 23.9. Lennuki iiks tagumistest tiibadest (stabilisaator) on kujuga, mida piirab z-telg
ja funktsiooni y = f(z) graafik, kus

f(z) = (32* - 2®)"0,

Koostage pindala arvutamiseks integraal. Arvutage lennuki tiiva pindala trapetsvalemiga ja Simpsoni
valemiga n = 6 osaloigu korral.

Ulesanne 23.10. (F) Uue lennuki tootmiseks on igasse lennuki tiiba vaja konstrueerida kiituse-
mahuti (joonisel niidatud alas), millesse mahub 22240 N kiitust tihedusega 6600 N /m?.

Yo Y1 [Y2 Y3 |V |P5 )D

Leidke Simpsoni valemiga, kui stigav peab olema kiitusemahuti, kui

yo=0.457, 1 =0.488, yo=0.549, y3=0.579, ys=0.610, ys5 =7yg="0.640.

Uhikud on meetrites ja 16igu pikkus on siin 0.3048 m.

Ulesanne 23.11. (K) Gaasi paisumisel 2 cm®-st 10 cm®-ni tehtav t66 arvutatakse integraaliga

10
A= f 500V 14 gy
2

Arvutage t66 A Simpsoni valemiga 6 osaloigu korral.
Ulesanne 23.12. (IT) Robotkisi on disainitud liikuma trajektooril

x(t) =2 +0.3t+3.9t% - 2.3¢3

y(t) =22+0.3t+0.9t2 - 2.7

Robotkée poolt esimese 2 sekundiga labitud teepikkus arvutatakse valemiga

2
s= [ VIOP [y OF dt
0

Arvutage ldbitud teepikkus s Simpsoni valemiga 6 osaldigu korral. Kirjutage programm tildise aja-
vahemiku [¢1,%2] c [0, 2] jaoks, kasutades n osaldiku (n on suvaline paarisarv).
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Praktikum 24

Maaratud integraali arvutamine

24.1 Newton-Leibnizi valem

4 Teoreem 24.1

N\
Newton-Leibnizi valem. Kui funktsioon f on pidev loigus [a,b], siis kehtib Newton-Leinbizi valem

/f(m Ydx = F(b) — F(a),

(24.1)
kus F on funktsiooni f suvaline algfunktsioon léigus [a,b]
4 J
Ulesanne 24.1. Arvutage integraalid kasutades Newton-Leibnizi valemit
2 1 2
x
(a) f(2:c2 1) de (c) f dz (e) / sin? 20
z? +1 (cosx
-3 -1 -7/3
-1 /2
(b) f (z + 52) dz (d) f sin? g dx
5 z —-7/2
24.2 Maaratud integraali omadused
| Omadus 24.1 ~\
Integraali aditiivsus rajade suhtes
b c b
f flx)dz = f flx)dz + / flx)dz, kusce(a,b). (24.2)
4 J
| Omadus 24.2 N\
Integraali lineaarsus integreeritava funktsiooni suhtes
b b b
f (af(x) + Bg(x)) dr =« / flx)de+p f g(x)dx, kus a,peR. (24.3)
4

J
J Teoreem 24.2

Integraal siimmeetriliselt paiknevate rajade korral. Olgu funktsioon f pidev loigus [-a,a].
Kui f on paaritu funktsioon, siis

f f(x)dz = 0. (24.4)

Kui f on paarisfunktsioon, siis

/af(m)dx:Qfaf(x)dx. (24.5)
Za 0




PEATUKK 24. MAARATUD INTEGRAALI ARVUTAMINE
Ulesanne 24.2.

Integreerige, kasutades méaratud integraali aditiivsuse omadust
2
(a) [ lalda

3 2
(c) f|x(x—2)|dx (e) fg; (2 1) da
-1 -1
4
(b) f|2—x|dx
0

w2 3
(d) [\/1—sin2tdt (f) f|x2+2x—3|d:r
Ulesanne 24.3. i i

G
Leidke integraalid stimmeetriliselt paiknevate rajade korral

1 T
(a) f (83:2021 +sin:n) dx (b) f (z4 - cos:c) dz
] -7

1
S5x
© [ ey
]

24.3 Muutujavahetus maaratud integraalis
4 Teoreem 24.3

Kui g' on pidev loigus [a,b] ja f on pidev funktsiooni g muutumispiirkonnas, siis muutujavahetusel
u = g(x) kehtib vordus

N
g(b)
f 1 (@) g @de = [ f(u)du.
g(a)
\ J
Ulesanne 24.4. Arvutage integraalid muutujavahetuse voi diferentsiaali méargi alla viimise teel
0

(a) f(x +2)%dz
3

(b) [

1
(d) fx3(2:1:4—5)6da:
3

0
/ 24920 +2

F |In5z| dz !
S+ @ [ [
v 0,1 2 +V
3 s
(c) [x\/q:2+1dx (f) fsin2:ccos22mda:
0 w/4
Ulesanne 24.5 Arvutage integraalid méargitud muutujavahetusega
F2d
] L yt=x+1 (c) f\/l——xzdx,x=sint
(z+1)* J
P ozd
() [ A= =i 2 o
Viss (d) f— t=1+2
’ J (1+20)
Ulesanne 24.6.

Integreerige, vottes integreerimisloiguks funktsiooni médramispiirkonna
1 kui -1<2<0
@ - "

—92 .
<0, os “x, kui0<zx
VT, kui0<z<l (b) J(z)= {

s
Sz,
sin™? z, kui T <z<3
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Praktikum 25

Maaratud integraali ositi integreerimine

25.1 Ositi integreerimine
Valem 25.1

Kehtib ositi integreerimise valem

b
[udv:
a

b

uv

b
—fvdu.
@ a

Ulesanne 25.1.

(a) [ xsinz dzr

1/2

(b) fe Inxdx

25.2 Ratsionaalfunktsioonide integreerimine

Arvutage integraalid ositi integreerimise teel.

(d) fx cosEdaz

(e) [exsina:dx
0

(f) [a:sina;cosxd:c

7

Kui ratsionaalfunktsioon gg g

eraldada téisosa poliinoomi T'(x), nii et kehtlb

P(z)
Q(x)

=T(x)+

R(x)
Q(x)

) jagamisel poliinoomiga Q(x)

Ulesanne 25.2. Eraldage liigmurru taisosa, lahutage saadud lihtmurd osamurdudeks ja integree-

rige.

()f3x+6x+1d$

2 +1
2 9
T4+ 3
b f d
(b) / x2 + 3x v

Ulesanne 25.3.

Arvutage integraalid

1 4 iy
1 -z
(a) /i2i4das (d) [6
0 0
/2 z
(b) f sing
2z
COS” 5
0 /3

(e) f Veosx — cos® z dx

0
(c) f(ac+4)v:62+8x+7da: )2
4

4
(c) / $_+12d$
i

2+ +2
(d) [(m 1)(a:+1)d

cos2x dx

(e) f 23+ 422
x2+3x+2

r+3
£ f d
() +4$
3

(g) f (1 +1nx)dz

—_

1
(h) f 2% arctan z da
0



Praktikum 26

Pindala arvutamine

26.1 Kovertrapetsi pindala

Olgu funktsioon f pidev 1digus [a,b], kusjuures ¥ f(x)
f(z) >0 iga = € [a,b] korral. Siis kovertrapet- '
siks nimetatakse joonega y = f(x), z-teljega ning

piistsirgetega x = a ja x = b piiratud kujundit. Ko- = )
vertrapetsi pindala avaldub méératud integraa- 8x)
lina 1 : X

S = [bf(x)dx

Kui kovertrapets on piiratud vaadeldaval loigul
[a,b] pidevate funktsioonidega f ja g, kus g(z) <
f(x),z € [a,b], ning vasakult ja paremalt vastavalt
sirgetega x = a ja x = b. Siis f ja g graafikutega
piiratud kujundi pindala avaldub valemiga

y=fx)

b
S= [ (#@) - g(@)) da.

Kui funktsioonide f ja ¢ graafikud loikuvad, siis
leitakse loikepunktid ja arvutatakse kogu pindala

osade kaupa.
\ J

Ulesanne 26.1. Leidke jargmiste joontega piiratud kujundite pindalad.

_ _ _ 3
(a) y—4$‘,y—0,$—1 (g) y:ﬁay=07x227'x:3
(b) y=z,y=3-2,2=0
1 (h) ?/:vx—lay:?’_x;yzo
(€) y=5o'+2,2=0,y=4(z>0)

5

. 1
(i) y:§x ,x=-1,z=2,y=0

(d) y=8-22%y=0
(e) y=€e",y=0,2=0,2=1 G) y=a2 y=2'/3

(f) y=a? y=2a? (k) y==+/az4(1-2%)

26.2 Koversektori pindala

,{Deﬁnitsioon 26’.1} ~\ » ;]

Labigu nullpunkti kaks sirget, mis moodustavad x-telje posititvse suunaga

vastavalt nurgad « ja B.
Koversektoriks nimetatakse tasandilist kujundit, mis on piiratud nime-
tatud sirgetega ning pideva mittenegatiivse funktsiooni r = f(6) graafiku-

ga, kus nurki moodetakse radiaanides.




26.3. Pindala funktsioont parameetrilise esituse korral

A Lause 26.1 ~

Pideva funktsiooniga v = f(0) mdidratud kéversektori pindala avaldub kujul
B
1
- 0)db.
-5 [ r®
J
s 1
Kahe koveraga piiratud koversektori pindala, kui 0 < 71(6) <7 < ro(0) avaldub kujul
1 B
-5 [ (30)-130)) ao
\ ° J

Ulesanne 26.2. Leidke joontega r = 2sin 6 (ringjoon), 6 = % ja 8= g piiratud kujundi pindala.

Ulesanne 26.3. Leidke kardioidi 7 = 2(1 + cos ), ¢ € [0,27] pindala.

Ulesanne 26.4. Leidke kahe ithikringi r = 2sin @ ja r = 2 cos @ poolt
piiratud kujundi pindala S.

Ulesanne 26.5. Leidke kolmelehelise roosi r = 2 sin 3¢ pindala.

Nurk ¢ € [0, §] joonistab vilja iihe 6ie. Kas sama tulemuse saaksime,

kui vorrandiks oleks r = 2|sin3¢|?

=62

Ulesanne 26.6. Pindala, mis jdab kardioidi r = cos 0 + 1 sisse, kuid ringist r = cos # vélja, ei vordu

avaldisega
2

1
3 f ((cost + 1)? - cos? 0) df = .
0
Miks? Péhjendage oma vastust. Leidke tegelik pindala.

26.3 Pindala funktsiooni parameetrilise esituse korral

r )y
Olgu funktsioon (tidpsemalt, tema graafik) antud parameetriliselt « = z(t), y = y(t), kus ¢t € [«, 8], kus
x on diferentseeruv funktsioon. Parameetriliselt antud kovertrapetsi pindala avaldub vordusega

Sszydxzfy(t)m'(t)dt.

\ J

Ulesanne 26.7. Leidke joone x =1 +ef, y=1t—1t> ja z-telje vahele jiiva ala pindala.

2,2
Ulesanne 26.8. Leidke elhp81 z —+ :Z— = 1 pindala funktsiooni parameetrilise esituse x = a cost,y =

b sint korral. Leidke esimeses Veerandls oleva ellipsi pindala ja korrutage neljaga, rajad on ¢t = 7 ja
t=0.

Ulesanne 26.9. Leidke tsiikloidi z = 6(t —sint), y = 6(1 —cost), 0 < t < 27 ja z-telje vahelise
kujundi pindala.
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Praktikum 27

Joone pikkuse ja keha ruumala arvutamine

27.1 Joone pikkus
A Lause 27.1 N

Loigus [a,b] pideva ja vahemikus (a,b) diferentseeruva funktsiooni f graafiku kui joone pikkus avaldub
valemiga

s:[b 1+ [f(z)]?dx.

\. J

A Lause 27.2 N

Kui funktsiooni graafik on esitatud parameetriliselt x = x(t), y = y(t), t € [o, B], kus © ja y on diferent-
seeruvad loigus [a, 8], stis selle joone pikkus avaldub valemiga

B
s= [VIZOP [y (OF d.

\. J

Ulesanne 27.1. Leidke jargmiste joonte pikkused.

1 — 4 1
(a) y=5Vad+1,2€[0,2] (c) y:$—+—,1£x£2
3 4 822
3
1
(b) =y 0<ys4 @ =L Lacy<ay=at we[11]
Y

Ulesanne 27.2. Kasutage sirgloigu y = 3—2x, 0 < x < 2, pikkuse leidmiseks joone pikkuse valemit.
Kontrollige oma vastust, leides sirgloigu pikkuse kui téisnurkse kolmnurga hiipotenuusi pikkuse.

Ulesanne 27.3. Leidke ringjoone z = rcos(t), y =rsin(t), t € [%7‘(‘, %77] pikkus.

Ulesanne 27.4. Leidke astroidi z = acos ¢, y = asin®t pikkus.

27.2 Keha ruumala ristloikepindala kaudu

A Lause 27.3 N

Olgu keha piiratud tasanditega, mis on risti x-teljega punktides x = a ja x = b. Kui igas punktis € [a,b]
on keha ristloikepindala S(x) ja S on pidev funktsioon loigus [a,b], siis keha ruumala avaldub valemiga

V= fS(a:)dm.

Ulesanne 27.5. Keha asetseb x-teljega ristuvate tasandite x =
—1 ja x = 1 vahel. Ristloiked on risti z-teljega ning moodustavad
ringid, mille diameetrite otspunktid asuvad paraboolidel y = z?

ja y =2 —2?. Leidke keha ruumala.




27.3. Poordkeha ruumala

Ulesanne 27.6. Leidke ruumala kujundile, millel on kolm-
nurksed ristléiked ja mille kérgus jalgib joone y = 22 kuju. Kolm-
nurkade alused on pikkusega 4 ja vaatleme 16iku «x € [0, 2].

Ulesanne 27.7. Joonisel on kujutatud kolmnurksete kiilgede-
ga piiramiid, mille kolm kiilge on omavahel risti ning mille servade
pikkused on 3, 4 ja 5. Leidke piliramiidi ruumala.

27.3 Poordkeha ruumala

s "
Olgu f pidev mittenegatiivne funktsioon 16igus [a,b]. Siis timber z-telje poorleva joonega y = f(x)
piiratud p66rdkeha ruumala avaldub valemiga

b
V= 71'/ f(z) dz.

Analoogiliselt 16igus y € [c,d] timber y-telje poorleva joonega x = f(y) piiratud po6rdkeha ruumala
avaldub

d
V= Wf F(y) dy.

Ulesanne 27.8. Leidke ruumalad, mis tekivad jargmiste joontega piiratud kujundite pdorlemisel

imber z-telje.

(a) y=2z,y=0,2=3 (d) y=2* 2=0,y=1
(b) y=vz,r=0,y=2 (e) y=cosz,0<x<m y=0
(c) y=2*+1,y=z+1 (f) zy=2,y=0,z=1,2=3

Ulesanne 27.9. Leidke péordkoonuse ruumala. Koonus tekib sirge y = az (a > 0) péorlemisel
imber z-telje ja on korgusega h > 0.

Ulesanne 27.10. Leidke ruumalad, mis tekivad jargmiste joontega piiratud kujundite poorlemisel
timber y-telje.

(a) y=2x1/3,x=0,y=2 (d) y2=33,y=5,1:=0
(b) y=Va2-1,y=0,2=3 (e) y=v4-221veerand
(¢) y=3Va,2=0,y=3 (f) y=8-23,2=0,y=0

Ulesanne 27.11. Kerakujulisest korvitsast raadiusega 22 cm valmistati kaanega anum, 16igates
ara poole raadiuse korgune osa ning uuristades iilejaanu tiithjaks. Mitu liitrit vedelikku mahub saadud
anumasse, kui korvitsa koore paksus oli 2 cm?

Ulesanne 27.12. Poolkerakujuline kauss raadiusega R tdidetakse veega korguseni h. Leidke

kausis oleva vee ruumala.

7



Praktikum 28

Maaratud integraali fiitisikalised rakendused

28.1 Teepikkuse arvutamine

A Valem 28.1 N\

Olgu v =v(t) keha litkumise kiirus ajahetkel t ja s = s(t) keha poolt labitud teepikkus hetkel t ja As nihe
(kaugus algpunktist). Ajahetkede t1 ja to vahel keha poolt labitud teepikkus ja nihe avalduvad valemiga

t2 t?
s=/}wwm@ As=/lxoﬁ. (28.1)
t1 t1
. J

Ulesanne 28.1. Lennuk lendab tugevnevas vastutuules kiirusega v = 50(12—¢) km/h. Kui kaugele

jouab lennuk oma algpunktist kahe tunniga?

Ulesanne 28.2. Rongi kiirus v (m/s) alates pidurdamise algusest on antud valemiga
u(t) = /400 — 20¢.

Leidke rongi pidurdusteekond (pidurdamise algusest seiskumiseni).

Ulesanne 28.3.  Ralliauto kiiruslegend {itleb, et koigepealt tuleb liikuda 6 minutit kiirusega
v(t) = 2000t —1000t? km /h, seejérel hoida saavutatud kiirust 12 minutit ning siis aeglustada kiirusega
190 - 900¢ km /h (siin aega on hakatud lugema pidurduse algusest). Kui kaugele on ralliauto esimese
24 minutiga joudnud?

Ulesanne 28.4. Eelmisel dhtul joulupeolt tulnud tudeng néeb jouluvana, kes liigub sirgel rajal
kiirusega v(t) = t3 — 6t2 + 8 m/s 40 meetri kaugusel oleva postkasti poole. Kui pika vahemaa libib
jouluvana 6 sekundi jooksul? Kas ta jouab selle ajaga postkastini?

Ulesanne 28.5. Postiljon seisab postkasti juures ning méarkab suurt koera, mille peale hakkab
ta jooksma kiirusega
{vzat+v0, 0<t<4,

v=const, 4<t<10.

(a) Avaldage postiljoni poolt labitud teepikkus s ja kiirus v esimese nelja sekundi jaoks kiirenduse
a kaudu.

(b) Leidke kiirendus a kui on teada, et 10 sekundi jooksul l&bis postiljon 56 meetrit.

Ulesanne 28.6. Langevarjurid A ja B asuvad 1950 m korgusel lendavas helikopteris. Langevarjur
A hiippab esimesena, avades langevarju 4 sekundit pérast hiipet. Seejérel touseb helikopter 2130
m korguseni. Langevarjur B hiippab 45 sekundit A-st hiljem, avades langevarju 13 sekundit pérast
hiipet. Molemad hiippajad langevad avatud langevarjudega tihtlasel kiirusel 5 m/s. Jatame lihtsuse

mottes ohutakistuse arvestamata.



28.2. Kiirus ja kitrendus

(a) Millisel korgusel avaneb A langevari? (c) Kumb langevarjur maandub esimesena?

(b) Millisel korgusel avaneb B langevari?

Ulesanne 28.7. Osake alustab liikkumist punktist s(0) = 9 ja
liigub kiirusega

8 0<t<5. B

U(t)=t2—m, B

Leidke ldbitud teepikkus ja kui kaugele algpunktist osake liikus. /

28.2 Kiirus ja kiirendus

Ulesanne 28.8. Vaorkeha sattumisel verre luuakse konkreetses mudelis organismi kaitseks an-
¢
1241
sattumist verre, kui alghetkel antikehi ei ole.

tikehi kiirusega r(t) = tuhat antikeha minutis. Leidke antikehade arv 5 minutit pérast voorkeha

Ulesanne 28.9. (F) Ohupall tduseb ohku kiirusega 4 m/s.

Leidke ohupallilt alla visatud liivakoti kiirus 1.5 sekundi pérast selle lahti laskmist.

Ulesanne 28.10. Auto (aeglustav) kiirendus avarii korral on 250 m/s? (maksimaalne lubatud
kiirendus, et inimene voiks ellu jadda). Kui auto soidab kiirusega 96 km/h, siis millise vahemaa
véltel peab avanema ohkpadi, et viimasest midagi ka kasu oleks?

Ulesanne 28.11. Maantee ehitamiseks tuleb planeerida korvalteelt peateele soitmiseks kiirendus-
rada. Leidke minimaalne kiirendusraja pikkus, kui kiirendusrajale soidetakse kiirusega 25 km/h ja
12 sekundiga tuleb raja lopus saavutada kiirus 95 km /h.

Ulesanne 28.12. (IT) Arvuti riistvara usaldatavuse R (protsentides) muutumise kiirus avaldub
valemiga

dR -15
— =-2.5(0.05¢+1)

kus t on aeg tundides. Leidke R kahe 66péeva jaoks, kui R(0) = 100.

Ulesanne 28.13. (Maj) Kui ecldada, et K(t) tihistab firma kapitali ning I(¢) investeeringute
muutumise kiirust, siis kehtib valem

t2
AK = f 1(t) dt.
t1

Leidke firma kapitali muut AK ajaperioodil 1 < t < 8, teades et, investeeringute muutumise kiirus
allub seaduspirasusele I(t) = 1 +3V/¢2.

Ulesanne 28.14. Raudteejaamast valjuv elektrirong liigub esimese tunni jooksul kiirusega v(t) =

90t2 — 20t3 km/h, kus ¢ on rongi liikkumise aeg tundides. Arvutage elektrienergia kulu W (kWh)
esimese soidutunni jooksul, kui

T
W(T) = f (a(t) + 2)u(t) dt.
0

79



PEATUKK 28. MAARATUD INTEGRAALI FUUSIKALISED RAKENDUSED

28.3 Too
ALause 28.1 N\

Moéoda x-telge punktist © = a punkti x = b litkuvale kehale mojuva jou F(x) poolt tehtav t66 avaldub
vordusega
b
A= fF(:B)d:I: (28.2)
. J

Ulesanne 28.15. (F') Kui palju tehakse t66d vedru kokku surumisel 0.25 m vorra, kui vedru
jaikustegur k =16 N/m?

Ulesanne 28.16. (F') Kui osake massiga m asub punktis (z,0), tommatakse teda nullpunkti
poole jouga, mille moodul on k/x?. Kui osake alustab asendist z = b ja talle ei moju iikski teine joud,
siis leidke tehtud t66 hetkel, mil osake jouab asendisse x = a, 0 < a < b.

Ulesanne 28.17. (F) Magironija sikutab iiles 50 m pikkust rippuvat kéit. Kui palju t66d selleks
kulub, kui kéis kaalub 0.624 N/m?

Ulesanne 28.18. (F') Lift massiga 680 kg on kinnitatud trosside otsa, mille mass iithe meetri
kohta on 18 kg. Leidke, kui palju tehakse t66d, tostes lifti keldrikorruselt teisele korrusele (kokku 7

Ulesanne 28.19. (K) Ideaalse gaasi kokku surumisel voi paisumisel tehtav t66 arvutatakse

integraaliga
%}
A= PdV,
\%1
nRT . : . e o
kus P = on rohk ja V on gaasi ruumala. Liikuva kolviga silindri 1abim6ot on 20 c¢m ja pikkus

80 cm. Silindris on gaas 10000 g/cm? rohu all. Arvutage t66, mis kulub konstantsel temperatuuril

T selle gaasi kokkusurumiseks kuni ruumala kahekordse vahenemiseni. Siin n ja R on konstandid.

28.4 Vedelike pumpamisel tehtav t66

s 1
Anumate tithjendamiseks tehtav t66. Olgu anuma ristloike pindala korgusel y vordne pideva
funktsiooni vaartusega S(y). Olgu vedeliku tihedus p, siis erikaal on v = pg. Kui anuma sisu asub
korguste a ja b vahel, siis selle vedeliku pumpamiseks korgusele h > b tehtav t66 avaldub vordusega

b
A= [ $@)(h-y)dy.

\ 7

Ulesanne 28.20. (F') Vertikaalselt paigutatud silindrikujulise anuma korgus on 9 m ja diameeter
on 6 m. Anum on &ireni tdidetud petrooleumiga, mis kaalub 8048.6 N/m?. Kui palju t66d kulub
petrooleumi pumpamiseks anuma iilemise dédreni?

Ulesanne 28.21. (F) Joone y = 22, 0 < x < 2 kaare pooéramisel iimber y-telje moodustub anum,
mis tiidetakse Surnumerest périt mereveega (kaaludes ligikaudu 11 475.6 N/m?). Kui palju t66d

kulub merevee pumpamiseks anuma tilemise déreni?

Ulesanne 28.22. (F) Silindrikujuline anum lebab horisontaalselt, selle korgus on 4 m ja raadius
on 2 m ning see on tiidetud diiselkiitusega kaaluga 8331.6 N/m?. Kui palju t66d kulub kogu kiituse

pumpamiseks 6 m korgusele iile anuma aare?
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Praktikum 29

Trigonomeetriliste funktsioonide integreerimine

29.1 Trigonomeetriliste funktsioonide integreerimine

7

Paarisarvulise astmega siinus- voi koosinusfunktsiooni integreerimisel kasutame vorduseid

1-cos2 1 52
sin®z = %, cos® x = %. (29.1)

Paaritu astmega siinus- voi koosinusfunktsiooni integreerimisel teisendame

fsmm”lxdx:fsm%xsmxdx:f(l—coszac) sinx dzx.

Ulesanne 29.1. Leidke jargmised integraalid.

2 i i
(a) fcos Tz (d) fcos.5 2z dx (8) /cos zsin® z dx
0 0 0
r 1
(b) Ofsm x cos” x da (e) /8cos4 e de (h) fcos zsin’ x dx
0 0

(c) Ofsin4xdx (f) f51n2x (i) / tanfL‘
0

cos? cost
4 N
Kui integreeritav funktsioon on ratsionaalfunktsioon trigonomeetrilistest funktsioonidest kujul
R(sinx, cosz), siis universaalne muutujavahetus on
X .
t = tan 5 kui z € (-m, 7). (29.2)
Sel juhul
2dt
x =2arctant, dr=-—— (29.3)
1+¢2
ja
2t 1-¢2
sinzx=——, cosx=—:. 294
1+t2’ 1+1¢2 (29-4)
\ J

Ulesanne 29.2. Leidke jargmised integraalid.

dzx dzx
U e Vi
(a) fsmx (d) 1-2sinz (g) 5+4cosz
dx dzx dzx
DI vy Vi DI e
(b) 1+sinxz —cosx (e) 3+ 5sinx (h) sinx +

cosx +1

dx dx dzx
— £ /— ; f_
() f2+sinac (f) 2—cosx () sinx —cosx —1




PEATUKK 29. TRIGONOMEETRILISTE FUNKTSIOONIDE INTEGREERIMINE

Ulesanne 29.3. Proovides asendusi ¢ = sinz, ¢ = cosz voi t = tanz, leidke jargmised integraalid.

sin® x
a
() f2+cosx

cos® x
DN e
( ) 3+Slnx

() [

sm- x

(d) /(1—(:08:6)2

sm T +sinz

sin®z — cos?

de (e) / tan® z dzx

(0 [T

1+ 9tan? :E
1+tan?z

29.2 Irratsionaalfunktsioonide integreerimine

7

Kui integraali mérgi all on avaldis

2

a?-x%, |z|<a,

siis voib sobida muutujavahetus

xr=asint vOi

x =a cost.

Kui integraalimérgi all on avaldis
Va2 + 12,
siis voib sobida muutujavahetus

r=atant voOi

T =a cott.

\,

Kui integraalimérgi all on avaldis

2)

z2-a?, kusjuures x > a voi

siis voib sobida muutujavahetus

cost

x < -a,

J

Ulesanne 29.4.

Leidke jargmise
@ |

(b) f VI-22de

(c) ]am/ﬂd:n

(d) [ 2dx

d integraalid.

o

(h) [ = 6 dx

$2)3/2
@ /\4/;6[;
() /

23 dx

Va2 — x2

Vx2 — a2

4
9
(k) f @royr
0

1) f5 —””i;wczx

6dx
Va2 +2x+2

(m) [
3
dy
J

™ ) i
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Praktikum 30

Kontrolltoo nr. 3

1. Lineaarvorrandisiisteemid
1. Lineaarvorrandisiisteemi lahenduvus, iildlahendi ja erilahendi leidmine, vabade tundmatute arv
lahendis.
2. Gaussi elimineerimismeetod.

3. Homogeenne lineaarvorrandisiisteem. Millisel tingimusel on siisteemil ainult triviaalne lahend,
millisel 16pmata palju lahendeid. Vabade tundmatute arv.

2. Mairatud integraal

1. Riemanni summad, trapetsvalem.

2. Newton-Leibnizi valem.
3. Absoluutvaértust sisaldavad avaldised.
4. Stimmeetrilised rajad.
5. Muutujavahetus, ositi integreerimine, ratsionaalfunktsioonide integreerimine méératud integraa-
lis.
\ J
( N

3. Miaratud integraali rakendused
1. Tasandilise kujundi pindala leidmine (kovertrapets, koversektor, pindala funktsiooni parameet-
rilise esituse korral).
2. Joone pikkuse arvutamine.

3. Keha ruumala leidmine ristloigete pindalade kaudu. P66rdkeha ruumala joone p&orlemisel timber
z- ja y-telje.
4. Keha poolt labitud teepikkuse leidmine, kauguse leidmine alguspunktist (sirgjoonelisel liiku-

misel). Kiiruse ja kiirenduse leidmine.

5. T66 arvutamine (muutuva jou poolt tehtav t66, vedelike pumpamisel anumate tiihjendamiseks
tehtav t60).




Praktikum 31

Paratud integraalid 1

31.1 Lopmatute rajadega integraalid

,{Deﬁnitsioon 31. 1}

FEksisteerigu [ f(z)dz iga be (a,00) korral.

a
Paratu integraal piirkonnas [a,c0) defineeritakse
vordusega

(31.1)

foof(x)dxzblilgfbf(x)dx.

,{Deﬁnitsioon 31 2}

Eksisteerigu /f(x) dz, iga a € (—oo,b) korral.
Pdaratu integraal piirkonnas (—oo,b] defineeritak-

se vordusega

fbf(x)dx:algmmfbf(x)dx. (31.2)

,{Deﬁnitsioon 31.3}

N\
Kui eksisteerib loplik pitrvddrtus (31.1) (voi (31.2)), siis nimetame vastavat paratut integraali koondu-
vaks, vastasel korral hajuvaks.

. J

,{Deﬁnitsioon 31.4] N
Kui molemad rajad on tokestamata, siis pdratu integraal defineeritakse jdrgmiselt:

f flx)dx = f flx)dx + f f(x)dz, kusceR onsuvaline.
. J

Ulesanne 31.1.

(a) f(a;2+1)dx
0

(b) [:1:+1
(c) f

(h) foo e dy
0
0

(i) fefm dx

(d) f;l_:n aeR ) joxe_mzd:c
1 0

(k) /Qc0s2xda:

) [e_wcosa:da:
0

Leidke paratud integraalid (kui need koonduvad).

() / (x;n dx

+4)3/2

(m) fﬂ;ln x’

rat
w [
(0) ]-O;;Cj_xl

r dx
(p) _f 2 +4x+9

dx
(@) b/ (1+22)(1 +arctanx)

(r) /x2+1




Praktikum 32

Paratud integraalid 2

32.1 Integraal tokestamata funktsioonist

,{Deﬁnitsioon 32. 1}

Olgu funktsioon f tokestamata punkti b imbruses
(iga 0 > 0 korral on f tokestamata vahemikus (b—
0,b)) ja eksisteerigu

iga ¢ € (a,b) korral. Siis piratu integraal l0igus
[a,b] defineeritakse vordusega

fbf(m)dajzcligl_fcf(x)dx.

,{Deﬁnitsioon 322}

,{Deﬁnitsioon 32.3}

defineerime paratu integraali

Kui funktsioon f on tokestamata punkti c € (a,b) timbruses, kuid pidev piirkonnas [a,c) U (¢,b], siis

fbf(x)dac:jf(x)dx+fbf(x)dx,

~\
Olgu funktsioon f tokestamata punkti a umbru-
ses (iga 6 >0 korral on f tokestamata vahemikus
(a,a+9)) ja eksisteerigu
c b
[f(m)d;c ff(m)dm
iga ¢ € (a,b) korral. Siis pdiratu integraal loigus
[a,b] defineeritakse vordusega
b b
(32.1) ff(m)da:: lim+ff(x) dz. (32.2)
4 J
N

Ulesanne 32.1.

(f)/m

(®) [“J’ s

(C)/% ()f( 1)4/5
0
1dac

(d)[xl/g 6 Ofm

Leidke pératud integraalid (kui need koonduvad).

dz z+1
k f f ——dx
( ) J .7)0‘999 (p) J /—ZE2 T o




PEATUKK 32. PARATUD INTEGRAALID 2

32.2 Paratute integraalide rakendusi

,{Deﬁm’tsioon 32.4} ,{Deﬁnitsioon 32.5 }

N N
Kui X on pidev juhuslik suurus, siis toendosus, Pideva juhusliku suuruse X keskvddrtuseks ni-
et X satub loiku [a,b], defineeritakse integraaliga metatakse arvu
b oo
Pla<X<b)= ff(ac)da:, (32.3) EX = /rcf(x)dm. (32.4)
@ Pideva juhusliku suu;;jse X dispersiooniks ni-
kus funktsioon f on pideva juhusliku suuruse X metatakse arvu
tihedusfunktsioon voi lihtsalt tihedus. o
\ J DX = f(:c—EX)Qf(x) dx. (32.5)
\ J

Ulesanne 32.2. (F) Signaalitostluses kasutatakse ajast soltuva signaali f(t) jaoks Fourier’ tei-
sendust

F(o)= [ 1y ar,
kus ¢ on sagedus hertsides. Niimoodi seatakse signaalile f vastavusse tema spekter, kus iga sageduse
o Hz jaoks vastab vonkumise amplituud |F'(o)| ja faas arg(F(o)). Olgu signaaliks

e kuite[0,00)

f(t):{ 0 ,kuite(-00,0)

Leidke selle signaali Fourier’ teisendus F'(o) suvalise reaalarvulise sageduse o jaoks.

Ulesanne 32.3. (F) Fiiiisikas kasutatakse diferentsiaalvorrandite lahendamiseks Laplace’i teisen-
dust

L(z) = f F(t) e dt.
0
Leidke funktsioonide f(t) =sint ja f(t) = cost Laplace’i teisendused.
Ulesanne 32.4. (F') Lambi eluiga on eksponentjaotusega, keskmise elueaga 1000 t66tundi:
1 _
p(t) _ e t/1000

1000 ’
Milline on téenéosus, et lambi eluiga on suurem kui 2000 t66tundi?

t>0.

Ulesanne 32.5. (IT) Juhuslikult 1igust [~1,1] arvu valimisele vastab iihtlane jaotus

[ 0.5, te[-1,1],
p(t)_{o, te[-1,1].

Leidke tihtlase jaotuse keskvéartus ja toendosus, et valides n € {10,15,20} juhuslikku arvu 16igust
[-1,1], nende arvude keskvéértus Z kuulub 16iku [-0.5,0.5]7 Vihje: keskvadrtuse toendosus jaotub
normaaljaotusega, mille keskviirtus on leitud p ning standardhélve on og = o/\/n:

o122 [o?

p(z) = =

Ulesanne 32.6. IQ testide tulemused on tavaliselt jaotunud normaaljaotusega

1 (z=p)?
2

p(z) = —

kus keskvédrtus p = 100 ja standardhélve o = 15. Leidke (arvuti abiga), mitmel protsendil elanik-
konnast on mudeli jargi 1Q vahemikus 85 kuni 115. Mitmel % elanikkonnast on IQ suurem kui
1407
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Vastused

Praktikum 1

Vastus 1.1.

Vastus 1.2.

(a) 8 (b) 8 (c) 3

(a)z=+3 (b)) z=-2jaz=5(c)z=-Hjazx=-1 (d)x:—%jax=

ol

() 2<x<2 (f) —co<x<0Vvii2<z <00 (g) —vV2<z<V2

Vastus 1.5.

Vastus 1.6.

Vastus 1.7.

Vastus 1.8.

Vastus 1.9.

Vastus 1.10.

Vastus 1.11.

Vastus 1.12.

Vastus 1.13.

Vastus 1.14.

Vastus 1.16.

Vastus 1.17.

(a) —24 (b) 3/2 (c) 30 (d) 7§ (e) -3 (£) 3

(a) 2 (b) -3 (c) 17 (d) 0
(a) ap+ay+By-3(b) 9
10
A(14,0), B(0,14/3)
sirge 182 — 8y - 53 =0
aLb, la=1b=v6
V37
(a) arccos(v/2/10) (b) arccos(44/+/2170) (c) arccos(-2/+/21) (d) arccos(19/51/58)
(a) niirinurga (b) kollineaarsed (c) risti (d) teravnurga
/3

w/4

Praktikum 2

Vastus 2.1.

Vastus 2.2.

Vastus 2.3.

Vastus 2.4.

Vastus 2.5.

Vastus 2.6.

(a) 6+/3 (b) 28 (c) 0 (d) 0
(5;9;17), 0, 17(5;9;17)
-15

(a) 2/77 (b) 5V/3

72v/2

| =[8] = /5, ¢ =+(v/5/5)(d x b)

aLb,|a



Vastus 2.7. (-8,7,5)

Vastus 2.8. (v/5/25)(6,-5,-8)
Vastus 2.10. (a) —-48 (b) -30 (c) -24
Vastus 2.11. V =3,hp = 6//59

Vastus 2.12. D(0,8,0),D(0,-7,0)

VASTUSED
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Vastused

Praktikum 3

Vastus 3.1. (a) 2y-5z+7=0(b) 3z+42-9=0(c) bz -2y+1=0

Vastus 3.2. (a)4de-y-142=0(b) z-y-2+2=0(c) 3z+3y+2z-8=0

Vastus 3.3. (a) 2e+3y—-52+30=0 (b) 2 -4y—-72+12=0 (¢) dz-y-32+20=0

Vastus 3.4. L(-4/11;-5/11;13/11)

Vastus 3.5. z-2y+32-8=0

Vastus 3.6. zy-tasand: arccos(|C|/|fi|), xz-tasand: arccos(|B|/|#i|), yz-tasand: arccos(|A|/|7]), 7t = (A; B; C)
Vastus 3.7. (a) w1 L2 (b) ¢ =7/4 (c) 71 || m2

Vastus 3.8. 1llz-2y-152-3=0

Vastus 3.9. z+20y+72-12=0,z-2+4=0

2
Vastus 3.10. (a) 1 (c) 10 (b) 35

. ®-2=0 z=2 _y-1 _ 23 y-4=0
Vastus 3.11. AB.{ 8y+32-17=0 s AC: 55 = 5= = 22 BC 4520
Vastus 3.12. (a) 232 = ¥4 - 247 opx y-4= (b) &3 — ¥4 _ 247 (o) 23 _ yod 2T opp z+3=0 (d)
1 0 0 2+7=0 3 2 4 0 0 1 y-4=0

z+3 _ y=4 _ 247
4

2 8

-2 _ y=3 _ z2-4
Vastus 3.13. === 20

Vastus 3.14. P;(17/10;0;2/5), P>(-31/10;0;14/5)
Vastus 3.15. (a) arcsin(1/26/35), L(0;0;-2) (b) paralleelsed, ei 16iku (c) arcsin(3/(2v/3003)), L(2;4;6)

Praktikum 4

Vastus 4.2.

Vastus 4.3.

Vastus 4.5.

Vastus 4.6.

(b) Z1 + 22 = 2,

(a)x:—%,y:?)(b)a::i\/ﬁ,y:l
() 42 (b) V3 (¢) 2v2 () 2 (e) 5 (F) 2 (g) 12 () 2

(a) 1 (b) 1+2i (c) 0 (d) -1 () 0 (f) 4096 (g) -1 + 6i (h) -g +4i

3
(a) 21 +220=3-4i, 21 —20=3+41, 21 -22 =-121, ﬂ:ZL ‘Z1|=3, |22|=4,E=3,E=4i.
22

zZ
2 -zp= -2, 212222, — =i, || =|e2l=V2, F=z0=1+i, =2 =1-i.
z2

(C) 21 +20=—2+3i, 21 20 =41, 21 - 20 = ~5— i, %: _11;5i, 21| = /2, |22 = VI3, FT = 1 -4, 73 = -3 - 2i.

(d) 21 +22=5-4i, 21 — 22 = —1 - 6i, 21 - 22 = 11 - 134, %:%7%, |z1] = V29, |22| = V10, 21 = 2+ 5i, Z3 = 3 —i.
() z21+22=5-3i, 21 —22 =-1-114, 21 - 22 = 34 — 134, %z—%—%, |z1] = /B3, |z2| = 5, ZT = 2+ Ti, Z5 = 3 — 4i.
(F) 21+ 20 = —11— 5i, 21 — 22 = 3+ 30, 21 - 22 = 24 + 231, % =%—%7 21| = V17, |22| = VBB, 2T = ~4 +1, T3 = —T + 4.
(g) Zl+z2=%+%7Z1—Z2=%+%,21-z2=1, %:—84—67;, |z1| = V10, \z2|:§7ﬁ=1—3i,5=%+%.

(h) 21 +22=2i, 21 —22=0, 21 - 22 = -1, |z1| = 1, |22| = 1, Z1 = =1, Z3 = —i.
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Praktikum 5

VASTUSED

Vastus 5.1. (a) z2=1+0i=1,2=¢0=1(b) 2=2V3+24, z=4¢'8 (c) z=-4V/3-4i, z=8¢"6 (d) z=0-34, =3¢’ 5"

Vastus 5.2. (a) cos(—g) + isin(—g) =—i (b) 64(cos0+isin0) =64 (c) cos(-1) +isin(-1) ~ 0.54 — 0.84¢

(d) 2((:05% +'ising) =1+V3i (e) \/i(cosg +ising) =V/2i (f) 2(cosm +isinm) = -2

1
(g) —(cosl+isinl) ~0.199 +0.31¢ (h) tan 1(cosg +isin g) =itanl
e

Vastus 5.3.

5w

5 7 7
(a) z2=8(cos0+isin0) (b) 2:6(c0sg +isinz) (e) z=2(cos% +z'sin—) (f) z:\/12(cos§+isin§)

2 6

5 5
(i) z=+/53(cos(-15.95°) +isin(-15.95°)) (k) z =12 (cos ?ﬁ +isin ?W)

Vastus 5.4.

(b) 21 - 22 = 3¢*3¢ = 3(cos 36 + isin 30) = 3 cos 30 + 3isin 36, % = Lleif = %(0059+isin0) = %0059+i%sin9

Vastus 5.5.

ST s
(a) z1-22 =8e’6 =8(cos I +isin IT) ~ —6.928 - 4i, ZL=2¢"2 =2(cos § +isin§) =2i

6 2

-3

(a) 1 (b) =17+ 17i (c) @ - %’L (d) cos87° +4sin87° ~ 0.052 + 0.999¢

Vastus 5.6. z=0vy=0

Vastus 5.7. 22-4z+5=0

Vastus 5.10. 180 - 30¢

1012
Vastus 5.11. @ + ot
65 65
1 3. . 3 1. . L . 5. .
Vastus 5.12. Q@ = 3 + B ija R= 573 i. Viige punkt 2 + ¢ ringjoonele raadiusega r = \/; ja korrutage/jagage saadud punkt
2 2
thikringi elemendiga g + g i.

Vastus 5.13. d=6.36+5.47¢ = 8.39(cos40.70° + isin 40.70°)

Vastus 5.14. V =43.3(cos165° +4sin165°) , |V| = 43.3 volti.

Praktikum 6

1
Vastus 6.1. (a) z = 2006 (b) 288v/3(cos 150° +isin 150°) = —432 + 144+/3i (c) 32(cos45° + isin45°)

(d) 32(cos150° +¢sin150°) = —16\/23) +16i¢ (e) -2 (f) 81(cos120° + isin120°)
137w ;

1
(g) ——(cos105° +isin105°) (h) 36e 90 * (i) 256

125 g
e 1 V3
() ' Ei R OB

(k) e

j3m 5w : ;9r  ;1lmw ;137
7 7 7 T

7 K3 T L 7
€ ;€ € ,€ e 7 ,€

N

Vastus 6.2. ¢

1 ud
Vastus 6.3. (1+i\/§)% = (2 (cos% + isin %))5 = { {’/ﬁ(cos( 3+527rk) +isin(

Vastus 6.4. &/—64e{2+2i,2—2,-2+2i,-2 - 2i}.

Vastus 6.5. V:Q(cos(giﬂk) +isin( §+527rk)), k=0,1,...,4.

))‘ ke {0,1,2,3,4}}.

Vastus 6.8. (a) z € {1,i,—-1,-i} (c) z € {cos45° + i sin45°), cos(~135°) + i sin(-135°)} (m) z € {24, -24,v/2i, —/2i}
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Vastused

Praktikum 7
Vastus 7.3. Ei kehti.

Vastus 7.9. (a) X =[-4,00),Y =[0,00) (b) X = (-00,-2]U[2,00), Y =[0, 00)
(c)X:(G,oo),Y:R(d)X:[—2,1)\{O},Y:R\[\/ﬁ,ﬁ)

(e) X =(-00,1)u(1,2), Y =R~ {0} (f) X =[0,1], Y =[-F, T]

(8) X = (-00,-3]U[1,00), ¥ = [0,7]~ {3}

Vastus 7.10. (a) Paaritu (b) Paaris (c) Paaris (d) Paaritu (e) Pole paaris ega paaritu

Vastus 7.11. (a) T=7 (b) T = 2?“ (c) Ei ole perioodiline funktsioon (d) T' =27

Praktikum 8

Vastus 8.1. (a) f1(z) =z, z€[0,00) (b) f1(x) =z, xe(0,00) (c) f1(z)=log(x—1), z € (1,00)
(d) fF1(x)=2-10""1, z e (~00,00) (e) f1(x)=3sin2z, z € [-%,0] (f) fl(x)=1-cos(x-1), xe[1,1+7]

Vastus 8.3. (a) y=z-5+In(z-5) (b) z=In’y+Iny

Vastus 8.4. (a) y=e” +sin(z) (b) y=z+2

Vastus 8.2. (a) Uks-iihene (b) Uks-iihene (c) Ei ole iiks-iihene (d) Uks-iihene (e) Uks-iihene (f) Ei ole iiks-iihene
Vastus 8.9. (a) 47 (b) 115/7 (¢) -1 e 3 (d) 19

Vastus 8.11. Siiriuse tegelik heledus on ligikaudu 912 korda suurem kui veel silmaga nahtavatel tahtedel.

Vastus 8.12. A= Aj-0,801*

Vastus 8.14. b% = 1000
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VASTUSED

Praktikum 9
Vastus 9.1. (a) 3 (b) 3 (c) 3 (d) 3 (e) 2 (f) ei eksisteeri

Vastus 9.2. (a) xlir?_f(x) =2; xlir%_f(:r;) =0; xlirg_f(:r;) = $1L1£1+f(x) =1.

(b) lim f(x) ei cksisteeri, sest f(x) pole mératud, kui  <0; lim f(2)=0; lim f(a)=1; lim f(z)=0.

Vastus 9.4. Vérdus ei kehti, sest 113&21/1 = o0, aga 11%21/1 =0.

Vastus 9.5. (a) 0 (b) 3 (c) —% (d) 0 (e) 0 (f) 4 (g) —oo (h) 1 (i) -1 (j) el eksisteeri (k) 2

Vastus 9.6. (a) 2 (b) % (c) —% (d) -4 (e) % (f) —% (g) —% (h) —% (i) —% (j) ei eksisteeri (k) —oo (1) ei eksisteeri
Vastus 9.7. () § (b) &5 (&) -1 () 2 (&) 3 () 0 (&) 3 (W) 0 () -

Vastus 9.8. (a) 3 (b) o (c) 2 (d) -1 (e) —log2 (f) 75 (g) % (h) 0 (i) o

Vastus 9.9. (a) 3 (b) 4 (c) 2 (d) 1(e) 1 () 1 () -1 () 10 (1) 0. () 1 (k) 2 (1) e (m) &3 (n) € (0) e
Vastus 9.10. (a) —ﬁ (b) =2 (¢) 1 (d) 2 (e) 0 () % (g) % (h) oo (i) —oo (j) ei eksisteeri

Vastus 9.11. Aeg ldheneb viiele minutile.

Vastus 9.12. Pindala v6ib muutuda viirtuste 6 (mm?) ja 36 (mm?) vahel.

Vastus 9.13. M (0) = m ehk kui keha seisab paigal, siis keha mass on vordne seisumassiga; M(3) = 2m . 1,15m ehk poole

V3
valguse kiirusega liikuva keha mass on 1,15 korda suurem kui seisumass; lim M (v) = oo ehk keha kiiruse ldhenemisel valguse
v—=>Cc—
kiirusele tema mass kasvab tokestamatult; lim+M(v) ei eksisteeri, sest pole teada valguse kiirusest suuremat kiirust ja M (v)
v—=>C

pole defineeritud, kui v > c.
Vastus 9.14. Punktmassi liikumise kiirus on 5.
Vastus 9.15. Kui ¢t — oo, siis slisihappegaasi tase laheneb 8,4 osakesele miljoni osakese kohta.

Vastus 9.16. h%l R3s(r) =27N ja lim Rss(r)=0.
r—0+ T—00

Praktikum 10

Vastus 10.1. Funktsioon on katkev punktides z =1, = 3, = 4, mujal on ta pidev

Vastus 10.3. (a) Funktsioon f on katkev punktis = = 3, mujal reaalteljel on ta pidev
(b) Funktsioon f on pidev kogu oma mééramispiirkonnas R\ (0, 2]

(¢) Funktsioon f on pidev kogu reaalteljel

(d) Funktsioon f on katkev punktis z = 2, mujal reaalteljel on ta pidev

(e) Funktsioon f on pidev kogu reaalteljel

Vastus 10.4. (a)a:5(b)b:% (¢)a=-1(d)a=2(e)a=-1,b=1

(6(x+h)-1)-(62-1) :lim%:6
h—0 h

= lim (4 + 2h) = 4z
h—0

Vastus 10.6. (a) f'(z) = }lLiIré

h
(2(z + h)? - 5) - (222 - 5) ’ 4xh + 2h?
= l1im
3 Bh 2 h—2>0 3 h
@+ h)’—a” oy, STh e STh?  hY (322 + 30k + ) = 302
h h—0 h—0

\/3(x+h)—\/§:hm 3(z+h) -3z ) 3 3

lim =
h ’Hoh~(\/3(x+h +\/§) h=0 \/3(z+h) +/3z 2V3z

(b) '(2) = lim

(e) f'(x) = lim

(d) f() = lim
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Vastused

L t-z
sin ——
cost —cosx t+x rz+x 1
(e) f’(x)=%imt7:}im —QSinT‘ti2 =-2-sin 3 ‘iz—sinx
S _x S _x

1 1

- 1 1
£) £ -1 z+h z _ - lm—— -
() £1(@) = fim == WS sh(z+ h) | hebo(zth) | a2

Vastus 10.7. (a) f'(z) = 152* (b) f’(z) =1+2273 (¢) fl(@) =5 + %
(d) f'(z)=2%In2-¢€" (e) f'(x) = I1n2 +cosz (f) (=) = —ﬁ 3

(8) f'(x) = -1Ta™8 - e (B) f'(0) = -1 + & (i) J'(2) = 80

+

1-22

= 1)2 (b) £'(z) = 2* 6% (a + zInb) (c) f' (x)__w
(@) /(1) = P sint (e) f(u) =sinu(inu= ) () f/(x) = %
tana(i-at) arccos @ - arcsine

1+ 22)2 +lnz+1 (i) f'(z) = N

Vastus 10.8. (a) f'(z) =-

(2) f’(w):e a® (h) f'(z) =

cosx

G) () =

+1 sin?z

Vastus 10.9. (a) f'(z) = 3623 - 74z (b) f(z) = 3z - 1)(3z + 1) (2% -4) = 92* - 3722 + 4

Vastus 10.10. (a) f'(1) = 60e (b) f'(-1) = ﬁ

@ B 2k f(w? —wf +a?)

Vastus 10.11. =
df (w2 -2wf+ f2+a?)?

dt
Vastus 10.12. N a(ln N +1), kus a on vordetegur

_ 3
Vastus 10.13. 9L _2ab-aV+pV"

av RV3
6025 cos
Vastus 10.14. (a) 20(4z - 3)* + 18z (b c) -
() 20047 -8)" + 182 (b) 522 () ~ 25"
5 x? T+1 6V%In6 62
(d) vV1-22 - (e) (f) +6-4°"In4
1— g2 z2+zxlnx 2T
1 0.25€%:5% (x — 2)
(8) - e () =
=l 9)
4 3
14(2z +1) 1 12
Vastus 10.15. (a) - b) - c
(=) (3z-2)3 (®) V2z + 1(4x + 1)3/2 ( ) z-3
Ttan7z  Tcot7 3sin6 4sin4, 3x)?
(d) 60z* (sin4:t5)2 cos4x® +9sin (2 - 9z) (e) an e co (f) - 511.1 T2 Igcos 2)
cosTx sin 7z 1+2(sin2z)2  (1+2(sin2x)2)2
3 1 arccos x Inarctan x
0 (h) - i) - j -
() 0 (h) V2-zvr -1 ® 2 +1 @ (2 + 1) arctanx V1-22

Vastus 10.16. u/(3) = 2/(3)1'(3) + 49(3)g'(3) - _ﬁ

20/7(3)2 +29(3)2 Va1

Vastus 10.17. L=+/a-m
Vastus 10.18. Ryask(t) = 0,3041, Ryaner(t) = 0,2243, jarelikult sookask taastoodab ennast efektiivsemalt.

Vastus 10.19. P’(V) = -4.5 kPa/cm?

2tanx

Vastus 10.20. (a) —— (b) cosz (c) 0 (d) W

Vastus 10.21. (a) f"(x) = 4z2u" (2?) + 2u'(2?) (b) f"(z) = 3%u"" (%) + 3e2*u/ (%) + e%u' (%)

220’ (22) - 2u(z?
(c) f"(x) = 6 (x)u"(x) + 2u(x)u" (x) (d) f’(x) = dxu’ (2?) + Za7u(@7) - 2u(@”) :1:)3 2u(a”)

Vastus 10.22. (a) 4 (b) —%
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21 - 1
B3 (b) (4¢° +69)e” ()

Vast 10.23. _
astus @) =23 (3t+2)t

Vastus 10.24. (a) f'(z) =z®(1+1Inz) (b) f'(z) = 25'"® (% +cosxln:c)
x

(c) f'(z) = (Inz)* (lnlnx + ﬁ) (d) f'(=) = f(=)- (% + 2z + 2 cot 236)

(€) f(@) = f(@)- (% * 3(x1+ 1) - %) ) f'(z) = f(=)- (% +

2x 4z
3(z2+1) 3(a2- 1))

VASTUSED
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Vastused

Praktikum 11

Vastus 11.1. (a) oo (b) 2 (d) 2 (e) 0 (f) 0 (g) 2 (h) 3 (1) 2 () 0 (k) 1 (1) oo

Vastus 11.2. (a) oo (b) 0 (¢) 0 (d) 0 (e) % (f) 0 (g) 0 (h) % (i) ei leidu

10
Vastus 11.3. (a) dy = (5z* + 4)dz (b) dy = 6zdz (c) dT = -—gdr
r

11 . E 1 .
(d) dy = (ﬁ+ Q)dm (e) dy = (e® + ze®)dz (f) dR_\/gi\/ﬂ(l+2u)3/2d
_6(1-62) 2 304

(g) d ﬁdx (h) dy = de (i) dy = mdz
Vastus 11.4. (a) dy =12 (b) dy = 3810,24 (d) df(z) = 0,6257 (f) df (z) = 178r70 . @

Vastus 11.6. AS ~dS =400
Vastus 11.8. AV ~dV ~185L
Vastus 11.9. (a) 1,04 (b) 3,99 (c¢) 251,1 (d) 0,72 NB! Argumendi muut peaks olema radiaanides. (e) 1,04 (i) 0,81

11 4
Vastus 11.10. (a) f(z) » ?z_ =

3

240 550

Vastus 11.11. f(z)~¥-——z+ —
169 13

Praktikum 12

Vastus 12.4. (a) yz6x—4,y:—%ar+8% (b) y:4x—18,y:—ix—5i (c) y=-6z+13,y = %x—5% (d)y= %x+1,y:—2x—1%

Vastus 12.5. (a)y:2x—4(b)y:x—4(c)y:—21—41+% (d)y:4z+%

Vastus 12.6. (b) y=-z+4

5 .
Vastus 12.2. 2~ cm/min.

Vastus 12.9. (a) kasvav (-o0,0] ja [2, o0) ning kahanev [0,2] (b) kasvav (—oco,-2] ja [0, 2] ning kahanev [-2,0] ja [2, c0)
(c) kasvav kogu reaalteljel (d) kahanev (0,1) ja (1,e] ning kasvav [e, o0)
(e) kahanev kogu méairamispiirkonnas [-2,0] (f) kasvav (0, 1] ning kahanev [1, c0)

Vastus 12.10. (a) (—o0,2] on graafik kumer ja [2, ) on graafik ndgus, kddnupunkt on (2,12)

(b) (—o0,4) on graafik kumer ja (4, c0) on graafik nogus, kddnupunktid puuduvad

(¢) (—o0,0] on graafik nogus ja [0, 00) on graafik kumer, kdadnupunkt on (0,0)

(d) (O, é] on graafik kumer ja [%, oo) on graafik négus, kdanupunkt on (%, 7%)

(e) (700, 7§) ja (g, oo) on graafik négus ning [7§, g] on graafik kumer, kddnupunktid on (7§,e’%) ja (g,e’%)
(f) (—o0,2] on graafik kumer ja [2, c0) on graafik négus, kddnupunkt on (2,-16)

(g) (—o0,-1] ja [1,00) on graafik kumer ning [-1,1] on graafik négus, kddnupunktid on (-1,In2) ja (1,In2)

(h) (-00,-2] ja [1,00) on graafik ndgus ning [-2,1] on graafik kumer, kddnupunktid on (-2,-48) ja (1,-9)

Vastus 12.11. (a) Sobib niiteks f(z) = —arctanz—-1. (b) Sobib niiteks f(x) = 1-e1~%. (c) Sobib néiiteks f(x) = 1-arctanz.
(d) Sobib niiteks f(z) = % - (z* - 423 + 162 + 11).

Vastus 12.12. (a) f(-1) =2 on lokaalne maksimum, f(1) = -2 on lokaalne miinimum

(b) f(-2) =16 ja f(2) = 16 lokaalne maksimum ning f(0) = 0 on lokaalne miinimum
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VASTUSED

(o) f (%) = —é lokaalne miinimum

(d) f(0) =0 on lokaalne miinimum ja f(2) = ;% on lokaalne maksimum

(e) punktis (1,0) on lokaalne miinimum ja punktis (e%, ;%) lokaalne maksimum

(f) f(-1) =1 lokaalne maksimum ja f(0) = -3/2 lokaalne miinimum (NB! punktis 0 tuletist ei eksisteeri!)

(g) lokaalsed ekstreemumid puuduvad

(h) f(0) = 2 lokaalne maksimum ja f(2) = 22/3 lokaalne miinimum

Vastus 12.13. (a) globaalne maksimum f(5) = 18 ja globaalne miinimum f(1) =2
(b) globaalne maksimum f(3) = 19 ja globaalne miinimum f(-2) = -1 ja f(1) = -1
(c) globaalne miinimum f(1) =1 ja globaalne maksimum f(e) =e—1

(d) globaalne miinimum f(1) =0 ja globaalne maksimum f(-1) =7

(e) globaalne maksimum f(0) =1

(f) f(1) =1/2 globaalne maksimum ja f(-1) = —1/2 globaalne miinimum

Vastus 12.14. V(z) =4z(6 — z)(4 - =), maksimum on punktis z ~ 1.57

Vastus 12.15. Ruumala tuleb 52 liitrit, mo6tudega 57.14 x 40 x 22.86 cm

Vastus 12.16. r=2¢

Vastus 12.17. Valgusallikas peab asuma 2/3 vahemaad ehk 66.7 meetrit vasakust allikast kaugemal
Vastus 12.18. m =9 mg

Vastus 12.19. (a) z=2,y=0(b) z=-2,2=2,y=1 (c) z =1, kaldasiimptoote ei ole (d) z=-1,y=2z-2 (e) z=0, y =0,
y=1(f)z=0,y=2z

Vastus 12.20. (a) médramispiirkond on (—o0,0)U (0, c0), intervallides (—oo,-1] ja [1,0) on f kasvav ning intervallides [-1,0)
ja (0,1] on f kahanev, intervallis (0,00) on f graafik nogus ja intervallis (—o0,0) graafik kumer,piistasiimptoot on = = 0 ja
kaldastimptoodid puuduvad

(b) méaramispiirkond on (—o0,0)u(0, 00), intervallides (—oo,—2] ja (0, 00) on f kahanev ning intervallis [-2,0) on f kasvav, inter-
vallis (—o0, -3] on f graafik kumer ning intervallides [-3,0) ja (0,00) on f graafik ndgus, piistastimptoot on z = 0, réhtasiimptoot
ony=0

(c) méasramispiirkond on R, intervallis (—o0,0] on f kasvav ja intervallis [0,00) on f kahanev, intervallis [-1,1] on f graafik
kumer ning intervallides (—oo0,—1] ja [1,00) on f graafik ndgus, piistasiimptoote ei ole, rohtastimptoot on y = 0

(d) méiramispiirkond on (0, c0), intervallis (0, é] on f kahanev ja intervallis [é, oo) on f kasvav, intervallis (0,1] on f graafik
nogus ja intervallis [1,00) on f graafik kumer, plistasiimptoot on z = 0, kaldasiimptoodid puuduvad

(e) méaaramispiirkond on (—o0,0]U[2, 00), intervallis (—o0, 0] on f kahanev ja intervallis 2, 00) on f kasvav, intervallides (—oo, 0]
ja [2,00) on f graafik kumer, piistasimptoodid puuduvad, kaldasiimptoodid on y=z-1jay=-z+1

(f) méaramispiirkond on R, intervallides (—o0,0] ja [1,2] on f kahanev ning intervallides [0,1] ja [2,00) on f kasvav, intervallides
(=00,0], [0,2] ja [2,00) on f graafik kumer, plistasiimptoodid puuduvad, kaldasiimptoodid on y=z-1jay=-z+1

(g) médramispiirkond on (0, o0), intervallis (0,1] on f kasvav ning intervallis [1, c0) on f kahanev, intervallis (0, /e) on f graafik

kumer ning intervallis (1/e,00) on f graafik négus, piistasiimptoot on x = 0, réhtasiimptoot on y = 0

Vastus 12.21. v médramispiirkond on [rg, 1], v kasvav, kumer

96



Vastused

Praktikum 13
Vastus 13.2. (a) 2z% + 322 + C (b) 213/2 +32+C (c) 252+ C (d) (R?+1)3+C

4
Vastus 13.4. (a) % +C (b) 8/x+C (c) 2z°/? + C (d) §x7/2 2252 4 C (e) 621/ + g +C

2 1 23/02 V2 15 R/p13
+ % 0 (h) 32— 4lnja| - 10712 4 ¢ () STV _br Vet 15 Ve
Sovz | 4 8 5 13

+C

3 2 1
f) —+-+C —-——
(£) 5 +5+C(8) 33

0* 2x

1 1
Vastus 13.5. (a) 10 +ex+C (b) % +(2In2)e® + (In22)z + C (¢c) —— +C (d) -
n er

+C

27 1n2

z3 2++2

Vastus 13.6. (a) z —arctanz + C (b) 5 +arctanz + C (c) arcsinz + C (d) arcsinz + C

1
Vastus 13.7. (a) z+C (b) g -3 sinz+C (c¢) tanz—x+C (d) zsina—-3sinz+C (siin kasutati omadust sin(7 + ) = —sin(x))
(e) —2cot2z+C

2
4
Vastus 13.8. (a) 3z+C (b) % +C (c) 5173/2 +C (d) —dﬁ +C

1 1
(e) -3In|z|+ C (f) tanz + C (g) 562$2 +C (h) garcsin3z+C

1 1
Vastus 13.9. (a) sin(z +2) +C (b) -3 cos3z +C (c) ﬂ(Bx—Q)s +C (d) —g Y(1-20)4+C
1 1 1 1
(e) —56_2z+8+0 (f) %ln\31+5\ +C (g) 5tan(2x—5) +C (h) 5% Zsin2x+C

N

2-3
In3

1 3
Vastus 13.10. (a) Va2 +5+C (b) +C (c) ge“ﬁ +C (d) Tarcsinz —2V1-22+C (e) Zln2x+C (f) In|lnz|+C

3 1 1
Vastus 13.11. (a) ST Lo (b) —~In|cosz|+C (c) sinz - = sin®z +C (d) ——— +1In|cosz|+C
3 3 2cos?
1 3 2
Vastus 13.12. (a) —=In|5-e3*|+ C (b) iarctanx— +C (c) z— VBarctan —= + C (d) arcsin — + C
3 3 V3 V5 2

1
(e) arctan(z + 1) + C (f) -2V2+cos?2z + C (g) gsin?’z2 +C (h) In|lnlnz|+C

() 422 -2z + C (j) %(m+2)5/3 +C (k) 2i7 («8 - 322)" + C

6 6
Vastus 13.13. F(t) = —esin(7) _ —
7l' emn

Vastus 13.14. p(z) = 600V 60z — z2 — 5000

2 1 1 V1-x2
Vastus 13.15. (a) —E(l—x)3/2(3m+2) +C (b) —B(l—m2)3/2(3x2 +2)+C (¢) 5arcsinx+ % +C

1 1
(d) =In|tanz|+ C () ——— +In|cosz|+ C (f) 1n(x+\/$2+4)+c’
2 2cos?z

Vastus 13.16. (a) 2(v/z-In(1+vZ))+C, t=/z vdi t =1+/z (b) 2arctanve® -1+ C, t =e* - 1
(c) 4[ Vad ~In(1+ Va%)|+ C, t = VaF (d) %(1+ex)3/4(3ex —4)+C, t= YTrer
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Praktikum 15

1
Vastus 15.1. (a) e*(z—1)+C (b) xsinz +cosz + C (c) Z(sin(2x+ 1) -2zcos(2z+1))+C
1+xIn3

d) - —~—°
@) = s
(g) zlnz—2z+C (h) zln(z? +1) - 2z + 2arctanz + C (i)

1
+C (e) zarctanx — 51n(1+z2) +C (f) zarcsinz + V1-22+C

1
a: nf —In(z + 1) + C (alternatiivne kuju 1n|

‘_ Inz

T+ r+1 xr+1

1
Vastus 15.2. (a) —z?cosz +2zsinz +2cosz + C (b) e (23 - 3622 + 62— 6) + C (c) T (42% + 622 +62+3) + C
e
1 1 1
(d) gez(sinx—cosx)+() (e) g@Qz(sinx—Qcosz)-#C (f) Ex(sinlnx—coslna:) +C

Vastus 15.3. —(42? + 32)3—932/8 +C

Vastus 15.4. [dz-[dz=C

xr—2
T+ 2

1
Vastus 15.5. (a) 2ln|l-z|-In|z+ 1|+ C (b) 3ln|z +1|-2In|z|+ C (c) Zln‘ |+C

-2 x-1

t—1 1 2
(d)21n‘ |+ +C(e)ln‘—‘+—+0(f)1n| ‘+7+C
-2 t t x

17 x+1 1
(8) 5 Inf2y=1/-8Injy=1/+C () !

2
‘+C’(i) 7+1n|1
x

+ln‘ ‘+C
+x

(z-2)°

2 +4

l+x

—arctan(z +1)+C (1) In

z+1
X

2 4
6)) ——2—7+31n‘ +C (k) In
T T 1

T
— 2arctan 5 +C

-z 2 +22+2

Vastus 15.6. Tegemist on liigmurruga

1 2 2
Vastus 15.7. (a) z+In|z|-4ln|z+3|+C (b) z+—+2In|l-z|-In|z|+C (c) %+21n|:p71|+0 (d) %+x+3ln|x+1|78ln|m+2|+c’
x

2sinz -3 3
Vastus 15.8. (a) & +C (b) +1In|z? +z - 2|+ C (c) In(2? + 6z + 10) + arctan  — 6 arctan(z + 3) + C
(3 —sinx)? T+2
2 1 z-1 1
2 2
() = +In(* + 1)+ C (e) Zlnla-1|- In(a? +2+1)+C (£) x+1n| ‘+c (8) Info+ 2|~ gy +C
3 T 1 3 Tr+1
h) ZIn(z? +2) + 2v2arctan — + C (i) = In(z? + 2z + 3) + —= arctan +C
(B) 2 n(a? +2) Z5+C (1) 3 hn )+ aretan
Praktikum 16
Vastus 16.2. Diferentsiaalvorrandi lahendid on (a), (b) ja (c).
Vastus 16.3. Diferentsiaalvorrandi lahendid on (a), (d), (e), (f), (h) ja (i).
Vastus 16.5. (a) y=2z+C (b) y=sinz+C (¢) y=In|z|+C (d) y=e"+C
1
(€) y= ;2" +C (f) y* =2 +10z+C
Vastus 16.6.
(a) y=Injz|+z+C (b) y? =2z +C
3,2
() Vi=2+C,y=0(d) y=Cz-1 (e) y? =22 -2z -2Injz|+C (f) y-2=C(z+1) (g) %er? =lnjz-1/+C
t
(h) y= (i) (y-1)(z+1) =Cuzy (j) arcsiny — arctanz = C' (k) arcsiny — arcsinz = C' (1) T ln‘§| =C
1+Cx tr t

Vastus 16.7. (a) 1+32=C(22-1); C=2/3 (b) e*+e¥=C; C=2 (c) y=(C+3z(1-z))/3; C=5

1+
(d) 22 +y?>=InCz?% C=ec (e) y= z

1-z
Vastus 16.9. 107k

_0.51¢ mol In2 .
Vastus 16.11. [H202]; =10e™ T t1j2 = —— ~ 1,36 min
-min 0,51
1000e*t 1n 499 .

Vastus 16.13. z(t) = 199 1 o4t inimest; 1/ = ~ 1,6 paeva
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Praktikum 17

Vastused

3
Vastus 17.2. (a) y=Cz3-22 (b) y=Ce®-2-2zx-22 (c) y= Ca2er +a? (d) y= eSi"w(% + C)

hyy=S-—

xre

1
MDy=z-1+Ce® (p)y=—(e"+C), C=ba-e" (q) y=
X

1
— () y=Cz-1 (G)y=Ce 212z -1 (k)yzg(:wl)4+0(gc+1)2

1
T (e-Ijz+1]+C), C=In2-1
X

Vastus 17.6. z= aky k2 e_klt_e_kﬁfe_kﬁ_e_kst]
kg—kl k3—k?1 k3—]€2
Praktikum 18
Vastus 18.3. a=0,b=6,c=4
2 5
01 1 4 4 2 5
V: 18.4. h k 1
wriss (2 o2 7 (2 o2 0
7 12
-5 14 33
Vastus 18.5. (a)| -2 16 34 | (b) 1937 (d) 34 (e) 3 8 (f) F (h) FT
25 39 10 12 5 12
-3 22 47
12
-1 4 7 2 -11
Vastus 18.6. (a)( 18 s )(b) —I @(7 1)@ (14)E (-6 -3 5)® 0
-1
1 1 4 1 1 3 0 -6 -5
Vastus 18.7. (a) A-B=| 0 1 2 1mB-A=] 0 1 O (c) B2-A%2=1 0 0 2
0 0 -1 0 0 -1 0 0 0

Vastus 18.15. ( 1-2v3 3+2 0 )T
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Praktikum 19

Vastus 19.1.

Vastus 19.2.

Vastus 19.3.

Vastus 19.4.

Vastus 19.5.

Vastus 19.6.

Vastus 19.7.

Vastus 19.8.

Vastus 19.9.

Vastus 19.10.

Vastus 19.12.

(b) 40 (c) 6 (d) 100

(a) jah (b) ei (c) jah (d) jah (e) ei (f) ei

(a) -60 (b) 0 (c) 0

(a) -40 (b) 80 (c) 40

-6

(a) -128 (b) -15

(a) 100 (b) -30 (c) 18 (d) 90 (e) 17 (f) -34 (g) -1/2 (h) 1

VASTUSED

(a) 7 (b) -83 (c) 45 (d) 0 (e) —etsint (f) 3 (g) 0 (h) 0 (i) 4 (§) 26(2® +3) (k) cost+e 2t (1) 0

(b) 33/2 (c) 3/2

(a) 48 (b) 24 (c) 16

(b) 2% -2z

Praktikum 20

Vastus 20.1.

Vastus 20.4.

Vastus 20.6.

Vastus 20.7.

Vastus 20.8.

Vastus 20.9.

Vastus 20.10.

Vastus 20.11.

Vastus 20.12.

Al =C.
E
(a) k=9 (c) k1 =0, kn=1, kg=-1
1 -1 0 0
B0 0 1 -1 0
aA‘lfi -2 4 6 |bB1l=
16 9 _9 _3 0 0 1 -1
0 0 1
-3 6 1
aBl—BcFl—(_g 21)(11{1—1 2 4 6
- 9 -2 -3
-1 1 -1
1 0o -1 1
@1 1 0 4
1 -1 1 0
100
Poordmaatriks on 0 % 0
00 1

arx=1y=-0,5,z=-1bz=1Ly=-1,z=1,u=-1

6 10 -18
(a)( _12; 1;)(10)( _1; _2 )(c) 17 16 -39
13 15 -32

4
cCl= i 0
201 O
0
. 10
71 = _
el = 1 4
7
2 2
(d) 1 2
-16 21

-4 -4
20 -20
0 20
0 0
-8 -8
4 4
-6 -4

-1

-1

7



Vastus 20.13.

Vastus 20.14.

Vastus 20.15.

Vastus 20.16.

11 1
] 1 2 3

2 3 1

3 T
= (7 -4 -3)

Vastusteks on M. Kolk poolt leitud aforismikillud: (a) jines Sampust ei joo

40 g I lahust, 30 g teist, 20 g III ja 10 g IV

Vastused
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VASTUSED

Praktikum 21

Vastus 21.1. ¢) jal)
Vastus 21.2. a3b3c2
Vastus 21.8. bzx=1/3,y=2,2=-4/3czx=1/2,y=2,2=-1/2,u=-3

Vastus 21.3. (a) =2,y =-1,5 (b) Lahend puudub (¢) z=-1-2C,y=C

(d) Lahend puudub (e) z=8+6C,y=-1-2C,z=C (f) x=0,y=-3,2=2

(g) £=2-4C1 -3C2,y=C1,2=2C2,u=4-2C2,v=C2 (h) z=5-2C1 -3C2,y=C1;2=Cs
(i) 2=-2-2C1+C2y=1-9C1 - 202,z =C1,u=Cs

Vastus 21.4. (a) z=1,y=-1/3,2=-2/3,v=0 (b) 2 =1/4,y=-5/4,2=2 (c) 1 =0,22 = 2,3 =5/3, 24 = —4/3
(d) Lahend puudub (e) (z1,z2,z3,24) = (1,0,-1,2)

Vastus 21.5. (a) z=-C,y=-C,z=C (b) x =8C1 - 7C2,y = -6C1 + 502,z = Cq,v =C>

(g) x=C2-C1,y=1-C1-C2,2=C1,u=2,v=C4 (i) 21 =0,22 = 2,23 =5/3,24 = -4/3

(h) Lahend puudub (j) z1 =1-Ca,22 = -C1,23 =C1,24 =2+ 2C2, 25 = Co
(k) Lahend puudub (c) 1 =22 =23=24=0

Vastus 21.6. (c) 1) a#2jaa+4/3,2) a=2,a=4/3, 3) lahendid on alati olemas
Vastus 21.7. al)a#*-1,2)a=-1,lahendid z =-C,y=0,z2=C

Vastus 21.9. ax;=330+C, 22 =170+C, 23 =210+C, 24 =C, kus C >0
bz =500-a-0b, z2 =a+b-200, x3 = a, x4 =350 — b, x5 = b, kus iildiselt 200 < a + b < 500
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Vastused

Praktikum 23
Vastus 23.1. 245 cm ja 245 cm

Vastus 23.2. (a) Kui n = 3, siis vasakpoolsed ristkiilikud annavad 9, parempoolsed 18 ja keskmised 13.5. Kui n = 10, siis
vasakpoolsed ristkiilikud annavad 12.15, parempoolsed 14.85 ja keskmised 13.5.

(d) Kui n = 3, siis vasakpoolsed ristkiilikud annavad 4.146, parempoolsed 5.146 ja keskmised 4.677. Kui n = 12, siis vasakpoolsed
ristkiilikud annavad 4.540, parempoolsed 4.790 ja keskmised 4.667.

Vastus 23.3. (a) S = f1(2—x—x2)dx (b) S= j2 V4 -z2dz (c) S:fl(x2 —z%)dx
) -2 0

.. 1 x2 2 z? 2 0/(z3 4
(d) Uks voimalikest pindaladest on S = [ (z— ) de + f (1 - I) dz () S= [(2+x-2%)dz (f) S = [ (? - gx) dx +
0 1 -1 “2

4
Jie5)e
Vastus 23.4. (a) 21 (b) %ﬂ' (e)1(d) 5
Vastus 23.5. (a) 0.648 (b) 7.661 (c) 12.660
Vastus 23.6. 100.027
Vastus 23.7. (a) 6.0 (b) 11.655 (c) 3.392
Vastus 23.8. Trapetsvalemiga 2568.25 ja Simpsoni valemiga 2581.29, tdpsem on Simpsoni valem
Vastus 23.9. Trapetsvalemiga 4.322 ja Simpsoni valemiga 4.478
Vastus 23.10. 3.238 m
Vastus 23.11. 452.130

Vastus 23.12. 19.398

Praktikum 24
Vastus 24.1. (a) 85/3 (b) 4—1In5 (¢) 2—-7/2 (d) n/2-1 (e) O
Vastus 24.2. (a) 2,5 (b) 4 (c) 4 (d) 3 (e) 9/4 (f) 32

Vastus 24.3. (a) 0 (b) 2= (c) 0

Vastus 24.4. (a) 10,5 (b) %1117 (c) %(10@—1) (d) 0 (e) w (F) -1/6 (g) 7/4 (h) 2In2 1

Vastus 24.5. (a) 1/24 (b) 4 (c) ©/2 (d) 6 - %1n5

Vastus 24.6. (a) 5/3 (b) 2

103



Praktikum 25

Vastus 25.1.

Vastus 25.2.

Vastus 25.3.

(a) 27 (b) 1 (c) V3-7/3 (d) 2(48 - 247 + w3) (e) 0,5(1+€™) (h) (-2+ 7 +21In2)/12

(a) 8- (b) 1+1n(%) (c) £+ln(g)

(a) 1-31n3 (b) 2(vV2-1) () ™V7/3

(f) -7/2 (d) t(1-e7™) (e) (8-V2)/6 (f) (3w +4In2)/8 (g) 26

Praktikum 26

Vastus 26.1.

Vastus 26.2.

Vastus 26.4.

Vastus 26.5.

Vastus 26.6.

Vastus 26.7.

Vastus 26.8.

Vastus 26.7.

(a) 2 (b) 9/4 (c) 8/3 (d) 64/3 (e) e-1 (f) 1/12

w/4+1/2

w/2-1

abmw

1087w

VASTUSED

104



Vastused

Praktikum 27
Vastus 27.1. (a) 2/6 - 8/3 (b) (8010 - 8)/27
Vastus 27.2. 2\/5

Vastus 27.3.

jot

wr

Vastus 27.4. 6a

Vastus 27.7. 10

Vastus 27.8. (a) 36w (b) 87 (c) 7/157

Vastus 27.10. (a) 2/7w

Praktikum 28

Vastus 28.1. 1100 km

Vastus 28.7. Osake liikus 35 pikkusiihikut paremale ja ldbis kokku u. 42.6 pikkusiihikut.
Vastus 28.9. -10.71 m/s.

Vastus 28.10. 1.4 m

Vastus 28.11. 200 m. Maistlik on modelleerida labi keskmise kiirenduse.

Vastus 28.12. 1004/ %

Vastus 28.15. 1/2J

k(b-a)
ab

Vastus 28.16.

Vastus 28.18. 51021.81 J

Vastus 28.20. 9.2:106 J

Vastus 28.21. 384551 J

105



VASTUSED

Praktikum 29

T T 37

Vastus 29.1. (a) ( + 7sm2m) aETL

1 s
(b) (77005 z+ = cos® x)
5 0

1 1
( )( xffsln2x+3—2s1n4x)

SN

0
s
4

1 1 I
(d) (751n2x—§sm 2J:+1—0 sin 2x)

4 1 . 1 . 1 1
-5 (e) (3x+;sm47r:c+8—ﬂ_ sm87rx) =3, (f) @‘0 =2V2-2, () (gr—i sm4x)

0
0
1 1 1 1
( ) (—x——sinQa;——sin4x+—sin6x——sin8x)w— ()
128 64 128 192 1024 o 128’
2 1 1 3 9 3 1
Vastus 29.2. (a) In|tan — \ +C (c) arctan( (tanE + 7)) + C (e) —7(1n\7tanE + - - ln|7tanE + 7|) +C

V3 /32 AV Ty 1727

T
tan —
2

2
(g) garctan( )+C (i) 1n\tan§—1|+0

-2)? 3 t
Mﬂiln (cosz +2)+C (c) 7COSI+—5(1n|2cos:B7 \/§|71n\2cosx+\/§|)+0 (e) -
22

Vastus 29.3. (a) x+ln|cos:v|+C

1 1 1
Vastus 29.4. (a) arcsin z +C (b) 5 arcsin + 5:1:\/ 1-22+C (c) —5(16 - x2)3/2

V2 - 36 5 1
(d) 21n|%+xT\+C (e) Va2 -25-5arccos — +C (f) ~——————— +C
x

Z
3sin(arctan 3 )

x x Va? 3
(g) 3ln|tan(%arcsin5)\+0 (h) QEﬁ-FC (i) 4(%—9Va}2+9)+0
3
L (3\5 2 .. 4 3
@-(3)2+3 00z Om2-2

1 1 3
(m) 6lnjz+1+ Va2 +2z+2/+C (n) g(arccosg — arccos g)
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Vastused

Praktikum 31

Vastus 31.1. (a) integraal hajub (b) integraal hajub (c) 1000

(d) Kui a <1, siis integraal hajub. Kui a > 1, siis vastus on

a-1
5
(e) 1 (f) integraal hajub (g) 0 (h) 2
1 1
i) 1@G) 5 (k) integraal hajub (1) 5
1-n 1-n
(m) Kui n > 1, siis algfunktsioon on ja vastus — Kui n =1, siis integraal hajub

™

(n) integraal hajub (o) integraal hajub (p) NG

(@) n(1+2) @) 7

Praktikum 32

Vastus 32.1. (a) integraal hajub (b) 2 (c) integraal hajub (d) —4.5 (e) 4 (f) 4v/2 (g) integraal hajub (h) 5(Y/2-1) (i)
1
2+m/2 (j) 6 (k) 1000 (1) integraal hajub (m) " (n) integraal hajub (o) 7 (p) v/3 (q) 7 (r) integraal hajub (s) integraal
n+
hajub (t) 2

Vastus 32.2. F(0) = ———(1-(wo)1). Lisaks igale sagedusele o € R vastab amplituud |F(0)| = ——.
1+ 7202 1+n20?

Vastus 32.3. Siinusfunktsiooni Laplace’i teisendus on Molemad on méiratud vaid

ja koosinusfunktsiooni oma

+z2 +a2’

positiivsete argumentide korral.
Vastus 32.4. Umbes 13.5%.

1
Vastus 32.5. p=0jaoc= ﬁ 10 arvu korral satub ca iga 162., 15 arvu korral ca iga 1256. ja 20 arvu korral ca iga 9259.

keskvaartus 16igust vilja.

Vastus 32.6. Vahemikus 85-115: umbes 68%. Ule 140: umbes 0.4%.
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