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0.1 Tahistused

= definitsioon (vordub, rohutatult)

a € X |element a kuulub hulka X

a¢ X |aeikuulu hulka X

X C Y | hulk X sisaldub hulgas Y (NB! mitterange kuulumine)
mujal voidakse eristada C ja C, meil C=C

AU B | hulkade tihend

AN B | hulkade iihisosa

X \Y | hulgast X lahutatakse hulk Y’

= jareldub

& on samavédrne (molematpidi jareldumine)
Va kehtib iga x korral

Jx leidub selline x

N naturaalarvud 1,2, 3, ...

Ny naturaalarvud koos nulliga 0,1,2,3,...
7 taisarvud ..., —2,—1,0,1,2,...

Q ratsionaalarvud ]537 qg#0

I irratsionaalarvud

R reaalarvud

C kompleksarvud

n! faktoriaal 1-2---n




0.2 Kreeka tahestik

¢, p, ®

(LA
w, €2

alfa
beeta
gamma
delta
epsilon
dzeeta
eeta
teeta
10ota
kapa
lambda
muu
niu
ksii
omikron
pii

r00
sigma
tau
ipsilon
fii

hii

psil

oomega

0.2.
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0.3 Reaalarvud

Arvud moodustavad mingis mottes matemaatika vundamendi. Erinevat
tiilipi arvudel voivad olla erinevad omadused ja kasutusvaldkonnad. Enne

reaalarvudeni joudmist peame tutvuma veidi lihtsamate arvudega.

,{Deﬁnitsioon 0.1}

Téhistame stimboliga N koigi naturaalarvude hulka \
N={1,2,...}
ja stimboliga Z koigi tdisarvude hulka
Z={.,-2-1,01,2...}.
\ J

Definitsioon 0.2]

Ratsionaalarvudeks nimetatakse arve z, mis on esitatavad kujul

T = 2, kus p € Z ja q € N. Koigi ratsionaalarvude hulga tahista-
q

me siimboliga Q.

Ratsionaalarvudeks on parajasti need arvud, mis on esitatavad loplike
kiimnendmurdudena (niiteks 3.895) voi 1opmatute perioodiliste kiim-
nendmurdudena (niiteks 15.98787 ..., mida kirjutatakse lithemalt kujul
15.9(87)). Kiimnendmurdude korral kasutatakse antud konspektis kiim-

nendkoha eraldamiseks punkti.

Niide 0.1 Ratsionaalarvuks ei ole v/2. Niitame seda.

Oletame vastuvaiteliselt, et V2 on ratsionaalarv, s.t esitub kujul V2 =
E, kus ¢ # 0 ja p,q € Z. Seejuures eeldame, et harilik murd % on
q

antud taandatud kujul (néiteks %, aga mitte %) Siit jareldub, et p ja ¢
el saa molemad korraga olla paarisarvud (muidu saaksime kahega 1dbi

jagada). Algsest vordusest saame ruutu tostmisel
ehk p? = 24°.

Siit jareldub, et p on paarisarv, kuna tema ruut esitub kahekordse arvu
¢® korrutisena. Kuna p on paarisarv, siis ta esitub kujul p = 2r, kus r

on mingi téisarv. Uuesti vaadates saame

Q:é ehk 2:4—7;2 ehk ¢ = 2r2.

q q
Viimane téhendab, et ka ¢ peab olema paarisarv (kuna paaritu arvu
ruut on ise ka paaritu). Saime vastuolu sellega, et ¢ ja p ei tohi korraga
olla paarisarvud. Jarelikult eeldus V2 e Q oli vaar.

SO0

Saksa matemaatiku Leopold
Kroneckeri (1823 - 1891) sonul
(vabas tolkes) on “naturaalar-
vud loodud Jumala poolt. Koik
teised arvud on loodud inimese

poolt.”

-
Negatiivsete arvude sissetoo-
esitada néiteks
Fitsik,

bioloog ja matemaatik nde-

misega saab

jargmise anekdoodi:

vad, kuidas tihja majja sise-
neb kaks inimest. Hiljem viljub
sealt aga kolm inimest. Futsik
motleb: “Tegemist on mootmis-
veaga.” Bioloog arvab, et ini-
mesed wvahepeal paljunesid ja
matemaatik tleb: “Praegu on
majas miinus ks inimest. Kui
niutd tdpselt iiks inimene sise-

neb majja, siis on maja wuesti

tiihi.”
\ J

rEksamil (ka praktikumi tun-
nikontrollis) voidakse néiteks
kiisida ratsionaalarvu definit-
siooni. Proovige seda sonastada
parajasti siis, kui konspekti
kéepéarast ei ole, ning nii, et teie
vanatddi ka asjast aru saaks.
Kas see, mille te sonastasite,
defineerib ikka kiisitud ratsio-

naalarvu moiste tiheselt dra?

Analoogiliselt voidakse kiisida
irratsionaalarvu, reaalarvu ja

kompleksarvu kohta.

\

~




Igapéevaelus saaksime hakkama ka ainult ratsionaalarve (murde) kasu-
tades, matemaatilises teoorias aga mitte. Nagu just v/2 niol niitasime,

leidub veel teistsuguseid arve.

Definitsioon 0.3}
Arve, mis on esitatavad lopmatute mitteperioodiliste kiimnend-

murdudena, nimetatakse irratsionaalarvudeks. Irratsionaalarvude

hulga tdhistame stimboliga I.

Irratsionaalarvudeks on niiteks 2 = 1.41421356237...,
3.14159265359..., e = 2.71828182846...

¢ = 1.61803398875 ... (kuldloike parameeter), jne.

T =

(naturaallogaritmi alus),

Definitsioon 0.4}
Koik ratsionaal- ja irratsionaalarvud moodustavad reaalarvude hulga.

Koigi reaalarvude hulga téhistame siimboliga R.

Reaalarvude hulga kirjapanekuks kasutatakse kirjutusviisi

R={z: —co<z <o} vdi R=(-00,00).

Iga loplikku kiimnendmurdu a = o,z ..q, (niiteks 8.765210448)

saab esitada lopmatu kiimnendmurruna kahel erineval viisil:
a=a,aas...0,00... Vol a=a,a1as...(a, —1)99....

Naiteks, 2.500... voi 2.499....

A Markus 0.1 ~

Edaspidi vélistame kiimnendmurru esitamise kujul, mis 16peb numb-
riga 9 perioodis. See eeldus voimaldab holpsamini defineerida reaalar-
vude vordlemise eeskirjad. Seega reaalarvudeks nimetame koiki 16pma-

tuid kiimnendmurde, mis ei 16pe numbriga 9 perioodis.

0.3. Reaalarvud

irratsionaalarvudel on

kiimnendkohti,

Kuna
I6pmatu  arv
siis on selge, et périselus ei ole
voimalik 16pliku aja jooksul
nende koiki komakohti vilja
arvutada. Mo6o6tmistel  voib

kasutada niditeks  jArgmist

lahenemisviisi:

3.14155 < 7 < 3.14165

voi

| — 3.1416] < 0.00005.

Arvuhulkade vahel valitseb seos

NCZCQCR,

ICR.

Siinjuures oo ja —oo ei ole
mingid arvud, nendega ei
saa sooritada aritmetilisi teh-
teid ning nad ei asetse kuskil
reaalteljel, vaid on matemaati-
kas abivahendina kaasatud kui
Hopmatuse* siimbolid, mida ka-
sutatakse reaalarvude ja nende
hulkadega seotud omaduste kir-
jeldamisel. Antud (,J6pmatuse®)
stimboli kasutuselevott pannak-
se inglise matemaatiku John
Wallise (1616-1703) arvele.

-,

Reaalarvude vordlemine. Reaalarve a = ja b =

B,61B2... B ...

A, 102 ...05...

nimetame vordseteks, kui

O‘:ﬁv 012252, ) anzﬂnv

alzﬁla

Utleme, et reaalarv a on suurem kui reaalarv b ja kirjutame a > b (ehk
b on viiksem kui a ja kirjutame b < a), kui on téidetud iiks jargmistest
tingimustest: 1) a > 3,

2) a =5 >0 ja leidub indeks k > 1 nii, et

ayp =p1, az=P2, ..., ar-1=Pk-1, o> Pk
3) a = < 0 jaleidub indeks & > 1 nii, et
aq :Bh OéQZBQ, ey a1 :ﬂk—lv Qg <Bka
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4) a = = —0 ja leidub indeks k£ > 1 nii, et

ay=p1, arx=P0, ..., op_1=PF-1, ar<p.

Reaalarv a on méaaratud, kui on teada eeskiri tema téiskoha ja iga kiim-
nendkoha leidmiseks. Praktikas kasutatakse irratsionaalarvude asemel nen-
de ratsionaalarvulisi 1ahendeid. Naiteks saab igat reaalarvu z € R esitada

tiheselt ahelmurruna (seda teemat antud kursus ldhemalt ei vaatle)

1
=0t 1

a] + —
as + ...

kus ag on mingi tdisarv ja ax (k > 1) on positiivsed tdisarvud. Ligikaudseks
arvutamiseks voib kasutada “piisavalt” pikka ahelat.

A Markus 0.2 ~

Reaalarve kujutatakse arvsirge punktidena. Arvsirge punktide hulga ja

reaalarvude hulga vahel on iiksithene vastavus: igale reaalarvule a vas-
tab parajasti iiks punkt A arvsirgel (reaalarvu a kujutis), igale punktile
A arvsirgel vastab parajasti iiks reaalarv a (punkti A koordinaat). See-

tottu kasutataksegi “reaalarv a” asemel ka viljendit “punkt a”.

| S B N B E— — f——fp————t———+—+—+—
9-8-76-5-4-3-2-1012345©6 7829

Reaalarvu absoluutvairtus. Reaalarvu a absoluutviartuseks nimeta-
takse arvu |a|, mis rahuldab tingimust
a, kuia>0,

la| =

—a, kuia<O0.

Absoluutvairtuse tahtsamad omadused:

1. |a| >0,

2. | —al| =lal,

3. +a <|al,

4. fla[ = [b]] < |a £ 0] < |a| + (0],
5. |ab| = |al|b],

6. m_lz: b+£0.

Alustades naturaalarvudest, laiendasime arvude valdkonda kuni reaalar-
vudeni. Sellisel juhul on niiteks vorrandil 22 — 2 = 0 kaks reaalarvulist
lahendit: 1 = V2 ja xo = —+/2. Mida teha aga vorrandiga x24+1=07
Sellisel juhul tekib arvu ruut z2, mille viifirtus on negatiivne: -1. Meil oleks
vaja, et kehtiks 21 = v/—1 ja xo = —v/—1. Kuna ruutjuur negatiivsest ar-
vust ei ole defineeritud, siis tulebki vélja, et puhtalt reaalarvudest ei piisa
ning meil tuleb arvude valdkonda veelgi laiendada. Osutub, et selline samm

on véga hésti kooskolas iildisema matemaatilise teooriaga.

(Vastaku reaalarvule a arvsirgc‘
punkt A ja reaalarvule b arvsir-
ge punkt B. Siis arv |a — b| on
vordne punktide A ja B vahelise
kaugusega. Erijuhul b = 0, saa-

me, et |a] on punkti A kaugus

knullpunktist.

J

-
Peame meeles, et iga reaalarvu

a € R korral
Va? = |al.
Néiteks, 25 = 5 ja mitte

—5, kuna juurimine on definee-
ritud alati iiheselt mittenega-
tiivse arvuna. Seda ei tohi se-
gamini ajada vorrandi lahen-
damisega. Vorrandil voib olla
rohkem kui iiks lahend, néaiteks
22 = 25 lahenditeks on 27 = 5

ja xo = —5.

\

N\




0.4. Reaalarvud

0.4 Summa sumbol

-

. . .. .. . ) Summa siimbol tuleb kreeka

Kui on vaja liita arvud aq,as,...,a,, n € N, siis seda saab lithidalt suurtihest sigma 3, mille viiike
maérkida sigma stimboli (ehk summamdrgi) abil taht on kujul o.

n
a+ax+...+a, = E a;,
i=1

kus a; on summa dldliige, i on summeerimisindeks (i =1,...,n).

Summamaérgi Y abil tdhistatakse iihelaadsete liidetavate summat, seejuu-

res stimboli ) jérel on nididatud, millse “kujuga” liidetavaid tuleb liita.

Naiteks .
Zai =y tam+1 + ...+ ap,

i=m
korral leitakse summa antud summa {ldliikme a; pohjal, kus koigi liideta-
vate saamiseks liidetakse jarjest lilkmed alates indeksist m kuni indeksini

n, lahtudes summeerimisrajadest m ja n.

Naiaide 0.2 Esimese 100 naturaalarvu liitmistehte saab kirja panna

kujul
100
1+2+...+100=Z¢.
=1
SO0

Niide 0.3 Kirjutame summa lahti

2 3 4
Sk L T (B
2. nis - 5t gt tEY

SO0

Naiide 0.4 Kirjutame summa lahti

90

> F(k) = f(5) + £(6) + ...+ f(90).

k=5

Naide 0.5 Keerulisem néide on Newtoni binoomvalem:

n __ . n! n—kik _ n n—1 n(n — 1)
(a+b)" = Z W= k)!a b” = a"+na b—l—i2

k=0

a" 2% 4. 4nab™ 140",

kus a,b € Rjan € N.

OO0
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PEATUKK 1. VEKTORID RUUMIS

1.1 Suunatud loikude hulk

A Markus 1.1 ~

Punkt on algmoiste, mida me ei defineeri ja mida on aastatuhan-
deid naitlikult ette kujutatud kui pikkuseta ja laiuseta objekti. Punkte
tdhistame suurte triikitdhtedega. Fikseeritud punkti korral kasutame
reeglina suuri triikitdhti tdhestiku algusest, nditeks A, B, C'. Kui on
tegemist suvalise punktiga, siis kasutame tahti tdhestiku lopuosast, néi-
teks X, Y, Z.

Markus 1.2

Sirge, tasand ja ruum on samuti siin kursuses algmdisted. Osutub, et

sirge, tasandi kui ka ruumi punktide abil saab iisna loomulikul teel

anda igaiihe korral eraldi teatava vektorruumi.

Sirget, tasandit ja ruumi tadhistatakse jargnevas vastavalt Ei, Fs ja E3

abil. Uldiselt kasutame nende jaoks iihtset téhist E.

A Markus 1.3 N

Mistahes kahe punkti X,Y € F poolt maaratud loiku saab tdhistada

kahel erineval moel: XY voi Y X. Esimesel kohal olevat tdhte loeme
Ioigu alguspunktiks ja teisel kohal olevat tédhte 16igu 1opp-punktiks.
Seega XY ei tahista ainult 16iku otspunktidega X ja Y, vaid téhistab

loiku alguspunktiga X ja lopp-punktiga Y.

Definitsioon 1.1]

Loiku, millel on fikseeritud alguspunkt, s.t suund, nimetatakse suuna-

tud loiguks ehk seotud vektoriks. Seotud vektorit alguspunktiga X
ja lopp-punktiga Y tdhistatakse edaspidi XY.

10



Seotud vektorit X X, mille algus- ja lopp-punkt langevad kokku, nimeta-

takse seotud nullvektoriks.

A Markus 1.4 N

Seotud vektori joonisele kandmisel joonistame teda médrava 16igu, té-
histame dra tema otspunktid. Et eristada loigul algus- ja 16pp-punkti,
kujutame seda 16iku noole abil, mis méarab suuna. Noole korvale kir-

jutame seotud vektori téhise.

\. J

Koikide seotud vektorite hulka tihistatakse vastavalt Ei, Ey ja Es, iihtse

tihisena E.

Definitsioon 1.2}

Seotud vektori XY pikkuseks | XY| nimetatakse teda méédrava 16igu
XY pikkust.

Definitsioon 1.3}
Seotud vektorit Y X nimetatakse seotud vektori XY vastandvekto-
riks, mida tdhistame — XY, s.o — XY =Y X.

{Deﬁnitsioon 1.4} N

Seotud vektorit AB nimetatakse kollineaarseks seotud vektoriga CD,
kui 16ik AB on paralleelne 16iguga C'D (voi 16igud AB ja C'D asuvad
iihel ja samal sirgel, sealhulgas iihtivad). Oeldut téhistatakse AB || CD
ning kui vektorid ei ole kollineaarsed, siis AB }f CD.

Markus 1.5

,[Deﬁnitsioon 1.5] N\

Seotud vektorit AB nimetatakse samasuunaliseks (vastassuunali-

seks) seotud vektoriga CD, kui AB || CD ja suunad on iihesugused
(suunad on vastupidised). Samasuunalisust tihistatakse AB 11 CD ja
vastassuunalisust AB 1] CD.

Seotud nullvektor on kollineaarne suvalise seotud vektoriga. )

\ J

1.2. Suunatud loikude hulk

Lo kt
opppun B

AB

Algpunkt
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PEATUKK 1. VEKTORID RUUMIS

Markus 1.6

Seotud nullvektor on nii samasuunaline kui vastassuunaline iga teise

seotud vektoriga.

Definitsioon 1.6]

Seotud vektorit AB nimetatakse ekvivalentseks seotud vektoriga

CD, kui |[AB| = |CD| ja AB 11 CD. Seda tihistatakse AB ~ CD.

1.2 Vabavektorid

,[Deﬁnitsioon 1.7]

N\
Seotud vektoriga AB ekvivalentsete seotud vektorite hulka
{XY|XY ~ AB} nimetatakse ekvivalentsiklassiks moodus-
tajaga AB. Viimast tahistatakse AB. Seega
AB = {XY | XY ~ AB}.
. J
Maéarkus 1.7
Seotud nullvektorid moodustavad omaette ekvivalentsiklassi
0={XX|X € E}.
,{Deﬁnitsioon 1.8} N
Téhistame
E, = {XY|XY € E},
E2 = {XY | XY € EQ} Siin motleme, et naiteks ruumi
. E3 (punktide) poolt moodusta-
ja

tud seotud vektorite ruumi Eg
E3 = {XY | XY ¢ E} elementide poolt on moodusta-

tud ruum Egs.

vastavalt koiki sirge F1, tasandi Fs ja ruumi E3 poolt moodustatud
ekvivalentsiklasse ja nimetatame nende elemente vabavektoriteks.

Uhine tihis vabavektorite vektorruumi jaoks olgu E.

Definitsioon 1.9}
Vabavektori x = AB € E vastandvektoriks nimetatakse vabavekto-

rit —x = BA € E.

12



Definitsioon 1.10]
Vabavektori x € E pikkuseks nimetatakse seotud vektori AB € x
pikkust |AB| ning seda tihistatakse |x|.

Definitsioon 1.11]
Vabavektoreid x,y € E nimetatakse kollineaarseteks, kui nende vek-

torite moodustajad on kollineaarsed ehk AB || A’B’, kui AB € x ja

A’B’ € y, ning seda tdhistatakse x || y.

,[Deﬁnitsioon 1.12]

Vabavektoreid x, y € E nimetatakse samasuunalisteks (vastas-
suunalisteks), kui nende vektorite moodustajad on samasuunalised

(vastassuunalised) ehk AB 11 A'B’ (AB 1] A’B’). Seda tihistatakse
xMy xty).

\.

Definitsioon 1.13]

Vektorite a,b € E summa a-+b € E defineeritakse jirgmiselt. Voe-
takse vektori a moodustaja XY ja vektori b moodustaja YZ ning

vektori a+b moodustajaks on XZ.

Markus 1.8

1.2. Vabavektorid

Igal vektoril a € E on olemas iga punkti X € E korral moodustaja

XY.

{Deﬁnitsioon 1.14]

Vektorite a,b € E vaheks nimetatakse vektorit a — b € E, mis mé&a-

ratakse vordusega

a—b=a+(-b).
\.

,[Deﬁnitsioon 1.15]
Vektori a € E korrutiseks reaalarvuga A\ € R nimetatakse vektorit

Aa € E, mis méaratakse tingimustega
1. |Aa] = |A||al, (seega |Aa| =0, kui A = 0),

2. att Aa, kui A >0, af] Aa, kui A <0.

5Y Y
vy

13



PEATUKK 1. VEKTORID RUUMIS

AOmadus 1.1 N

Kehtivad jargmised tehetega seotud omadused:

1. (a+b)+c=a+ (b+c)igaa,b,c € E korral,

2. a+0=0+a=aigaa € E korral,

3. a+(—a)=—a+a=0igaa € E korral,

4. a+b=Db-+aigaa,b € E korral,

5. la = a iga a € E korral,

6. (af)a= «a(Pa) iga a, f € R ja iga a € E korral,

7. a(a+b) =aa+ abiga « € R jaiga a,b € E korral,

8. (a«+ Pla=aa+ Paiga o, € R jaiga a € E korral.

1.3 Punkti ja vektori projektsioon

Olgu tasandil Es fikseeritud mingi sirge s. Fikseerime veel sirge [, mis
l6ikab sirget s ainult iithes punktis (seega [ ei ole sirgega s paralleelne ega

iihti sirgega s). Iga punkti X € Fs korral

VL

saab l&abi punkti X panna parajasti iihe sirge [ x, mis on paralleelne sirgega

[ (kui X asub sirgel [, siis [x =1). Sirge lx 16ikepunkt sirgega s olgu X'.

Definitsioon 1.16}

Punkti X’ nimetatakse punkti X projektsiooniks sirgele s paral-

leelselt sirgega .

Olgu ruumis Ej3 fikseeritud sirge s. Valime veel tasandi 7, mis 16ikab sirget
s ainult ithes punktis (seega s ei ole paralleelne tasandiga 7 ega s ei asu
tasandil 7). Iga punkti X € F3 korral saab ldbi punkti X panna parajasti
ithe tasandi 7wy, mis on paralleelne tasandiga 7 (kui X asub tasandil ,

siis mx = m). Tasandi 7mx loikepunkt sirgega s olgu X'.

14



1.5. Punkti ja vektori projektsioonivektor

Definitsioon 1. 17]

Punkti X’ nimetatakse punkti X projektsiooniks sirgele s paral-

leelselt tasandiga .

Vaatleme veel juhtu, kus ruumis E3 on fikseeritud tasand 7. Valime niitid
sirge I, millel on tasandiga 7 ainult iiks iihine punkt (I ei ole paralleelne

tasandiga 7 ega asu tasandil 7). Iga punkti X € Fj3 korral

~

[T L

saab ldbi punkti X panna parajasti iihe sirge [ x, mis on paralleelne sirgega
I (kui X asub sirgel [, siis [x = [). Sirge lx loikepunkt tasandiga 7 olgu
X'

Definitsioon 1.18]

Punkti X’ nimetatakse punkti X projektsiooniks tasandile m pa-

ralleelselt sirgega I.

Jargnevalt vaatleme suvalise vabavektori projektsiooni mingi fikseeritud
nullist erineva vabavektori sihile, seda nii tasandil kui ka ruumis. Esitame
vastava arutelu molema juhu jaoks iihises tekstis.

Vétame nullvektorist erineva vektori a € Ey (a € Eg). Fikseerime vabalt
mingi punkti A € Fy (A € E3) (vt. joonist). Leiame sellise punkti B € Es
(B € E3), et a = AB. Kuna vektor a ei ole nullvektor, siis punktid A ja
B ei iihti. Tekkinud 16ik AB mé#érab {iheselt sirge s nii, et AB asub sirgel

S.
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PEATUKK 1. VEKTORID RUUMIS

Fikseerime sirge [ tasandil Fy (v0i tasandi 7 ruumis FEs) nii, et sirge [
(tasand ) loikab sirget s ainult iihes punktis. Valime suvalise vektori x €
E; (voi x € E3) ja mingi punkti X € Ey (X € Ej3). Siis saab leida punkti
Y € Ey (Y € Es) nii, et x = XY. Projekteerime punktid X ja Y sirgele
s paralleelselt sirgega ! (tasandiga ), millega tekivad sirgel s punktid X’
ja Y. Sellest moodustub vabavektor X'Y".

Tasand Ey Ruum FEs3

»

Definitsioon 1.19]

Vektorit XY’ nimetatakse vektori x projektsioonivektoriks vektori
a sihile paralleelselt sirgega [ (tasandiga 7). Vektorit X'Y’ tihistatakse

Pr,x.

Omadus 1.2

Vabavektorite summa projektsioonivektor on vordne nende vabavek-

torite projektsioonivektorite summaga, s.t

Pra(x+y) =Prax+ Pr,y.

Omadus 1.3
Mistahes reaalarvu A € R ja mistahes vabavektori x korral

Pr,(Ax) = APrax.

Kui sirge voi tasand, millega paralleelselt projekteeritakse, on risti sirgega,

millele projekteeritakse, siis radgitakse rist- voi ortogonaalsest projek-

teerimisest.

,{Deﬁnitsioon 1.20] N
Vabavektori x projektsiooniks vabavektori a sihile nimetatakse
reaalarvu

Pr.x|, kui Pax 11 a,
Prax = [Prax| ? (L.1)
—|Prax|, kui Pryx 1] a.
. J
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1.5. Eukleidiline vektorruum

1.4 Kohavektorid

Fikseerime ruumis E (sirge, tasand voi ruum) ithe punkti O, mida nime-

tame koordinaatide alguspunktiks.

Definitsioon 1.21}
Mistahes punkti X € E kohavektoriks nimetatakse vektorit OX € E. J

A Markus 1.9 ~

Igal punktil X € E on olemas kohavektor x = OX. Teistpidi, igal

vektoril x € E on olemas punkt X nii, et x = OX: selleks tuleb
votta vabavektori x esindaja ja lugeda selle alguspunktiks O € F, siis
esindaja 1opp-punkt ongi punkt X. Sellega tekib ruumi E punktide ja

vabavektorite ruumi E elementide vahel tiksithene vastavus.

1.5 Eukleidiline vektorruum R”

A Maéarkus 1.10 ~

Ruumis E (sirge, tasand voi ruum) fikseerime iihe punkti, mille t&-
hiseks on O. Lisaks voime ette kujutada ristkoordinaadistikku, mil-
les igal punktil on {iheselt méiratud koordinaadid: (x) € Ey, (z,y) €
Es, (v,y,2) € F3. Uldisemalt voime vaadelda fikseeritud naturaalar-
vu n korral n koordinaadiga (komponendiga) vektorit ehk korteezi

(31, 7).

,{Deﬁnitsioon 1.22]
Fikseeritud n € N korral nimetatakse hulka

R"™ = {(z1,...,2n) | 21,...,2, € R}

n-mootmeliseks (eukleidiliseks) vektorruumiks, milles on defi-

neeritud liitmine
x—i—y:(xl—l-yl,...,a:n—i-yn), XayeRna
ja skalaariga korrutamine

ax = (azxy,...,azx,), Xx€R™ acR.

Vektorruumi mobiste on palju
tldisem kuii kéiesolevas kursuses

vaadeldava ruumi R™ moiste.

17



PEATUKK 1. VEKTORID RUUMIS

,[Deﬁnitsioon 1.23] N
Vektorite siisteemi eq,...,e, € R", kus

e; = (1,0,0,...,0),

€y = (0, ]_7 0, Ce 70)7 Loomuliku baasi korval on vek-
torruumis R™ 16pmata palju tei-
si baase. Nende suhtes on vekto-

ril ka teised koordinaadid.

e, =(0,...,0,1)

nimetatakse vektorruumi R"™ loomulikuks baasiks.

\ J
,{Deﬁnitsioon 1.24] N
Arve x1,...,x, vektoris
x=(21,...,Zp)
nimetatakse vektori x € R™ koordinaatideks baasi {ey, ..., e,} suhtes.
\ J

Omadus 1.4

baasi {ey,...,e,} kaudu:

X =x1€1 + ...+ Tp€n.

Definitsioon 1.25]
Vektori x € R™ pikkus |x| defineeritakse vordusega

x| = ¢/22 + ... +22.

Iga vektorit x = (z1,...,2,) € R™ saab iheselt avaldada loomuliku ]

A Markus 1.11 ~

Igale ruumi punkti X € FE35 kohavektorile OX € Egz vastab parajasti
iiks vektor x € R? ja vastupidi: igale elemendile x € R? vastab pa-
rajasti iks punkt X € FEj3 ja selle kohavektor OX € E3. Samasugune
arutelu kehtib sirge ja tasandi korral. Kui n > 3, siis ei saa ruumi R”

vektoreid visuaalselt (geomeetriliselt) ette kujutada, kuid iihtse teooria

saab ikkagi esitada, mille juurde jargnevas asume.
\ J
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1.6. Skalaarkorrutis

1.6 Skalaarkorrutis

,[Deﬁnitsioon 1.26] N
Olgu antud nullvektorist erinevad vektorid x,y € E. Vétame vektori x

kui vabavektori iihe esindaja AB, samuti vabavektori y esindaja AC.

Vektorite x ja y vaheliseks nurgaks nimetatakse nurka, mis tekib loigu
AB pooramisel lithemat teed pidi 16iguga AC samasse suunda. Seda

nurka téhistame Z(x,y), siis Z(x,y) € [0, 7].

Definitsioon 1.27]
Kui vektoritest x,y € E vihemalt {iks on nullvektor, siis nurgaks

Z(x,y) loetakse igat reaalarvu léigust [0, 7).

,[Deﬁnitsioon 1.28] N
Vektorite a,b € E skalaarkorrutiseks nimetatakse reaalarvu, mis

vordub nende vektorite pikkuste ja nendevahelise nurga koosinuse kor-
rutisega, s.t

(a,b) = |a||b| cos Z(a, b).

\. J r \
Skalaarkorrutis on inglise keeles

tuntud kui dot product ja seda

Omadus 1.5 tahistatakse ka kujul a - b, sa-
o C e muti (a, b).

Definitsioonist jéreldub vahetult, et L J
la| = v/(a, a). ) .

Kui on teada ruumivektorite

koordinaadid, siis on skalaar-

korrutist lihtne leida, sest siis ei

Omadus 1.6 ole vaja vektoritevahelist nurka

Vektorite x,y € R™ skalaarkorrutis avaldub vordusena eida- J
(X, ¥) =x1y1 + ... + TpYn.
- N
Edaspidi eeldame, et vektorid ruumis E v6i ruumis R™ on esitatud koor-
dinaatidega loomuliku baasi suhtes.
Omadus 1.7
Vektorite a ja b vaheline nurk leitakse vordusest
Skalaarkorrutise leidmisel sisu-
(a,b)
COS Z(a, b) = 7b liselt leitakse ilihe vektori rist-
|a|| | projektsioon teise vektori sihile
ja seda siis kasutatakse.
| J

Vektori a ristprojektsioon vektori b sihile avaldub

(a;b)
b

prpa = |a|cos Z(a,b) =
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PEATUKK 1. VEKTORID RUUMIS

N&ide 1.1 Olgu tasandil antud vektorid OA = (—1,3) ja OB =
(—4,2).

OA = (—1,3)
OB = (—4,2)
OP = (—2,1)
|OP| = 2.24

Leiame vektori OA ristprojektsiooni vektori OB sihile. Saame koige-

pealt
|OP| = cosf|OA| = =
|OB| (—4,2)|
4+6 10 NG
= —=— =V~ 224
VI6+4 /20
Seejarel
OB b
OP = |OP|— = —=(—4,2) = (—2,1).
I OB : . :

Mérgime, et vektor OB on vektori OB sihiline vektor pikkusega 1.

SO0

Niide 1.2 Olgu tasandil antud vektorid OA = (—5,2) ja OB =
(—3,-1).

OA =(-5,2)

OB = (~3,-1)

OP = (—3.9,—1.3)

[OP| =4.11

Leiame vektori OA ristprojektsiooni vektori OB sihile. Saame

(OA,0B) _ ((-5,2), (-3,-1))

oP| = =
|OB| (=3, =1)]
1 _
VIF1 V10

Vektori OA ristprojektsioon vektori OB sihile on

OB 13
[OB| ~ V10- V10

OP = |OP| (=3,—1) = (—3.9,—1.3).

Sama skeem t66tab ka siis, kui
vektorid on ruumis, mitte ta-

sandil.
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Niide 1.3 Olgu tasandil antud vektorid OA = (3,2) ja OB = (-5, 1).
A 0A = (3.2)

OB = (—5.1)

OP = (2.5,-0.5)

|OP| = 2.55

Antud juhul on skalaarkorrutis (OA,OB) negatiivne, sest
Z(OA,0B) > g Seepérast on vektori OA ristprojektsioon
vektori OB sihile vektoriga OB vastassuunaline. Arvutades saame

(OA,0B) = 13, |OA|=V13, |OB|=V2V13,
V2 V13

Z(0OA,0B) = —22, |oP|= Y2,
cos Z( ) 5 |OP| 7
1 5 1
P=—_-OB=(2,--).
0 20 <2’ 2)

SO0

Néiide 1.4 On teada, et siisinik-tetrakloriidis C Cly kloori aatomid
paiknevad korrapérase tetraeedri tippudes ning siisiniku aatom asub
tetraeedri keskpunktis. Leiame kloori ja siisiniku aatomite vaheliste

sidemete kui sirgete omavahelise nurga.
Cr
9o

Allikas: http://math.oregonstate.edu/bridge/papers/dot+cross.pdf
Moodustame kuubi, mille neljas tipus, nagu ndha joonisel, asuvad kloo-

ri aatomid, kuubi keskpunktis aga siisiniku aatom.

Olgu kuubi serva pikkus 1, siis kloori aatomid asuvad punktides A =

(1,0,0),B = (0,1,0),C = (0,0,1) ja D = (1,1,1). Kuubi keskpunkt

on
111
E=(=,=-).
2'22

1.6. Skalaarkorrutis
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PEATUKK 1. VEKTORID RUUMIS

Vaatleme naiteks sidemetele vastavaid vektoreid

111 1 1 1
sa= 000 (333)= (332

ja 11 1
EB = (‘2727‘2>-
Siis
BA| - BB - .
EA,EB) -1 1
cos Z(EA,EB) = TEAHEBT = ?4 =3

ja Z(EA,EB) = arccos(—3) ~ 109.5°.
000

AOmadus 1.8 N

Skalaarkorrutisel on jargmised tehetega seotud omadused:

1. kommutatiivsus (a, b) = (b, a),

2. aditiivsus kummagi teguri suhtes

(a+b,c) = (a,c) + (b,c), (a,b+c) = (a,b) + (a,c),

3. homogeensus kummagi teguri suhtes

(Aa,b) = (a,A\b) = X (a,b) iga A € R korral.

Omadus 1.9
Kaks vektorit a ja b on risti ehk ortogonaalsed parajasti siis, kui

[ See omadus on iiks olulisemaid]

skalaarkorrutise kasutamisel.

(a,by =0.

On vahetult kontrollitav, et loomulikud baasivektorid e; ruumis R™ on
omavahel risti, s.t (e;,e;) = 0, kui 7 # j. Lisaks (e;,e;) = 1 iga i korral.
Seega on vektorite x = x1€1+ ...+ xn€, jay = y1€1 + ... + ype, skalaar-
korrutise arvutamine omadust 13.8 kasutades kooskolas omadusega 13.4,

mis tdhendab, et eespool toodud x ja y esituse korral

<Xa y> =211+ ...+ TnuYn-

Naiide 1.5 Naitame, et vektorid u = 3e; —2es+e3 jav = 2e;+e;—4eg
on omavahel risti.

Saame

(u,v) =((3,-2,1),(2,1,-4)) =3-2+(-2)- 14+ 1-(-4) =0.
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A Markus 1.12 ~

Tihti on vaja vektori a jagamist mingi teise vektoriga b paralleelseks
ja risti olevateks komponentideks. Need komponendid leitakse skalaar-

korrutise seosest vastavate projektsioonidega:
a=23|+ai,

kus vastavalt

_(ab) b _(ab)
I ol bl (b,b)
ja
a, =a—a *a7<a’b>
ST b))
\_ )

Niide 1.6 Olgu antud magnetvélja tugevuse vektor B = (1,2, 3) min-
gil ajahetkel. Labi magnetvélja liigub samal ajal osake kiirusvektoriga
v = (5,1,-3). Leiame kiirusvektori v komponendid v (paralleeclne

magnetvilja vektoriga B) ja v (risti magnetvilja vektoriga B):

_(v,B)  ((5,1,-3),(1,2,3))
VI = BB T (29, (2
5+2-9 1
= m(lﬂﬁ) = —§(1»2,3)
ja
1 1
Vi =V-—=yv) :(5,1,73)+?(1,2,3):?(36,9,*18).

Kontrolliks v6ib tuua, et

1 1 1
(vi,vi) = <—7(172,3), ?(36,9, —18)> = (36 + 18 — 54) = 0,

s.t vektorid v|| ja vi on omavahel risti.

SO0

1.7 Vektorkorrutis

A Markus 1.13 N

Vektorkorrutis defineeritakse ainult ruumis Es v&i R3.
\ J

,[Deﬁnitsioon 1.29} N
Vektorite a, b € E3 vektorkorrutiseks nimetatakse vektorit a x b,

mis rahuldab jargmist kolme tingimust:

1. |a x b| = |a||b]|sin Z(a, b),
2.axbla ja axDblb,stajab on risti vektoriga a x b,

3. {a,b,a x b} on parema kie kolmik.

1.7. Skalaarkorrutis

—>b
a

Miks see info voiks meile kasulik
olla? Kui arvestada, et elektri-
vilja ja magnetvalja joujooned
on omavahel risti, siis see voib
ettekujutust fiitisikalisest néh-

tusest tdiendada.

\

Kui skalaarkorrutis (a, b) ,,md6-
tis“ vektorite paralleelsust (kol-
lineaarsust), siis vektorkorrutis
a X b ,mé6dab“ vektorite risti
olekut. Sellepédrast on skalaar-
korrutise juures koosinus (sest
1 ja cos90° = 0)
ja vektorkorrutise juures siinus
(sin90° =1 ja sin0 = 0).

cos0 =

axh
. b
n
]
bxa a
=-axbh
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PEATUKK 1. VEKTORID RUUMIS

A Markus 1.14

N
Parema kie kolmik on kolmest vektorist koosnev siisteem, kus pare-
ma kée poial tdhistab korrutise ax b suunda, sel juhul poidlast jargmine
sorm tahistab vektorit a ja keskmine sorm vektorit b.
axb
* axb
a
-
b § /\ > Analoogiliselt annab vasaku kie
k 2 ’ / a b kolmik vastupidise a X b suuna.
Vektoreid a,b,a x b voib ette kujutada ka ruumilises koordinaattel-
jestikus asuvatena nagu joonisel.
\ J
AOmadus 1.10 N
Vektorite a = (a1, as,a3),b = (b1, b2,b3) € R? vektorkorrutise kohta
kehtib valem
skeem | €1 €2 €3 Determinandiga toodud wvale-
b P mi korral métleme vordusmér-
ax - ar a2 as |, ki, kui skemaatilist seost. Prob-
by by b3 leem on selles, et determinan-
i . . . . di véartus peaks olema reaalarv,
kus ej,es, ez on ruumi R? loomulik baas. Determinandi arendamise aga antud juhul tuleb vektor.
valemist Jareldub Siit, et Niimoodi on avaldist voimalik
meelde jatta ja selle abil tule-
tada avaldis (1.2).
a2 as a1 as ay a2
axb= e — ey + es
ba b3 b1 b3 1 b
ehk
az as ay as air a2
axb= — , . (1.2) axb
by b3 by b3 b1 bs
\ J
laxbl
Omadus 1.11
a

Vektoritele a ja b ehitatud réopkiiliku pindala

S =laxb|.

Omadus 1.12

Vektoritele a ja b ehitatud kolmnurga pindala

1

Omadus 1.13

Vektorkorrutis on vordne nulliga (a x b = 0), kui vektorid on kolli-

neaarsed.

|
|
|
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1.7. Vektorkorrutis

. . . . . . Joumoment punkti @ suhtes
Naide 1.7 Vektorkorrutis on véga laialt levinud fiiiisikas, kuna seal iseloomustab jou véimet poh-
kiisitletakse joudusid kui vektoriaalseid suurusi. justada po&rlevat litkumist Gm-
ber selle punkti. Kui punkt Q

asub jou mdojusirgel, siis r X
qr_Q q q Q= 9 q F = 0, s.t et joul puudub voi-
Definitsioon. Vektorit M nimetatakse joumomendiks punkti ) o ]

me poorlemist pohjustada. Mi-
suhtes, kui on taidetud Jargmlsed tingimused: da suurem on joumoment, seda

suurem on jou voime pohjusta-

da poorlemist.

1. vektor M on risti tasandiga, millel asub punkt @ ja jou F mo-

jusirge,

2. vektori M pikkus vordub jou suuruse ja jou ola (punkti @ kaugus

jou mojusirgest) korrutisega,

3. punktist @ jou rakenduspunkti tommatud vektor r, jouvektor F

ja vektor M moodustavad parema kie kolmiku.
\ J

Definitsioonist jareldub, et kehtib vordus

M=rxF.

Po6ramise
B keskpunkt

""""""" T =rxF

= (02m)(100 N) 554 100 N

= 20 Nm
Allikas:

http://www.dummies.com/how-to/content/how-to-calculate-torque-that-is-not-perpendicular-.

html

Kui rakendada uksele joudu 200 N nurga 45° all néiteks iihe meetri
kaugusel ukse hingedest, siis hingede teljel asuva punkti A suhtes on

joumomendi suurus
M| = |r x F| =200 -1 -sin45° = 100v/2 ~ 141.4 Nm.

On selge, et koige suurema momendi saame, kui likkame ust 90° all,
siis |[M| =200 - 1 - sin 90° = 200 Nm.
000

A Omadus 1.14 N\

Vektorkorrutisel on jargmised tehetega seotud omadused:

1. vektorkorrutis on antikommutatiivne: a x b = —b X a,
2. distributiivsus: a x (b4+c) =axb+a xc,

3. skalaariga korrutamine: (Aa) x b =a x (Ab) = A(a x b).
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PEATUKK 1. VEKTORID RUUMIS

1.8 Segakorrutis

Definitsioon 1.30]

Vektorite a, b, c € E; segakorrutiseks nimetatakse arvu

abc=(axb,c).

A Omadus 1.15 N

Kolme vektori segakorrutist saab esitusel loomuliku baasi kaudu arvu-

tada valemiga
al a2 as

abc=| b b b3 |,

1 C2 C3

kus a = (a1, a2,as3),b = (b1, ba,b3),c = (c1, 2, ¢3). c/

\ J 7

Omadus 1.16 o . - -
b

Kolme vektori segakorrutise absoluutviirtus vordub neile vektoritele 5
ehitatud ré6ptahuka ruumalaga, )

V.t =|abc]|.
Omadus 1.17
Kolmele vektorile ehitatud tetraeedri ruumala on

1
Vie = 6|ab C|'

A Omadus 1.18 N

Kolm nullvektorist erinevat vektorit on komplanaarsed (asuvad iihel

ja samal tasandil) parajasti siis, kui nende segakorrutis vordub nulliga
ehk

abc=0.

Naide 1.8 Vahetu on kontrollida, et vektorid
(1,2,3),(0,2,2),(—=1,0,—-1) € R3 asuvad koik iihel ja samal ta-

sandil:

1 2 3 1 2 3 |30-10 1 2 2 |aps
abc= 0 2 2 =-2/0 1 1 ="=-2|0 1 1 ="0.
-1 0 -1 1 0 1 1 0 O

LR
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1.8. Segakorrutis

Omadus 1.19

Kolm nullvektorist erinevat vektorit moodustavad parema kéie kolmiku,

kui abc > 0, ja vasaku kée kolmiku, kui abc < 0.

Omadus 1.20

Vektorite segakorrutises tegurite jarjestuse muutmisel kehtivad vor-

dused

abc=bca=cab=-bac=-cba=—-ach.
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1. Tasandi ja sirge vorrandite koostamine ruumis.
2. Punkti kaugus sirgest ja tasandist.

3. Tasandite ja sirgete vastastikused asendid (nurgad nende vahel).

Eksamiteemad

1. Tasandi riht. Normaalvektor. Sihivektor.

2. Tasandi parameetriline vektorvorrand, tasandi vorrand {ildkujul.

3. Sirge parameetriline vektorvorrand, sirge kanooniline vérrand ruumis.
4. Punkti kaugus sirgest ja punkti kaugus tasandist.

5. Kahe sirge vaheline nurk, kahe tasandi vaheline nurk, sirge ja tasandi vaheline nurk.




PEATUKK 2. SIRGE JA TASAND RUUMIS

2.1 Tasandi vektorvorrandid

Vaatame tasandit 7 ruumis F3. Olgu sellel tasandil antud punkt A ning

kaks mittekollineaarset ruumi E3 vektorit u ja v.

Definitsioon 2.1]

Tasandit médravat mittekollineaarset vektorite slisteemi {u, v} C Eg

nimetatakse tasandi rihiks, vektoreid u ja v tasandi rihivektoriteks.

Punkti A ja rihivektorite u ja v abil saab leida mistahes vabavektori AX

tasandil .

Vorrandit

AX =tju+ tov, t1,t2 € R,

nimetatakse tasandi parameetriliseks vektorvorrandiks. Muutu-

jaid t1 ja to nimetatakse parameetriteks.

,{Deﬁnitsioon 2.2} N

\. J

Esitame selle vorrandi veel kohavektorite kaudu. Olgu ruumi E3 nullpunkt
O. Olgu punktide A, X € 7 kohavektorid vastavalt OA ja OX. Sel juhul
OX = OA + AX ja vorrand on

OX = OA +tiu+tov, t1,ts € R.

Punkti ja rihivektorite valikuid
tasandil on lopmata palju, see-
parast on tasandil l6pmata pal-
ju parameetrilisi vektorvorran-
deid.

,[Deﬁnitsioon 2.3] ~

Vorrandit

OX = OA +tju+tav, t1,t2 € R,

nimetatakse tasandi parameetriliseks vektorvorrandiks kohavek-

torite kaudu.

\. J

Olgu antud kohavektorid OX, OA ning kaks mittekollineaarset vektorit

ruumis R3:

OXZ(l'vyaZ)v OA:(a17a27a3)7 u:(ulau27u3)7 V:(’U1,’U2,’U3)-

Vorrandeid
T = a1 +tiuy + tavy,

Yy = ag + tiug + tave, t1,t2 ER,
z = ag + tiuz + tavs,
nimetatakse tasandi parameetrilisteks vorranditeks koordinaa-

tides.

,{Deﬁnitsioon 2.4} N

\. J
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2.2 Tasandi vorrand iildkujul

Olgu antud tasandiga 7 risti olev nullist erinev vektor n = (4, B, C).

Kohavektorite OA = (aq,as,a3) ja OX = (z,y, z) korral
AX =0X—-0A = (z— a1,y — az,z — as).
Kui punktid A ja X on tasandil «, siis
(n, AX) = A(z —a1) + By —a2) + C(z — a3) = 0.

Tahistame

D = —(Aay + Bas + Cags).

Vorrandit

Az +By+Cz+ D=0

nimetatakse tasandi vorrandiks iildkujul ehk tasandi tildkujuli-

seks vorrandiks ning vektorit n = (A4, B,C) nimetatakse tasandi

normaalvektoriks.

,[Deﬁnitsioon 2.5} N

\ J

Tasandi vorrandi tildkujul voib esitada vektorkujul

(n, AX) =0,

kus n on tasandi normaalvektor ja AX on tasandil asuv vektor.

A Markus 2.1 N

\. J

Naiide 2.1 Olgu antud tasand vorrandiga 2x — 3y — 4z = 0. Sellest
saame, et tasandi normaalvektor on n = (2, —3, —4) ja D = 0. Viimane
tdhendab, et tasand labib koordinaatide alguspunkti (0,0,0), sest see
punkt rahuldab tasandi vorrandit: 2-0—-3-0—4-0=0.

SO0

Niide 2.2 Leiame tasandi vorrandi, kui on teada tasandil asuv
punkt (—1,5,7) ja normaalvektor (2,3,4). Kirjutame tasandi vorrandi
(A,B,C) = (2,3,4) abil

2¢4+3y+4z+ D =0.
Arvu D leiame tasandil asuva punkti jirgi:
2(-1)+3-54+4-7+ D=0,
millest D = —41. Seega tasandi vorrandiks on

2x4+3y+42z—-41=0.

2.2.

Po (2o, %, 20)

P (z,y,z)

31



PEATUKK 2. SIRGE JA TASAND RUUMIS

Konkreetse tasandi vorrand iildkujul ei ole iiheselt méaaratud, sest arve
A, B,C ja D voib korrutada suvalise arvuga k # 0.

A Mirkus 2.2 ~
Tasandi vorrandist saame jéreldada jargmist:

1. Kui D = 0, siis tasand 14bib koordinaatide alguspunkti (0,0, 0).

2. Kui A =0, siis tasand on paralleelne z-teljega

(sest ((0, B,C), (1,0,0)) = 0).

3. Kui B = 0, siis tasand on paralleelne y-teljega
(SeSt <(A7 0, C)a (07 1, 0)> = 0)

4. Kui C = 0, siis tasand on paralleelne z-teljega

(sest ((4, B,0),(0,0,1)) = 0).

5. Kui A = D = 0, siis tasand ldbib z-telge. Analoogiline véide
kehtib teiste telgede kohta.

6. Kui A = B = 0, siis tasand on paralleelne zy-tasandiga. Kui
lisaks D = 0, siis tasandiks ongi zy-tasand, mis ldbib = ja y

telge. Analoogiline viide kehtib teiste kordajate kohta.

Naiide 2.3 Leiame vorrandi tasandile, mis on paralleelne xz-tasandiga
ja labib punkti A = (1,2,3). Sellise tasandi normaalvektoriks sobib
n = (0,1,0), sest see on risti - ja z-teljega ja seega risti xz-tasandiga.

Sel juhul tasandi vorrandi ja punkti A kaudu saame
0-1+1-24+0-3+D=0

ehk D = —2. Tasandi vorrandiks on y — 2 = 0. Algandmete pohjal
saab kohe kirjutada vorrandi y = ¢ (sellised tasandid on paralleelsed
xz-tasandiga) ja punkti (1,2,3) asumine tasandil annab ¢ = 2 ehk
tasandi vorrand on y = 2.

SO0

A Markus 2.3 ~

Kui D # 0, siis voime iildasendis (A # 0,B # 0,C # 0) tasandi
vorrandi kirjutada kujul z

T z
! Tp

p1 P2 D3 3

D D D

kus p; = 1 Pr=-3 ja ps = el on telgloikude pikkused. Seda

vorrandit nimetatakse tasandi vorrandiks telgloikudes. Sellisel ju-

hul loikab tasand koordinaattelgi punktides x = p;, y = p2 ja z = ps, /p pz\A
1

sest punktid (p1,0,0), (0, p2,0) ja (0,0, ps3) asuvad tasandil.
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2.3.

Naiide 2.4 Leiame tasandi 3z +4y — 22—1—% = 0 loikepunktid telgedega.

Selleks jagame tasandi vorrandit arvuga —%. Saame

—6z -8y +4z=1

ehk
T Y z
e s S
6 8 4

Seega 16ikab tasand koordinaattelgi punktides, mille koordinaadid vas-

taval teljel 1 1.1
ava. elijelon ——, —— ja —.
! 6 81

OO0

Kui on antud kaks rihivektorit u ja v tasandil, siis tasandi normaal-
vektoriks sobib

n=uxvwv.

Niide 2.5 Olgu tasandil antud kolm punkti P = (1,1,0), @ = (0,2,1)

ja R =(3,2,—1). Leiame neid punkte libiva tasandi vorrandi. Selleks

moodustame
PQ=(-1,1,1), PR=(2,1,-1)
ja
1 1 -1 1 -1 1
PQ x PR = ( ,— , >_(2,1,3).
1 -1 2 -1 2 1

Normaalvektoriks sobib ka vastassuunaline vektor n = (2, —1,3). Ta-

sandi vorrandist saame, et
2c —y+32z+D =0.
Arvestades, et punkt (1,1,0) asub tasandil, leiame
D=-1.

Niisiis on tasandi vorrandiks 22z —y 4+ 3z — 1 = 0.

OO0
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2.3 Sirge vektorvorrandid

Sirget saab médrata kahe etteantud punkti abil. Tavaliselt kasutatakse

jargmist voimalust: sirgel fikseeritakse iiks punkt A ja nullist erineva vek- z
tori s abil antakse sirge siht. Tahistame sirget tdhega [. Olgu X € [ sirge

suvaline punkt, siis punkte A ja X tihendab vabavektor AX € E.

Definitsioon 2.6}

Vorrandit

AX =ts, teR,

nimetatakse sirge parameetriliseks vektorvorrandiks.

Esitame selle vorrandi kohavektorite kaudu. Olgu O ruumi E nullpunkt.

Olgu punktide A, X € [ kohavektorid vastavalt OA ja OX. Sel juhul

OX = OA + AX = OA + ts.

,{Deﬁnitsioon 2.7}

N\
Vorrandit
OX =O0A +1ts,t € R,
nimetatakse sirge parameetriliseks vektorvorrandiks kohavekto-
ri abil.
. J
Olgu ruumis E3 antud vektorid koordinaatide abil:
OX = (z,y,2), OA =(a1,a2,a3), s=(s1,52,53).
,(Deﬁnitsioon 2.8] N\
Vorrandeid
x = ay + tsy,
Yy = ag + tsa, t eR,
z = as +tss,
nimetatakse sirge parameetrilisteks vorranditeks koordinaati-
des.
. J
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2.4 Sirge vorrandid ruumis

Olgu ruumis Eg antud sirge sihivektor. Oletame, et sirge sihivektori s iikski
koordinaat ei vordu nulliga, s.t. s; # 0, so # 0 ja s3 # 0. Avaldame sirge

parameetrilistest vorranditest parameetri ¢:

T — aq Yy —as
t="——, t= , t=
S1 S92 S3

Z — asg

Uhendades vordused, jouame jargmise moisteni.

Definitsioon 2.9}
Vorrandeid

Z'faliy*CLQ:Z*ag (21)
S1 S9 S3 ’

nimetatakse sirge kanoonilisteks vorranditeks ruumis Es.

A Markus 2.5 ~

Lepime kokku, et kui sirge kanoonilistes vorrandites (2.1) sihivektori

mingi komponent s1, so voi s3 vordub nulliga (kuid mitte koik korraga),
siis jatame vorrandites (2.1) selle osa dra ning lugeja loeme vordseks
nulliga. Seega

s1 =0 korral z=aq,

so =0 korral y = ao,

s3 =0 korral z=as.
Kui kaks komponenti vorduvad nulliga, naiteks s; = 0 ja so = 0, siis
jaab kogu vorduste ahelast alles siisteem

r=a, Y=a2,

seejuures z € R voib olla suvaline.

\. J

Sirge vorrandit ruumis saab anda kahe mitteparalleelse tasandi 16ikesirge

abil.

,{Deﬁnitsioon 2.10} N
Sirge vorranditeks tildkujul ehk iildkujulisteks vorranditeks ni-

metatakse slisteemi

Az + Biy+Ciz+ D1 = 0,
Asx + Boy + Coz+ Dy = 0,

kus sirge sihivektor s avaldub antud kahe tasandi normaalvektori n; =

(A1, B1,C4) ja ny = (Ag, Bs, C5) vektorkorrutisena:

S =n; X nsg.

a;

2.5. Sirge vorrandid ruumis

35



PEATUKK 2. SIRGE JA TASAND RUUMIS

Naide 2.6 Leiame tasandite
r+y—2=0 ja y+22=6

16ikesirge kanoonilised vorrandid. Esiteks, n; = (1,1,—1) ja ny =

(0,1,2). Seega
) =(3,-2,1).

s=n1><n2:<

Oleme saanud, et sirge kanoonilised vorrandid on

1 -1
2

)

r — ap Yy — as Z — asg

3 -2 1

Jadb iile leida iiks suvaline punkt 16ikesirgel. Selleks tuleks lahendada
slisteem
r+y—2=0,
y+ 2z =6.
Kuna siin on kolm tundmatut ja kaks vorrandit, siis voib loota, et
saame iihe tundmatu vabalt ette anda. Olgu z = 0, siis y = 6 ja
x = —6. Seega punkt (—6,6,0) asub tasandite 16ikesirgel ja selle sirge

kanoonilised vorrandid on

rz+6 y—6
=Z— =2z

3 -2

SO0

2.5 Punkti kaugus sirgest

Definitsioon 2.1 1]

Punkti P kauguseks sirgest [ nimetame sellest punktist sirgeni tom-

matud ristléigu pikkust. Téhistame seda d(P,1).

Kauguse valemi leidmiseks viime arutelu ldabi ruumis F3. Tasandil on see
analoogiline. Esitame valemi tuletamiseks kaks varianti.
Olgu ruumis antud punkt P ja sirge [ sihivektor s. Votame sirgel suvalise

punkti A ja moodustame vabavektori AP.

1. variant. Vektorite AP ja s vahelisest nurgast § = Z(AP,s) ja tais-
nurksest kolmnurgast saame, et

(P, 1)
|AP[’

sinf =

millest
d(P,l) = |AP|sin6.
Siis
_ |AP|[s|sinf  |AP x s|
s s|

d(P,1)
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2.5. Punkti kaugus sirgest

2. variant. Moodustame vektorite AP ja s abil roopkiiliku, kus molema
vektori alguspunktid asuvad punktis A. Ro6pkiiliku pindala on |AP x s|.
Teisalt, roopkiiliku pindala saab arvutada ka aluse |s| ja korguse d(P,1)
korrutisena. Seega

|AP x s| = [s|d(P,1),

millest

AP x s

A Omadus 2.1 N

Punkti P € E3 kaugus sirgest [ C E3 arvutatakse valemiga

|AP x s|
d(P,l) = R

kus A on suvaline punkt sirgel [ ja s on sirge sihivektor.

\ J
Naiide 2.7
Leiame punkti P = (3,—1,4) kauguse sirgest [, mis on antud para-
meetriliselt
r=-2+43t,
y = —2t, teR.
z=1+4t,

Vorranditest ndeme, et sirge sihivektoriks sobib s = (3,—2,4) ja punk-

tiks sirgel A = (—2,0,1). Seega
AP x 8| [(5,-1,3) x (3,-2,4)]

d(P,1l) = =
(P.0) |s] VIO+4+16
Leiame
-1 3 5 3 5 —1
5,—1,3)x(3,—-2,4) = ,— , =(2,-11,-7).
( ) ( ) (‘ -2 4 3 4 3 -2 ) ( )
Seega
2,—11, -7 V174
d(P,1) = 2,211 =) =6~ 2.45.
V29 V29
SRR

Niide 2.8 Punkti kauguse sirgest tasandil F5 saab leida nii, et vaatle-
me seda tasandit ruumis ja kasutame ruumis esitatud teooriat. Leiame
punkti P = (2,1) kauguse sirgest [, mille vorrand on 3z — 4y + 1 = 0.
Olukorra ruumiliseks tegemiseks lisame koordinaadi z = 0. Niisis
leiame punkti P = (2,1,0) kauguse sirgest I, mis tegelikult asub zy-
tasandil. On néha, et punkt A = (1,1,0) asub sirgel . Sirge [ voib

esitada parameetriliselt
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PEATUKK 2. SIRGE JA TASAND RUUMIS

T =ux,

_3 R
yfzquf, T € K,
z =0,

3
millest on n&ha, et sirge sihivektoriks on (1, 7 0) . Selle asemel votame
s = (4,3,0). Seega
_|AP xs| [(1,0,0) x (4,3,0)] _ [(0,0,3)] 3

d(P,1 _ 2
(B.0) |s| VAZ 13212 V25 5

2.6 Punkti kaugus tasandist

Definitsioon 2.12}

Punkti P kauguseks tasandist m nimetatakse sellest punktist tasandini

tommatud ristloigu pikkust. Téhistame seda d(P, 7).

Olgu ruumis E3 antud punkt P ja tasand m, mille normaalvektor on n.
Valime tasandil suvalise punkti A. Voime eeldada, et A # P, sest kui

punkt P asub tasandil 7, siis on P kaugus tasandist 0.

7 Punkti leidmiseks tasandil vGib

’ votta osa koordinaate nullideks

t'f 4 ja asetada need tasandi vorran-

disse.

Moodustame vabavektori AP. Moodustame vektori AP ristprojektsiooni
normaalvektori n sihile. Selle pikkus ongi otsitav kaugus.

Seega
[(AP.n) |

]

A Omadus 2.2 N

Punkti P € F3 kaugus tasandist m C E3 arvutatakse valemiga

d(P, ) = |PraAP| =

upmy — AP

|

kus A on suvaline punkt tasandil 7 ja n on tasandi normaalvektor.
\ J
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2.6. Punkti kaugus tasandist

Niide 2.9 Leiame punkti P = (1,5, —4) kauguse tasandist 7, mille
vorrand on 3x—y+2z—6 = 0. Tasandi normaalvektor on n = (3, —1, 2).
Tasandil asub kindlasti punkt A = (2,0, 0). Moodustame vektori AP =
(—1,5,—4). Seega

d(P,m) = = = ~ 4.28.
(P,) n| VI+1+4 V14

SO0

Jargnevalt tuletame iihe efektiivsema valemi punkti kauguse leidmiseks.

Olgu tasand 7w antud vorrandiga
Axr+By+Cz+ D =0.

Olgu antud punkt P = (p1,p2,p3) € E3 ja punkt Q = (¢1,¢2,¢3) tasandil

m. Tasandi normaalvektor on n = (A, B, C). Leiame

(P, ) = |<Q|I:1in>| _ [Py —q1,p2;2qz,p32— 3), (A, B,C))]|
VA2 1 B2 (C?
i_i |A(pr —q1) + B(p2 — q2) + C(p3 — q3) + D — D|
B VA2 £ BZ L (C?
. Ap1+Bp2+Cp3+D B AQ1+BQQ+O(]3+D
B A2+ B2 4 C? VAZ ¥ B2+ (2

Kuna punkt @ asub tasandil, siis ta rahuldab tasandi vorrandit, s.t

Aql+BQQ+CQ3+D:0.

Sellega oleme joudnud jargmise tulemuseni.

A Omadus 2.3 N -
Seega tuleb punkti P kaugu-

Punkti P = (x9, Yo, 20) € E3 kaugus tasandist 7, mille vorrand on se leidmiseks panna punkti P
koordinaadid tasandi vorrandis-
Ax + By + Cz +D = 07 se ja saadud vasaku poole abso-
luutvaartus jagada normaalvek-

tori pikkusega.

arvutatakse valemiga

_ |Azo + Byo + Cz + D)|

R e e 2 o

Niide 2.10 Leiame paralleelsete tasandite 7 ja s, vastavalt vor-

randitega
3r —y+22—6=0, 6xr—2y+42+4=0,

vahelise kauguse. Selleks votame tasandil m; iihe punkti, niiteks P =
(0,0,3), ja leiame selle punkti kauguse tasandist my. Tasandi mo vor-

randiks votame 3x — y + 2z + 2 = 0. Siis

[3-0—1-0+2-3+2] 8
d(my,ma) = d(P,mg) = = ~ 2.14.
(m,m2) = d(P,m2) 9t+1+4 V1d

000
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PEATUKK 2. SIRGE JA TASAND RUUMIS

A Markus 2.6 N

Kui on antud sirge [ vorrandiga
Az +By+C =0

zy-tasandil, siis seda voib tolgendada kui z-teljega paralleelse tasandi
vorrandit, mis 1abib zy-tasandil asuvat sirget. Sel juhul punkti P =
(z0,y0) € E2 kaugus sirgest [ arvutatakse kui punkti kaugus tasandist

ehk valemiga
_ |Azg + Byo + C|

AP == e

Niide 2.11 Leiame uuesti punkti A = (2, 1) kauguse sirgest [ vorran-

diga 3x — 4y + 1 = 0, seekord viimase mérkuse abil,

3-2—-4-1+1] 3
dA )= — - 1=
(4,) V9 + 16 5

SO0

2.7 Nurk kahe sirge vahel

Olgu antud loikuvate sirgete [ ja lo sihivektorid s; ja so ruumis E. Kui
asetada sihivektorite alguspunktid sirgete l6ikepunkti, siis voib leida nur-
gad vektorite s1 ja so vahel, kuid ka s; ja vastandvektori —so vahel. Kui
sirged on paralleelsed voi mitteparalleelsel juhul nad ei 16iku, siis nende-

vahelise nurga definitsioon jaab kehtima.

,{Deﬁnitsioon 2.13} N
Sirgete [; ja Iy vaheliseks nurgaks nimetatakse nende sirgete sihivekto-

rite s1 ja so ning s ja —so vahelistest nurkadest vihimat ehk
Z(ly,1l2) = min{Z£(s1, 82), £(s1, —s2) }.

Siis Z(l1,12) € [0, g], sest Z(s1,82) + Z(s1, —sz2) = 7.

\ J

Kahe vektori vaheline nurk leitakse skalaarkorrutise abil. On nédha, et soo-
vitud tulemuse saamiseks piisab skalaarkorrutisest votta absoluutvaartus,

sest cos Z(s1, —s2) = cos(m — Z(s1,82)) = — cos £(s1, 82).

Sirgete [ ja lo vahelise nurga koosinus leitakse valemiga

| (s1,802) |

cos(L(ly,12)) = PRI

kus s; on sirge l; ja so on sirge lo sihivektor.

A Omadus 2.4 N

\ J

P(x0,Y0)
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Naiide 2.12 Leiame sirgete Iy ja ls, mille vorrandid on

z—1 y+2 2z+5
2 -1 0

ja
r y—1 z4+1

5 2 37
vahelise nurga. Sirgete sihivektorid on s; = (2,—1,0) ja s2 = (5,2, 3).

Arvutame

cos(£{1s. 1) = 2.5-1-2+40-3 8
DR AT 110251449 V190

8
Siit Z(ly,13) = arccos | — | =~ 0.95 = 54.52°.
(. ba) (m)

SO0

2.8 Nurk kahe tasandi vahel

Olgu ruumis F5 antud tasandid 7; ja w2 ning nende normaalvektorid n; ja

n,. Voib leida nurgad vektorite n; ja ns vahel, kuid ka n; ja vastandvek-

tori —ny vahel. Defineerime tasandite vahelise nurga analoogiliselt sirgete

vahelise nurgaga.

,{Deﬁnitsioon 2.14}

Tasandite 7y ja w5 vaheliseks nurgaks nimetatakse nende tasandite nor-
maalvektorite n; ja ny ning n; ja —ny vahelistest nurkadest vdhimat
ehk

Z(m1,m2) = min{4(ny,ns), Z(ny, —ns)}.

Siis Z(my,m) € [O, g}

~

2.8. Nurk kahe tasandi vahel

. J
A Omadus 2.5 N
Tasandite 7 ja mo vahelise nurga koosinus leitakse valemiga
ni,ny
cos /(my, ) = u,
1 |[ns|
kus n; on tasandi m; ja ny on tasandi mo normaalvektor.
\ J

Naiide 2.13 Leiame tasandite m; ja mo, mille vorrandid on
r—2y+z=0 ja 2z +3y —2z2=0,
vahelise nurga. Tasandite normaalvektorid on n; = (1,-2,1) ja ny =

(2,3,—2). Arvutame

1-2-2-3+1-(-2) 6

Ly, my)) = - .
cos(amm)) = =T I o 4 Vios

6
Siit Z(m1,me) = arccos (\/@) ~ 0.93 = 53.55°.

SO0
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PEATUKK 2. SIRGE JA TASAND RUUMIS

2.9 Nurk sirge ja tasandi vahel

Olgu antud sirge [ ja tasand 7 ruumis F3. Olgu sirge [ sihivektor u ja
tasandi normaalvektor n. Leiame sirge [ ristprojektsiooni tasandile, olgu

see [’.

Definitsioon 2.15}

Sirge [ ja tasandi 7 vaheliseks nurgaks nimetatakse sirge [ ja tema

ristprojektsiooni I’ vahelist nurka ning seda téhistatakse Z(I, 7).

Vaatleme sirget s, mille sihivektor on n. Siis

ZL(,s) + LT = g

ehk
Teiselt poolt

seeparast

s 0,) = s (5 = 20.9) = cos 0.9 = L

Seega

| (u,m) |
la[ln|

AOmadus 2.6 N

Sirge [ ja tasandi 7 vahelise nurga siinus leitakse valemiga

Z(l,7) = arcsin

sin(Z(l, 7)) = s |

|slfnf ~

kus s on sirge [ sihivektor ja n on tasandi m normaalvektor.
\ J

Niide 2.14 Leiame sirge ! ja tasandi w vastastikuse asendi, kui nad

on antud vastavalt vorranditega

-1 -3
’ :3:26 ja 2z+3y+5=0.

4 2
Leiame
5= (4’276) :2(27173)’ n= (273’0)
ja
2:2+1-3+3-0 7 7
sin(Z(l, 7)) = | i + L _ ~ 0.496.

T VAT119- V41940 V4 13 /IS

Seega Z(l,m) = arcsin (

SO0

7
—— | = 0.546 = 31.26°.
% 182>
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2.9. Nurk kahe tasandi vahel

Niide 2.15 Arvutiméngudes modelleeritakse ruumilisi objekte tet-
raeedrite abil, mis tdhendab, et keha pind koosneb tiiiipiliselt kolm-
nurkadest. Voidakse kasutada ka teisi kujundeid, kuid kolmnurk on
mingis mottes koige lihtsam geomeetriline objekt, millega saab pinda

ligikaudselt esitada. Niiteks igat nelinurka saab jagada kolmnurkadeks.

Mida rohkem on kolmnurki ja mida véiiksemad on nende kiilgede pik-
kused, seda sujuvamalt ldhendatakse kumeraid pindu. Parast ruumilise
mudeli loomist voib keha #ra virvida (méérata kolmnurga toon ja 14~

bipaistvus).

/Edge

Triangle

Point in 3D Space
(Vertex)

Triangle Many Triangles Painted Triangles

Uks viiga oluline probleem 3D-modelleerimisel on valguse peegeldus.
Kui arvutiméngus voi animatsioonis on valgusallikas, siis sellelt tu-
levad kiired peegelduvad pindadelt ning vastavalt peegeldusele peab
muutuma ka ruumilise keha valgustatus, varjud ja virvid. Vastasel

korral oleks tulemus ebarealistlik.

Kui valgussammas langeb risti pinnale (tasandile), siis (joonisel {ihik-
16igule) jouab pinnale kdige rohkem valgust. Kui valgussammas langeb
mingi nurga all, siis pinnal kaetakse dra suurem ala, kui risti lange-
va valguse korral ning suurema ala tottu jouab pinnaiihikule vihem
valgust, mistottu objekt on norgemalt valgustatud. Seega peegeldu-
nud valguse intensiivsus on otseselt seotud valguse langemise nurgaga.
Sarnaselt, kui vaatleja (kaamera) ei asu valguskiire peegeldumistrajek-
tooril, siis jouab vaatlejani vihem valgust ja ka see on seotud valguse

langemise nurgaga.
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PEATUKK 2. SIRGE JA TASAND RUUMIS

Valgusallikas
[J

N Vaatleja
_e

Pind
Kolmnurki séilitatakse programmis tippude koordinaatide kaudu. Ob-

jekti teiste punktide parameetrid arvutatakse vektoreid kasutades. See- sisenev valgus

ga on olulised kiisimused, kui suured on kolmnurkade ja punktide va-

helised kaugused ning milliste nurkade all need omavahel ruumis paik- r véljuv valgus L 71
nevad, ‘ﬁa
S0 0

Niide 2.16 Olgu antud punkt P = (1,—2,4) ja kolmnurk tippudega
A= (1,-3,7), B=(211) ja C = (-1,0,6). Leiame nurga, mille
moodustab punktist P kolmnurga mediaanide 16ikepunkti F tomma-
tud kiir tasandiga, millel kolmnurk asub. Esiteks leiame kolmnurga

mediaanide 16ikepunkti

o r1+xatas yity2tys zntzte) (2 214 vo v2
N 3 ’ 3 ’ 3 S \3 3 3)°

Moodustame vektorid

(1402 _ _ N,
PE—< 37373>a AB = (1,4,-6), AC=(-23,-1). W

Kolmnurk ABC méérab ruumis tasandi 7, millel ta asub. Selle tasandi

normaalvektori leiame vektorkorrutisest

4 -6
3 -1

e \
= (14,13,11). ‘

-2 -1

n_ABxAC_< )

1 -6
,—

|14

Kolmnurk asub tasandil, mille vorrand on

14z + 13y + 112+ D = 0.

Arvu D leiame niiteks tingimusest, et C asub sellel tasandil. Saame

D = —52 ja tasandi vorrand on
14z + 13y + 112 — 52 = 0.

Sirge sihivektoriga PE ja tasandi vahelise nurga leidmise eeskirjast

Saame
), (14,13, 11))| 20
22 i1z VI

sin(Z(PE,n)) =

|(PE.n)| _ (1.4,
|PE|[n| \/(_%)2+(%)2+(

20
Seega Z(PE, w) = arcsin | —— | ~ 0.6359 = 36.44°.
ga Z(PE, ) < Wir 4>

Arvutame ka punkti P kauguse tasandist m, millel asub kolmnurk:

|14 (—3)+13- 2 +11- 2 — 52| _ 32

dFm) = ) 95

~ 1.452.
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Kontrollt66 teemad

1. Kompleksarvude esitus aritmeetilise, geomeetrilise ja trigonomeetrilise kuju kaudu.
2. Kompleksarvu argument, kaaskompleksarv ja moodul.

3. Tehted kompleksarvudega algebralisel ja trigonomeetrilisel kujul (liitmine, lahutamine, korrutamine, jagamine,

téisarvuline astendamine).

Eksamiteemad

1. Kompleksarv, kompleksarvu algebraline, geomeetriline, trigonomeetriline kuju.
2. Kompleksarvu argument, kaaskompleksarv ja moodul.

3. Tehted kompleksarvudega algebralisel ja trigonomeetrilisel kujul (liitmine, lahutamine, korrutamine, jagamine,

tdisarvuline astendamine).

4. Kompleksarvu téisarvuline astendamine: de Moivre’i valem.




PEATUKK 3. KOMPLEKSARVUD. ALGEBRALINE JA TRIGONOMEETRILINE KUJU

3.1 Sissejuhatus

Euroopas juhtus 16. sajandil palju siindmusi, kuid samal ajal kuskil Itaalia

maakonnas uurisid mitmed rahutud hinged kuupvorrandi lahendamist.

Uks nendest oli Gerolamo Cardano (1501 - 1576), kes kuulsas algebra
opikus Ars Magna esitas iilesande: "‘Leidke kaks arvu, mille summa on 10
ja mille korrutis on 40.” Olgu iiks arv z, siis teine on 10— x. Seega tilesanne

on samavadrne ruutvorrandi

(10 —z) = 40
ehk
2?2 — 10z +40 =0
Gerolamo Cardano
lahendamisega. Lahendamisel saame (1501 - 1576)

x=5++25—-40=5=+-15. )
See ei olnud sugugi esimene (ega ka viimane) kord, kui inimkond n#gi

oudusunendgusid ruutjuure leidmisest negatiivsest arvust.

Sama painaja rikkus dra ka Cardano unerikkad 66d, kuid erinevalt teistest
vottis Cardano korraks julguse kokku ja iitles midagi sellist nagu '*Voima-
tu, kuid hetkeks oletame, et me lihtsalt opereerime selle mottetu litkmega
nagu /—1”. Véime kontrollida. Olgu

r=5++vV-15, y=10—-z=10—-5—+v—-15=5—+/—15.
Leiame arvude summa,
r+y=5++vV-15+5—-—+vV/-15=104+0=10

ja korrutise

z-y=(5+v=15)- (5 —v~15) = 25 — 5v/—15 + 5/~15 — v/~15- /15

=25 — (v/—15)% = 25 4 15 = 40. (

“Téiesti oige, kuid kasutu.“ iitles Cardano ja imaginaarne painaja jéatkas

Euroopas oma isandate kiusamist.

Jargmine rahutu hing oli itaalia matemaatik Rafael Bombelli (1526 -

1572), kes muutus koguni nii rahutuks, et iitles otse vélja, et ruutjuured

negatiivsest arvust vajavad eraldi nime ning aritmeetilised tehted nendega

on véiga erinevad sellest, mida seni reaalarvude jaoks kasutatud on. Bom-

Rafael Bombelli
(1526 - 1572)

belli avastas aga veel midagi, mida voiks vorrelda ka kullasoone leidmisega

teaduses. Kui Cardano sonastas need uued arvud kui kasutud, siis Bombel-

li avastas hoopis vastupidist... Bombelli uuris teatud tiitipi kuupvorrandite
lahendamist, naiteks

22— 152 —4=0.
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Kasutades juba tuletatud lahendivalemeid, saab esitada selle kuupvorrandi

lahendi

v =2+ V120 + {f2 - vT2L

Kui hetkeks ignoreerida, mis tépsemalt +/—121 on, ja kirjutada

V2+ V=121 =2+ /1 ja /2 — /=121 = 2 — /1, siis
r=2+vV-1+2—+V-1=4.

Viimane tdhendab seda, et on leitud vorrandi reaalarvuline lahend

uute tundmatute arvude abil.

Bombelli sonastas tehted kompleksarvudega ning niitas, et saab lahenda-
da reaalelus ette tulevaid probleeme ning saada ka nendele reaalarvulisi
lahendeid, hoolimata sellest, et peab vahepeal opereerima uute — vilja-
moeldud arvudega. Seega oli teaduses avatud uus Pandora laegas, kuid
sedakorda siis heas ja kasulikus votmes. Lugedes Bombelli raamatut
Algebra, ei hoidnud oma imetlust tagasi ka matemaatilise analiiiisi
iiks isadest — Gottfried Wilhelm Leibniz: "Bombelli on imeline meister

analuttilise kunsti vallas.”

Virske avastus oli esialgu viga visa levima ja voib Oelda, et veel sajandiks
kui mitte paariks hirmutasid kompleksarvud Euroopat ja maailma
laiemalt. Kui juba matemaatikud ise iiritasid pidada piitha soda komp-
leksarvudega, siis mida veel teised teadlased pidid tegema? Prantsuse
filosoof ja matemaatik René Descartes (1596 - 1650) nimetas neid
arve sonaga “imaginary” ja seda halvustavas votmes, justkui insuldiks
matemaatikas, nagu algaja veaks voi tirituseks nulliga jagada voi nagu
alustataks uut soda Aasias. Ja tuleb tddeda, et toepoolest, kui meil on
3i (i on iiks nendest uutest arvudest) sopra voi 5¢ miljonit eurot, siis see
meid eriti elus edasi ei aita. Juhtus aga nii, vihemalt seekord, et koik

uuenduste vastu sodijad said imaginaarselt vastu nina ja péris valusalt.

Usna pea oskame avaldisest

vilja lugeda, et see kirjeldab vonkumist, mille amplituud e?! muutub
ajas eksponentsiaalselt ja mille sagedus on w = 5 (vdi siis periood on
T = 2% = 2%). Hetkel ei ole niivord téhtis, mida tépselt (reaalelu mottes)

tahendab avaldis nagu e(>T°9? ise, vaid see, mida selle abil saab kirjeldada

ning mida sellest véilja annab lugeda.

Visalt, aga kindlalt oleme ténaseks pédevaks joudnud sinna, et elektrooni-
kas ja kvantmehaanikas ilma kompleksarvudeta ei saagi midagi moistlikku

teha...

3.1.

Keepin’ it Real

-
Reaalosa ja imaginaarosa graa-
fikud funktsioonile
f(t) = (2450t

e cos Bt

Re f(t)

2t .
e”" sin 5t

Im £(t)

~\
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3.2 Kompleksarvud

,[Deﬁnitsioon 3.1]

Kompleksarvuks nimetatakse avaldist

z=a+bi,
kus a ja b on reaalarvud ning ¢ on imaginaariihik. Esimest liidetavat
nimetatakse kompleksarvu reaalosaks (a = Re z) ja teist liidetavat b4

kompleksarvu imaginaarosaks, kus b on imaginaarosa kordaja (b = Im

\.

"Elu on kompleksne. Tal on
olemas reaalne ja imaginaarne

osa...”

Kompleksarvuks on naiteks
z=5+4+81.

,{Deﬁnitsioon 3.2}

Kompleksarvu ¢, mille korral kehtib 2 = —1, nimetatakse imagi-

naartiihikuks.

\.

Margime, et elektroonikas kasu-
tatakse tihti ¢ asemel t&hist j,
kuna 7 on seal voolutugevuse ta-

histamiseks.

,[Deﬁnitsioon 3.3]

Kui kompleksarvu z = a + bi reaalosa on null, s.o kui a = 0, siis

kompleksarvu kujul z = b¢ nimetatakse puhtimaginaararvuks.

Koigi kompleksarvude hulka téhistatakse stimboliga C.
.

A Markus 3.1

Igale kompleksarvule z = a + bt vastab iiksiiheselt reaalarvude jar-
jestatud paar (a,b), millele omakorda vastab {iksiiheselt ristkoordi-
naadistiku tasandi punkt koordinaatidega (a,b). Seega voime koiki
kompleksarve kujutada punktidena koordinaattasandil. Sellist
tasandit, mille igale punktile (a,b) on seatud vastavusse kompleksarv
z = a + bi, nimetatakse komplekstasandiks ehk ka Argand’ tasandiks
(joonist sellel — Argand’ diagrammiks). Koordinaadistiku abstsisstel-
ge nimetatakse reaalteljeks (tdhistatakse Re) ja ordinaattelge nime-
tatakse imaginaarteljeks (tahistatakse Im).

Punkti A = (a,b) (ka tema kohavektorit OA) nimetatakse kompleks-

arvu z = a + bi geomeetriliseks kujutiseks.

Im
a+bi

b I ——
|
|
|
I
|
l

o ; » Re

Joonis: Wikipedia

Jean-Robert Argand (1768 -
1822) oli Sveitsis siindinud

prantsuse amatoormatemaatik.

3.3 Kompleksarvu algebraline kuju

,[Deﬁnitsioon 3.4]

Kompleksarvu z esitusviisi z = a+b1, kus a, b € R, nimetatakse komp-

leksarvu z algebraliseks (ka Descartes’i) kujuks.
\

,{Deﬁnitsioon 3.5]

Kompleksarvu z = a + bi mooduliks nimetatakse reaalarvu |z|, mis

on maaratud vordusega

|z| = Va2 + b2.

Kompleksarvu 3 + 44 moodul on
[3+4i =+v9+16 =25 =5.
Seega leitakse moodul Pythago-

rase teoreemi abil.

48



3.4. Tehted kompleksarvudega

Mirkus 3.2 Kompleksarvu 3+4 ¢ kaaskomp- ]

Moodul |z| > 0 on reaalarv ja see kujutab endast komplekstasandil leks on 3 — 44.

asuva punkti (a,b) kaugust nullpunktist.

/Definitsioon 3.6 \

Kompleksarvu z = a + bi kaaskompleksarvuks (kaaskompleksiks) Kaaskompleksav

nimetatakse kompleksarvu

\ J

A Maéarkus 3.3 N

Kaaskompleksarv Z asub arvuga z nullpunktist vordsel kaugusel ning

z ja Z asuvad siimmeetriliselt reaaltelje suhtes. On vahetu kontrollida,
et

L 2] =[],

2. zZ2=(a+0bi)(a—bi)=a%+b = |z]%

3.4 Tehted kompleksarvudega

'a “\
r N Kompleksarvude liitmine on
Olgu antud kompleksarvud z; = a; + b1 4 ja 23 = ag + by 4. Siis nende analoogiline vektorite liitmise-
ga.
vordumine, summa, vahe, korrutis ja jagatis defineeritakse jargnevalt: 7+
1. z1 = 25 parajasti siis, kui a; = as ja by = bo, 52 ,./.
/
. /
2. 2120 = (a1 :|:a2)+(b1 :tbz)%, /~'
i
3. 2129 = (a1a2 — blbg) =+ (a162 =+ agbl) 1, ./'
_ _ /
21 1 Zo 2122 ., . ;
4 —=zn—=zn— =7, kui 20 #0. /4
29 29 2929 |22|
\ J

Korrutamine algebralisel ku-

jul on tavaline algebraliste

Markus 3.4 avaldiste korrutamine, millel

Osutub, et koigi nende tehete suhtes kiitub kompleksarv z = a + 01 on  geomeetriline  tolgendus
(vaatleme seda hiljem trigono-

nagu reaalarv a. Seetottu voime need arvud omavahel samastada, s.t meetrilise esituse juures).

a = a + 07. Sel viisil saame, et R C C.
Jagamine defineeritakse korru-

tamise kaudu.
.

Naiide 3.1 Leida z; + 29, 21 29 ja ﬂ, kui
zZ2
2’1:3+5Z, 22:4—i.

Saame

z1+20 =B4+4)+(b-1)i=7+44,
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-2 =B-4)+0G+1)i=—-1+6i,

2120 = (3+5i)(4—i)= (12— (=5)) + (=3 +20)i =17+ 174,
(B3+5i)(4+14) (12—=5)+ (3+20)7

2 3+bid+i

7o 4—id+i |4 —i|2 16+ 1
BT T

Niaide 3.2 Kompleksarvude kasutamine praktikas. Vaatleme
koordinaadistikku, kus reaaltelg on suunatud itta, vertikaaltelg pohja.
Lennuk lendab kiirusvektoriga vy, = —480 4 2104 km/h, milles ei
arvestata tuule moju. Tuule kiirusvektor on vy = 60 + 2104 km/h.

Leiame lennuki tegeliku kiirusvektori.

RS
AN
Vi o
V -
Ur
v

Kompleksarve liidetakse nagu vektoreid, seepérast saame

v =wvr, +vpr = —480 + 2107 4 60 4 210¢ = —420 4 420+.

Saame teada, et lennuk lendab tuule mojul tépselt loodesse (suunal
(—420,420) on sama mis suunal (—1,1) ja see on 135° reaaltelje
positiivse suuna suhtes). Lisaks saame, et lennuk lendab kiirusega,
mille arvviirtuseks on |v| = /4202 + 4202 = 420+/2 km /h.

Selles iilesandes me tegelikult ei pea kasutama kompleksarve, kuid sa-
mas on nende kasutamine siin lihtne.

SO0

Kus (ja kas iildse) tehakse viga

jargmises arutluses?

Kirjutame jareldused

Vi=v"1 =
1 —1
R e N
—1 1

VI VT

VTV

N
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3.5. Kompleksarvu trigonomeetriline kuju

3.5 Kompleksarvu trigonomeetriline kuju

Tahistame kohavektori OA pikkuse |z| = |OA| siimboliga r ning olgu ¢

nurk z-telje positiivse suuna ja vektori OA vahel.

Im 2
y
A(a,b)
b e :
1
1
1
r 1
: The vector "compass”
' 90°
1
| 1
1
v L > Rez
(0] a
180° [
Siis siinuse ja koosinuse seostest téisnurkses kolmnurgas saame
270° (-90°)

b=rsinp, a=rcosyp

ning
z=a+bi=rcosp+irsiny,
Trigonomeetrilist kuju esitatak-
millest saamegi kompleksarvu trigonomeetrilise kuju. se liihemalt
z =rZp voi ka z = r cis p.
A Definitsioon 3.7} <
Avaldist
- N
z=r (COS(,D + 4 sin QO) Kompleksarvu 2z = a + bi
voib vaadelda kui reaalarvude
nimetatakse kompleksarvu z trigonomeetriliseks kujuks, kus reaal- paari (a,b) vdi siis reaalarvude
paari rZp. Tegemist on lihtsalt
arv 7 on kompleksarvu z moodul |z|, reaalarv ¢ on kompleksarvu z kahe erineva  koordinaatide
argument, mida tahistatakse @ = arg z. stisteemiga.
\ J

Reaalarvude paar (a,b) niitab

A Markus 3.5 N kompleksarvu z ristkoordinaate

. . . . ~. . tasandil. Punkti z joudmiseks
Kompleksar = rgumendi ¢ leidmisel voib k: rgmi
ompleksarvu z = a+b ¢ argumendi  leidmisel voib kasutada jargmist ¢uleb litkuda @ Ghikut ressltelje

eeskirja ja b ihikut imaginaartelje
suunas.
b b
@ =+ arctan— = @ = arctan— )
a a Paar rZ¢ kujutab endast
_ b polaarkoordinaate ning punkti
= m — arctan—
lal z joudmiseks tuleb minna
-teljest tupa -
a<0,b>0 a>0,b>0 Trielest  vastupaeva @ @
diaani vorra modda ringjoont
raadiusega 7 ja keskpunktiga
. koordinaatide alguses.
a<0.b<0 a>0.b<0 | oordinaatide alguses )
t; b = arctan—
¢ =m +arctan_ @ a
]
= —arctan—
a
\. J

o1



PEATUKK 3. KOMPLEKSARVUD. ALGEBRALINE JA TRIGONOMEETRILINE KUJU

Niide 3.3 Viime z = —2 + 2v/3 i trigonomeetrilisele kujule.

Maérgime, et punkt z asub teises veerandis ja z koordinaadid tasandil
n (a,b) = (—2,2v/3). Sel juhul

(72.2\6)
r=lzl=va2+b=v4+12=v16 =4.
r=4
Leiame
2v/3
arctan — = arctan —f = arctan \/§ = E.
|al 2 3

Seegago:ﬂ'—%:%“ja

2t . . 27w
z=4<cos3+zs1n>.

3

Punkti z joudmiseks peaksime liikuma alates x-teljest 120 kraadi vas-
tupdeva mooda ringjoont raadiusega r = 4. Sama tulemuse annab
litkumine samal ringjoonel samast alguspunktist, aga 240 kraadi péari-
paeva.

SO0

Naiide 3.4 Insener soovib rajada sirgjoonelise raudtee linnast A linna
B. Punktist C' punkti D tuleb rajada tunnel ldbi mée. Moo6tmisi saab
teha vaid maa peal, kuid kahjuks varjab mégi vaatevélja linnade A ja

B vahel. Umber mée on voimalik moota vahemaa ja nurk suure puuni

(punkt P), kivirahnuni (punkt @) ja punktis @ tekib silmside linnaga

(Allikas: [12])

B. Mé6tmised annavad jargmised tulemused (punktide vaheline kaugus

ja vastava vektori nurk z-teljega):
AP(10.13km,19.8°), PQ(3.17km,125.3°), QB(8.68km,—177.4°).

Milline on linnade A ja B vaheline kaugus ja millise nurga all tuleks

hakata linnast A liikkuma?

Uks voimalikke lahendusi AB leidmiseks on kasutada vektorite liitmist.

Viimast saab edukalt teha kompleksarvu algebralise kuju kaudu. Saame

z1 =10.13(c0s19.8° + i sin 19.8°) ~ 9.53 + 3.431,
zo = 3.17(cos125.3° + i sin125.3°) ~ —1.83 + 2.591,
z3 = 8.68 (cos(—177.4°) +1i sin(—177.4°)) ~ —8.67 —0.391.

Maérgime, et koordinaadid algebralises kujus on esitatud punkti A kui

koordinaatide alguspunkti suhtes. Edasi leiame

z2=21+ 29+ 23 = —0.97 + 5.63 1,

7 radiaani = 180°.

|z = /(—0.97)2 + 5.632 ~ 5.71, argz~m—1.4=1.74rad ~ 99.78°.

Saime, et linnade A ja B vaheline kaugus on 5.71 km ja linnast A tuleks
liikuma hakata 99.78° nurga all.

000
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( Kaks trigonomeetrilisel kujul antud kompleksarvu ]
z1 =71 (cospy +ising;) ja 29 =r7s(cosps + i sinps)
on vordsed parajasti siis, kui
1. nende moodulid on vordsed (r1 = 72),
2. nende argumentide vahe on 27 kordne, s.t @1 — o = 2k7, k € Z.
\ S

3.6. Siinus ja koosinus

3.6 Siinus ja koosinus

Tuletame siinkohal meelde moningad siinu