Analuutiline geomeetria

VI loeng. Sirge vorrandid.

VI loeng. Sirge vdrrandid. Analiiiitiline geomeetria



Sirgete ja tasandite vorrandid

Selles ja jargmistes loengutes tegeleme sirgete ja tasandite vorranditega.
Sirge vGi tasandi vGrrandi koostamiseks kasutame vektoreid ja tehteid
vektoritega, st kasutame vektorite liitmist, korrutamist arvudega,
skalaarkorrutist, vektorkorrutist, segakorrutist.
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Sirgete ja tasandite vorrandid

Selles ja jargmistes loengutes tegeleme sirgete ja tasandite vorranditega.
Sirge vGi tasandi vGrrandi koostamiseks kasutame vektoreid ja tehteid
vektoritega, st kasutame vektorite liitmist, korrutamist arvudega,
skalaarkorrutist, vektorkorrutist, segakorrutist.

Sirge voi tasandi kdige fundamentaalsem vorrand on selline, kus
kasutame ainult vektoreid ja tehteid nendega, st me ei kasuta reeperit voi
koordinaadisiisteemi. Sellist vorrandit nimetatakse sirge v&i tasandi
vektorvorrandiks.
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Sirgete ja tasandite vorrandid

Selles ja jargmistes loengutes tegeleme sirgete ja tasandite vorranditega.
Sirge vGi tasandi vGrrandi koostamiseks kasutame vektoreid ja tehteid
vektoritega, st kasutame vektorite liitmist, korrutamist arvudega,
skalaarkorrutist, vektorkorrutist, segakorrutist.

Sirge voi tasandi kdige fundamentaalsem vorrand on selline, kus
kasutame ainult vektoreid ja tehteid nendega, st me ei kasuta reeperit voi
koordinaadisiisteemi. Sellist vorrandit nimetatakse sirge v&i tasandi
vektorvorrandiks.

Kui sirge vdrrandis esineb muutuv reaalarv (jargnevas nimetame
parameetriks ja tahistame t) nii, et selle muutuva arvu igale vaartusele
vastab sirge iiks ja ainult tiks punkt, siis vorrandit nimetame
parameetriliseks vGrrandiks.
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Sirgete ja tasandite vorrandid

Selles ja jargmistes loengutes tegeleme sirgete ja tasandite vorranditega.
Sirge vGi tasandi vGrrandi koostamiseks kasutame vektoreid ja tehteid
vektoritega, st kasutame vektorite liitmist, korrutamist arvudega,
skalaarkorrutist, vektorkorrutist, segakorrutist.

Sirge voi tasandi kdige fundamentaalsem vorrand on selline, kus
kasutame ainult vektoreid ja tehteid nendega, st me ei kasuta reeperit voi
koordinaadisiisteemi. Sellist vorrandit nimetatakse sirge v&i tasandi
vektorvorrandiks.

Kui sirge vdrrandis esineb muutuv reaalarv (jargnevas nimetame
parameetriks ja tahistame t) nii, et selle muutuva arvu igale vaartusele
vastab sirge iiks ja ainult tiks punkt, siis vorrandit nimetame
parameetriliseks vorrandiks. Kui sirge vGi tasandi vektorvorrand on
koostatud ja uuritud, siis ruumi varustame reeperiga
(koordinaadisiisteemiga) ja leiame vektorvérrandi kuju koordinaatides.
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Sirge parameetriline vektorvorrand

Eukleidilises ruumis kehtib aksioom:
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Sirge parameetriline vektorvorrand

Eukleidilises ruumis kehtib aksioom:

Kui A, B on eukleidilise ruumi E erinevad punktid, siis leidub iiks ja
ainult iiks sirge I, mis labib punkte A, B.
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Sirge parameetriline vektorvorrand

Eukleidilises ruumis kehtib aksioom:

Aksioom

Kui A, B on eukleidilise ruumi E erinevad punktid, siis leidub iiks ja
ainult iiks sirge I, mis labib punkte A, B.

Seega meil on iiks-lihene vastavus (4, B) <> sirge [. Olgu A, B
eukleidilise ruumi erinevad punktid. Sellega on tiheselt maaratud sirge [.
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Sirge parameetriline vektorvorrand

Eukleidilises ruumis kehtib aksioom:

Aksioom

Kui A, B on eukleidilise ruumi E erinevad punktid, siis leidub iiks ja
ainult iiks sirge I, mis labib punkte A, B.

Seega meil on iiks-lihene vastavus (4, B) <> sirge [. Olgu A, B
eukleidilise ruumi erinevad punktid. Sellega on tiheselt maaratud sirge [.
Moodustame vektori §= AB. On ilmne, et §# 0 (punktid A, B on
erinevad) ja vektor § maarab sirge [ sihti. Tuletame meelde, et vektorit §
nimetatakse sirge [ sihivektoriks.
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Sirge parameetriline vektorvorrand

Eukleidilises ruumis kehtib aksioom:

Aksioom

Kui A, B on eukleidilise ruumi E erinevad punktid, siis leidub iiks ja
ainult iiks sirge I, mis labib punkte A, B.

Seega meil on iiks-lihene vastavus (4, B) <> sirge [. Olgu A, B
eukleidilise ruumi erinevad punktid. Sellega on tiheselt maaratud sirge [.
Moodustame vektori §= AB. On ilmne, et §# 0 (punktid A, B on
erinevad) ja vektor § maarab sirge [ sihti. Tuletame meelde, et vektorit §
nimetatakse sirge [ sihivektoriks. Fikseerime ruumi F punkti O ja

. . . . . o 't

fikseerime sirge [ punkti A ning olgu 7y = OA.
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Sirge parameetriline vektorvorrand

Eukleidilises ruumis kehtib aksioom:

Aksioom

Kui A, B on eukleidilise ruumi E erinevad punktid, siis leidub iiks ja
ainult iiks sirge I, mis labib punkte A, B.

Seega meil on iiks-lihene vastavus (4, B) <> sirge [. Olgu A, B
eukleidilise ruumi erinevad punktid. Sellega on tiheselt maaratud sirge [.
Moodustame vektori §= AB. On ilmne, et §# 0 (punktid A, B on
erinevad) ja vektor § maarab sirge [ sihti. Tuletame meelde, et vektorit §
nimetatakse sirge [ sihivektoriks. Fikseerimguumi E punkti O ja
fikseerime sirge [ punkti A ning olgu 7y = OA. Olgu X sirge [ suvaline
punkt ja 7= OX (vt joonis).
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Kehtib 7 — 7 || §. Siit jareldub (kollineaarsete vektorite piisav ja tarvilik
tingimus)

—

(7= =5 v8i 7= 7y +15] (1)

kus ¢ on reaalarv. Margime, et vastavus t € R <+ X €[ (reaalarv < sirge
punkt) on iliks-iihene. Seega v8ime vaadelda parameetrit ¢ sirge [
punktide koordinaadina.
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Kehtib 7 — 7 || §. Siit jareldub (kollineaarsete vektorite piisav ja tarvilik
tingimus)

(7= =5 v8i 7= 7y +15] (1)

kus ¢ on reaalarv. Margime, et vastavus t € R <+ X €[ (reaalarv < sirge
punkt) on iliks-iihene. Seega v8ime vaadelda parameetrit ¢ sirge [
punktide koordinaadina.

Definitsioon

Varrandit (1) nimetatakse sirge parameetriliseks vektorvorrandiks,
muutujat ¢ nimetatakse sirge parameetriks.
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Kehtib 7 — 7 || §. Siit jareldub (kollineaarsete vektorite piisav ja tarvilik
tingimus)

— . —

(7~ =t5 v6i #=17+13) (1)

kus ¢ on reaalarv. Margime, et vastavus t € R <+ X €[ (reaalarv < sirge
punkt) on iliks-iihene. Seega v8ime vaadelda parameetrit ¢ sirge [
punktide koordinaadina.

Definitsioon

Varrandit (1) nimetatakse sirge parameetriliseks vektorvorrandiks,
muutujat ¢ nimetatakse sirge parameetriks.

Margime, et sirge vektorvorrandi kuju ei s6ltu ruumi dimensioonist.
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Kehtib 7 — 7 || §. Siit jareldub (kollineaarsete vektorite piisav ja tarvilik
tingimus)

— . —

(7~ =t5 v6i #=17+13) (1)

kus ¢ on reaalarv. Margime, et vastavus t € R <+ X €[ (reaalarv < sirge
punkt) on iliks-iihene. Seega v8ime vaadelda parameetrit ¢ sirge [
punktide koordinaadina.

Definitsioon

Varrandit (1) nimetatakse sirge parameetriliseks vektorvorrandiks,
muutujat ¢ nimetatakse sirge parameetriks.

Margime, et sirge vektorvorrandi kuju ei s6ltu ruumi dimensioonist.

n = 3, st alustame 3-m&&tmelisest ruumist E3. Ruumis E? fikseerime
reeperi R = {O; &1, €3, €3} ja olgu

0= (x07yOaZO)a = (.’E,y,Z), 5= (51782a53)

vektorite 7, 7, S koordinaadid.
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Sirge parameetrilise vektorvdrrandi kuju koordinaatides on jargmine

X = 1’0+$1t,
= y0+82t7
Z = Zz9+ s3t,

Antud vorrandit nimetatakse sirge parameetriliseks vorrandiks
koordinaatides.
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Sirge parameetrilise vektorvdrrandi kuju koordinaatides on jargmine

X = 1’0+$1t,
= y0+82t7
Z = Zz9+ s3t,

Antud vorrandit nimetatakse sirge parameetriliseks vorrandiks
koordinaatides.

n = 2. Kui sirge [ asub tasandil E? ja tasandil on fikseeritud reeper
R = {0; €1, ey}, siis sirge parameetrilise vérrandi kuju on jirgmine

r = xg+ s1t,
= Y + S92 t7
kus (z,y) on sirge muutuva punkti koordinaadid, (zg,yo) on sirge

fikseeritud punkti (sirge alguspunkti) koordinaadid, (s1,s2) on sirge
sihivektori koordinaadid ja ¢ on parameeter, —o0 < t < +00.
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Definitsioon

Joone parameetriliseks vektorvérrandiks nimetatakse vérrandit ¥ = 7(¢),
kus t € I ja I C R. Kui tasandil on fikseeritud reeper R = {O; €1, s},
siis joone vektorvorrandi kuju reeperi poolt maaratud koordinaatides on
jargmine

r = g(t)a

y = @),

kus &(t),n(t) on t funktsioonid, ¢ € I. Antud v8rrandit nimetatakse
tasandilise joone parameetriliseks vrrandiks ja muutujat ¢ nimetatakse
joone parameetriks. Ruumilise joone parameetriliseks vorrandiks
nimetatakse vorrandit

kus £(t),n(t), x(t) on t funktsioonid, ¢ € I.
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Kui tasandilise joone parameetriline vorrand on
r = xg+s1t,
= Yo + s2 t7
kus s1 # 0, siis esimesest vorrandist leiame

Tr — X
t = ——.
S1
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Kui tasandilise joone parameetriline vorrand on
r = xg+s1t,
= Yo + s2 t7

kus s1 # 0, siis esimesest vorrandist leiame

r—x
t="""0
S1

Jarelikult

52

Yy —yo=— (z— x0),

S1

vOI

y=kx+0b,

kus k = %7 b=yo— sifo. Kordajat k£ nimetatakse tasandilise sirge
tousuks.
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Kui tasandilise joone parameetriline vorrand on
r = xg+s1t,
= Yo + s2 t7

kus s1 # 0, siis esimesest vorrandist leiame

r—x
t="""0
S1

Jarelikult

52

Yy —yo=— (z— x0),

S1

vOI

y=kx+0b,

kus k = %7 b=yo— sifo. Kordajat k£ nimetatakse tasandilise sirge

tousuks. Tasandilise sirge kanooniliseks vorrandiks nimetatakse vdrrandit

T—Zo _ Y —Yo

S1 52
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Tasandi sirge on liheselt maaratud jargmiste geomeetriliste andmetega:
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Tasandi sirge on liheselt maaratud jargmiste geomeetriliste andmetega:
sirge punkt A ja sirge normaalvektor N (st sirge on risti vektori N poolt
tekitatud sirgega). Fikseerime tasandi mingi punkti O ja olgu 7 = OA,
7=0X on sirge muutuva (suvalise) punkti X kohavektor ning N on
sirge normaalvektor.
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Tasandi sirge on liheselt maaratud jargmiste geomeetriliste andmetega:
sirge punkt A ja sirge normaalvektor N (st sirge on risti vektori N poolt
tekitatud sirgega). Fikseerime tasandi mingi punkti O ja olgu 7 = OA,
7=0X on sirge muutuva (suvalise) punktl X kohavektor ning N on
sirge normaalvektor. Kehtib 77— 7 L N, seega

<F—75, N >=0. (2)
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Tasandi sirge on liheselt maaratud jargmiste geomeetriliste andmetega:
sirge punkt A ja sirge normaalvektor N (st sirge on risti vektori N poolt
tekitatud sirgega). Fikseerime tasandi mingi punkti O ja olgu 7 = OA,
7=0X on sirge muutuva (suvalise) punktl X kohavektor ning N on
sirge normaalvektor. Kehtib 77— 7 L N, seega

<F—75, N >=0. (2)

Antud vérrandit (2) nimetatakse tasandilise sirge vektorvdrrandiks
normaalvektori kaudu.
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Tasandi sirge on liheselt maaratud jargmiste geomeetriliste andmetega:
sirge punkt A ja sirge normaalvektor N (st sirge on risti vektori N poolt
tekitatud sirgega). Fikseerime tasandi mingi punkti O ja olgu 7 = OA,
7=0X on sirge muutuva (suvalise) punktl X kohavektor ning N on
sirge normaalvektor. Kehtib 77— 7 L N, seega

<F—75, N >=0. (2)

Antud vérrandit (2) nimetatakse tasandilise sirge vektorvdrrandiks
normaalvektori kaudu. Kirjutame kujul < 7, N >=< 75, N > ja

tahistades < FO,N >= —(C, saame | < F,N >=—C|
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Tasandi sirge on liheselt maaratud jargmiste geomeetriliste andmetega:
sirge punkt A ja sirge normaalvektor N (st sirge on risti vektori N poolt
tekitatud sirgega). Fikseerime tasandi mingi punkti O ja olgu 7 = OA,
7=0X on sirge muutuva (suvalise) punktl X kohavektor ning N on
sirge normaalvektor. Kehtib 77— 7 L N, seega

<=7y, N >=0.

(2)

Antud vérrandit (2) nimetatakse tasandilise sirge vektorvdrrandiks
normaalvektori kaudu. Kirjutame kujul < 7, N >=< 75, N > ja

tahistades < FO,N >= —(C, saame

<FJ\7>=—C

tasandil ristreeperi {O; 1, €5} ja olgu ¥ = (x,y), N
eespool kirjutatud vorrandi kuju koordinaatides on

Fikseerime
= (A, B), siis

Az+By=-C é‘Ax+By+C:Q‘

VI loeng. Sirge vdrrandid.
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Tasandi sirge on liheselt maaratud jargmiste geomeetriliste andmetega:
sirge punkt A ja sirge normaalvektor N (st sirge on risti vektori N poolt
tekitatud sirgega). Fikseerime tasandi mingi punkti O ja olgu 7 = OA,
7=0X on sirge muutuva (suvalise) punktl X kohavektor ning N on
sirge normaalvektor. Kehtib 77— 7 L N, seega

<F—75, N >=0. (2)

Antud vérrandit (2) nimetatakse tasandilise sirge vektorvdrrandiks
normaalvektori kaudu. Kirjutame kujul < 7, N >=< 75, N > ja

tahistades < FO,N >= —(C, saame | < T, N >= —C Fikseerime

tasandil ristreeperi {O; &1, €5} ja olgu 7= (x,y), N = (A, B), siis
eespool kirjutatud vorrandi kuju koordinaatides on

Az+By=-C é‘Ax+By+C:Q‘

Antud vorrandit nimetatakse tasandilise sirge tildvorrandiks. Poorame
tahelepanu sellele, et tldvorrandis kordajad A, B on sirge
normaalvektori koordinaadid.
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Definitsioon

Tasandilise joone ilmutamata vorrandiks nimetatakse vorrandit
F(z,y) =c,

kus F(z,y) on kahemuutuja funktsioon maaramispiirkonnaga U C E? ja
c on reaalarv.
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Tasandilise joone ilmutamata vorrandiks nimetatakse vorrandit
F(z,y) =c,

kus F(z,y) on kahemuutuja funktsioon maaramispiirkonnaga U C E? ja
c on reaalarv. Kui F(z,y) on n-astme poliinoom, siis ilmutamata
vorrandiga F(x,y) = ¢ maaratud joont nimetatakse n-jarku algebraliseks
jooneks.
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Tasandilise joone ilmutamata vorrandiks nimetatakse vorrandit
F(z,y) =c,

kus F(z,y) on kahemuutuja funktsioon maaramispiirkonnaga U C E? ja
c on reaalarv. Kui F(z,y) on n-astme poliinoom, siis ilmutamata
vorrandiga F(x,y) = ¢ maaratud joont nimetatakse n-jarku algebraliseks
jooneks. Erijuhul, kui n = 2, st F(x,y) on teise astme poliinoom, joont
nimetatakse teist jarku jooneks.
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Tasandilise joone ilmutamata vorrandiks nimetatakse vorrandit
F(z,y) =c,

kus F(z,y) on kahemuutuja funktsioon maaramispiirkonnaga U C E? ja
c on reaalarv. Kui F(z,y) on n-astme poliinoom, siis ilmutamata
vorrandiga F(x,y) = ¢ maaratud joont nimetatakse n-jarku algebraliseks
jooneks. Erijuhul, kui n = 2, st F(x,y) on teise astme poliinoom, joont
nimetatakse teist jarku jooneks. Kui F(z,y) on esimese astme poliinoom
(lineaarne), siis vdrrandiga F(x,y) = ¢ maaratud joon on sirge.
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Ringjoon raadiusega R ja keskpunktiga punktis A(zg,yo).
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Naide

Ringjoon raadiusega R ja keskpunktiga punktis A(zg,yo).
Fikseerime tasandil suvalise punkti O. Olgu X ringjoone muutuv punkt.
Moodustame vektori 7y = OA j ja vektori 7= O0X.
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Naide

Ringjoon raadiusega R ja keskpunktiga punktis A(zg,yo).
Fikseerime tasandil suvalise punkti O. Olgu X ringjoone muutuv punkt.
Moodustame vektori 75 = OA ja vektori 7= OX. On ilmne, et kehtib

|7 — 7)* = R?.

See on ringjoone vektorvdrrand.
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Naide

Ringjoon raadiusega R ja keskpunktiga punktis A(zg,yo).
Fikseerime tasandil suvalise punkti O. Olgu X ringjoone muutuv punkt.
Moodustame vektori 75 = OA ja vektori 7= OX. On ilmne, et kehtib

|7 — 7)* = R?.

See on ringjoone vektorvdrrand. Ringjoone ilmutamata v&rrand
ristkoordinaatides on

(x —z0)> + (y — y0)> = R?,
seega antud juhul F(z,y) = (z — 20)? + (y — y0)?, ¢ = R? ja F(x,y) on
teise astme poliinoom. Jarelikult ringjoon on teist jarku joon. Ringjoone

parameetriline vorrand on

r = R cost+ xg,

y = Rsint+ yo,

kus 0 <t < 2.
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Olgu tasandil antud polaarkoordinaatide siisteem 7, ¢.

Definitsioon

Tasandi joone vorrandiks polaarkoordinaatides nimetatakse vérrandit

r=r(9),
kus r(¢) on polaarnurga ¢ funktsioon ja ¢ € I C R.

Naiteks, tasandilist joont » = k ¢, kus k > 0 on konstant, nimetatakse
Archimedese spiraaliks.
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Olgu tasandil antud polaarkoordinaatide siisteem 7, ¢.

Definitsioon

Tasandi joone vorrandiks polaarkoordinaatides nimetatakse vérrandit

r=r(9),
kus r(¢) on polaarnurga ¢ funktsioon ja ¢ € I C R.

Naiteks, tasandilist joont » = k ¢, kus k > 0 on konstant, nimetatakse
Archimedese spiraaliks.
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Olgu antud sirge parameetriline v3rrand

r= xg+1tsy,
Y= Z/O+t32, (3)
z= zg+1ts3

Oletame, et s1 # 0, s2 # 0, 83 # 0 ja avaldame parameetrit ¢

t_x—afo_y—yo_z—zo
S1 S9 S3 '
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Olgu antud sirge parameetriline v3rrand

r= xg+1tsy,
Y= Z/O+t32, (3)
z= zg+1ts3

Oletame, et s1 # 0, s2 # 0, 83 # 0 ja avaldame parameetrit ¢

t_x—afo_y—yo_z—zo
S1 S9 S3 '

Vorrandit

rT—o Y—Y 22— 20

S1 S92 S3

)

nimetatakse ruumilise sirge kanooniliseks vorrandiks.
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Sihivektor § on nullvektorist erinev vektor, seega tema koik koordinaadid
korraga ei saa olla nullid, kuid moned neist voivad olla nullid.
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Sihivektor § on nullvektorist erinev vektor, seega tema koik koordinaadid
korraga ei saa olla nullid, kuid mdned neist voivad olla nullid. Laiendame
sirge kanoonilise v&rrandi kasutamist ka juhule, kus sihivektori mdned
koordinaadid on nullid. Naiteks, kui s3 = 0, kirjutame

r—Zo Y—Y 22— 20

S1 S92 0
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Sihivektor § on nullvektorist erinev vektor, seega tema koik koordinaadid
korraga ei saa olla nullid, kuid mdned neist voivad olla nullid. Laiendame
sirge kanoonilise v&rrandi kasutamist ka juhule, kus sihivektori mdned
koordinaadid on nullid. Naiteks, kui s3 = 0, kirjutame

r—Zo Y—Y 22— 20

S1 S92 0

See tdhendab, et lalpool kirjutatud vdrrand on ekvivalentne
vorrandisiisteemiga
T—To —  Y—¥Yo
{2 (@

z—zp= 0
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Naide

On antud kolmnurga tipud
A(3,-1,-1),B(1,2,-7),C(-5, 14, -3).
Koostage sisenurga Z B nurgapoolitaja kanooniline vorrand.

Lahendus.
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Naide

Naide

On antud kolmnurga tipud
A(3,-1,-1),B(1,2,-7),C(-5, 14, -3).

Koostage sisenurga Z B nurgapoolitaja kanooniline vorrand.

Lahendus. Lahenduse idee seisneb selles, et rombi diagonaalid on
sisenurkade nurgapoolitajad.
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Naide

Naide

On antud kolmnurga tipud
A(3,-1,-1),B(1,2,-7),C(-5, 14, -3).

Koostage sisenurga Z B nurgapoolitaja kanooniline vorrand.

Lahendus. Lahenduse idee seisneb selles, et rombi diagonaalid on
sisenurkade nurgapoolitajad. Moodustame kaks vektorit BA, BC,

VI loeng. Sirge vdrrandid. Analiiiitiline geomeetria



Naide

Naide

On antud kolmnurga tipud
A(3,-1,-1),B(1,2,-7),C(-5, 14, -3).

Koostage sisenurga Z B nurgapoolitaja kanooniline vorrand.

Lahendus. Lahenduse idee seisneb selles, et rombi diagonaalid on
sisenurkade nurgapoolitajad. Moodustame kaks vektorit BA, BC, nende
koordinaadid on

d@=BA=(2-36), b=BC=/(-6,12,4).
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Naide

Naide

On antud kolmnurga tipud
A(3,-1,-1),B(1,2,-7),C(-5, 14, -3).

Koostage sisenurga Z B nurgapoolitaja kanooniline vorrand.

Lahendus. Lahenduse idee seisneb selles, et rombi diagonaalid on
sisenurkade nurgapoolitajad. Moodustame kaks vektorit BA, BC, nende
koordinaadid on

—

d@=BA=(2-36), b=BC=/(-6,12,4).

Arvutame vektorite pikkused
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Naide

Naide
On antud kolmnurga tipud

A(3,-1,-1),B(1,2,-7),C(-5, 14, -3).
Koostage sisenurga Z B nurgapoolitaja kanooniline vorrand.

Lahendus. Lahenduse idee seisneb selles, et rombi diagonaalid on
sisenurkade nurgapoolitajad. Moodustame kaks vektorit BA, BC, nende
koordinaadid on

—

d@=BA=(2-36), b=BC=/(-6,12,4).
Arvutame vektorite pikkused

@) = V4 +9+36=49 =71,
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Naide

Naide
On antud kolmnurga tipud

A(3,-1,-1),B(1,2,-7),C(-5, 14, -3).
Koostage sisenurga Z B nurgapoolitaja kanooniline vorrand.

Lahendus. Lahenduse idee seisneb selles, et rombi diagonaalid on
sisenurkade nurgapoolitajad. Moodustame kaks vektorit BA, BC, nende
koordinaadid on

—

d@=BA=(2-36), b=BC=/(-6,12,4).
Arvutame vektorite pikkused

@ =VA+9+36=v49=7, |b] =36+ 144+ 16 = V196 = 14
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Naide

Nieme, et |d@| # |b]. Kuidas leida vektoriga @ samasuunalist vektorit ja
vektoriga b samasuunalist vektorit nii, et pikkused oleksid vSrdsed?
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Naide

Nieme, et |d@| # |b]. Kuidas leida vektoriga @ samasuunalist vektorit ja
vektoriga b samasuunalist vektorit nii, et pikkused oleksid vSrdsed?

Vastus: vektoriga @ samasuunaline thikvektor dy ja vektoriga b
samasuunaline thikvektor bg!
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Naide

Nieme, et |d@| # |b]. Kuidas leida vektoriga @ samasuunalist vektorit ja
vektoriga b samasuunalist vektorit nii, et pikkused oleksid vSrdsed?

Vastus: vektoriga @ samasuunaline thikvektor dy ja vektoriga b
samasuunaline thikvektor bg!

Arvutame
. a 2 36, - b 36 2
ao_ﬁ_(?7_?a?)v O_E_(_??’?)
Seega
- 138
F=adn4+by=(—=.2 =
¢=do+by=( ,7,7)
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Naide

Nieme, et |d@| # |b]. Kuidas leida vektoriga @ samasuunalist vektorit ja
vektoriga b samasuunalist vektorit nii, et pikkused oleksid vSrdsed?

Vastus: vektoriga @ samasuunaline thikvektor dy ja vektoriga b
samasuunaline thikvektor bg!

Arvutame

a 2 36, - b 3

|a@

—

ao

Seega
- 138
Cc=dy+by=(—=,=,=).
c ap + 0g ( 77777)

See on nurgapoolitaja sihivektor!
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Naide

Margime, et nurgapoolitaja sihivektoriks sobib iga vektor A ¢, kus A # 0
on mingi reaalarv (C|| A é).
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Naide

Margime, et nurgapoolitaja sihivektoriks sobib iga vektor A ¢, kus A # 0
on mingi reaalarv (¢|| A €). Seega vétame §=7¢=(—1,3,8).
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Naide

Margime, et nurgapoolitaja sihivektoriks sobib iga vektor A ¢, kus A # 0
on mingi reaalarv (¢|| A ¢). Seega vétame §=7¢= (—1,3,8).Vastus:

z—1 y—2 2z+47

-1 3 8
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Punkti kaugus sirgeni

On antud sirge [ ja ruumi punkt P. Kuidas leida punkti P kaugust d
sirgeni 7 Leiame vektorkujul. Olgu § sirge sihivektor, sirge labib punkti
A.
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Punkti kaugus sirgeni

On antud sirge [ ja ruumi punkt P. Kuidas leida punkti P kaugust d
sirgeni 7 Leiame vektorkujul. Olgu § sirge sihivektor, sirge labib punkti
A. Kauguse d leidmiseks kasutame vektorkorrutise roopkiiliku pindala
omadust. Vaatleme ropkiilikut, mis on ehitatud vektoritele 5, AP (vt
joonis). On ilmne, et kaugus d on vdrdne selle rédpkiiliku kdrgusega,
seega

|s X AP|

|51
Vektorit AP saab avaldada punktide . A, P kohavektorite

@ = OA,7 = OP kaudu jargmiselt AP = 7 — . Asendades valemisse (5)
saame

(5)

|3 x (7 — a)]

=T
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Valemi kuju koordinaatides

Punkti P kauguse d sirgeni [ arvutusvalemi vektorkuju on jargmine

_ [5x(F=a)

131

Kirjutame ruumi ristkoordinaatides. Olgu {O; &}, €3, €3} ruumi ristreeper,
olgu §= (s1, $2, 83) sirge sihivektori koordinaadid, A(x4,ya, 2a) Sirge
punkti A koordinaadid, P(zp,yp, 2p) punkti P koordinaadid. Punkti P
kauguse sirgeni arvutusvalemi kuju ristkoordinaatides on jargmine

So S3
d— Yp —Ya 2p — Za

d

2
+

2

S1 S3
+

Tp —Ta Zp— Za

/8% + 85+ 53

S1 S2
Tp —Za Yp — Ya
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Naide

On antud sirge kanooniline vérrand

z—5 y z+25

3 2 —g

ja punkt P(2,3,—1). Leida punkti P kaugus sirgeni.

Lahendus:
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Naide

On antud sirge kanooniline vérrand

z—5 y z+25

ja punkt P(2,3,—1). Leida punkti P kaugus sirgeni.
Lahendus: 5= (3,2,-2), A(5,0,-25), AP =7—a=(-3,3,24).
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Naide

On antud sirge kanooniline vérrand

z—5 y z+25

ja punkt P(2,3,—1). Leida punkti P kaugus sirgeni.

Lahendus: 5= (3,2,-2), A(5,0,-25), AP =7—a=(-3,3,24).
Seega
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Naide

On antud sirge kanooniline vérrand

z—5 y z+25

ja punkt P(2,3,—1). Leida punkti P kaugus sirgeni.

Lahendus: 5= (3,2,-2), A(5,0,-25), AP =7—a=(-3,3,24).
Seega

2 =2

§><(F—&’):(‘ 3 o
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Naide

On antud sirge kanooniline vérrand

z—5 y z+25

ja punkt P(2,3,—1). Leida punkti P kaugus sirgeni.

Lahendus: 5= (3,2,-2), A(5,0,-25), AP =7—a=(-3,3,24).
Seega

2 =2

§><(F—&’):(‘ 3 o

§x (F— @) = (54, —66,15) = 3 (18, —22,5),
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Naide

On antud sirge kanooniline vérrand

z—5 y z+25

ja punkt P(2,3,—1). Leida punkti P kaugus sirgeni.

Lahendus: 5= (3,2,-2), A(5,0,-25), AP =7—a=(-3,3,24).
Seega

2 =2

§><(F—&’):(‘ 3 o

§x (F— @) = (54, —66,15) = 3 (18, —22,5), |5 x (7 — @)| = 3 /333,
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Naide

On antud sirge kanooniline vérrand

z—5 y z+25

ja punkt P(2,3,—1). Leida punkti P kaugus sirgeni.

Lahendus: 5= (3,2,-2), A(5,0,-25), AP =7—a=(-3,3,24).
Seega

2 =2

§><(F—&’):(‘ 3 o

§x (F— @) = (54, —66,15) = 3 (18, —22,5), |5 x (7 — @)| = 3 /333,

|§1:ﬁ,d:%‘§‘;’3:3\/@:21.
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Eksami kusimused

@ Tasandilise sirge parameetriline vektorvdrrand. Tasandilise sirge
parameetriline ja kanooniline vérrand (koordinaatides). Tasandilise
joone parameetrilise vGrandi ja vorrand polaarkoordinaatides.
Tasandilise sirge tldvorrand.

@ Ruumilise sirge parameetriline vektorvorrand. Ruumilise sirge

parameetriline ja kanooniline vérrand (koordinaatides). Punkti
kaugus sirgeni.
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Eksami ulesanded

© On antud sirgete [, l5 parameetrilised vektorvérrandid
r=71+181, ¥="75 +t85. Leida tarvilik ja piisav tingimus selleks,
et sirged 1, l2 on 18ikuvad sirged (st sirgetel on ainult iiks lihine
punkt, st ISikepunkt).

@ On antud sirge [ parameetriline vektorvérrand 7= 75+t 5. On
antud punkt P ja selle kohavektor 7p. Olgu punkt M punkti P
ristprojektsioon sirgele [. Leida punkti M kohavektor 7y;.
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