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Eessona

Kiesolev analiiiitilise geomeetria praktikum on koostatud eeskiitt TRU ma-
temaatikateaduskonna vajadusi arvestades ning on moeldud kasutamiseks koos
U. Lumiste ja K. Ariva opikuga ,Analiiiitiline geomeetria“, kuid suurt osa sellest
saab kasutada ka teistes teaduskondades, kus opitakse analiiiitilist geomeetriat ise-
seisva ainena voi korgema matemaatika osana. Lihtsamad iilesanded on kasutata-
vad tidiendava materjalina keskkeeli matemaatika tundides, eriti aga matemaatika
ringis.

Varem ilmunud analiiiitilise geomeetria praktikumi I osa sisaldab valiku {ilesan-
deid vektoralgebrast, IT osa valiku iilesandeid sirgete ja tasandite kohta. Kaesolev,
IIT osa sisaldab valiku iilesandeid teist jarku koverate kohta.

Ulesannete kogu kasutamist lihtsustavad vajaliku teoreetilise materjali liihiesi-
tused iiksikute aineloikude ees ja iilesannete vastuste juures esitatud népunéited.






Peatukk 8

Ringjoon ja ellips

§1. Ringjoon

Definitsioon. Ringjooneks nimetatakse selliste punk-
tide hulka tasandil, mis asetsevad vordsel kaugusel sa-

mal tasandil asetsevast kindlast punktist, nn. kesk-

punktist (tsentrist). Seda vordset kaugust nimetatak-

se ringjoone raadiuseks. Olgu ringjoone keskpunkt

C(a,b), raadius r ja M(x,y) ringjoone suvaline punkt,

siis |CM| =,

CM? = 12

ehk viljakirjutatuna koordinaatides mingi ristreeperi
suhtes, saame ringjoone normaalvorrandi

(x—a)>+ (y—b)*=r>

Ruutvorrand kahest muutujast afiinse reeperi suhtes

Y

&v

Joonis 8.1
(8.1)

ana® + agny® + 2a197y + 24137 + 2a93y + azz = 0

médrab ringjoone parajasti siis, kui ruutliikmete kordajad on vordsed (a1 = ag) ja
vorrandist puudub muutujate korrutisega liige (a2 = 0), s. t. ringjoone iildvorrand
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6 PEATUKK 8. RINGJOON JA ELLIPS

Joonis 8.2

omab kuju

a112” + any”® + ar3x + agsy + ass = 0. (8.2)
Ringjoone (8.1) parameetrilised vorrandid omavad kuju

{ T =r1rcosy+ a,

y = rsinp + b, (8.3)

kus ¢ on x-telje ja ringjoone raadiusvektori C’—M> vaheline nurk. Kui ringjoone
keskpunkt asetseb ristreeperi alguspunktis, saame vorrandist ringjoone ka-
noonilise vorrandi

2+ oy’ =1t (8.4)

Ringjoone puutuja vorrandi saame kergesti leida nn. pooliti asendusvottega, s. t.
asetame ringjoone vorrandis pooled tundmatud puutepunkti My(xg, yo) koor-
dinaatidega

(x —a)(zo —a) + (y —b)(yo — b) = r° (8.5)

Kui ringjoon on méératud vorrandiga (8.2)), siis puutepunkti M, ldbiva ringjoone
puutuja vorrandi voime esitada kujul

anxox + anyoy + arz(x + xo) + ass(y + yo) + ass = 0. (8.6)

Poolus ja polaar ringjoone suhtes. Punkti Py polaariks p ringjoone suhtes
nimetatakse punktist Fy ringjoonele tommatud puutujate puutepunkte iihendavat
sirget p = PiP, (punkt P, asetseb viljaspool ringjoont) (vt. joon. [8.2a)). Kui
punkt P, asetseb ringjoonel, siis punkti Py libiv ringjoone puutuja (joon. [3.2b)).
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Kui punkt P asetseb ringjoone sees, siis punkti polaari leidmiseks antud ringjoone
suhtes tommatakse 1dbi antud punkti Fy vabalt kaks ringjoone koolu. Koolude
otspunktidest ringjoonele tommatud puutujate loikepunktid @)1 ja () méiravad
otsitava polaari p = Q1Q2 (joon. [8.2c))).

Punkti Py nimetatakse sirge p pooluseks antud ringjoone suhtes.

Punkti Py(zo,yo) polaar p ringjoone 2% + y* = r? suhtes miiratakse vorrandiga

T + Yoy = 7. (8.7)

Punkti potents ringjoone suhtes. Kui

punktist Fy tommatud suvaline sirge loikab rin- M

joont punktides M; ja M, (joon. [8.3)), siis punk- Py
ti Py kauguste korrutis punktidest M; ja Ms on
konstantne suurus (ei soltu sirge valikust), mida
nimetatakse punkti Py potentsiks (ehk astmeks)
antud sirgjoone suhtes. Kui ringjoon on mééra-
tud V6rrandiga " ja d1 = P()]\fl7 dg = .P()]\427
siis punkti Py(zo,yo) potents ringjoone suh-
tes maaratakse seosega

M,

M,
d = dydy = (2o — @)2 + (Yo — b)2 -7 (8-8) Joonis 8.3

Punkti Fy potents ringjoone suhtes on positiivne,

kui punkt asetseb viljaspool ringjoont;punkti potents on null, kui punkt F, on
ringjoone punkt, ja punkti potents on negatiivne, kui punkt F, on ringjoone sise-
mine punkt. Kui d; = d,, siis punkti Py libiv sirge on ringjoone puutuja 6 = d2,
d = |PyM|, kus M on puutepunkt (joon. . Seega punkti P, potents ringjoo-
ne suhtes on vordne punktist P, ringjoonele tommatud puutuja koolu pukkuse
ruuduga punktist F kuni puutepunktini.
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By

Joonis 8.4

Radikaalteljeks (ehk potentssirgeks ehk
kordaaliks) kahe antud ringjoone suhtes ni-
metatakse sirget, mille mistahes punkti po-
tentsid molema ringjoone suhtes on vordsed.
Ringjoonte radikaaltelg on risti ringjoonte
keskpunkte iihendava sirgega (keskjoonega).

Kui ringjooned puutuvad, siis on radi-
kaaltelg nende iihiseks puutujaks ringjoonte
puutepunktis (joon. [8.4a)). Kui ringjooned
loikuvad, siis radikaaltelg on ringjoonte 16i-
kepunkte iihendavaks sirgeks (joon. [8.4b))).

Joonis 8.5

Radikaaltsenter (ehk potentspunkt). Kolme ringjoone korral tekib kolm ra-
dikaaltelge. Nende radikaaltelgede loikepunkti M nimetatakse antud ringjoonte
radikaaltsentriks ehk potentspunktiks (joon. [8.5).

Mairkus. Tuletame meelde juba iilesannete kogu eelmistes osades tehtud kokku-
lepet: kui iilesande tingimustes ei ole nimetatud reeperit, siis eeldatakse, et antud
reeper on ristreeper.

8.1. Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon ldbib reeperi alguspunkti ja ring-
joone keskpunkt asetseb punktis K:

1) K(10,4); 2) K(-3,4).

8.2. Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoone keskpunkt asetseb punktis C' ja
ringjoon 1dbib punkti @) :
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8.3.

8.4.

8.5.

8.6.

8.7.

8.8.

8.9.

8.10.

8.11.

Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoone iihe diameetri otspunktid on

1) P=(-3,2)jaQ=(1,4); 2) A=(1,4)ja B=(-3,2).

Leida antud ringjoone keskpunkt ja raadius:

1) 2%+ 4> — 8z + 6y + 21 = 0; 1) 2®+y*+22— 10y + 1 =0;
2) 2% +y* — 4z = 0;
3) 22+ ¢+ 62 —7=0; 5) 32% + 3y* — 4x — 6y — 15 = 0.

Milliseks teiseneb ringjoone vérrand x% + y* + 22 — 6y + 1 = 0, kui reeperi
alguspunkt kanda punkti 1) A(—1,3), 2) B(—4, 3)? Kuidas asetsevad punktid
A ja B antud ringjoone suhtes?

Milliseks teiseneb ringjoone vorrand 2® + y* + 42 — 12y — 9 = 0, kui reeperi
alguspunkt kanda ringjoone keskpunkti?

Kirjeldada ringjoone eriasendeid reeperi suhtes, kui osa kordajatest ringjoone
iildvorrandis
A +y))+Dx+Ey+F =0

on vordsed nulliga.
Leida antud ringjoone loikepunktid reeperi telgedega.

1) (z—4)+ (y+ 3)* = 25; 3) 2+ —dr+4y +4=0;
2) 22 +y? — 6 — 10y +9 = 0; 4) (x=5°+@y—3)?%=1

Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon liabib kolme punkti.

1) A(07 2)> B(la 1)7 C<2a _2); 2) P(lv 2)7 Q(_57 2)7 R(47 2)
Koostada kolmnurga iimber joonestatud ringjoone vorrand, kui kolmnurga
tipud on

On antud kolmnurga ABC tipud: A(—3,6), B(9, —10), C'(—5,4). Leida kolm-
nurga iimber joonestatud ringjoone keskpunkt ja raadius.
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8.12.

8.13.

8.14.

8.15.

8.16.

8.17.

8.18.

8.19.

8.20.

8.21.

8.22.

8.23.

8.24.

8.25.

8.26.
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Leida kolmnurga iimber joonestatud ringjoone vorrand, kui kolmnurga kiiljed
onrz+2y—1=0,42—-3y+16=0,z—-2y—1=0.

Ringjoone keskpunkt asetseb z-teljel ja ringjoon ldbib punkte A(2,3) ja
B(5,2). Leida ringjoone keskpunkt ja koostada ringjoone vorrand.

Ringjoone keskpunkt asetseb sirgel x —y + 2 = 0 ja ringjoon labib punkte
A(3,0) ja B(—1,2). Koostada ringjoone vorrand.

Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon labib punkte P, = (3,—2) ja P, =
(—9,4) ning tema keskpunkt asetseb sirgel = + 2y — 10 = 0.

Leida ringjoonel 2 4+ y* = 1 punkt, mille kaugused punktidest P(1,3) ja
Q(—2,2) on vordsed.

Leida ringjoonel 5z% + 5y? 4+ 2z — 12 = 0 punkt, mille kaugused reeperi
telgedest on vordsed.

1
Leida punkt, mille kaugused punktidest P, = (5,3) P, =(0,2) ja Py =
(1,—1) on vordsed.
Leida ringjoone (z — 1)? + (y — 2)® = 25 puutuja, mis libib punkti P(5,5).

Koostada ringjoone z? 4+ y* = 10 puutujate vorrandid, kui puutepunktideks
on ringjoone ja sirge z — 3y = 0.

Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon puutub z-telge punktis A(5,0) ja
loikab y-teljest vélja 10 iihiku pikkusega loigu.

Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon puutub x-telge reeperi alguspunk-
tis ja loikab y-telge punktis B(0,4).

Ringjoon 14bib punkti A(—4,2) ning puutub z-telge punktis B(2,0). Leida
ringjoone keskpunkt.

Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon puutub y-telge punktis B(0, —3)
ja ringjoone raadius on 2.

Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon 1dbib punkti P(—12,—11) ja puu-
tub y-telge punktis y = —9.

Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon libib punkte A(3,6) ja B(—3,4)
ning puutub x-telge.
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8.27. Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon puutub sirget Az + By +C =0
ja ringjoone keskpunktiks on reeperi alguspunkt.

8.28. Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon sirget © —y = 0 ja ringjoone
keskpunktiks on on punkt K(1,3).

8.29. Koostada reeperi telgi puutuvate ringjoonte vorrandid.

8.30. Ringjoon puutub molemat reeperi telge ja ldbib punkti A. Leida ringjoone
keskpunkt ja raadius, kui punkti A koordinaadid on: 1) A(2, —1); 2) A(4,2);
3) A(2,9).

8.31. Leida ringjoone 2% +4* — 10z — 4y + 25 = 0 puutujate vorrand, kui puutujad
labivad reeperi alguspunkti.

8.32. Koostada ringjoone 2® 4+ 4* = 13 puutuja vorrand, kui puutuja libib punkti
P(—-1,5).

8.33. Ringjoone keskpunkt on punktis C'(6, 7) ning raadius r = 5. Punktist A(7,14)
on joonestatud ringjoonele puutujad. Leida punkti A kaugus ringjoonest.

8.34. Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon labib punkti P = (1,2) ja puutub
reeperi telgi.

8.35. Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon ldbib punkti P = (1, 1), puutub
sirgeid v+ 7Ty =3 ja T +y = 3.

8.36. Labi punkti M;(1,—2) on joonestatud ringjoon, mille raadius on 5 ning ta
puutub z-telge. Leida ringjoone keskpunkt.

8.37. Koostada ringjoone x* +y* = 5 puutuja vorrand, kui puutuja on paralleelne
sirgega

1) 2z —y+1=0; 2) r—y—1=0.
8.38. Mingi jou toimel punkt M pddrleb mddda ringjoont (z —5)% + (y+3)* = 25.

Jou toime lakkab sel momendil, kui punkt M on punktis A(2,1). Maarata
punkti edasine trajektoor.

8.39. Punkt M liikus mddda ringjoont (z — 4)* + (y — 8)* = 2; teatud momendil
punkt kiskus end joonest lahti ja jatkates vabaliikumist, 1abis x-telje punktis
Q(—2,1). Leida ringjoone punkt, milles punkt kiskus end lahti ringjoonest.

8.40. Millise nurga all niieme ringjoont 2 + 3* = 16 vaadatuna punktist P(8,0)?
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8.41.

8.42.
8.43.

8.44.

8.45.

8.46.

8.47.

8.48.

8.49.

8.50.

8.51.
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Leida sirgel 24+2y—1 = 0 punkt, millest vaadatuna ringjoon x?+1y*—2z+4y =
0 on ndhtav 60° nurga all.

Leida punktide hulk, millest ringjoon z + 3? = r? on nihtav tiisnurga all,

On antud ringjoon 2 +y* — 42 — 5 = 0 ja punkt C(5, 4). Koostada ringjoo-
ne vorrand, kui ringjoone keskpunkt asetseb punktis C' ja ringjoon puutub
véliselt antud ringjoont.

Markus. Kui kaks ringjoont puutuvad véliselt, siis ringjoonte raadiuste sum-
ma on vordne keskpunktidevahelise kaugusega.

Ringjoone punktist M on tommatud koik voimalikud ringjoone koolud. Leida
punktide hulk, mis jagavad vaadeldud antud suhtes A. Ringjoone raadius
vordub r = a.

Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon labib punkti P(2, 1), puutub ring-
joont x? 4+ y* — 8x — 4y + 19 = 0 ja tema raadius on 1.

Koostada ringjoonte (z —2)* + (y — 1)* = 1 ja (v +2)* + (y — 1)* = 9 iihiste
puutujate vorrandid.

Leida antud ringjoonte vaheline nurk:

1) (z =37 +y* =8, 2"+ (y — 1)* = 10;
2) 224y =16, (x — 5> +y*> = 0.

Leida tingimus, mille korral ringjooned
(.17 - CL1>2 + (y - b1)2 - T%, (I' — CLQ)Z + (y — b2)2 = T%

on ortogonaalsed, s.t. loikuvad tédisnurga all.

Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoone raadius r = 3, ringjoon ldbib
punkti M (2,3) ja 1oikab ortogonaalselt ringjoont x* + y* = 1.

Leida ringjoonte
322 +3y> —6y+2=0, 2?4y —r+8y+13=0

keskpunktide vaheline kaugus.

Leida ringjoonte
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) 2 +9* =8 — 12y +43=0, 2) 22 +y*— 6248y =0,
2+ 9%+ 20420y +1=0; P4+ 20— 12y+1=0

kesksirge vorrand ja keskjoone kaugus reeperi alguspunktist.

Markus. Kahe ringjoone kesksirgeks nimetatakse ringjoone keskpunkte iithen-

davat sirget.
8.52. Leida punkti Py(5, —3) polaar ringjoone x? + y? = 16 suhtes. Teha joonis.
8.53. Leida punkti Py(—2,5) polaar ringjoone x? + 3* — 42 + 6y — 3 = 0 suhtes.
8.54. Leida sirge 2z — 3y — 6 = 0 poolus ringjoone x? 4+ y* = 9 suhtes.

8.55. Ringjoone (z — 2)® + (y — 3)* = 14 puutuja libib punkti P(7,8). Leida
puutepunkti kaugus punktist P.

8.56. Leida antud punkti potents antud ringjoone suhtes:

(2,7), (x—1)*+ (y+2)* =25

PBy(=1,0), (z—1)"+(y —2)* = 25;

Py(—2,-3), a*+y*— 10z + 4y — 57 = 0;

4) Py(2,6), (z+3)*+ (y—2)* =25

5) Po(1,-1), 2*+y*— 10z + 2y + 10 = 0;

8.57. Leida selliste tasandi punktide M hulk, et punktist M ringjoonele (z —5)? 4

(y +2)? = 9 tdmmatud puutujate kdslude pikkused punktist P puutepunk-
tideni on konstantse pikkusega e = 4.

8.58. Leida tasandi punktide hulk, mille punktide potentside suhe kahe antud ring-
joone
2 .2 _ . 2, .2 _
r*+y"—8x+6y=0 ja z2°+y"—10y=0

suhtes on konstant ?))\:
1) A= 2; 2)/\25; ) A=1

8.59. Leida kahe antud ringjoone radikaaltelg:

1) 2° + (y —1)* =4, (x =7+ (y — 1)* = 25;

2) (z+2)°+ (y+2)*=09, (x —5)*+ (y +2)* = 36;
3):c+y 62 —4y +9 =0, 2 +y? — 22 4 102 + 25 = 0;
4) 2+ (y—1)* =5, (=2 +(y—1)* =4
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8.60.

8.61.

8.62.

8.63.

8.64.

8.65.
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5) 2%+ y* — 2ax — 2by + a® + b* — 12,
2?4+ 9 — 2a17 — 2byy + aj + b — 13

Toestada, et kahe ringjoone radikaaltelg 1dbib ringjoonte 1oikepunkte, on risti
ringjoonte kesksirge ja on antud ringjooni ortogonaalselt 1oikavate ringjoonte

keskpunktide hulgaks.

Leida ringjoon, mis libib punkti A(5, —4) ja loikab ortogonaalselt kahte an-
tud ringjoont (z — 3)* +y* = 2 ja 2° + (y + 1)* = 16.

Leida kolme antud ringjoone radikaaltsenter:

1) 2 +9* —22 -8 =0, 2) 2*+y*+x+2y+3=0,
224+ y? + 62 +8=0, 4+ y? +20+2y+3=0,
2 +y* — 62 + 8y = 0; Py +3r4+y—1=0.

Leida ringjoon, mis on ortogonaalne kolme antud ringjoonega:

D) 2* 4+ 40—y —2=0, 2) 2* +y* +x+2y =0,
2+ + 20 —-3=0, 24y + 2042y +3=0,
2 +9y*+3x—1=0; 2?4+ +3r4+y—1=0.

Toesta, et vorrand
(x—a)’+y—0>—r+ ANz —a)?+(y—b)*—r=0

méadrab ringjoonte parve, mille ringjooned labivad kahe antud parve pearing-
joonte

(x—a)*+(y—0b*—r*=0, (x—a)?+(y—0)—ri=0

loikepunkte, parve koikide ringjoonte keskpunktid asetsevad iihel ja samal
sirgel ning parameetri A vidrtus on vordne suhtega, milles vastava ringjoone
keskpunkt jagab parve pearingjoonte keskpunktide vahelise 16igu.

Leida ringjoon, mis labib punkti Q(—3,1) ja omab sama radikaaltelge kahe
antud ringjoone (v — 5)? —y° = 5, 2% + (y — 10)® = 13 suhtes.

Mairkus. Otsitav ringjoon kuulub kahe antud ringjoonega méaératud ring-
joonte kimpu (vt. eelnev iilesanne).
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8.66. Leida kahe antud ringjoone
2, 2 _ 2,2 _
' +y —6x+2y+6=0, r*+y " +4r+3=0

sarnasuskeskpunktid.

Markus. Kahe antud ringjoone sarnasuskeskpunktiks nimetatakse punkti
(2, mida ldbiva suvalise sirge 16igud punktist ) kuni molema ringjoone 16i-
kepunktideni on vordelised ringjoonte raadiustega. Iga kahe ringjoone korral
eksisteerib kaks sarnasuskeskpunkti: nad jagavad keskpunktidevahelise loigu
siseselt ja véliselt suhteks, mis on vordne antud ringjoonte raadiuste suhtega.

8.67. Varras libiseb m6oda tasandit nii, et varda iiks ots () joonestab ringjoone
raadiusega a, aga varras ise kogu aeg labib ringjoonel mitteasetsevat fiksee-
ritud punkti P. Koostada loikude P(@) keskpunktide hulga vorrand.

8.68. Kaldpind moodustab horisontaaltasandiga nurga «. Sellel kaldpinnal asub
keha kaaluga P ning selle keha tasakaalus hoidmiseks on vaja joudu @ =
Psina. Joud () sama koormuse P puhul soltub kaldenurgast a. Méarata see
soltuvus graafiliselt, kasutades polaarkoordinaate.

§2. Ellips

Definitsioon. Ellipsiks nimetatakse tasandi koigi selliste punktide hulka, mille
kauguste summa tasandi mingist kahest fikseeritud punktist F} ja F, on konstantne
ning suurem punktide Fj ja Fy vahelisest kaugusest.

Punkte Fi ja F, nimetatakse ellipsi fookusteks.

Vottes sirge F1F, z-teljeks (fokaalteljeks) ja loigu Fj Fy keskristsirge y-teljeks,
saame Fi(—c,0), F5(c,0), ¢ > 0. Tasandi punkt M (x,y) asetseb ellipsil parajasti
siis, kui

]Fl—]\>/[\+\Fg—]\>4]:2a, a>c.

Minnes iile koordinaatidele ja lihtsustades antud vorrandit, saame antud vorran-
diga ekvivalentse ellipsi kanoonilise vorrandi

2 2

Z )
¥+b—2:17 ()

kus
a® = b+ 2. (8.9)
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Ay
B
d
4 /— U = Cy
Ty
r
Ay i ’ .
F1 FQ A2 x
B,
J1 J2
Joonis 8.6
Ellipsi parameetrilised vorrandid omavad kuju
{x - aeese (8.10)
y = bsin ,

kus ¢ on z-telje ja raadiusvektori OM vaheline nurk (joon. . Ellipsi parameet-
rilised vorrandid (8.10]) on ekvivalentsed ellipsi vektorvorrandiga

— —

T =uxi+y7, (8.11)

ehk
Z = (acosp,bsin p),

kus Z on ellipsi punkti kohavektor.

Kovera siimmeetriatelgi nimetatakse kovera peatelgedeks ehk telgedeks ning ko-
vera siimmeetriakeskpunkti nimetatakse kovera keskpunktiks ehk tsentriks. Kui
koveral eksisteerib iiheselt méadratud tsenter, siis koverat nimetatakse tsentraal-
seks koveraks. Kovera loikepunkte kovera telgedega nimetatakse kovera tippudeks.

Ellips on kinnine tsentraalne kover. Vaadeldud kanoonilise reeperi telgedeks on
valitud ellipsi teljed. Ellipsil on neli tippu (joon. Ay, Ay, By, By). Fokaalteljel



8.2. ELLIPS 17

asuvaid tippe A; ja A, nimetatakse fokaaltippudeks. Suurusi a ja b (a > b) ellip-
si kanoonilises vorrandis nimetatakse ellipsi pooltelgedeks: a — fokaalpooltelg ehk
pikem pooltelg ja b — lithem pooltelg. Fokaalpooltelg a on vordne poolega fokaal-

tippude vahelisest kaugusest a = =By B,. Ellipsi fookuste vaheline kaugus on 2c.
Kui ¢ = 0, siis ellipsi fookused iihitvad ja ellips osutub ringjooneks. Seega ellipsite

hulka kuuluvad erijuhul ka ringjooned.

Suurust

e=—, 0<e<1 (8.12)
a

nimetatakse ellipsi ekstsentrilisuseks. Kui M (z,y) on ellipsi suvaline punkt ning
= |FAM| ja ry = |Fo M| ellipsi fokaalraadiused, s.t. fokaalraadiusvektorite pik-
kused (punkti kaugused fookustest), siis

r =a+ ez, Ty = a — ex. (8.13)

Sirgeid
v=+2 (8.14)
€

nimetatakse ellipsi juhtsirgeteks ehk direktrissideks. Iga ellipsi punkti M (z,y) kor-
ral kehtib seos , ,
1 2
L2 8.15
kus dy ja dy (dy = MCY, dy = MCy) on punkti M kaugused vastavast juhtsirgest
J1 ja 72 (joon. . Fookust ja juhtsirget loetakse vastavaiks, kui nad asetsevad
samal pool ellipsi tsentrit.
Ellipsi parameetriks nimetatakse suurust

p=eq=—, (8.16)

a

kus ¢ on ellipsi fookuse kaugus vastavast juhtsirgest

q=—.
&

Ellipsi fokaallaiuseks nimetatakse ellipsi fookust libiva ja fokaalteljega ristuva el-
lipsi koolu pikkust. Ellipsi fokaallaius on 2p.
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Joonis 8.7

Ellipsi () poolt piiratud tasandilise kujundi pindala on
S = mab. (8.17)

Ellipsi puutugja ellipsi punktis My(zo, yo) méadratakse vorrandiga

Lo = YolY

s.t. saadakse ellipsi vorrandist pooliti asendusvottega (pooled tundmatud asen-
datakse puutepunkti koordinaatidega).

Ellipsi puutuja ellipsi punktis My moodustab vordsed nurgad sirgetega F} M, ja
F2M0 (jOOIl. .

Ellipsi normaaliks ellipsi punktis My nimetatakse sirget, mis labib ellipsi punkti
My ja on risti puutujaga.

Ellipsi kaht punkti {ihendavat sirgloiku nimetatakse ellipsi kdoluks. Sirge sihti,
millel asetsevad ellipsi paralleelsete koolude keskpunktid, nimetatakse koolu si-
hi (koolude iihise sihi) kaassihiks ehk konjugeeritud sihiks antud ellipsi suhtes.
Ristuvaid kaassihte nimetatakse ellipsi peasihtideks. Sirget, millel asetsevad ellip-
si paralleelsete koolude keskpunktid, nimetatakse ellipsi diameetriks (joon. ,
tdpsemalt koolude sihi kaasdiameetriks. Ellipsi kaht diameetrit, milledest kumbki
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poolitab teisega paralleelsed koolud, nimetatakse kaasdiameetriteks. Ellipsi kaas-
diameetrite sihid on kaassihid. Ellipsi diameeter 14bib alati ellipsi tsentrit. Peasi-
hilisi kaasdiameetreid nimetatakse peadiameetriteks ja nad iihtivad ellipsi siim-

meetriatelgedega.

Kui ellipsi koolu tous on k, siis tema kaasdiameetri vorrand omab kuju

¥ _

X
— thk5 =0

a b2

Kui kq ja ko on ellipsi kaasdiameetrite tousud,
siis .
k‘llfg - — =

a?

(8.20)

Kui ellipsi keskpunkt asetseb punktis My(zo, o)
ja ellipsi peateljed on paralleelsed reeperi telge-
dega, siis ellipsi vorrand omab kuju

T — )2 )2
( a20) ) + (y b2y0> -1 (821)
Ellipsi polaarvorrand. Kui polaarteljeks va-
lida ellipsi fokaaltelg suunaga juhtsirgest fooku-
se poole ja pooluseks ellipsi vasakpoolne fookus,
siis ellipsi vorrand polaarreeperi suhtes omab
kuju
p

= 8.22
e 1—ecosp’ (8:22)

(8.19)

~

Joonis 8.8

kus o ja p on ellipsi punkti polaarkoordinaadid: p — ellipsi parameeter, e — ekst-

sentrilisus.

8.69. Leida ellipsi vorrand, kui ta poolteljed on

1) a=3, b=2; 5

2) a=6, b =4 6

3) a=2, b=1,5; 7
3 2

) a=g, 5 8

8.70. Leida ellipsi pooltelgede pikkused, fookuste koordinaadid ja ekstsentrilisus,

kui ellips on antud vorrandiga
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a) 16x% + 25y = 400; b) 9% + y* = 36.

8.71. Koostada ellipsi kanooniline vorrand, kui ellipsi

1
2
3
4

) fookuste vaheline kaugus on 8 ja suur telg on 10;

) fookuste vaheline kaugus on 6 ja vdiksem pooltelg on 2;

) fookuste vaheline kaugus on 8 ja pooltelgede summa on 8;

) fookuste vaheline kaugus on 6 ja suurem pooltelg on 5;

5) fookuste vaheline kaugus on 45 ja pooltelgede summa on 10;
6)

fookuste vaheline kaugus on 10 ja viiksem telg on 24.
8.72. Koostada ellipsi kanooniline vorrand, kui ellipsi

1) suurem pooltelg on 10 ja ekstsentrilisus on 0,8;

2) suurem telg on 10 ja ekstsentrilisus on 0,6;

3) viiksem pooltelg on 3 ja ekstsentrilisus on 7

4) fookuste vaheline kaugus on 8 ja ekstsentrilisus on 0,8;

3
5) fookuste vaheline kaugus on 6 ja ekstsentrilisus on =

12
6) viiksem telg on 10 ja ekstsentrilisus on 3

2 2
8.73. On antud ellips T + v, Koostada antud ellipsi juhtsirgete vorrandid.

36 20

8.74. Koostada ellipsi kanooniline vorrand, kui ellipsi

1) juhtsirgete vaheline kaugus on 5 ja fookuste vaheline kaugus on 4;

2) juhtsirgete vaheline kaugus on 16 ja suur telg on 8;

bl

3) juhtsirgete vaheline kaugus on 32 ja ekstsentrilisus e =

N —

bl

o

2
4) juhtsirgete vaheline kaugus on 10§ ja ekstsentrilisus on

2
5) juhtsirgete vaheline kaugus on 16§ ja fookuste vaheline kaugus on 6.

8.75. Koostada ellipsi vorrand, kui on antud ellipsi viiksem pooltelg ja juhtsirgete
vorrandid:
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8.76.

8.77.

8.78.

8.79.

8.80.

8.81.

8.82.

8.83.

8.84.

1) b=4, z = +8; 2) b=2V6, z = £10.

Ellipsi juhtsirgete vaheline kaugus on 36. Leida selle ellipsi vorrand, teades,
et tema mingi punkti fokaalraadiused on 9 ja 15.

Koostada ellipsi juhtsirgete vorrandid, teades, et juhtsirged on risti fokaal-
teljega ja loikavad teda punktides, mis osutuvad fookuste neljandateks har-
moonilisteks punktideks tippude suhtes.

On antud ellipsi ekstsentrilisus e. Leida tema pooltelgede suhe. Kuidas ekst-
sentrilisus iseloomustab ellipsit?

Miarata ellipsi ekstsentrilisus, teades, et

a) tema viiksem telg on néha fookusest tdisnurga all;
b) fookustevaheline kaugus on vordne erinevate telgede otspunktide vahe-
lise kaugusega;

¢) juhtsirgetevaheline kaugus on neli korda suurem fookustevahelisest kau-
gusest.

Méarata ellipsi ekstsentrilisus, kui

1) fookustevaheline 16ik on vaadatuna véikese telje tipust ndhtav 60° nurga
all;

2) kaugus ellipsi erinevatel telgedel asetsevate ellipsi kahe tipu vahel on
kaks korda suurem kui fookustevaheline kaugus;

3) fookustevaheline kaugus on telgede pikkuste aritmeetiline keskmine.

1
Ellipsi ekstsentrilisus e = —, tema keskpunkt iihtib reeperi alguspunktiga ja

iiks juhtsirge on antud vorrandiga x = 16. Arvutada ellipsi sellise punkti My,
mille abstsiss on —4, kaugus fookusest, mis on antud juhtsirgega samal pool
tsentrit.

Ellips ldbib punkte M (v/3,—2) ja N(—2v/3,41). Koostada ellipsi vorrand,
vottes tema peatelgedeks reeperi teljed.

Maa meridiaan on ellipsikujuline. Arvutada tema ekstsentrilisus, kui tema

2
telgede suhe on —99.
300

Maa meridiaan on ellipsikujuline. Arvutada tema ekstsentrilisus, teades, et
tapsusega 0,5 km on Maa telje pikkus 12 714 km ja ekvaatori diameeter
12 756 km.
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8.85. Arvutada Maa meridiaanloike pindala, vottes Maa telje pikkuseks 12 714 km
ja ekvaatori diameetriks 12 756 km.

8.86. Maa ja kuu iihine raskuskese (asub 4635 km kaugusel Maa tsentrist) tiirleb
iimber Piikese mooda ellipsit, mille pikem pooltelg on ligikaudu 149,6 milj.
km. (astronoomiline iihik) ja ekstsentrilisus on 0,0167. Arvutada poorlemisel-
lipsi fookustevaheline kaugus, lithem pooltelg ja perimeeter (imbermdot).

Mairkus. Ellipsi perimeeter

L~m|15(a+b)—Vab| ehk

64 — 3\* a—>b
L%W(a—Fb)m, kus A:a—kb

8.87. Maa tiirleb iimber Péikese ellipsit modda, mille iihes fookuses asub Péike.
Selle ellipsi suur telg on 300 000 000 km ja Paikese kaugus ellipsi keskpunktis
2 600 000 km. Kui suur on nimetatud ellipsi lithem telg ja parameeter?

Erinevad punktid.

2 2

8.88. Toestada, et iga ellip81 I— + ‘Z—Q = 1 sees asetseva punkti P(z,y;) korral
kehtib Vérratus + % < 1, aga iga valjaspool oleva punkti Q(z5,y2) korral
kehtib Vorratus — —i— ‘zg > 1.

8.89. Maidrata antud punktide A;(—2,3), A2(2, —2), A3(2,—4), A4(—1,3), A5(—4, -3),
Ag(3,—1), A7(3,—2), Ag(2,1), Ag(0,15), A1(0, —16) asend ellipsi 8z +5y* =
77 suhtes.
8.90. Miirata punktide A(6,—3), B(—2,5), C(3,—6),D(v/50,0), E(—4,2v6) ja
2 2
G(1,v/26) asend ellipsi T % 1 subtes.

48 36
22 P
8.91. Leida ellipsil 30 + o = 1 punkt, mis asetseb viie {ihiku kaugusel ellipsi
lithemast teljest.
22
8.92. Leida ellipsil 100 + 36 = 1 punkt, mille kaugus paremast fookusest on neli

korda suurem kui tema kaugus vasakust fookusest.
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8.93.

8.94.

8.95.

8.96.

8.97.

8.98.

8.99.

8.100.

8.101.

8.102.

8.103.

Ellipsi ekstsentrilisus e = 0,4 ja ellipsi punkti M kaugus juhtsirgest on 20.
Leida punkti M kaugus fookusest, mis on selle juhtsirgega samal pool kesk-
punkti.

2 2
Leida ellipsil — + y_2 = 1 punkt, mille fokaalraadiusvektorite skalaarkorrutis

on vordne viiksema pooltelje ruuduga.

2 2

Leida ellipsil z—5 + 32/—0 = 1 punkt, mille fokaalraadiusvektorid on risti.

Ellipsil, mille iiks fookus asetseb punktis F'(3,0), on voetud punkt M (4;2.4).
Leida selle punkti kaugus vastavast juhtsirgest, teades, et ellipsi keskpunkt
iihtib reeperi alguspunktiga.

2 2
Leida ellipsi 3:_2 + Z_Q = 1 sellise punkti, mille abtsiss ja ordinaat on vordsed,

kaugus ellipsi tsentrist.

2 2

Leida punktide hulk, millest ellips m— + ZQ = 1 on naha tédisnurga all.
22y
Leida ellipsi 36 + 5= = 1 ja sirge 2z — y — 9 = 0 loikepunktid.

Ringjoone keskpunkt iihtib ellipsi 22 + y* = 4 fokaaltelje kaasteljel asetseva
tipuga ja ringjoon labib antud ellipsi fookusi. Leida antud ellipsi ja ringjoone
loikepunktid.

Joonestada ellips, lihtudes tema jargnevast definitsioonist. Ellipsi punktideks
on iihisele alusele, mille pikkuseks on ellipsi fookuste vaheline kaugus (2¢),
joonestatud kolmnurkade tipud, kui iilejadnud kahe kiilje summa on konstant
(2a).

On antud ellips 5 + y_ = 1. Leida graafiliselt ellipsi fookused nende koor-

4
dinaate arvutamata.

On antud elliptiline kontuur. Konstrueerida tema keskpunkt ja fookused.

Ellipsi puutujad.

8.104.

Maéarata antud sirge asend antud ellipsi suhtes.
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8.105.

8.106.

8.107.

8.108.

8.109.

8.110.

8.111.

8.112.

8.113.

8.114.

8.115.

8.116.

8.117.

8.118.
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1) 20—y —3=0; 2) 3z +2y—20=0;
2 2 2 2
R Y R A"
16 9 40 10
22 2
Leida sirge, mis puutub ellipsit 9 + 1= 1 punktis (2, —3).
2 2

hﬁﬁu(ﬂhpﬁ,%;%—%[::],puumgamlébﬂ)anmuipunkﬁ:1)14Uﬂ1);2)fﬂ3,1%
3) C(0,2)?

2 2
On teada, et sirge 4x — 5y — 40 = 0 puutub ellipsit ;—O + % = 1. Leida

puutepunkt.
Sirge y = 3z — 7 puutub ellipsit punktis A(2, —1). Koostada ellipsi vorrand.

Koostada sellise ellipsi vorrand, mille fookused asetsevad abstsissteljel siim-
meeriliselt reeperi alguspunkti suhtes, kui on teada ellipsi puutuja 3x+ 10y —
25 = 0 ja tema viiksem pooltelg b = 2.

Ellips puutub abstsisstelge punktis A(7,0) ja ordinaattelge punktis B(0,4).
Ellipsi teljed on paralleelsed reeperi telgedega. Koostada ellipsi vorrand.

Ellips puutub ordinaattelge punktis (0,5), 16ikab abstsisstelge punktides
(5,0) ja (11,0). Koostada ellipsi vorrand, kui on teada, et tema teljed on
paralleelsed reepero telgedega.

Ellips 16ikab z-telge punktides A(3,0) ja B(7,0) ja puutub y-telge punk-
tis C'(0,3). Ellipsi teljed on paralleelsed reeperi telgedega. Koostada ellipsi
vorrand.

12
Ellips ldbib punkti P (3, ?) ja puutub sirget 4z +5y = 25. Koostada ellipsi

vorrand ja leida punkt, milles ta puutub antud sirget. Reeperi teljed iihtivad
ellipsi stimmeetriatelgedega.

2 2

Leida ellipsi f—5 + % = 1 puutujad, mis labivad punkti A(—6,3).

Leida sirge ja ellipsi puutumise tarvilik ja piisav tingimus.

2 2

Leida ellipsi ;—04—3—4 = 1 puutujad, mis on paralleelsed sirgega 2x—y+17 = 0.

2,2
Leida ellipsi %—kyz = 1 puutujad, mis on paralleelsed sirgega 6x—2y—5 = 0.

Leida antud ellipsi normaal, mis on paralleelne antud sirgega.
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8.119.

8.120.

8.121.

8.122.

8.123.

8.124.

8.125.

8.126.

8.127.

8.128.

8.129.

72 y? 2?2y
1) —+—=—=1,240—-5y=0; 2) —+=—=1,3x— 5=0.
) 76 " 169 ey Rl i
22 P
Leida ellipsi 30 + o1 = = 1 sirgega 4z — 2y + 23 = 0 paralleelsete puutujate
vaheline kaugus.
22 P
Leida ellipsi 169 + 9% = = 1 puutujad, mis on risti sirgega 13z + 12y —115 = 0.

Leida ellipsi 322 4+ 8y* = 45 puutujad, mille kaugus ellipsi tsentrist on 3.

2 2
Leida ellipsi §—5 + yo_ 1 puutuja, mille kauguste suhe ellipsi fookusteni on

9
9.

Ellips puutub ordinaattelge reeperi alguspunktis ja tema keskpunkt asetseb
punktis Q(5,0). Koostada ellipsi vorrand, teades, et ellipsi ekstsentrilisus on

1) e=0,8; 2) e=0,6.

Ellips puutub kahte sirget © + y = 5 ja x — 4y = 10. Reeperi telgedeks on
valitud ellipsi siimmetriateljed. Koostada ellipsi vorrand.

Leida kahe antud ellipsi iihised puutujad:

Toestada, et ellipsi x—Q + 32_2 = 1 puutuja loik, mis jaab ellipsi fokaaltelje
a

tippudest tommatud puutujate vahele, on ndhtav fookustest tdisnurga all.

Toestada, et ellipsi iga puutuja moodustab vordsed nurgad puutepunktist
tommatud fokaalraadiusvektoritega.

2 2

Ellipsi 5 + = = 1 vasakust fookusest on z-telje suhtes niirinurga « all suu-
natud valguskiir. Joudes ellipsini, kiir peegeldub. Leida sirge, millel asetseb

peegeldunud kiir.

2 2

x

Toestada, et — + y_2
a

tatud kahel puutujal &ra loigud, mille korrutis on jadv suurus ning vordne

konstandiga b?.

= 1 puutujad loikavad fokaaltelje otspunktidesse ase-
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8.130.

8.131.

8.132.

8.133.

8.134.
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Toestada, et puutujad iihe ja sama diameetri otspunktides on omavahel pa-
ralleelsed ja vastupidi, kui kaks ellipsi puutujat on paralleelsed, siis puute-
punktid asuvad iihel ja samal diameetril.

Toestada, et ellipsi suvalise puutuja kauguste korrutis tema fookusteni on
jdav suurus, mis on vordne viiksema pooltelje ruuduga.

2 2

Leida punktidest Mj(zq,y1) ja Ma(xs,ys) ellipsile $—2 + 32_2 = 1 tommatud
a

puutujate 16ikepunktide koordinaadid.

xcosgp+ysing0

Toestada, et vorrandit = 1 voib mistahes ¢ puhul vaadelda

a
mingi ellipsi puutuja vorrandina. Koostada selle ellipsi vorrand.

On antud ellipsi fookused F(z1,y1), Fo(72,y2) ja puutuja normaalvorrandiga
rcosp + ysingp — p = 0. Toestada, et (x1cosp + y;sing — p)(ze cosp +
Yo sin p — p) > 0. Koostada ellipsi vorrand.

Ellipsi koolud ja diameetrid.

8.135.

8.136.

8.137.

8.138.

8.139.

8.140.

2 2
Ellipsi = + Z—Z = 1 ko6l Libib ellipsi fookust F(c,0) ja on risti ellipsi fokaal-
a

teljega. Leida selle koolu pikkus (ellipsi fokaallaius).

2 2

On antud ellips % + ’% = 1. Leida sirge, millel asetsev ellipsi kool poolitub
punktis A, kui:

1) A(1,1); 2) A(1,2).

22 P
On antud ellips g + T 1. Leida sirge, millel asetsev ellipsi kool poolitub
punktis £(1,1).
22 2
Sirge s labib punkti A(1, —3) ja on ellipsi B - 5= 1 diameetri 22+ 5y = 0
kaassihiline. Koostada sirge s vorrand.
22

Leida ellipsi — + <= = 1 diameetril asetseva koolu pikkus, kui diameetri

36
siht iihtib reeperi telgede poolt moodustatud teise veerandi nurga poolitaja

sihiga.
2 2
Leida ellipsi — + == = 1 siimmeetriatelgede vaheliste nurkade nurgapooli-

tajate sihiliste koolude pikkused.
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8.141.

8.142.

8.143.

8.144.

8.145.

8.146.

8.147.

8.148.

8.149.

8.150.

Leida ellipsi 22 4 2y? = 1 diameetril asetseva koolu pikkus, kui diameeter on
kaasdiameetriks reeperi telgede vahelise nurga poolitajale.

2 2
Leida ellipsi — + = = 1 kaasdiameetrite vaheline nurk, kui iiks neist moo-
dustab ellipsi fokaalteljega nurga 30°.

22
Leida ellipsi 10 + 3= 1 kaasdiameetritel asetsevate koolude pikkused, kui

T
kaasdiameetrite vaheline nurk on 3

Markus. Antud iilesande korral on otstarbekas kasutada Apolloniuse teo-
reemi: a® + b* = a” + b"? ja ab = a'b'sin g, kus a ja b on ellipsi poolteljed,
2a’ ja 20’ kaasdiameetritel asetsevate koolude pikkused ja ¢ kaasdiameetrite
vaheline nurk.

2
Koostada ellipsi 22 + % = 1 selliste diameetrite vorrandid, millal asetsevate

koolude pikkuseks on 2v/5 cm.

On antud ellipsi kahel kaasdiameetril asetsevate koolude pikkused 2a’ = 18

11
ja 2b' = 14 ning nendevaheline nurk ¢ = arcsin o7 Leida ellipsi pooltelgede
pikkused.

2?2
Leida elhp51 -+

b2
kollud.

2 2
Ellipsi % n yz — 1 diameeter libib punkti A(4,2). Leida antud diameetri ja

tema kaasdiameetri tousud ja neil asetsevate koolude pikkused.

= 1 kaasdiameetrid, millel asetsevad vordse pikkusega

2 2
Leida ellipsi 5 + 5= 1 kahe kaasdiameetri tousud ja nendel asetsevate

koolude pikkused, kui iiks diameetritest 1dbib punkti B(2, 3).

22 P
OA ja OB on ellipsi — + i = 1 kaks kaasdiameetritel asetsevat poolloiku,
M on koolu AB keskpunkt C on kiire OM loikepunkt ellipsiga. Méirata

suhe ——

oC”

2 2
Ellipsi — + - = 1 kaasdiameetritel asetsevate koolude otspunktid on iihen-

datud kooludega. Koostada vaadeldud koolude keskpunktide hulga vorrand.
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8.151.

8.152.

8.153.

8.154.

8.155.

PEATUKK 8. RINGJOON JA ELLIPS
Veenduda, et kaks ellipsit n2z? +m?y? —m?n? = 0, m*z* + n*y> —m*n? =0
(m # n) loikuvad neljas punktis, mis asetsevad ringjoonel, mille keskpunkt
on reeperi alguspunktis. Leida selle ringjoone raadius R.

2 2
Koostada ellipsi ;—5 + % = 1 vasakut fookust ldbivate koolude keskpunktide

hulga vorrand.

2 2
x
Koostada ellipsi — + 3;—2 = 1 fokaalteljel mitteasetsevast tipus lhtuvate koo-

lude keskpunktide hulga vorrand.

Ellipsi koolud loikavad ellipsist vilja antud pindalaga segmendid. Koostada
selliste koolude keskpunktide hulga vorrand.

Toestada, et kolmnurga pindala, kui kolmnurga tippudeks on ellipsi tsen-
ter ja kaasdiameetrite loikepunktid ellipsiga, ei soltu kaasdiameetrite paari
valikust.

Ellipsisse ja tema iimber joonestatud kujundid.

8.156.
8.157.
8.158.

8.159.

8.160.

8.161.

8.162.

8.163.

8.164.

Antud ellipsisse joonestada ruut.
Arvutada ellipsisse joonestatud ruudu kiilje pikkus.

Umber antud ellipsi joonestada ruut.

2 2
Koostada ellipsi 5 + 5 = 1 iimber joonestatud ruudu kiilgede vorrandid.

Toestada, et ellipsi iimber joonestatud rombi tipud on ellipsi siimmeetriatel-
gedel.

2 2
Ellipsisse — + = = 1 on joonestatud korrapirane kolmnurk, mille iiks tipp

iihtib parempoolse fokaaltipuga. Leida kolmnurga kahe iilejiédnud tipu koor-
dinaadid.

2 2
Ellipsisse 4_+ﬂ = 1 on joonestatud ristkiilik, mille kaks vastaskiilge ldbivad

fookusi. Arvutada selle ristkiiliku pindala.

Rombi kiilje pikkus on 5 cm ja korgus on 4,8 cm. Kahte rombi vastastippu
1abib ellips, mille fookused iihtivad rombi kahe iilejadnud tipuga. Koostada
ellipsi vorrand, vottes rombi diagonaalid reeperi telgedeks.

Maarata antud roopkiilikusse joonestatud suurima pindalaga ellips.
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8.165. Toestada, et suvalisest kolmnurgast kolmnurga sisse joonestatud ellipsist ja
viimasega sarnasest, sama keskpunktiga lahtekolmnurga timber joonestatud
ellipsist koosneva konfiguratsiooni raskuskese on ellipsite keskpunktis.

Reeper on nihutatud.

8.166. Ellipsit pooltelgedega a ja b on nihutatud nii, et tema keskpunkt iihtib punk-
tidega C'(Xo, o), aga teljed on paralleelsed reeperi telgedega. Missugune vor-
rand méadrab ellipsi uues asendis?

8.167. Kirjeldada voimalikult tdpselt antud vorranditega madratud koveraid, tei-
sendades eelnevalt nende vorrandid lihtsamale kujule:

1) 2 +y*—2x+6y—5=0; 3) 2 +2y° +8x —4=0.
2) 2° 4 4y + 42 — 16y — 8 = 0;

8.168. Ellipsi fokaalteljeks on sirge y+6 = 0 ja ellipsi iiheks tipuks punkt B;(3, —1).
2
Koostada ellipsi vorrand, teades, et tema ekstsentrilisus on e = g

2 2
8.169. Leida ellips, mis on siimmeetriline ellipsiga T + Y4 punkti Sp(xo, yo)

a?  b?
suhtes. Koostada ellipsi telgede vorrand.

Liikumised.

8.170. Méaarata punkti M trajektoor, kui ta oma liitkumisel jadb punktile F'(—1,0)
kaks korda ldhemale kui sirgele x = —4.

8.171. Konstantse pikkusega 16ik AB libiseb oma otstega modda taisnurga haarasid.
Votta loigul suvaline punkt M ja leida punkti M trajektoor 16igu kirjeldatud
lilkumisel.

8.172. Leida punkti M trajektoor eelmises iilesandes kirjeldatud liikumisel, kui
punkt M asetseb loigu AB pikendusel.
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8.173.

8.174.

8.175.

8.176.

8.177.

8.178.

8.179.

8.180.

8.181.

PEATUKK 8. RINGJOON JA ELLIPS

Joonisel on kujutatud elliptiline sirkel, millel
on voimalik kruvide abil muuta joonlaua AB pik-
kust ja pliiatsi kinnituskohta M. Kuidas seada sir-

kel, et joonestada ellipsid:
a? oy MB
1) —+=—=1,
9 4 I
2
x 2
3) 2?4+ y* =257 |

Liikumatu alusega kolmnurga tipp muutub nii, et
kolmnurga timbermoot siilib. Leida tipu trajek-
toor tingimusel, et alus on 24 cm ja iimbermoot
o0 cm.

Joonis 8.9

Liikuv punkt P joonestab ringjoone. Milline on teise liikkuva punkti M tra-
jektoor, kui punktide M ja P abstsissid on vordsed ja ordinaatide suhe A —
const?

2?2y
Ellipsi — + e = 1 sisse on joonestatud kolmnurk ABM, mille iiks kiilg AB

iihtib elhpsu fokaalkooluga. Tipp M liigub modda ellipsit. Leida trajektoor,
mille joonestab kolmnurga ABM raskuskese.

Kolmnurga ABC' tipud on A(0,0), B(2,2) ja C(—2,2). Punkt M liigub nii,
et punkti M kauguste ruutude summa kolmnurga ABC' kolmest kiiljest jadb
konstantseks ja vordub 16 iihikuga. Leida punkti M trajektoor.

Koostada punkti A(3,0) libivate ja ringjoont z* + y* = 25 puutuvate ring-
joonte keskpunktide hulga vorrand. Teha joonis.

Reeperi alguspunkti iimber poorleb varras OP = P nurkkiirusega w, iimber
punkti P poorleb teine varras PQ) = g nurkkiirusega w. Leida punkti @) tra-
jektoor, teades, et algmomendil molemad vardad iihtivad x-teljega ja punkt
P asub O ja @ vahel. Vaadelda eraldi juhte, kui p > ¢, p < q ja p=gq.

Ruudu kiiljed on méadratud vorranditega * = £1,y = +1. Ruudu tippe
labivatele ellipsitele on tommatud puutujad punktist My(zo, y). Koostada
puutepunktide hulga vorrand.

Antud ellipsi iiks fookus liigub méoda taisnurga iiht kiilge ja ellips puutub
selle tdisnurga teist kiilge. Madratakse ellipsi keskpunkti trajektoor.
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8.182. Ellips, mille viiksem pooltelg on b, osutub ringjoone (raadiusega R = 12)
projektsiooniks. Méadrata nurk ¢, mis on nende tasandite vahel, kus asuvad
ellips ja ringjoon.

8.183. Piistpoordsilinder, mille alusel diameeter on 12 c¢m, on libi loigatud tasan-
diga, mis moodustab nurga 30°. Leida l6ike-ellipsi teljed ja ekstsentrilisus.

8.184. Naidata, et poordkoonuse loige tasandiga, mis ei ole paralleelne alusega, on
ellips juhul, kui ta on kinnine joon.
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Peatukk 9

Huperbool

Definitsioon. Hiiperbooliks nimetatakse tasandi koigi selliste punktide hulka,
mille kauguste vahe tasandi mingist kahest fikseeritud punktist F} ja F, on abso-
luutvairtuse poolest konstantne nullist erinev suurus, mis on viiksem punktide F}
ja F5 vahelisest kaugusest.

Punkte Fi ja F, nimetatakse hiiperbooli fookusteks.

Valime ristreeperi tasandil nii, et z-teljeks on valitud sirge FiF, ja y-teljeks
16igu F) Fy keskristsirge. Sel korral fookuste koordinaadid on Fi(—c,0), Fi(c,0),
F1Fy = 2¢, ¢ > 0. Tasandi punkt X (z,y) asetseb hiiperboolil parajasti siis, kui

IFX| = |BX)| =2, (9.1)
kus 2a on definitsioonis esinev konstant ning on tdidetud tingimus
a < c. (9.2)

Valitud reeperis vorrand (9.1) omab kuju

V(= )2+ 42— /(x4 )%+ y? = £2a.
Viies teise liidetava paremale poole ja vottes ruutu, saame

a’ 4 cx = Fa/(x + c)® + 2.

33
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v

Joonis 9.1

Vottes veel kord ruutu, saame

(02 o CL2)£132 o a2y2 — 0,2(02 o a2)‘

Kuna ¢ > a, siis leidub reaalarv
V' =c* —a?, (9.3)

mille asendamisel eelmisesse vorrandisse saame

.TQ y2

Vorrandit nimetatakse hiperbooli kanooniliseks vorrandiks, sest vorrandid
ja on ekvivalentsed, s.t. <> (9.1). Hiiperboolil on kaks siimmeetriatel-
ge, nn. hiiperbooli telge, mis valitud reeperi korral on voetud selle telgedeks. Telge,
millel asetsevad fookused, nimetatakse fokaalteljeks ehk reaalteljeks. Teise teljega
(y-teljega) hiiperboolil ei ole reaalseid 16ikepunkte ja seda telge nimetatakse imagi-
naarteljeks. Reaalseid tippe (fokaaltippe) on kaks: A;(—a,0) ja As(a,0). Arve a ja
b hiiperbooli kanoonilises vorrandis nimetatakse vastavalt reaal- (ehk fokaal-)
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ja imaginaarpooltelgedeks. Sirgeid

— 4 9.4
y o (9.4)

nimetatakse hiiperbooli asiimptootideks. Suurust
, e>1 (9.5)
nimetatakse hiiperbooli ekstsentrilisuseks. Sirgeid
a
=+- 9.6
v =E- (9.6)

nimetatakse hiiperbooli juhtsirgeteks ehk direktrissideks (vt. joon. 9.1 sirged j; ja
Jo)
Kui M on hiiperbooli suvaline punkt, siis
T1 T2
L2 9.7
TR (9.7)
—_— . =
kus 71 ja ro on punkti M fokaalraadiused, s.t. fokaalraadius vektorite Iy M ja oM
pikkused.
r=|FiM|=ex+a,r=|FRM =e —a (9.8)

ja d ja dgy on punkti M kaugused vastavatest juhtsirgetest j; ja jo (dy = M Dq;dy =
M D,)
Hiiperbooli parameetriks nimetatakse suurust

b2
=eq=— 9.9
p=e€q 0’ (9.9)

kus g on hiiperbooli fookuse kaugus vastavast juhtsirgest

¢=_ (9.10)

Kui hiiperbool on méératud kanoonilise vorrandiga (H), siis hiiperbooli puutuja
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vorrandi saame pooliti asendusvottega

LoX yoy_1
e

(9.11)
kus My(xo,yo) on puutepunkt. Hiiperbooli punkti M, l&bivat sirget nimetatakse
hiiperbooli normaaliks, kui ta on rist punkti M, ldbiva hiiperbooli puutujaga.
Hiiperbooli (H) normaali vorrand on

2
Yo Lo ¢

Sirge sihti, millel asetsevad hiiperbooli paralleelsete koo-

lude keskpunktid, nimetatakse koolu sihi kaassihiks ehk \ Ya .
konjugeeritud sihiks antud hiiperbooli suhtes. Ristuvaid W
kaassihte nimetatakse hiiperbooli peasihtideks. Enese kaas- Ay
sihti nimetatakse hiiperbooli asiimptootiliseks sihiks. Iga T TR
hiiperbooli korral eksisteerib parajasti iiks paar peasihte ] gl 2

ja liks paar asiimptootilisi sihte.

Sirget, millel asetsevad hiiperbooli paralleelsete koolu-
de keskpunktid, nimetatakse hiiperbooli diameetriks, tap-
semalt — koolude sihi kaasdiameetriks ehk koolude sihiga
konjugeeritud kaasdiameetriks. Kui hiiperbooli paralleel-
sete koolude tous on k, siis koolude sihiga konjugeeritud diameetri vorrand omab
kuju

Joonis 9.2

b2

Kaht diameetrit, millest kumbki poolitab teisega paral-
leelsed koolud (vt. joon. [0.13), nimetatakse kaasdiameet-
riteks ehk konjugeeritud diameetriteks. Kaasdiameetrite
tousud on k; ja ko on seotud vordusega

b2
Joonis 9.3 Peasihilisi diameetreid nimetatakse hiiperbooli peadia-

meetriteks ja nad iihtivad hiiperbooli siimmeetriatelgede-
ga (telgedega). Hiiperbooli fokaalteljega iihtivat peadia-
meetrit nimetatakse ka fokaaldiameetriks. Fokaaldiameet-
ril asetsevat hiiperbooli koolu nimetatakse fokaalkooluks. Fokaalkoolu pikkus on
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2p.
Hiiperbooli fokaallaiuseks nimetatakse hiiperbooli fookust ldbiva ja fokaalteljega
ristuva koolu pikkust.

Vorrandid
x =acht r=—
ST cost’ (9.15)
{ y = bsht y = btant
on ekvivalentsed hiiperbooli kanooniliste vorranditega (H) ja neid nimetatakse

hiiperbooli parameetrilisteks vorranditeks. Parameetrilised vorrandid on ekviva-
lentsed vastavate vektorvorranditega

7 = (acht,bsht) ja 7 = (L,btant) , (9.16)
cost
kus t on parameeter.
2 2 22
Hiiperbooli — — = =1 kaashiiperbooliks nimetatakse hiiperbooli — — = —1.
a

Punkti Py(xg,yo) polaariks hiiperbooli (H) suhtes nimetatakse punktist Py hii-
perboolile tommatud puutujate puutepunkte P; ja P, iihendavat sirget P; P, (punkt
Py asetseb véljaspool hiiperbooli). Punkt Py on sirge P P> poolus antud hiiperbooli
suhtes.

Hiiperbooli iga punkti F, polaariks on hiiperbooli puutuja selles punktis ja hii-
perbooli iga punkti puutuja pooluseks on puutepunkt. Kui punkt F on hiiperbooli
sees, siis sellest punktist ei saa tommata hiiperboolile iihtegi puutujat. Sel korral
vorrand

Lol Yoy

méarab punkti Py polaari, mis asetseb véljaspool hiiperbooli.

9.1. Leida hiiperbooli vorrand, kui ta reaal- ja imaginaarpoolteljed on

1) a=5 b=3; 4) a=2v5, b=3V5;
2) a=4, b=06; 5 a=+V3, b=+VT;
3) a=32, b=23; 6) a=1, b=+/0,1
. 2y o .
9.2. Joonestada hiiperbooli 9 95 = 1 fookused ja astimptoodid.

9.3. Leida vordhaarse hiiperbooli teljed, teades, et hiiperbool 2% — y* = a? libib
punkti
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1) (10,6); 2) (3,1).
9.4. Koostada hiiperbooli kanooniline vorrand, teades, et ta labib punkte

1) A(8,-6), B(6,-3); 3) P(-5,2), Q(Q\/g, \/§>
2) K(6,-1), L<—8,2\/§>;

2 2

9.5. Leida hiiperbooli ;2—5 — % = —1 fookuste koordinaadid ja koostada asiimp-
tootide vorrandid.
22y
9.6. Leida hiiperbooli i % 1 poolteljed, fookuste koordinaadid, ekstsent-

rilisus ja asiimptootide vorrandid.

9.7. Koostada hiiperbooli kanooniline vorrand, kui hiiperbooli fookusteks on punk-
tid F(—10,0), F5(10,0) ja hitperbool Libib punkti M (12, wg).

9.8. Leida antud hiiperbooli poolteljed, fookused, ekstsentrilisus ja parameeter:

2 2

1)x__y_:1- )y —at=1;
36 16 ) )
2 2 . 2 2
3) 3z7 —y° =12 9)x__y_:1;
4) 32* — 8y* = 6; D 3
- 22 P . 10) —622 + 10y = 60;
) Ta9 Ta5 2y
2 gp2 — 4 11) —— 4+ 2 =1
6) 25y% — 4a” = 4; ) Tt s
9.9. Leida hiiperbooli asiimptoodid:
1) 2* —2y* = 1; 3) 22 — 3y = §; 5) 3y* — 5a® = 12;
2) 2% —9y? = 3; 4) 522 —y? =1, 6) 4y® — 2% = 18.

9.10. Hiiperbooli teljed iihtivad reeperi telgedega. Koostada hiiperbooli vorrand,
kui
1) fookustevaheline kaugus on 10 ja tippudevaheline kaugus on 8;

2) fokaalpooltelg on 5 ning tipud poolitavad keskpunkti ja fookustevaheli-
sed loigud;

3) fokaalpooltelg on 6 ja hiiperbool 1dbib punkti A(9, —4);



9.11

9.12

9.13

9.14.

9.15

9.16.

39

4) ekstsentrilisus on V2 ja B(—5,3) on hiiperbooli punkt.

Leida hiiperbooli kanooniline vorrand, kui

1) a+b=50, c=10V13; 4) ¢c=5, p=24;
2) a—b=1, c=Vv22l;
3) =70, p=3; 5) a =25, p=45.
22 g
On antud hiiperbool — — = = 1. Leida
9 16
1) fookuste koordinaadid;

2
3
4

ekstsentrilisus;

astimptootide ja juhtsirgete vorrandid;

)
)
)
) kaashiiperbooli vorrand ja selle ekstsentrilisus.

5
Koostada hiiperbooli vorrand, kui on teada tema ekstsentrilisus e = 7 iiks
fookus F'(5,0) ja vastav juhtsirge 5z — 16 = 0.

Koostada hiiperbooli vorrand, vottes reaalteljeks x-telje, imaginaarteljeks y-
telje ning teades kaht parameetrit:

a) a=8, e=125 ¢) c=3V5, e=0,5V5
) d) a= V5, e=0,6V5;
b) b =5, 6215; e) c=2, e=2.

Leida hiiperbooli poolteljed, kui

1) fookustevaheline kaugus on 8 ja juhtsirgetevaheline kaugus on 6;
2) fookustevaheline kaugus on 6 ja juhtsirgetevaheline kaugus on 10;

3) fookused asetsevad 5 iihiku kaugusel tsentrist ja asiimptootide vorrandid
on y = +2z;

4) fookustevaheline kaugus on 10 ja astimptootide vorrandid on x = +2y =
0.

Koostada hiiperbooli kanooniline vorrand, kui on antud hiiperbooli astimp-
tootide vorrandid ja hiiperbool labib punkti Mj:
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1) by = +3z, M, (10, _3@); 1) 5r£12y =0, M, (24,5);
2 9
2) 2y=+x=0, M, (12,3\/§>; 5 y= igiﬂ, My (57 —1>;

5
3) y= igﬂf, My (6,9);
9.17. Koostada hiiperbooli kanooniline vorrand, teades, et hiiperbooli fookused
asetsevad x-teljel ja

1) hiiperbool on vordhaarne ning juhtsirgete vorrandid on x = +2;
2) juhtsirged on méa#ratud vorrandiga = = +3v/2 ja asiimptoodid on risti;

3) astimptootide vorrandid on 3x + 4y = 0 ning juhtsirgete vorrandid on
bx £16 = 0;

)
4) juhtsirgete vorrandid on 3z = +4 ning M, (—3, 5) on hiiperbooli
punkt.

9.18. Koostada hiiperbooli kanooniline vorrand, kui

32 5
1) juhtsirgetevaheline kaugus on = ja ekstsentrilisus e = e
2) asiimptootidevaheline nurk on 60° ja ¢ = 2v/3.

9.19. Koostada hiiperbooli kanooniline vorrand, kui tema fookused asetsevad or-
dinaatteljel siimmeetriliselt reeperi alguspunkti suhtes ning

5
1) fookustevaheline kaugus on 2¢ = 10 ja ekstsentrilisus e = 5;
2) astimptootide vorrandid on y = igx ja tippudevaheline kaugus on 46;
. . . 1. . 7
3) juhtsirgetevaheline kaugus on 7? ja ekstsentrilisus e = 5

4
4) asiimptootide vorrandid on y = j:g ja juhtsirgetevaheline kaugus on

62
3
22 P
9.20. Arvutada hiiperbooli T 9" 1 astimptootide ja sirge 9z + 2y — 24 = 0

poolt moodustatud kolmnurga pindala.

9.21. Kirjutada hiiperbooli asiimptootide vorrandid ja arvutada asiimptootideva-
heline nurk, mille sees on hiiperbool:



9.22.

9.23.

9.24.

9.25.

9.26.

9.27.

9.28.

9.29.
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372 y2 .’172 y2
L —1 7 .
a) 3 3 Y C) 5 2 Y
ZL’2 x2 y2
b) = —y* =1 d) - = +Z =1;
) 3 y Y ) 4+3 Y

1) Leida soltuvus hiiperbooli ekstsentrilisuse ja tema asiimptootide vahe-
lise nurga vahel;

2) viljendada hiiperbooli pooltelgede suhe ekstsentrilisuse abil. Kuidas
ekstsentrilisuse suurus avaldab moju hiiperbooli kujule?

Leida hiiperbooli asiimptootide vaheline nurk, kui

1) ekstsentrilisus e = 2;
2) fookustevaheline kaugus on kaks korda suurem juhtsirgetevahelisest kau-
gusest.

Leida hiiperbooli ekstsentrilisus, kui

1) asiimptootidevaheline nurk on 60°;
2) astimptoodid on risti;
3) reaaltelg on néha antud hiiperbooli fookusest 60° nurga all.

Leida sirged, mis ldbivad punkti A(2, —5) ja on paralleelsed hiiperbooli 2 —
4% = 4 asiimptootidega.

Reeperi teljed iihtivad hiiperbooli telgedega. Koostada hiiperbooli vorrand,
kui on antud hiiperbooli iihe asiimptoodi ja iihe juhtsirge 16ikepunkt P(3,2;2,4).

On antud vordhaarne hiiperbool 2° — y* = 8. Leida punkti M(—5,3) libiv
konfokaalne hiiperbool.

Mairkus. Teist jarku koveraid nimetatakse konfokaalseteks ehk kaasfokaal-
seteks, kui nende fookused iihtivad.

Koostada kahe kaashiiperbooli vorrand, teades, et esimese hiiperbooli juht-
sirgete vaheline kaugus on 7,2 ja tema kaashiiperbooli juhtjoonte vaheline
kaugus on 12,8.

Koostada hiiperbooli vorrand, kui hiiperbool 1dbib ellipsi fookusi ja hiiper-
booli fookused iihtivad ellipsi tippudega:
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1;2 y2
1) —+Z =1; 2) — 4+ L =1.

9.30. Hiiperbooli fookused iihtivad ellipsi fookustega. Koostada hiiperbooli kanoo-
niline vorrand, kui on antud ellipsi kanooniline vorrand ja hiiperbooli ekst-

sentrilisus:
ZCQ y2 ZCQ yQ
1) —+Z==1,e=2; 2) —+=—==1,e=1.25.
)ty —lbe=2 )ty be=1b
2 2 2 2

9.31. Veenduda, et ellipsi ;_O + yg =1 ja hiiperbooli % — ‘% = 1 loikepunktid on
ristkiiliku tippudeks. Koostada selle ristkiiliku kiilgede vorrandid.
9.32. Toestada, et hiiperbooli suvalise punkti M kaugus fookusest F' on vordne

seda punkti labiva astimptootilise sihiga sirgel asetseva loigu pikkusega, mis
on piiratud punktiga M ja fookusele F' vastava juhtsirgega.

Antud tingimusi rahuldavad hiiperbooli punktid.

9.33. Leida hiiperbooli ja sirge loikepunktid:

2 2 ) 5 B .
9) 2% — 32 =15, y = — 1; 5) @ =y’ =6,y =3;
3) $2—3y2:1,.§(]—|—2y—120, 6) y2—x2:7,y:2.

2 2

9.34. Leida hiiperbooli g—o — ??{_6 = 1 ja jargmiste sirgete loikepunktid:
1) x — 5y =0; 3) x—y+5=0;
2) 2r+y—18=0; 4) V10z — 54 15 = 0.

9.35. Toestada, et hiiperbooli asiimptootidega ja puutujaga piiratud kolmnurga
pindala ei soltu puutepunkti asendist hiiperboolil.

9.36. Joonestada hiiperbool, ldhtudes jargmisest definitsioonist.

Hiiperbooliks nimetatakse tasandil asetseva kolmnurkade parve kolmnurkade
FyFoM tippude M hulka, kui kolmnurkadel on iihine alus F1Fy, = 2c¢ ja
iilejddnud kiilgede vahe absoluutviirtus on konstantne (2a).

9.37. Toestada, et hiiperbooli suvalise punkti kauguste korrutis hiiperbooli asiimp-
tootideni on konstantne suurus.
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9.43.

9.44.

9.45.

9.46.

9.47.
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Punkti nimetame hiiperbooli suhtes sisemiseks, kui iga sirge, mis 1dbib seda
puntki ja ei ole paralleelne kummagagi asiimptoodidest, loikab hiiperboo-
li kahes (erinevas) punktis. Missuguse tarviliku ja piisava tingimuse korral
2 2
punkt My (z¢, yo) on hiiperbooli x_2 — Z_Q = 1 suhtes sisepunkt?
a
Missuguse tarviliku ja piisava tingimuse korral on koik 16igu M My (M (21, y1)
2 2
ja Ms(xe,yz)) punktid hiiperbooli a:_2 — Z—z = 1 sisepunktid?
a
Leida punktide A(4,1), B(1,-2), C <\/§, 1) asend hiiperbooli 2% — y? = 1
suhtes?
Missuguses punktis on hiiperbooli 252% — 9y* = 225 abstsiss ja ordinaat
vordsed?
2 2
Hiiperbooli — — o1 = 1 punkti M, abstsiss on 10 ja ordinaat on positiivne.
Arvutada punktist M, ldhtuvate raadiusvektorite pikkused ja nendevaheline
nurk.
2 2
Méarata hiiperbooli 96 1 punktid, mille kaugused vasaku fookuseni
on 7.
22y
Hiiperboolil 6 9 1 leida punkt, mille korral
1) fokaalraadiusvektorid on risti;
2) punkti kaugus vasaku fookuseni on kaks korda suurem punkti kaugusest
parema fookuseni.
R
Arvutada hiiperbooli 3 F = 1 punkti, mille abstsiss on
1) 10; 2) 1
fokaalraadiusvektorite pikkused.
2?2 P
Hiiperboolil 30 20 = 1 on antud punkt M, (10, —\/5) Koostada vorrandid
sirgetele, milledel asetsevad M; fokaalraadiused.
2,2
Leida hiiperboolil 9 16 1 punkt, mis on tihest asiimptoodist kolm korda

kaugemal kui teisest.
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2 2

9.48. Millist tingimust peab rahuldama hiiperbooli — — - =1 ekstsentrilisus sel-

leks, et tema paremal harul eksisteeriks punkt, mis asetseb vordsel kaugusel
paremast fookusest ja vasakust juhtsirgest.

3
9.49. Hiiperbooli ekstsentrilisus e = 3 keskpunkt asub koordinaatide alguspunk-

tis, iiks juhtsirge on antud vorrandiga z = —8. Arvutada antud juhtsirgele
vastava fookuse kaugus punktist M;, mille abstsiss on 10.

9.50. Toestada, et hiiperbooli juhtsirge ldbib vastavast fookusest asiimptoodile
tommatud ristsirge ja astimptoodi loikepunkti. Leida fookuse kaugus astimp-
toodist.

9.51. Leida valem, mis seob kahe kaashiiperbooli ekstsentrilisusi. Selle valemi poh-
jal méadrata vordhaarse hiiperbooli ekstsentrilisus.

9.52. Toestada, et hiiperbooli juhtsirgete poolt viljaloigatud asiimptootide loigud
on vordsed hiiperbooli fokaaltippude vahelise kaugusega 2a. Kasutades too-
dud omadust, konstrueerida hiiperbooli juhtsirged.

Puutujad.
2 2
9.53. Koostada hiiperbooli — — i 1 puutuja ja normaali vorrandid hiiperbooli
a
punktis MO (93'0, yo)
22 2
9.54. Koostada hiiperbooli 5T 1 punkti A (5, —4) ldbiva puutuja vorrand.
2?2
9.55. Leida hiiperbooli 076 = 1 puutujad tema loikepunktides sirgega 3z —5y =

0.

5
9.56. Millist tingimust peab rahuldama kordaja m, et sirge y = §x + m oleks

2 2
hiiperboolile — — = =1
9 36
1) loikajaks; 3) ei omaks hiiperbooliga iihiseid
2) puutuks teda; punkte.

9.57. Milliste tingimuste korral on voimalik punktist My (xo,yo) tommata hiiper-

2 2
boolile % — 'Z—Q =1
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9.59.

9.60.

9.61.

9.62.

9.63.

9.64.

9.65.

9.66.
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1) kaks puutujat; 2) ainult iiks puutuja.

Koostada molemal juhul puutujate vorrandid.

2 2
Hiiperbooli a:_2 Y

a b2
matud puutujad antud hiiperboolile. Koostada puutujate vorrandid ja leida
puutepunktid.

= 1 juhtsirgete ja reaaltelje loikepunktidest on tom-

2
Koostada punkti M (1,4) libivate hiiperbooli 2 — yz = 1 puutujate vorran-

did.

22 g
Leida hiiperbooli 5 9" 1 puutujad, mis ldbivad antud punkti: 1) A (2,0);
2) B(—4,3); 3) C(5,-1).

Koostada antud hiiperbooli puutuja ja normaali vorrandid, kui puutuja Iibib
antud punkti P:

1) 2* —2y* =8, P(1,1); 2) 4y* — 2® =20, P(-8,—1).
Leida antud sirge poolus antud hiiperbooli suhtes:

2 2
1)33:47%_%:1; 2) 20—y —6=0, 22 —y*=9.

Leida punkti A (2,0) polaar hiiperbooli 92% — 8y* = 72 suhtes. Leida antud
punkti polaar hiiperbooli suhtes:

2 2 . 2 2

— =1
2) P(—8,—8), 4y — 2% = 20; 8

8IS

Toestada, et iga sirge, mille poolus asetseb hiiperbooli astimptoodil, on paral-
leelne asiimptoodiga ja iihtib asiimptoodiga, kui asiimptoodil asetsev poolus
on lopmata kaugel.

Toestada, et hiiperbooli punktis X moodustab vordsed nurgad sirgetega F; X
ja F5 X, kus F} ja F5 on hiiperbooli fookused.

2 2
Leida punktist (2o, yo) hiiperboolile — — % = 1 tommatud puutujate vahe-
a

line nurk.
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9.67.

9.68.

9.69.

9.70.

9.71.

9.72.

9.73.

9.74.

9.75.
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Toestada, et kui ellips ja hiiperbool on kaasfokaalsed, siis on nad ortogonaal-
sed.

Markus. Kahte teist jirku koverat nimetatakse kaasfokaalseteks, kui nende
fookused iihtivad. Nurgaks kahe kovera vahel nimetatakse nende koverate
puutujate vahelist nurka nende koverate loikepunktis. Kui kahe kovera vahe-

i
line nurk on > siis koneldakse, et koverad on ortogonaalsed.

Toestada, et kaks vordhaarset hiiperbooli on ortogonaalsed, kui nende kesk-
punktid iihtivad ja iihe hiiperbooli asiimptoodid on teise hiiperbooli siim-
meetriatelgedeks.

2 2
Leida hiiperboolil % — % = 1 punkt, mida labiv puutuja moodustab abst-
sissteljega nurga g
2 2
Leida tarvilik ja piisav tingimus hiiperbooli — — i 1 ja sirge
a
1) Az + By +C =0; 2) y=kx+m

puutumiseks.

Missuguse tarviliku ja piisava tingimuse korral punktist M, (zg,yo) hiiper-

2
boolile x_2 — ‘Z—Q = 1 tommatud puutujad puutuvad erinevaid hiiperbooli
a
harusid?
2?2 P
Leida hiiperbooli 6= 1 puutujad, mis on

1) paralleelsed sirgega z +y — 7 = 0;
2) paralleelsed sirgega x — 2y = 0;
3) risti sirgega x — 2y = 0.

Koostada hiiperbooli 52° — 4y® = 20 puutuja ja normaali vérrandid, kui
puutuja on paralleelne sirgega 3z — 2y = 0.

Leida hiiperbooli 2? — 4y? = 12 puutuja ja normaali vorrandid, kui puutuja
on risti sirgega z +y — 1 = 0.

2 2
Leida sirgega 2z + 4y = 5 paralleelsed hiiperbooli f—6 — % = 1 puutujad ja

arvutada puutujatevaheline kaugus d.
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Leida normaal hiiperboolile

$2

2
1) 3 % = 1 paralleelselt sirgega 18z — 10y + 7 = 0;

2) 2® — y* = 1 risti sirgega 132 — 12y = 0.

On antud hiiperbooli fookused F} (4,2), F; (—1,—10) ja puutuja 3z+4y—5 =
0. Leida hiiperbooli poolteljed.

Hiiperbool puutub sirget s punktis M. Koostada hiiperbooli vorrand:
1) stx—y—2=0, My(4,2); 2) stx—y—3=0, My(5,2).

Koostada hiiperbooli vorrand, kui hiiperbooli fookused asuvad abstsissteljel
siimmeetriliselt reeperi alguspunkti suhtes, sirge 15z + 16y — 36 = 0 on
hiiperbooli puutuja ja fokaaltippudevaheline kaugus 2a = 8.

Koostada hiiperbooli kanooniline vorrand, kui on antud hiiperbooli asiimp-
tootide vorrandid y = 40,5z ja hiiperbooli {ihe puutuja vorrand 5x—6y—8 =
0.

2 2

Leida hiiperbooli — — 6= 1 selline puutuja, mis asetseb vordsel kaugusel

keskpunktist ja paremast fookusest.

Toestada, et hiiperbooli suvalise puutuja 16ik, mis on piiratud asiimptooti-
dega, poolitub puutepunktis.

Toestada, et hiiperbooli suvalise punkti fokaalraadiuste korrutis on jaav suu-
rus.

2 2

Yy

Toestada, et hiiperbooli — — e 1 fookuste kauguste korrutis puutujast
a
on b.
22
1) Leida hiiperbooli il 1 fookuste kaugus astimptootidest.
a

2) Toestada, et hiiperbooli suvalise punkti kauguste korrutis asiimptooti-
deni on jadv suurus.

Koostada tédisnurkade tippude hulga vorrand, kui tdisnurkade kiiljed puutu-
vad antud hiiperbooli.

Leida hiiperbooli fookuse projektsioonide hulk hiiperbooli puutujatele.
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2 2
9.88. Kas antud hiiperboolil — — e 1 eksisteerivad puutujad koikides sihtides?
Eitava vastuse korral leida tingimused, mida peab rahuldama hiiperbooli
puutuja tous.
9.89. On antud hiiperbool ja puutepunkt:
1) zy =m, My (2o, Y0); 3) wy =12, My (3,4);
2) xy =8, My (2,4);
Koostada puutuja vorrand.
Diameetrid.
9.90. Leida hiiperbooli fokaallaius.
Markus. Hiiperbooli fokaallaiuseks nimetatakse hiiperbooli fookust 1dbiva
ja fokaalteljega ristuva koolu pikkust.
22 P
9.91. Toestada, et hiiperbooli — — 7 paralleelsete koolude keskpunktide hulk on
a
sirge.
72
9.92. Hiiperbooli T~ y*> = 1 kool, mis libib punkti A (3, —1), poolitub selles
punktis. Koostada vaadeldavat koolu kandva sirge vorrand.
22 g
9.93. Leida sirgega 3x — 4y + 6 = 0 paralleelsete hiiperbooli S 1 koolude
sihiga konjugeeritud diameetri vorrand.
2 2
9.94. Kontrollida, et hiiperbooli — — e 1 teljed osutuvad ainsateks diameetri-
teks, mis on risti nende kooludega, mida nad poolitavad.
9.95. Niidata, et hiiperbooli koolu otspunktidest tommatud puutujad ldbivad iihte
ja sama punkti diameetril, mis poolitab koolu.
9.96. On antud hiiperbooli asiimptoodid ja iiks tema diameetritest C'D. Joones-
tada selle diameetri kaasdiameeter.
2 2
9.97. Leida hiiperbooli — — = 1 kaks kaasdiameetrit, mis moodustavad oma-
a

vahel nurga a.
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2 2
Leida hiiperbooli — — = = 1 kaasdiameetrite vaheline nurk, kui on teada, et

reaalsel diameetril asestsev kool on kaks korda suurem fokaalkoolu pikkusest
(fokaalkoolu pikkus on 2a).

Leida hiiperbooli
2 2
1) % — 2 = 1; ) |

kaasdiameetrid, millede vaheline nurk on 45°.

Leida hiiperbooli 922 — 16y* = 576 diameeter, millel asetseva koolu pikkus
on 20 cm.

22 P
Leida hiiperbooli 6 = 1 diameeter, millel asetseva koolu pikkus on

2v/29.

Toestada, et hiiperbooli puutuja on puutepunkti libiva diameetri kaassihiline
sirge.

Hiiperbooli tasandil on fikseeritud kaks punkti A ja B. Koostada sirgete AM
ja BM loikepunktide M hulga vorrand, kui sirge AM ja BM on hiiperbooli
kaassihilised.

2 y2

Toestada, et iga kolmnurk, mille tipud asetsevad hiiperboolil x_2 —p = 1,
a

on taisnurkne.

2 2
Ruudu tipud asetsevad hiiperboolil :v_2 — g[j_Q = 1. Leida ruudu tipud. Uurida,
a

millistesse hiiperboolidesse on voimalik joonestada ruutu.

Antud diameetril asetseva koolu AB ja diameetrile vastava kaassihilise koolu
DF jirgi joonestada hiiperbool.

2 2
Koostada punkti A(a,0) lédbivate hiiperboolide $—2 _ Y
a

7w = 1 koikvoimalike
koolude keskpunktide hulga vorrand.
Toestada, et kui roopkiiliku kiiljed puutuvad hiiperbooli, siis tema diagonaa-
lid on hiiperbooli kaasdiameetriteks.

2 2
Koostada hiiperbooli — — 2= 1 paremast fookusest ldhtuvate fokaalraa-
diuste keskpunktide hulga vorrand.
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9.110. Labi hiiperbooli kahe suvaliselt fikseeritud punkti A ja B on tommatud
astimptootidega paralleelsed sirged. Toestada, et nii tekkinud roopkiiliku

1) iiks diagonaalidest 1dbib hiiperbooli keskpunkti;

2) keskpunkti ldbival diagonaalil asetseva kodlu pool pikkust on keskmine
vordeline roopkiiliku keskpunkti kaugusega punktist, kus vaadeldud dia-
gonaal 16ikab punkti A labivat hiiperbooli puutujat, ja rédpkiiliku kesk-
punkti kaugusega hiiperbooli tsentrist;

3) keskpunkti ldbival diagonaalil asetseva koolu pool pikkust on keskmine
vordeline roopkiiliku keskpunkti kaugustega punktidest, kus réopkiiliku
teine diagonaal 16ikab hiiperbooli.

9.111. Labi tasandi punkti A on pandud sirge, nii et 16ikab hiiperbooli punktides
. . AP. A
P ja Q). Toestada, et

r2
paralleelne hiiperbooli fokaalraadiusvektori pikkus.

= const, kusjuures r on vaadeldava loikajaga

Teljed on teisendatud.

9.112. Koostada hiiperbooli vorrand, kui on teada tema poolteljed a ja b, keskpunkt
C(zoyo) ja fookused asuvad sirgel,

1) mis on paralleelne z-teljega;

2) mis on paralleelne y-teljega.

9.113. Teisendada antud hiiperbooli vorrandid kanoonilisele kujule:

—_

922 — 25y? — 18z — 100y — 316 = 0;
) 52? — 6y* + 102 — 12y — 31 = 0;
) 2 — 4y +62+5=0;
) 3% —y? + 120 — 4y — 4 = 0;
) 2% — 4y + 20 + 16y — 7 = 0;
6) 22 —y* — 4o+ 6y —5=0.

[ R P~ N ]

Maéarata hiiperboolide keskpunktid ja poolteljed.

9.114. Veenduda, et igaiiks jargnevaist vorrandeist madrab hiiperbooli, ja leida tema
keskpunkti C' koordinaadid, poolteljed, ekstsentrilisus, asiimptootide vorran-
did ja juhtsirge vorrandid:

1) 162* — 9y* — 642 — 54y — 161 = 0;



9.115.

9.116.
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2) 92?2 — 16y* + 90z + 32y — 367 = 0;
3) 162% — 9y* — 64z — 18y + 199 = 0.
Hiiperbooli tsenter asetseb punktis Q(—15,0) ja iiks fookustest iihtib reepe-

ri alguspunktiga. Koostada hiiperbooli vorrand, kui on teada, et ta loikab
ordinaatteljelt loigu pikkusega 32 iihikut.

On antud vérdhaarse hiiperbooli vorrand 22 — y* = a?. Leida tema vorrand
uues reeperis, vottes reeperi telgedeks tema asiimptoodid.

Liikumine.

9.117.

9.118.

9.119.

9.120.

9.121.

9.122.

9.123.

9.124.

9.125.

Maéarata punkti M (x,y) trajektoor, kui ta jadb oma liikumisel sirgele z = 1
kaks korda ldhemale kui punktile F'(4,0).

On antud punktid A(—1,0) ja B(2,0). Punkt M liigub nii, et kolmnurgas
AM B nurk B jadb kaks korda suuremaks nurgast A. Mairata trajektoor.

Sirge liigub nii, et sirge ja reeperi telgede pool moodustatud kolmnurga pind-
ala jaab kogu litkumise jooksul kontstantseks. Punkt M asub sirgel ning
jagab sirge ja reeperi telgede vahelise 16igu suhtes A\. Koostada punkti M
hulga vorrand.

2 2
Taisnurk liigub nii, et tema kiiljed kogu aeg puutuvad hiiperbooli — — yo_

a’>  b?
1. Leida tédisnurga tippude hulga vorrand.

Koostada ringjoonte keskpunktide hulga vorrand, kui ringjooned loikavad
kahelt ristuvalt sirgelt viilja antud pikkusega 16igud (2a ja 2b).

Toestada, et ringjoonte keskpunktide hulk on hiiperbool, kui ringjooned puu-
tuvad valiselt antud ringjoont ja ldbivad fikseeritud punkti.

4
Vordetegur tasandi iihtlasel kokkusurumisel y-telje sihis on —. Teha kindlaks,

2 2

milliseks koveraks teiseneb sellel kokkusurumisel hiiperbool ;—5 — % = 1.

Maarata vordetegur ¢ tasandi iihtlasel kokkusurumisel x-telje sihis, kui hii-
2 2

perbool % 3= 1 teiseneb hiiperbooliks % ?1J_6 =1

72 2
Hiiperbooli — — 32_2 = 1 puutuja s puutub hiiperbooli punktis M,. Koostada
a

hiiperbooli fookusest puutujale s tommatud ristsirge ja hiiperbooli tsentrist
puutepunkiga M, iihendava sirge loikepunktide hulga vorrand.
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Kaks sirget poorlevad kahe liikkumatu punkti iimber vastassuundades ja iihe-
suguse nurkkiirusega. Liikumise algul iiks sirgetest iihtib punkte iihendava
sirgega ning teine on sellega risti. Koostada nende sirgete loikepunktide hulga
vorrand.

Kaks varrast, mis poorlevad vastassuundades kahe litkumatu punkti A ja B
timber, moodustavad kogu aeg sirgega AB nurgad, mis tdiendavad teineteist
taisnurgani. Leida varraste loikepunktide hulk.

Toestada, et sirged AM ja BM, mis iihendavad hiiperbooli kahte fikseeritud
punkti A ja B sama hiiperbooli suvalise punktiga M, l6ikavad hiiperboo-
li asiimptoodist vilja konstantse pikkusega 16igud, mis on vordsed samal
astimptoodil asetsevate loikudega, mis on vilja loigatud teise astimptoodiga
paralleelsete ja antud punkte A ja B labivate sirgete poolt.

2 2
Leida roopkiiliku pindala, kui {iks roopkiiliku tipp on hiiperbooli x_2 — ‘Z—2 =1
a
punkt ja kaks kiilge asuvad hiiperbooli asiimptootidel.
Leida hiiperboolide teiste fookuste hulk, kui hiiperboolidel on sama fookus

F ja hiiperboolid ldbivad kahte antud punkti A ja B .

Ellipsitel (hiiperboolidel) on iihised iiks fookus ja kaks puutujat. Koostada
nende teiste fookuste hulga vorrand. Lahendada analoogiline iilesanne juhul,
kui on antud fookus, iiks punkt ja puutuja.

Sirged M M; ja M M on hiiperbooli puutujad ja M; ja M, puutepunktid.
Toestada, et

2 2 2
1) Mll{i:[M]\%Fg = M2}]7\,14M]\242F2 = ];—2, kus R — nelja sirget M, Fy, My F5,
My F) ja MsF, puutuva ringjoone raadius, b — hiiperbooli imaginaarne
pooltelg;
MF? B MF? ‘
FIM - FMy — FoM, - FoMy'
3) 16igud M M; ja M M, suhtuvad nagu nende sirgetega paralleelsed hiiper-
booli fokaalraadiusvektorite pikkused.

2)

On antud kaks ristuvat sirget AB ja C'D. Koostada hiiperboolide fookuste
hulga vorrand, kui hiiperboolide astimptootideks on sirge AB ja puutuvad
sirget C'D punktis P.

ABC on hiiperbooli sisse joonestatud kolmnurk, mille kaks tippu on liiku-
matud. Leida kolmanda kiilje keskpunktide hulga vorrand.
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9.135. Joonestada graafik, mis kujutab 1 tonni hapniku ruumala ja rohu vahelist
soltuvust 15° C juures.
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Peatukk 10

Parabool

§1. Parabool

1. Definitsioon. Parabooliks nimetatakse tasandi selliste punktide hulka, mille
kaugused iihest kindlast punktist F' — fookusest — ja iihest kindlast sirgest j —

juhtsirgest — on vordsed (joon. [10.1).

y
/
Pl d
DO} |F o
\\\
. \
j

Joonis 10.1

Seome parabooliga ortonormeeritud
kanoonilise reeperi jargmiselt: x-teljeks
valime juhtsirgega ristuva sirge mis l&-
bib fookust F', y-teljeks valime loigu F'D
keskristsirge, kus D on z-telje ja juht-
joone loikepunkt. Telgede suunad valime
joonisel niidatud viisil. Téahista-
des fookuse kauguse juhtsirgest tihega p
— parabooli parameeter (p > 0) on va-
litud reeperis parabooli fookuseks punkt

F (g,O) ja juhtsirge (e. direktrissi) vor-

rand omab kuju z = —g. Olgu X (z,y)
parabooli suvaline punkt, ® = X P punk-
ti X kaugus fookusest ja d = X P punkti
kaugus juhtsirgest, liahtudes definitsiooni-
st saame siis

r=d. (10.1)

%)



56 PEATUKK 10. PARABOOL

p

Kuna r = /(x — 5)2 +y2 d= ‘:p —|—§ , siis, asendades seosesse ((10.1) ja liht-

sustades, saadakse parabooli kanooniline v()rrandﬂ
y? = 2pu. (P)

2. Parabooli kuju uurimine. Parabool on mittetsentraalne kover (pinnal kesk-
punkti ei eksisteeri). Paraboolil on ainult iiks siimmeetriatelg, mis valitud kanoo-
nilise reeperi korral on voetud z-teljeks. Paraboolil on ainult iiks tipp (kovera
16ikepunkt siimmeetriateljega) O(0,0).

Poolintervallis 0 < x < +00 on y kasvav funktsioon, kusjuures liril Yy = +00.
T—>+00

Parabool y? = 2pap > 0 ei oma z-telje negatiivsel osal iihtegi punkti. Parabool
on stimmeetriline parabooliga molemaid paraboole voib esitada iihtse vorrandiga

y? = ax, a#0. (10.2)

3. Parabool on kumer kover, sest ta asetseb tervikuna iihel pool iga oma puutuja
suhtes. Parabooli (F) puutuja vorrand parabooli punktis Xo (o, yo) omab kuju

Yoy = p(z + o). (10.3)

Parabooli puutuja parabooli punktis Xy moodustab vordsed nurgad parabooli tel-
jega ja sirgega F' Xy, kus F' on parabooli fookus. Viimast omadust nimetatakse
sageli parabooli optiliseks omaduseks: kui valgusallikas on parabooli fookuses, siis
paraboolilt peegeldunud kiired on koik paralleelsed parabooli teljega.

4. Sirget, millel asetsevad parabooli paralleelsete koolude keskpunktid, nime-
tatakse parabooli diameetriks ehk tdpsemalt koneldes paralleelsete koolude sihi
kaasdiameetriks. Koolu sihti ja kaasdiameetri sihti nimetatakse kaassihtideks ehk
konjugeeritud sihtideks antud parabooli suhtes.
Parabooli koik diameetrid moodustavad teljega paralleelsete sirgete ebakimbu.
Parabooli diameetri vorrandi voib iildjuhul esitada kujul

my —pl =0, (10.4)

'"Vérrandid 1D ja @ on ekvivalentsed, kuna vorrandist (|10.1) jareldub vorrand @ ja

viimasest vorrand (10.1)).
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kus §= (I,m) on paralleelsete kdolude sihivektor ehk

p
== 10.5
y k? ( )

kus k£ = % on paralleelsete koolude tous.

ro. ~. e . .
Suhet e = — nimetatakse koonuseloike ekstsentrilisuseks, kui r on punkti kaugus

fookusest ja d on punkti kaugus vastavast juhtsirgest. Parabooli kui koonuseloike
ekstsentrilisus e = 1.

Tasandi punkti M nimetatakse antud parabooli suh-
tes sisepunktiks, kui punkti M 1dbiv suvaline sirge, mille Ya
suund erineb parabooli telje sihist, l1oikab parabooli kahes
erinevas punktis.

Kuna punkt P asetseb viljaspool parabooli, siis punkti P, o\/O
Py polaariks antud parabooli suhtes on antud parabooli-
le tommatud puutujate puutepunkte ihendav sirge PP
(vt. joon. [10.2)). Punkti Py(zo, yo) polaar midratakse vor- Py
randiga

HV

Yoy = p(z + o). (10.6)

Sirge P, P5 poolus on punkt F,. Kui poolus F, on para- Joonis 10.2

boolil, siis on polaar parabooli puutuja selles punktis F.

Kui punkt P, on parabooli sees, siis vorrand esitab punkti P, polaari, mis
asetseb véljaspool parabooli.

Polaari on lihtne konstrueerida kahe vabalt voetud loikaja abil (analoogiliselt
ringjoone juhuga, vt. joon. 8.2).

10.1. Miirata parabooli 2% = 4y fookuse koordinaadid.

10.2. Koostada parabooli kanooniline vorrand, kui on antud parabooli parameeter:

1
1) p=4 2) p=3; 3) p=25; 4) p=3.2.

10.3. Koostada parabooli y? = 6z juhtsirge vorrand.
10.4. Leida fookuse koordinaadid ja juhtsirge vorrand paraboolidel:

1) y* = ba; 2) y* = —2m; 3) y =% 4) 2° = —3y.

10.5. Koostada parabooli vorrand, kui on antud fookuse koordinaadid F(3,0) ja
juhtsirge vorrand z = —1.
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10.6. Koostada parabooli vorrand, kui parabooli tipp asetseb reeperi alguspunktis,
parabool on stimmeetriline z-telje suhtes ja
1) labib punkti A(9,6);
2) labib punkti B(—1,3);
3) 14abib punkti C(2, —4);
4) 1abib punkti D(—2,4);
5)
6)
)

7) fookus asetseb punktis P(5,0).

fookuse ja tipu vaheline kaugus on 4 pikkusiihikut;

fookuse ja tipu vaheline kaugus on 3 pikkusiihikut;

10.7. Koostada parabooli vorrand, kui parabool on siimmeetriline y-telje suhtes,
parabooli tipp asetseb reeperi alguspunktis ja parabool

1) ldbib punkti A(1,1);

Ya
9) libib punkti B(4, —8); ™~
3) labib punkti C'(4,2); b
4) 1abib punkti D(—4, —2); a .
5) fookus asetseb punkti F'(0, 3); ; 0 t
6) fookus asetseb punktis F'(0,2).
10.8. Midrata parabooli y* = 2px parameeter, teades, /
et fookusest kuni punktini, kus x = 3, tommatud
fokaalraadius on 5. Joonis 10.3

Reeper on nihutatud.

10.9. Koostada parabooli vorrad, kui on antud tema fookus F'(4,3) ja juhtsirge
y+1=0.

10.10. Koostada parabooli vorrand, kui parabooli juhtsirge on voetud ordinaattel-
jeks ja fookus asetseb punktis P:

1) F(5,0); 2) F(3,0).

10.11. Koostada parabooli vorrand, kui parabool juhtsirge on valitud abstsissteljeks
ja fookus asetseb punktis F(0, 3).

10.12. Parabool on siimmeetriline z-telje suhtes, 1oikab z-teljest vilja loigu a ja
y-teljest 16igud b (joon. [10.3)). Koostada parabooli vorrand.

10.13. Koostada parabooli vorrand, teades, et tema tipp asetseb punktis A(a,b),
parameeter on p, telg on paralleelne x-teljega ja parabool ulatub lopmatusse



10.1.

10.14.

10.15.

10.16.

10.17.

10.18.

10.19.

10.20.
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1) z-telje postitiivses suunas; 2) z-telje negatiivses suunas.

Koostada parabooli vorrand, kui parabooli telg on paraleelne y-teljega, telje
suund iihtib y-telje suunaga, tipp asetseb punktis A(a,b) ja parameeter on
p. Lahendada {ilesanne ka erijuhul, kui A(1,—2) ja p = 3.

Parabool on siimmeetriline y-telje suhtes, loikab abstsissteljest vilja loigatud
+a ja ordinaatteljest 16igu b. Koostada parabooli vorrand.

Parabool on siimmeetriline z-telje suhtes, tema tipp asetseb punktis A(—5,0)
ja parabool loikab ordinaatteljest vilja koolu pikkusega [ = 12. Koostada
parabooli vorrand.

Koostada parabooli vorrand, teades, et tema tipp on punktis C'(—2, 1), siim-
meetriatelje suund iihtib y-telje negatiivse suunaga ning parameeter p on
vordne ellipsi 32% + 4y* — 48 = 0 juhtsirgete vahelise kaugusega.

Antud on parabooli tipp A(6,—3) ja juhtsirgete vorrand 3z — 5y + 1 = 0.
Leida selle parabooli fookus F.

Veenduda, et igaiiks jargnevatest vorranditest madrab parabooli ning leida
tema tipu A kordinaadid, parameeter p ja juhtsirge vorrand :

1) y* =4x - §; 3) y* =4 — 6a;

2) 2% =6y +2; 4) 2 =2—y.
Maarata tipp A, 16ikepunktid z-teljega ja haarade suund jargmistel paraboo-
lidel:

1) y=a*— 7z +10; 4) y =32 + 5z + 4;

2) y=>5+4dx — 2%

3) y=22" 31 —8§; 5) y =51 —3—22°

Kindlaid tingimusi rahuldavad punktid.

10.21.
10.22.

10.23.
10.24.

Paraboolil y? = 8z leida punkt, mille fokaalkaugus on 20.

Arvutada parabooli y* = 20x punkti M fokaalkaugus, kui punkti M abtsiss
on 7.

Paraboolil y* = 4z leida punktid, mille abstsiss ja ordinaat on vérdsed.

Parabooli y* = 4,5z punkti M (z,y) kaugus juhtsirgest on d = 9,125. Arvu-
tada punkti M kaugus parabooli tipust.
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10.25.

10.26.

10.27.

10.28.

10.29.

10.30.

10.31.

10.32.

10.33.
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Leida tunnus, mille jiargi voib médrata punkti My(z,yo) asendi parabooli
y? = 2px suhtes.

Midrata punktide A(3,1), B(4,2), C(2,2) asend parabooli 2° = 8y suhtes.
Missuguse tarviliku ja piisava tingimuse puhul sirge Az + By + C =0

1) 1dikab parabooli y* = 2px? 2) ei ldika parabooli y* = 2px?

Leida parabooli 3? = 18z ja antud sirgete 16ikepunktid:

1) 6z +y—6=0; 3) dx —y+5=0;
2) 9z —2y+2=0; 4) y—3=0.

Leida parabooli ja sirge 1oikepunktid :

1) y* =92, y = 20 — 2; 4) 2° =25y, y —x + 4 = 0;
2) y? =4, 12y — 162 = 9;

3) y* = —6x, y = —3x +0,5; 5) y* = 6x, 3x — 2y +6 = 0.
o . TS . . . .
Maéarata hiiperbooli 0 T = —1 ja parabooli y* = 3x 16ikepunktid.

xz y2
Leida parabooli 4* = 12z ja ellipsi AT 1 16ikepunktid.

On antud parabool ja tema teljega ristuv sirge /. Leida parabooli niisugu-
ne punkt P, et parabooli suvaline punkti M kauguste ruutude vahe sellest
punktist ja sirgest [ ei soltuks punkti M valikust.

Ringjoone keskpunkt asetseb parabooli y? = 4z + 2 fookuses ja ringjoon
puutub parabooli juhtsirget. Leida ringjoone ja parabooli loikepunktid.

Parabooli joonestamine.

10.34.

Joonestada parabool, lihtudes tema definitsioonist.
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10.35.

10.36.

10.37.
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On antud taisnurkne kolmnurk
ABC' kaatetitega a ja b. Mole-
mad kaatetid on jagatud n vord-
seks osaks. Jaotuspunktid kaate-
titel on nummerdatud, kaatetil a
alates teravnurgatipust ja kaatetil
b alates tdisnurga tipust (vt joonis a<
. Labi kaateti a jaotuspunk-
tide on tommatud kaatetiga b pa-
ralleelsed sirged; kaateti b jaotus-
punktid on iihendatud tipuga B.
Koostada sama numbrit kandvate
jaotuspunktidega médratud sirge-
te loikepunktide hulga vorrand.

tﬁ—lww%m@\loo?)

Joonis 10.4

Millised kolmnurki peaks kasutama, et kooskolas eelneva iilesandega konst-
rueerida parabooli y> = 5. Kuidas tiiendada konstruktsiooni, et saada
punkte véljaspool kolmnurka.

Joonestada paraboolile y* = 2pz normaal villjaspool koverat asuvast punktist
M.

Parabooli puutuja.

10.38.

10.39.

10.40.

10.41.

10.42.

10.43.

Leida parabooli y?> = 10z puutujad, mis libivad antud parabooli ja sirge
4x — y — 5 = 0 loikepunkte.

Koostada antud punkti M(zo,yo) ldbivate parabooli y* = 2px puutujate
vorrandid, kui: 1) My on parabooli punkt; 2) My on parabooli suhtes véline
punkt.

Tdestada, et parabooli y?> = 2pz puutuja, mis puutub parabooli punktis
Xo(xo,y0), l0ikab abstsisstelge punktis A(—x¢,0) ja ordinaattelge punktis

Yo
B (o, —).
2

Tdestada, et parabooli y? = 2pz puutuja parabooli punktis X, moodustab
vordsed nurgad parabooli teljega ja sirgega XoF', kus F' on parabooli fookus.

Sirge = + 3y + 9 = 0 on parabooli y? = 4z puutuja. Leida puutepunkt.

Leida parabooli 3? = 2px parameeter, kui parabool puutub antud sirget
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10.44.

10.45.

10.46.

10.47.

10.48.

10.49.

10.50.

10.51.

10.52.

10.53.

PEATUKK 10. PARABOOL
1) —3y+9 =0; 2) v —2y+5=0.

Leida antud parabooli puutujad, mis labivad antud punkti P:

1) 3> =8z, P(5,—7); 4) 1 = 6x, P(2,—2V3);
2) y* = 36z, P(2,9);
3) y* =6z, P(0,3); 5) y* = 6x, P(5,5).

Punktist P(—3,12) on asetatud paraboolile y?> = 10z puutujad. Arvutada
puutepunkte iihendava koolu kaugus punktist P.

Leida parabooli y* = 2px suvalist punkti X (zo,yo libiva normaali ja para-
booli telje 16ikepunkt.

Leida parabooli y* = 9z puutuja ja normaali vorrandid , kui puutuja libib
punkti Py(—8,3)

Leida parabooli 2 = 6y puutuja ja normaali vorrandid, kui puutuja libib
punkti Py = (5, —4).

On antud parabool y* = 12z. Leida tema puutujad, mis

1) ldbivad punkti, mille abtsiss = = 3;
2) on paralleelsed sirgega 3z —y + 5 = 0;
3) on risti sirgega 2z +y — 7 = 0;

)

4) moodustavad sirgega 4z — 2y + 9 = 0 nurga %

Leida parabooli 3? = 12z sirgega 3z — 2y + 30 = 0 paralleelne puutuja ning
arvutada antud sirge ja leitud puutuja vaheline kaugus.

Leida parabooli > = 162 puutuja ja normaali vorrandid, kui puutuja on risti
sirgega x —y — 7 = 0.

Leida parabooli 4> = 2z puutuja ja normaali vorrandid, kui puutuja on
paralleelne sirgega 2x —y — 2 = 0.

Leida parabooli

1) y* = 3z puutuja, mis on paralleelne vektoriga 5= (1, —6);
2) 3* = 162 puutja, mis on paralleelne sirgega 2o —y + 5 = 0;
3) y? = 22 puutja, mis on risti sirgega 2z +y — 1 = 0.



10.1.

10.54.

10.55.

10.56.

10.57.

10.58.

10.59.

10.60.

10.61.

10.62.

10.63.

10.64.
10.65.

10.66.

10.67.

10.68.
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Leida tingimus, mille korral sirge y = kx 4+ b puutub parabooli y* = 2pu.

Leida parabooli 4> = 12z niisugune punkt, kus puutuja moodustaks para-
Vi
booli siimmeetriateljega nurga %

1
Parabooli 3y? = 8z puutuja téus on 15. Leida puutepunkt, puutuja ja nor-

maal.

s
Leida parabooli y? = 12 puutuja vorrand, kui puutuja tousunurk on &

Leida antud ellipsi ja antud parabooli iihised puutujad:

$2 y2 $2 y2 20
1) — +Z =1, ¢y =4a; ) 4+ L =1,y =

Kirjeldada antud sirge ja parabooli vastastikust asendit:
1) v —y+2=0,y" =8 3) br—y—15=0, 4> = —5z.
2) 8x 43y — 15 =0, 2* = —3y;
Leida parabooli y? = 64« ja sirge 42 + 3y + 36 = 0 vaheline lithim kaugus.

Toestame, et parabooli ja suvalise puutuja l6ik puutepunktist kuni puutuja
ja juhtsirge loikepunktini on ndhtav fookusest taisnurga all.

Toestada, et juhtsirge punktist paraboolile tommatud puutujate vaheline
b

k —.
nurk on 7

Tdestada, et parabooli y?> = 2px fookusest puutujale tommatud ristsirge
loikab puutujat y-teljel.

Leida punkti Py = (1, 1) polaar parabooli 3* = 2z suhtes.
Leida sirge 22 — y — 2 = 0 poolus parabooli y? = 9z suhtes.

Toestada, et parabooli diameetril asetsevate punktide polaarid on paralleel-
sed ja diameetri poolus asetseb seega lopmatuses.

Leida sirgete, millel asetsevate parabooli koolude otsepunktidest voetud nor-
maalid loikuvad paraboolil, pooluste hulk.

Toestada, et parabooli fookus ja juhtsirge suvalisest punktist paraboolile
tommatud puutujate puutepunktid on kollineaarsed.
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10.69.

10.70.

10.71.

10.72.

10.73.

10.74.
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Taisnurk liigub nii, et tema kaatetid kogu liikumise jooksul puutuvad para-
booli. Madrata tdisnurga tipu trajektoor.

paraboolil 4> = 12z on véetud 3 punkti A, B, C, mille oordinaadid on
vastavalt y; = 6, yo = 2, y3 = —3. Arvutage kolmnurga ABC ja antud punkte
labivate puutujate poolt moodustatud kolmnurga pindalade suhe.

Toestada, et parabooli suvaline puutuja l6ikab juhtsirget ja teljega ristuvat
fokaalkoolu punktides, mis on vordsel kaugusel fookusest.

Toestada, et parabooli fookusest puutujale tommatud ristsirgete ja puutu-
jate loikepunktide hulk on parabooli tippu libiv parabooli puutuja.

Toestada, et paraboolid, mille fookused iihtivad, teljed on samasihilised, kuid
vastassuunalised, 1oikuvad risti.

Leida tdisnurga tippude geomeetriline koht, kui selle kiiljed puutuvad vasta-
valt kahte konfokaalset parabooli.

Mairkus. Kahte parabooli nimetatakse konfokaalseteks, kui nende fookused
iihtivad ja teljed on samasihilised, kuid vastassuunalised.

Parabooli koolud ja diameeter

10.75.

10.76.

10.77.

10.78.

10.79.

10.80.

10.81.
10.82.

Leida sirge, millel asetseb parabooli y* = 18z ja ringjoone (x+6)*+y* = 100
ithine kool.

Toestada, et parabooli koik diameetrid moodustavad parabooli teljega pa-
ralleelsete sirgete ebakimbu.

Toestada, et parabooli ja diameetri loikepunktist tommatud puutuja on pa-
ralleelne kooludega, mida diameeter poolitab.

Toestada, et parabooli koolu otspunktidest tommatud puutujad loikuvad
koolu poolitaval diameetril.

Parabooli 4> = 2px k66l moodustab parabooli teljega nurga 45°. Leida vaa-
deldud koolu kaasdiameeter.

Leida parabooli y? = 8z diameetri vorrand, kui diameeter moodustab koo-
luga, mida ta poolitab, nurga 45°.

Leida sirgega 4z — y — 5 = 0 konjugeeritud parabooli y* = 6z diameeter.

Leida sirge, millel asetsev parabooli 4> = 42 k&6] poolitub punktis
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10.83.

10.84.

10.85.

10.86.

10.87.

10.88.

10.89.

10.90.
10.91.
10.92.

10.93.
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1) A(2,1); 2) B(3,1).
Leida sirge, millel asetsev parabooli 3* = 62 ko6lu keskpunkt on
1) K(4,1); 2) L(5,5).

Leida parabooli y? = 8z koolu kandva sirge vorrand, kui kool labib punkti
Py(5,2) ja teda poolitab diameeter y = —3.

Paralleelsete sirgete kimbu sirgetel asetsevaid parabooli y* = 3,52 kédle poo-
litab diameeter y = 2,5. Koostada sirgete kimbu vorrand.

Koostada parabooli y* = 3z diameetri vorrand, kui diameeter poolitab sirgel
3r — Ty + 2 = 0 asetseva parabooli koolu.

Leida parabooli y? = 2px joonestatud vordkiilgse kolmnurga kiilje pikkus.

Parabooli y? = 8z on joonestatud kolmnurk, mille iiks tipp iihtib parabooli
tipuga ja kolmnurga korgused loikuvad parabooli fookuses. Koostada kolm-
nurga kiilgede vorrandid.

Leida parabooli parameetrilised vorrandid, kui muutuvaks parameetriks vot-
ta parabooli diameetri kaugus ¢t x-teljest.

Koostada parabooli fookust ldbivate koolude keskpunktide hulga vorrand.
Leida parabooli * = 2px ordinaatide keskpunktide hulk.

Toestada, et parabooli suvalise fokaalkoolu otspunktidest parabooli teljele
langetatud ristloikude pikkuste korrutis on konstantne suurus.

Toestada, et parabooli ja tema koolu vahelise segmendi pindala on vordne
koolu otspunktidest tommatud puutujate ja selle koolu vahelise kolmnurga

2
3 pindalaga.

Mitmesuguseid iilesandeid.

10.94.

10.95.

10.96.

Leida punktide hulk, kus iga punkti kauguste summa voi vahe antud punktist

ja antud sirgest on kindel suurus.

Silla kaarel on paraooli kuju. Miarata parabooli parameeter, kui silla kaare
alus on 24 m ja korgus 6 m.

Autolambi paraboolse peegli diameeter on 20 c¢cm ja siigavus 15 cm. Leida
peegli labiloikes saadava parabooli vorrand.
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10.97.

10.98.

10.99.

10.100.

10.101.

10.102.

10.103.

10.104.

10.105.

PEATUKK 10. PARABOOL

]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
|
S |
]
]
]
]
]
]
]
]
\:
O

v

-
Se
S
S

Joonis 10.5

Parabooli punkti M fokaalraadius on r. Avaldada parabooli punktis M voe-
tud normaalil asetseva parabooli koolu pikkus parameetri p ja fokaalraadiuse
r kaudu.

Kivi visatakse horisontaaltasandi suhtes teravnurga all. Kivi trajektoor on
parabool. Kivi kukub 16 m kaugusele lahtepunktist ja kivi lennu maksimaalne
korgus on 12 cm. Méaédrata parabooli trajektoori parameeter.

Purskkaevust viljuval veejoal on parabooli kuju, mille parameeter on p = 0,1
m. Méirata veejoa korgus, kui ta langeb basseini 2 m kaugusel ldhteounktist.

Taisnurga tipp iihtib parabooli tipuga. Taisnurk p&érleb iimber oma tipu
parabooli tasandil. Toestada, et sellise poorlemise korral sirge, mis iihendab
parabooli ja tdisnurga haarade loikepunkte, p6orleb samuti iimber parabooli
teljel asuva punkti.

Leida ringjoonte keskpunktide hulk, kui ringjooned ldbivad antud punkti ja
puutuvad antud sirget.

Leida ringjoonte keskpunktide hulk, kui ringjooned puutuvad ordinaattelge
ja ringjoont x? + y? = 1.

Parabooli y* = 12z fookusest on suunatud valguskiir, mis moodustab para-
booli teljega nurga « (o — teravnurk). Joudnud paraboolini, kiir peegeldub
sellelt. Leida sirge vorrand, kus asub peegeldunud kiir.

Rippsilla tross on paraboolikujuline. Kirjutada tema vorrand joonisel
naidatud telgede suhtes, kui OA = a ja kaare pikkus BC' = 2b.

Terastross on riputatud kahest otsast sama korgusega sammaste kiilge, mille
kaugus teineteisest on 20 m (vt. [10.5]). Samba alusest 2 m kaugusel, moctes
modda horisontaali, on trossi labipaine 14,4 cm. Méarata trossi maksimaalne
labipaine, arvestades, et tross on ligikaudu parabooli kaare kujuline.
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Joonis 10.6 Joonis 10.7
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10.106. Toestada, et parabooli diameetriga paralleelsete valguskiirte kimbu kiired
peale peegeldumist paraboolilt koonduvad parabooli fookuses.

10.107. Prozektori peegelpind on moodustatud parabooli péorlemisega iimber oma
siimmeetriatelje. Peegli diameeter on 80 c¢m ja tema stigavus on 10 cm. Kui
kaugele parabooli tipust tuleb asetada valgusallikas, et paraboolilt peegeldu-
nud kiired moodustaksid paralleelsete kiirte kimbu.

§2. Koonuseloike polaarvorrand

Ellipsi, hiiperbooli ja parabooli vorrandid omavad polaarkoordinaatides iihesu-
gust kuju
p
p=

_ A 10.7
1—ecose’ (10-7)

mida nimetatakse koonuseloike polaarvorrandiks. Siin p ja ¢ on kovera suvalise
punkti X polaarkoordinaadid, p — kovera fokaalparameeter, mis on vordne poolega
kovera fokaallaiusest (s.t. teljega ristuva fokaalkoolu pikkus on 2p) ehk

p = eq, (10.8)

kus g on fookuse kaugus vastavast juhtsirgest ja e on koonuseloike ekstsentrilisus

kus r on punkti kaugus vastavast juhtsirgest. Polaarreeper on valitud nii, et poo-
luseks on voetud iiks fookustest: ellipsi korral vasakpoolne (vt. joon.[10.6)), hiiper-
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booli korral parempoolne (vt. joon. [10.7). Polaarteljeks on voetud vaadeldud koo-
nuseloike fokaaltelg. Valime polaartelje positiivseks suunaks suuna juhtsirge poolt
vastava fookuse poole (vt. joon. [10.8). Kui koonuseldike fokaalvorrandis
e = 0, siis saadud vorrand médrab ringjoone keskpunktiga F' ja raadiusega p.
Ringjoon on seejuures vaadeldav ellipsi piirjuhuna, kui ellipsi fookused iihtivad

ellipsi keskpunktiga.

10.108.

Koostada ellipsi polaarvorrand, vottes
fokaaltelje polaarteljeks ja paigutada
pooluse ellipsi

1) vasakusse fookusesse;

Y

b .
2) paremasse fookusesse. F
2?2 g2
10.109. Koostada ellipsi — +-= = 1 polaarvor- j
rand, kui ellipsi keskpunkt asetseb poo-
luses ja ellipsi fokaaltelg {ihtib polaar- .
Joonis 10.8

10.110.

10.111.

10.112.

teljega (polaartelje suund ellipsi kesk-
punktist parema fookuse poole).

Koostada ringjoone vorrand polaarreeperi suhtes, kui ringjoone raadius a ja

keskpunkt asetseb

1) pooluses; 2) punktis A(a,0);

2 y2

3) punktis B(po, po)-

On antud ellipsi vorrand — + == = 1. Koostada tema polaarvorrand, kui

16

polaartelje suund iihtib abstsisstelje suunaga ning poolus asub

1) ellipsi vasakus fookuses; 2) paremas fookuses.

2 2

Leida ellipsi % + gy _ 1 polaarvorrand.

4

3V2
10.113. Leida ellipsi p = Y p— poolteljed ja fookuste vaheline kaugus.
— COS
- 144 - PR
10.114. Veenduda, et vorrand p = —————— maédérab ellipsi ja leida tema pooltel-
13 —5cosyp
jed.
. 12 . . . .
10.115. Ellipsil p = ———=—— leida punktid, milledel polaarradius on 6.

3—V2cosp



10.2.

10.116.

10.117.

10.118.
10.119.

10.120.

10.121.

10.122.

10.123.

10.124.

10.125.
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288
Millise nurga moodustab fokaalteljega ellipsi p* = ————— ko6, mille

~ 16 — Tcos?p
pikkus on 10 iihikut.

Koostada hiiperbooli polaarvorrand, vottes polaarteljeks hiiperbooli fokaal-
telje ja paigutades pooluse hiiperbooli parempoolsesse fookusesse (polaartelg
suunata parempoolsest fookusest vastava juhtsirge poole).

Koostada ellipsi ja hiiperbooli polaartippvorrandid.

Leida hiiperbooli polaarvorrand, kui pooluseks votta iiks fookustest ja po-
laartelg suunata fookusest hiiperbooli keskpunkti poole.

Koostada hiiperbooli by
2 2

Z )

R 1 polaar-
vorrand, kui ta kesk-
punkt iihtib pooluse- Y

ga ja reaaltelg polaar- ? >
teljega, valides polaar-
telje suunaks suuna
hiiperbooli keskpunk-
tist parempoolse foo-
kuse poole (vt. joon.

10.9).

Joonis 10.9
2 2

Koostada hiiperbooli L _L
144 25

Koostada antud ellipsite ja hiiperboolidega tippvorrandid:

= 1 polaarvorrand.

2 2
1) LY 1;
25 16

&
)

2 2 2

Y 2y
2) — —L =1, S T
) %69 b R

(@)

Koostada hiiperbooli kanooniline vorrand, kui on antud tema polaarvorrand

P= 4—5cosp

2
1—+/2cosp

Koostada hiiperbooli p =
did.

astimptootide ja juhtsirgete vorran-

Koostada parabooli polaarvorrand, vottes pooluseks parabooli fookuse, po-
laarteljeks parabooli telje ning valides polaartelje suunaks suuna

(a) juhtsirge poolt fookuse poole;
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10.126.

10.127.

10.128.

10.129.

10.130.
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(b) fookuse poolt tipu poole.

Koostada parabooli polaarvorrand, vottes hiiperbooli fokaaltelje polaartel-
jeks ja paigutades pooluse hiiperbooli tippu.

Leida parabooli polaarvorrand, kui pooluseks votta juhtsirge ja siimmeet-
riatelje loikepunkt ning polaartelg suunata sellest punktist parabooli tipu
poole.

6
Koostada vorrandiga p = T ooso madratud parabooli kanooniline vorrand.
— Cos @
i 8cosy . . . . ~ .
Paraboolil p = ——— leida punkt, mille fokaalraadius on vordne selle punkti

sin®
kaugusega juhtsirgest.

Leida jargmiste koverate kanoonilised vorrandid kanoonilise ortonormeeritud
reeperi suhtes:

25 9
) p= "m0 3) p=—-—
13 —12cos ¢ 4 —Hcosyp

1 4
9 po - . ) p=—o
) p 3 —3cosp’ )7 V5 — cos
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Teist jarku joone ildine teooria

§1. Teist jarku joone keskpunkt.
Teist jarku joone vorrandi
lihtsustamine reeperilitkke teel

Teist jarku joone (koonuseloike) iildvorrand iildise afiinse reeperi suhtes omab
kuju
a1z + 20127y + a22y? + 2a137 + 2a03y + agz = 0 (11.1)

ehk lithidalt
F(z,y) =0.

Kuna vorrandi poolt méaratud kover ei muutu, kui vorrandit korrutada mistahes
millist erineva arvuga ja a;; = awi, i,k = 1,2,3, siis vorrand sisaldab 5
soltumatut kordajat a;p. Teist jarku joon médratakse viie tingimusega (néiteks
viie koveral asetava erineva punkti abil).

Vorrandi kordajatest moodustatud siimmeetriline maatriks omab kuju

11 Q12 Aa13
F=1a2 ax as;
@13 Q23 G33

Maatriksit F' nimetatakse vorrandiga (11.1) madratud teist jirku kévera maat-

71



72 PEATUKK 11. TEIST JARKU JOONE ULDINE TEOORIA

rikstks antud reeperi korral.
Determinanti
ai; aiz2 aig
A =laiz az azsl.
a1z dagz Asg

nimetatakse teist jirku joone diskriminandiks ehk teist jirku joone determinan-
diks.

Determinanti
air a2
a2 A22

5:

nimetatakse ruutliikmete diskriminandiks ehk ruutliikmete determinandiks.

Kandes reeperi alguspunkti reeperi liikkke (roopliikke) teel punkti O (21, y1) ree-
peri telgede suundi muutamata, s.t. teostades teisenduse x = 2’ + z1,y = ¢ + 1,
teiseneb teist jarku joone vorrand jargmiseks:

an@? + 2a127"y + agy® + 2Fp2’ + 2F,y + 2F =0, (11.2)
kus

2F = allx% + 2a12$1y2 + aggy% + 20/13%1 + 2&23y1 + ass,
2F,, = 2(an171 + anpyr + ais), (11.3)
2F,, = 2(a121 + azeyy + as3),

s.t. vorrandi ruutlikmete osa (a1,2° + 2a122y + agy?) kordajad ei muu-
tu, lineaarsete liikmete kordajateks on vorrandi parema poole osatuletised
vastava muutuja jargi, kus suvalise punkti koordinadid on asendatud reeperi uue
alguspunkti koordinaatidega; vorrandi (11.2)) vabaliige on vordne vorrandi (11.1)
vasaku poolega, kus suvalise punkti koordinaadid on asendatud reeperi uue algus-
punkti koordinaatidega.

Kui teist jarku joonel eksisteerib siimmeetria keskpunkt — joone tsenter
— ja reeperi alguspunkt on viidud kévera tsentrisse My(zo,yo), siis teisendatud
vorrand ei voi sisaldada lineaarseid litkmeid ja omab kuju

a1 4 2a122"y' + axny? + 2F, =0 (11.4)

Kuna keskpunkti kordinadid muudavad nulliks avaldised 2F, ja 2F,, siis kesk-
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punkti koordinadid rahuldavad vorrandisiisteemi

=0
{anxo +anyo + a1z =, (11.5)

(120 + Q22Yo + az3 = 0.

Markasime, et teist jirku joone keskpunkti méirava siisteemi kordajateks on joone
maatriksi kahe esimese rea elemendid. Lahendades siisteemi ((11.5)), saadakse

2 = Q12023 — Cl222ala _ 1 aiz2 Q13 ’
a11G29 — A3y 0 a2 a23 (11.6)
_ 13012 — A11G23 1 a13 a1 '
% = a11Q929 — G%Q N 0 Q29 Q12 ’

5 0.

Teist jarku joont nimetatakse tsentraalseks jooneks, kui tal on {iheselt maaratud
keskpunkt. Seega joon on tsentraalne joon, kui vorrandisiisteem ((11.5) omab iihese
lahendi, s.t.

5 0.

Teist jarku joont, mille korral ei eksisteeri iiheselt méaaratud keskpunkti, nime-
tatakse mittetsentraalseks jooneks.

Mittetsentraalne joone korral
0 =0.

Mittetsentraalseid teist jarku jooni on kahte tiiiipi:

a) 0 = 0 ja siisteem ([11.5)) pole kooskolas. Sel korral joonel ei eksisteeri kesk-
punkti ja kover on parabool.

b) 0 =0 ja siisteem ([11.5)) on kooskdlas:

aii a2 a13

a12 a2 @23

Sel korral siisteemi vorrandid on lineaarselt soltuvad ja joonel on lopmata palju
keskpunkte, mis asuvad {iihel sirgel. Keskpunktidest koosnevad sirget

a1 T + apy + a3 =0,

nimetatakse joone kesksirgeks, sest iga antud sirge punkt on antud joone siimmeet-
riakeskpunktiks. Vaadeldud teist jarku joon on kollieaarsete sirgete paar.
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Kui reeperi alguspunkt asetseb teist jarku tsentraalse joone keskpunktis, siis

A
2F) = —
T
ja joone vorrand ((11.1)) omab kuju
12 /! /2 A
axr’ + 20,121’ Yy + a2y + == 0, (117)

J

kus ruutliikmete osa vordub ldhtevorrandi (11.1)) ruutliikmete osaga ja ka vaba-
liikme voib oseselt arvutada lahtevorrandist diskriminantide kaudu.
Teist jarku jooned e. koonuseloiked jagatakse kahte riihma.

I. Teist jarku koverad (e. kidumata teist jarku jooned): ellips, hiiperbool ja
parabool

I1. Sirgete paarid (e. kidunud teist jirku jooned):

a) loikuvate sirgete paar (reaalsed voi imaginaarsed);

b) kollineaarsete sirgete paar (paralleelsed voi iihtivad).

11.1. Leida kovera
v+ oy + 27 + 70— 12y +10 =0

ja reeperi telgede loikepunkid.

11.2. Leida kovera
v? —2ry — 3y —4x — 6y +3=0

loikepunktid sirgetega:

1) bz —y—5=0; 3) x+4y—1=0;
2) v4+2y+2=0; 4) z -3y =0.

11.3. Millise nurga moodustavad abstsissteljega sirged, mis 15ikavad koverat 2% —
22y + y* — 4 — 6y 4+ 3 = 0 ainult iihes punktis?

11.4. Millisel parameeter \ vairtusel loikab kover
2?4+ 2 vy + >+ 52 — 9 =0

sirget 2 — y + 7 = 0 ainult iihes punktis?
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Milline on teist jirku joone vorrand, kui teda loikavad iihes punktis

1) sirged, mis on paralleelsed z-teljega;
2) sirged, mis on paralleelsed y-teljega;

3) sirged, mis on paralleelsed iihe reeperi teljega?

Leida sirged, mis ldbivad reeperi alguspunkti ja loikavad koverat
6 —axy —y°+5x—3y+2=0

ainult iihes punktis.

Leida sirged, mis ldbivad punkti A(2,0) ja l6ikavad koverat
32° — Tay +2y° + 62 —4y —5=0

ainult lihes punktis. Leida nende sirgete vaheline nurk.
Leida viit antud punkti labiva teist jarku kovera vorrand

2) 0(0,0), K£(0,2), L(—1,0), M(~2,1), N(~1,3) ;
3) 0(0,0), P(0,3), Q(6,0), R(2,2), S(~2,1).
0

=

Leida punkte (0,0), (0,3), (6,0), (2,2) ja (4,1) ldbiva teist jarku joone vor-
rand.

Leida teist jarku kovera vorrand, kui kdver ldbib punkte P, = (0,0), P, =
(0,1) ja P3 = (1,0) ning kui keskpunktiks on K = (2, 3).

On antud neli punkti (0,15), (3,0), (5,0) ja (2,3). Leida antud punkte l&biv
paraboolset tiiiipi kover.

Teist jarku joon l&bib punkte (0,0), (0,2), (2,4) ning loikab sirgeid 3z — 2y +
1 =0ja2x+y— 5=0 iihes punktis. Koostada selle kovera vorrand.

Koostada teist jirku kovera vorrand, kui kover 1abib punkti A(2, —1), B(—2,2)
ja loikab reeperi telgi ainult reeperi alguspunktis.

Milliseks teiseneb antud teist jarku kovera vorrand, kui reeperi alguspunkt
kanda punkti O’ :
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1) 2 —day +3y* —2x+1=0, O'(1,0);
2) vy —6x+2y—3=0, O(2,6);
3) 22+ 62 —8y+1=0, O(-3,-1).

Kontrollida, kas antud koverad on tsentraalsed koverad ja leida iga kovera
keskpunkt:

1) 32 +5xy +9° — 8z — 11y — 7= 0;

2) 522 + 4y + 2y + 202 + 20y — 10 = 0;
3) 92% — day — Ty* — 12 = 0;

4) 22 — 6xy + 5y° + 22z — 36y + 11 = 0.

Kontrollida, kas jagmised vorrandid on tsentraalsete teist jirku koverate vor-
randid. Milliseks teisendavad antud koverate vorrandid, kui reeperi algus-
punkt kanda kovera keskpunkti:

1
2

25 — 6y + 5y* — 22 + 2y — 10 = 0;
32% — 6oy 4+ 2y° —4r 4+ 2y + 1 = 0;
3) 62 +day+ 9P —4dx+2y+1=0;
4) 4a* + 6xy + y* — 10z — 10 = 0;

5) 42% + 2xy + 6y + 625 — 10y + 9 = 0.

)
)
)
)

Leida antud teist jarku koverate keskpunktid:

1) 52% — 3xy +9° +4 = 0; 3) Txy — 3 =0;
2) 32?7 —2zy +4=0; 4) 92% — 122y + 4y* — 1 = 0.

Leida antud teist jarku koverate keskpunktid:

1) 2? — 2wy + 2y* — 4o — 6y +3 = 0;
2) 31 — 2oy + 3y* +4r + 4y — 4 = 0;
3) 22% — 3zy — y* + 3z + 2y = 0;

4) x* — 2xy +y* — 4x — 6y — 3 = 0;
5) 2° + 2xy +y* + 20 + 2y — 4 = 0;
6) 22% + dxy + 5y* — 8x +6 = 0;

7) 2* — 2wy + 3y* — 4x — 6y + 3 = 0;
)

8) %+ 6xy — 9y* + 4w + 12y — 5 = 0;
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9
10
11
12
13
14

922 — 6y +y* + 22— 7= 0;

x? — day + 4y* + 102 — 20y + 25 = 0;
52% + 8xy + 5y° — 18z — 18y + 11 = 0;
20y —4x + 2y + 11 = 0;

42 + 4y +y* — 10z — 5y + 6 = 0;
v? —2ry+y* —3x+2y—11=0.

)
)
)
)
)
)

11.19. Selgitada, millised antud teist jarku joontest on tsentraalsed jooned (s. t.
omavad iitheselt méédratud keskpunkti), millised joontest ei oma keskpunkti
ja millised joontest omavad lopmatu palju keskpunkte:

1

2

) 3% — 4wy — 2y + 31 — 12y — 7 = 0;
) 4a® + bxy + 3y* — x4+ 9y — 12 = 0;
3) 42® — day +y* — 61 + 8y + 13 = 0;
4) 42 —day +y* — 122 + 6y — 11 = 0;
5) 2% — 2xy + 4y* + bx — Ty + 12 = 0;
6) 2° —2xy +1y* — 62 + 6y — 3 =0;
7) 4% — 202y + 25y — 14z + 2y — 15 = 0;
8) 4x* — 6wy — 9y® +3x — Ty + 12 = 0.
11.20. Kontrollida, kas koik antud teist jarku jooned omavad lopmata palju kesk-
punkte. Koostada keskpunktide hulga vorrand:
1) 2* — 6y + 9y* — 122 + 36y + 20 = 0;
2) 4a* + day +y* — 8x — 4y — 21 = 0;
3) 252% — 10xy + y* + 40x — 8y + 7 = 0.
11.21. Milliste a ja b vadrtuste korral vorrand
1) 2% + 62y + ay® + 3z + by — 4 = 0;
2) ax’® 4+ 122y + 9y* +4x + by — 13 =0
médrab

a) tsentraalse teist jarku joone;
b) tsentrita teist jirku joone (parabooli);

¢) lopmata palju keskpunkte omava teist jarku joone (kollineaarsete sirgete
paari).
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Kasutades reeperi nihet, lihtsustada antud koverate vorrandid:

1) 72% + 4oy + 4y* — 400 — 32y + 5 = 0;
2) 2 — 2wy + 20+ 2y +1=0;
3) 62 — 4oy + 9y® — 4z — 32y — 6 = 0.

Leida kbigi teist jarku joonte, mille keskpunkt on (zo, o), tildvorrand.

Teist jarku kover 1dbib reeperi alguspunkti ning punkte A(0,1) ja B(1,0).
Kovera keskpunkt on C'(2,3). Leida selle kovera vorrand.

Teist jarku kovera keskpunkt asetseb punktis (0,—1), kover ldbib punkti
(3,0) ning 16ikab sirgeid

2v—3y+1=0jaz+y—5=0

ainult iithes punktis. Leida selle kovera vorrand.

Koostada antud kolmnurga {imber joonestatud vordkaarsete hiiperboolide
keskpunktide hulga vorrand.

Koostada hiiperboolide keskpunktide hulga vorrand, kui hiiperboold ldbivad
kaht gikseeritud punkti ja neil on samad asiimptoodid.

Koostada teist jarku joone
22+ 22y —y? —2ax +4day+1=0

keskpunktide hulga vorrand, kui ¢ on muutuv parameeter.

Leida koigi tsentraalsete teist jarku joonte keskpunktide hulga vorrand, kui
need koverad ldbivad nelja punkti (0,0), (2,0), (0,1), (1,2).

On antud kover
5% + 12zy — 222 — 12y — 19 = 0.

Leida selle kovera tippvorrand.

Mirkus Kovera kanoonilist reeperit nimetatakse tippkanooniliseks reeperiks,
kui alguspunkt asetseb iihes abstsissteljel asetsevas tipus ning ordinaatteljeks
on voetud tippu labiv kovera puutuja. Teist jarku kovera vorrandit tippka-
noonilise reeperi suhtes nimetatakse kovera tippvorrandiks.

Leida antud teist jarku koverate tippvorrandid:
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1) 2zy+3x—y—2=0; 3)x_2_y_2:1

2) 2 +2y° — 16 = 0; a* b

11.32. Koostada ellipsi vorrand, kui z-teljeks valida ellipsi fokaaltelg ja reeperi al-
guspunkt asetseb ellipsi parempoolses fokaaltipus.

11.33. Koostada ellipsi vorrand, kui abstsissteljeks valida ellipsi fokaaltelg ja ree-
peri alguspunkt asetseb ellipsi vasaku juhtsirge ja fokaaltelje 16ikepunktis.
(Abstsisstelje positiivseks suunaks valida suund vasakust juhtsirgest vastava
fookuse poole.)

§2. Teist jarku kovera puutuja

Teist jarku kovera
anz® + 2a127Y + asy® + 2a13x + 2023y + agz = 0 (11.8)
ja sirge
Ar+By+x=0

iildiselt koneldes omavad kaks loikepunkti, mis voivad olla reaalsed, imaginaar-
sed voi iihtivad. Kui teist jirku kovera ja sirge loikepunktid iihtivad, siis sirget
nimetatakse kovera puutujaks antud punktis ja iihtivaid 16ikepunkte nimetatakse
puutepunktiks. Teist jarku kovera puutuja kovera punktis My(zg, yo) mad-
ratakse vorrandiga

(110 + a12yo + a13)x + (@120 + a22yo + a23)y + a13T0 + ag3yo + ass = 0, (11.9)

mille me saame antud teist jarku kovera vorrandist kergesti pooliti asen-
dusvotte abil. Pooliti asendusvotte korral tuleb asendada pooled tundmatud ko-
vera vorrandis puutepunkti koordinaatidega, s. t. teostada asendused 2% — x - x;
y: =y Yo 20y — Toy + Tyo; 20 — x4+ 20: 2y — Y + Yo.

11.34. Koostada antud koonuseloigete

1) b*2* + a*y* — ab = 0; 3) y? — 2px = 0;
2) b*x? — a*y* — ab = 0; 4) zy=m

puutujate vorrandid.



80 PEATUKK 11. TEIST JARKU JOONE ULDINE TEOORIA
11.35. Leida kovera
22— 2 —5r4+4y+6=0
puutuja selle kovera ja reeperi telgede loikepunktides.

11.36. Leida kover
22— 2 —5r4+4y+6=0

puutujad, mis ldbivad kovera ja abstsisstelje loikepunkte.

11.37. Millist tingimust peavad rahuldama teist jirku kovera vorrandi kordajad, et
kover puutuks

1) z-telge;
2) y-telge;
3) - ja y-telge.

11.38. On antud teist jarku kover
4o — 4oy +y° + 62+ 1 =0.

Kontrollida, millise kordaja k vddrtuse korral sirge y = kx

1
2
3
4

loikab antud koverat iihes punktis;
puutub antud koverat;

)
)
) 1oikab antud koverat kahes erinevas punktis;

) ei loika antud koverat.

11.39. Uurida antud koverate asendit reeperi telgede suhtes

1) 2® +day — 4o —y+4=0;
2) 2* —dz —y+3 =0;
3) 2%+ 6zy + 9y* — 18y = 0.

11.40. Leida kovera
32% 4+ 22y + 2y° + 32 — 4y =0

puutuja kovera punktides, mille abstsiss on —2.

11.41. Koostada kovera

202+ —day — 22 +6y —3=0
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11.42.

11.43.

11.44.

11.45.

11.46.

11.47.

11.48.

11.49.

puutuja vorrand, kui puutuja labib punkti P(3,4).
Koostada antud punkti ldbivate koverate puutujate vorrandid:

1) 0(0,0), 32* + Tay + 5y* + 4z + 5y + 1 = 0;
2) A(3,4), 22° — 4wy +y* — 22+ 6y — 3 =0;

Leida kovera
P 4ry+yi+20+3y—3=0

puutujate hulgast abstsissteljega paralleelsed puutujad.

On antud teist jarku joone
4o + oy +y* — 62 + 4y +2=0.

Leida selle joone puutujad, mis on paralleelsed y-teljega.

Leida kovera
oy +y°+20+3y—3=0

puutujad, mis on paralleelsed sirgega 3z + 3y — 5 = 0.
Leida antud teist jarku joonte

(a) 32 + 22y + 2y° + 3z — 4y = 0;
(b) 22* — a2y —y* — 150 — 3y +18 =0

puutujad, mis ldbivad punti A(—2,1), ning selgitada, miks me kummalgi
juhul voime saada ainult iihe puutuja.

Koostada teist jarku kovera vorrand, kui kovera keskpunkt asetseb reeoeri
alguspunktis, kover 1dbib punkti M (6, —2) ja puutub sirget  —2 = 0 punktis
N(2,0).

Punkt P(1,—2) on teist jirku kovera keskpunkt, kéver 1abib punkti Q(0, —3)
ja puutub z-telge reeperi alguspunktis. Koostada kovera vorrand.

Leida reeperi alguspunkti labivat, sirget
dr +3y+2=0

punktis (1, —2) ja sirget
r—y—1=0
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punktis (0, —1) puutuvat teist jirku joone vorrand.

11.50. Koostada teist jarku koverate, mis puutuvad abstsisstelge punktis (2,0) ning
ordinaattelge punkti (0, 1), keskpunktide hulga vorrand.

§3. Teist jarku joone diameetrid, peateljed
ja astiimptoodid

Olgu teist jarku joon méératud tildvorrandiga (L1.1]). Kui teist jarku joone pa-
ralleelsete koolude tous on k, siis koolude poolt médratud diameetri (s. t. sirge,
mille asetsevad koolude keskpunktid méadrab vorrand

(@117 + aroy + a13) + k(a12x + asy + azz) =0 (11.10)
ehk
F,+kF, = 0. (11.10)

Tsentraalse teist jarku joone koik diameetrid ldbivad kovera tsentrit. Parabooli
diameetrid on paralleelsed parabooli teljega.

Teist jarku kovera koolude sihti ja koolude poolt méaaratud diameetri sihti nime-
tatakse kaas- ehk konjugeeritud sihtideks antud teist jarku kovera suhtes. Kaas-
sihtide tousud rahuldavad tingimust

ajp + alg(k + k/) + aggk'k’/ =0. (1111)

Enese kaassihte nimetatakse astimptootilisteks sihtideks. Kaassihilisi diameetreid
nimetatakse kaasdiameetriteks. Ristuvaid kaasdiameetreid nimetatakse peadiameet-
riteks.

Ristreeperi korral teist jirku kovera peasihid méaératakse vorrandist

CLHI{PQ + (CLH - agg)k’ — Q12 = 0 (1112)

ehk 5
tan 2¢p = — 12 (11.13)

a1 — CL227
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kus ¢ on z-telje ja iihe peasihi vaheline nurk.
Kaldreeperi korral teist jirku kovera peasihid méiratakse vorrandist

(a1 — ag cosw)k® + (ay; — ag)k — (a12 — ay; cosw) = 0. (11.14)

Iga teist jarku kover omab kaks ristuvat peasihti. Erandi moodustab ainult ring-
joon, mille korral peasihid on méiramata.
Parabooli koigi diameetrite tous méaératakse seosest

ot 42 (11.15)
a2 a2z
ehk o
k=——, 11.16
3 (11.16)
kus a1 = o, a12 = af8, aze = % Parabooli peatelg miiratakse vorrandist
B _
F,+—F,=0. (11.17)
!

Parabooli teine peasiht on risti peadiameetriga, teist peatelge paraboolil ei ole.

Kui reeperi teljed on kaassihilised, siis teist jarku kovera vorrandis ei eksisteeri
tundmatute korrutisega liiget (s.t a;2 = 0). Lisaks kaob parabooli korral ka iiks
tundmatu ruuduga liige (s.t a;; = 0 voi ag = 0).

Kui teist jarku tsentraalse kovera korral reeperi telgedeks on peateljed, siis ko-
vera vorrand omab kuju

2 2, A
apnT” + ay” + E =0. (11.18)
Teist jarku joone vorrandi leidmist, kus reeperi telgedeks on peateljed, nimetatakse
kovera vorrand taandamiseks peatelgedele.

Parabooli lihtsama vorrandi saame, kui paigutame reeperi alguspunkti para-
booli tippu, s.t telje ja parabooli loikepunkti (a3; = 0), votame parabooli telje
abstsissteljeks (a5; = 0, ajy, = 0 ja a}; = 0) ja ordinaatteljeks parabooli puutuja
parabooli tipus. Saame

oy + 2a137 = 0. (11.19)

Kui tsentraalse kovera korral fokaaltelg valida abstsissteljeks ja ordinaatteljeks
kovera puutuja tipus, siis kovera nn. tippvorrand omab kuju

a2® 4 aboy? + 2d) 2 = 0. (11.20)
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Teist jarku joone asiimptootiliste sihtide (enese kaassihtide) tousud méératakse
seosest
ai + 2@12]€ + a22k2 =0. (1121)

Teist jarku kovera asiimptoote voib vaadelda kui asiimptootilise sihiga diameetreid.
Asiimptoodid voivad eksisteerida ainult tsentraalsete joonte korral. Hiiperboolil on
kaks reaalset asiimptooti, ellipsil kaks imaginaarset asiimptooti, 1oikuvad sirged
osutuvad ise asiimptootideks.

Kui astimptoodid valida hiiperbooli korral reeperi telgedeks, siis hiiperbooli vor-

rand omab kuju
2a122Y + apy = 0. (11.22)

Hiiperbooli vorrandit ((11.22)) nimetatakse hiiperbooli astiimptootiliseks vorrandiks.
Hiiperbooli vorrandi ((11.22) leidmist, kus reeperi telgedeks on asiimptoodid, ni-
metatakse hiiperbooli taandamiseks astiimptootidele.

11.51. On antud kover
22% — dx + 5y° — 8x 4+ 6 = 0.

Leida abstsissteljel asetseva koolu pikkus.

11.52. Millisel parameeter A vadrtusel kover
20 — 3y + P —Te+ Ay +4=0

1) eraldab ordinaatidel koolu pikkusega 3 iihikut;
2) puutub ordinaattelge?

11.53. Leida teist jarku kovera
502 —3zy+1y> —3x+2y—5=0

diameeter, mis ldbib selle kovera ja sirge x — 2y — 1 = 0 loikumisel tekkinud
koolu keskpunkti.

11.54. On antud teist jirku kover
day — 5y? + 22 +6y+1=0.

Leida selle kovera diameeter, mis 1abib punkti (—4,1).

11.55. Leida antud teist jarku kovera diameeter, mis on paralleelne antud sirgega:
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1) 52 — 6y +3y* —22 =0, 22 —3y=0;
2) 20 +4ay+5y  —8x+6=0, 22—y+5=0.

Leida kovera
6% —xy —2y* + 4y =0

diameeter, mis moodustab abstsissteljega nurga 45°.

Leida kovera
522 —3zy +y? —3x+2y —5=10

diameeter, mis labib selle kovera poolt sirgest x — 2y — 1 = 0 vélja loigatud
koolu keskpunkti.

Leida antud kovera
20 + 4y + 3> — 32z —3y =0

poolt sirgest z + 3y — 12 = 0 valja loigatud koolu keskpunkt.

Leida kovera
2 =2y + 2y —4x —6y+3=0

kaks kaasdiameetrit, kui iiks neist 1dbib reeperi alguspunkti.

Kovera
3% — 2oy 4+ 3y* +4r — 4y —4 =0

diameeter libib punkti A(1, —2). Koostada diameetri ja tema kaasdiameetri
vorrandid.

On antud kover
22 4 bay — 3y* + 3z + 16y = 0.

Leida selle kovera abstsissteljega paralleelne diameeter ning selle kaasdia-
meeter.

Leida kovera
ry—y =22 +3y—1=0

kaks kaasdiameetrit, kui iiks neist on paralleelne ordinaatteljega.

On antud parabool

22 — 6y + 9y? — 122 + 14y — 7 = 0.
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11.64.

11.65.

11.66.

11.67.

11.68.
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Koostada selle parabooli diameetri vorrand, kui diameeter

1
2

1&dbib reeperi alguspunkti;

on z-telje sihilise koolu kaassihiline;

)
)
3) on y-telje sihilise koolu kaassihiline;
4) moodustab oma kaassihiga nurga i%;
)

9) on risti oma kaassihiga.

On antud kover
32% 4+ 22y +2y° + 32 — 4y =0

ning ta iiks diameeter
r+2y—2=0.

Leida selle diameetri kaasdiameeter.

Leida kovera
322 — 6y +5y° —4x — 6y +10=0

kaasdiameetrid, mis moodustavad omavahel nurga 45°.

On antud teist jarku joon
52 — 3zy +y* —3r+2y —5=0

ja kaks punkti: A(2,1) ja B(1,4). Leida selle joone kodl, mis labib punkti B
ja on punkti A ldbiva diameetri kaasdiameeter.

On antud kover
372 + Toy + 5y° +4r + 5y +1 = 0.

Leida
1) z-teljega, 2) y-teljega, 3) sirgegar+y+1=0

paralleelsete koolu keskpunktide vorrandid.

Leida nelja punkti A(1,0), B(3,2), C(0,2) ja D(0,—2) labiva teist jarku
joone vorrand, kui koolude AB ja C'D sihid on teineteise kaassihid.



11.3. TEIST JARKU JOONE DIAMEETRID, PEATELJED JA... 87

11.69. On antud parabooli vorrand

a f

(ax + By)? + 2a137 + a3y + azz = 0,
@13 Q23

£ 0.

Leida parabooli puutuja vorrand suvalises punktis (o, yo) ning vastava kaas-
diameetri vorrand.

11.70. Leida antud teist jirku joonte peateljed (siimmeetriateljed):

1
2
3
4
ot
6
7
8

322 4 22y + 3y? + 62 — 2y — 5 = 0;
52?4 24wy — 2y* + 42 — 1 =0;
2* —3zy +y*+1=0;

52% + 8xy + 5y* — 18y + 9 = 0;
20y —4dx + 2y — 3 = 0;

22 —day + 4y? — 52+ 10y + 6 = 0;
22% + 3xy — 2% + 5y — 2 = 0;

v? —day + 4y* — 5 +6 = 0.

)
)
)
)
)
)
)
)

11.71. Leida parabooli
v —2xy+y +r—2y+3=0

telg.
11.72. Toestada, et {ildvorrandiga méidratud parabooli telje vorrandi voib esitada
kujul
an® + ajpy + a1z a1 + agy + ags
a2 13 a1z a1 =0.
Q22 (423 Q23 @21

11.73. Leida parabooli stimmeetriatelg ning tipp:

1) 2® +day +4y* — 62 — 2y +1 = 0;
2) 9% — 127y + 4y* — 8z = 0;
3) 3y* 4+ 22 — 6y +5=0.
Markus. Parabooli tippu voib vaadelda kui parabooli ja ta telje 1oikepunkti.

11.74. Leida kidunud tsentraalse teist jarku joone (Ioikuvate sirgete paari) peatel-
jed.
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11.75.

11.76.

11.77.

11.78.

11.79.

11.80.

11.81.
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Leida tingimus, mille korral kahel iildvorrandiga méaratud teist jarku joonel
on iihed ja samad peasihid.

Leida kahe antud kovera iihine diameeter:

o —ay—y’ —z—y=0jaa’+2xy+y* —x+y=0;
2) 2? — 2ry —y® — 22 — 2y =0 ja o — 20y +9° — 22 — 2y = 0.

On antud kaks teist jarku joont:
32 — 2zy 4+ y* + 62 — 10 = 0, 3% — 2xy —y* + 6y — 10 = 0.

Leida molema kovera kaasdiameetrite paar, nii et iihe paari diameetrid olek-
side paralleelsed teise paari diameetritega.

Leida reeperi alguspunkti ldbiva teist jirku joone vorrand, kui on teade selle
kaks paari kaasdiameetreid:

r—3y—2=20 i oy+3=20
a
Sr—by—d=0 " Yow—y—1=0
On antud kaks paari sirgeid

20 — 3y =10 o r—y=20

r4+2y=0 " \3z—sy=0
mis on teist jarku joone kaasdiameetriteks. Leida selle joone vorrand, kui ta
ldbib punkti (1,1).

Toestada, et kui kolmnurga

1) iimber joonestatud, 2) sisse joonestatud

teist jarku joone keskpunkt {ihtib kolmnurga raskuskeskmega, siis teist jarku
joon on ellips.

Toestada, et teist jarku joone iimber joonestatud roopkiiliku diagonaalid on
selle kovera kaasdiameetrid.
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11.82. Teist jarku joone
22 —6ry +1y*+4=0

sisse on joonestatud roopkiilik, mille iiheks kiiljeks on sirge x — 1 = 0. Leida
iilejadnud kiilgede vorrandid.

11.83. Toestada, et roopkiiliku 1) iimber, 2) sisse joonestatud teist jarku joon on
alati tsentraalne ning ta keskpunkt iihtib ré6pkiiliku diagonaalide loikepunk-
tiga.

Hiiperbooli astimptoodid.

11.84. Leida jirgmiste hiiperboolide asiimptoodid:

322 4+ 22y —y? + 8z + 10y + 14 = 0;

—
&

)
(b) 32% 4+ 100y — Ty* + 4o +2y +1 = 0;
(¢) 102y — 2y* + 62 + 4y — 21 = 0;
(d) 22° — 32y — o + 3y + 4 = 0;
(e) 102 4 212y + 9y* — 41z — 39y + 4 = 0;
(f) 2* — 3wy — 10y* + 62 — 8y = 0;
(g) 32+ 2zy — y* + 8z + 10y — 14 = 0;
(h) 32* + 7oy + 4y* + 50 + 2y — 6 = 0;

)

102y — 2y* + 62 + 4y + 11 = 0.

~~
—e

11.85. Koostada teist jarku joone vorrand, kui ta osutub hiiperbooli
302 + 10zy + Ty* +4x +2y+1=0

astimptootide paariks ning leida need astimptoodid.
11.86. Toestada, et

1) koigil teist jarku koveratel, mille vorranid erinevad tiksteisest ainult va-
baliikme poolest, on iihised asiimptoodid;

2) kui kahel koveral on iihised asiimptoodid, siis nende vorrandite koikide
liikkmete, vélja arvatud vabaliikmed, vastavad kordajad on vordelised.

Leida kovera
22° + 3xy — 2y° + 3z + 1ly + A =0

astimptoodid erinevate A\ vadrtuste korral.
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11.88.

11.89.
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11.91.
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Kahe hiiperbooli tildvorrandid on

CL11I2 -+ 2a12xy + a22y2 + 2&131’ + 2a23y + as3 = 0,
an@® + 2a122Y + asey” + 2a132 + 2as3y + bz = 0.

Milline on tarvilik ja piisav tingimus, et need hiiperboolid asetseksid nende
iihiste asiimptootide poolt moodustatud erinevates tippnurkades.

Leida koverate, mille asiimptootideks on
ALU+By+C:O ja Alx—i—Bly—l—Cl:O,

iildvorrand.

Koostada hiiperbooli vorrand, kui hiiperbooli fookus asetseb punktis P(—2, x)
ja hiiperbooli asiimptootideks on sirged

2 —y+1=0 ja z+2y—7=0.

Teist jarku joon labib punkti (1, —1) ning ta asiimptootideks on kaks sirget:
20 +3y—5=0 ja dHxr+3y—8=0.

Leidke selle joone vorrand.

Koostada hiiperbooli vorrand, kui ta astimptootideks on sirged
r—1=0 ja 20—y+1=0

ning ta puutub sirget
dr+y+5=0.

Leida hiiperbooli vorrand, kui fookus on F'(—2,2) ning sirged
2 —y+1=0 ja z4+2y—7=0

on astimptootideks.



11.3. TEIST JARKU JOONE VORRANDI LIHTSUSTAMINE. .. 91

11.93. Millist tingimust peavad rahuldama hiiperbooli iildvorrandi kordajad, et hii-
perbool oleks vordhaarne?

11.94. Toestada, et vorrand
(A1z + By + ¢1)* — (Agz + Boy + 2)* = 1,

Al Bl

kui A, B

= (0, médrab hiiperbooli ning leida ta asiimptoodid.

§4. Teist jarku joone vorrandi

lihtsustamine reeperi poorde abil

Olgu teist jarku tsentraalne joon midratud mingi ristreeperi suhtes vorrandiga

A
511.1'/2 + 2312$/y’ + 822@/2 + g = 0. (1123)

Kui teostada ristreeperi pdore nurga « vorra, siis punkti koordinaadid teisenevad
jirgmiste valemite jirgi:

(11.24)

2 = X cosa — Y sina,
y' = Xsina + Y cosa.

Asendades seosed ([11.24]) joone vorrandisse ((11.23)), saame tundmatute korrutisega
liikme kordajaks

2

a/12 = (ag92 — ay1) cosasina + alg(cos2 asin” @)

ehk ]
Ay = §(a22 — ay1) sin 2a + aq3 cos 2av.
Kui reeperi teljed on kaassihilised, siis teist jarku kovera vorrandis ei eksisteeri
tundmatute korrutisega liiget (s. t. aj, = 0).

Kuna enne pooret ei ole teljed kovera peasihilised, s. t. a;o # 0, siis on alati
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voimalik valida nurka ¢ nii, et peale pooret aj, = 0, s. t. tuleb votta

11 — Q12
t 200 = ——. 11.25
cot 2c 2ars ( )

Kui teist jarku tsentraalse joone korral reeperi telgedeks on peateljed, siis joone

vorrand omab kuju
A
Ma? 4+ doy? + <=0 (11.26)

Saadud vorrand on peaaegu kanooniline vorrand, millest {ileminek kanoonilisele
vorrandile on vaga lihtne.

Ruutliikmete kordajad A; ja Ay voime leida vahetult teist jarku joone karakte-
ristlikust vorrandist.

ai — A a2
=0 11.27
a2 Q2 — )\‘ ( )
ehk
M —SA+6=0, (11.28)

kus S = aq; + age.

Kordajad Ay ja Ay on karakteristliku vorrandi lahendid, nad on alati reaalsed ja
neid on voimalik arvutada vahetult ldhtevorrandist.

Mirkus. 22 kordajaks voib votta iikskoik kumma lahenditest A\; voi Ag. Valik
soltub ainult sellest, kumba telge me nimetame x-teljeks ja kumba y-teljeks, mis
on aga ebaoluline.

Poordenurga o leidmise valemi voib teisendada kujule

A —
k=tana = L1 (11.29)
12

kus & on esimese peatelje (siimmeetriatelje) tous.

Parabooli lihtsama vorrandi saame, kui paigutame reeperi alguspunkti parabooli
tippu, s. t. telje ja parabooli 16ikepunkti (a3; = 0) ja votame parabooli telje abst-
sissteljeks (ap; = 0, aj, = 0ja aj; = 0) ning ordinaatteljeks parabooli puutuja
parabooli tipus. Saame

aboty? + 2a137 = 0. (11.30)

Kui tsentraalse kovera korral fokaaltelg valida abstsissteljeks, reeperi alguspunk-
tiks iiks fokaaltipp ja ordinaatteljeks kovera puutuja tipus, siis kovera nn. tippvor-
rand omab kuju

a2 + abyy? + 2di 52 = 0. (11.31)



11.4. TEIST JARKU JOONE VORRANDI LIHTSUSTAMINE. .. 93

Ellipsi voi hiiperbooli asend méaédratakse ldhtreeperi suhtes jargmiselt:

a) kovera keskpunkt leitakse vorrandisiisteemist

an + apy + a3 =0, apT + axpy + as =0,

b) kovera fokaaltelje (uue x-telje) tous leitakse seosest

k:>\1—(1117

Q12

kus A\; on karakteristliku vorrandi lahend (ellipsi korral absoluutviértuselt viiksem
lahend, hiiperbooli korral see lahend, mille mérk iihtib A mérgiga). Kévera peaaegu
kanooniline vorrand omab kuju

A
)\1x2 + /\2y2 + g =0.

Parabooli asendi médramiseks leiame parabooli tipu kui parabooli telje

11613 + G12G23

anx + appy + =0
a + a2
vOl n
A220A23 T Q12013
127 + a0y + =0
ain + a2

ja parabooli loikepunkti.
Q12 Q22 aiz2 A2

Vektor 7 =
a1z Qa23 a1z Qa2
suunatud tema nogususe poole (positiivne suund). Parabooli parameeter méaéra-

takse valemist
A
b= R

Niide 1. Leida jargmise ruutvorrandiga méadratud koonuseloike tiiiip, asend ja
kanooniline vorrand

,— ) on paralleelne parabooli teljega ja on

6y + 8y* — 122 — 26y + 11 = 0.
0 3 —6 ‘03

Lahendus. A =| 3 8§ —13|=81#0,0= 3 3

=90
-6 —13 11
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Joonis 11.1

Leiame karakteristliku vorrandi A2 — A — 9 = 0. Seega selle lahendid on \; = 9,

Ay = —1. Tema peaaegu kanooniliseks vorrandiks on
1
9X? - Y? + 8y
-9
ja kanooniliseks vorrandiks
Y2
X? - =1
-9

Keskpunkti méairab vorrandisiisteem
3y —6 =0,
3r+8y—13=0.

Keskpunktiks on punkt C'(—1,2), fokaaltelje tous k =

tan o = 3.

)\1—6111 9
= - = 3, st
3~ 0°

a2

Niide 2. Leida koordinaatide teisendusvalemid, mis teisendavad [I} néites antud
hiiperbooli vorrandi kanoonilisele kujule.

Lahendus. Hiiperbooli keskpunkt asetseb punktis G(—1,2) ja fokaaltelje tous
= 3 (néide [1). Seega
1 3

CoOsp = ——, siny =—.

V10’ V10

Jarelikult koordinaatide teisendusvalemid on
X —3Y ] B 3X+Y
V10 ’ Y V10

Tr =
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ning
_rx+3y—5 Y_—3x+y—5

Vio T V10

Naiide 3. Leida koonuseldike
6zy + Sy* — 122 — 26y + 11 =0

fookused ja juhtsirged.

2
Lahendus. Kéver on hiiperbool, mille kanooniline vorrand on 22 — Y. — 1. Koordi-

naatide teisendusvalemid {ileminekuks kanooniliselt vorrandilt lahtevorrandile on
X:x+3y—5 Y_—3m+y—5'

vio T V10

Fookuste koordinaadid kanoonilises reeperis on
Xp,=—V10, Yp =0, Xp =v10, Yp =0

Juhtjoonte vorrandid kanooniliste reeperite suhtes on

Y=+

e

ning lahtereeperi suhtes
r+3y—5 1

VIO V10

ehk
r+3y—4=0, r+3y—6=0.

Niide 4. Leida ruutvorrandiga
v —doy+ 4y +4r -3y —T7=0

maaratud koonuseloike tiiiip, asend ja kanooniline vorrand.
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Lahendus. 6 =0, A = —%. Jérelikult ko-

25
ver on parabool. Parameeter p = T =
1 1
—— ning kanooniline vorrand Y? = —X.
2/5

Telje vorrand on = — 2y + 1 = 0. Parabooli
tipu médrab siisteem

r—2y+1=0,
dr+3y—6=0

ja tipp on A(3,2). Parabooli nogususe poole
suunduva parabooli peatelje sihivektoriks on
q = (—2,—1). Joonise tegemisel on kasulik Joonis 11.2
arvestada, et kui X = /5, siis Y = +1.

Naide 5. Leida parabooli
v? —day + 4y 4 -3y —T7=0

fookus ja juhtsirge.

1
Lahendus. Antud parabooli tipp on A(3,2), parameeter p = ﬁ ja telje sihi-
vektor ¢ = (=2, —1) (positiivses sihis). Siis
2 . 1
—, sinp=——,
Vi TR

kus ¢ on z-telje ja X-telje vaheline nurk. Jarelikult teisendusvalemid on

Cosp = —

L T2X Y
V5

X -2y
V5

+3, +2

ehk
_ 2x—y+38 Y_ac—2y—|—1

I AV

Fookuse koordinaadid kanoonilises reeperis on
1

X=— Y=0
45
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ja lahtereeperis x = 2,9; y = 1,95. Juhtsirge vorrand kanoonilises reeperis on

1
__4\/5

ja lahtereeperis 8x + 4y — 33 = 0.
Naide 6. Leida ruutvorrandiga

2 —Sry+ 4y +x+2y—2=0
méadratud koonuseloike tiilip ja asend.

9
Lahendus. 6 = —— < 0, A = 0. Vorrand méérab l6ikuvate sirgete paari. Kasu-

tades rithmitamise votet, saame nende sirgete vorrandid:
r—y—1=0, x—4y+2=0.

11.95. Teist jarku kovera vorrand on
6y + 8y° — 122 — 26y + 11 = 0.

Toestada, et see vorrand médrab hiiperbooli. Leida ldhtereeperi suhtes foo-
kuste ja tippude koordinaadid, juhtsirgete vorrandid ja hiiperbooli tippe l&-
bivate puutujate vorrandid.

11.96. Leida antud teist jarku koverate kanoonilised vorrandid, kasutades reeperi-
teisendusi. Kirjeldada antud koverate asendeid ldhtereeperi suhtes:

1)x+2y + 4a — 4y = 0; 6) 2%+ 6x + 3y + 6 = 0;
2) da” -y’ —8r — 6y —4=0; 7) 4y +4r — 2y +1=0;
3) 4o +4x 42y —1=0; , ,
4) 6x +8y 43z —dyt1=0; &3 -2 +6r+dy+1=0;
5) 2 v —6r+9y—2=0; 9) zy+at+y=0.
11.97. On antud teist jarku jooned:
1) 322 + 2y +9° —7=0; 4) 22— 2* +3=0;
2) 522 +3y* +2 —2=0; 5) 322 —4y* +2y +5=0;

3) 2%+ 3y* + 4o — 5y = 0; 6) 82% —3y? +2x — 5y +1=0.
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Selgitada koverate asendite isedrasusi reeperi telgede suhtes.

Leida antud teist jarku joonte kanoonilised vorrandid, kasutades reeperitei-
sendusi. Kirjeldada teist jarku joonte asendeid vana ja uue reeperi suhtes.

1) 322% 4+ B2zxy — Ty* + 180 =0;  4) 5a® + 24ay — 5y° = 0;

2) 52° — 6xy + 5y* — 32 = 0;
3) 1722 — 12xy + 8y* = 0; 5) 5a? — 6xy + 5y* + 8 = 0.

Joonestada antud tsentraalsed koonuseloiked. Leida koordinaatide teisendus-
valemid iileminekuks antud reeperilt teist jirku joone kanoonilisele reeperile:

1) 32% 4 10zy + 3y* — 22 — 14y — 13 = 0;
2) 2527 — 14wy + 259° + 642 — 64y — 224 = 0;
3) 4xy + 3y? + 16z + 12y — 36 = 0;
4) T2* + 6y — y* + 28z + 12y + 28 = 0;
5) 192% + 6xy + 11y* + 382 + 6y + 29 = 0;
6) 52 — 2y + 5y* — 4z + 20y + 20 = 0.
Joonestada antud mittetsentraalsed teist jarku jooned. Leida koordinaatide
teisendusvalemid iileminekuks antud reeperilt teist jirku joone kanoonilisele
reeperile:
1) 922 — 24zy + 169* — 202 + 110y — 50 = 0;
2) 92% + 12xy + 4y* — 24z — 16y + 3 = 0;
3) 162* — 24y + 9y* — 1602 + 120y + 425 = 0.

On antud kover
2% — 122y — Ty* + 8z + 6y = 0.

Leida kovera vorrand, kui reeperi telgedeks on kovera siimmeetriateljed.
On antud koverad

1) 92° — day + 6y* + 62 — 8y + 2 = 0;

2) 322 4 60xy + Ty? — 162 — 2y + 1 = 0;

3) 2zy + 3z —y — 2 = 0;

4) 522 + dxy + 8y? — 32z — 56y + 80 = 0;

5) 52 4+ 12xy — 227 — 12y — 19 = 0.
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Leida nende koverate vorrandid, kui reeperi telgedeks on kovera peateljed.

Leida iga jargmise vorrandiga méiratud tsentraalse teist jirku kovera kesk-
punkt, fokaaltelje tous ja kanooniline vorrand:
1) 52% 4 4ay + 8y* — 322 — 56y + 80 = 0;
2) 522 + 8xy + 5y? — 18x — 18y + 9 = 0;
3) 5x% + 6y + 5y — 162 — 16y — 16 = 0;
4) 6xy + 8y* — 121 — 26y + 11 = 0;
5) 7a? + 16xy — 23y* — 14a — 16y — 218 = 0;
6) 7x* — 242y — 38z + 24y + 175 = 0.
Kasutades reeperiteisendusi, kontrollida, et iga jargnev vorrand mééirab 16i-
kuvate sirgete paari. Leida sirgete vorrandid ldhtereeperis:
1) 2 —bzy+4y° + o +2y —2=0;
2) 42? — 120y +9y* — 22+ 3y —2 = 0.
Teisendada antud parabooli vorrandid lihtsamale kujule:
1) 927 4 24wy + 16y* — 402 + 30y = 0;
2) 2* + 2ry +y* — 8x +4 = 0.

Maérata antud koverate tiilip ja asend, lihtsustades eelnevalt koverate vor-
randeid reeperiteisenduste abil

1) 22 — 4oy +2y* + 32 — 5y + 2 = 0;

2) 2° —2xy +y* +4r—5=0.

Leida iga jargneva vorrandiga médratud parabooli tipp (), parameeter ja
telje siht:

1) y* — 10z — 2y — 19 = 0; 5) y=Ax* + Br+C, A#0;
2) y® — 6x + 14y + 49 = 0;

)y2 ! Y 6) y = a° — 8z + 15;

3) 42 + 8z — 16 = 0;

)

4) x* — 62 — 4y + 29 = 0; 7) y = x* + 6.

Leida antud paraboolide kanooniline vorrand, tipu koordinaadid ja siimmeet-
riatelje sihivektor:

1) 922 + 24zy + 16y — 230z + 110y — 475 = 0;
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9) 2% — 22y +y* — 10z — 6y + 25 = 0;
3) 922 + 24xy + 16y — 40z + 30y = 0;
4) 2+ 2zy+y* —8x +4 = 0;

5) 42 —day +y* — 2r — 14y +7 = 0.

Selgitada reeperi telgede paiknemist antud parabooli suhtes:

1) 2> =22y +y* + 20 —6y=0; 3) 32° —4y+5=0;
2) 22° 4+ 61—y —1=0; 4) 4y* — 22 — 3 =0.

Teades parabooli parameetrit, koostada parabooli vorrand, kui reeperi tel-
gedeks on parabooli fokaalkoolu otspunkti ldbivad puutuja ja normaal.

Parabooli parameeter on p. Koostada parabooli vorrand, kui reeperi telge-
deks on parabooli fokaalkoolu otspunktides voetud puutujad.

Niidata, et kover
y =az’+2br+c (a#0)

on parabool, mille telg on paralleelne y-teljega.

Leida antud parabooli
(z-cost+y-sint)? = 2p(z -sint —y - cost + q),

(g>0,0<t< g) kanooniline vorrand. Kirjeldada parabooli asendit antud

reeperi suhtes. Koostada antud parabooli telje vorrand ja puutuja vorrand
parabooli tipus.

Toestada, et vorrand
(A1 + by + C1)* + (Agz + Boy + Co)? = 1,
A1 Bl

A2 B2
kanooniline vorrand ning méiarata ta asend ldhtereeperi suhtes.

kus = 1ja A1 As+ By By = 0, méaarab ellipsi. Koostada selle ellipsi

Toestada, et vorrand

|Ax + By + C|

V(@ —20)? + (y — o) =
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kus 0 < e < 1, méaérab ellipsi. Leida fookuste koordinaadid ning juhtsirge
vorrand.

Toestada, et vorrand
|Az + By + C|
T —x0)%2+ (y —yg)? = ,
V=2 + (5 - ) o

kus e > 1, méidrab hiiperbooli. Leida fookuste koordinaadid ja juhtsirge
vorrand.

Kui palju teise astme liikmeid ja milliseid kuuluvad 1) ellipsi; 2) hiiperbooli;
3) parabooli vorrandisse?

Leida kovera
52% — 8xy + 5y* — 122 + 6y = 0

fookused ja juhtsirged.

Leida parabooli
92% — 24xy + 16y* — 162 — 12y —4 =10

fookus ja juhtsirge.

Leida iga jargneva teist jarku joone keskpunkt, siimmetriateljed, fookused,
juhtsirged, puutujad kovera tippudes, hiiperboolide astimptoodid ja iga ko-
vera kanooniline vorrand:
1
2

) 52% 4+ 5y? + 8xy — 18z — 18y + 9 = 0;

) 5a? + 8y + day — 32z — 56y + 80 = 0;

3) 2zy — 4z — 2y + 3 = 0;

4) 8y* + 6xy — 120 — 26y + 11 = 0;

5) 1622 + 9y + 24y — 1702 + 310y — 1025 = 0;
6) 2>+ 9> +2xy —8x+4=0;

) a2+ y? —xy — 1,3z + 6,8y +13.03 = 0;

8) 5a? —|—5y — 62y + 8z 4 8y + 20 = 0;

9) x

10)

y + 2y = 0;
20xy — 15y* — 8z + 16y — 4 = 0;
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11) 4 — 122y — 8z + 12y — 60 = 0;
12) 52° +5y + 6zy — 162 — 16y — 16 = 0;
13) 1322 + 4y* + 122y — 50z — 28y — 11 = 0;
14) 2% + 7y* — 8xy + 61 — 6y + 9 = 0;

15) dzy + 4y — 1 = 0;

16) 922 + 1642 + 24xy — 230z + 110y = 0;

17) 42 + 9y* + 122y + 22 — 10y — 1 = 0.
Leida hiiperbooli

1) 22y —6x +4y — 1 =0;
2) 22% — 122y — Ty* + 82 + 6y = 0

astimptootiline vorrand.

Mairkus. Kui reeperi telgedeks on hiiperbooli asiimptoodid, siis hiiperbooli
vorrandit nimetatakse astimptootiliseks vorrandiks.

Leida reeperiteisendus ja koordinaatide teisendusvalemid, mille tulemusena
hiiperbooli kanooniline vorrand teiseneb hiiperbooli astimptootiliseks vorran-
diks.

Kaldreeperis on koonuseloiked méédratud jargmiste vorranditega:

1) 322 — 4oy +4y* — 22 — 4y +2 =0, w = 120°;
2) 2? +ay+y? —22—4y —12=0, w = 60°.

Leida antud koonuseloike vorrandid, kui reeperi telgedeks votta koonuseloi-
gete peateljed.

Kui reeperi telgedeks on kovera kaks diameetrit, mis moodustavad teinetei-

™ L ~
sega nurga 3 siis kovera vorrand on

v? + 7 =4

Leida kovera vorrand juhul, kui reeperi telgedeks on kovera peateljed.
Paraboolid on méaératud kaldreeperi suhtes jirgmiste vorranditega:

1) 2* + 22y +y* — 62 +2y —3 =0, w = 60°
2) 2* +y =0, w=120".
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Leida antud paraboolide vorrandite lihtsamad kujud.

Afiinses reeperis (g11 = 9, g12 = 36, g2o = 169) on teist jarku kover madratud
ruutvorrandiga

182% + 189xy + 418> — 3z — 17y — 1 = 0.
Leida kovera peateljed.
Leida teist jarku joone
502% — 2y* —5x + 5y —1=0
peateljed, kui g11 = 25, g12 = 3, ga2 = 1.
Koostada parabooli
4o 4+ 28zxy +49y* + 120 — 1 =0

telje vorrand, kui g1; = 4, g12 = 8, g22 = 25.

Leida parabooli
2? —day +4y* — 4o — 4y =0

siimmeetriatelg ja tipp, kui g3 = 1, g12 = —5 goo = 1.

Invariantide kasutamine

teist jarku joone iildises teoorias

Olgu teist jérku joon (kvadrik) méaratud iildvorrandiga (11.1). Koik teist jarku
jooned jagatakse koigepealt kahte rithma.

L.

IT.

Teist jarku koverad ehk kidumata teist jarku jooned: ellips, hiiperbool, pa-
rabool.

Sirgete paarid ehk kidunud teist jirku jooned.
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Kovera tiiiipi on koige lihtsam kindlaks teha, kasutades teist jarku joone inva-
riante.

Iga poliinoomi, mis on koostatud teist jarku joone vorrandi kordajatest ning
mis jadb muutmatuks iileminekul iihest ristreeperist teisele, nimetatakse teist jér-
ku joone ortogonaalseks invariandiks. Invarianti F'(aq1,ass, .. ., ass) iseloomustab
seega vordus

F(ay1,a12,...,a33) = F(a'u,a’12, ce >ag3)7

kui a;, on sama teist jirku joone vorrandi kordajad uue ristreeperi suhtes.
Teist jarku joone ortogonaalseteks invariantideks on

1) teist jarku joone diskriminant

11 a1z 413
A= |aia ax 23] ,
@13 Ag3 a33

2) ruutliikmete diskriminant

ailr aig
M

a12 Qa2

5 —

3) ruutliikmete diskriminandi jalg.

S = a1 + az.

Teist jarku joone tiiiibi madramiseks invariantide abil voib kasutada jargmist
tabelit:

Teist jarku koverad Sirgete paarid
A#0 A=0
550 ellips (reaalne voi imaginaar- | imaginaarsed sirged, mis loikuvad
ne) reaalses punktis

kollineaarsed sirged (paralleelsed voi

0=0 parabool tihtivad, reaalsed voi imaginaarsed)

0<0 hiiperbool reaalsed loikuvad sirged

Invariantide korval tuleb monikord kasutada ka nn. semuinvariante, s.t selliseid
poliinoome teist jarku joone vorrandi kordajatest, mis jadvad muutmatuteks rist-
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baasi pooramisel sama alguspunkti iimber, kuid mis reeperi alguspunkti nihkel
iildjuhul muutuvad. Teist jirku joone puhul on selliseks semiinvariandiks néiteks

ail; as Q22 A23
o= +

@13 Aass Q23 A33

Kui teist jarku joon on mairatud iildvorrandiga afiinse reeperi R = 0, é; suhtes
ning ¢;; = €;¢;, siis teist jarku joone afiinseteks invariantideks on

11 Q12 413
1
A= 5 Q12 A2 (23]

@13 Aa23 a33

1 (a1 a2

Y

g aiz2 a2

a11  g12 g11 QA12
_|_

1
S:

g 12 g22 gi12 a22

kus g = g11922 — gia-
Afiinsed invariandid ei muutu iileminekul iihelt afiinselt reeperilt teisele.
Afiinseks semiinvariandiks on

gi1 aiz2 a3 a1 g2 413

0= @12 G2 Qo3| T a1z Gao Qo3

g
0 a9z ass a3 0 ass

Teist jarku joonte klassifikatsioon koos kanooniliste vorranditega:



106 PEATUKK 11. TEIST JARKU JOONE ULDINE TEOORIA

Teist jarku koverad Sirgete paarid
A#0 A=0
ellips kaks imaginaarset 1oikuvat sirget,
S <0, S > 0, mis loikuvad reaalses punktis
reaalne imaginaarne ) )
>0 ellips ellips x_ + ¥ _ 0
2?2y 2?2y b2
—+5=1] 5+5=-1
b2 b?
parabool Kollineaarsed sirged:
) kaks kaks kaks imag.
§=0 y* =2pX paralleelset | iihtivat | paralleel-
sirget sirget set sirget
22 = a? 22 =0 z? = —d?
hiiperbool kaks loikuvat sirget
2 2 2 2
§<0 Y Yy
a? b2 a? b2

Vaatame ldhemalt ortogonaalset invariantide kasutamist teist jirku joone ka-
noonilise kuju leidmiseks. Invariandid arvutame alati 1ahtevorrandist.

1) A # 0, # 0. Jarelikult on meil tegemist tsentraalse teist jirku koveraga
(ellipsi voi hiiperbooliga). Molemal juhul voime peaaegu kanoonilise vorrandi
kirjutada kujul

ay X2+ ahyY? + ags = 0.

Leides invariandid ka saadud vorrandist, saame kordajate aj;, as, ja as,
leidmiseks vorrandisiisteemi

ai, 0 0 /
/ a1y 0 / /
A=10 a5y 01, 0= ;S =ay +ag
0 ah
0 0 aj

ehk
/ / r_
ayy - gy - A3 = A,
/ r_
ayy - Ay =0,

/ r
ayy + age =5,
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kus A, ¢ ja S on antud arvud (leitud ldhtevorrandist). Lahendades siisteemi,
leiame, et ah; = — ja @), ja ab, on karakteristliku vorrandi A> — S\ +6 = 0

)
lahendid.

2) A #0,9=0,s.t kover on parabool. Parabooli peaaegu kanoonilise vorrandi
voime kirjutada kujul
ahoty? — 2a) 37 = 0.

Analoogiliselt juhuga [1)

A=|0 dyy 0 |, S=uay#0.

Siit ab, = S, a}3 = — ning kanoonilisele vérrandile iileminek ei paku enam

S
raskusi.

3) Kui reeperi telgedeks votta hiiperbooli asiimptoodid, siis hiiperbooli astimp-
tootiline kanooniline vorrand ehk liihemalt asimptootiline vorrand omab ku-
ju

2y =a (11.32)

ehk 2a,2y — a4y = 0.
Kuju (11.32) leidmiseks saame vorrandisiisteemi

0 afy O
A=ld, 0 0, 6=—di3,
0 0 aj
millest leiame
12 ! A

11.130. Kasutades invariante, médrata jargmiste teist jarku joonte tiiiibid:

1) 2?4+ 62y +y* + 62 +2y — 1 = 0;
2) 327 — 22y + 3y® + 4o + 4y — 4 = 0;
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3
4
5) a? —xy—y P —x—y=0;
6) x2 +1y? — 4z — 6y = 0;

)
)
)
)
) Vr+ VY=V
)
)
)
)

2? — dxy + 3y + 21 — 2y = 0;
y* + 5xy — 142% = 0;

8) 2% — 4wy +4y* + 22 — 2y — 1 = 0;
9) 2y + 8z + 12y — 3 = 0;

10) 92° — 6y + y* — 62 + 2y = 0;
11) 42° — 4oy +y* + 42 — 2y + 1 = 0;

11.131. Kasutades invariante, madrata jargmiste teist jarku joonte tiiiibid:

1) 2% —2zy + 2y* — 4z — 6y + 3 = 0;

) 32% — 8wy + Ty* + 8z — 15y + 20 = 0;

) 5a? + lday + 11y* + 120 — Ty + 19 = 0;

) 82 — 12zy + 17y* + 160 — 12y + 3 = 0;

) 622 — 6xy + 9y* — 4o + 18y + 14 = 0;

) @ — 22y — 2y* — 4o — 6y + 3 = 0;

) 222 + 102y + 12y* — Tz + 18y — 15 = 0;
) 32% — 2wy — 3y + 12y — 15 = 0;
) (z+2y)° —3y° =1;

10) 2z —y)(z—y)—1=0;
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

© 00 ~I O Ot k= W N

1) 2® 4+ 22y +y* +y = 0;

12) 2% — 2xy +9* — 4o — 6y +3 = 0;

13) 2 — 4oy +4y* +7x — 12 = 0;

14) 252% — 20xy + 4y* — 122 + 20y — 17 = 0;

15) 2% + 32y — 2y* + 52 + 10y = 0;

—_

13
16) 2% — 2zy — 29> —4x—6y—§:O;
17) 2* +2vy + 9> + o +y = 0;
18) 4a* — 122y + 9y* — 25 = 0;
19) 922 + 30xy + 253 = 0;
20) 4a® — day +y* + 122 — 6y + 9 = 0;
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21) 2? — 2zy + 2y* — 4o — 6y + 29 = 0;
22) 5x% — 22y + 5y — 4x + 20y + 20 = 0.
11.132. Kasutades invariante, teisendada antud tsentraalsete teist jirku koverate vor-
randid kanoonilisele kujule:
1) 2 + 22y — y* + 8z + 4y — 8 = 0;
2) Tx? — 24xy — 38x + 24y + 175 = 0;
3) 52 + 8xy + 5y* — 18z — 18y + 9 = 0;
4) 52 4+ 12xy — 22x — 12y — 19 = 0.
11.133. Kasutades invariante, teisendada antud teist jarku koverate vorrandid ka-
noonilisele kujule:
1) 142® + 24ay + 21y* — 4o + 18y — 139 = 0;
2) 11z% — 20zy — 4y* — 202 — 8y + 1 = 0;
3) 292% — 24y + 36y + 822 — 96y — 91 = 0;
4) 4x* + 24xy + 11y + 64x + 42y + 51 = 0;
5) 412” + 24zy + 9y* + 247 + 18y — 36 = 0.

11.134. Toestada, et suvalise teist jiarku elliptilise vorrandi (6 > 0) korral kumbki
kordajatest a1 ja age ei voi muutuda nulliks ja nad on sama mérgiga arvud.

11.135. Toestada, et teist jarku elliptiline vérrand (6 > 0) méirab

1) reaalse ellipsi parajasti siis, kui a;; ja A on erimérgilised arvud,
2) imaginaarse ellipsi parajasti siis, kui a1; ja A on samamaérgilised arvud;
3) kidunud ellipsi (punkti) parajasti siis, kui A = 0.
11.136. Kontrollida kasutamata reeperi teisendusi, et iga jargnev vorrand méirab
ellipsi. Leida ellipsite peateljed:
1) 412 + 242y + 9y + 24x + 18y — 36 = 0;
2) 8% + day + 5y* + 167 + 4y — 28 = 0;
3) 132 4 18xy + 37y* — 262 — 18y + 3 = 0;
4) 132* + 10zy + 13y* + 462 + 62y + 13 = 0.
11.137. Reeperiteisendust kasutamata kontrollida, et iga jargnev vorrand médrab

ainult iihe reaalse punkti (imaginaarsete sirgete paari, mis 16ikuvad reaalses
punktis). Leida punktide koordinaadid:
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11.138.

11.139.

11.140.

11.141.

11.142.

11.143.
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1) 52% — 6ay +2y* — 22+ 2 = 0;

2) 2%+ 2zy + 2y° + 6y + 9 =0;

3) 5a? + 4wy +y* — 62 — 2y +2 = 0;
)

4) a? — 6y + 10y* + 10z — 32y + 26 = 0.

Toestada, et teist jarku hiiperboolne vorrand (6 < 0) méérab

1) hiiperbooli parajasti siis, kui A # 0;
2) loikuvate sirgete paari parajasti siis, kui A = 0.
Kontrollida, et iga jirgnev vorrand méirab hiiperbooli, kasutamata reeperi-
teisendusi. Leida hiiperboolide poolteljed:
1
2

3
4

) 42 + 24ay + 1192 + 64z + 42y + 51 = 0;
) 1222 + 262y + 12y* — 522 — 48y + 73 = 0;
) 32 + 4wy — 122 + 16 = 0;

) 2% — 6y — Ty* + 10z — 36y + 23 = 0.

Toestada, et vorrand
]{?1.@ + bl

y:k2x+b2

madrab hiiperbooli.

Milline on hiiperbooli vorrand, kui iiks ta telgedest voi molemad teljed on
paralleelsed asiimptootidega?

Invariante kasutades leida antud hiiperboolide asiimptootilised vorrandid:

1) 22% + 3zy — 2y* — 8x — 11y = 0;

2) 4r* — 2xy — y* + 62 + 2y + 3 = 0;

3) y* —2zy —4r — 2y — 2 =0;

4) 8y* + 6xy — 122° — 262 — 26y + 11 = 0.

Kahe hiiperbooli iildvorrandid erinevad ainult vabaliikmete poolest. Leida
sellele faktile geomeetriline sisu.
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11.144.

11.145.

11.146.

11.147.

11.148.

11.149.

Toestada, et kui hiiperbooli iildvorrandis asendada vabaliige arvuga (), mis
on médratud tingimusest

ail a2 ais
Q21 Q22 Q23 =0,

azy asz Q

siis saame antud hiiperbooli asiimptootide paari vorrandi.

Toestada, et suvalises teist jirku paraboolses vorrandis (0 = 0) ruutudega
liikmete kordajaid aq; ja ago ei ole voimalik teisendada samaaegselt nullideks.

Toestada, et suvaline tesit jirku paraboolne vorrand (§ = 0) méédrab para-
booli parajasti siis, kui A # 0 ja parabooli parameeter leitakse valemist

—A
p=l——3-
(@11 + ag2)?

Reeperiteisendusi kasutamata toestada, et iga jargnev vorrand maarab pa-
rabooli, ja leida parabooli parameeter:
1) 922 + 24zy + 16y* — 120z + 90y = 0;
2) 92? — 24xy + 16y* — 54a — 178y + 181 = 0;
3) x? — 24xy + 16y — 5dx — 178y + 181 = 0;
4) 92% — 6y + y* — 50z + 50y — 275 = 0.
Kontrollida, et iga jirgnev vorrand maéaédrab parabooli. Invariante kasutades
leida nende paraboolide kanoonilised vorrandid:
1) 2* — 2zy + y* — 10z — 6y + 25 = 0;
2) 4a? —day +y* — 20 — 14y +7 = 0;
3) 22 — 2y +y? —x — 2y +3=0;
4) 4o —day+y* —1x—2=0.
Toestada, et suvalist teist jirku paraboolset vorrandit (6 = 0) voib viia

kujule:
(ax + BYy)?* + 2a137 + 2a3y + F =0
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ja tema diskriminant avaldub valemiga A = —(a138 — agsa)?. Tdestada sa-
muti, et elliptilist ja hiiperboolset vorrandit sellisele kujule teisendada ei ole
voimalik.

11.150. On antud vorrand

(ax + By +7)*+2(Az+By+C)=0, @ b #0.

B A

Toestada, et

1) see vorrand madrab parabooli;

2) sirge ax + By + v = 0 on parabooli diameetriks;

3) sirge Ax + By + C' = 0 on parabooli puutujaks parabooli ja diameetri
loikepunktis.

11.151. Teisendad jirgnevad teist jarku paraboolsed vorrandid eelmises iilesandes
toodud kujule.
1) 2* +doy + 49> +4v +y —15=0;
2) 92° —6xy +1yP —2x+2y—14=0:
3) 252% — 20wy + 4y* + 3z —y + 11 = 0;
4) 1622 + 16xy + 4y* — 5x + Ty = 0;
5) 92% — 422y + 49y + 31 — 2y — 24 = 0.

11.152. Toestada, et paraboolse teist jarku vorrandi
(Ozl’ + 5y)2 + 2(1131’ + 2@23y + F = 0

voib teisenduse

r =1 cosp —y sinp, «
, . , tangp = ——
y =1 sinp + 3y cos g, 1G]
abil viia kujule
aboy® + 2a 47 + 2abgy + F' =0,
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kus
—A
a? 4+ 327

2 2 I
Upy = ° + 37, a3 =

Milliseid tingimusi peab rahuldama teist jarku vorrand aijxiyj =0,145 =
1,2, et ta médraks parabooli, mille telg on paralleelne 1) z-teljega, 2) y-
teljega.

Toestada, et kui teist jarku joone iildvorrand méirab parabooli, siis vorrandi
vabaliitkme muutumisel saame uue parabooli, kusjuures siimmetriatelje siht
ja nogususe suund ei muutu.

Toestada, et vorrand /z + \/y = v/a miérab parabooli.

Toestada, et iga homogeenne tesit jarku vorrand kahest muutujast
2 2 _
anz” + 2a1pry + axy” =0

médrab reeperi alguspunkti libivate sirgete paari.

Reeperiteisendusi kasutamata kontrollida, et iga jirgnev vorrand méaidrab
loikuvate sirgete paari. Leida nende sirgete vorrandid:
1
2
3
4

302 +dry +y? — 20— 1=0;
2 — 62y + 8y — 4y = 0;
2 + day + 3y* — 62 — 12y +9 = 0;

)
)
)
) 2% —day + 3y* = 0.

Milliste parameetrite a viirtuste korral vorrand

1) 2 +2ay* — 2z +y = 0;
2) 2%+ 2azy +y* —5r — Ty +6 =0

médrab a) parabooli; b) sirgete paari.

Millised teist jéarku jooned méaratakse vorrandiga
w? —2zy + My —4dx —6y+3=0,

parameetri A erinevate vaartuste korral?
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11.160.

11.161.

11.162.

11.163.

11.164.

11.165.

11.166.

11.167.

11.168.

11.169.

11.170.
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Milliseid koveraid kujutab vorrand
22% + 5ay —3y* —3r 4+ y—2=0

parameetri A\ erinevatel vadrtustel?

Millise teist jarku joone madravad tingimused

A£0jaS=07

Tdestada, et tingimused S* = 46, AS < 0 on tarvilikud ja piisavad selleks,
et teist jirku joone iildvorrand méaraks ringjoone.

Toestada, et kui teist jarku joone invariant S = 0, siis joon on tsentraalne.

Milline on tarvilik ja piisav tingimus, et hiiperbool, mille iildvorrand on 2F =
0, asetseks tema asiimptootide poolt moodustatud teravnurgas.

Ruutvormid, mis kuuluvad kahe kiiperbooli iildvorrandi vasakule poolele,
erinevad konstantse kordaja poolest. Kuidas tolgendada seda geomeetriliselt?

Toestada, et ruutvorrand kahest muutujast méarab sirgete paari parajasti
siis, kui A = 0.

Kasutamata reeperiteisendusei, kontrollida, et iga jirgnev vorrand maarab
paralleelsete sirgete paari. Leida sirgete vorrandid:

1) 42’ + day +y* — 120 — 6y + 5 = 0;

2) 42 — 122y + 9y* + 20z — 30y — 11 = 0;

3) 252 — 10xy + y* + 10z — 2y — 15 = 0.
Teist jarku joon, mille {ildvorrand on 2F = 0, laguneb paralleelsete sirgete

paariks. Milline on tarvilik ja piisav tingimus, et antud punkt My(xo, vo)
asetseks nende vahel?

Teist jarku joone iildvorrand méarab kaks paralleelset sirget. Leida nende
sirgete vaheline kaugus d.

Kasutamata reeperiteisendusi, veenduda, et iga jargnev vorrand mééarab iihe
sirge (iihtivate sirgete paari). Leida sirge vorrand:

1) 2% — 6y + 9y° + 4o — 12y + 4 = 0;
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2) 922 + 30xy + 25y° + 422 + 70y + 49 = 0;
3) 162* — 16xy + 4y* — 72z + 36y + 81 = 0.

Teist jarku joon, mille iildvorrand on 2F = 0, laguneb loikuvate, kuid mitte
ristuvate sirgete paariks. Leida tarvilik ja piisav tingimus, et antud punkt
Moy(zo, yo) asetseks nende sirgete poolt moodustatud teravnurgas.

Teist jarku joon, mille iildvorrand on 2F = 0, laguneb loikuvate sirgete
paariks. Milline on tarvilik ja piisav tingimus nende sirgete ristumiseks?

Milline konstant tuleb lisada vorrandi
22% + 5xy — 3y* + 3z + 16y = 0

vasakule poolele, et saadav uus vorrand méaraks sirgete paari.

Milliste parameetrite a ja b vidrtuste korral vorrand
2? + day + ay® — 3z + 20y =0

médrab paralleelsete sirgete paari.

Kasutades vorrandi vasaku poole teguriteks lahutamist, selgitada geomeet-
riline sisu:

1) zy — bx — ay + ab = 0; 4) 22* + 3zy — 5y° = 0;

2) 2° — 4y +4y* = 0; 5) 102* — 7oy +y* = 0;

3) 2? —dwy + 4% = 0; 6) z* — 4wy + 5y = 0;

Kasutades teise astme hulkliikme ruutude summaks teisendamise Lagrange’i

meetodit, méiirata jirgnevate vorranditega méiratud teist jarku koverate

tiitibid:
1
2
3
4
5
6

v —day+y —4r+2y—2=0
2 — 2wy +4y? + 20— 2y —4=0
2? + 4oy + 4y* — 62 — 8y =0
222 +3zy + 4y — b +2y—1=0
4o —day +1y* —8r +6y —2 =0
20y —4y* + 62 +6y+1=0

)
)
)
)
)
)



116

11.177.

11.178.
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Kasutades Lagrange’i teise astme hulkliikme ruutude summaks teisendamise
meetodit, niidata, et igaiiks allpool toodud vorranditest méarab sirgete paa-
ri. Leida nende sirgete vorrandid:

1) 22* — 5oy — 12y* — 2+ 26y — 10 =0

2) 30 + oy —2y* —5x+5y—2=0

3) 4a® + 162y + 15> — 8z — 22y —5 =10

4) 4a® —day +y* —62+3y —4=0

Vorrand a2 + 2a102y + agey® = 0 midrab 1oikuvate sirgete paari (aj1a19 —

a;2 < 0). Toestada, et ristreeperi korral antud sirgete vahel asuvate nurga-
poolitajate paari vorrand on jargmine:

a1 + a12y a1 + a2y _ 0

x Yy

afiinse reeperi korral

a11T + a12Y Q21T + A2y _ 0

gnur + g2y gl + ga2y
Kaldreeperis on teist jarku jooned méératud jirgmiste vorranditega:

1) 2> =3y +y*+1=0, w=060°
2) 22% +2y* — 22 — 6y +1=0, w=060°
3) 42? —day +y* — 4 — 4y +7 =0, w=120°

Kasutades afiinseid invariante, lihtsustada antud teist jirku joonte vorrandid.
Maéarata joone tiiiip.

. . m c e ~ - ~ .
Kaldreeperis (reeperi nurk w = 5) on teist jarku kover méadratud vorrandiga

2?4+ 1? = 4. Leida antud kdvera peakanooniline vorrand (kanda antud kover
peatelgedele).

Leida teist jéarku joone

2022 4 122y + 221y — 362 — 126y +9 =0
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11.6.
kanooniline vorrand, kui gin = 4, gi2 = 25. Médarata joone asend afiinse
ldhtereeperi suhtes.
11.182. Teist jérku kovera vorrand afiinses reeperis (913 = 1, g12 = 0,5, goo = 1) on
= 3zy +4y°+5=0.
Leida kovera kanooniline vorrand.
11.183. Teist jirku kovera vorrand afiinses reeperis (911 = 4, g12 = 1) on
20y — 4o + 2y + 1
Leida antud kovera kanooniline vorrand, keskpunkt ja fokaaltelje tous.
11.184. Leida parabooli

492% + 1122y + 64y* 4+ 30z + 30y +6 =0

kanooniline vorrand, kui g1 = 25, g12 = 8, goo = 44.

§6. Poolus ja polaar

Punkte P ja @) nimetatakse polaarselt kon-
jugeeritud punktideks ehk polaarselt kaaspunk-
tideks ehk kaaspunktideks antud koonuseloi-
ke (teist jarku kovera) suhtes, kui neid punk-
te iihendava sirge P(Q) loikab koverat punkti-
des M ja N, mis jagavad harmooniliselt an-
tud punktipaari P ja @ (vt. joon.[11.3). Antud
punktile P antud koonuseloike suhtes vastab
lopmata palju kaaspunkte, mis koik asetsevad
sirgel p, mida nimetatakse antud punkti (poo-
luse) P polaariks antud koonuseldike suhtes.
Kaaspunktide paari korral kumbki asetseb tei-
se polaaril. Kaassirgete paari korral kumbki 1a-
bib teise poolust. Punkti P(z’,%') polaar iild-
vorrandiga médratud koonuseloike suhtes maa-

Joonis 11.3
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ratakse vorrandiga
(a112" + a2y’ + a13)x + (a122” + agy’ + ass)y + (a3’ + aszy’ + asz) = 0.

Kui punkt P on koveral, siis tema polaariks on kovera puutuja punktis P. Igal
sirgel
Az +By+C=0

on iiheselt maaratud poolus antud koonuseloike suhtes. Pooluse koordinaadid méaa-
ratakse tingimusest

/ / / / / /
ana’ + apy + a1z apt +any + a3 a3 + asy + ass

A N B N C

(11.33)

Kui kahest sirgest {iks 1dbib teise poolust, siis ka teine ldbib esimese poolust. Sellist
sirgepaari nimetatakse kaas- ehk konjugeeritud sirgete paariks antud koonuseloike
suhtes.

Kolmnurka, mille iga tipp on vastaskiilje pooluseks, nimetatakse autopolaarseks
kolmnurgaks antud teist jirku kovera suhtes.

11.185. Koostada punkti P(2, —1) polaari vorrand kovera x4 6xy+y*+6x+2y—1 =
0 suhtes.

11.186. Leida antud punkti P polaar antud kovera suhtes:

1) P(—3,5) 42”4 2y — y* + 61 + 2y + 3 = 0;
2) P(0,1) 6% — xy — 2y* + 4y = 0;
3) P(1,-2) 22% — 4xy + 5y° — 8z + 6 = 0;
4) P(7,5) v? — 2ry +2y* — 4o — 6y + 3 = 0;
5) P(0,0) v? — 2oy +2y* — 4o — 6y + 3 = 0;
6) P(O, O) CL112U2 + 2a12xy + (1223/2 + 20,131’ + 2&233/ + ass = O;
56'2 y2
7) P(z1,y1) §+ﬁ=1;
1,2 y2
8) P(5,3 — L =1
) P(5.3) g+ =

9) P(-3,2) y? = 12x;
10) P(1,1) 2® —dzy + 3y* + 22 — 2y = 0.
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11.187.

11.188.

11.189.

11.190.

11.191.

11.192.

11.193.

Leida sirge x — 6y + 8 = 0 poolus kovera
32 — 6xy + 5y — 4 — 6y +10=0

suhtes.

Leida antud sirge poolus antud kovera suhtes:

1) 18z — 17y — 41 =0, 22% — 2y — 3y* —x — 6y — 15 = 0;

2) abstsisstelg, 2% — 4oy + 5y* — 8x + 6 = 0;

3) 15z +4 =0, 92? — day + 6y° + 62 — 8y + 2 = 0;
4) z+3y+1=0, 3% + Twy + 5y° +4r + 5y + 1 = 0;
5) 2 —y+3=0, 222 + 5wy — 3y® + 3 + 16y — 5 = 0;
6) 3z —4y — 12 =0, f—;+%2:1;

7) 2z + 5y — 10 =0, y* = 6z.

Kovera o — 22y + y? 4+ 22 — 6y = 0 ja sirge 3z — y + 6 = 0 I6ikepunktidest
on tommatud selle kovera puutujad. Leida puutujate loikepunkt.

Punktist M(3,1) on tommatud kaks puutujat koverale 3z — 2zy + 3y +
4z 4+ 4y — 4 = 0. Leida puutepunkti iihendava sirge vorrand.

Leida sirgel 4z + 3y — 12 = 0 punkt, mis oleks reeperi alguspunkti kaaspunk-
tiks kovera
922 + 242y + 16y> — 40z + 30y = 0

suhtes.

Leida sirgel
dr —y+30=0

punkt, mis oleks punktiga P(5, 1) polaarselt konjugeeritud punktiks jargmise
vorrandiga méaaratud kovera suhtes:

x? — 6y + 9y* — 122 + 14y — 7 = 0.
Leida punkti M (0, 3) libiva kovera

20y —6r +4y —1=0
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11.195.

11.196.

11.197.

11.198.

11.199.

11.200.

11.201.
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suhtes sirgega
r—3y+22=0

polaarselt konjugeeritud sirge.

Leida tingimus, mille korral kaks sirget
Ar+By+C=0ja Az + Biy+C; =0
on kaasirgeteks kovera
a11@® + 2a122Y + agoy® + 2a137 + 293y + azy = 0

suhtes. Milline on tingimus siis, kui kover on maaratud kanoonilise vorran-
diga.

Toestada, et punkti polaar ringjoone suhtes on risti sirgega, mis iihendab
seda punkti ringjoone keskpunktiga.

Toestada, et kui kaks punkti on kaaspunktideks ringjoone z2+y* = R? suhtes
ning asetsevad samal raadiusel, siis nende kaugsed ringjoone keskpunktist
rahuldavad tingimust

001 = R

Toestada, et diameeter, mis jagab koolu pooleks, labib selle koolu poolust,
s.t., ta on selle kooluga polaarselt konjugeeritud sirgeks.

Kontrollida, et teist jarku kovera juhtsirge mistahes punkti polaar ldbib selle
kovera fookust.

Mairkus. Kovera vorrand votta kanoonilisel kujul.

Toestada, et iga kaks polaarset konjugeeritud sirget, mis labivad fookust, on
teineteisega risti.

Mairkus. Kovera vorrand votta kanoonilisel kujul.

Toestada, et hiiperbooli asiimptoodi mistahes punkti polaar on paralleelne
selle asiimptoodiga.

2 2
Ellipsi g—o + % = 1 lithema telje otspunktid on iihendatud ellipsi fookustega.

Leida saadava rombiga polaarne kujund antud ellipsi suhtes.
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Maéarkus. Antud hulgaga polaarne kujund koosneb kiilgede poolustest ja
tippude polaaridest.

2 2

Hiiperbooli T 31J_2 = 1 sisse on joonestatud kolmnurk, mitte tipud on

A(4,6) ; B(4,—6) ja C(—2,0).Leida selle kolmnurga polaarne kaaskujund
antud hiiperbooli suhtes.

2 2

x
Leida ringjoone x? + y> = 9 puutujate pooluste hulk ellipsi ry + ‘% =1
suhtes.
2?2 22 P
Leida ellipsi — + -5 = 1 puutujate pooluste hulk hiiperbooli — — = =1
a b? a? b
suhtes.

Kui iihendada mistahes punkt P(xy,y;) ellipsi fookusega F' ning tommata
punktist F' sellele loigule ristsirge, siis see ristsirge, punkti P polaar p ja
fookusele F' vastav juhtsirge loikuvad iihes punktis. Toestada see teoreem
analiiiitiliselt ja geomeetriliselt. (vt. joon. [11.4)).

P,
Joonis 11.4

31
Leida teist jarku kover, mille keskpunkt asetseb punktis M (5, 5) ning

11
kolmnurk 0(0,0), A(—1,1), B (_Z’ 5) on autopolaarne otsitava teist jirku

kovera suhtes.

Ordinaattelg on punkti (5,0) ja abtsisstelje punkti (0, 3) polaariks teist jarku
kovera suhtes. Leida selle kovera vorrand, kui ta ldabib punkte M(1,2) ja

o)
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Leida sirge
3r—y+6=0

poolus kovera
2? +y? —2ry 422 — 6y =0

suhtes.

Leida punkti Py = (7,5) polaar kovera
2?4+ 2% — 22y — 4z — 6y +3=0

suhtes.

Leida punkti P, = (1, —2) polaar kovera
2% + 5y? —day —8x +6

suhtes.

Teist jarku kovera vorrandi koostamine

Koostada teist jarku kovera vorrand, kui ta ektsentrilisus e = ning foo-

1
V2
) 2 4
kused on F;(0,0) ja Fy (——, —).
55
Ellipsi fookused on Fi(1,3), F5(—1,2) ning iiks ta puutujatest on z—y+4 = 0.
Koostada ellipsi vorrand.
Kas on voimalik leida eelmise iilesande pohjal hiiperbooli?

Koostada ellipsi vorrand, kui ta keskpunkt on C'(2,1) ning kaasdiameetrite
otspunktid on A(5,1), B(0, 3).

Ro66pkiiliku kolm tippu asetsevad punktides O(0,0), A(4,0), B(2,2), Kusjuu-
res A ja B on vastastikused tipud. Koostada roopkiiliku sisse joonestatud ja
kiilgede keskpunkte puutuva ellipsi vorrand.

Koostada ellipsi vorrand, kui ta keskpunkt asetseb punktis C'(2, 1) ning sirged

y—2=0 ja z—y=0



11.7. TEIST JARKU KOVERA VORRANDI KOOSTAMINE 123

11.217.

11.218.

11.219.

11.220.

11.221.

11.222.

11.223.

11.224.

on puutujateks kaasdiameetrite otspunktides.

Koostada ellipsi vorrand, kui ta keskpunkt asub punktis C'(4,3), iiks tipp
asetseb reeperi alguspunktis ja teine, sellega mitte korvuti olev tipp asetseb
y-teljel.

Leida ellipsi, mille siimmeetriatelgedeks on sirged
r+y—1=0 (fokaaltelg) ja z—y+1=0

ning mille poolteljed on a = 2, b = 1.

Niidata, et kui teist jarku joon puutub tema iimber joonestatud roopkiiliku
iiht kiilge selle keskpunktis, siis ta puutub selle r66pkiiliku koiki iilejaanud
kiilgi nende keskpunktides ning see kover on siis ellips.

Teist jarku joone
220% —day+y* —22+6y—3=0

timber on joonestatud ro6pkiilik, mille iiks tipp asteseb punktis A(3,4). Leida
selle roopkiiliku {ilejadnud tipud.

Leida hiiperbooli vorrand, kui on antud kaks fookust Fi(zq,y1) ja Fa(xa, ys)
ning puutuja vorrand on

Az + By + C = 0.

Leida vordhaarne hiiperbool, mille juhtsirge on
r+y—1=0

ning vastava fookuse koordinaadid on x =1 ja y = 1.

Hiiperbool ldbib punkti A(2, 0) ning ta fookused on F1(2,3) ja F»(1,0). Koos-
tada hiiperbooli vorrand.

Leida punkte (2,1),(—1,—-2), ja Y
musel, et iiks ta asiimptootidest iihtiks abtsissteljega.

1
_Z) ldbiva hiiperbooli vorrand tingi-
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11.226.

11.227.

11.228.

11.229.

11.230.

11.231.

11.232.

11.233.

11.234.
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Koostada hiiperbooli vorrand, kui hiipebool ldbib punkti A(0, 1), hiiperboo-
li fookus asetseb reeperi alguspunktis ning sirge x — 1 = 0 on hiiperbooli
asiimptoodiks.

Leida sirget
dr+y+5=0

puutuva kovera vorrand, kui selle kovera asiimptootideks on sirged x —1 =0
ja2z—y+1=0.

Leida hiiperbooli asiimptoodid, kui ta keskpunkt asetseb punktis C'(2,1) ja
ta puutub x-telge punktis A(3,0) ning 16ikab y-telge ebapunktis.

Koostada hiiperbooli vorrand, kui ta puutub x-telge punktis A(3,0), y-telg
on talle asiimptoodiks ning ldbib punkti M (1,1).

Koostada hiiperbooli vorrand, kui on teada ta siimmeetriatelg 2x —y+2 = 0,
astimptoot y = 0 ja ta punkt (1,1).

Koostada teist jarku joone vorrand, kui on teada ta ektsentrilisus e = V5,
fookus F'(1,1) ja vastav juhtsirge

T42y—1=0

On antud kovera kaks fookust F7(1, 1) ja Fo(—2, —2) ning juhtsirge z+y—1 =
0. Koostada kovera vorrand.

Koostada parabooli vorrand, kui parabooli fookus asetseb punktis F' ja pa-
rabooli juhtsirgeks on antud sirge:

1) F(2,1),30—4—1=0;
2) F(-1,-2), 2 —y+8=0;
1

2

Koostada parabooli vorrand, kui tipp asetseb koordinaatide alguspunktis
ning fookus on punktis F'(1,1).

Leida parabool, mille teljeks on sirge

r+y+1=0
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11.235.

11.236.

11.237.

11.238.

11.239.

11.240.

11.241.

11.242.

11.243.

11.244.

11.245.

Sirge
2r—y+1=0

on parabooli juhtsirgeks, parabool labib punkte A(2,0), B(12,0). Koostada
parabooli vorrand.

Koostada parabooli vorrand, kui ta labib punkti A(2,1) ning tema juhtsir-
geks on x — 2y — 5 = 0 ning siimmeetriateljeks 22 +y — 1 = 0.
Leida z-telge punktis A(3,0) ja y-telge punktis B(0,5) puutuva parabooli
vorrand.
Koostada parabooli vorrand, kui sirged

r—y—1=0 ja z+2y—1=0
on parabooli puutujateks ja kui fookuseks on punkt F(1,1).
Koostada parabooli vorrand, kui parabool ldbib punkti A(0, 1), parabooli
diameetriks on sirge x — 2y = 0 ja sirge x + y = 0 on parabooli puutujaks
diameetri ja parabooli 16ikepunktis.
Koostada parabooli vorrand, vottes z-teljeks tema mingi diameetri, y-teljeks
puutuja diameetri ja parabooli loikepunktist.
On antud kolmnurk ABC: A(4,2), B(8,2), C(4,5). Koostada selle kolmnur-
ga tmber joonestatud parabooli vorrand, nii et tippu A ldbiv kolmnurga
mediaan oleks parabooli diameetriks.
Koostada kolme punkti O(0,0), A(4,0), B(0,2) libiva parabooli vorrand,
tingimusel, et punktid A ja B oleksid stimmeetrilised parabooli telje suhtes.
Leida punktide hulk, nii et nende punktide iihendamisel kahe antud punktiga
saadud sirgete tousud antud sihi suhtes oleksid vordsed.
Teist jarku kover 1dbib reeperi alguspunkti, ta keskpunkt asub punktis C(1, 2)
ja juhtsirgeks on sirge x 4+ 2y — 1 = 0. Koostada kovera vorrand.
Koostada teist jarku kovera vorrand, kui ta fookus on F, vastav juhtjoon j

ja kover 1dbib punkti M.

1) F(0,1), j: 2 —y+3 =0, M(7,0);
2) F(x1,22), j: xcosf+ysind —p =0, M(x2,y2).
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11.247.

11.248.

11.249.
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11.251.
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Teist jarku joone vorrand on
32% — 2zy +y* + 62 — 9 = 0.

Leida kover, mille siimmeetriateljed iihtivad antud kovera telgedega ning
poolteljed on kaks korda pikemad kui antud koveral.

On antud kolmnurk AOB: O(0,0); A(8,0); B(0,6). Leida selle kolmnurga
tippu O labiva, kiilgi OA ja OB loikava ning kiilge AB keskpunktis puutuva
teist jirku joone vorrand.

Teist jarku joon, mille keskpunkt asetseb punktis (0, —1), labib punkti (3, 0)
ja loikab sirgeid 2x — 3y + 1 =0 ja x + y — 5 = 0 ebapunktides. Leida selle
sirge vorrand.

Leida teist jirku joone vorrand, kui ta 16ikab z-telge punktis (1,0) ja eba-
punktis ning y-telge punktis (0, 1) ja ebapunktis ning 1dbib punkti (1, 1).

On antud kolmnurk ABC: A(6,0); B(0,4); C(6,4). Leida selle kolmnurga
iimber joonestatud teist jirku joone vorrand, kui keskpunkt asetseb punktis
M(4,3).

Leida teist jarku joon, mille siimmeetriatelgedeks on sirged z+y+1 =0 ja
r —y+ 1 = 0 ning mis labib punkte M;(—2,—1); M5(0, —2).

Leida teist jarku joone vorrand, kui ta iihel asetsevad tipud on A;(2,1) ja
A5(10,7) ning ta labib punkti B(0,7).

Erinevaid iilesandeid.

11.253.

11.254.

11.255.

11.256.

Leida afiinne teisendus, mis jatab invariantseks antud ellipsi

Leida afiinne teisendus, mis jatab antud hiiperbooli invariantseks.

Leida punktide hulk, mis voiksid olla antud kolmnurga iimber joonestatud
ellipsi keskpunktideks.

Leida tasandi punktid, mis voiksid olla antud kolmnurga iimber joonestatud
teist jarku joone keskpunktideks erinevat tiiiipi teist jarku koverate korral.
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11.257.

11.258.

11.259.

11.260.

11.261.

11.262.

11.263.

11.264.

Leida antud iildvorrandiga
a112° + 20122y + a20y® + 20132 + 2a03y +as3 =0, A#0, §>0

maaratud ellipsi pindala.

Labi kahe koonuseloike

Ax? +2Bxy + Cy* + 2Dz + 2By + F = 0,
Al,ZEQ + QBl.I”y -+ Oly2 + 2D1£I§' + 2E1y + F1 =0

loikepunktide asetada parabool, mis 1abib reeperi alguspunkti. Millal on see
voimalik?

Sirgete kimbu y = kx iga sirge jaoks médratakse kaasdiameetrid kahe erineva
teist jarku joone 2F = 0, 2® = 0 suhtes. Koostada diameetrite 16ikepunktide
hulga vorrand.

On antud teist jirku joone vorrand 2F = 0 ning punkt S(zo,yo). Koos-
tada kimbu S sirgete ja nende sirgete kaasdiameetrite loikepunktide hulga
vorrand.

Teist jarku koverate parve koverad labivad punkti Sy(zo, yo) ja parve koverad
on médratud iihist vorrandga 2F (z,y) = 0. Koostada parve kdverate koolude
keskpunktide hulga vorrand.

On antud kaks teist jarku joone vorrandit 2F = 0, 2® = 0 ning nende joonte

1
teineteisega ristuvate puutujate tousud k ja 7 Koostada nende puutujate

kaasdiameetrite loikepunktide hulga vorrand.

Loikuvate sirgete kimbu tsenter on Sy(zg, yo). Kimbu sirgetele kuuluvate 16i-
kude otspunktid asetsevad sirgetel

A1$+Bly+01:(), Z:1,2

Koostada koolude keskpunktide hulga vorrand.

Kaks konstantse suurusega nurka poorlevad vastavalt oma tippude timber
nii, et esimese nurga iiks kiilg 1oikub teise nurga iihe kiiljega antud sirge
punktides. Koostada teiste kiilgede 16ikepunktide hulga vorrand.



128

11.265.

11.266.

11.267.

11.268.

11.269.

11.270.

11.271.
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Panna labi antud teist jarku kovera (ellipsi, hiiperbooli voi parabooli) iga
diameetri ja antud sirge loikepunkti sirge, mille siht oleks paralleelne kaas-
diameetri sihiga. Leida sel viisil konstrueeritud sirgete mahisjoon.

Toestada, et kui kahe kolmnurga kiiljed puutuvad teist jirku koverat, siis
1abi nende kolmnurkade kuue tipu voib panna teist jéirku joone.

Toestada, et kui teist jairku kover ldbib kolmnurga tippe ja korguste 16ike-
punkti, siis see kover on vordhaarne hiiperbool.

Toestada, et kui kaks vordhaarset hiiperbooli loikuvad neljas punktis, siis
iga punkt nendest on kolme iilejaanud punkti poolt moodustatud kolmnurga
korguste loikepunkt.

Samasse kimpu kuuluvate sirgete ja reeperi telgede loikepunktidest on joo-
nestatud ristsirged vastavatele telgedele. Koostada ristsirgete loikepunktide
hulga vorrand.

Varras poorleb timber liikkumatu punkti P ja toukab taisnurkset kolmnurka
ABC, mis libiseb modda sirget K L (joon. [11.5). Koostada varda RQ ja sirge
AB, millel asetseb kolmnurga hiipotenuus, loikepunktide M hulga vorrand.
Uurida saadud vorrandiga maédratud koverat. Teha joonis. Teisendada saa-
dud kovera vorrand kanoonilisele kujule.

Tasand « liigub modda liikumatut tasandit £ nii, et tasandi « kaks punk-
ti liiguvad mooda kaht ristuvat liikumatu tasandi sirget (vt. joon. .
Koostada liikuva tasandi mistahes punkti C' trajektoori vorrand, uurida tra-
jektoori geomeetrilist kuju.

Q

Joonis 11.5

Joonis 11.6
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Toestada, et eelmises {ilesandes punkti C
poolt kirjeldatud ellipsi teljed iihtivad sir-
getega OA’ ja OB’, mis iihendavad reeperi
alguspunkti ringjoone OAB selle diameet-
ri otspunktidega, mis ldbib punkti C (vt.
joon.[11.7)). Leida ellipsi poolteljed. Millised
litkkuvad tasandi punktid kirjeldavad iihtiva-
te pooltelgedega ellipseid. Millised punktid
moodustavad vastavalt vordsete pooltelge-
dega ellipsid.

Ringjoon veereb libisemata teise liilkumatu
ringjoone sees, kusjuures viimase ringjoone
raadius on kaks korda suurem poérleva ring-
joone raadiusest. Milline on poorleva ringi Joonis 11.7
suvalise punkti trajektoor?

Vaatleme kolme punkti, mis on siimmeetrilised kolmnurga kiilgede suhtes
mingi punktiga M, mis asetseb selle kolmnurga tasandil. Olgu punkt M’
neid kolme punkti ldbiva ringjoone keskpunkt. Toestada, et

1) kui punkt M kirjeldab sirge [, siis punkt M’ kirjeldab teist jirku kovera
C'; leida sirge [ asend, mille korral sirge [ on kovera C' puutujaks, uurida
kovera C' tiiiipi (ellips, hiiperbool, parabool) olenevalt sirge [ asenditest;

2) kui sirge [ liigub paralleelselt iseendaga, siis kovera C' teljed jaiavad pa-
ralleelseteks kahe antud sirgega. Joone C' keskpunktide geomeetriliseks

kohaks on sel juhul samuti teist jarku kover C. Leida kovera C; kesk-
punktide hulk sirgel [ erinevate sihtide korral.

Kolmnurga ABC' kaks kiilge CB = a ja CB = b on jaotatud punktidega
1
M ja N suhtes \ ja X (arvates iihisest tipust). Leida sirgete AM ja BN

loikepunktide hulga vorrand muutuva A\ korral.

Leida kolmnurga iimber joonestatud ringjoone keskpunkti trajektoor, kui iiks
kolmurga tipp jaab liikumatuks ja vastaskiilg, mille pikkus ei muutu, libiseb
mooda sirget.

Liigendmehhanism (vt. joon. koosneb kahest liikuvast vardast AB ja
C'D ning liikkumatust joonlauast AL. Varras AB on kinnitatud liigendi B abil
varda C'D kiilge, kus juures AB = C'B ja p6orleb liikumatu punkti A iimber.
Varda C'D otspunkt C' libiseb modda liikkumatut joonlauda AL. Leida vardal
CD oleva suvalise punkti M trajektoor.
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Joonis 11.9

11.278. Toestada, et liigendmehhanismi OABC DM (vt. joon. punkt B liigub
sirgjooneliselt. Selgituseks joonisele: punktid O ja M on liikumatud, nende
iimber poorlevad vardad OA, OC ja M D; koik seitse varrast on omavahel
iihendatud liigenditega. Varraste pikkused on OA = OC = 1; AB = BC =
CD=DA=a; MD =0OM =b.



Vastused

8. peatiikk. Ringjoon ja ellips

8.1.]1) 2% + 5> — 20 — 8y = 0; 2) (x + 3)? + (y — 4)* = 25.

8.21) 2? +¢? — 120 + 4y + 30 = 0; 2) 2 + (y — 4)* = 169.

8.3/1) (x —1)*+ (y—3)>=52) (x + 1)* + (y - 3)* = 5.

8.4]1) C(4,-3), r=2;2) C(2,0), r =2; 3) C(0,-3), r = 4; 4) C(~1,5), r = 5;

5) C(g,l), r:§\/%.

1) 22 +y* =9; 2) 2° +9* — 62 = 0. Punkt A on ringjoone keskpunkt. Punkt
B asetseb ringjoonel.

z® +y° = 49.

Kui P = 0, siis ringjoon ldbib reeperi alguspunkti. Kui D = 0 (v6i B = 0),
siis ringjoon on siimmeetriline ordinaat- (voi abstsiss-) telje suhtes, s. t keskpunkt
asetseb iihel reeperi teljel. Kui A = 0, siis antud vorrand ei kirjelda ringjoont.

1) a-telg 16ikab ringjoont punktides A = (0,0) ja B = (8,0), y-telg 1oikab
ringjoont punktides C' = (0,0) ja D = (0,—6); 2) A = (3,0) (puutub), C' = (0,1),
D =1(0,9); 3) A= (2,0) (puutub), C' = (0, —2) (puutub); 4) reaalseid l6ikepunkte
ei ole.

8.9]1) (z +3)* + (v + 2)* = 25; 2) noutud omadustega ringjoont ei ole, sest
punktld asetsevad sirgel. Mérkus. 1) Ringjoone keskpunkti voib leida kui kahe
koolu, néit. AB ja AC keskristsirgete 16ikepunkti; raadiuse kui keskpunkti kauguse
tthest antud punktist. 2) Otsitava ringjoone vorrandi voib kirjutada kujul (z —
a)® + (y — b)* = r?, mis sisaldab kolm otsitavat a, b ja r. Kik kolm antud punkti
peavad rahuldama vorrandit. Saame kolmest vorrandist koosneva siisteemi kolme
tundmatu leidmiseks.

D) 2+ (y+1)? = 10; 2) (x—3)*+(y—4)* = 25; 3) 7o +Ty*— 152+5y—70 = 0;
4) punktid on iihel sirgel.

8.11.[C(3,-2), R = 10.

8.12.| 7% + > — 6y — 41 = 0.

131
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8 849 o 8
8.14. (z — 3)* + (y — 5)* = 25.
8.15.| 5% + 5y + 8z + 54y — 197 = 0.
8.16. R(0,1), S(0,6,—0,8).
8.17.[P(1,1), Q(—1,2,—1,2).
8.18.| K(2,75,1,25).
[8.19]4x + 3y — 35 =0.
8.20.| 3z +y £ 10 = 0.
8.21. (x — 5)% + (y & 5v2)? = 50. Miirkus. Kui ringjoon puutub z-telge, siis
keskpunkti abstsiss on vordne puutpunkti abstsissiga, keskpunkti ordinaat on abso-
luutvéadrtuselt vordne ringjoone raadiusega. Seega otsitava ringjoone vorrand omab
kuju: (x —5)*+ (y£7)? = r*. Ringjoone ja y-telje 16ikepunktide (z = 0) leidmiseks
saame vorrandi y? & 2ry + 25 = 0. Ulesande tingimuste jérgi on saadud ruutvor-
randi lahendite vahe vordne 10 iihikuga, s.t. y1 — y2 = 10 ehk 2vr2 — 25 = 10,
kust leiame ringjoone raadiuse.
2* + (y — 2)? = 4. Mérkus. Kuna ringjoon puutub z-telge reeperi algus-
punktis, siis y-telg ldbib ringjoone keskpunkti.
8.23.[ M (2,10).
8.24.| (v —2)* + (y —3)* =4, (v +2)* + (y + 3)* = 4.
8.25./ 327 + 3y* + 37w + 5y + 243 = 0.
8.26.[ 427 + 4y* — 4x2— 28y + 1 = 0; 4a® + 4y* + 244z + 772y + 3721 = 0.

2, .2
8.27. 7 + Yy = m
8.28. 2% +y°> — 22 — 6y +8 =0.
8.29. (z —a)’ + (y — a)? = d*.
8.30.[1) Ci(1,—1), r =1; Ca(5,=b), o = 5; 2) C1(2,2), r = 2; C5(10,10), r = 10;
3) C1(17,17), r = 17; C5(5,5), r = 5.
B.31.]20x — 21y =0, y = 0.
8.32]2x 4+ 3y — 13 =0; 3z — 2y + 13 = 0.
D.
8.34.| 22 + ¢ — 102 — 10y +25=0; 2> +y> — 2z — 2y + 1 = 0.
8.35./ (20 — 7)* + (2y — 7)* = 50; (182 — 13)* + (18y — 13)* = 50.
8.36. | C1(—3,—5); C2(5, —5).
8.37.]1) 1 —y+£5=0;2) 2 —y+v10 = 0.
3z — 4y — 2 = 0. Mérkus. Jou toime lakkamisel punkt M jdtkab liikumist
sirgjooneliselt selles sihis, mida ta omas jou lakkamise momendil. Punkti M lii-
kumisel mé6da koverat punkti litkumise suunas igal ajamomendil mé&arab kovera
puutuja.
A(—0,4; 8,8), kui punkt liikus modda ringjoont vastukella, B(6,4), kui punkt
M liikus périkella.
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Mirkus. Ulesanne taandub ringjoone nende puutujate leidmisele, mis libivad
punkti @ (vt. eelnev iilesanne).

w = 60°.

8.41.| X (x,y), bx = 1 — 4v/21, by = —2 + 2v/21.

8.42. 22 + y? = 212,

8.43.[ 22 + y? — 10z — 8y +37=0.

Ringjoon, mis puutub sisemiselt antud ringjoont punktis M ja mille raadius
R = Xa(1+ ).

8.45)(x — 22 + (y—2)? =1ja (z —2,8)* + (y — 0,4)* = 1.

8.46. 4x—3y—101:O, y—2=0;3r+4y—-5=0,2—-1=0.

8.47. 1) cosp = ﬁ; 2) p = g; Markus. Ringjoontevaheliseks nurgaks nimeta-

takse ringjoonte puutujate vahelist nurka ringjoonte 16ikepunktis.

(ag —a1)? + (by — by)* = 7} +7r3. Mérkus. Kui ringjooned on ortogonaalsed,
siis ringjoonte keskjoon ja ringjoonte loikepunkti kulgevad raadiused moodustavad
taisnurkse kolmnurga.

41 3

8.49.(x+1)2—|—(y—3)2:9ja(m—1—3)2+(y—ﬁ)2:9.
8.50. d ~ 5,02.
8.51.|1) 162 — 5y — 34 =0, d = —0 . 9) 5o+ 2y — T =0, d = —.
. . xr — - :7 :—; €T P :7 = —.

Y V281 Y V29
8.52.|bx — 3y — 16 = 0.
B.53 ]z —2y —4=0.

Py(3,—4,5). Mérkus. Sirge (polaari) pooluseks antud ringjoone suhtes on
polaaril vabalt valitud kahe erineva punkti polaaride loikepunkt.

B8.55.d = 6.

8.56/1)6=1,2)6=—17:3) 6 = 14; 4) § = 4; 5) § = 0.

8.57.  (x — 5)* + (y +2)* = 25 — antud ringjoonega kontsentriline ringjoon, mille
raadius R = Vr? 4 42.

1) 22 4+ y? + 8z — 26y = 0; 2) 2° + y* + 162 — 42y = 0 — ringjoon, mis
1abib antud ringjoonte léikepunkte; 3) z — 2y = 0 — sirge nn. kahe antud ringjoone
potentsjoon (e. radikaaltelg).

3
8.59./1) x = 2; 2) z=— 3) 20 +Ty+8=0;4) de+4y+5=0;5) 2(ay —a)z +

2(by — by +a* — a? + b* — b —r? +r? = 0. Mérkus. Kui ringjoone vorrandid on
esitatud kujul F(x,y) = 0 ja Fi(z,y) = 0, kus ruutliikmete kordajad on vordsed
tihega, siis potentsjoone vorrand omab kuju Fi(z,y) — F(z,y) = 0.

(x — 2)* + (y + 6)* = 13. Markus. Otsitava ringjoone keskpunkt asetseb
ringjoonte potentsjoonel ja ringjoone raadiuse ruut on vordne otsitava ringjoone
keskpunkti potentsiga iihega antud ringjoone suhtes.

8.62.|1) M(—2,-2); 2) M(—3,-7).

8.63.[1) (v +2) 4+ (y — 3)> = 6; 2) (v +3)* + (y + 7)* = 41. Miérkus. Otsitava
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ringjoone keskpunkt iihtib antud ringjoonte potentspunktiga ja raadiuse ruut on
vordne potentspunkti potentsiga koigi antud ringjoonte suhtes.

8.65.| (v —2)* + (y — 6)* = 50.

8.67.| Ringjoon, mille raadius R = g, keskpunkt

asetseb punkti P ja kirjeldatava ringjoone keskpunk-
ti iihendava 16igu keskpunktis. Punkt P on molema
ringjoone sarnasustsenter.

Graafikuks on poolringjoon, mille diameeter

on P (vt. joon. . 3
8.691) L+ _ 1) s Ly g 002 4 Joonis 8.1
.0d. — — = 1] — — = 1 X .

9 4 $36 0 160
676y° = 1561; 4) 1002>+729y* = 36; 5) 40> +25y° =
1; 6) 222 +52% = 10; 7) 2° +7y* = 49; 8= 2> +10y* =
1

2v/2

8-70~1)a:57b:47F1(3707620,6;2)a=12,b=2;F1<0,4\/§>=€:T\/_'

xz y2 x2 yz ZB2 y2 1’2 yz
8.72 /1) =+ =1;2) = +Z =13 — 4+ =14 —+ = =15
. 2)25+92’31+4 ’)25+9 ’)25+16  5)
=y T Y
=156 =+ =1
36 16 2’6)1269+144 . . .

z y =y =y oy
8.73.|1) — + — = —+==1;3) —+==14) —+=—=1;5
2 TR R R T U TR B e A
=y Tty
p— p— 6) — g _

25 16 ’)169+625

8.74.:v::i2:9. ) , , , , )
x x Y x Y - 4z Y
875/1) =+t =12 -+ L 1 L L Cvei e+ L 154
) 25+y2 ,2)16+122 ;)1+9 VOI117+9 » 4)
x Y x Y T Y
=15 AT =16) =1
64+48 2’ )21 +7 27 )25+16 )
L Yy x ~ Y
8.76./1) — +—=1:2) — 4+ < =1 D T A
R TR TR YR TR T
. 22 2 X
8.77.| — + = =1.
144 = &0
8.78. %a: +a?=0.
8.79. — = V1 — &2,
a
2 v/ 10 1
8.80.a)e:£;b)e:—;c)e:—.
2 5 2
1 2 4
8.81.a) e = = b) e = /= ¢) e = =
We=gib)e= ez
8.82.110.
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22 P
8.83. 'H + 5 =1

8.84] ¢ ~ 0,08.

8.85] ¢ ~ 0,08.

8.86. S = mab = 127 x 10° km”.

2¢ &~ 5 milj. km. b ~ 149,58 milj.km. L ~ 932,43 milj.km.
b= 149977465 km; p = 149954 933 km.

Punktid A; ja Ag asetsevad ellipsil, Ay, Ay

ja Ag asetsevad ellipsi sees ning punktid Az, As,

A;, Ag ja Ay asetsevad véljaspool ellipsit.

Punktid A ja E asetsevad ellipsil, B ja G

asetsevad ellipsi sees, punktid C' ja D asetsevad

véljaspool ellipsit.

8.91) (45, +2).

1 1
8.02 a0 (22 3TN g, (12, 3T,
2 2 2 2

8.93.8.
Ellipsi fokaaltipud.
8.95. (£3, +4).

1
8.96.d =4-.
2 M
8.07, 40V 2
8.98. Ringjoon z2 + y* = a26—|9— b;l 2%
8.99.. M, = (3,-3)ja My | —,— |.
1= (3 =3) ja My (13’ 13) Joonis 8.2
42 1
8.100. [ +——, = ] ja (0,—1).
< 5 3> ja (0,-1)
WY 8.101.] Markus. Kasutame sellise kolmnurga
konstrueerimise votet, mille iiks kiilg on 2¢, nurk
7 ¢ ja kahe iilejddnud kiilje summa on 2a (vt. joon.
E)’// 9 8.2). Kui nurk muutub, tipp M kirjeldab ellipsi.
\ c / ~ [8.102]¢* = a® — ? (joon. R.3).
F, O F z [8.103.] Mirkus. Votame vabalt kaks paralleel-
set ellipsi koolu. Koolude keskpunkte iihendav sir-
ge on ellipsi diameeter. Analoogiliselt leiame veel

mingi teise diameetri. Diameetri 1oikepunkt on el-

Joonis 8.3 lipsi tsenter. Tombame timber ellipsi tsentri sellise
ringjonne, mis loikab ellipsit neljas punktis. Ellip-

si ja ringjoone ldikepunktid on siimmeetrilised ellipsi siimmeetriatelgede (ellipsi
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telgede) suhtes. Kui ellipsi teljed on leitud, on fookuste leidmine juba lihtne.

1) Sirge 1oikab ellipsit kahes erinevas punktis; 2) sirge on ellipsi puutuja,
puutepunkt My(6,1).

x—2y—8=0.

8.106.| 1) Mitte iihtegi; 2) kaks; 3) iiks.

8.107. (5, —4).

8.108.[32% + 2y° = 14.

x? y2
8.109. = + ¥ — 1,
ELA
T — Y —
8.110. 1.
19 6
T 6452 : 32%
g.112, * ") w-3)"_,
25 75

8.113.| Ulesandel on kaks lahendit: 1)

9 16
475
B.I114]y =3, 122 + 7y +51 =0.
Mairkus. Esimene voimalus. Punkti A ldbiva sirge kimbu vorrandi voib esitada

kujul y —3 = k(x+6). Kimbu sirge tousu k saame leida tingimusest, et sirge 16ikab
ellipsit kahes iihtivas 16ikepunktis (ruutvorrandi diskriminant on vordne nulliga).

&%

5 225 16

9\ . 1622
+%=1; (4,—);2) S ST

Teine voimalus. Voib kasutada ellipsi puutuja vorrandit 1—5 + % = 1 ja médrata
—6 3
puutepunkt Mo(z, yo) tingimustest, et ta 1) asetseb puutujal ( 150 + % =1);

2) asetseb ellipsil ( —|— o =1).
159
8.115] A%* + B = C*.
8.116.[1) 2x — y £ 12 = 0.
Markus. Esimene voimalus. Iga antud sirgega paralleelse sirge vorrandi voib esita-

da kujul 2z —y+ C = 0. Parameeter tuleb valida nii, et sirge 2z —y+ C' = 0 16ikaks

antud ellipsit kahes iihtivas loikepunktis (puutumise tingimus). Teine voimalus.

Voib kasutada antud ellipsi puutuja vorrandit — + Y _ 1 ja madrata puute-

30 24
punktid tingimustest, et puutuja on paralleelne antud sirgega (30 5= 91 'y(O_D)

Y _ —1).

ja puutepunktid asetsevad ellipsil (30 ol

81173z —y+7=0.
8.118./1) 24z — 5y + 180 = 0; 2) 17z + 51y & 3v/85 = 0.
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24
8.119./d = —‘/5

)
81201 122 — 13y + 169 = 0.
8.121.|+3 + 4y + 15 = 0 (neli puutujat).
8.122.|x £5 = 0.

(z—5)* ¥ (=52 9y (z—572
8.123.1) ——+ 5 =1 = =12) — + =1
) 25 9 Vol 795 T 625  2) 25 + 16 vOi
(x—5)% 16y° ) . | )
o5 + o5 = 1, soltuvalt sellest, kas abstsissteljel asub ellipsi suurem voi
viiksem telg.
2 2
8.124. ;C_o n % 1
8.125]1) v +y£3 =0,z -y£3=10;2) 20 +y+5=0, 22 —y+£5=0; 3)

r+2y£9=0,2—-2y£+£9=0.

[8.128 2z + 11y — 10 = 0.

Mairkus. Diameetri otspunktid on stimmeetrilised ellipsi tsentri suhtes.
Kui ellips on méiratav kanoonilise vorrandiga, siis ellipsi tsenter iihtib reeperi al-
guspunktiga ja diameetri otspunktide vastavad koordinaadid on absoluutvaéartuselt
vordsed ja vastupidiste markidega.

Y1 + Yo ‘ B T+ o

8.132.|Y = 1 T xlxz + y1y2 ’ 1 + xlxz + y1yz .
2 2

8.133. I— +L -

b2
8.134. \/(a; — 212+ (y— )2 + V(2 — 22)2 + (y — 12)? = 2V + 12, kus
2c = /(22 — 21)* + (32 — 11)*.
2b
8.135.| M1 M, =
8136/ 1) 5+ 6y — 11 = 0; 2) 52 + 12y — 29 — 0,
Mairkus. Otsitav sirge kuulub kimpu, mille keskpunktiks on punkt A, s.t., tema
vorrand omab kuju y —1 = ky(z—1). Jaab leida ainult sirge tous k. Otsitava kodlu

kaasdiameeter ldbib punkti A ja poolitab koolu. Kdolule vastava kaasdiameetri
vorrand on x —y = 0, s.t. kg = 1. Sirge labib puntki A ja ellipsi keskpunkti 0(0,0).

Nagu teada, on kodlu kaasdiameetri tousud seotud tingimusega ky = ———. Antud

5
juhul k; = ——. Asendades kimbu vorrandisse, saamegi antud tulemuse.

B.137 )4z 4+ 9y — 13 = 0.
8.138.| 2z —y — 5= 0.

48+/2
=
24+/2

8.140. ¢ —
=75

8.139.
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1
8.141.|d = g\/SO.
2
Mairkus. Kaasdiameetri tousud on seotud tingimusega ko = T Kuna kaas-
a=ky

1
diameetri tous k; = 1 (nurga poolitaja), siis ky = —3 ning diameetri vorrand on

1
Yy = —Ex. Edasi tuleb leida diameetri ja ellipsi loikepunktid, mis on otsitava koolu

otspunktid.

8.142. v = 60°

8.143. 2a' = 4v/2; 21 = 2/5.
y = 3.

8.145]a = 11, b = 3.
8.146.|y = o

a
Markus. Molemad diameetrid asetsevad siimmeetriliselt reeperi telgede suhtes.

b? b? a b
Jarelikult k1 = —ky. Kuna k1ky = - siis —kf =—-= jaky=—, ko= ——.
a a b a
1
8.147.| k1 = —, ko = —1; 4\/g 8 .
2 33
8148, &k 3 ky = 5 260 338
TTIM T ™ T 197 237 23
2
8.149. %

Markus. Teostame sellise afiinse teisenduse, mis teisendab antud ellipsi ringjoo-

neks. Selle teisenduse tagajirjel kaasdiameetrid teisenevad ringjoone ristuvateks
OM O'M R¥ f

diameetriteks. Saame =00 —

R
[8.150. Kaasdiameetrite otspunktide koordmaadld on M (acosf,bsinf), My(asinf, —bcosb).

Keskpunktide jaoks saame: r = xl;@ = 5((3089 + sinf), y = % =
2 2

g(sine — cosf). Siit 3:_ + L=

b2
mn\/_

vm? + 7%2.

z(r+3) y

8.152 ——— + — = 0.
25 + 16 0

4 2y — b)>2
8.153. Ellips i )
a? b2

22 y?
8.154 —— + — =1

(an? " (0
8.155.|Markus. Eksisteerib afiinne teisendus, mis viib ellipsi samaks ellipsiks, aga
teisendab tema kaasdiameetrid telgedeks.

DN | —

8.151.| R =

= 1.
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8.156.| OF = AC = Va? + 1%, CG = AE. OG on vordne poolega otsitava ruudu

kiiljest.
8.157, 22

telgi otsitava ruudu tippudes.
8.159 |z —y+£3=0,24+y£3=0.

suurema voi viiksema diagonaali otspunkte.

8.158.| Ellipsi keskpunktist raadiusega va? + b? joonistada ringjoon, mis 16ikab

6 12v/3 6 12V3
8.161.| A(6,0), Bl =,—— |, C|=,——— |-
( ) )7 77 7 )7 77 7 )
4
8.162.| 5 = 68?.
22 P 22y
8.163. % + 6 = 1 voi % + 9 = 1, soltuvalt sellest, kas ellips ldbib rombi

8.165.] Markus. Ellipsite afiinsel teisendamisel ringjooneks teiseneb vaadeldav
kolmnurk vordkiilgseks kolmnurgaks, mille keskpunkt iihtib ringjoonte keskpunk-

tiga.
(z—a)?  (W—y)
8.166. 22 + B = 1.
—1)? 3)2 9)2
(y—1)° (w+4)? o
1 2, » @ , b =2;3) 20 + 10 » L1 )

4
y1:0,a:2\/5,b:\/1_0.

8.168.| 2% + 2y — 62 + 24y + 31 = 0.

(2z9g — 2')*  (2yo — ¥/')*
8.169. s + 2 =1,2x0—2' =0,2y0— v = 0.

2 2
8.170] = + L — 1, Y

4 3

22y ) A

8.171.| Ellips ) -+ 2= 1 voi ringjoon x~ +

y* = a?, kui punkt M on 16igu AB keskpunkt
(joon. . Taisnurga haarad voetakse reeperi

telgedeks ja AM = a, BM = b. Lo sin a,

N a @) R

5 =Cosa, a= ZOAB. x
2y Joonis 8.4

8.172. —+5= 1. oonis 8&.

a b
8.173./1) AB =5, AM =3;2) AB=5, AM =4; 3) AB =10, AM = 5.

8.174. Ellips pooltelgedega 13 cm ja 5 cm. Kolmnurga aluse juures olevad tipud

on selle ellipsi fookusteks.
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8.175.

2 (A+1)%,

= + ST y“ = 1. Markus. Ules- N

ande t

QP otspunktide koordinaadid on Q(z,y),
P(z,ys2), kus y; = 0 ja y, leiame ringjoone vor-
randist yo = Vr? — 22. Kuna punkt M jagab
l16igu PQ) suhtes A, siis y = —— . Viima-

se seose lihtsustamisest saamegi ellipsi vorran-

di.

ingimuste jargi 5 = A. (joon. P

&V

N2 —a? ol @
r+ A

8.176.

ZZ'2 y2

SO

8.177.

Ellips tsentriga punktis Q(0, 1) ja pool-

telgedega a = V14, b = V7. Ellipsi teljed on

paralleelsed reeperi telgedega. Joonis 8.5
- . (223 ¢
8.178.[ (joon. [8.6) Ellips — + = =1.
Ellipsi fookusteks on antud ringjoone keskpunkt ja punkt A.
2 2
8.179. ¢ Y 5 = 1, s.t. ellips pooltelgedega p + ¢ ja p — ¢. Kuip > ¢,

(p+q)2+(p—q)

siis punkt () joonestab ellipsi, liitkudes vastukella; kui p < ¢, siis punkt @ liigub

mooda

8.180.

ellipsit vastupidises suunas. Kui p = ¢, siis punkt @) varda OP taispoorde
véltel 1dbib kaks korda x-telje 16igu pikkusega 2(p + q).
Ay
P
M
b
o R
A T
Joonis 8.7
Joonis 8.6
1 1
Ruudu tippu lébivate ellipsite jaoks kehtib seos — + — = = 1. Puutepunkti
o wy 2ty
koordinaadid (z,y) rahuldavad vorrandeid 2 4 Y9Y =1, - + 55 = 1. Médrates

b2 b?



8. PEATUKK. RINGJOON JA ELLIPS 141

11 1 1 —
siit —, -5 Jja asendades need tingimusse — + -— = 1, saadakse S +
a*" b (Yo — oY)

a?  b?
Tr — T — 1
yixyo — Toy)
Liikugu ellipsi fookus F' modda sirget a,
kusjuures ellips ise puutub sirgega b punktis M.
Konstrueerime hetkelise keskpunkti €2 ning iihen-
dame selle ellipsi keskpunktiga O. Sirge Of) on ot-
sitava trajektoori normaal. Tdhistades sirgete a ja
F'M loikepunkti tihega @, saame, et PQ = FP,
kuna M P poolitab nurga FMQ. Edasi MH = FH
ja F'O = FO. Jarelikult sirge OQP on sirge F'Q
paralleelne sirge. Jarelikult trajektoori normaal OS2
labib liikumatut punkti P, s.t. otsitav trajektoor
on ringjoon. Et leida ringjoone raadiust, tarvitseb
poorata ellipsit nii, et tema teine fookus F” langeks
sirgele a. Siis on kerge ndha, et raadius vordub suu-
rema poolteljega.
8.182] ¢ = 60°.

8.183. 20 = 8V3 cm ~ 13,9 cm; 2b = 12 cm; e =
T
5 Joonis 8.8

Kujundame koonusesse kaks sféri, nii et iiks

puutub koonuse pinda mdéoda ringjoont a ja loikab tasandit o punktis £}, teine
puutub koonuse pinda m6dda ringjoont b ja loikab tasandit a punktis F,. Votame
loikejoonel suvalise punkti M ja iihendame selle punktidega Fi ja F5 tasandil a ning
asetame labi selle punkti koonuse moodustaja loikumiseni ringjoontega punktides
A ja B. Saame MF; + MFy, = AB, kus AB on konstant (vt. eelm. iil.). Seega
koonuseldige on ellips, MF, + MF, = AB (vt. joon. [8.8).
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o0 oe ‘ly
9. peatiikk. Hiiperbool
ZZ'2 y2 I’Q y2

9.1 1) — L -1, L _1.3 c

)259 257350 b

TV gy 99502 — 10047 = 36: < :
10,24_@ ) 2252 ~ 100y F Al TR
5) 7T2? — 3y* = 21; 6) 2° — 10y* = 1.
9.2.| Vt. joon.
9.3.1) 2a = 16; 2) 2a = 4v/2 ~ 5,66.
2 2
y
9.4./1) 2722 —28y% = 720; 2) = — L = 1;
3) r_¥Y _q Joonis 9.1
15 6
9.5] F(0,17), F»(0, —17), 8z & 15y = 0.
13

0.6/a=12,b="5, F(~13,0), F5(13,0), a = 1, 5o + 12y =0,

x2 2
9.7/ — L —1.

64 36 ) ,
9.8/1) a=6,b=4, c=2V13 F1 (—2\/_ 0) j2) (2%1_3,0), e = VI3, p=25;

4
2)a=3,b=2c=V13,e= \/ ,p = ;)a:2,b:2\/§,c:4,e:2,

V3 ﬁ 3
=6:4) a=+2,b=—~= c—\/’ ==, p=—=;5)a=50b="7c =74,
p ) 7 - 5P 15 )
1 5 1 29
F1(0,—8,6), F2(0,8,6),e:5\/ﬂ,p:9,8; 6) a:§,b=1,c:§\/2_9,e:g,
2 2v/2 2
p:5;7)a:17b: 70_\/_6_\/_p_178)a T\/?)_a _\/5702:?37

2 2
e:\/_g,p:5\/§;9)a:\/g,b \/§C—2\/_e——\/_p— 3;10)a:\/ﬁ,

2v2 ’ 4 6 V5 _755 27
b=v6,c=4,e= p= 1) a=12,b=9,¢c=15e=>,p=—.
VTR Tl rPT 7
9.9./1) x £ 2y =0;2) x £y =0; 3) V2xr + /3y = 0; 4) 5z £y = 0; b)
Vbhr + /3y =0;6) x =2y =0.
1'2 y2 £K2 y2 12 y2
9.101) = - = =1;2) - - =1,3) — - L =1;4) 2> —4* =16
>1629 2, ) 5 275 27 ) 9 2 2 7 >2x ! 2 2
Y i S YO A R T S Y
, 900 400 400 ~ 900 121 7 100 19 21
Yy 2 z z Y
4) 2* — = = - ;5 - =
o =LY )6,25 11,25

b2
Mairkus. p = — ehk p = eA, kus A on fookuse kaugus vastavast juhtsirgest ja e
a
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on ekstrentrilisus. - A 0 ) )
Yy x
9.12.| 1) Fi(5,0), F5(—5,0); 2 = -3 = +-— =x—;4) — — — = 1;
) 1(7)7 2( ,),)6 37)y 3$7$ 57)16 9 ’
¢ =-
2 2
9.13— — L —1.
16 x29 % 2y 22 g 2 g
914)1) — — 2 =1,2) — - L =1;3) — - L 1,4 — - L =15
2)64 3 ’)144 25 ’)3 9 7)5 4 )
xQ—%zl.
9.15./1) a =23, b=2;2) a = V15, b = v10; 3) a = v/5, b = 2v/5; 4) a = 21/5,
= 5. 2 2 2 2 2 2 2 2
T x Y 2bx Y x Y
9.16.[/1) ——==1;2) ——==1;3 —=14) ——-—==1;5
25 ’ )36 9 3) 171 19 ’ )432 75  9)
x>y 922 10y?
S A T = 1.
4 5) 61 305
242 =8 9) 2? — g 363)302 v 14)x2 vy
9.17.1) 22 — ¢ = 2o —363) LY Ty
)x2y2,2y2,19,188
9.18/1) = Y —. 08 Y
316625 y92 9952 3 2 2?2 P 2y
9.19/1) — - L = 19— L - 1= L - L -1
)‘ 9 . ’)100 570 ’)24 25 7)9 10
9.20.| 12 pinnaiihikut.
9.21]1) z—y =0jaz+y =020 =90%2) z— 3y = 0jax+3y = 0;
20 = 60°% 3) 20 — V10y = 0 ja 2z = V10y = 0, 2p =~ 64°18'; 4) 3z — V15y = 0 ja
3z + V151, 2p ~ 98°14’.
b
9.22.1)6-COS%:1;2)—: e? — 1.
a
9.23.1) a = 120° 2) a = 90°.
2
9.24.[1) e = —;2 e:\/§;3 e =13
) \/g) )
9.25.|r —2y—12=0jaz+2y+8=0.
2 P 2 g2
9.26.| — —=—=1ja— — ——= = 1.
6 9 Ty m
2 2
9.27) L —
Dot L
928 ——=—=1ja— —==1.
36 64 6436
90.20/1) L YL —1,90 L Y g
32 52 252 14214
T Y T Y
9.30./1) ——=—==1;2) — —=—=1.
)4 12 ’)16 9
9.31llr=—-4, r=4y=—-1jay=1.
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9.33.[1) A(—6,5); 2) ei I5iku; 3) A1(1,0), Ay(—7,4);4) A (

Ay(—V/15,3); 6) ei 16iku.
1) A(10,2), B(—10, —2); 2) sirge puutub hiiperboo-
li punktis C'(10,—2); 3) reaalseid loikepunkte ei ole; 4)

15v/10 9

1 ; 5| sirge on paralleelne iihe astimptoodi-

ga ja teist loikepunkti ei ole.

Vt. joon. Leides tekkinud kolmnurga tipud ja
arvutades kolmnurga pindala, saame, et S = ab.

[9.36.] Joon. 0.3

Mairkus. Kasutame kolmnurga konstrueerimise votet alu-
se 2c¢ jargi, kui kolmnurga iiks nurk on ¢ ja kahe iilejaanud
kiilgede vahe on 2a. Korrates sama konstruktsiooni erine-

DIl =

VASTUSED

7 1
535 )9 V),

Joonis 9.2

vate nurkade korral, saame leida erinevaid hiiperbooli punkte. Hiiperbooli vasaku
haara saame, vottes parema fookuse kolmnurga suurima kiilje juures oleva nurga

tipuks.

2b2
0.37. 8,0, = .

Markus. Vaa(cjleldud omadust voib votta ka
hiiperbooli definitsiooniks: hiiperbooliks nime-
tatakse punktide hulka tasandil, mille punkti-
de kauguste korrutis kahe loikuva sirgeni on
konstantne. Vaadeldud sirged on hiiperbooli
astimptoodid.

2 2
Lo Yo
9.38. ? - b_2 > 1-
2 2 2 2
Z1 (4! L2 Y2
9.39.?—b—2>1,?—b—2>1,$2y2>0.

9.40.| A — sisemine, B — vélimine, C' — hiiper-
booli punkt.

9.41.| Punktides —1—5,—§ , E,E X
4 5 4 4

28/2
41

9.42.[r1 = 9,1, = 19, tanp =

9.43.[ (—6,4V/3) ja (—6, —4V/3).

AN

Joonis 9.3

4 3
9.44.1) z = ig\/ﬂ, y = +1,8 (4 punkti); 2) z = 9,6; y = igx/119 (2 punkti).

Markus. Kui hiiperbooli mingi punkti korral fokaalraadiused on risti, siis fokaal-
raadiused koos fookustevahelise loiguga moodustavad tdisnurkse kolmnurga, mille

korral kehtib seos 4¢? = 2 + r5°.
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20 20
9.45.(1) r; = \/_ +/3, 1y = \/_ —1/3; 2) anutud hiiperboolil ei ole niisugust
punkti.
9.46. x+4\/_y+10—0jax—10:0.

14 4 4
9.47. j:—\/_ + —\/_ — neli punkti. 4

3 4
9.48.c < 1+ V2.
Mairkus. Kuna o2 e, siis crta =e, B g
dy do exr —a b

a(l+e) Ay .
kust x = e Parema haru korral = > a, \ 0 a 1T 7
saame te > 1. Saadud seosest leiame e,

e —e
arvestades, et e > 1.
27. . .
9.50) d = b. )1 I
1 1
9.51.| — + — = 1.
g e’ Joouis 9.4
9.52.| Vt. joon. 0.4 0onIs .
2 b2
9.53.| Puutuja % _ Y _ = 1, normaal ez + 2 =2
a? b? To Yo

9.54|x+y =1

@55]c—y—2=0;2—-y+2=0.
9.56. |m| > 4,5; 2) m = £4,5, 3) m < 4,5.
2 2 2

2 2
9.57.1) r v < 1, kuid w__y_ # 0, puutujate paari vorrand (wi — yi = ) (
a?

a? b2 a? b2
2
(@ Yy 1) =0;2) a) %—yb% = 1, siis puutuja vorrand Lx_i_y[;)_gy_l =0,

b) — — = =0, To> + yo? # 0, s.t. punkt asetseb asiimptoodil, kuid ei iihti

2 2

2

keskpunktiga, siis puutuja vorrand <1 + 1%) l + (1 — x%) y_ 2 _ 0, kuid
a a a b a

b

Yo = —Zo-

b2
9.58.| +cray = d?, (ic:l: )

9.59./1) v =1;2) 52 — 2y + 3 =0.

9.60.[1) 3x + 2y — 6 = 0; 2) x + 2y + 6 ainult iiks puutuja, kuna punkt asetseb
hiiperboolil; 3) reaalseid puutujaid ei eksisteeri, kuna punkt asetseb hiiperbooli
sees.

9.61|1) 2 +y—2=0,50—Ty+2=0,z—y—6=0, Tz + 5y + 210 = 0; 2)
r—3y+5=0,3z4+214+45=0,3x+y—15=0, 21z — 3y — 35 = 0.
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1) P(2,0). Méarkus. Sirge pooluseks teist jarku kovera suhtes on sirge ja
2
kovera 1oikepunkte ldbivate puutujate loikepunkt; 2) P | 3, 3

1) z = 4. Markus. Punktist A hiiperboolile tommatud puutujate puute-
punktid on M;(4,3), My = (4,—3) ja polaariks on punkte M; ja M, lébiv sirge;

4 7

2) x+4y — 16 =0, puutepunktid M;(4,3), M, (5’ —5); 3) 2z + 5y = 0.
0.66. ¢ _ 2a-— Jl + 4 —|— 1

ot :U0+y0 a2+b2
9.67.| Mirkus. Uhtivate fookustega hiiperboole ja ellipseid voib esitada jirgmiste

B . 1 y? . x2 y2
vorranditega: PR lja — A2 oz = = 1.
0.60 8v5 3V15)\ [ 8V5 _3\/

I T 5 ) 5 5
9.70.|1) A%a* — B** = ¢*; 2) k*a®> — b* = m?.

vy v

9.71.¥ e < 0.
9.72.[1) x+y+3 =0jaxz+2y+4 = 0; 2) antud sihis reaalseid puutujaid ei leidu;

3) 22 +y + V66 = 0.

9.73.| Puutuja 3x — 2y £4 = 0.

9.74.| Puutujad xr — y£ = 0, normaalid x +y +5 = 0.
8

9.75.|v+2y—4=0,z+2y+4=0,d= — \/_

9.76.[1) 18z — 10y +225 = 0; 2) 12z + 13y £ 312 = 0.

977 q = V209 4 _ 12
22\/52 \/52 2
978/ = — Y —,90 L Y
8 4 56
2y
9.79 2 — L — 1,
69
9.80. A
. 4 Yy =

9.81.| 8z + /11y — 20 = 0.
9.83. d1 . dg = b2 ehk hélvete kaudu 51 . (52 = —b2.
Mairkus. Miinusmérk néitab, et hiiperbooli fookused asetsevad tema suvalise puu-

tuja suhtes esinevates pooltasandites.
1) b; 2) tahistades hiiperbooli suvalise punkti koordinaadid (z,y) ja selle

. . . . bxr — ay
punkti kaugused astimptootidest d; ja do, saame d; = \/ﬁ kust dy - dy =
b22? — a2y B a2h?
a? + b2 2’
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9.86.| 22 + y? = a® — V.
y

9.87.| Ringjoon.
b
9.88.| |k| > —.
a
9.89./1) mx + 13y = 2mxo; 2) 2o +y = 8; 3) 4o + 3y = 24.
207
9.90.[d = —.
o
9.91.|y = ——x, kus k on paralleelsete koolude tous.
a
9.92.|3x — 4y — 5 = 0.

0.93] 162 — 15y = 0.
Miérkus. Kasutada valemit (9.12)).
Olgu CA ja CB asiimptoodid. Asetse-
me sirge M'N C B, see sirge loikab astimptooti
CA punktis N, antud diameetrit punktis M.
Asetame M'N = M N; kaasdiameetriks CM’.
Otsitavate diameetrite tousud on ko =
(a® + b)) tana £ /(a2 + b2) tan® a + 4a2b?
2a?

1
9.98.[ ¢ = arcsin =

Markus. Hiiperbooli korral kehtib jérgmine
Apolloniuse teoreem: a*> — b* = da? — b? ja Joonis 9.5
ab = a'l’sinp, kus a ja b on hiiperbooli poolteljed ja 2a’ ja 2b" kaasdiameetri-
tel asetsevate koolude pikkused.
9.99.(1) y = (V2 1) zjay=(V2+1)zjay=—(V2+1)2;2) 20—y =0,
r—3y=0ja2e+y=0,z+3y=0.
9z + 4v/34y = 0.
Mirkus. Madrame diameetril asetseva koolu otspunktid kahest tingimusest: 1)
need punktid asetsevad hiiperboolil; 2) punktid asetsevad 10 cm kaugusel hiiper-
booli tsentrist.
[9.101.] 5y £ 2z = 0.
9.102.| Hiiperbool.

ab ab .. e )
9.105.| ( £ ;+ . Ulesanne on voimalik, kui b > a.
( \/bQ ) \/bQ )
9.106. Asetame GF||DE, DG||AC (vt. joonist 0.6)). Jaotame DG ja C'D vordseks
arvuks osadeks. Punkti A iihendame CD jaotustega, punkti B ithendame DG
jaotustega. Sirgete 1oikepunktid on hiiperboolil.

_a)? 2
o107 8 v

(5" 6
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Yy

7%
Joonis 9.6
_c)? 2
9.109. (xag) - =
R () (5w
T — X T — Yo T — Xo Y —Yo
9.112.1 _ — 1.9 _ — 1
)< Do (y+2y P T 1 (yap
0.113.1) —— - =10(1,2) a=5jab=32) — - =
(r+3)*

1, Q(-1,1), a = V6 ja b= 5; 3)

(x+2? (y+27° _ o po3 WD @)
Ty =L Q(2,-2),a=20=2V35) - g~ b

Q(—1,2), reaaltelg on paraleelne y-teljega, a = V2 ja b= 2V2; 6) (z—2)* — (y —
3)? = 0 - loikuvate sirgete paar.
5)

9.114.[1) C(2,-3),a =3, b =4, ¢c = 3 juhtsirgete vorrandid on 5z — 1 = 0,
br — 19 = 0, asiimptootide vorrandid on 4z — 3y — 17 = 0, 4o + 3y + 1 = 0; 2)
C(=5,1), a =8, b =6, c = 1,25, juhtsirgete vorrandid on = = —11,4 ja z = 1,4,
astimptootide vorrandid on 3z + 4y + 11 = 0 ja 3z — 4y + 19 = 0; 3) C(2,—1),
a=3,b=4, c= 1,25, juhtsirgete vorrandid on y = —4,2, y = 2,2, astimptootide
vorrandid on 4x +3y —5=0,4r — 3y — 1 =0.

y2: 17 Q(_ng)a a':2.]ab:17 4)
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(r+15)2 4?2
9.115. oz 122 =1
Markus. Antud juhul on mugav kasutada fokaalteljega ristuva fokaalraadiuse pik-
) 2b*
kuse avaldist 1 = —.
a
2
9.116.|zy = % vana reeperi pooramisel —45° vorra.
2 2
9.117) > - L =1
4 12

9.118.| Hiiperbooli 2* — ‘% = 1 parempoolne haru.

9.119.| Punktide hulk on hiiperbool (1 + A)?zy = 2AS, mille asiimptoodid iihtivad
reeperi telgedega ja S on kolmnurga pindala.

9.120] 4% + 4 = - 1.

Markus. Vordhaarse hiiperbooli korral vaadeldud hulk koosneb ainult iihest punk-
tist — hiiperbooli tsentrist. Kui a < b, siis hiiperboolil ei eksisteeri iihtegi paari
ristuvaid puutujaid.

Vérdhaarne hiiperbool 22 — 3 = a® — b%. Vt. joonist [9.7}

Mairkus. Antud ringjoone keskpunkt ja an-

tud ringjoone suhtes viline punkt on otsitava hiiper- 2 Y
booli fookusteks. Antud ringjoone raadius on vordne
hiiperbooli fokaalkoolu pikkusega 2a.

2 2
9.123— — L =1
16 29
9.124./ g = —.
9.125.| Hiiperbooli juhtjoon, mis vastab sellele foo-

kusele, kust on tommatud ristsirged.

2% —y? = a?, kui antud punkide koordinaadid
on (a,0) ja (—a,0). Joonis 9.7
xQ—y2 = a?, s.t. vordhaarne hiiperbool, mille tipud iihtivad punktidega A ja
B. Midrame punkti M ordinaadi kahest kolmnurgast AMN ja BMN (joon. .
y = (r+a)tanp jay = (x — a) cot p. Nendest kahest vorrandist elimineerimine

parameetri.

9.129. a_b

9.130. F200kuste hulk on hiiperbool, kui FA — F'B # 0.

Teine fookus on vordsel kaugusel punktidest, mis on siimeetrilised antud
fookusega puutujate suhtes. Otsitav punktihulk on sirge. Kui on antud fookus Fj,
punkt My ja puutuja ly, siis FoMg + MgF = MJF, kus My on punkt, mis on
punktiga Fy siimmeetriline puutuja [y suhtes. Tdhendab FM) — F M, = const.
Otsitav punktihulk on hiiperbooli (fookustega My ja M) haru.

Vétame puutujaks x-telje, asiimptootideks y-telje. Olgu punkti P abtsiss
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Joonis 9.8

x = a. Siis vorrand (z — €)® + (y —n)? = (Iz +my + n)? méirab hiiperbooli, mille
fookuseks on punkt (£, 1) ja me saame otsitava hulga vorrandi, kui elimineerime [,
m, n neljast vorrandist (a—&)?+1* = (la+n)*, m = £1, n = £n, la® +2na+In* =
0

9.134.| Hiiperboool.
9.135.| pV = nRT, kus T on absoluutne temperatuur, R on gaasi univeraalne

konstant R = 8,3 - 10° Arvestades, et 15°C' = 288,3 K ja 1 tonn hapnikku

kg-mol’
on 31,25kg-mol, saadakse pV = 31,2-8,3-10%-288,3 ~ 7,5 - 10"Nm. Soovitatakse

N
votta rohu teljeks (p) abtsisstelg 1 jaotus — 1- 10— ja ruumala teljeks ordinaattelg
m

1 jaotus — 1-10* m?.

10. peatikk. Parabool

10.1.)(0,1).
10.2.|1) 3* = 8x; 2) 4* = 6x; 3) y* = bx; 4) y* = 6,4x.
3

10.3.| 2 = ——.

2
1 1 1 1
104 1) (10) 0= =52 (-5.0) o= 59 (03) v =39 (0.-3)

y=-.
10.5.[y* = 8z — 8.

10.6. 1) o* = 4a; 2) v* = —92; 3) y* = 8x; 4) y* = —8x; 5) y* = 1625 6)
y® = +£122; 7) y* = 20z.

1) 2° =y; 2) 2° = —2y; 3) 2° = 8y; 4) z* = —8y; 5) 2 = 12y; 6) 2° = 8y.
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10.8]p = 4.

10.9.y = %:{:2 —x+3.

10.10.| 1) y* = 10x — 25; 2) * = 62 — 9.

10.11.2° = 6y — 9.

10.12. 2 + Z— = 1; vordle sirge vorrandiga telgloikudes.

Mirkus. Kuna z-telg on parabooli taljeks ja tipp asetseb punktis A(a,0), siis
parabooli vorrand omab kuju y? = 2p(x — a). Parameetri leidmiseks arvestame, et
punkt B(0,b) on parabooli punkt.

1) (y —0)* = 2p(z — a); 2) (y — )’ = —2p(z — a).

Mairkus. Kanname réopliikke teel reeperi alguspunkti punkti A(a, b). Uues reepe-
ris parabooli vorrand omab kuju y'? = 22’. Minnes tagasi lihtereeperisse, punkti
koordinaatide teisendusvalemid omavad kuju 2’ = z — a, ¢y = y — b. Teostades
asenduse, saamegi toodud kuju.

10.14. (552— a)?> =2p(y —b), (x —1)* = b(z + 2).

10.15.| — + = = 1.
a? + b )
r Yy
10.16.| —— 4+ = = 1.
) * 36
10.17. (z +2)* = —32(y — 1).
10.18) F(9, -8).
2 1
10.19.1) A(2,0), p=2,2—1=0:2) A (570)719 =3,60—-13=0;3) A (0, _5)7
1
p=3,6y+11=0;4) A(O,Q),p:§, 4y—9=0
T 9 : " 3 73
10.20./1) A 3 71) B1(2,0), By(5,0). y-telje positiivne suund; 2) A 7738 )

B1(—1,0), By(5,0). y-telje negatiivne suund; 3) A (Z, —%), B (ﬂﬁ),

3 5 23
By ( +4\/_ ) y-telje positiivne suund; 4) A (_6’ ﬁ)’ x-telge ei loika, y-telje
(e 5 1 3 . .
positiivne suund; 5) A 178) By(1,0), B 5,0 , y-telje positiivne suund.
10.22.] 12.
10.23) A,(0,0), As(4,4).
[10.24] OX = 10.

10.25.] KKui punkt M, on parabooli punkt, siis tema koordinaadid peavad ra-
huldama parabooli vorrandit, s.t. y5 — 2pro = 0. Kui punkt P kuulub parabooli
sisepiirkonda, siis y5 — 2pzy < 0. Kui y5 — 2pwo > 0, siis punkt kuulub parabooli
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valisepiirkonda.
10.26.| B on parabooli punkt, A on sees- ja C' viljaspool parabooli.
10.27.|1) B?p > 2AC; 2) B*p < 2AC.

1 2
10.28. 1) M;(2,—6), M, (5,3); 2) My (5,2) sirge on parabooli puutuja; 3)

1
reaalseid l6ikepunkte ei eksisteeri; 4) M 5,3 , sirge on paralleelnne parabooli
teljega.
10.29 1) A1(4,6), A (==Y 2y (2.2 3) Aa(=21): 4) 4,20, 16)
. . 1% V), 2 47 4 ’ 467 9 ) 67 3 1 ) ’
Ay(5,1); 5) reaalseid 16ikepunkte ei eksisteeri.

10.30. (10,\/%), (10,—\/%), (2,\/6), (2,—\@.

5
10.31. (4_1’ +V 15) ja kaks imaginaarset loikepunkti.

10.32.|Kui y? = 2pzx on antud parabool ja x = k on antud sirge, siis otsitav punkt
on A(p+k,0).

(0,£2).

Vt. joon. [I0.1}

Markus. Otsime parabooli punkti parabooli
teljega paralleelsete sirgete parve sirgetel.
2

10.35.| Parabool y? = %x.

10.36.| Vt. joon. Konstruktsioonis voib

kasutada erinevaid tiisnurkseid kolmnurki, \
niiteks kaastelgedega a = b = 5 voi a = 10, \
b = 20, voi a = 15, b = 45 jne., kui ainult F

(1,2

o= 5. Joonis on tehtud 1. juhule. Punkti- y

de saamiseksviljaspool kolmnurka pikendatak-
se molemat kaatetit molemale poole ja kantak-
se pikendustele samad jaotused nagu kaateti-
tel. Punktide nummerdamist jitkatakse jooni-

sel naidatud viisiil. Joonis 10.1

10.37.| Vt. joon. [10.3]
Markus. Punktist M langetame ristloigu M H parabooli teljele. Punktist H kan-

name teljele 16igu HJ = p ( p — parameeter). Labi parabooli tipu A ja punkti J

joonestame ringjoone, mille keskpunkti ordinaat on QK = — H M. Saadud ringjoon
loikab parabooli otsitavas punktis N. Sirge M N ongi otsitav parabooli normaal.
1) yoy = pla + x0); 2) (v* — 2px)(y5 — 2pxo) — [yoy — p(z + x0)]* = 0,
vy = p(x + z1).
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-~ 00 ©

[=p}

—5-4-3-2-1|0 L 2
[ ]

Joonis 10.2

10.40.| Parabooli y* = 2px puutuja omab kuju yoy = p(x + ), kusjuures puute-

punkt on parabooli punkt, s. t. yg = 2px.
V. joon. My (9, —6).
Mairkus. Parabooli puutuja vorrandi saame poolen-
di asendusvottetega, s. t. omab kuju yoy = 2(x+x0).
Kuna ka sirge x + 3y + 9 = 0 on sama parabooli

puutuja, siis sirged peavad iihtima, s. t. tundmatute

— 2
kordajad on vordsed 2 = % = %.
5
10.43.|1) p=2;2) p= 3"
Markus. Avaldame puutepunkti koordinaadid tund-
matu parameetri p kaudu. Parameerti p leiame tin-
gimusest, et puutepunkt on parabooli punkt.
10.44.|1) 2+y+2 = 0, 2z+5y+25 = 0; 2) 3x—y+3 =
0,3t —2y+12=0;3) 2 =0, 2 —2y+6 =0; 4)
3z + /3y + 6 = 0; 5) ei eksisteeri.

5

10.45.|d = 13—.
13
10.46. Q — (—%,0).

Joonis 10.3

10.47. 1) 3z — 8y + 48 = 0; 2) 8z + 3y — 164 = 0; 3) 3z + 4y + 12 = 0; 4)
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dr — 3y — 34 = 0.

10.48.[1) dx—y—24 = 0; 2) x+4y—180 = 0; 3) 22+ 3y+2 = 0; 4) 9z —6y+22 = 0.
10.49./1) 2 4+y+£3=0;2)3z—y+1=0;3) . —2y+12=0;4) 3z +y+1=0.
10.50. d = 2/13.

10.511) z+y+4=0;2) z —y—12=0.

10.52.|1) 8z —4y+1=10;2) 8z + 16y —9 = 0.

10.53./1) z — 6y +27=0;2) 20 —y+2=0;3) v — 2y + 2 =0.

10.54] p = 20k.

10.55. (9,2\/1_3>.

3’
10.57./1) = — /3y + 9 = 0.

10.58./1) 2 £ 2y +4=10;2) v+ 3y + 15 = 0.

Mairkus. Puutujate koordinaadid on lihtne leida sirge ja kovera puutumise tingi-
musest: puutuja omab koveraga kaks iihtivat loikepunkti.

1) puutub parabooli; 2) 1oikab parabooli kahes punktis; 3) asub viljaspool
parabooli.

d=2.

Mairkus. Kui sirge ei 1oika parabooli, siis sirge ja parabooli punktis, mida ldbiv
puutuja on paralleelne antud sirgega (vt. joon. [10.4)).

[10.64)z —y+1=0.

10.65.| P(—1,2,25).

10.67.| Sirge. Lahendus. Olgu y* = 2pz antud parabool, p(£,7) ostitava hulga
suvaline punkt, siis punktile P vastava polaari vorrand on yn = p (x + £). Polaaril
asetseva parabooli koolu otspunktist My tommatud normaali vorrand omab kuju
ToT + py — xoYo — pyo = 0. Kuna normaal peab ldbima parabooli asetsevat koolu
otspunktides voetud normaalide 16ikepunkti N (a,b), siis saame koolu otspunkti
leidmiseks vorrandisiisteemi

3
10.56. I)A(— 1);2) 8r — 6y + 3 =05 3) 24z + 32y — 41 = 0.

Toyo + Yo(p —a) —bp =0
Yo = 2pxg
b’ = 2pa

tundmatute z( ja yo suhtes. Kuna punktid M, ja N on erivevad, siis yo — b # 0
ja peale suurusega yo — b ldbijagamist saame koolu otspunktidega M;(z1,41) ja
My (x5, y2) ordinaatide leidmiseks ruutvorrandi v + byo + 2p* = 0, millest y; ja

Yo = —b, y1y2 = 2py Teiselt poolt, punkti P polaari vorrandi voime koostada kui
— Tr—x
punkte Mi(x1,y1) ja Ma(x2,ys) ldbiva sirge vorrandi y—u _ ! , millest
Y1 — Y2 L1 — T2
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2
Y = P _ 9% punaiks ja sama sirge on méaratud kahe vorrandiga, siis

Y1ty Y1ty _ o
vastavate tundmatute kordajad peavad olema vordelised. Saame 21 = y; 419, 2p§ =

y1y2 Kokkuvottes, arvestades eespool saadud seoseid y; ja yo korral saame £ = p,
s. t. otsitav hulk on sirge.

10.69.| Parabooli juhtsirge x = —g.

10.70. S; : 95 = 2. Parabooli sisse joonestatud kolmnurga pindala on 2 korda
viiksem vastava parabooli timber joonestatud kolmnurga pindalast.

Mairkus. Koveratevaheliseks nurgaks nimetatakse koverate puutujate va-
helist nurka nende loikepunktis.

Sirge, mis on paralleelne paraboolide tipus voetud puutujatega.
r—2=0.

[0-75]y — 2 = 0.

[[0-80] y — +4.

Mirkus. Parabooli y? = 2px diameetri vorrand on %, kus k on diameetrit poolita-
k—k

va parabooli koolule tous. Kahe sirge vahelise nurga valemis tan ¢ = £y T k;ll’

kus ¢ = 45° ja k; = 0 (diameeter on paralleelne parabooli teljega), saadakse:
k=+l1.
x—12=0.
10.82.f1) 2z —y—3=0;2) 2z —y—5=0.
10.83.|1) z —y — 10 = 0; 2) 3z — 5y + 10 = 0.
[10.84. 4z + 3y — 26 = 0.
[10.85.]y = 0,7z + .
10.86.|y = 3,5.
10.87.|a = 4pV/3.
Markus. Kolmnurk asetseb siimmeetriliselt parabooli telje suhtes: iiks kolmnurga
tipp asetseb parabooli tipus ja tema vastaskiilg on risti parabooli teljega.
10.88.1) = — 10 = 0; 2) 2z — yV/5: 3) 22 + yV/5.
10.89.|1) = = t—; 2)y=t.
2p
10.90.| Parabool, mille tipp asetseb
antud parabooli fookuses ja para-
meeter on kaks korda viiksem an-

tud parabooli parameetrist.

10.91.)y? = Za. 12 12

2
10.92. o - o = p2.
10.94.| Parabool.

10.95.p = —12. Vt. joon. [10.4]

Ya

=

Joonis 10.4
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10.96.

10.97.

10.98.
10.99.

10.101.

10.102.

10.103.

10.104.

10.105.

10.107.

10.108.

10.109.

10.110.

10.111.

10.112.

10.113.

10.114.

10.115.

10.116.

10.117.

10.118.

VASTUSED

h =15 m.
10.100.| Sirge poorleb imber punkti @ (2p, 0).

Parabool, mille fookus on antud punktis ja juhtsirgeks on antud sirge.
Kaks parabooli y* = +2z + 1.

y—18=0. 4J.
_a 9
40 cm.

40 cm.
2

P kus p = — on ellipsi parameeter.
a

B 1+ecosp’

T l_e cos?
a; 2) p = 2acos p; 3) p* — 2popcos (p — po) = a® — pi.

16

5—3cosp’
4

5+ 3cosp

P= 3—\/Scosp'
1) a=2v2;2) b= 6; 3) 2c = 2V2.
13, 12.

(53) (-3)

4
(p = a arccos (i5>

p b
p= , kus p = —.
1 —ecosyp a

B 2p cos
P= 1 —e2cos2yp

Markus. Liahtudes ellipsi kanoolilisest vorrandist ja kandes reeperi alguspunkti

ellipsi tippu, saame 3* = (e

* — 1)z’ 4 2p2’. Edasi tuleb minna iile polaarreeperi,

kasutades seost 2’ = pcosp, ¢y = sin p.

10.119.

10.120.

10.121.

P = P
1+ecosp
—b?
P = :
1 —e2cos?p
25
p:

12 —13cosp’
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160 cos ¢ 72 cos 24 cos
10.122|1) p= —— :2) p=—F7""T7—F3) p= ——mM— .
) 25 —9cos? ) 16 — 25cos? p ’ )p 9 — 5cos?
b2
Markus. Vt. iil. 10.120, arvestades, et p = —, e = E.
a a
22y
10.1283| — — — =1
16 9 /3
2 2 2
10.124.[ Asiimptoodid: p = — — jap=———5—, juhtsirged p = —
sin(¢ — %) sin(p — ) oS
3v2
jap=———.
cos
P p
10.12541) p = 12) p= .
) p 1 —cosp ) p 1+cosep
2
10.126. p = L2
sin” ¢
cos ¢ £ /cos
10,127 p = PLeos® 23
1 —cos?¢p

10.128.| y* = 12z.

1
10.129. M <3, arccos §> - kaks punkti, siimmeetrilised polaartelje suhtes.

2 2
10.130.1)—+_:1;2)y2:_x;3)__%:1;4)

2 2 2

T Yy 2

T

+ =1,

oy
169 25 5 4

3 16

11.

11.1.

11.2.

peatiikk. Teist jarku joone iildine teooria

(5,0), (2,0) ja (0,5), (0,1).

1) (1,0) ja (1,

2

5
—5) ; 2) 16ikepunktid on ebapunktid; 3) sirge puutub koverat

11
punktis (1,0); 4) (5, 6)’ sirge 16ikab koverat ainult iihes punktis.

11.3.

11.4.

11.5.

2(1131’

(ky =

m
90—4~

Markus. Antud vorrand kujutab parabooli, koik ndidatud sirged on paralleelsed
siimmeetriateljega ning jarelikult iiksteisega paralleelsed.

1) 2a12xy—|—a22y2+2a13x+2a23y+a33 = 0(/{71 = 0, a] = 0), 2) a11x2+2a12xy+
-+ 2a23y —+ a3z — O(kil = 00, Q99 = 0), 3) 2a12xy + 2@13[E + 2a23y -+ as3 — O
Oja ]{?2 = 00, a11 :OJa 929 :0)

11.6.]y = 2z ja y = —3u.

Mirkus. Otsitavate sirgete tousud voib miirata vorrandist a1 +2a10k+axnk? = 0.

11.7.

3x—y—6:Ojax—2y—2:O;g0:£
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11.8.| 1) 52° + 162y + 5y° — 52 — by = 0; 2) 32* + 22y + 2y* + 3z — 4y = 0; 3)

x? + day + 4y* — 62 — 12y = 0.

Mirkus. Lahtume teist jarku kovera iildvorrandist (a11$2+2a12xy+a22y2 +2a132+

2a93y+ass = 0). Kuna antud punktid asuvad koveral, siis nende koordinaadid pea-

vad rahuldama vorrandit. Saame viis tingimust, mida peavad rahuldama vorrandi

kordaja a;;. Saadud viiest seosest miarame viis kordajat kuuenda kaudu, asenda-

me vorrandisse ja jagame libi tundmatu kordajaga.

Markus. Otsitav teist jarku joon ei ole iiheselt maédratud, kuna neli viimast

punkti asetsevad {iihel sirgel x + 2y — 6 = 0. Jarelikult otsitav teist jarku joon

saab olla ainult sirgete paar, millest liks on antud sirge ja teine sirge labib reeperi

alguspunkti. Tahistades % = ), voime otsitava teist jarku joone esitada jargmise
22

vorrandiga: 2\x® 4+ (4\ + 1)zy + 2y — 120 — 6y = 0 véi (2 + 2y — 6)(2Az +5) = 0.

11.10. 52 — 52y + 2y* — 5z — 2y = 0.

11.11.| Ulesande tingimust rahuldavad kaks paraboolset tiiiipi koverat: 2% — 8z —

y+ 15 =0, 92° + 62y + y* — 727 — 24y + 135 = 0.

11.12.62% — zy — 2y* + 4y = 0.

11.13.| 2y + 42 + 6y = 0.

11.14.[1) 2* — 4oy +3y* — 4y = 0; 2) 2y + 15 = 0; 3) 2° — 8y = 0.

11.15./1) (3,—2); 2) (0,—5); 3) (0,0); 4) (—1,3).

11.16.|1) 222 —6zy+5y° —11 = 0; 2) 922 —18xy+6y>+2 = 0; 3) 622 +4ay+y*—7 =

0; 4) 42® + 6y + y> — 5 = 0; 5) 42 + 22y + 6y° + 1 = 0.

Mairkus. Mugav on kasutada koveravorrandit juhul, kui reeperi alguspunkt on

A
kdvera tsentris aj z? + 2a107y + CLQQ?JQ + i 0. Jarelikult ruutlitkmete osa vor-

randis ei muutu (22% — 6xy + 5y), dra tuleb jitta lineaarsed liikmed ja vabaliikme
leidmiseks on piisav arvutada kaks determinanti A = —11, § = 1.

1), 2), 3) Keskpunkt on reeperi alguspunktis; 4) keskpunktidest koosnev
sirge 3z — 2y = 0.

FL.18]1) (7.5);2) (=1,-1);: 3) (0,1); 4), 9)

1 = 0 — keskpunktidest koosnev sirge; 6)

, 14) keskpunkti ei eksisteeri; 5) z+y+
10 4\ . (3 5\
33)0 (1)
— keskpunktidest koosnev sirge; 10) = — 2y + 5 = 0 — keskpunktidest koosnev sirge;
11) (1,1); 12) (—1,2); 13) 4z + 2y — 5 = 0 — keskpunktidest koosnev sirge.

1), 2), 5), 8) tsentraalsed koverad; 3), 7) ei oma keskpunkti; 4), 6) omavad
keskpunktidest koosneva sirge.

11.20]1) 2 — 3y —6=0;2) 20 +y—2=0;3) 5z —y +4 = 0.

11.21.| 1) vorrand médrab tsentraalse teist jarku joone (juht (a)), kui a # 9,
parabooli (juht (b)), kui @ = 9, b # 9, joone korral eksisteerib keskpunktidest
koosnev sirge 2o+ 6y +3 =0, kuia =b=9; 2) (a) a # 4 iga b korral; (b) a = 4,
b#6, (c)a=4,b=6.

8) z+3y+2=0
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Mirkus. Ulesande lahendamine taandub keskpunkti mésrava siisteemi

20 +6y+3=0
6x 4+ 2ay+b=0

lahendite olemasolu uurimisele.

11.22.1) 7o +- 4oy +4y* —83 = 0; 2) 2® — 2wy +4 = 0; 3) 62% — 4wy +9y* —40 = 0.
11.23.| Markus. Lihtuda vorrandist ja minna tagasi esialgsesse koordi-
naatsiisteemi.

11.24. 52 — 5zy + 2y* — 5z — 2y = 0.

11.25.)22% —xy — 3y*> — 2 — 6y — 15 = 0.

Ringjoon.

Sirge.

Mairkus. Koostada hiiperbooli vorrand reeperi suhtes, mille telgedeks on antud
punkti ldbivad ja antud astimptootidega paralleelsed sirged.

Sirge 3z +y = 0.

Mairkus. Koostada vorrandid keskpunkti koordinaatide maaramiseks.
11.29.[42% — 8xy — 2y + 9y — 4 = 0.

Mairkus. Nelja antud punkti 1dbib lIopmatu teist jarku joonte hulk, mis on esita-
tavad vorrandiga 22 — 4\xy + (4X + 1)y? — 4z — (4) + 1)y = 0, kusjuures X on
muutuv parameeter.

[11.30] 92% — 4y* + 362 = 0.

Mairkus. Viimase liikme mérk soltub sellest, millises hiiperbooli tipusmasetseb
reeperi alguspunkt.

b2 2
11.31.{1) =22 + V21, 2) 2 + 22 — 8z = 0; 3) y> = 22—z + — .
a a
Markus. Antud joon on hiiperbool. Tema peateljed on x+y+1 =0jar—y—2 = 0.
Teisel teljel on kaks reaalset tippu: (0, —2) ja (1, —1), kanname reeperi alguspunkti
r

teise tippu ning pdorame reeperi telgi nurga a = 1 VOTTa.

11.32.y? = 2px + (e* — 1)2°.

11.33.[9* = 2qz + (e? — 1)2* — ¢*, kus ¢ on fookuse kaugus vastavast juhtsirgest.
11.34.[1) b*zox + a’yoy — ab = 0; 2) b?z0z — a*yoy — ab = 0; 3) yoy — p(zo +2) = 0;
4) xoy + xyo = M.
M1.35]5x+8y—24=0;5x—-8y—8=0;x—4y—2=0jax+4y—3=0.
136z —4y—2=0jax+4y—3=0.

11.37. 1) aj] = a1z = 0, 2) 92 =— Q23 — 0, 3) 1] = Q92 — A13 =— Q23 — 0.

11.38.| 1) ky = 2; 2) ke = —1, ky = 5; 3) koigi k # 2 korral, mis rahuldavad
tingimust —1 < k < 5;4) k< —1jak >5.

1) Kover puutub abstsisstelge punktis (2, 0) ning 16ikab ordinaattelge ainult
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tihes punktis (0,4); 2) abstsisstelg l6ikab koverat punktis (3,0) ja (1,0). Ordinaat-
telg on paralleelne selle parabooli teljega ning 16ikab seda ainult punktis (0, 3); 3)
kover puutub z-telge reeperi alguspunktis ja loikab y-telge reeperi alguspunktis ja
punktis (0, 2).

7r + 4y + 10 = 0 punktis (—2,1) ja 3z — 4y + 18 = 0 punktis (-2, 3).
M1.41)7z -2y —13=0,2—-3=0.

11.42]1) 22 +5y=0,20+y=0;2) 2 —3=0, 7z — 2y — 13 = 0.

(1.43]y +4=0ja3y—4=0.

Maérkus. Puutepunkti koordinaadid méirame vorrandist F, = 0 (z-teljega paral-
leelse puutuja vorrandis on abstsisskordaja null) ja F, = 0 (puutepunkti koordi-
naadid rahuldavad kovera vorrandit).

M1.44]7x+1=0.

MI1.45]z+y—1=0,3z+3y+13=0.

1) Punkt (—2, 1) asetseb antud kdveral ning seetottu voime 1ébi selle punkti
panna ainult iithe puutuja, mille vérrand on 7z + 4y + 10 = 0; 2) antud vorrand
médrab 1oikuvate sirgete paari, mis 16ikuvad punktis (3, —3). Koik selle joone puu-
tujad, s.o. koik sirged, mis loikavad joont kahes iihtivas punktis, peavad ldbima
punkti (3, —3). Seega ldbi iga punkti voib antud joonele panna ainult {ihe puutu-
ja. Erandiks on ainult punkt (3, —3), mida ldbib 16pmatu arv puutujaid. Punkti
(—2,1) ldbiva ainsa puutuja vorrand on 4z + 5y + 3 = 0.

11.47.) 2% — 8y* — 4 = 0.

11.48./ 2% + zy + y* + 3y = 0.

11.49. 622 + 32y — y* + 22—y = 0.

Mairkus. Kuna otsitav kover 1dbib reeperi alguspunkti, siis peab vorrandi vabaliige
olema vordne nulliga (ass = 0). Kovera ja sirge 4z + 3y + 2 = 0 puutumise tottu

. ay; — 2a19 + a Qo1 — 2099 + a as; — 2a .
punktis (1, —2), sama L 12 B 2 7 8 2 Viimasest

vorrandist avaldame otsitava vorrandi viiv korda?at kuuenda kaudu.

x? — 4y* — 22 + 4y = 0, s.o. teist jirku kover — ldikuvate sirgete paar
r—2y=0jaxr+2y—2=0.

Mirkus. Ulesande tingimust rahuldab 16pmatu hulk kéveraid, koik nad on esi-
tatavad vorrandiga x? + 2\xy + 4y*> — 42 — 8y + 4 = 0 parameeter \ erinevate
vaartuste korral.

11.51.l7=2.

[11.52]1) A = £5; 2) A = +4.

M1.53]17x —4y —4=0.

20 +y+6=0.

11.55]1) 40 —6y+1=0;2) 22—y —8=0.

[M1.56.49x — 49y + 44 = 0.

M1.57]17x —4y —4=0.

Markus. Otsitav diameeter on antud sirge sihi kaassihiline.
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(—3,5). Otsitavat punkti on lihtne leida kui antud sirge ja sirge kaasdia-
meetri loikepunkti.

M1.60]z +2y+3=0ja7zr—5y+2=0.

M1.61)y —1=0jadr+5y+3=0.

11.62|]z—1=0jaxz—2y+3=0.

11.63]1) 2 —3y=0;2) 2 —3y—6=0;3) 3z —9y —7=0;4) bz — 15y —8 =10
ja br — 15y — 19 = 0; 5) 10z — 30y — 27 = 0.

r+1=0.

Ulesande tingimust rahuldavad kaks paari kaasdiameetreid: 6z —12y+11 =
0jadr—y—7=0voi2y—5=0jadxr—3y—2=0.

Mirkus. Otsitavate diameetrite tousud médratakse kahest vorrandist: 3 — 3(k +
k—k
1+ kky

k1) + bkky = 0 (kaassihtide tousude vorrand) ja = 1 (diameetritevaheline

nurk on E)

Tx—y—3=0.

11.67./1) 62 +Ty+4=10;2) T +10+5=0;3) 2+ 3y + 1 = 0.

11.68. (z — 2)* — (v —y)* =0 vdi sirged 22 —y — 2 =0,y — 2 = 0.

11.69.| Diameetri vorrand on (a3 + ajoy) — (a1120 + a12y0) = 0. Puutuja vorrand
on (a3 + an®o + a12Y0)r + (a3 + a1270 + a22y0)y + (a13%0 + agsyo + ass) = 0, kus
apl = 042, aip = af3, azp = 32-

11.70]1) 224 2y+1=0jaz—y+2 =0;2) 28z+21y+4 = 0 ja 33z — 44y —6 = 0;
Nr+y=0jar—y=04)zr4+y—2=0jazc—y=0;5))z+y—1=0ja
r—y+3=0;6)2r—4y—-5=0;7)3r+y—1=0jazx—3y+3=0;8)
2 —4y—1=0.

Mirkus. Peatelgede tousud voib miirata vorrandist aijok? + (a1, —age)k —ays = 0.
Asendades iihe telje tousu diameetri vorrandisse F, + kF, = 0, saame teise telje
(esimese kaastelje) vorrandi.

Koigi antud parabooli diameetrite tdus on k = 1. Parabooli telg on dia-
meeter, mis on kaasdiameetriks sellega ristuvatele kooludele, s.o. kooludele, mille
tous on k; = —1. Selle parabooli iga diameetri vorrand on 2x — 2y + 1 + k(—2z +
+2y — 2) =0, kui k = —1, siis saame telje vorrandi 4z — 4y + 3 = 0.

11.72. Antud vorrandi voib asendada jargmisega (a1 + a2y + ais) + é(aglx +
o}

Gzzya23) =0,an = 042, a1z = aff, ag = ﬁ2-

12 18 51
11.73) 1 2 — 1 = il P %y — 12 = R AL
73.1) = + 2y 0, (5,5), ) 39z — 26y 0, (169, 169),3)
y—1=0, (—1,1).

Loikuvate sirgete paari peateljed (siimmeetriateljed) iihtivad nende sirgete
poolt moodustatud nurkade nurgapoolitajatega.

11.75. Al — a2 _ b1 — a2

2a12 2b19
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M1.76] 52 — 5y + 2 = 0.

Mairkus. Esimene kover on tsentraalne, diameetrite kimbu vorrand on 2x —x—1—
k(x+2y+1) = 0. Teine kdver on parabool, mille diameetrite tousud k; = —% =—1.

Et leida kahe kovera iihist diameetrit, on kiillaldane leida iilaltoodud kimbust see

diameeter, mille tous on —1; 2) y =z — 1.

11.77|1) 3z —y+3=0,2y+3=0;2) 3z —y=0,4y —9=0.

11.78.| Kaasdiameetrite tousud rahuldavad vorrandit ayq + ajo (ki + ko) + asski ke =
1

0. Antud diameetrite tousud on k; = 3 ja ke =1, k] =0, k, = 2. Asetades need

vadrtused vorrandisse, saame 3aq1 +4a12 + aoo = 0, a11 +2a12 =0, aq1 : @12 : a9 =
2 : (—1) : (—2). Otsitava kovera keskpunktiks on kahe kaasdiameetri 16ikepunkt

1 3
Q 5 _3) Need koordinaadid peavad rahuldama vorrandeid F,, = 0, F,, = 0,
mis antud juhul on 2xg — yo + a13 = 0 ja —xg — 2y + 223 = 0. Asetame xq ja
Yo asemele nende vidrtused ning saame a;3 = —1 ja ass = —1. Kuna kover lidbib

reeperi alguspunkti, siis agz = 0 ning kovera vorrand on 22% —2xy—2y*—22—2y = 0
voiz? —ay—y? —x—y=0.

192% — 56zy + 43y® — 6 = 0.

Mairkus. Leiame selle kovera vorrandi reeperi suhtes, kus reeperi algus-
punkt iihtib kolmnurga raskuskeskmega, iiks telg iihtib mediaaniga ning teine telg
on paralleelne kaht iilejddnud tippu {ihendava kiiljega.

182y =3z+2,y=3x—2,2+1=0.

1) Sirged, mis tihendavad vastaskiilgede keskpunkte, on kovera diameetrid;
2) sirged, mis iihendavad vastaskiilgede puutepunkte, on kovera diameetrid.
[11.84]1) 62—2y+19 =0ja2z+2y—1=0;2) 6z+14y+11 = 0ja2z+2y—1 = 0;
3)5y+3=0ja25r—5y+13=0;4)2x—3y+1=0jax—1=0;5)2x+3y—5=0
jabr+3y—8=0;6) Tx —3by —22=0ja Tx+14y+20=0;7) 62 —2y+19 =0
ja2r+2y—1=0;8 3z 4+4y+14=0jax+y—3=0;9) 5y+3 =0 ja
25z — 5y +13=0.

Maérkus. Asiimptootide vorrandid saame diameetrite kimbu vorrandist F,+kF, =
0, kui k on asiimptootilise sihi tous, mille me leiame vorrandist ajq+2a12k+ank® =
0.

1222 + 402y +28y% + 162 4+8y — 11 = 0, 20+ 2y —1 =0, 62+ 14y +11 = 0.
20 —y+5=0jax+2y—1=0 kéigi parameetri vidrtuste korral.
Markus. Ruutliikme kordajate vordelisus jareldub molema kovera asiimptootide
paralleelsusest, esimese astme liikmete kordajate vordelisus jiareldub astimptootide
iihtimisest.
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M1.87.

aix Qa2 a3 a1; Aaiz2 i3

a1 Qg Qo3| |Gz azy ags| < 0.
ag1 asz ass 31 Aaz2 ass

(Az+ By + C) - (A1z + Byy + C1) + A = 0, kus A on suvaline parameeter.
Mirkus. Ulesande lahendamisel kasutame esiteks asjaolu, et iihised asiimptoote
omavate koverate vorrandid erinevad ainult vabaliikmete poolest (pérast korruta-
mist mingi konstantse teguriga) ja teiseks kaks sirget on teist jarku joone erijuhuks,
kusjuures need kaks sirget on selle joone asiimptootideks.
[11.89] 42% + 62y — 4y — 262 + 18y — 39 = 0.

Mairkus. Antud hiiperbool on vordhaarne, kuna astimptoodid on risti. Jarelikult
e = /2. Lihtne on naidata, et hiiperbooli juhtsirge ldbib hiiperbooli fookusest
astimptoodile tdommatud ristsirge aluspunkti (asiimptoodi ja ristsirge 16ikepunk-
ti). Ulesande edasiseks lahendamiseks voib kasutada sirgete kimbu vorrandit. Teine
voimalus, iilesande tingimustest voime vahetult vilja kirjutada keskpunkti koor-
dinaadid, fokaaltelje vorrandi ja fookustevahelise kauguse. Kuna fookuse kaugus
asiimptoodist on vordne imaginaarse poolteljega b, on ekstsentrilisust lihtne lei-
da. Juhtsirgete leidmiseks arvestame, et juhtsirged loikavad asiimptootidest vilja
loigud, mille pikkus on 2a.

102* + 12zy + 9y* — 41z — 39y + 4 = 0.

Markus. On sobiv kasutada eelmise iilesande lahendust.

11.91)222 —zy—x+y+5=0.

11.92.[42% + 62y — 4y* — 262 + 18y — 39 = 0.

[M1.93. a1; — 2a15 cosw + ags = 0.

Markus. Vordhaarse hiiperbooli asiimptoodid on teineteisega risti.

11.94. (All’ + Bly + Ol) + (AQJ] + Bgy + 02) = 0.

1 3 1 -3
11.95|Tipud 4 | ——=—-1,—=+2 ), A|—=—-1,—+2
pre (\/10 V10 ) ? (\/10 V10 )
F5(—2,—1). Juhtsirgete vorrandid on x 4+ 3y — 6 = 0, = + 3y — 4 = 0. Asiimptoo-
tide vorrandid on 3x +4y — 5 = 0, y — 2 = 0. Tippude puutujate vorrandid
2

z+3y—5+v10=0.
2
y

11.96.| 1) Ellips % + = = 1; keskpunkt on O'(—2, 1), fokaaltelg on paralleelne

2 2
x-teljega; 2) hiiperbool — — yT = —1, keskpunkt on O'(1, —3), reaaltelg on pa-

, fookused on F(0, 5),

&OJ

»M»—‘l

1
ralleelne y-teljega; 3) parabool y = —2x%, tipp on O’ <—§, 1), telg paralleelne y-

teljega, paraboolil on kumerus iilespoole; 4) imaginaarne ellips; 5) hiiperbool, mille
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1 1
—— b=—=:6
23 22

1
—5), parabooli telg on paralleelne y-teljega, parabool

)

33
keskpunkt on O’ (57 5) , reaaltelg on paralleelne y-teljega, a =

parabool, tipp on O’ (—5,

3 1
on kumer iilespoole, parameeter on Z; 7) parabool, mille tipp on O’ (——, —) , telg

on paralleelne z-teljega, on kumer paremale poole, parameeter on 5; 8) kaks punk-

tis O'(—1, 1) 1oikuvat sirget V3(z+1)+v2(y—1) = 0ja V3(z+1)—v2(y—1) = 0;
9) hiiperbool, mille keskpunkt on O'(—1, —1), asiimptoodid on paralleelsed reeperi
telgedega.

1) Reeperi alguspunkt iihtib kovera keskpunktiga; 2) abstsisstelg iihtib
tihe kovera diameetriga, ordinaattelg on paralleelne kaasdiameetriga; 3) reeperi
teljed on paralleelsed kahe kaasdiameetriga ja kover 1abib reeperi alguspunkti; 4)
reeperi teljed iihtivad kahe kaasdiameetriga; 5) ordinaattelg tihtib {ihe diameetriga
ning abstsisstelg on paralleelne kaasdiameetriga; 6) reeperi teljed on paralleelsed
kaasdiameetrite paariga.

11.98.(1) %/2 - yza =1, cosa = %, sina = —%; 2) i—z—l-yzg =1, a = 45°%
3) 2% + 4y = 0, imaginaarsete ldikuvate sirgete paar, cos a = LS’ sina = 15; 4)
z"* —y? = 0, loikuvate sirgete paar, cos o = \/il_?)’ sin = il?); 5) %/2 +y? =1,
imaginaarne ellips, a = 45°.
Y,y
.

% /

88

Joonis 11.2

Joonis 11.1
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Joonis 11.3

Joonis 11.4

2 - y/ T

Yy 3} . _ N _ 2ty
11.99.[1) 2’2 — 2= =1, hiiperbool, s =+ 2, y =9 — 1, T = Y= :
) 1 p y=1y 73 Y NG

12

(vt. joon. [11.1); 2) ellips %ﬂg — Lz =F-1y=g4+1,7 = x\;ﬁy
7y = I’\;iy', (vt. joon. [11.2)); 3) hiiperbool %/2 — g—lg =lLz=2+3,y=y—4,
= v \—/523/’ 7= Qx/\/—%i/ 3(V/t. joon. ;1./3; 4/) I6ikuvate sirgete paar 2 —4y? = 0,
r=I-2,y=19,T = ‘ \/ﬁy LY = % (vt. joon.[11.4); 5) imaginaarne ellips

/ / / /
:E/Z 2/2:—1 :~—1 :~~:I+3y ~:—_3I+y
+ y ) x X ) y y7 x \/E ) y \/E Y
sirgete paar, mis 16ikuvad reeperi alguspunktis 22° +3y? =0,z =%, y = § — 2,
- 2 —y o+
5 » Y \/§
1) Parabool y* = 22" teisendusvalemid 5z = —4a’ +3y/, 5y = —32" —4y/

jaa' =a2" -3,y =y" +2, (vt. joon. [11.5)); 2) paralleelsete sirgete paar 3" = 1,
4
teisendusvalemid v3z = 32" — 2y, \/gy =22+ 3y jax =a2" + ﬁ, y =19" (vt.

6) imaginaarsete
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joon. [11.6); 3) 3" + 1 = 0, s.t. mingit reaalset geomeetrilist objekti vorrand ei
mééira. Teisendusvalemid 5x = 37" — 4y/, by =42’ + 3y jax' = 2", ' =" — 4.
Ay

A

Y

0// \\

\ T
\!

b

k=

S
&

Joonis 11.6
Joonis 11.5

11.101.[ 102 — 5y* — 1 = 0.
Mirkus. Paigutame reeperi alguspunkti kovera kaeskpunkti, vorrand on siis 222 —
12xt — 7y2 +1 = 0. Seejirel leiame kovera telgede peasihid vorrandist ajpa’+ (a1 —

1
ag2)k — a1 = 0, mis antud juhul on 2k? — 3k — 2 = 0. Leides k; = 2 ja ky = — =,

on kiillaldane poorata reeperi telge nurga xr = arctan?2 vorra, et nad {ihtiksid

x' =2y
kovera peatelgedega. Vastavate koordinaatide teisendusvalemid on x = \/gy
. 22" + 9 . . . . .
jay = = kasutades neid valeteisendame kovera keskpunkti kantud kovera

vorrandi peatelgedele kantud kovera vorrandiks.

2 2
11.102.[1) 522 + 10y = 1; 2) 13y — 5222 = 1; 3) 222 — 22 = 11; 4) % + yz = 1;

22y
5) — —=—=1
)4 9

1 22 2 22 ,
11.103.|1) 0(2,3),k=—§,§+zzl; 2) C(—l,l),k:—l,E—FY =1, 3)
C(1,1), k= —1 I2+y2—1-4)0( 1,2), k = 3, 2? y2—1-5)0(10) P
2772_ ;16 4—,42,2,—,1} 9_7 77_47
Z Y Zz )
——==16)C(,-1), k==, — — ==
9 25 16) ¢, —1), 3716 9
11.104|1) 2 —y—1=0,2—4y+2=0;2) 2 —3y+1=0,20 —3y —2 = 0.

3

11.105.| 1) y* = 22. Mérkus. Leiame peatelje tousu: k = —% =7 Peatelje

vorrandi saame diameetrite kimbust 9z + 12y — 20 + k'(12z + 16y + 15) = 0, kui
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1 4
asendame &' = =73 Lahendades parabooli ja peatelje vorrandi, veendume, et

parabooli tipp lihtib reeperi alguspunktiga, seega iilesande lihtsustamiseks on kiil-
laldane poorata reeperi telge nurga o = arctan(—z) vorra. Vastavad koordinaatide

42" + 3y —3x' + 4y’
teisendusvalemid on x = % jay = u; 2) y* = 2V/2x.

3 2
11.106.| 1) Parabool, tipp @ (11, 2) p= \/7— teljeks on sirge 4r — 4y + 1 = 0; 2)

Parabool, tipp Q(1,2), p = —V/2, teljeks on sirge  — y + 1 = 0.
1) Q(=2,1), p = 5; 2) Q(0,—7). p = 3; 3) Q(2,0), p = —4; 4) Q(3,5),

B 4AC — B? 1
b= 27 5) Q <_ﬂ7T s b= M7 6) Q(47_]—)7 b= Oa57 7) Q<_37_9)7

p = 0,5. 1)-3) telg on paralleelne z-teljega; 4)-7) telg on paralleelne y-teljega.
[11.108] 1) Y2 = 10X, tipp A(—1,2), § = (4,-3); 2) Y2 = 4V2X, tipp A(2,1),
5(1,1); 3) Y? = 2X, tipp Q(0,0), § = (4,-3); 4) Y% = 2v2X, tipp A(1,1),
§=(1,-1);5) Y*= % tipp A (—% g) §=(1,2).

1) Parabool libib reeperi alguspunkti; 2) Ordinaattelg on paralleelne
parabooli teljega; 3) Ordinaattelg iihtib parabooli teljega, parabooli tipp aset-

5
seb punktis ) (0, Zl)’ 4) Abtsisstelg iihtib parabooli teljega tipp asetseb punktis

Mairkus. Parabooli puutuja fokaalkoolu otspunktis moodustab teljega nurga 45°.
Otsitava vorrandi saame parabooli kanoonilisest vorrandist, kandes esiteks reepe-

ri alguspunkti punkti ) <‘g,p>, s.t. vorrand omab kuju y? + 2py’, ning seejirel

teostades reeperi podrde nurga % vorra.

11.111.f (z — y)? — 2v2p(z + y) +2p° = 0. 2

11.112.[ Antud vorrandi voib kirjutada kujul y = a <x + g) +c— ; voiy— [ =
b2

a(r — a)?, kus f = ¢ — —, a = ——. Kandes roopliikke teel reeperi alguspunkti
a a

punkti 0'(c, ), antud vorrand teiseneb kujule ¢/ = az™ voi 2”2 = 1y’ . Jarelikult
antud vorrand méarab parabooli. ¢

Y2 = 2pX, xcost + ysint = 0 on telje vorrandid; xsint — ycost +q =10
on puutuja vorrand tipus. Tipp on (gsint, —qcost). Vektor @ = (sint, — cost) on
paralleelne teljega.
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Kanooniline vorrand on (A} + B?)X? + (A3 + B3)Y? = 1. Peatelgede

vorrandid on Az + Biy + Cy =0, Asx + Boy + Co = 0.

Uks fookustest on F'(x, yo) ning vastava juhtsirge vorrand on Ax + By +

C =0.

Uks fookustest on F(zg,o) ning vastava juhtsirge vérrand on Az + By +

C=0.

1) Ellipsi vorrandisse voivad kuuluda koik kolm teise astme liiget voi kaks

koordinaatide ruutu (kui reeperi teljed on kaassihilised). Uhe teise astme liikmega

vorrand ei saa olla ellipsi vorrandiks. 2) Hiiperbooli vorrandisse voivad kuuluda

koik kolm teise astme voi kaks neist mistahes kombinatsioonis; molemad liikmed

on koordinaatide ruudud, kui reeperi teljed on kaassihilised voi iiks on ruutliige ja

teine koordinaatide korrutis, kui iiks reeperi telg on paralleelne hiiperbooli asiimp-

toodiga. Lopuks hiiperbooli vorrand voib sisaldada ainult {iht teise astme liiget,

koordinaatide korrutist, kui molemad reeperi teljed on paralleelsed asiimptootide-

ga. 3) Parabooli vorrand sisaldab kas kolm teise astme liiget voi iithe koordinaadi

ruudu, kui iiks reeperi telg on paralleelne parabooli teljega.

11.118.| F1(4,3), F5(0,—1); 2z —2y — 15 =0ja 2z + 2y + 3 = 0.

11.119. F(0,0); 42 + 3y + 2 = 0.

11.120.[1) O'(1, 1), siimeetriateljed: z—y = 0 jaz+y—2 = 0, F1(3, 1), F5(—1,3),

juhtsirged: 20 — 2y + 9 = O,quutujad: r+y—2+ V2 = 0, x —y + 3v2 = 0,
/'

kanooniline vorrand 2 + — = 1; 2) 0'(2,3), siimeetriateljed: 22 —y — 1 = 0,

r+ 2y —8 =0, Fi(2,4), F5(0,4), juhtsirged: 2z —y — 1 £ 9 = 0, puutujad:
112 12

242y —842vV5 =0, 22—y — 14 3v/5 = 0, kanooniline vorrand %Jr% —1:3)

0'(1,2), siimeetriateljed: x —y+1 =0, x+y—3 =0, F1(0,1), F5(2,3), juhtsirged:

r+y—3+1 =0, puutujad: :v—i—y—?)i\/é = 0, asiimptoodid: t —1=0,y—2 =0,

kanooniline vorrand z”* — y"? = 1; 4) O'(—1,2), siimeetriateljed: 3z —y +5 = 0,

r+3y—5=0, F1(—2,—1), F»(0,5), juhtsirged = + 3y — 5 £ 1 = 0, puutujad:

x4+ 3y2j: V10 = 0, asiimptoodid: 3z + 4y — 5 =10, y — 2 = 0, kanooniline vorrand
/

x”Q—% = 1;5) O'(—2,6; 1,8) stimeetriatelg: 4r+3y+5 = 0, F(—0,5; —1), juhtsirge:

6z — 8y + 65 = 0, puutuja: 3z — 4y + 15 = 0, kanooniline vorrand y"* = 142”;
6) O'(1,1), siimeetriatelg: z +y — 2 = 0, F'(1,5;0,5), juhtsirge = —y + 1 = 0,
puutuja:  —y = 0, kanooniline vorrand y”? = 2v22"; 7) O'(—1,4; —4,1), sest
péérde o = 45° korral on kanooniline vorrand 2 4 3y"* = 0; 8) 0'(—2, —2) ja
poorde o = 45° korral on kanooniline vorrand 102”2 412 = —2, s.t mingit reaalset
punktide hulka ei misra; 9) nullpunktis 16ikuvate sirgete paar (3 — vV5)z — (1 —
V5)y =0, (x — V5)z + (3 —V5)y = 0; 10) punktis O'(—0,2;0,4) 16ikuvate sirgete
paar 4 —3y+1 =0, 25y — 7 = 0; 11) paralleelsete sirgete paar 22— 3y —2+8 = 0;
12) O'(1,1), siimeetriateljed z +y —2 = 0, v —y = 0, Fy (1 +6,1 — \/6),
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I (1 — \/6, 1+ \/6), juhtsirged 3z + 3y £ V6 = 0, puutujad : z — y + 42 = 0,
"2 112

2+y—24+2v2 = 0, kanooniline vorrand %+y1—6 = 1;13) O'(1,2), siimeetriateljed

24y—4=0z—2y+3=0, Fi(l+2V3,2—4V3), F5(1 —2V3,2+ 4V3),

juhtsirged 3x — 6y + 9 £ 36v/3 = 0, puutujad z — 2y + 3 + 8v5 = 0, 2z +y —
12 12
4+ 2v/5 = 0, kanooniline véorrand e + 3/6—4 = 1; 14) O'(1,1), siimeetriateljed

r—4+1 =0 204y—3=0, F (1—2\/5,1—\/5), P <1+2\/§,1+\/§>,
jubtsirged 4z + 2y — 6 + 9v/2 = 0, puutujad 2z +y — 3 + 2v/5 = 0, asiimptoodid

12
x—y =0, x— Ty + 6 = 0, kanooniline vorrand o - y"? = 1; 15) O'(—1,0),

siimeetriateljed x£y+1, F} (—%\/5 -1, —%\/ﬁ), F; (%\/5 -1, %\/5) , juhtsirged
2x—|—2y+2:|:\/§: 0, puutujad z+y =0, r +y+ 2 = 0, asiimptoodid x + 1 = 0,
O,//; — %; = 1; 16) tipp (0,52;0,86), siimmeetriatelg
3rx+4y—5 =0, F(2,52; —0,64), juhtsirge 4z — 3y + 13 = 0; puutuja 8x —6y+1 = 0;

y = 0, kanooniline vorrand

5 1
kanooniline vorrand y"* = 10z”; 17) tipp (E’ 1—3) , simmeetriatelg 2x+3y—1 = 0,

7T 2
F (2_6’ 1—3) , juhtsirge 6 —4y—3 = 0; puutuja 3x —2y—1 = 0 kanooniline vorrand

112 2 "

V13T
MI1.121. 22y + 11 = 0.
Markus. Kuna antud vorrandil puuduvad koordinaatide ruutudega liikmed, siis
reeperi teljed on paralleelsed asiimptootidega. Ulesande lahendamiseks piisab ree-
peri alguspunkti2 kan;imisest hiiperbooli keskpunkti; 2) 402y = 3.
11,122 2y = L0

Markus. Uuteks reeperi telgedeks on astimptoodid. Reeperi teisenduseks on x-

b
telje poOre nurga o = arctan (——) ja y-telje poore nurga [ = arctan <—> vorra.
a a
al@’ +y) —b(@' +y)
—— jay = ——.
vere T Vere

8
11.123./1) Ellips §x2 +4y* =1, 2) ringjoon z? 4 y* = 16.

Vastavad tiaiendusvalemid z =

Mirkus. Ulesandes 2) pole peasihid méaaratavad, peatelgedeks voib valida mista-

hes teineteisega ristuvad diameetrid.

2 2
111242 + 4

Markus. Kuna kovera keskpunkt iihtib reeperi alguspunktiga, siis iilesande la-
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hendamiseks on kiillaldane teostada reeperi poore. Leides peasihtide tousud ning
arvutades leitud tousude jirgi peatelgede kaldenurgad abstsisstelgede suhtes ning
leides koordinaatide teisendusvalemid, tuleb meeles pidada, et esialgne reeper oli

/ /
— 3
kaldreeper <w = g) Loplikud teisendusvalemid on jargmised: z = %— ja
2 +yV3
V3o

3

11.125.(1) 3> = 61; 2) y* = e
Markus. Lahendus on analoogiline eelneva iilesande lahendamisega. Kanname
algul reeperi alguspunkti parabooli tippu, seejirel poorame reeperi teljed peasihi-
listeks. Téahelepanu tuleb poorata asjaolule, et meil on tegemist kaldreeperiga.
[M1.126. 45z + 205y —4 =0, 15z — 15y — 2 = 0.
11.127 |15z +y—2=0,52+ 3y —4 =0.

1
11.128.(2z2 4+ 7y — - = 0.
’ 15
11.129.[Siimmeetriatelg x — 2y + 1 = 0, tipp S 613 )"
11.130.| 1) Hiiperbool (A = 16, 6 = —8) ; 2) ellips (A = —64, § = 8); 3) reaalsete
16ikuvate sirgete paar (A = 0, § = —1); 4) reaalsete 16ikuvate sirgete paar (A = 0,

5 — —%); 5) hiiperbool (A — —411, 5 = —Z); 6) ellips (A — —13, 6 — 1): 7)

parabool (A = —4a?, § = 0); 8) parabool (A = —1, § = 0); 9) parabool (A = —32,
0 = 0); 10) reaalsete paralleelsete sirgete paar (A =0, § = 0); 11) iihtivate sirgete
paar (A =0, 0 =0).

1)-4) ellips; 5) imaginaarne ellips; 6)—10) hiiperbool; 11)-14) parabool;
15)-16) loikuvad sirged; 17)-18) paralleelsete sirgete paar; 21)-22) imaginaarsete
loikuvate sirgete paar, mis loikuvad reaalses punktis.

2 2 2 2 2
11.1321) 22 — o = 11V2; 2) %—%:1; 3) %+y2:1; 4) "%_%:1,
11.133.1) 2% + 6y = 30; 2) 92° — 16y* = 5; 3) 4a” + 9y* = 36; 4) 27 — 4y = 4;

5) 22+ 9y* = 9.
11.136.1) 3ja 1;2) 3ja2; 3) 1 ja %; 4) 3 ja 2.
11.137. A(2,3); B(3,-3); C(1,—1) 4) D(-2,1).
11.139.1) 2ja1;2) 5ja 1;3) 4ja 2; 4) 1 ja L

2
11.141.| Uhe koordinaadi ruutliige puudub (a;; = 0 v6i ags = 0) voi puuduvad

molemad koordinaadi ruutliitkmed (a1; = agy = 0).

V29 35

5
11.142. 1) ry =1,2; 2) Ty = ﬁ; 3) Ty = T; 4) Ty = 5
11.143.| Hiiperboolidel on iihised asiimptoodid.
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11.144.| Markus. Antud @ korral A = 0.

1
11.147.{1) 3; 2) 3; 3) V2; 4) 5@.

6 3 1
11.148.(1) v* = 4V21;2) v’ = —=2; 3) v* = —=1; 4) y* = —=7.
)y )y 7 )y o )y G

11.150.| Afiinsel teisendamisel ' = ax+ fy+7, vy = Ax+ By+C | joone vorrand
saab jargmise kuju z'* + 2y* = 0.
D (v +2y)2 +4dr+y—15=0;2) Bz —y)> —x+2y— 14 = 0; 3)
(5x—2y)2+3x—y+11 = 0; 4) (4a+2y)*—52+Ty = 0;5) (3v—Ty)*+3x—2y—24 = 0.
M1I57]) o +y—1=0;32c+y+1=0;2) 2 —4dy—2=0,2—2y+2=0; 3)
r+y—3=0,2+3y+3=04)2x—y=0,z—3y=0.
11.158.1a) a =0, 1b) a = —%; 2a) a; = g ja as = Z, 2b) a; =1 jaay = —1.
11.159.| Vorrand méaédrab ellipsi, kui A > 1, parabooli, kui A = 1, hiiperbooli, kui
A < 1, A # =24, 16ikuvate sirgete paari x — 6y — 3 ja x + 4y — 1, kui A = —24.
[11.160. Vorrand kujutab hiiperbooli parameetri A koikidel vadrtustel, juhul Ay = 5
ja Ay = —12,5, hiiperboolid lagunevad loikuvate sirgete paariks.
Vordhaarne hiiperbool.
Mirkus. Kuna A # 0, S # 0, 6 # 0, siis on meil tegemist teist jarku
tsentraalse koveraga (kidumata teist jirku joonega), mille karakteristliku vorrandi
lahendid on vordsed. Kover on reaalne kover, kuna AS < 0.
SA < 0.
Hiiperboolidel on iihised asiimptootide sihid.
11.167]1) 20 +y—5=0,20+y—1=0;2) 22 -3y —1=0, 22 — 3y + 11 = 0;
3)bxr—y+3=0,5xr—y+5=0.
11.168. 2F(x0,y%) S < 0.

4

11.169.|d° = ~5

11.170.1) 2 =3y +2=0;2) 3z +5y+7=0; 3) 4o — 2y — 9 = 0.

11.171.)2F (xo, yo) S < 0.

M1.172]5 =0.

A1.173]as; = —5.

a=4,b=-3.

1) Kaks reeperi telgedega paralleelset sirget z —a = 0 ja y — b = 0; 2)
ordinaattelg = = 0 ja sirge x — 2y + 5 = 0; 3) sirge © — 2y = 0 (kaks iihtivat
sirget); 4) 16ikuvate sirgete paar z —y = 0 ja 2z + 5y = 0; 5) 1oikuvate sirgete
paar bx —y = 0 ja 2z — y = 0; 6) imaginaarsete sirgete paar, mis 16ikuvad reeperi
alguspunktis; 7) paralleelsete sirgete paar = +y + 1 = 0.

11.176.| 1), 6) hiiperbool; 2), 4) ellips; 3), 5) parabool.

11.1771) 22 +3y—5=0, 2 —4y+2=02)x+y—2=0,3z -2y +1=0; " 3)
20 45y +1=0,20+3y—5=0:4) 20 —y+1=0,20 —y—4=0.
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2

11.179.{1) 152* — y*> + 3 = 0; 2) % +y?=1;3) y®> =3
332 2
r Ly
6

T (11 .
11.181.Ellips T + 9= 1, keskpunkt O 31/ x-telje tous k = 2.

11.180. =1

11.182.| Hiiperbool ?—5 — 2% = 1, keskpunkt iihtib reeperi alguspunktiga O(0,0),

x-telje tous on —1.

2 y2

11.183.| Hiiperbool % —E= 1, keskpunkt O'(—1,2), z-telje tous k = —2.

11.184.y* = 3=
11.185./z + 3y +2 = 0.

11.186./1) dx + Ty +1=0;2) c —4 =0; 3) z — 6y + 1 = 0; 4) kovera keskpunkt
rr Ny

ei oma polaari; 5) 2z 4+ 3y — 3 = 0; 6) a3z + assy + azz = 0; 7) — + e 1;
) 3
8) g — Zy =1;9) 3z —y — 9 = 0; 10) polaar on midramata, kuna kover kidub

sirgete paariks: z —y = 0 ja  — 3y + 2 = 0 ning antud punkt (1,1) on sirgete
loikepunkt.
11.187. P(1,0).

3 1

11.188./1) P(5,1); 2) P (5, —5) Mairkus. Kuna z-telje vorrand on y = 0, siis

pooluse koordinaatide leidmise vorrandi siisteem ai12” + a0y’ + a3 = 0, a2’ +
agny +a = 0; 3) P(—2,0); 4) sirge on kovera diameeter ja reaalset poolust ei ole
(diameetri otspunktides voetud puutujad on paralleelsed; 5) poolus on médramata.
Pooluseks voib votta sirge 9x —y+ 19 = 0 mistahes punkti. Antud koonuseldige on
sirgete paar, mis koos antud ja leitud sirgega moodustavad harmooniliste sirgete
neliku; 6) P(4,-3); 7) (—=5;—7,5).

(=3.1).

Markus. Otsitav punkt on antud sirge poolus.

11.190]52 +y + 2 = 0.
Mairkus. Otsitav kool on punkti M polaar.

3
11.191. | =,2 ).
27

Markus. Otsitav punkt on antud sirge ja reeperi alguspunkti polaari loikepunkt.
Sirge 4z — y + 30 = 0 iga punkt on punkti (5,1) kaaspunktiks, kuna see
sirge on antud punkti polaariks.

M1.193)z + 5y — 15 = 0.

Maérkus. Otsitav sirge 14bib punkti M (0, 3) ja antud sirge  — 3y + 22 = 0 poolust
P(—=5,4).




11. PEATUKK. TEIST JARKU JOONE ULDINE TEOORIA 173

11.194.
an app a3z A
az az a3 B —0
az azp agz C
Ay By Cp O
) 2 2
Uldjuhul kui ellips on antud kanoonilise vorrandiga, siis — + 2= 1, siis tingimus
a

on jargmine: AA,a®> + BBb* = CC,.
Markus. Esimese sirge pooluse koordinaadid peavad rahuldama tingimust

111 + Q12Y1 + Q13 A21T1 + A22Y1 + Gg3 4311 + A32Y1 + A33

A - B - C =

ehk
an ey + apyr + a3 — AN =0,

a21%1 + a2y1 + azs — BA =0,
az1x1 + aszyr + azz — CA = 0.

Peale selle vastavalt iilesande tingimustele peab esimese sirge poolus asetsema
teisel sirgel, s. o. samad koordinaadid (z1,y;) peavad rahuldama veel neljandat
vorrandit: Ayx; + Biyp + C1 = 0. Saadud neljast vorrandist koosnev siisteem peab
olema kooskolas. Viimane noue annab otsitava tingimuse.

Miérkus. Toestus lihtsustub, kui kasutada ristreeperit, mille alguspunkt
asetseb ringjoone keskpunktis.

Ristkiilik, mis koosneb kahest liihema pooltelje otspunkti puutujast (y =
+4) ning kahest ellipsi juhtjoonest (x = £10).

Kolmnurk, mille kiilgedeks on hiiperbooli kolm puutujat: 2z —y — 2 = 0,

2;E—I—y—2:Ojaé:L’+22:O.

11.203.|Ellips % + yz = 1. Olgu My(xg,yo) ringjoone punkt. Ringjoone puutuja

vorrand selles punktis on xxg + yyo — 9 = 0. Leiame selle sirge pooluse P(z1,y;)
ellipsi suhtes. Punkti polaar antud ellipsi suhtes peab olema jargmine: 6x1x+9y;y—

54 = 0. Seega on iihel ja samal sirgel (punkti polaaril) kaks vorrandit. Jirelikult

6 9 54
vorrandite kordajad peavad olema vordelised 20 _ I 9 millest x1 = g ja
Zo Yo

2
Y1 = §y0. Kuna M, on ringjoone punkt, siis 25 + 2 = 1. Asendades viimasesse

. 9 - . .
vorrandisse seosed x7 = x%, yg = Zy%, saame loplikult pooluste hulga vorrandi
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L
9 4

2 2
11.204.{Sama ellips — + —= = 1, kusjuures ellipsi mistahes puutuja pooluseks on
a

sama ellipsi punkt, mis on siimmeetriline puutepunktiga abstsisstelje suhtes.

11.206.| 2 + 22y +3y* — 42 — 6y + 1 = 0.

Markus. Tingimusest, et reeperi alguspunkt on sirge 2z + 3y — 1 = 0 pooluseks,
a a a
jareldub, et ; = ? = ii Tingimus, et punkt (—1,1) on sirge 2z +y = 0

. .. - . —a1 +ae + a3 —Q12 + Qg2 + ag3
pooluseks, annab ainult ithe uue vorrandi: = .

31
Peale selle keskpunkti koordinaadid <§, 5) peavad rahuldama vorrandeid £, = 0

ja F, = 0. Seega 3ai; + a2 + 2a13 = 0 ja 3ai12 + ax + 2as3 = 0. Saadud viiest
vorrandist avaldame otsitava joone vorrandi 5 kordajat kuuenda kaudu. Asendame
vorrandisse ja jagame labi.

[11.207) 72* + 22y — 62 — 10y + 15 = 0.

P(_37 1)'

Polaar on 16pmatus.

11.210.]x — 6y + 1 = 0.

11.211.|92% + 4oy + 6y° + 22 — 4y — 1 = 0.

Mirkus. Otsitav kover on ellips (e < 1). Vorrandi koostamisel lihtume definit-
sioonist 1 +7ry = 2a, kus 71 ja ro on ellipsi suvalise punkti fokaalraadiuste pikkused.
Fokaalpooltelje aga leiame ekstsentrilisuse ja fookuste vahelise kauguse kaudu.
[11.212]52% — 4yz + 8y* + 102 — 40y + 41 = 0.

Mairkus. Leiame koigepealt antud puutuja ja otsitava ellipsi puutepunkti. Kasu-
tame asjaolu, et puutepunktist lihtuvad fokaalraadiusvektorid moodustavad puu-
tujaga vordsed nurgad ehk teisiti 6eldes, iihest fookusest puutepunkti tommatud
raadiusvektor 1abib punkti, mis on siimmeetriline teise fookusega puutuja suhtes.
Ei saa, kuna molemad fookused Fi(1,3) ja Fy(—1,2) asuvad samal poolel
puutujast x —y + 4 = 0, mis on voimalik ainult ellipsi puhul.

11.214.[ 42 + Sxy + 13y* — 242 — 42y + 9 = 0.

11.215./ 2% — 22y + 5y — 4o — 4y +4 = 0.

11.216. 2% — 22y + 2y*> — 2z + 1 = 0.

11.217.[3372% + 168y + 288y* — 32002 — 2400y = 0.

11.218.[52° + 6y + 5y* — 62 — 10y — 3 = 0.

11.220, B (2, %) C(2,0),D (3, g)

11.221 /(z — 21)% + (y — 91)? — V(& — 25)° + (y — 4o)* =

Axy + Byl + C)(Azy + By, + C
:\/(x2_$1)2+(y2—y1)2_4< l ’ A23—(322 = )
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1
11.222,|xy = 3 Mérkus. Vordhaarse hiiperbooli ekstsentrilisus on e = v/2.

11.223.|32% — 62y — 5y* + 24y — 12 = 0.

Mirkus. Kasutame hiiperbooli definitsiooni |27 — 22| = 2a.

11.224.[ 352y — 34y* — 34y — 2 = 0.

11.225.[ 32 + 4oy — 8z — 4y + 4 = 0.

11.226.22° — 2y — 2 +y+5=0.

11.227]x - 2=0,2+2y —4 = 0.

11.228.| 2% — 4oy — 62 + 9 = 0.

11.229.| 4y + 3y* + 4y — 11 = 0.

11.230. 4zy + 3y* — 2y — 1 = 0. Miérkus. Kasutame teist jirku joone jirgmist
omadust: r : d = e.

11.231. 2% — 62y + > — 22 — 2y + 5= 0.
5

1
Mairkus. Arvutame fookuste kaugused antud juhtsirgest 6; = E ja 0y = —E.

Kuna d; ja d on erinevate mérkidega, siis fookused asuvad erineval poolel juht-
sirgest, jdrelikult otsitav kover on hiiperbool. Arvestades, et |01] < |d2|, vOime
jareldada, et antud juhtsirge on konjugeeritud esimese fookusega. Kovera vorrandi
koostamiseks on vaja teada veel ta ekstsentrilisust ja fokaaltelge. Molemad suu-
rused saame arvutada, teades fookustevahelist kaugust ning fookuse ja vastava
juhtsirge vahelist kaugust.

1) 16224242y +9y* — 941 —58y+124 = 0; 2) 2*+2xy+y* — 120+ 24y—54 =
0; 3) 22 + 22y +¢y* — 4z + 8y — 6 = 0.

Mairkus. Kasutada vahetult parabooli definitsiooni.

11.233.[ 2% — 22y + y* — 82 — 8y = 0.

11.234./2? + 22y +y> + 52—y = 0.

11.235.| Ulesande tingimust rahuldavad kaks parabooli: 2% + 4xy + 4y* — 142 +
22y + 24 = 0, 2° + 4oy + 4y? — 142 — 18y + 24 = 0.

Ulesande tingimust rahuldavad kaks parabooli: 422442y +1y? — 10y — 15 =
0, 422 + day + y> + 120 — 34y — 15 = 0.

11.237.| 2527 4 302y + 9y* — 150z — 90y + 225 = 0 (kaks parabooli).
11.238.|92% + 62y + y* — 162 — 32y + 16 = 0.

11.239. 2% — 4oy + 4y* — 4o — 4y = 0.

11.240.y? = 2px.

11.241.|92% — 24zxy + 169> — 602 — 16y + 256 = 0.

11.242. 42° — 4zy + y* — 162 — 2y = 0.

11.243.| Vordhaarne hiiperbool.

11.244. 1122 — 20xy — 4y? + 18z + 36y = 0.

Markus. Otsitav kover on hiiperbool, mis ndhtub sellest, et keskpunkt ja joone
punkt asetsevad antud juhtsirgest erinevatel pooltel. Kirjutades reaaltelje vorrandi,
veendume, et ta labib reeperi alguspunkti, s. t. reeperi alguspunkt on iiheks otsitava
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hiiperbooli tipuks.

11.245. 2% + 22y + y> — 62 — 2y — 7= 0.

Vie—x)?+(y—uy)? | zcosf+ysind—p
V(2 —21)2 + (y2 — y1)? T o8O + yasinf — p

11.246.| 622 — dzy + 2y + 122 — 99 = 0.

Mirkus. A" : A = 4.

11.247. 922 4 169> — 362 — 48y = 0.

11.248.| 222 — 2y — 3y* — 2 — 6y — 15 = 0.

11.250. 2% + 22y + 2y* — 14z — 20y + 48 = 0.
11.251 2% + 2y + > + 22 +y — 2= 0.

11.252.| 6622 + 24xy + 59y* — 648z — 436y + 161 = 0.
Olgu otsitav afiinne teisendus esitatud kujul

/ /
T =an® A+ apy +a, Y = ant + any + as.
Asendades seosed vorrandisse, saame

(a1 + appy + a;)? " (ag1wasy + az)?

a? b2 =1

ehk

2 2 2
a a aja a21Q a a
<i+ﬂ)x2+2( noe | 2 22)xy+(ﬁ+£)y2+

a? b2 a? b2 b?
2 2
ai1a11 Qoo aiaiz G202 ay Gy
r2 (St S e (B TRy g =L

Kuna saadud vorrand méarab sama ellipsi, siis vorrandite kordajad peavad olema
vordelised:

afy | ay )\i Gtz | @n0n _ afy | ayp )\i

CL2 b2 a2’ CL2 b? ’ Cl2 b2 b2’

man | aadn _ ma | mdy _ a? N @
a2 b2 ) CL2 b2 ) CL2 b? :

Neljandast ja viiendast vorrandist jareldub, et a; = as = 0, kuna siisteem on
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homogeenne ja determinant erineb nullist.

ail a1

a2 b2 _ 1 (a1 a9 £0
12 a9 a?b?

- 5 a12 Qa2

a b

Kuuendast seosest saame, et A = 1. Nii otsitav teisendus omab kuju
' =anr +ay, Y =an+any

ja siisteem omab kuju

2 2 2 2
aj, | ay 1 (11012 I d21%22 _ ajgy Gz 1
a? b? a?’ a? b? ’ a? b2 b?
ehk
2
9 a 2 b 9 b a
aj; + Ea21 =1, aalz +ay =1, anaaw + 50216122 = 0.
a
. a1 gam . .. . -
llmneb, et maatriks | , on ortogonaalmaatriks. Tédhendab, voime vot-
—Q12 A2
a
ta
a . b .
ai1p = COs Y, Eagl = — S, aalg = Sl Y, Agp = COS Y
VOl
a ) b .
aj1p = COsS , Zagl = sm e, aalg = Sl @Y, dga = — COS Q.

Seega otsitav teisendus on

b a
¥’ = wxcosp— —ysinp, g/zzxsingp+ycoscp
a

VOl

a b
x':xcosgp—kgysin(p, Yy = —xsinp — ycos p.
a
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Saadud teisendust voib vaadelda kui kolme teisenduse v, v ja x korrutist, kui

T = .
1 ’ y {wQ = 1 COS® — Yy Sin p, {xg = axy,

Y1 = Y2 = 18I0 + Y1 COS Yz = bya.

)

SalESE~NES!

Teisendus v teisendab antud ellipsi ringjooneks raadiusega 1, mille keskpunkt iihtib
ellipsi tsentriga. Teisendus 1 on pddre nurga ¢ vorra iimber ringjoone tsentri
(ringjoon teiseneb pooratud ringjoone lahteellipsiks. Teisendust

b

a
x’:cosgo—i-gysincp, y = —xsinp —ycosy
a
voib vaadelda kui nelja teisenduse korrutist.

=" To = T1, T3 = Tp COS P — 1Yo SIN P,
7% (R

Y2 = —1, Y3 = T8N + Yz COS

Ty = axs,
X:

Yys = bys.
Teisendus v teisendab antud ellipsi iihikringjooneks, mille keskpunkt iihtib antud
ellipsi keskpunktiga. Teisendus p on siimmetria z-telje suhtes ja teisendab ringjoo-
ne S iseeneseks. Teisendus 1) on poore nurga ¢ vorra iimber ringjoone keskpunkti
ja teisendab ringjoone S iseeneseks. Teisendus y teisendab ringjoone S antud el-
lipsiks.

11.254.| Olgu =’ = a7 + aypy + a1, ¥ = as1Tasy + as otsitav afiinne teisendus.
Kui hiiperbooli kujutis on antud asiimptootilise vorrandiga

h =

SR o |8

'y =C, (11.1)

siis originaali invariantsuse tottu saame hiiperbooli, mille vorrandiks on (ajz +
aipy + ar) - (ag1% + agy + az) = 0 ehk

apag v + (@122 + a12a91)2y + (@1a91 + aza11) + (a2a12 + a1a22)y + ajas = 0.
(11.2)
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Kuna vorrandid ja midravad sama hiiperbooli, siis vorrandi kordajad
peavad olema vordelised. Saame aj1a9; = 0, a12a90 = 0, a1a91 + asa; = 0, ajasn +
asaoy = 0, ajpas; + ajiase = A, ajas — C' = —AC. Kuna teisendus on regulaarne,
siis aj1ass — ajpas; # 0 ja saame, et a; = as = 0. Jarelikult A = 1 ja viimane
siisteem lihtsustub aq1a9; = 0, a12a99 = 0, a12a21 + a11a29 = 1. Vaatame erinevaid
voimalusi: a) 91 = O, siis a21Q929 — O, a11Q929 = 17 siit jéireldub, et 929 7£ 07

tdhendab a1 = 0. Vottes a;; = k, saame agy = z ja vaadeldud teisendus omab

1
kuju ' = kx, y' = —x, kus k on suvaline nullist erinev reaalarv; b) olgu a;; = 0,

siis ajya9; = 0, ajjase = 1, kust a;; # 0. Tdhendab as; = 0 ja saame sama

teisenduse; ¢) kui ay; = 0, siis ajpage = 0, aj2a9; = 1. Tédhendab a5 # 0, ag # 0.
1

Jarelikult asy = 0. Vottes a;o = k, saame 2’ = ky, ¥ = —x; d) a = 0 taandub

k
juhule ¢).

11.255.| Keskpunktide hulk koosneb sellise kolmnurga sisepunktidest, mille kiilge-
deks on antud kolmnurga kesksirged, ja viimase kolmnurga nurkade tippnurkade
sisepunktidest.

11.257. S

_mA

SV'S
11.258.] Miérkus. Olgu antud koverate vorrandid = 0 ja ; = 0. Siis otsitava
koonuseloike leidmiseks saame kolm vorrandit: & — k®y =0, FF — kF} =0, (A —
kA))(C — kCy) — (B — kB;)* = 0. Otsitav koonuseldige eksisteerib, kui saadud

stisteem on kooskolaline.

F, F,
11.259. — 0.

r -y
11.260.| (v — x0)F, — (y — yo)Fy, = 0.
11.261. (v — x0)Fy + (y — yo) F, = 0.

11.262) F, 3, + F,®, = 0.
[M11.263.)] Vorrand on

A (Agr + Boy + Cs) + As(A1x + By + Ch) Y — Yo _0
Bi(Asx 4 Boy 4 Cs) + By(Avx + Biy + C1)  — (2 — o)

11.264.| Teist jarku joon.

11.265.| Teist jarku joon.
J J
11.269. 2y — y1x — x1y = 0, kus (z1, y1) on sirgete kimbu keskpunkt. Otsitav hulk

on hiiperbool, mille keskpunkt iihtib kimbu keskpunktiga ning asiimptoodid on
paralleelsed reeperi telgedega.
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Y 11.270. ay® +bry—a(b+d)y+abd = 0.

Mairkus. Reeperi telgedeks votame
sirge K L ja punktist P sirgele K L joo-
nestatud ristsirge. Tdhistame punkti
P kauguse sirgest KL tdhega d. Ot-
sitava vorrandi koostamiseks kasuta-
me kaht paari sarnaseid kolmnurki,
nimelt OPC ~ NMC ja ABC ~
MNB (joon. [11.7). Uurime. Otsitav
kover on hiiperbool. Abstsisstelg on
itheks astimptoodiks (joon. [11.8)). Tei-

ne asiimptoot on paralleelne litkuva

b
kolmnurga hiipotenuusiga ks = ——.

a
Hiiperbool 16ikab ordinaattelge kahes punktis P(0,d) ja P;(0,b). Kovera kesk-
a(b+d)

Joonis 11.7

punkti koordinaadid on zy = , y = 0. Hiiperbooli kanooniline vorrand on

(c—a)z®—(c+a)y®—2abd = 0. Hiiperbooli asiimptootiline vorrand on bry = —acd.
b’2? 4 a*y? — 2ch. 2y = (pg — h*)%

Markus. Reeperi telgedeks valime

liikumatu tasandi ristuvad sirged. “?/

Kovera parameetriteks voivad olla
punkti C' ja sirge AB vaheline kaugus ~J
h ning ristsirge C'D poolt sellel sirgel p
eraldatud 16igud p ja ¢ (joon. [11.9).
Otsitava trajektoori vorrand on (p? + ~=--
W)a® + (¢* + Ky’ = 2h(p+ @y =
(pg—h*)?% Kui a, b ja c on kolmnurga —H
ABC kiiljed, saame vastuses toodust 19)
tunduvalt lihtsama vorrandi. Uurime. ,
Liikuva tasandi iga punkt C' joones- Joonis 11.8

tab ellipsi, mille keskpunkt asetseb

reeperi alguspunktis. Erandiks on ainult ringjoone, mille 16ik AB on diameetriks,
punktid. Need punktid paiknevad sirgete kimbu, tsentriga reeperi alguspunktis,
sirgetel. Kui punkt C' asetseb samal sirgel punktiga A ja B (h = 0,a = q,b = p),
siis vastava ellipsi teljed iihtivad reeperi telgedega ning poolteljed on vordsed lii-
kuva punkti kaugustega pohipunktidest A ja B. Vaadeldavat tasandi liikumist
nimetatakse elliptiliseks.

11.272.| Pikem pooltelg on g + m ja liithem g — m, kus m on punkti C' kaugus

Ioigu AB keskpunktist. Loigu AB keskpunkti ldbival sirgel asetsevad punktid kir-
jeldavad iihtivate telgedega ellipsid. Punktid, mis asetsevad samal kaugusel 16igu
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AB keskpunktist, moodustavad vastavalt vordsete pooltelgedega ellipsi.
Mairkus. Tasandi elliptilisel liikumisel punk-

tid A" ja B’ libisevad mooda sirgeid OA" OB’ 4
ja punkti C trajektoori voib vaadelda kui 16i-
gu A'B’, mille otspunktid libisevad modda kaht
ristsirget, mingi punkti trajektoori.

Koik ringi punktid kirjeldavad ellip-
sid, valja arvatud veereva ringjoone punktid,
mis libisevad liikumatu ringjoone diameetreid
mooda.

Mirkus. Ulesandes kirjeldatud liikumine
médrab antud tasandi elliptilise liikumise. Sel-
les veendumiseks koostame tasandi suvalise

punkti P(z,y) liikumise trajektoori parameet-

rilised vorrandid. Valime ristreeperi alguspunk-

tiks liikumatud ringjoone keskpunkti (vt. joo- Joonis 11.9

nis ja parameetriks poordenurga ¢ = QOP,, kus Py on punkti P algasend
x-teljel. Kuna liikumine toimub ilma libisemata, siis ]\\ng/i’ = MR ja liikuma-

tu ringjoone raadius on kaks korda suurem veereva ringjoone raadiusest, siis
ZMQR = 2p. Kui QP = Ar, kus r on veereva ringjoone raadius, siis z =
OA + AB, y = r — SQ. Kolmnurgast PQS leiame, et AB = Arsina, SQ =

Arcosa, o =T — 2p — (g —p) = T Asendades saame punkti P liikumisel kir-

jeldatud ellipsi parameetrilised vorrandid: = = (1 + A) cos g,y = (1 — A) sin .
Erijuhul, kui punkt P on liikumatu ringjoone punkt A =1, P = M.

b’2? + a®y? + abry — 2ab’x — 2a*by + a*b* = 0, kui reeperi telgedeks on
voetud C'B ja C'A. Otsitav kover on ellips, mis puutub kolmnurga kiilgi C'B ja AB
tippudes B ja A.

Parabool 42* — 8hy + (4h* — a®) = 0, kus a on kolmnurga alus ja h —
korgus.

Mairkus. Ristreeperi abtsissteljeks on voetud sirge, mida méoda libiseb kolmnurga
alus, ordinaattelg labib liikumatut punkti.

Ellipsi kaar, mille keskpunkt asub punktis A ning iiks telg on suunatud
modda sirget AL. Pooltelgede pikkused on MC' ja |[MC — 2AB|.

Markus. Osal vardast C'D, mis asetseb liikumatu joonlaua AL ja sellega risti
oleva AN vahel, on jdav pikkus, mis on vordne 2AB. Seega tasandi elliptiline
lilkumine leiab aset, kui jadva pikkusega loigu BC' iiks ots libiseb modda sirget ja
teine mooda ringjoont, mille keskpunkt asetseb samal sirgel ja raadius on vordne
libiseva 16igu pikkusega (vt. joonis [11.11]).

Lahendus. Kuna vordhaarsetel kolmnurkadel AOC, ADC', ABC on iihine
alus AC, siis kolm tippu O, D, B asetsevad samal sirgel. Edasi ndeme, et OD-OB =
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Joonis 11.10

Joonis 11.11
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12—a? = const kui punkti O aste ringjoone suhtes, mille keskpunkt on A ja raadius
a. Punkt D kirjeldab ringjoone, mille keskpunkt on M ja raadius M D = b, mille
vorrand polaarreeperis (vottes O pooluseks ja OM polaarteljeks) on p = 2bcos .

2_ 2
Punkti B trajektoor midratakse polaarreeperis jargmiselt: p = 5% (vordusest
oS
12 — a2 12 — CLQSO
OB = 0D ) voi ristreeperis, kuna pcos ¢ = z. Saame z = 5 s.0. abtsiss

on jadv; vastav joon on sirge, mis on risti polaarteljega.
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