ALGEBRA JA GEOMEETRIA

HARJUTUSULESANDED

Kuues, parandatud ja tidiendatud triikk

Mart Abel Valdis Laan

Eesti Matemaatika Selts

Tartu 2012



,,Noh, Heete,” kiisin, ,,kas hakkame jdille pihta?”

., Kellele? Millele?”

., Bks ikka sellesamale matemaatikale.”

,Ah, mistarvis!” lasetab tidruk kded rippe. ,,Kas te ei kuulnud, mis titles
mamma? Ma ei usu, et kartulite puhastamaisel vajaksin eriti palju algebrat ja
geomeetriat.” (Oskar Luts, “Vaikne nurgake”.)

Kiesolev iilesannete kogu on méeldud abiliseks Tartu Ulikoolis loetava
kursuse “Algebra ja geomeetria” juurde nii tudengeile, kes soovivad
kontrolltoodeks valmistudes iilesandeid lahendada kui ka praktikumide
juhendajatele viiikeseks suunajaks iilesannete teemade valikul. Ulesanded on
jaotatud 15 teemaks ning varustatud vastustega. Kogu koostamisel kasutatud
materjalide nimekiri on toodud kasutatud kirjanduse loetelus. Koostajad
soovitavad kontrolltoddeks valmistumisel lahendada {iilesandeid ka teistest
kogudest.

Eesti Matemaatika Selts
Liivi 2

50409 Tartu

tel: 7 375 865

ISBN 978-9949-9180-1-0

Triikitud Tartu Ulikooli multimeedia talituses
Lossi 3—141a, 51003 Tartu



1. Maatriksid

Naide 1. Leidke maatriksite A = 5 4 | jaB= < :13 _(2) ) korrutis
-1 6
AB.
Kuna maatriksi A veergude arv on vordne maatriksi B ridade arvuga, siis
korrutis AB on olemas (kuid korrutist BA ei eksisteeri!) ning selles on kolm
rida ja kaks veergu. Arvutame:

2 =3

AB = 5 4 (?‘3)
-1 6

2:3+(-3)-1 2-(=2)4+(-3)-0 3 —4
= 5-34+4-1 5-(=2)+4-0 | =1 19 —-10
(-1)-3+6-1 (=1)-(=2)+6-0 3 2

3 —4

Vastus. AB=| 19 —10

3 2

1. Leidke maatriksi ridade arv m ja veergude arv n.
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2 DI=(10 -3 7 9 4).
-3
h) H=| —4 [;
11
—6

2. Leidke iilesandes 1 antud maatriksite transponeeritud maatriksid.

3. Millised iilesandes 1 antud maatriksitest on

a) ruutmaatriksid; d) siitmmeetrilised maatriksid;
b) diagonaalmaatriksid;

c¢) tithikmaatriksid; e) kaldsiimmeetrilised maatriksid.

4. Kirjutage valja maatriks A € Mat(3,3), mille elemendid a;; avalduvad
valemiga

a) a; =i+ J; b) a;; = ij; c) ay; = (i—35)% d) aj;=i%j+ij>

Kas need maatriksid on siimmeetrilised?

5. Millised jargnevatest tehetest on sooritatavad maatriksitega iilesandest
17 Sooritatavate tehete korral leidke ka tehte vastus.

a) A+ E; d) EF; g) G+ E; j) AB;
b) BT + A, e) IH,; h) ETB; k) FG;
c) 3C —2D; f) BA; i) HT — 31, 1) C—BA+D.

6. Leidke maatriksite A ja B summa A + B, vahe A — B ning korrutised
AB ja BA, kui nad on olemas:

4 23 1 -3 2

a) A= 4 52|, B=[3 -41|;
2 31 2 -5 2
3 -2 —1 12 3

b)A=|4 -1 -3, B=[12 3]
2 -1 —1 12 3



0 1 10
e)A_<00>’B_<00

f)A:<cosgo —Smgo)’ B:< cos@ sinp

sinyp  cosy —sing cosy

7. On antud maatriksid

2 -1 3 -4 7
3 =2 4 =3 5
A= b =3 -2 1| b= 3
3 -3 -1 2 2

Leidke a) A+ B; b) A— B; ¢) 2A+ (—3)B; d) AB.
8. Leidke korrutised AB ja BA, kui

0
230 1 1 -1
a>A_( 112—1)3_ -1 2|
1 3
3
b) A=(5 -1 4),B= 2 |;
—6
0 —2 2 0
oa=(5 2 )e=(_17)
2 3 -2
9. Arvutage AB ja BA, kui A = 4 5 2
—6 7 8
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10. Korrutage maatriksid:
—4 2
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11. Arvutage (AB)C ja A(BC), kui

3 -1 0 13 -2 25 3
A=|1 2 3|, B=[42 1], 0= 34 -5
5 0 —4 30 6 ~11 0

12. Olgu antud maatriksid

3 —1
2 —1 5 —1 4
a=(5 ) m=s o) o= ). b=
3 4 -3 2 30

Leidke, kui voimalik, korrutised AB, BA, AC', CA, BC,CB, DA, AD, ABC,
BAD, CBA.

N Ot DN

13. Arvutage:

-1 2 3. 4 —1 3_ o) COS Y —Sin g n_
a) 3 _4 | c) 5 -9 | sing cosp )

3 010\° 1 1 -1\°
b) —3 2\" dHloo1]; £) |3 -1 2
10)° 000 2 -1 0

14. Leidke f(A), kui

a) f(z)=a2*>—2r+5 A= <;L _:1))>;

b) f(:zc)::1:2—5:1:+10,A:<;l —113>;

c) f(x):a:2—5x+3,A:<_§ _;));

d) f(w)=$3—4$2+x—1aA:< ; ?)

e) flz)=32> -2z +5, A=| 2 —4 1



31 0 0
03 0 0
_ 2 _
f) flx)=2*—6x+9, A 00 -2 1
00 0 -2

15. Kuidas muutub maatriksite A ja B korrutis AB, kui

a) maatriksis A vahetada i-s ja j-s rida;

b) maatriksi A i-ndale reale liita c-kordne j-s rida;

c) maatriksis B vahetada i-s ja j-s veerg;

d) maatriksi B i-ndale veerule liita c-kordne j-s veerg?

16. Leidke koik teist jirku ruutmaatriksid A, mille korral A% = A.
17. Leidke selline maatriks X, et

2 1 1 -1 1 1
<12)X_X<1 1>_<1—1>’
s.0. lahendage vastav maatriksvorrand.

18. Lahendage maatriksvorrand

) ()0 )
19. Toestage jargmiste vorduste samavéiarsus mistahes sama jarku ruut-
maatriksite A ja B korral:
a) AB = BA;
b) (A+ B)? = A2 +2AB + B
c) (A+ B)(A— B) = A?—- B2
20. Toestage, et maatriks BBT on siimmeetriline iga maatriksi B korral.

21. Olgu A ja B sama jarku siimmeetrilised maatriksid. Toestage, et
maatriks ABAB ... ABA on siimmeetriline.

22.Toestage, et kahe kaldsiimmeetrilise maatriksi korrutis on siimmeetriline
parajasti siis, kui need maatriksid kommuteeruvad.
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2. Determinandid

Naiide 2. Arvutage definitsiooni pohjal determinant

0050

- O O
S N W
o O O
SN O

Definitsiooni jéargi on maatriksi A = (a;;) determinant vordne summaga
margiga varustatud korrutistest, mis sisaldavad tegurina tépselt iihte
elementi maatriksi A igast reast ja igast veerust. Antud juhul on selliseid
korrutisi determinandi avaldises 4! = 24, kuid nullist erinevaid on nende
hulgas vaid kaks: ai3a9s0a34a41 ja a13assasoay;. Esimese korrutise veeruindeksite
permutatsioon 3, 2,4, 1 sisaldab 4 inversioooni, teise korrutise veeruindeksite
permutatsioon 3,4, 2, 1 sisaldab 5 inversiooni. Jéarelikult

D = (=1)'aizamazan + (—1)°arzasiazan
= 5-3-2-4-5-6-7-4=5-6-4-(1—-7) = —720.

Vastus. D = —720.

Naide 3. Arvutage determinant

-10 -7 —10 -2
5 14 2 —1
—5 —48 6 9
—-13 —-54 0 6

D:

Teeme elementaarteisendusi vastava maatriksi ridadega selliselt, et
kolmandasse veergu jaidks ainult iiks nullist erinev element — arv 2. Selleks
liidame esimesele reale 5-kordse teise ja lahutame kolmandast reast 3-kordse
teise. Kuna determinant selliste teisenduste kéigus ei muutu, siis

-10 -7 —10 —2|45II 15 63 0 =7
D 5 14 2 —1 _ 5 14 2 -1
—5 —48 6 9|31 —20 —90 0 127
—13 —54 0 6 —-13 =54 0 6

Arendades determinanti kolmanda veeru jiargi ning seejdrel tuues teisest



veerust determinandi mérgi alt vélja iihise teguri 9, saame

15 63 —7 15 7 =7
—20 —90 12 —20 —10 12

—_— . J— 2+3. —_— J— . .
b=2-(-1) IRV B R A BT
3 +11

Edasi voib kasutada Sarruse reeglit, kuid voib ka jéitkata elementaar-
teisendustega. Liites kolmandale veerule teise, arendades kolmanda veeru
jargi ning seejérel lihtsustades saadud teist jarku determinanti, saame

15 70
D = —18-| =20 —10 2 :(_18)'2'(_1)24_3' —12 —g—i_ﬂ
-13 -6 0
2 1

- 36-‘ ‘:36(—12+13) — 36.

—-13 -6
Vastus. D = 36.

Naiide 4. Arvutage determinant

1 5 -6 3 3
3 =2 010
D=|—-4 4 020
1 1 =211
3 2 -2 3 2

Arvestades nullide asukohta, on kasulik seda determinanti Laplace’i valemi
abil arendada teise ja kolmanda rea jargi. Nende ridade elementidest saab
moodustada iilimalt kolm nullist erinevat miinorit:

3 =2 31 -2 1
—4 4| | =4 2 4 2|
Nende miinorite algebralised tdiendid on vastavalt
—6 3 3|31 000
(—1)*F3 2 2 1 1 =|-21 1|=0,
-2 3 2 -2 3 2
i) :g i1)) 203 -2 1
(_1)2+3+1+4. — 0 -2 11=2. :_4,
2 =2 2 0 —92 2 -2 2
—I1I
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1 —6 3|—II 0 —4

(_1)24—3-‘1—24—4‘ 1 —2 1 — 11 -9 1
3 —2 2| =3I 0 4 -1
-4 2
- _ 1)\2+1 _
) i _1| L

Laplace’i valemi pohjal

D:‘_S —2

RS

Vastus. D = —8.

23. Leidke inversioonide arv permutatsioonis
a) 3,5,4,1,2; g) 2,4,8,3,7,5,6,1;
b) 6,9,1,2,3,5,7,8,4;

)

) h) 9,3,1,8,2,5,7,4,6;
¢) 1,2,5,7,6,3, 4

)

)

)

i) 1,3,4,7,8,2,6,9,5;
d) 7,4,5,1,6,3,2:

(S 462315 J) 27177797876737574;
f) 5,10,7,1,3,2,8,6,9, 4; k) 9,8,7,6,5,4,3,2,1;

24. Leidke koik permutatsioonid neljast elemendist, mis sisaldavad 4
inversiooni.

25. Selgitage, millised jargmistest korrutistest kuuluvad vastavat jarku
determinandi avaldisse ja millise margiga:

a) a41023012035054; C) a54071027036A25043062,
b) A46035061A23012054; d) A25057033A16061044.-

26. Arvutage jargmised determinandid, ldhtudes ainult determinandi
definitsioonist:

_ o O O
N O O O
=~ W N =
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=
N O O O
_ o O O
B~ o N -
W J O Ot

—_
—_



N O © O
= Ot O O
O A
W ~J O Ot

3

27. Leidke determinandi liikmed, mis sisaldavad kas z*, x

ot W =R
W = 8 =
_ 8 W N
8 NN W

voi z2.

28. Arendage determinanti

111 a
12210 e .
a) |5 5 1 | nelianda veeru jrgi;
1 2 3 d
al 11
SRR .
. 1 o 1| csimese veeru jirgi;
d 110
1 2 -1 =2
2 -1 -2 1 .
c) Db e d kolmanda rea jargi;
-2 -1 1 2
5 a 2 —1
4 b 4 -3 : e
d) 5 » 3 _9 teise veeru jargi.
4 d 5 —4

29. Arvutage determinandid

NEAERE o | 1273 2273 |
a b | 1272 2272 |
131 231

P} 130 -—230"
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u)

2 1000 4 0,08

13000 =6 0,02

3 -2000 2 —0,02

2 —1000 2 0
1 2 —1 —0,002
3 8 0 —0,004 |
2 2 —4 —0,003 |

3000 8000 —1000

—6

1001
1002
1001
1001

1002
1003
1001
1000

1003 1004
1001 1002

1001

998 999

30. Kasutades Laplace’i teoreemi arvutage determinandid

b)

31. Arvutage n-ndat jarku determinandid

W DN Ot
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N O Ot
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1134
2008
300 2
4 47 5
2 1 -1
1 0 0
3 1 -1
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3 2 2 2

2 3 2 2

2 2 3 2
c)

2 2 2 ... 3

2 2 2 ... 2

32. Lahendage vorrand

1 2 3
a) |1 z—1 3 |=0;
0 5 x-2

1 2 3 4

5-122 3 4| _,
2 35421
2 3 4 1

1 2 3 4

l—z 1 2 ) t+1 2 t+3 4 _ 0
b) 0 2—z 3 0; 1 34t 44t 54+t
0 0 3—=x 1 -3 -4 =5
33. Arvutage det(kA), kui k = v/2, A € Mat(5,5) ja det(A) = 3.
1 85
34. Arvud 185, 518 ja 851 jaguvad 37-ga. Tdestage, et determinant |5 1 8
8 5 1
jagub 37-ga.
35. Leidke seos |A| ja | — A| vahel, kus A on suvaline n-ndat jarku ruut-
maatriks.

36. Kuidas muutub determinant, kui tema igast reast peale viimase lahu-
tada jargmine rida, viimasest reast aga lahutada esialgne esimene rida?

37. Kuidas muutub determinant, kui tema iga element asendada
siimmeetrilisega tsentri suhtes?

3. Poordmaatriks

Naide 5. Leidke maatriks:

W = N

ot — W

NN



poordmaatriks.

Poordmaatriksi leidmiseks on kaks voimalust.

a) Arvutades maatriksi A determinandi ja koigi elementide algebralised
taiendid, saame

L1l |230] (g4
Al = —(110]|= Y
35 7 21| I11
9T
[ |12] |34 34
5 7 5 7 12
1 1 12 2 4 2 4
—1____T___ .
A aAu) 1 3 7 3 7 1 2
11| |23 2 3
\ [35 35 11 )
3 -1 9 3 1 -2
2 —1 —1 211

b) Poordmaatriksit saab leida elementaarteisenduste abil. Selleks tuleb
maatriksi A korvale kirjutada vastavat jarku iihikmaatriks ning ridade
elementaarteisenduste abil teisendada maatriks A ithikmaatriksiks. Maatriks,
milleks teiseneb ithikmaatriks, ongi A poordmaatriks. Niisiis

2 3 4|1 0 0\«<1II 1 12/010
11 2/{010 — 12 3 4|1 00 |-2I —
357|001 35 7|/001)/-3I
1 12/0 10 1 12 0 1 0\-—=2III
0101 =20 — (O 10 1 =20 —
02 1]0 =3 1/)-=2II 001|-2 11
110 4 -1 —2\-II 100 3 1 -2
010} 1 -2 0 - 1010 1 -2 01,
001/—-2 1 1 001/—-2 1 1
kus viimases maatriksis piistkriipsust paremal ongi A poérdmaatriks.
3 1 =2
Vastus. A~! = 1 -2 0
-2 1 1
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38. Leidke jargmiste maatriksite poordmaatriksid algebraliste tdiendite abil:

) 2 0\ ) 3 1\ 110
03 ) 6 2 )’ e) [ 01 1|;
001
001 2 00
b) 2 1Y 010 fy { 311
0 1) 100 00 2
39. Leidke jargmiste maatriksite poordmaatriksid:
) 2 5\ 2 00 21000
4 3 )’ 0 -3 0 |; 02100
0 05 h)y | 0020 0 [;
b a b 000O0T1
) cd)’ 2 5 7 00010
6 3 4 |; 1 9 9
COS Qv —sma 5 —2 =3 :

c) i) | 2 -2 |;
sin « cosa 9 _o9 1
31000

1-1-1 1 03100 12 3 4
) -1 1 1-17] 00300 |; .)2312
1 1 1-1/ 00021 ) 11 1 -1
1-1-1 1 0000 2 10 -2 —6
40. Arvutage (AB)~ —1 kui
1 2 01
-1 _ -1 _ _r.
Y _(_13),3 _<12),k_5,
20 0 0 1 —1
b)A ' =103 0|,B''=12 3 -5],k=-3.
00 —4 4 -2 1

41. Lahendage maatriksvorrand, s.t. leidke koigi selliste maatriksite X hulk,
mis rahuldavad antud vordust:

0 x (

2 3
45

)=(

10
01

)
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1 1 0 100
X o-1 1]l=(010];
0 0 —1 00 1
1 —1 35
(3 0)x=(537)
5 —6 4 3
)3 32 |x=|[2]
4 -5 2 1
2 -3 1 97 6 2 0 —2
a4 s52]x[112])=(1812 9]
5 —7 3 111 23 15 11
1111 1 4 3
1011 03 2
S 1oo10|*X=|o01o0
0011 021

42. Kas vordusest AB = AC jareldub vordus B = C'7
43. Leidke regulaarse maatriksi A poordmaatriks, kui

a) A2—4A+E=0; b)A+542-3A-FE=0; c) A2-A=806.
44. Toestage, et (E— A) ' = E+ A+... + A" kui A¥!1 #£ 0 ja A* = ©.

45. Olgu J, n-ndat jarku ruutmaatriks, mille kéik elemendid vorduvad
1-ga. Toestage, et (E — J,) ' = E — ﬁJn.

46. Olgu A ja B sama jarku regulaarsed maatriksid. Toestage jargmiste
vorduste samavaarsus:

a) AB = BA; c) A-'B=BA™
b) AB~! = B4 d) A'B~1 =B 1AL,

18



4. Vektorruum

Néiide 6. Defineerime funktsioonide hulgal R® = {f : R — R} litmise ja
reaalarvuga korrutamise n.o. punktiviisiliselt:

(f+9)(x) = f(x)+g(), (1)
(kf)(z) = kf(x) (2)

mistahes f,qg € R® ja k,z € R korral. Téestage, et hulk R® on vektorruum
nende tehete suhtes.

On selge, et nii defineerides saame funktsioonid f + ¢g,kf : R — R.
Néitame, et selline funktsioonide liitmine on assotsiatiivne ja kommutatiivne.
Olgu f,g,h € RR. Kasutades definitsiooni (1) ning reaalarvude liitmise
assotsiatiivsust ja kommutatiivsust, saame, et

(f+9)+h)(x) = (f+9)()+h(x) = (f(x) +9(z)) + h(z)
= f(2) +(g9(x) + h(x)) = f(x) + (9 + h)(z)
= (f+(g+h)(z),
(f+9)(=) = f(2) +g(x) =g(x) + f(z) = (g + )(2)
iga © € R korral. Jarelikult kehtivad vordused (f +g) +h = f+ (9 + h)

ja f4+ g = g+ f funktsioonide vahel, s.t. funktsioonide liitmine on toesti
assotsiatiivne ja kommutatiivne. Kui f € RF, siis

(f + o)) = f(z) + co(x) = f(x) + 0= f(x)

iga © € R korral, kus ¢y on konstantne nullfunktsioon. Seega iga f € RR
korral f+cy = f = ¢g + f, s.t. ¢y on vektorruumi R® nullvektor. Vektori
f € RE vastandvektoriks osutub funktsioon —f : R — R, mis on defineeritud
vordusega (—f)(x) = —f(x), sest iga x € R korral

(f + (=M)x) = fz) + (=f)(x) = f(z) + (= f(2)) = 0 = co(x).

Lisaks sellele, iga f,g € R ja k, [, 2 € R korral saame definitsioone (1) ja (2)
ning reaalarvude omadusi kasutades, et

(E(f+9)(@) = k((f +9)(@) = k(f(x) +g(x)) = kf(z) + kg(z)
= (k)(z) + (kg)(x) = (kf+kg)()
(E+Df) (@) = (F+0f(x) =kf(z) +1f(z) = (Bf)(2) + (1) (@)
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= (kf+1f)(z),
(KO ) (@) = (k) f(x) =k(lf(z)) = k((Lf)(x)) = (k(f))(z),
(Lf)(@) = 1f(z) = f(a).
Jarelikult k(f +g) =kf + kg, (k+10)f =kf+1f, (KI)f =k(lf)jalf=f.

Kokkuvéttes oleme niidanud, et RF on vektorruum iile R.

Naide 7. Olgu u € R fikseeritud reaalarv. Kas hulk
a) Vi={f €R®| f(u) =0}; b) Va={f €R¥| f(u) =1}

on vektorruum (ile R) funktsioonide punktiviisilise liitmise ja reaalarvuga
korrutamise suhtes?

Selle iilesande lahendamiseks on kaks voimalust. Esimene on loomulikult
vektorruumi definitsiooni tingimuste kontrollimine, nii nagu tegime seda
néites 6. Teine voimalus on kasutada fakti, et vektorruumi iga alamruum
on ise ka vektorruum. Seega piisab kontrollida, kas V; ja V5 on vektorruumi
R alamruumid. Teemegi seda.

a) Kui f,g € V1, s.t. f(u) =0 = g(u), siis ka

(f +9)(u) = f(u) +g(u) =0+0=0.

Seega f + g € V4 ehk hulk V; on kinnine liitmise suhtes. Kui f € V; ja k € R,
siis ka (kf)(u) = kf(u) = kO = 0, mis tdhendab, et kf € V] ning seega V] on
kinnine ka reaalarvuga korrutamise suhtes. Jarelikult V; on alamruum.
b) Hulk V5 ei ole alamruum, sest (¢1+c1)(u) = c1(u)+ci(u) =141 =2 # 1
ja seega c1 + ¢1 € Vo, kus ¢; € V4, on konstantne funktsioon véaértusega 1.
Vastus. V] on vektorruum iile R, V5 ei ole.

Naide 8. Defineertme hulgal 7™ littmise ja realarvudega korrutamise
vordustega

(al,...,an)+(b1,...,bn) = (a1+b1,...,an+bn),
k(ai,...,a,) = (kay,..., kay,)

mistahes (a1,...,a,),(b1,...,b,) € Z" ja k € R korral. Kas hulk 7" on
vektorruum tile korpuse R?
Ei ole, sest %(1,...,1) = (%,,%) ¢ 7"

Naide 9. Olgu V' wvektorruum ile R. Kas kehtib jdrgmine vdide: kut
a,b,c € V on lineaarselt soltumatud vektorid, siis ka a + 2b,b+ 2¢ ja ¢+ 2a
on lineaarselt soltumatud?
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Oletame, et
k(a+ 2b) + 1(b+ 2¢) + m(c+ 2a) =0, (3)

kus k,l,m on mingisugused reaalarvud. Kasutades vektorruumi aksioome,
saame, et ka
(k+2m)a+ (2k +1)b+ (21 + m)c = 0.

Kuna vektorid a, b, c on lineaarselt soltumatud, siis sellest vordusest jareldub,
et lineaarkombinatsiooni koik kordajad on vordsed nulliga:

k+2m=2k+1=2l+m=0.

Jarelikult 4m — [ = 0 = 21 + m, kust 9m = 0 ja seega m = [ = k = 0. Oleme
niidanud, et lineaarkombinatsioon vorduse (3) vasakul poolel on triviaalne,

mis tdhendab, et vektorid a + 2b,b + 2¢ ja ¢ + 2a on lineaarselt soltumatud.
Vastus. Jah, kehtib.

Naide 10. Tehke kindlaks, millised jiargmastest vektorite siisteemidest vektor-
ruumis R® on lineaarselt soltumatud:

a) 2r+ 1,z — 2; b) ¢1,sin? , cos® z; c) e, e e,

Selles iilesandes kasutame levinud tahistusviisi, kus niiteks avaldis 2% — 3z
tahistab {ihtlasi ka funktsiooni f : R — R, mis on defineeritud vordusega
f(z) = 22 — 3z iga x € R korral. Siimboliga c; tihistame konstantset null-
funktsiooni ja siimboliga c; konstantset funktsiooni véartusega 1.

a) Oletame, et k(2z+1)+I[(x—2) = ¢y. Funktsioonid on vordsed, kui nende
vaartused on koigi argumendi védrtuste korral vordsed. Seega iga xp € R
korral k(2zg + 1) 4+ I(zp — 2) = 0 ehk (2k + l)xo + k — 21 = 0. Vottes xy = 0,
saame k = 2[. Vottes xyp = 2, saame 5k = 0. Seega k = [ = 0 ja siisteem on
lineaarselt soltumatu.

b) Kuna ¢;(zg) — sin® zg — cos?zy = 1 — sin®zy — cos’ g = 0 iga z9 € R
korral, siis 1-¢; + (—1)sin®z + (—1)cos?z = ¢y ja vaadeldav siisteem on
lineaarselt soltuv.

c) Olgu ke® + le** + me®® = c¢y. Kuna iihegi x € R korral e* # 0,
siis voime vorduse molemaid pooli jagada funktsiooniga e’ ning saame, et
k+ le® + me* = ¢p. Jarelikult

0= lim c¢o= lim (k+ le" +me*) = k.

T—r—00 T—r—00
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Seega, le® + me®™ = ¢y, kust saame, et [ + me® = ¢y ja

0= lim (I +me*) =1

T——00

Lopuks, vottes x = 0 vorduses me® = ¢y saame, et m = 0. Sellega oleme
ndidanud, et siisteem on lineaarselt soltumatu.
Vastus. Lineaarselt soltumatud on siisteemid a) ja c).

Naide 11. Toestage, et hulk
U={(uy,ug, ..., Up_1,u1) | ur,uz,...,u,1 € R} CR"

on vektorruumi R™ alamruum ning leidke selle alamruumi baas ja maoode.
Naitame, et hulk U on vektorruumi R" alamruum. Kuna

(Ut Up—1, 1) + (U1, -, U1, 01) = (U 01, - U1 + Upet, w1 1) € U,

sest viimase vektori esimene ja viimane komponent on vordsed, siis U on
kinnine liitmise suhtes. Kuna

kz(ul, U, ..., Up—1, Ul) = (k’ul, ,ZCUQ, Ceey kun_l, kul) e U,

siis U on kinnine ka reaalarvuga korrutamise suhtes. Seega U on alamruum.
Alamruumi U vektorite siisteem

er = (1,0,0,...,0,1),
e; = (0,1,0,...,0,0),
en1 = (0,0,0,...,1,0)

on lineaarselt soltumatu, sest iikski vektor ei avaldu iilejadnute lineaar-
kombinatsioonina. Ta on ka moodustajate siisteem, sest alamruumi U iga

vektor (ug,ug, ..., up—1,u1) € U avaldub kujul
(w1, u2, ..., Up—1,u1) = urer + ugez + ... + Up_1€p_1.
Jarelikult ey, eq, ..., e,_1 on alamruumi U baas. Kuna vektorruumi modde on

tema baasivektorite arv, siis dimU =n — 1.

47. Olgu a vektor ja « skalaar. Toestage, et ca = 0 parajasti siis, kui a = 0
vol a = 0.
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48. Olgu a, b vektorid ja «, 8 skalaarid. Toestage, et aa + b = [a + ab
parajasti siis, kui a« =  voi a = b.

49. Millised jargmistest arvuhulkadest on vektorruumid iile R tavaliste
tehete suhtes arvudega: a) N, b) Z, ¢) Q, d) R, e) R*?

50. Defineerime hulgal R" = {(ay,...,a,) | a1,...,a, € R} liitmise ja
skalaariga korrutamise vordustega

(al,...,an)—l—(bl,...,bn) = (a1+b1,...,an—|—bn),
k(ay,...,a,) = (kay,..., ka,),

k € R. Toestada, et selliste (n.6. komponenthaaval defineeritud) tehete suhtes
on hulk R" vektorruum iile R.

51.Defineerime hulgal V = R? = {(ay,as) | a1, as € R} liitmise ja skalaariga
korrutamise vordustega

(a1,a9) + (b1,b2) = (a1 + by,as + be),
k(a17a2) = (ka17a2)7

ai,as, by, b, k € R. Kas V' on vektorruum iile R?

52. Tehke kindlaks, millised jargmistest hulga R* alamhulkadest on vektor-
ruumid iile R komponenthaaval defineeritud liitmise ja skalaariga korrutamise

suhtes:
a) {(0,a,b,0) | a,b € R}:;
){(1abc)\abc€R}
c) {(a,b,=b,a) | a,b € R};
){(abcd)|abcd€]Ra+b—d}

53. Tehke kindlaks, kas jargmised maatriksite hulgad on vektorruumid
iile R maatriksite tavalise liitmise ja skalaariga korrutamise suhtes; jaatava
vastuse korral leidke mingi baas:

a) koigi reaalarvuliste elementidega maatriksite hulk;
b) Mat(m,n);
c) Mat(2,2);
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f) koigi n-ndat jarku regulaarsete ruutmaatriksite hulk;
g) koigi kolmandat jéarku singulaarsete ruutmaatriksite hulk.

54. Olgu a, b, ¢ vektorruumi V' vektorid. Kui vektorid a, b, c on lineaarselt
soltumatud, kas siis ka vektorid a+b, b+ c ja ¢+ a on lineaarselt soltumatud?

55. Millist tingimust peab rahuldama arv k& € R, et vektorruumi R? vektorid
a1 = (k,1,0), as = (1,k,1) ja az = (0, 1, k) oleksid lineaarselt soltuvad?

56. Millist tingimust peavad rahuldama arvud k,[,m € R, et vektorruumi
R3 vektorid a1 = (1,k, k%), as = (1,1,1%) ja a3 = (1,m, m?) oleks lineaarselt
soltuvad?

57. Toestage, et jargmised vektorite siisteemid vektorruumis V' (iile R) on
lineaarselt soltumatud:

a) a; = (5,3, 1), a9 = (1, 1, 1), as = (1’4’ 2)’ V = Ri%;

1 0 01 00 00
b)En:(O 0>,E12=<0 O)’E21:<1 O)’E22:<O 1>,

V = Mat(2, 2).

58. Uurige, kas jargmised vektorite siisteemid (funktsioonide vektorruumis
RR) on lineaarselt soltuvad ning jaatava vastuse korral leidke mingi mitte-
triviaalne lineaarkombinatsioon, mis on vordne nullvektoriga:

a) T+ 2,z — 2; e) 22+ 2x, 3z2 — 1, v + 4;
b) 6z + 9, 8z + 12;
f) sinx, cosx;
c) L, (x—17% a1
d) 4 —x, 2x + 3, 62 + §; g) sinx, cos z, sin 2.

59. Milliste \ véartuste korral jareldub vektorite siisteemi aq, as lineaarsest
soltumatusest vektorite siisteemi Aa; + a9, a1 + Aas lineaarne soltumatus?
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60. Tooge niiide vektorruumi R? a) baasist, b) lineaarselt soltumatust
vektorite siisteemist, mis ei ole baas, ¢) moodustajate siisteemist, mis ei
ole baas, d) vektorite siisteemist, mis ei ole lineaarselt soltumatu ega
moodustajate siisteem.

_cg i ) | a,b,c € R} (iile R) vektorite

A= ( 3 4 > ja B = ( 2 5) koordinaadid baasi

61. Leidke vektorruumi V = {(

—4 1 -5 2
10 01 00
01/)’\—-10/)"\01

62. Tehke kindlaks, kas jargmised vektorite siisteemid on vektorruumi R?
baasid ning leidke vektori a = (3,7, 13) koordinaadid iga baasi suhtes:

a) €1 = (17070)7 €2 = (07 170); €3 = (0707 1);
b) a; = (1,0,0), a9 = (1, 1,0), as = (1, 1, 1);

suhtes.

c)a; = (1,1,1), as = (1,2,3), a3 = (1,4,9).

63. On antud vektorruumi R3 vektorid e; = (2,1, —3), es = (3,2,—5) ja
es = (1,—1,1). Néidake, et vektorsiisteem {ey, ey, e3} on selle vektorruumi

baas. Leidke suvalise vektori = = (x1,29,23) ja konkreetse vektori
a = (6,2,—7) koordinaadid sellel baasil.

64. Leidke iileminekumaatriks vektorruumi V' (iile R) baasilt ey, e, ..., €,
baasile €], €}, ..., e} ning leidke (kui voimalik) vektorite a ja b koordinaadid
nende baaside suhtes, kui

a) er=i—J,e0=2—+], ¢ =5i—2], eh=—5i—4j, a=10i — j, b= 2i,
V' = E, ning {4, j} on vektorruumi V fikseeritud baas;

by er (1O o (O1) (00 (00

1_0072_0073_1074_017
(28 L0y (12 ,_ (01
"\ =302 \—-11)>3 \—=21)"* \21)

2 4 2 40
a—<5 _3>,b—<5 3 O),V—Mat(Q,Q),
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) er = (1,2,1), s = (2,3,3), e3 = (3,7,1), ¢, = (3,1,4), ¢, = (5,2, 1),

€1
es = (1,1,—6), a = (9,4,-1), V = R3.

65. Olgu eq,e9,e3 3-mootmelise vektorruumi V' baas. Toestage, et ka
vektorite siisteem €] = He; — eg — 2e3, €5 = 2e1 + 3ey, €5 = —2e1 + €3 + €3
on selle vektorruumi baas ning leidke vektori a = e; 4+ 4es — e3 koordinaadid
selle baasi suhtes.

66. Tehke kindlaks, millised jargmistest hulkadest on vektorruumi V' (iile
R) alamruumid. Leidke iga alamruumi iiks baas ja moode:

a) fikseeritud tasandiga ortogonaalsete vabavektorite hulk, V = Es;
b) fikseeritud tasandiga paralleelsete vabavektorite hulk, V' = Eg;
c) fikseeritud sirgega ortogonaalsete vabavektorite hulk, V' = Eg;
d) fikseeritud sirgega paralleelsete vabavektorite hulk, V' = Es;

e){(_ii)\mbeR},V:khﬂz%;

f){(éi)\maceR}J/:Mm@ﬂﬁ

g) n-ndat jarku siimmeetriliste maatriksite hulk, V' = Mat(n, n);
h) n-ndat jarku kaldsiimmeetriliste maatriksite hulk, V' = Mat(n, n);
{(a,b,a,b,a) | a,b € R}, V = R5;
{

(a,b,a,b,a) | a,b € R,a+b=2}, V =R5;

1

J
k) {(a,b,c,d,e) | a,b,c,dje € Ria+e=b+d}, V=R

67. Olgu V vektorruum iile R. Kas vektorruumil V' on nullist erinevaid
1oplikke alamruume?

)
)

5. Lineaarvorrandisiisteemid

Naide 12. Lahendage vorrandisiisteem

2r1 — 319+ OSr3+ Try=1
4oy — 629+ 223+ 314=2 (4)
2$1—3£L’2—11(L‘3—153}4:1
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Gausst meetodil.

Moodustame voérrandisiisteemi laiendatud maatriksi ja teisendame ta

astmelisele kujule jattes dra nullidest koosnevad read:

2 -3 5 7|1 2 -3 5 7|1

4 -6 2 32|20 0 -8 —11/0 —
2 —3 —11 —15|1 /-1 0 0 —16 —22|0 /—2II
2 =3 5 Tl . 2 —3 5 T7|1\-=5lI

0 0 —8 —11|0 -(—g)—>(0 01¥O> —
0 0 0 00 8

2 -3 0
0 01 %
Nédeme, et siisteem on lahenduv ja vabu tundmatuid on 2. Astme-
kohtade jargi valime soltuvateks tundmatuteks x; ja x3, seega vabadeks

tundmatuteks jadvad xs ja x4. Avaldades soltuvad tundmatud vabade kaudu,
saame iildlahendi vabade tundmatute kaudu:

_ 1 3 1
IrT = 3 + 561 — 1—602
T2 = (C

_ 11
T3 — —§CQ
Ty = €9

See tdhendab, et siisteemi koigi lahendite hulk on

1 3 1 11
L — e — R+ C R
{(2 + 261 1602701, 3 62,02> | 1,00 € } C

Siisteemi (4) itheks erilahendiks on d, = (4,0, 0,0) (selle saame, kui anname
arvudele ¢; ja ¢y vaartuseks 0). Siisteemile (4) vastava homogeense siisteemi
lahendamisel saame {iildlahendiks vabade tundmatute kaudu

3 1

IrT = §C1—EC2

IR TR (5)
T3 — —§CQ

Ty = C2

Homogeense siisteemi lahendite fundamentaalsiisteemi saame kui anname

vabadele tundmatutele zo ja x4 kaks komplekti védrtusi mingi regulaarse

2

0 16 ) , ridadest ning arvutame kummalgi

teist jarku ruutmaatriksi, nt. (
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juhul vorduste (5) abil soltuvate tundmatute 1 ja x3 vaartused:

di = (3,2,0,0),
dy = (—1,0,-22,16).

Stisteemi (4) koik lahendid avalduvad kujul d, + t1d; + tods, kus t1,t9 € R,
s.t.
L = {d* + t1dy + tads | t1,10 € R}

Naide 13. Lahendage vorrandisiisteem
25[}1—562—|—$3—£U4:1. (6)

Néeme, et vorrandisiisteemi laiendatud maatriks on astmelisel kujul ning
siisteem on lahenduv, kusjuures iildlahendis on iiks soltuv ja 4 — 1 = 3 vaba
tundmatut. Valime soéltuvaks tundmatuks néiteks x5 ja avaldame ta vabade
tundmatute kaudu

r3=1—2x1 4+ 29 + 4.

Andes koigile vabadele tundmatutele véartuseks 0 saame siisteemi (6) iihe
erilahendi d, = (0,0, 1,0). Siisteemile (6) vastava homogeense siisteemi

201 — To + 13— 14 = 0 (7)
iildlahend avaldub kujul
1 =
To9 — C
T3 = —201 + co + c3 '
Tg4 = C3

Andes vabadele tundmatutele zq,xo, x4 vadrtusi 3. jarku iihikmaatriksi
ridadest saame leida homogeense siisteemi (7) lahendite fundamentaal-
siisteemi 3 vektorit

di = (1,0,—2,0),
dy = (0,1,1,0),
ds = (0,0,1,1).

Seega siisteemi (6) koigi lahendite hulk on
L = {d* + t1dy + tody + t3ds ‘ t1,t0,13 € R}
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Néiide 14. Leidke vektorruumi R*  wektori a = (2,3,3,—2) koordinaadid
baasi ey = (0,0,1,—1), eo = (0,1,1,1), e3 = (1,—1,0,—1), e, = (1,1,0,0)
suhtes.

Tuleb leida reaalarvud xq, x9, x3, T4 nii, et a = r1e1 + x99 + T3€3 + T4€4.
Kirjutades R* vektoreid (4,1)-maatriksitena (kuid tehes tehteid endiselt
komponenthaaval), véime viimase vorduse esitada kujul

0 0 1 1 2
0 1 —1 1 3
I 1 +£L’2 1 +ZC3 0 +ZIZ4 0 = 3 ,
—1 1 —1 0 —2
mis tdhendab, et meil tuleb lahendada lineaarvorrandisiisteem
T3 + T4 = 2
To — T3 + 4= 3
r1 + X9 = 3
—X1 + o — X3 = -2
Lahendame selle:
00 11 2 00 112
01 -11| 3 N 01 —-11 3) .
11 00 3 11 003
-1 1 -1 0|—-2 /+III 02 —-10|1
11 003 11 0 0] 3
01 -1 13 . 01 -1 1 3) N
02 —1 0|1 |-2II 00 1 —2|-5
00 112 oo 1 1| 2/)-II
11 0 0 3 11 00 3
01 -1 1] 3 |-V (0 1 —1 0| 2 [41II
00 1 —2/-5 |+3IV 00 10| —3
00 0 3| 7 00 01| £
1100 3\-II 1000 3
0100 3 0100 3
00101 “loo1o0]-1
0001 £ 0001 £

Vastus. Koordinaadid on (%, %, —%, %) :



Niide 15. Teatud tingimustel segatakse tolueeni (C7Hg) ja limmastikhapet
(HNOs). Selle tulemusena tekivad trinitrotolueen (C7 HsOgN3) ja vesi (Hy0).
Millised lahteainete hulgad tuleks votta, et tekiks antud saadus?

Reaktsiooni kirjeldab vorrand

x-CrHg+vy-HNO3 = z - C;H;04N3 + w - HyO.

Meil tuleb madrata kordajad x,y, z ja w. Vorreldes elementide C, H, N ja O
aatomite arve vorrandi vasakul ja paremal poolel saame lineaarvorrandid

Tz = Tz T — Tz = 0

8r + ly = dz + 2w ohk 8r + ly — 52 — 2w = 0
ly = 3z ly — 3z = 0
Jy = 6z + lw 3y — 6z — 1w = 0

Stisteemi lahendamisel saame iildlahendi v = £,y = ¢,2 = §,w = c. Vottes
niiteks c=3 saame r =1,y =3,z =1,w = 3.

Vastus. Uhe mooli tolueeni kohta tuleks votta kolm mooli lammastik-
hapet.

Naide 16. Lahendage vorrandisiisteem

$1+2$2+3$3:5
1+ 319+ 22x3=1
3rx1+ xo+2x3=11

Crameri valemite abil.
Arvutame determinandid

1 2 3 5 2 3
D =1132|=-12, Dij=| 1 3 2|=-36,
31 2 11 1 2
1 5 3 1 2 5
Dy, = |1 12|=24, D3=|13 1|=-24
3 11 2 3 1 11
Neid kasutades saame arvutada
D; -36 5 Dy 24 5 Dy =24 5
T = = — = Ty — — = — — — Ty — — — — —
' p T 12”7 D 12 BT DT 12
Vastus. x1 = 3,19 = —2, 13 = 2.
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68.

c)

Tehke jargmiste lineaarvorrandisiisteemide laiendatud maatriksite
korral kindlaks, kas siisteem on lahenduv. Jaatava vastuse korral pange kirja
siisteemi iildlahend.

10
3

o O

o O =

1
6

[\
)

—_
—_

L+ + ot bt

+ 4+ +

_ 00 1|2
’ d) | 100[3];
02 0/4
8 2 =3 002
0 ’ e) | 0O 03 0|1 |;
0 00 3|1
3 213 241
2 |; fy { 000000
1 000O0O0]|0
69. Lahendage lineaarvorrandisiisteem Gaussi meetodil:
2y = 3
4y = 6’
2y = 3
4y = 5’
2y — 2z = 5
y + z = —4°
2y — z =1
6y — 3z = 2’
3y — 2z =0
20 + 4z = 9 ;
y + z = 2
3y — z = —1
2y — 4z = 9
12y + 14z = 1
T + T3 + g = 3
4372 — r3 — T4 = 2 .
309 — x3 + w4 = 4
3xy + 6x3 + 3x4 = 5
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(21 + 229 — a3 — 3x4 + 4z = 2
h) 4 201 — T2 + 3wz + 2x4 — w5 = 4
r1 + 4x9 + 2x3 — bry + 35 = 6

. z1 + 1dz9 + 623 — 1924 + 925 = 2

( 3561 + Ty + Ty — 2564 + 3335 = 4

1) ) 2x1 + 3$2 — 2%3 + T4 — 45135 = 5 .
r1 + 2$2 + 3$3 + 41’4 + Ty — 3

1 — 239 + 3x3 — 3x4 + Tz = —1

70. Kasutades Gaussi meetodit leidke lineaarvorrandisiisteemi iildlahend
ja iiks erilahend:

( 521 + 329 + bry + 1224 = 10
a) ¢ 2r1 + 2x9 + 3x3 + bry = 4
! + 7332 + 9%3 + 41’4 = 2
(92, + 629 + Tx3 + 1024 = 3
b) < —65171 + 4332 + 2373 + 3.1}4 = 2 ;
[ =371 + 229 — 1llzz — 1dxy = 1
( —9.5171 + 10562 + 355’3 + 75134 =7
C) < —4%1 + 7%2 + r3 + 3%4 = 5 ;
. 7x1 + Ox9 — 4dx3 — 61y = 3
( 12.%1 + 9$2 + 3.%3 + 103?4 = 13
d) < 41‘1 + 31’2 + r3 + 21‘4 — 3 ;
(| 81 + 6xg2 + 223 + OSxy = 7
( —6x1 + 929 + 313 + 224 = 4
e) ¢ =221 + 3x9 + dSr3 + 4dxs = 2.
L —4331 + 6332 + 45133 + 35174 = 3

71. Leidke koik tundmatute komplektid, mida vo6ib valida vabadeks
tundmatuteks:

a) —x1 + 229 + 13 — 56423. b) 4dx1 — 6x9 + Txg = 7
4oy + 203 — 204 = 1" 6xy — 929 + x3 = 8

72. Tehnikaiilikooli iiliopilane Tatikas sooritas eksamid ainetes “Olid ja
médrded”, “Mutrid ja poldid” ja “Kardaaniteooria” ning kogus 13 aine-
punkti, iiliopilane Prussakov ainetes “Olid ja méarded”, “Kepsud ja kolvid”,
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“Nukkvollindus” ja “Kardaaniteooria” ning kogus 14 ainepunkti, iiliopilane
Pliuhkam ainetes “Kepsud ja kolvid”, “Mutrid ja poldid”, ja “Nukk-
vollindus” ning kogus 9 ainepunkti, iiliopilane Karlsson ainetes “Olid ja
médrded”, “Mutrid ja poldid” ja “Nukkvoéllindus” ning kogus 12 ainepunkti.
Mitu ainepunkti iga aine andis, kui on teada, et iikski aine ei andnud alla 2
ega iile 5 ainepunkti?

73. Milliste a reaalarvuliste vaartuste korral on lineaarvorrandisiisteemil

(

a) <
\
(

b) <

\

axry
€1
1

axry
I
Iy
25131

+ 4+ 4+ + ++

Ty +
ars -+

T3
€3

T2 + axs

(1 + CL)$2

2.%'2

)

xo

nullist erinevaid lahendeid?

74. Leidke homogeense lineaarvorrandisiisteemi

0 {
b {

(

+ 4+ + +

fundamentaalsiisteem:
r1 — Ty = 0 )
2:61 — 2332 =0 ,
r1 — Ty + T3 =
2.%‘1 + X9 — X3 =
2$1 + 4562 + 6.1,‘3 =
3.%’1 + 6$2 + 9$3
r1 + 19 — 4dxj
ro + 23
2[61 + 2[62 — T3
4.%'1 + 3$2 — X3
81’1 + 51’2 - 3:13'3
3r1 + 3x9 — 2x3
r + X2 — 2563
3$1 + 5x2 + 6.T3
4dr1 + dxy — 223
3r1 + 8x9 + 24x3

0
0

+ Ty
+ Ty
+ T4
+ 2374

S O OO

o O OO

o O O O

iildlahend ja lahendite



r1 — X3z = 0
To — T4 — 0
f) ) —r1 + T3 — Is i 0 :
—T9 + T4 — Tg = 0
— X3 + Ty = 0
\ — x4 + 26 = 0
( r1 — T3 + Ty = 0
To — x4 + 26 = 0
g) ¢ x1 — x2 + x5 — xg = 0.
To — T3 + X = 0
L ry — x4 + x5 = 0

75. Lahendage lineaarvorrandisiisteem Crameri valemite abil:

2561 + Ty + Ty — 3 rK + X9 + x3 = 6
a) r1 + 229 + w3 = 0 b) —x1 + x9 + x3 = 0.
r1 + 9 + 2x3 = 9 Ty — X9 + x3 = 2

76. Leidke reaalarvuliste kordajatega ruutpoliinoom f(x), kui

77. Lahendage maatriksvorrand

1 2 1 2 2 4
(—3 —6>X(—1 —2):<—6 —12)‘
6. Vektorid (koordinaatideta)

Néide 17. Kolmnur, rga ABC' raskuskeskmeks on punkt O. Toestage, et
OA+O0B+0C =7,

Avaldame vektorid OA, OB ja OO kolmnurga kiiljevektorite 1@ : B? ja
CT/i kaudu. Selleks meenutame, et kolmnurga raskuskese asub kolmnurga
kiiljepoolitajate loikepunktis. Tahistagu K, L ja M vastavalt kiilgede BC, C'A
ja AB keskpunkte. Siis osutuvad loigud AK, BL ja CM kolmnurga ABC
kiiljepoolitajateks. Kiiljepoolitajate omaduse pohjal jaotab kiiljepoolitajate
16ikepunkt O koik kiiljepoolitajad 16ikudeks, mille pikkused suhtuvad teine-
teisesse nagu 2 : 1, kusjuures pikem osa jadb kolmnurga tipu poole. Seega,
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Oj Ti O? Qﬁ ning (ﬁ QW Vastavalt vektorite liitmise

kolmnurgareeghle saame vektorid K A LB ja M C’ avaldada jargmiselt:
KA=KC+CA, LB=TLA+AB, MC=MB+ BC.

Et K,L ja M on kolmnurga kiilgede keskpunktid, siis ? = 13?
[71 = %C_fi ja M § 1%@ Seetottu saame vektorite liitmise ja arvuga

korrutamise omadusi kasutades vorduse

OA+0B+0C = %Kﬁ+§Lé+§M&:§(Kﬁ+L§+M@*)
_ g([gm+@]+[§@+mm;@+m]>
2

= 3 G [Aé+Bé+oﬁD

— AB+BC+CA=AC+CA=

Viimastes vordustes kasutasime taas vektorite hltmlse kolmnurgareeglit.
Kokkuvottes olemegi ndidanud, et OA + OB + OC’ ~ 7.

78. On antud vektorid a ja b. Konstrueerige jargmised vektorid:

a) 3d; b) —1ib; c) 2d + l[;; d)

D=
l\DI»—l

79. On antud |@) = 13, |b] = 19 ja |@ + b| = 24. Arvutage |@ — b).

80. On antud |@| = 11, |b] = 23 ja |@ — b| = 30. Leidke |@ + b).

81. Vektorite @ ja b vaheline nurk on ¢ = 120°, kusjuures |@| = 3 ja |b| = 5.
Leidke |a@ + b| ja |a@ — b|.

82. Toestage, et korrapérase kolmnurga keskpunkti tippudega iithendavate
vektorite summa on nullvektor.

83. Kolm vektorit AB = c, BC =a ja CA =15 on kolmnurga kiilgedeks.
Esitage vektorite a,0,¢ abil kolmnurga mediaanidega iihtivad vektorid

AJ\I\,Bﬁ ja CP.

84. Esitage iilesandes 83 antud kolmnurga mediaanid ainult kahe vektori a@
ja b lineaarkombinatsioonidena.
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85. Tehke kindlaks, et wvektorid, mis iihtivad mistahes kolmnurga
mediaanidega, voivad omakorda olla teise kolmnurga kiilgedeks.

86. Punktist O ldhtuvad ka_ks> vektorit Oj = a, O? = b. Leidke nurga
AOB poolitajal asuv vektor OM.

87. Roopkiliku ABCD diagonaalvektoreiks on 1@ = a ja BD = b.
Avaldage roopkiiliku kiilgvektorid AB, BC, C'D ja DA vektorite @ ja b kaudu.

88. Korraparase viisnurga ABC D E kiilgedeks olevad vektorid on AB = m,
BC = m, CD = p, DE = ja EA=7 Konstrueerige vektorid:

a) m—n+p—q+T; ¢) 2m + 37 — 3p— §+ 27

b) i+ 20+ 37

89. Korrapéarase kuusnurga ABC' DFEF ldhiskiilgedeks on vektorid AB =
ja AR — ¢. Avaldage selle kuusnurga kiilgedeks olevad vektorid B?, C 2%,
D—E>, EF vektorite P ja ¢ kaudu.

90. On antud kolm paarikaupa ristuvat samas punktis rakendatud joudu
F.G ja H. Leidke resultantjoud R, kui F'=2N, G = 10N ja H = 11N.

91. Rooptahukas A_B>C’DA’ B'C'D’ on antud kiilgservadeks olevad vektorid
AB = m, AD = i, AA" = p. Konstrueerige vektorid:
a) 1+ 7 + p; b) m 4 7 — p; c) §m + 57+ p.

92. Ringjoone raadiuste OA, OB ja OC vahelised nurgad on 120°. Milline
on vektor )TU>, mis saadakse vektorite XY = OA, YZ = OB ja ZU = OC
jéarjestikkusel liitmisel?

93. On antud tetraceder ABC' D. Toestage, et AD + BC\' — BD + AO\. Kas
see vaide kehtib suvalise nelja punkti korral?

94. On antud vektorid a, 5, c=a+ gja d=2c+ g, kusjuures vektorite 5, c
ja d pikkused on vordsed. Milline on vektorite a ja b vaheline nurk?

95. Punktid E ja F' on nelinurga ABC'D kiilgede AB ja C'D keskpunktid.
Toestage, et EF = %(B? + @)

96. On antud kaks erinevat punkti A; ja A ning ratsionaalarv k. Leidke
selline punkt M, et vektorid A;M ja kAyM oleks a) vordsed; b) teineteise
vastandvektorid.
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97. Punkt D jaotab kolmnurgas ABC kiilje AB suhtes AD : DB = \.
Leidke 16igu C'D pikkus kolmnurga kolme kiilje ja arvu A kaudu.

7. Vektorid (koordinaatidega)

Niide 18. Olgu antud vektorid @ = (2,3) ja b = (—1,4). Kontrollige, kas
vektorsiisteem {a, 5} on vektorruumi Eq baasiks. Kui on, siis avaldage vektori
&= (4,17) koordinaadid baasil {a@,b}.

Teooriast teame, et vektorsiisteem {@,b} on vektorruumi E; baasiks
parajasti siis, kui vektorid @ ja b ei ole kollineaarsed.

Oletame vastuviiteliselt, et a ja b on kollineaarsed. Et kumbki
vektoritest ei ole nullvektor, siis peab leiduma selline reaalarv \, et Aa = b.
See aga tdhendaks, et ka vektorite koordinaatide vahel peaks kehtima seos
(2X,3)) = (—1,4) ehk vordused 2\ = —1 ja 3\ = 4 peaksid kehtima sama-
aegselt. Esimesest vordusest saame A = —%, kuid teisest hoopis A = %.
Vastuolu. Seega peavad a ja b olema lineaarselt soltumatud ning vektor-
siisteem {@, b} on ruumi E, baas.

Leiame niitid vektori ¢ koordinaadid baasil {a, 5} Olgu need p ja v. Siis
C= ua+ vb ehk koordinaatides

(4,17) = 1(2,3) + v(—1,4) = (2u,3p) + (—v, 4v) = (2u — v, 3p + 4v).

Siin kasutasime vektorite liitmise ja arvuga korrutamise reegleid koordinaat-
kujul. Selle pohjal peavad vektorite vordsuse definitsiooni kohaselt kehtima
seosed 4 = 2u — v ja 17 = 3u + 4v. Liidame teisele vordusele neljakordse
esimese vorduse, et saada seos p leidmiseks. Saame 33 = 11p. Siit 4 = 3 ning
esimesest vordusest v = 2 — 4 = 2. Seega ¢ = 3d + 2b.

Vastus. Vektori & koordinaadid baasil {@, b} on (3,2).

98. On antud kolm vektorit @ = (2,4), b = (=3,1) ja & = (5, —2). Leidke
vektorid

—b—3c

SH

a) 2@ — b — 2¢ b)
99. Esitage vektor ¢ vektorite a ja b lineaarkombinatsioonina, kui
a) @=(4,-2),b=(3,5),¢=(1,-7);
b) @ = (5,4),b=(—3,0),&= (19,8);
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C) a= (_67 2)7 g: (47 7)7 c= (97 _3)
Millised on vektori ¢ koordinaadid baasi @, b suhtes?

100. Ruumis on antud vektorid @ = (3,-2,6) ja b = (=2, 1,0). Leidke
vektorid:

a) @+ b; ¢) 2d; e) 2a + 3b;
b) @— b; d) —1ib; f) 1d—b.

101. Vektorid AB — (2,6,—4) ja AC = (4,2,—2) on kolmnurga ABC
kiilgedeks. Leidke kolmnurga mediaanvektorite AM : BN ja P
koordinaadid.

102. Esitage vektor d vektorite a, b ja ¢ lineaarkombinatsioonina, kui

a) @=(2,3,1),b=(5,70),=(3,—2,4),d = (4,12,-3);

—

b) @=(5,-2,0),b=(0,—3,4),¢= (—6,0,1),d = (25, —22, 16);

C) C_L): (37576)762 (27 _77 1)78: (127076)765): (07207 18)

103, Olgu antud korrapérane kuusnurk ABCDFEF'. Valime vektorid E
ja AE vektorruumi E, baasivektoriteks. Leidke vektorite AC, AD, AF, EF
koordinaadid selle baasi suhtes.

8. Reeper ja punkti koordinaadid

Niide 19. Kontrollige, kas punktid A(—1,4), B(2,5),C(5,2) ja D(8,3) osu-
tuvad roopkiliku tippudeks.

Tuletame meelde, et r6opkiilikul on 2 paari omavahel vordse pikkusega ja
paraalleelseid kiilgi. See aga tdhendab, et roopkiiliku kiiljevektorite seas on 2
paari vordseid vektoreid. . .

Leiame vektorite AB, BD,CD ja AC koordinaadid. Teatavasti saadakse
vektori koordinaadid tema alguspunkti koordinaatide lahutamisel tema lopp-
punkti koordinaatidest. Seetottu AB = (3,1), BD — (6,—2), CD — (3,1) ja
AC = (6, —2). Nédeme, et AB =CD ning BD = zﬁ, mis iitleb, et meil on
toesti tegemist roopkiilikuga ABDC'. (Mérgime, et niiteks ABC'D ei osutu
roopkiilikuks. )

Vastus. Jah, osutuvad réopkiiliku ABDC' tippudeks.
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104. Leidke roopkiiliku ABC' D tippude koordinaadid reeperi { A; AB : 1@}
suhtes.

105. Leidke punktidega A(2,3), B(—3,2),C(—1,—-1), D(=3,—5), E(—4,6),
F(a,b) simmeetrilised punktid z-telje suhtes.

106. Leidke punktidega A(—1,2), B(3,—-1),C(-2,—2), D(—2,5), E(3, —5),
F(a,b) simmeetrilised punktid y-telje suhtes.

107. Leidke punktidega A(3,3), B(2,—4), C(—2,1), D(5,—-3), E(—5, —4),
F(a,b) simmeetrilised punktid koordinaatide alguspunkti suhtes.

108. Leidke vektori AB = (x,y) 16pp-punkti koordinaadid, kui

a) v =4,y = —2, A(1,2); c) x =0,y =-3,A(4,3).

b) x=—-1,y =3, A(—1,0);

109. On antud kaks punkti A(3,7) ja B(5,6). Leidke vektori AB rist-

projektsioonid koordinaattelgedele.

110. Kontrollige, kas antud kolm punkti asetsevad iihel sirgel:

a) A(0,5),B(2,1),C(-1,7); c) A(0,2), B(—1,5),C(3,4).

b) A(3,1), B(—2,-9),C(8,11);

111. Naidake, et kolmnurk tippudega A(6,5), B(1,10) ja C(3,2) on téiis-
nurkne.

112. Roopkiiliku kolm tippu on

a) A(4,2),B(5,7),C(—3,4); b) A(3,-5), B(5,—3),C(—1,3).
Leidke tipu B vastastipp D.

113. Kas kolmnurk tippudega M;(4,—1,4), M5(0,7,—4), M5(3,1,—2) on

teravnurkne, taisnurkne voi niirinurkne?

114. Kontrollige, kas punktid A(3,-1,2), B(1,2,-1), C(-1,1,-3)
ja D(3,—5,3) osutuvad trapetsi tippudeks.

115. Kaldreeperis, mille baasivektorite vaheline nurk on w =7,
konstrueerige kolmnurk tippudega A(3,5), B(—4,7),C (%, —1)

116. Leidke kaldreeperis jargmiste punktide kaugus teineteisest:
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a) A(1,10), B(7,2),w = 60°; ¢) A(=5,4), B(—1,—5),w = 45°;

b) A(0, —4), B(7,—2),w = 30°; d) A(Z, 2, B(2, ), w = 120°.

117. Horisontaalne latt, mille pikkus on 3m ja kaal 80N, toetub
otstega liikkumatutele tugedele A ja B. Kui kaugele punktist A tuleb
paigutada koormus 200N, et rohk punktile B oleks 110N?

118. On antud trapetsi kolm jérjestikust tippu A(—2, —3), B(1,4), C(3,1).
Leidke neljas tipp D tingimusel, et alus AD on viis korda pikem alusest BC'.

119. Loik otspunktidega A(—1,8,3) ja B(9, —7, —2) on jagatud punktidega
C, D, E, F viieks vordseks osaks. Leidke nende punktide koordinaadid.

120. Loik ApAs on jaotatud viieks vordseks osaks, kusjuures jaotus-
punktidest A1(3, —5, 7) ja A4(—2, 4, —8) Leidke AO, AQ, Ag, A5.

9. Skalaarkorrutamine

Naide 20. Kolmnurga ABC' tipud (koordinaatidega ristreeperis) on A(2,3),
B(3,6) ja C(0,7). Leidke tipu A juures olev nurk.

Paneme tahele, et kiisitav nurk on vordne vektorite jﬁ ja 1@ vahelise
nurgaga. Leiame kolmnurga ABC kiiljevektorid AB = (1,3) ja AC = (—2,4).
Vastavalt vektorite skalaarkorrutise definitsioonile saame

(AB, AC) = |AB||AC | cos L(AB, AC).

Ristreeperis saame vektorite skalaarkorrutise leida vektorite vastavate
koordinaatide korrutiste summana ning vektori pikkuse ruutjuurena vektori
koordinaatide ruutude summast. Selle pohjal

(AB,AC) =1-(~2) +3-4 = 10,
AB| = VT+9 = V10, [AC|=VIT10=2D.
Avaldades otsitava nurga koosinuse skalaarkorrutise valemist, saame
(ABAC) 10 V2
~|JAB||AC]  VIOV20 2

Jarelikult on otsitav nurk % ehk 45°.

Vastus. Tipu A juures olev nurk on

oS 4(@,1@)

s

T
121. Leidke vektorite @ ja b skalaarkorrutis, kui
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a) |a| =8, |b| =5, Z(a@,b) =60°; ¢ || =

-,

3

b) |a@ = |b| = 1, £(@,b) = 135°; d) || =3, |

122. Leidke skalaarkorrutis (7, ), kui p= 3@ + b — 2¢ja { = @ — 4b — 5¢,
kus @, b ja € on paarikaupa ristuvad iihikvektorid.

123. Vektorid a, b ja ¢ moodustavad paarikaupa nurgad 60°. Leidke vektori
p'=d+ b+ ¢ pikkus, kui |a| =4, |b| =2 ja |¢] = 6.
124. Milline on iihikvektorite m ja n vaheline nurk, kui vektorid @ = m+2n

ja b= 5m — 41 on risti?

125. Vordkiilgse kolmnurga kiiljevektoriteks on iihikvektorid B? = a,
CA = b, AB = ¢. Leidke avaldis (@,5) + (b, &) + (,a).

126. Kolmnurga ABC' kiilgede pikkused on BC' =5,CA =6 ja AB =T7.
Leidke vektorite Ei ja @ skalaarkorrutis.

127. Joud P ja C?, mis mojuvad 120° nurga all, on rakendatud iihte punkti.
Leidke resultantjou R arvvaartus |R|, kui |P| =7 ja |Q| = 4.

128. Leidke joud, mis on vordne viie komplanaarse, suuruselt vordse ning
samasse punkti rakendatud jou resultandiga, kui nurk iga kahe jargneva jou
vahel on 72°.

129. Leidke abstsissteljel punkt M, mille kaugus punktist N (2, —3) on 5.

130. Leidke ordinaatteljel punkt M, mille kaugus punktist N(—8,13) on
17.

131. Leidke y-teljel punkt, mis asetseb punktist (—8, —4) ja koordinaatide
alguspunktist vordsel kaugusel.

132. Leidke punkt, mille kaugus z-teljest ja punktist A(—5,2) on 10.

133. Leidke koordinaattelgedel punktid, mis asetsevad punktidest (1,1) ja
(3,7) vordsel kaugusel.

134. Millist tingimust peavad rahuldama punkti M (z,y) koordinaadid, et
see punkt asetseks vordsetel kaugustel punktidest A(7,—3) ja B(—2,1)7

135. Leidke antud kolmest punktist A(2,2), B(—5,1) ja C(3,—5) vordsel
kaugusel asuva punkti koordinaadid.
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136. On antud ruudu vastastipud A(3,0) ja C(—4,1). Leidke ruudu teised
tipud.

137. Rombi vastastipud on A(8, —3) ja C'(10,11) ning kiilje AB pikkus on
10. Leidke selle rombi iilejaanud tippude koordinaadid.

138. Roopkiiliku ABC'D tipud on A(3,—7), B(5,—7),C(—2,5) ning neljas
tipp D asetseb tipu B vastas. Leidke selle réopkiiliku diagonaalide pikkused.

139. Kolmnurga tipud on A(—1, —2,4), B(—4,—2,0) ja C(3, —2,1). Leidke
tipu B juures olev sisenurk.

140. Kolm joudu, M = (3,-4,2), N =(2,3,-5) ja P = (-3,—2,4),
on rakendatud iihte punkti. Leidke nende joudude resultantjou poolt tehtud

t60, kui see joud paikneb timber punktist M;(5,3, —7) mooda sirget punkti
My(4, —1, —4).

141. Toestage, et kehtib samasus

— —. —.

(@+b,a+b)+ (@—b,a— by =2((@,a) + (b,b)).
Mis on selle samasuse geomeetriline tdhendus?

142. Naidake, et vektoritele a ja b ehitatud roopkiiliku pindalaks on

10. Vektorkorrutamine

Niide 21. Olgu {;,;, /Z} paarikaupa ristuvate thikvektorite parema kde
kolmik ehk parema kde ristbaas wvektorruumis KEs. Leidke avaldise
(i — (i X k),1 X j) vddrtus.

Et vektorkorrutamine on kaldsiimmeetriline, siis 7 x k = —(k x 7).
Et {2 ],k:} on paarikaupa ristuvate iihikvektorite parema kéde kolmik, siis
vastavalt vektorkorrutise definitsioonile saame, et 7 x j = k,k x1 = j.

Seepéirast (1 — (1 X k),i x j) = (i + j, k) = (i,k) + (j, k). Viimase vorduse
saamiseks kasutasime skalaarkorrutamise omadust

({@+b,&) = (@,c) + (b, &) suvaliste tasandi- voi ruumivektorite @, b, & korral.
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Et Vektord;]
(i— (I xk),ixj)=0.
Vastus. (i — (i xk),i xj)=0

143. Millisel o vaértusel on vektorid p = ad+ 5b jaq=3a —b kollineaarsed,
kui @ ja b ei ole kollineaarsed?

144. Millist tingimust peavad rahuldama vektorid ¥ ja ¥/, et vektorid &+ ¥
ja T — 7 oleksid kollineaarsed?

145. On teada, et |@| =3, |b] =5 ja Z(@ b) =60°. Leidke a) | x b|;
b) |(@+8) x (@ —b)[; c) |(3a +b) x (@

146. On teada, et |@| = 3, |b| =4 ja (@, b) = —6. Leidke |@ x b].

147. Leidke vektorite @ = m—21 ja b= 3m+2i poolt tekitatud kolmnurga
pindala, kui |m| = |7i] = 6 ja Z(m, 7)) = 45°.

148. On antud kolmnurga kaks kiilge AB = 37— 47 ja BC' = j+57. Leidke
kolmnurga korgus |@|, kui p'ja ¢ on ristuvad iithikvektorid.

149. Leidke vektoreile 1@) = 6G—3b ja ﬁ — 3G+ 2b ehitatud roopkiiliku
pindala, kui |@] = 4, [b| = 5 ja £(@,b) = 30°.

150. On antud punktid A(1,2,0), B(3,0,-3) ja C(5,2,6). Leidke kolm-
nurga ABC pindala.

151. Kolmnurga tipud on A(1,-1,2), B(5,—6,2) ja C(1,3,—1). Leidke
tipust B kiiljele AC' tommatud korguse pikkus.

152. Veenduge, et vektorid a = 254—;—!— 2k ja b= —2i+ 2}+E sobivad mingi
kuubi servadeks ning leidke selle kuubi kolmandat serva méadrav vektor.

153. Leidke vektor ¥ teades, et ta on risti vektoritega @ = (2,3, —1) ja
b = (1,—1,3) ning rahuldab tingimust (Z, (2,—3,4)) = 51.

154. Vektor Z on risti vektoritega @ = (2,3,—1) ja b = (1,—1,3) ning
moodustab vektoriga i niirinurga. Leidke vektori ¥ koordinaadid teades, et

7| = /138.

155. Lihtsustage korrutised o X ¢, ¥ X 2 ja zZ X & teades, et iihikvektorid
Z,7, Z on paarikaupa risti ning moodustavad vasaku kée kolmiku.
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156. Toestage, et kul nullist erinevad vektorid @xb j ja cx d on kollineaarsed,
siis vektorid a, b c, d on komplanaarsed.

157. Toestage, et kui mittekollineaarsete vektorite a, 5, ¢ korral kehtivad
vordused @ xb = bX ¢ = ¢xa, siis a+b+c = 0. Mis on selle viite geomeetriline
sisu?

158. Uurige, kui palju véib vorrandil @ = b x 7 olla lahendeid fikseeritud
vektorite @ ja b korral.

11. Segakorrutamine

Néide 22. Arvutage vektorite @ = (2,3, —1), b = (1,-4,3) ja &= (0,7,0)
seqakorrutis abc kui vektorid d, b ja € on antud oma koordinaatidega rist-
baasis.

Vastavalt segakorrutise arvutamise valemile ristbaasis, avaldub sega-
korrutis determinandina kujul

2 3 -1
abc=|1 —4 3 |=-49.
0O 7 O

Vastus. @bc= —49.
159. Leidke alljargnevatele vektoritele ehitatud roéptahuka ruumala:
a) G=i—3j+k b=24+]—3k, c=i+2]+k:
b) @ = 3m + 57, b = m — 27, @ = 2m + 7, kus |m| = 1, || = 3 ja
Z(m,n) = 135°.
160. Tetraeedri tipud on A(2,—1,1), B(5,5,4), C(3,2,—1) ja D(4,1,3).
Leidke tetraeedri ruumala.

161. Tetraeedri tipud on A(2,3,1), B(4,1,—2), C(6,3,7) ja D(—5,—4,8).
Leidke tipust D tommatud korgus.

162. Tetraeedri ruumala on V = 5 ja kolm tippu asetsevad punktides
A(2,1,-1), B(3,0,1) ja C(2,—1,3). Leidke neljanda tipu D koordinaadid,
kui ta asetseb y-teljel.

163. Toestage, et neli punkti A(1,2,—-1), B(0,1,5),C(—1,2,1) ja D(2,1,3)
asetsevad samal tasandil.
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164. On antud vektorid @ = (8,4,1), b = (2,2,1) ja & = (1, 1,1). Leidke
ithikvektor d mis moodustab vektoritega a Ja b sama nurga, on risti
vektoriga ¢ ning on suunatud nii, et kolmikud {d, b, c}ja {da, b, d} oleks sama

orientatsiooniga, s.t. molemad on kas vasaku kée kolmikud voi parema kée
kolmikud.

165. On antud vektorid @ = (11, 10,2), b = (4,0, 3). Leidke ithikvektor ¢,
mis on risti vektoritega @ ja b ning on suunatud nii, et kolmik {a, b, ¢} on
parema kée kolmik.

166. Toestage samasus & X (§ X 2) = (%, 2)y — (T, y)Z.
167. Toestage Jacobi samasus:

(@xb)xZ+(bxd)xa+ (E@xa)xb=0.

12. Sirge vorrandid tasandil

Naéide 23. Koostage sirgega t : 2x + 3y + 5 = 0 ristuva ning sirgete
u:3r—>5y+11=07jav:x—y+1=0 loikepunkti ldbiva sirge s tildvorrand.
Et sirged s ja t on risti, siis voime sirge s sihivektoriks votta sirge ¢
normaalvektori @ = (2,3). Leiame sirgete u ka v l6ikepunkti P(q,r)
koordinaadid. Et punkt P kuulub nii sirgele u kui ka sirgele v, siis peavad
samaaegselt kehtima seosed 3¢ — 5r 4+ 11 = 0 ja ¢ —r + 1 = 0. Viimasest
vorrandist saame avaldada ¢ kujul ¢ = r — 1. Asendades ¢ avaldise esimesse
vorrandisse, saame 3r — 3 — 5r + 11 = 0 ehk 8 — 2r = 0, millest r = 4 ja

g =4 —1 = 3. Seega sirge s kanooniline vorrand on s : xT_?’ = %;4. Siit saame

s:3(x —3) =2(y — 4) ehk sirge s tildvorrandiks on s : 3z — 2y — 1 = 0.
Vastus. Sirge s iildvorrand on s : 3z — 2y — 1 = 0.

168. Punktid P;(1,0) ja Py(a, —5) asetsevad sirgel 9z + 2y — 17 = 0. Leidke
tundmatute koordinaatide vaartused.

169. Leidke sirgega s :2x — 7Ty +1=0

a) paralleelse; b) ristuva
sirge tous.

170. Leidke jargmiste sirgete vorrandid telgloikudes:
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a) br + 3y — 15 =0; ¢) 3x —2y+9=0;
b) 4z — Ty — 14 = 0; d) 6z + 4y +24 = 0.

171. Punkti P ldbiva sirge telgloigud on vordsed. Koostage selle sirge
vorrand, kui

a) P(8,—3); b) P(—1,4).

172. Leidke kolmnurga kiilgede poolt méiratud sirgete vorrandid, kui
kolmnurga tipud on:

173. Sirge ldbib punkte K(2,3) ja L(1,4). Leidke sellel sirgel punkt, mille
ordinaat on 7.

174. Leidke punkte K(1,3) ja L(5,6) ldbival sirgel punkt, mille kaugus
punktist P(—6,4) on 5.

175. Kontrollige, kas punktid A(—2,—2), B(—3,1),C(7,7) ja D(3,1) on
trapetsi tippudeks. Kui on, siis koostage trapetsi keskldigu ja diagonaalide
poolt méaratud sirgete vorrandid.

176. Olgu antud punktid P(2, —3) ja Q(4,1). Leidke abstsissteljel punkt
R nii, et loikude PR ja QQR poolt méaratud sirged oleksid teineteisega risti.

177. Koostage vorrandid sirgetele, mis labivad kolmnurga tippe
ja on paralleelsed nende tippude vastaskiilgedega.

178. Leidke sirge, mis ldbib punkti P(3,1) ja moodustab sirgega
t:2x+ 3y —1 =0 nurga 45°.

179. Valguskiir levib moéoda sirget 2z —3y—12 = 0. Joudnud abstsissteljeni,
ta peegeldub. Leidke kiire peegeldumispunkt ning peegeldunud kiire vérrand.

180. Millise nurga all tuleks punktist A(5,2) suunata kiir z-teljeni, et
peegeldunud kiir ldbiks punkti B(—1;4)?

46



181. Punktist A(2,3) ldhtuv valguskiir peegeldub sirgelt x +y + 1 = 0.
Peegeldunud kiir 1dbib punkti B(1, 1). Koostage langeva ja peegeldunud kiire
vorrandid.

182. Valguskiir levib méoda sirget x — 2y + 5 = 0 ning peegeldub sirgelt
3z — 2y + 7 = 0. Koostage peegeldunud kiire vorrand.

183. Leidke sirgel 2z — y — 5 = 0 punkt P nii, et tema kauguste summa
punktideni A(—7,1), B(—5,5) oleks minimaalne.

184. Kolmnurga kiilgede poolt méa&ratud sirgete vorrandid on x+y—4 = 0,
3x—Ty+8 = 0 jadx—y—31 = 0. Tehke kindlaks kas punkt M (—3, 2) asetseb
sees- vOi véljaspool kolmnurka.

185. Toestage, et sirged 10x+15y—20=0 ja 6x+9y—51=0 on
paralleelsed ning leidke nende sirgete vaheline kaugus.

186. Leidke punkti P ldbiva ning punktidest A ja B vordsel kaugusel oleva
sirge vorrand, kui

a) P(1,2), A(3,3), B(5,2); ¢) P(1,2), A(2,3), B(4,—5).
b) P(=2,3), A(5,—1), B(3,7);

187. Milliste kordaja a vairtuste korral on vorranditega (a+1)x—2y—1 =0
ja (2a — 1)x — ay + 14 = 0 méaratud sirged paralleelsed?

188. Leidke kolmnurga tipud kui kolmnurga kiilgede poolt mééaratud sirgete
vorrandid on

a) 52— 3y —15=0,2+5y —3=0,32 +y+5 = 0;
b) 4xr+3y—5=0,2 —3y+10=0,2 —2 = 0;
c)y=0,bx+2y—10=0,52+ 3y — 15 = 0;
d)x—2y—2=0,3r—y—6=0,z+y—2=0.

189. On antud esimese astme vorrand 12”36_ 15 4 892_ T — 4. Leidke selle

vorrandiga méaaratud sirge
a) tildvorrand,; c¢) kanooniline vorrand;

b) taandatud vorrand; d) vorrand telgloikudes.
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190. Vérdhaarse kolmnurga vordsete nurkade tipud on A(—7,2) ja B(3,0)
ning tema pindala on 26. Koostage kolmurga kiilgede vorrandid.

191. Koostage ruudu kiilgede poolt médratud sirgete vorrandid, kui on
antud iiks tipp A(3,5) ja diagonaalide 16ikepunkt M (5, 7).

192. Leidke sirgel s : x — 3y + 1 = 0 punkt, mis oleks vordsetel kaugustel
punktidest A(—3,1) ja B(5,4).

193. Punktides A(7,15), B(6,7) ja C(2,4) asetsevad vastavalt raskused
60g, 100g ja 40g. Méaarake selle siisteemi raskuskeskme koordinaadid.

13. Tasandi vorrandid

Naide 24. Leidke tasandite my : 20+3y—4z+5=07jam : Tx+y—22—5=0
loikesirgega ristuva ning punkti A(3, —2,5) ldbiva tasandi m vorrand.

Et iilesande tekstis ei ole tapsustatud, millist tasandi vorrandi kuju
meilt tahetakse, voime ise valida, millise tasandi vorranditiiiipidest me kirja
paneme. Leiame néaiteks tasandi 7 iilldvorrandi. Et 7 on risti tasandite m; ja
7o l0ikesirgega s, siis on ka tasandite 16ikesirge s sihivektor s risti tasandiga
7. Seetottu voime tasandi m normaalvektoriks votta vektori 5. Et tasandite
m ja m loikesirge asub samaaegselt molemal tasandil (et tasandid ei ole
paralleelsed, siis on see voimalik), siis on 16ikesirge sihivektor risti molema
tasandi normaalvektoriga 777 ja 7o. Et sirge sihivektor on méaaratud kordaja
tdpsusega ning et vektor 77; X 7o on risti vektoritega 71y ja 7, siis vOime
vektoriks § valida just vektori 7y X 7iy = (—2, —24, —19). Jérelikult on tasandi
7 iildvorrand kujul 7 : —2x — 24y — 192 + D = 0. Konstandi D saame leida,
asetades punkti A koordinaadid tasandi 7 vorrandisse. Et A asub tasandil m,
peab kehtima vordus —2 -3 — 24 - (=2) — 19 -5+ D = 0, millest saame, et
D = 53 ning tasandi 7 iildvorrandiks on 7 : —2x — 24y — 192 + 53 = 0 ehk
m:2x + 24y + 192 — 53 = 0.

Vastus. Tasandi 7 iildvorrand on 7 : 22 + 24y 4+ 192 — 53 = 0.

194. Kontrollige, kas tasand 7 : 22+ 3y — 42+ 7 = 0 14dbib jargmisi punkte:
A(1,1,3), B(2,-2,2), C(0,3,7), D(=7,1,—-1), E(0,—5,—2).

195. Leidke tasandi iildvorrand, kui tema parameetrilised vorrandid on:

a) r=3+41t, y=1—2ty +4ty, 2 =74 3ty + Tto, t1,t2 € R;
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b) x =14 2t1 +3ty, y =3+ 3t; —4ty, 2 =2 —t1 + 2y, t1,t2 € R.

196. Leidke tasandi vorrand, kui tasandil asuvad

a) z-telg ja punkt A(2,—1,3); c) z-telg ja punkt C(8,—-2,5).

b) y-telg ja punkt B(—3,4,2);

197. Leidke tasandi vorrand, kui tasand

a) on paralleelne z-teljega ning labib punkte A(3,—1,1) ja B(4,—6,—1);
b) on paralleelne y-teljega ning labib punkte C(3,4,0) ja D(7,5, —3);

c¢) on paralleelne z-teljega ning l&bib punkte E(—1, -2, —3) ja F(1,3,4).
198. Leidke tasandi vorrand, kui tasand

a) on paralleelne ry-tasandiga ning labib punkti A(13,21,1);

b) on paralleelne yz-tasandiga ning labib punkti B(—3,4, 10);

c¢) on paralleelne zz-tasandiga ning ldbib punkti C'(—7,2, —4).

199. Leidke tasandi telgloigud:

a) 6x — 2y + 3z — 24 = 0; c¢) 30z — 3y + 5z — 15 = 0;

b) 2z — 8y — z + 16 = 0; d) 13z —4y + 72 =0.

200. Koostage tasandi vorrand, kui tasand labib punkti P(1,—1,1) ning
moodustab z- ja z-teljega telgloigud —2 ja 1%.

201. Koostage tasandi vorrand, kui tasand labib kolme antud punkti:
a) A(0,0,0), B(1,4,0), C(3,—2,1);
b) D(-3,6,-7), E(—1,7,—6), F(-7,3,-8);
c) G(3,-1,2), H(4,-1,-1), 1(2,0,2);
d) J(1,2,1), K(-2,1,2), L(—2,—1,3).
202. Koostage tasandi vorrand, kui on teada, et tasand on risti vektoriga

a) 1 = (2,3, —5) ning tasandi aplikaatloik on 6;
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b) 7 = (—1,4,7) ning tasandi ordinaatloik on 3;
c) n = (4,—1,—3) ning tasandi abstsissloik on —5.

203. Koostage tasandi vorrand, kui reeperi alguspunkti projektsioon
otsitavale tasandile on punkt

a) A(3,—2,4); b) B(—2,5,1); ¢) C(4,7,—11).

204. Leidke tasand, mis ldbib reeperi alguspunkti ning on paralleelne
tasandiga 3x — 6y + 7z — 33 = 0.

205. Arvutage jargmiste tasandite vahelised nurgad:

a)m @ —2x+4y—2+4+5 =0, c)m : 6x—3y+ 12z —23 = 0,

Ty (x+ 3y — 22+ 1=0; mo 1 10z — 5y + 202 — 1 = 0;
d)m : 20 4+y—+bz—3 =0,
b) xz-tasand ja 7 : 3y —3z+ 5 = 0; m:3r —y+7=0.

206. Leidke punkti P kaugus tasandist 7, kui

a) P(1,2,1) jam:x+ 2y + 2z — 10 = 0;

b) P on reeperi alguspunkt ja 7 : 152 — 10y + 6z — 190 = 0;
c) P(2,0,—%) jam:dr —4y 4+ 22+ 17 = 0;

d) P(4,3,-2)jam:3z—y+5z2+1=0.

207. Leidke tasandiga x+2y—22z+7 = 0 paralleelse ja punktist M (4, 3, —2)
seitsme iihiku kaugusel asetseva tasandi vorrand.

208. Tehke kindlaks, kas punkt P(2,—1,1) ja reeperi alguspunkt asuvad
jargmisest tasandist samal pool v6i asub teine teisel pool.

a) br —3y + 2z — 18 =0; c) 3x —2y+2z—T7=0;
b) 2z + 3y — 6z + 2 = 0; d) 204+ Ty+32+1=0.

209. Toestage, et tasand 7 : 3z — 4y +2z+5 = 0 loikab punkte A(3, —2,1)
ja B(—2,5,—2) ithendavat 16iku.

210. Tetraeedri tipud on A(2,1,0), B(1,3,5), C(6,3,4) ja D(0,—7,8).
Leidke kiilgserva C'D keskpunkti ning kiilgserva AB ldbiva tasandi vorrand.
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14. Sirge ja tasand ruumis

Naiide 25. Koostage tasandi m vorrand, kui on teada, et w ldbib punkti

A(3,—4,—5) ning et sirge s : =2 = 25 — 9 _ > gsub tasandil .

9 9 6 8

Esimese sammuna teisendame sirge s vorrandi tema kanooniliseks
vorrandiks s : mg4 = yf’ = z_—19. Et sirge s asub tasandil 7, siis asub

tasandil 7 ka punkt B(4, —3,9) ning vektor 5= (6,4, —1) on tasandi 7 rihis.
Tasandi m normaalvektoriks 77 voime seega votta kahe tasandi m rihis oleva
vektori § ja AD = (1,1,14) vektorkorrutise 7 = § X AD = (57, —85,2).
Tasandi 7 iildvorrand on seega kujul 7 : 572 —85y+2z+D = 0. Parameetri D
méadramiseks asendame punkti A koordinaadid tasandi 7w vorrandisse. Saame
57-3+85-4—2-54+D = 0 ehk D = —501. Tasandi 7 iildvorrandiks on
jarelikult 7 : 57x — 85y + 2z — 501 = 0.
Vastus. Tasandi 7 {ildvorrand on 7 : 57z — 85y + 2z — 501 = 0.

211. Olgu kolmnurga tipud A(2,1,3), B(—1,4,5) ja C(0,2,—6). Koostage
kolmnurga kiilgede poolt maédratud sirgete vorrandid.

212. Koostage tetraeedri servade poolt méairatud sirgete vorrandid, kui
tetraeedri tipud on A(1,2,3), B(3,—-2,5), C(—2,3,—4) ja D(—4,7,1).

213. Millise vabaliikme vaértuse D korral l1oikab sirge

3r—y+22—6 =0
r+4y—z2+D =0

x-telge?

214. Koostage sirge kanooniline vorrand, kui see sirge ldbib punkti
P(—3,4,—T7) ja on paralleelne

[\)

z+5 _ y—2 __
4 2

a) z-teljega,; c) sirgega s :
b) vektoriga v = (3, —2,4); d) z-teljega.
215. Koostage sirge parameetrilised vorrandid, kui sirge 1dbib punkte:

a) A(3,2,—4) ja B(—11,5,3); c) E(1,3,6) ja F(0,0,2);
b) C(1,—3,8) ja D(—4, —5,0); d) 0(0,0,0) ja P(1,1,1).
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216. On antud kolmnurga tipud A(3,6,—7), B(—5,2,3) ja C(4,—7,—2).
Koostage tippu C' ldbiva mediaani poolt méadratud sirge parameetrilised
vorrandid.

217. Koostage jargmiste sirgete kanoonilised vorrandid:

2) r—2y+3z—4 = o) 20 —3y—32—9 =0
3r+2y—5z—14 —0 r—2y+z2+3 =0

b) Sr+y+z = d) r+2y—z+1 =0
20 +3y —22+5 —0 20—y —22—3 =0

218. Koostage sirge kanooniline vorrand, kui sirge 1abib punkti P(2,3,4)
ja on paralleelne sirgega

3r+Ty—2z+4 =0
20 —6y+72—13 =0

219. Arvutage punkti kaugus sirgest:
a) P(7,9,7) jap: 2 = =

l\DIN

2r+y+z2—-1 =0
b) Q(, {3x+y+2z—3 =0
c) R(1,2,5)jar: o=t y=-2t+1, 2=1t+3, t e R,

220. Koostage antud punkti ldbiva ja antud sirgetega paralleelse tasandi
vorrand, kui

a) A(_17_273)7 wT_QZ_i:Z_E)) :%:Z_;gga

[\

_ 20 —2y+22—7 =0
_9 _ r __ Yy _ z—4
b)B( 37 870)52 _3 0,{I+9y—112 0
221. Koostage paralleelseid sirgeid s : xfl = utl — 252 jat: =45 ===

)
labiva tasandi vorrand.

222. Maarake sirge ja tasandi vastastikune asend. Juhul, kui sirge ja tasand
16ikuvad, leidke nende l6ikepunkt:
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0 {3:1:+5y—7z—|—16 =0 5S¢z d4=0:

20 —y+2—6 =0’

d){x+2y+3z—|—8 =0 2%y —dr— 24 =0,

br+3y+2z—16 =0

15. Ellips, hiiperbool, parabool

Naéide 26. Kalju sisse tahetakse rajada poolellipsi kujulise ristloikega tunnel,
mille suurim korqus oleks vordne tema laiusega maapinnal. Tunnel peab olema
selline, et temast mahuks ldbi 2 meetri laiune ja 4 meetri korgune soiduk.

Milline on tunneli minimaalne voimalik korgus tdissentimeetrites?
P

O

@
Ulesande tingimuste kohaselt OP = 20M (vaata joonist), mis tihendab, et
ellipsi pikem pooltelg on kaks korda pikem kui lithem pooltelg. Téhistades
lithema pooltelje OM = b, saame ellipsi vorrandiks tema kanoonilises reeperis
% + ‘Z—i = 1. Paneme téhele, et punkti @) koordinaadid on (4,1). Et punkt
() asub ellipsil, siis peab kehtima seos % + b% = 1, milles saame, et b = /5.
Seega vithim véimalik tunneli kérgus (16igu OP pikkus) on 21/5 meetrit. Et

4,47 < 2¢/5 < 4,48, siis peab tunnel olema vihemalt 448 cm kdrgune.
Vastus. Tunneli minimaalne korgus on 448 cm.

223. Milliseks teiseneb ringjoone z? + y? — 4 + 6y — 51 = 0 vorrand, kui
reeperi alguspunkt kanda ringjoone keskpunkti?

224. Leidke ellipsi pooltelgede pikkused, fookuste koordinaadid ja
ekstsentrilisus, kui ellips on antud vorrandiga

a) 1622 + 25y% = 400; b) 92% + y* = 36.
225. Koostage ellipsi kanooniline vorrand, kui ellipsi

a) fookuste vaheline kaugus on 8 ja suur telg on 10;
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b) suurem pooltelg on 10 ja ekstsentrilisus on 0, 8;
c¢) fookuste vaheline kaugus on 44/5 ja pooltelgede summa on 10:
d) juhtsirgete vaheline kaugus on 13 ja viike telg on 6.

226. Leidke ellipsil % + % = 1 punktid, mis asuvad viie {ihiku kaugusel
ellipsi liithemast teljest.

227. Leidke antud hiiperbooli poolteljed, fookuste koordinaadid,
ekstsentrilisus ja fokaalparameeter:

a)g—;—%:l’ C)3$2—y2:12,
b) 4% — 9y* = 36; d) —62% + 10y* = 60.

228. Koostage hiiperbooli vorrand, vottes reaalteljeks z-telje, imaginaar-
teljeks y-telje ning teades kahte parameetrit:

a) a =38, e=1,25; b) ¢ =2, e =2;

229. Maiarake punkti M (z,y) trajektoor, kui ta jaab oma liitkumisel sirgele
x = 1 kaks korda ldhemale kui punktile F'(4,0).

230. Maérake hiiperbooli %2 — g—; —= 1 ja parabooli 2 = 3z l6ikepunktid.

231. Koostage parabooli vorrand, kui parabooli tipp asetseb reeperi algus-
punktis ning

a) parabool on siimmeetriline z-telje suhtes ja ldbib punkti A(9, 6);
b) parabool on siimmeetriline y-telje suhtes ja ldbib punkti B(4, —8);

c¢) parabool on siimmeetriline z-telje suhtes ja parabooli fookuse kaugus
tipust on 3 pikkusiihikut;

d) parabool on siimmeetriline y-telje suhtes ja parabooli fookus asetseb
punktis F'(0, 2).
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Vastused

l.aym = 3,n = 2;b)m = 2;n = 3;¢)m = 2,;n = 2;d)m = 2,n = 2;
eym=3, n=3;, fym=3, n=4; gy m=3 n=45 h)m=5 n=1;
i)ym=1 n=25 3.a) C,D,E; b) C,E; ¢) F; d) C,E; e) mitte iikski
2 3 4 1 2 3 0 1 4 2 6 12
4.2) [3 4 5]:b) (246);0) (101 ;d)(6 16 30
4 5 6 3 6 9 4 1 0 12 30 54
2 5 4 g 1 2 3 4
5. a) ei ole voimalik; b) (5 7);0) (_10 _6>;d) (4 3 2 1];
7 12 5 7 8 9

e) (76); f) <;§ §g>’ g) el ole voimalik; h) el ole voimalik;

-5 14 33
i) (—28 6 —25 —16 —18);j) | —2 16 34 ei ole voimalik;
B

—3 22 47
5 -1 5 501

1)<:§8 :3?).6.a)A+B: 7 -93 )| A-B= -1 1],
0 -2 3 —4 8 —1
16 —35 16 —12 23 —1 4.0 2

AB=| =7 =2 7 |,BA=| —629 2 |;b)A+B=(5 1 0],
9 —11 1 ~16 35 —2 3 1 2
2 -4 —4 17 =7 —10

A-B = |3 -3 6|, AB = ©, BA = (17T -7 —10 |;
1 -3 —4 17 =7 —10
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—17 =26 —12 =35 10 17 19 23

-9 =25 —4 =21 17 23 27 35
c) 1 —18 —19 —16 |’ d) 16 12 9 20 8.a) 4B =6,
0O -9 -5 =2 7 1 3 10
:;l g _g ; 15 —3 12
BA = 'b) AB=(-11),BA=| 10 -2 8§ |;
Pl -30 6 —24
1 6 6 -2
8§ —14 0 —4
c) AB = (26 _35), BA = (21 _27) 9. a) AB = BA = A
2 3a —2 2 3 -2
b) AB = 4 5 2 |, BA = 4a ba 2a );
—6 T7a 8 -6 7 8
2 3 3b—2 2 3 —2
c) AB = 4 5 5b+2 |, BA = 4—6b 5+7b 2+8b);
—6 7 Th+8 —6 7 8
2 —2 3 2 3 =2 00 3
—| 4 25|, BA=| =67 8 |;e AB= 005),
(6 8 7 4 5 2 007
000
—6 7 8 |. 10. a) < —16 -6 ); b) ( 28 —10 >;
( 00 o) 2 2 —43 87
—15 11 5) 27 22 —16 63
c) | —12 ) 25 11 —14 |;e) (26 —4 8 56);f) [ 156 );
—17 10 7 61 46 —38 753
17 2
12 12 9 20 S0 16 =38
g) - 1 310 |’ h) ©. 11. (AB)C=A(BC)=| —33 136 19 |.
10 17 19 23 98 =9 90
3 —7 e s g 13 —6 12
12. BA=| 28 19 |, AC = (23 9 19 ), BC = | 37 13 20 |,
38 25 51 17 28

38 21 139 46 —37 54
¢B = (21 16)’ ¢BA = ( 90 43)' 13. a) ( 81 —118)’
—39 22 34 -7\ . cosny —sinng \
b) ( 11 —6) °) (35 -8 )’ d) ©; ¢) <sinng0 cosngp)’ f) 78
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21 =23 15

14. a) (Zj :g); b) ©; ¢) ©; d) <1é _1?); e) | —13 34 10 |;
-9 22 25
00 O 0
f) 000 U . 15. a) i-s rida ja j-s rida vahetavad kohad;
00 25 —10 ’
00 0 25

b) i-ndale reale liidetakse c-kordne j-s rida; c) i-s veerg ja j-s veerg vahe-
tavad kohad; d) i-ndale veerule liidetakse c-kordne j-s veerg. 16. O, E,

1k 10 0k 00 . a b
(00)’ (k0>’ <01>, (kl)’ kus k£ € R ja (a_bGQ—a—Fl)’ kus a,b € R,

b # 0. 17. %(_g :1) . 18. E . 23.a) 7;b) 15 ¢) 7; d) 15; e) 9;
£) 22; g) 14; h) 18; i) 10; j) 18; k) 36. 24. 4,2,1,3; 4,1,3,2; 3,4,1,2;
3,2,4,1; 2,4,3,1. 25. a) Kuulub mérgiga +; b) kuulub mérgiga —; c) ei
kuulu; d) ei kuulu. 26. a) 0; b) 0; ¢) 16. 27. z*, 22, 622, 1522, 322, 222
28.a)4a—c—d; b) 2a—b—c—d; ¢) —ba —5b— 5c— 5d; d) 2a — 8b+ ¢+ 5d.
29. a) 2b — a; b) —100; ¢) 1000; d) —1; e) 1; f) 0; g) —28; h) 3750;
i) 0; j) (b —a)(c —a)(ec—b); k) 297; 1) 900; m) 81; n) 12; o) —32; p) 0;
q) (a+b+c+d)(a+b—c—d)(a—b—c+d)(a—b+c—d); 1) 0; s) —22; t) 240; u) 2
v) —18016. 30. a) 30; b) —30; ¢) 100; d) —2. 31. a) n+1; b) 9—2""1: ¢) 2n+1.
32. a) r1 = 3, To = 2; b) r1 = 1, To = 2, r3 = 3; C) t172 = :|:1, t3,4 = :i:2,
d) t; =0, t, = —1. 33. 6. 35. | — A| = (—1)"|A| . 36. Uus determinant

l _
vordub nulliga. 37. Determinant ei muutu. 38. a) (2) ? : %(é ;)7
5
0 0 1 1 -1 1 50 0
c) ei leidu; d) [0 1 0]; e) 0 1 -1 -3 1 —
1 0 0 0O 0 1 00 %
-3 5 b
1 . 1 .
39. a) ﬂ< 4 _2>, b) adbc(_c a)’ ad — bc # 0;
cosa sina % 00 1 -1 1
c)(_sm& Cosoz);d) cileiduse) [ 0 —3 0 |;f) [ =38 41 —34 |;
0 0 3 27 =29 24
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(5= %0 0 b 100

0 3 —350 0 0 4+ -100 1 2 2
g) |0 0 30 O0f;h)y |0 0 $00/(;)s]2 1 -2];

0 0 041 —1 0 0 001 2 -2 1

0 0 00 3% 0 0 010

W N
L =
o
N—

0
| © 42, Jah, kui detA £ 0.
0
43.a) —A+4F;b) A>+5A—3F;c) A= A71.49.d).51. Ei. 52. a), ¢) ja
d). 53. a), ) jag) ei ole. 54. Jah. 55. k3—2k = 0. 56. (k—1)(k—m)(l—m) = 0.
58. b) 4(6x+9) —3(8z+12) =0;d) 2(4 —x) —32(2¢ +3) + 11(6x +8) = 0.
59. )\ # +1.61. A = (3,4, -2), B = (2,5,0). 62. a) (3,7,13); b) (=4, —6, 13);
c) (1,1,1). 63. (—3x1 — 8xg — dx3,221 + by + 33,21 + 22 + 3), (1,1,1).

64. a) ( 51 ), a = 4de1+3es, a = 3e| —3eh, b= 2(e1+er), b = =(2€) —¢€h);

1 -3
2 0 10
3 1 21 / / / /
b) 3 1 _9 9 %~ 2e1 +4eg + Se3 — 3eq, a = Sej + 2ey — 8ey + 3ey,
0 1 11
—27 =71 —41
beg'V;c) 9 20 9 |,a=—13%, + 38ey + 24e3, a = €| + €4 + €.

4 12 8
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65. a = (—13,6,—27). 66. a) @ # 0 ja @ on risti antud tasandiga, 1;
b) kaks antud tasandiga paralleelset ja mittekollineaarset vektorit, 2; ¢) kaks
antud sirgega ortogonaalset ja mittekollineaarset vektorit, 2; d) @ # 0 ja a
on paralleelne antud sirgega, 1; e) ( (1) (1) ), ( _? (1) ), 2, g) Eij + Eji,
i,j=1,2,...,n; %(n+1)n; h) Ej; — Ej, i, =1,2,...,n,i # j; %(n— I)n;
i) (1,0, 1,0,1),(0,1,0,1,0), 2 k) (1,0,0,0,—1),(0,1,0,0,1), (0,0,1,0,0),
(0,0,0,1,1), 4. 67. Ei. 68. a) {(1,2)}; b) {(0,0,0)};
c) 0; ) {(3,2,2)}; e) {(1+ e, c,g,g) | c € R};

f) {(c1,1 —2¢1 — 3¢ — 2¢3 — 4ey, 9, ¢3,¢4) | €1, Co, C4, ¢4 € R}

69. a) {(3+2c¢)|ceR}; b) 0; ¢) {(c,1—4¢,—3—7Tc)|ceR};
Q0 e {1,025 0 {E-B 9L ) {(1,0,-1,2)} h) 0
1) {(1 %(4761—3802) 1—|—%1(—761 + 662), 3—12(—2101 — 3002), C, CQ>|61, CQER}.
70. a) {(c1,c2, (c1—9c2—2)/11, (=bc1+c2+10)/11) | e, c0 € R}, (0,1, —1,1);
b)  {(c1,c2, —33c1 + 22¢9 — 11,24¢; — 16¢9 + 8) | ¢1,c0 € R}, (—1,—1,0,0);
c) 0;d) {(c1,¢2,1 —4ey —3e9,1) | e1,00 € RY, (1,—1,0,1);

e) {(c1,¢9,6 4+ 10c; — 15¢9, —7 — 12¢1 + 18¢9) | 1,0 € R}, (1,1,1, —1).
T1.a) (x3,74); (T2, 24); (22, 23); b) 2o; 1. 72. “Olid ja médrded” 5, “Kepsud
ja kolvid” 2, “Mutrid ja poldid” 4, “Nukkvollindus” 3 ja “Kardaaniteooria”
4 ainepunkti. 73. a) —2,1; b) —1,0,1. 74. a) {(c1,1) | a € R}, (1,1);
b) {(0,c1,¢1) | a1 € R}, (0,1,1); ¢) {(0,0,0)}, ei leidu; d) {(0,0,0,0)}, ei
leidu; e) {(8¢;—Teo,—6¢1+5¢2,¢1,00)| 1,0 € R}, (8,—6,1,0),(—7,5,0,1);
f) {(0,0,0,0,0,0)}, ei leidu;  g) {(c1—co,c1—c3,c1,c1,C2,03) | c1,00,c3 ERY,
(1,1,1,1,0,0), (—1,0,0,0,1,0), (0,—1,0,0,0,1). 75. a) (0,—3,6);

b) (3,2,1). 76. 22+3w+4. T7. {<2+b_20+2d b> |b,c,deR}.79. 2.
80. 20. 81. |[@+ b = VI, |d —b = 7. 83. AM = &+ £ voi

AM = &5 BN = @+ 5 voi BN = &£ CP =
84. AN — — (g-l—@); BN = a + %; CTP% — 5@ 85, Nipundide: kui
kehtib seos @ + b + & = 0, on kolm vektorit +@, +b ja +¢, soltumata

sellest, kas mingi vektori ees on + voi —, mingi kolmnurga kiilgedeks.

86. OM = & + 1. 87. AB = %L, BC = 42, CD = 5%, DA = —&1.

89. jg—c*_p+q,cT>:g—Eé=—p,ﬁ* —p — q. 90. |R| =
92. 0. 94. 150°. 96. a) kui £k 1, siis  sellist punkti
ei leidu. Kui &k =+ 1, siis maaratakse punkt M  seosega

\V]

29



Alﬁ = %Alflg; b) Kui £ = —1, siis sellist punkti ei leidu. Kui
E a7’
iy A1As.

97. CD = \/M\Acyz 2SIBOP — 2IABR. 98. a) (—3,11);

.. ———>
k  # —1, siis madratakse punkt M seosega AM

b) (—10,9). 99.a) c=a —b )c-2a—3b,c)c-——a 100. a) (1,—1,6);
b) (5,-3,6); c) (6, 4,12 d) (1,—3,0); e) (0,-1,12); f) (3,-2,2).
101. AM = (3,4, 3,—]\7':( 0,—5 ,@:(—3,1,0).102. a)d = a+b—¢
b) d = 5a+4b o) d = 4d — ¢ 103. AC = (3,1}, AD = (1,1),
AP = (<LY). BP = (<h—1). 104 A(0.0).B(1.0,.C(11), D(O.1).
105. (2,-3), (=3,-2), (=1,1), (=3,5), (—4,—6), (a,—b). 106. (1,2),
(=3,-1), (2,-2), (2,5), (=3,=5), (—a,b). 107. (=3,-3), (=2,4),
(2,—-1), (=5,3), (5,4), (—a,— 2,3); ¢) B(4,0).

b). 108. a) B(5,0); b) B(—
109. p. A = 2,pA = —1. 110. a) jah; b) jah; c¢) ei.
112. a) D(—4,—-1); b) D( 3,1). 113. Niirinurkne. 114. Jah.
116. a) 2V/13; b) /53 + 14/3; ¢) V97 —36v2; d) ¥EU 117, 1,05m.
118. D(8,—18). 119. 0(1,5,2), D(3,2,1), E(5, 1,0), F(7,—4,-1).
120.  Ag(¥,-8,12),  Ax(3,-2,2), As(—3,1,-3), As(—4,7,-13).
121. a) 20; b) —¥2 ¢) 3; d) —3. 122. 9. 123. 10. 124. 60°.
125. —3. 126. 19. 127. || = /37 . 128. 0. 129. M;(6,0) ja My(—2,0).
130. M;(0,28) ja M5(0,—2). 131. (0,—10). 132. (1,10) ja (—11,10).
133. (14,0) ja (0,13—4). 134. 18z — 8y = 53. 135. M(—1,—-2). 136. B(0,4) ja
D(—1,-3). 137. B(2,5) ja D(16,3). 138. 13, 15. 139. 45°. 140. 13.
143. o« = —15. 144. Vektorid 7 ja ¢ peavad olema kollineaarsed.
145. a) 15Y3: 1) 15V/3; ¢) 75v/3. 146. 61/3. 147. 72v/2. 148, ICD| = b
149. 210. 150. 14. 151. 5. 152. & = (L2-2).6 = (-1.-2.2)
155. —7,—%,—7. 153. (24,—21,—15). 154. (=8,7,5). 158. Kui @ = 0 ja
b # 0, siis SOblb lahendlks suvaline vektoriga b kolhneaarne vektor s.t.,
suvaline vektor # = Ab, kus A € R. Kui kas a)d =0 = b voi b) b # 0 ning
vektorid a ja b on omavahel risti, siis on lahendeid 16pmata palju. Ulejadnud
juhtudel lahendid puuduvad. 159. a) 25; b) 0. 160. 3. 161. 11.

162. D1(0,8,0), Ds(0,~7,0). 164. (0,—?, \{) 165. (%—%—%)
168. a = 3,b = 4. 169. a) 2 b) —I. 170. a) % + =
b) 7 + 4% = 1, ¢ &5 + = 11 d H + % =

171.a) 2 +y -5 =0: b) o +y —3 = 0. 172. a) 3x+4y—13—0,
br —2y+13=0;dr4+y—13=0;b) 3z —y—-3=0;dx —y—3 =0;x = 1;

Cﬂl@
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)
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o)y = l; kr+(k—20)y—k*+20> = 0; kz+(k—1)y—k*+1*—kl = 0. 173. (=2, 7).
174. (—3,0). 175. Et BC | lﬁ, siis on toepoolest tegu trapetsiga. Keskloik:
3x — by + 5 = 0; diagonaalid: z —y = 0; y — 1 = 0. 176. (1,0) ja (5,0).
177.a) x+6y+15=0;3z+7y+1=0;2c+y+8=0; b) 22+ 3y — 10 = 0;
4z 4y —10 = 0; 32 +2y = 0. 178. 5z +y — 16 = 0:x — 5y + 2 = 0.
179. (6,0),2z + 3y — 12 = 0. 180. Z. 181. Langev kiir: 5z — 4y + 2 = 0,
peegeldunud kiir: 4 — 5y + 1 = 0. 182. 292z — 2y + 33 = 0.
183. P(2,—1). 184. Viljaspool kolmnurka. 185. Kaugus on +/1

186. a) t +2y — 5 =0; 2 —6y+ 11 =0; b) dxa +y+5 = 0;y — 3 = 0;
c) dx +y —6 = 0;3x +2y — 7 = 0. 187. a = 1 ja a = 2

5

188. a) (37 0)7 (07 _5)7 (_27 1)7 b) (27 _1)7 (_17 3)7 (27 4)7
) (2,0),(0,5),(—3,0); d) Sirged 16ikuvad punktis (2,0). 189. a) z+2y—5 = 0;
b)y = —dz+3¢) & = 55 d) £4 4 =1.190. 22 — 3y + 20 = 0,

3042y—9 = 0, 145y—3 = 0 voi 20— 3y—6 = 0, 3r+2y+17 = 0, 24+5y—3 = 0.
191. 2 =3, =7, y =9 jay=>5.192. (2,1). 193. (55,43). 194. Tasand
1abib punkte A, D, E. 195. a) 26x+7y—4z—57 = 0; b) 20 —Ty—172+53 = 0.
196. a) 3y +2=0;b) 20 +32=0;¢c) z +4y =0. 197. a) 2y — 52+ 7 = 0;
b)3rx+42—9=0;¢)br—2y+1=0.198.a) 2—1=0;b) x+3 = 0;
c)y—2=0.199.a)4,—12ja8;b) —8,2ja 16; ¢) %, —5ja3;d)0,0ja0 (tasand
1abib reeperi alguspunkti). 200. 3z+5y—4z4+6 = 0. 201. a) 4z —y— 14z = 0;
b)r—y—2+2=0;¢)3x+3y+2—-—8=0;d) v+ 3y+6z—13 = 0.
202.a) 2x+3y—52430=0;b) x—4y—T7z+12=0;¢) dr —y—32+20 = 0.
203. a) 3x—2y+42—29 = 0; b) 20 —5y—2+30 = 0; ¢) 4x+Ty—112—186 = 0.
204. 3z —6y+7z = 0. 205. a) 90°; b) 45°; ¢) tasandid on paralleelsed; d) 60°.
206. a) 1;b) 10;¢) 4;d) 0. 207. x+2y —22+7=0jaxr+2y —22—35=0.
208. a) samal pool; b) teine teisel pool; ¢) teine teisel pool; d) samal pool.
210. 27z+11y+2—65 =0.211. AB : &2 = &2 = 223 B+ L = 122 = Zt6,
CA: 2 =01 =23 212, AB: &2 =122 = 23 AC . & = 122 = 23

—2 1 —1
=1 _ y=2 _ 2-3 .z—3 _ y+2 _ z2-5 Dx—3 _ y+2 _ z=5
33—|:3 __2 —4 4_ z+7.5. x+3._ y—4 _. z+7.. :E+13 _ y—04 _ Z—(I)—7’
b) 3 _—_2__7C)T—T—Tad)T—T—T-
215. a) v = -4t +3, y = 3t +2, z = Tt —4, t € R; b)
r = =bt+1,y= —-2t—3, 2z = -8 +8 t € R ¢c)x = —t+1,
y=—-3t+3, 2z =—-4+6,te R dazx=¢ty=tz2=1t=1tecR
216. v = 5t +4, y = —11t — 7,z = —2,¢t € R. 217. a) &2 = £ =
b & o= = mhgr = ¢ = g = Doad
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218. 2 = L2 = =1 219, a) V22 b) V14 ) /.

220.a)2x+3y+2+5=0;b)3x+2y—32+25=0.221. 2xr +y— 1 =0.

222. a) Sirge ja tasand loikuvad punktis (0,0, —2) nurga arcsm\/g all;
b) sirge ja tasand on paralleelsed; c) sirge ja tasand loikuvad punktis
(2,4,6) nurga arcsin 2\/5’0@ all; d) sirge asub tasandil. 223. 22 + y? = 64.
224. a) a = 5, b = 4, Fi(-3,0), F»3,0), e = 0,6; b) Pi-
kem pooltelg (NB! asub y-teljel, seega on a rollis!) on 6, lithem
pooltelg (NB! asub a-teljel, seega on b rollis!) on 2, Fi(0,—4v/2),

2 xQ y2 .

F2(04\/_) :2\/5.225 a>§5+%:1bm+%

) 1
c) % +y =1; d) +y =1ja m+y =1.226. (—5,—-2), (-=5,2), (5,—2),
(5,2). 27.a)a—6,b—4,c—2\/_,F1( 2v/13,0), F5(2V/13,0), e = ¥23,
p= 2%) b) a=3,b=2c= \/1—37 Fl(_\/ﬁuo)a FQ(\/Euo)7 — \/>7 p= %;
c)a = 2, b = 23, ¢ = 4, Fi(=4,0), [5(4,0), e = 2, p = 6;
d) Imaginaarne pooltelg (NB! asub z-teljel, seega on b rollis!) on
V10, reaalne pooltelg (NB! asub y-teljel, seega on a rollis!) on /6,

)

ISh

c = 4, F1(0,—4), F50,4), e \/ié,p:\l/—%.228.a)g—z—g—6:1;
by 2? — £ =1.229. & — L = 1 230. (10, —+/30), (10,/30), (2, —V/6),
(2,4/6). 231. a) 3* = 4 - b) 22 = —2y; ¢) y¥ = —122 voi y? = 12z
d) 22 =8y
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