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1. Kategooriad

1.1. Hulgateoreetilistest alustest

On histi teada, et koigi hulkade hulka ei ole olemas. Samas kategooriateoorias sooviks me kisitleda
koigi hulkade, koigi riithmade, koigi topoloogiliste ruumide ja teiste matemaatiliste objektide kogumeid.
Et sellest probleemist iile saada, vaatleme lisaks hulkadele veel kogumeid, mida kutsume klassideks'.
Iga hulk on klass, kuid mitte vastupidi. Hulgad on klassid, mis kuuluvad monda klassi. Klasse, mis ei ole
hulgad, nimetatakse parisklassideks. Iga omaduse P jaoks on olemas koigi selliste hulkade klass, millel
on omadus P. Muuhulgas on olemas koigi hulkade klass, koigi rithmade klass jne. Antud klasside jaoks
saab moodustada nende iihisosa, iihendi ja otsekorrutise, samuti voib vaadelda kujutusi klasside vahel,
ekvivalentsiseoseid klassidel jne.

Mairkus 1.1. Teadupoolest ei suuda matemaatikud 16plikult kokku leppida, kas null on naturaalarv
voi mitte. Leidub tugevaid argumente molema seisukoha kaitseks. Ka siinkohal jatame selle kiisimuse
lahtiseks, aga tédpsuse mottes toome sisse kaks erinevat naturaalarvude hulga téhistust, mida kasutame
vastavalt vajadusele:

Np:={0,1,2,...},
Nl = {1,2, .. }

1.1.1. Klasside leidumisest*

Esmapilgul voib klassidega tutvumisel jadda (mitte nii-viga vale) mulje, et naiivse hulgateooria iiles-
ehitamisel tekkisid probleemid ja siis matemaatikud motlesid vélja uue ja piisavalt teistsuguse ’naiiv-
se’ moiste nagu klass ning said seeldbi tooriista, mille abil ignoreerida hulgateooria probleeme. Esialgu
see umbes nii oligi, kuid siiski saab ka klasside teooriat formuleerida. Teeme seda kasutades Zerme-
lo?-Fraenkelo® hulgateooria (koos valikuaksioomiga) laiendust, mida nimetatakse Tarski*-Grothendiecki®
hulgateooriaks, milles on kesksel kohal universumi moiste.

Definitsioon 1.2. Kogum U on (Grothendiecki) universum®, kui ta rahuldab jirgmisi tingimusi:
l.zeyjayeld =zel,
2. lelUjaViel: v, €U = U,z €U,
J.zelU=px)el,
4. x €U,y CU, f:x — y on slirjektiivne funktsioon = y € U,
5. welU,
kus w on koigi 16plike ordinaalarvude hulk ja p(z) on x koigi alamhulkade hulk.

Selle definitsiooni moned jareldused on jargnevad (cf. [4], Proposition 1.1.3).

Lause 1.3. Olgu U mingi universum. Siis kehtivad jdrgmised tingimused:
lLzelU,yCUjaoylz=yel,
2.xe€l jayel = {x,y} €U,
S.xelUjaoyeld =xxyel,
4. zeUjayceld = zYel.

Universumi U omadused kindlustavad, et rakendades U elementidele hulgateooria pohitehteid saame
jalle U elemendid; muuhulgas tingimus w € U annab, et U sisaldab ka héstituntud naturaalarvude hulga.
Seega voib “tavalise” matemaatika pohimotteliselt iiles ehitada universumis U, s.t. U elementidel. Iseene-
sest voiksime me universumi definitsioonist eemaldada tingimuse 5. Sel juhul oleks néiteks @ universum.
Samuti oleks ka koikide 1oplike ordinaalarvude hulk w — mis on samastatav naturaalarvude hulgaga Ny
— universum. Nimelt oleks see w “viikseim” 16pmatu universum. Siin konspektis on toodud levinuim uni-
versumi definitsioon, mis keelustab hulkade @ ja w universumiteks olemise, kuid nende peale motlemine
aitab minu arvates moista universumi olemust.

Selleks, et radkida klassidest sellisel kujul, kui me selles aines kavatseme tegema hakata, peame eeldama
jargnevat universumite leidumise aksioomi ehk Tarski aksiooms.

Lclass.

2Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo (1871-1953) — Saksa matemaatik

3 Abraham Fraenkel (1891-1965) — Iisraeli matemaatik

4 Alfred Tarski (1901-1983) — Poola matemaatik

5Alexander Grothendieck (1928-2014) — kodakondsusetu ja hiljem Prantsuse matemaatiks
6 Grothendieck universe



Aksioom 1.4 (Universumite leidumise aksioom). Iga hulk kuulub mingisse universumisse U.

Fikseerime niiiid véhima universumi U, mis sisaldab koiki hulki. Seega U on koigi hulkade kollektsioon
ja me tdhistame teda stimboliga Set. Universumi U alamkogumeid kutsume klassideks s.t. kogumit K
nimetame klassiks parajasti siis kui K C U. Kuna tingimusest z € y € U jareldub, et x € U, siis
U iga element y on ka U alamhulk, see tdhendab, et iga hulk on klass. Vastupidi, klass U ise ei ole
hulk, sest U € U oleks vastuolus regulaarsuse aksioomiga, mis véidab, et ei leidu lopmatuid ahelaid
e Tp € Tyl € Ty—a € ... € 0. Klasse, mis ei ole hulgad kutsutakse périsklassideks”.

Niiviisi voime naiteks vaadelda koigi rithmade voi koigi topoloogiliste ruumide péarisklasse kui klassi
Set alamklasse.

Toome siinkohal dra ka klasside Valikuaksioomi. See on tavalise hulkade Valikuaksioomi otsene iildis-
tus. Nagu hulkade Valikuaksioomi puhul, kaasnevad ka klasside Valikuaksioomiga sarnased vastuolud.

Aksioom 1.5 (Klasside Valikuaksioom). Iga suvalise mittetihjade klasside klassi K korral leidub
korrektselt defineeritud valikufunktsioon f: K—|J K, mis iga klassi K elemendile X € K seab vastavusse
elemendi x € X.

Edasi voime me tuua konglomeraadi® méiste tahistamaks koikvoimalikke klasside kogumeid. Nai-
teks voime radkida koikide klasside konglomeraadist. Suurem osa autoreid jitavad konglomeraadi moiste
suhteliselt lahtiseks Geldes, et pdariskonglomeraadid (s.t. konglomeraadid, mis pole klassid ega hulgad) on
lihtsalt koikvoimalikud kogumid, mis ei esitu meie fikseeritud universumi I/ elementide ega alamkogumi-
tena. Konglomeraatide peale peame motlema, kui hakkame vaatlema kvaasikategooriaid.

Iseenesest voime me konglomeraadi moistet formaliseerida Tarski aksioomi analoogiga, laiendades oma
universumit sisaldama koiksuguseid klasside kogumeid. Selleks peaksime aga eeldama Tarski aksioomi
tugevdust, et iga klass kuulub mingisse universumisse U4’. Vihima sellise universumi U4’ elemendid oleksid
sel juhul klassid ning selle universumi alamkogumeid nimetatakse konglomeraatideks. Tegelikkuses voiks
seda protsessi lopmatult jatkata, kuid siin kursuses pole seda tarvis.

1.2. Kategooria definitsioon ja niiteid

Kategooriat voib liithidalt kirjeldada kui noolte kogumit koos hésti kdituva jarjestikuste noolte ithenda-
mise operatsiooniga. Noolte kogum tdhendab siin kontekstis teatud iildistatud graafi, mis koosneb lisaks
ka objektide kogumist, mille elementide vahele on nooled "joonistatud". Lugedes jargnevat kategooria
definitsiooni, voib panna tihele, et esimesed kaks punkti kirjeldavad iildistatud graafi ning iilejainud
kirjeldavad noolte iihendamise operatsiooni.

Definitsioon 1.6. Kategooria!? C koosneb jirgmistest asjadest:
D1. klass Ob(C), mille elemente kutsume selle kategooria objektideks;
D2. iga objektipaari (A, B) jaoks on olemas hulk Morc (A, B), mille elemente nimetame morfismideks
(ehk noolteks) objektist A objekti B; koikide morfismide klassi kategoorias C tahistame Mor(C);
D3. iga objektikolmiku (A, B, C) jaoks on olemas kujutus (komponeerimine ehk korrutamine)

o: Mor¢(4, B) x Mor¢(B,C) — Mor¢ (A, C);

morfismide paarile (f, g) vastavat kujutist (f ja ¢ kompositsiooni ehk korrutist) tdhistame go f
(voi lithidalt gf);

D4. iga objekti A jaoks on olemas morfism id4 € Mor¢ (A4, A), mida kutsutakse objekti A {ihikmorfis-
miks.

Need andmed peavad rahuldama jargmisi aksioome.

Al. Kui (4, B) # (A', B'), siis Mor¢ (A4, B) " Mor¢(A’, B') = @.

A2. Assotsiatiivsuse aksioom: mistahes morfismide f € Morc(A, B), g € Mor¢(B,C), h € More(C, D)
korral kehtib vordus

ho(gof)=(hog)of.

A3. Uhiku aksioom: mistahes morfismide f € Mor¢(A, B), g € More(B, C) korral kehtivad vordused

idgof=fjagoidg=g.

7 proper class
8 conglomerate
9Kohati kutsutakse sellist iildistatud graafi nooletupp (quiver) rdhutades seda, et tegu on lihtsalt mingi noolte kogumiga.
10
category



Morfismi f € Morc (A, B) jaoks kasutatakse tihti t&histusi f : A — B ja A*f>B; itheselt méadratud
objekti A kutsutakse morfismi f lihteobjektis ehk doomeniks!! (tihistus: dom f) ning objekti B
kutsutakse morfismi f sihtobjektiks ehk kodoomeniks!? (tdhistus: cod f). Objekti A iihikmorfismi
tahistatakse tihti siimboliga 14. Kategooria C objektide klassi tahistatakse ka Cyp voi |C|, morfismide
klassi aga Hom(C) voi C;. Morfismide hulka objektist A objekti B tiahistatakse veel ka siimboliga C(A, B)
voi hom(A, B).

Morfismi f : A — A nimetatakse objekti A endomorfismiks ja hulka Endc(A) = More(A4, A)
nimetatakse objekti A endomorfismide hulgaks. On selge, et (End¢(A), o) on monoid.

Mairkused 1.7. 1. Osutub, et id4 on objekti A ainus {ithikmorfism, sest kui i4 € Morc (A, A) on veel
mingi morfism, mis rahuldab iihiku aksioomi, siis id4 =id oig = i4.
2. Samamoodi nagu poolriithmade korral jareldub assotsiatiivsuse aksioomist, et 1opliku arvu mor-
fismide komponeerimisel voib sulge paigutada mistahes (mottekal) viisil ja seega voib nad tildse &ra
jatta.

Definitsioon 1.8. Kategooria on viike!'? kui tema objektide klass on hulk, vastasel korral kutsutakse
kategooriat suureks'4.

Me nimetame kategooriat C 16plikuks!®, kui Ob(C) ja Mor(C) on molemad 16plikud hulgad. Iga 16plik
kategooria on ilmselt véike.

1.2.1. Diagrammidest kategooriateoorias

Nagu eelnevalt sai mainitud, siis voib kategooriaid vaadelda kui noolte kogumit. Seepdrast on kate-
gooriateoorias kesksel kohal diagrammida, kus morfisme kujutatakse nooltena. Kategooria definitsioonist
saab tuua lihtsaid néiteid diagrammidest. Esieks vaatleme kompositsiooni definitsiooni (D3.), mida voib
esitada jargmise diagrammina.

gof

— ~
—~ N\

A 7 B 7 C

Eelneva diagrammi pealt on ndha ka iihte levinud kokkulepet kategooriateooria diagrammide kohta.
Nimelt, kui me tahame esitada diagrammil tingimust, mis nduab mingisuguse morfismi (iihest) leidumist
(siinkohal morfismi g o f), siis me joonistame selle noole punktiirina.

Erilist tahtsust omavad nn. kommutatiivsed diagrammid. Diagrammi nimetatakse kommutatiiv-
seks'®, kui iga sama algus- ja 16pppunktiga tee viib sama tulemuseni. Eelnev kompositsiooni definitsiooni
diagramm on kommutatiivne. Kompositsiooni assotsiatiivsus (A2.) on samuti esitatav alloleva kommuta-
tiivse diagrammina.

ho(gof)
gof
A 7 B ; C h D
hog
(hog)of

Ka iihiku aksioom (A3.) on esitatav kahe alloleva diagrammina, mis peavad kommuteeruma suvaliste
morfismide f: A— B ja g: B— C korral.

A—1 B B—! ¢

idB idB

B B

Hdomain

12 codomain

13 small category
Mlarge category

15 finite category

16 commutative diagram



Illustreerimaks diagrammidega t66tamist toestame jérgneva lihtsa lause.

Lause 1.9. Kui jargnevas diagrammis on ruudud (I) ja (II) kommutatiivsed,

A—* >B c
ol () 4 U e (1.1)
D E F

f

on ruudud (I) ja (II) kommutatiivsed, siis on kogu diagramm kommutatiivne.

TOEsTUS. Néitame, et diagrammis (1.1) on vélimised teed vordsed. Paneme tédhele, et

(ID)

eoboa=(eob)oa = (god)oa:go(doa)(?)go(foc):gofoc.

On lihtne néha, et ka koikvoimalikud muud samade algus- ja lopppunktidega teed diagrammis (1.1) on
vordse tulemusega. Kokkuvottes on kogu diagramm (1.1) kommutatiivne. |

Diagrammidega puutume selle kursuse raames veel tiilpimuseni kokku.

1.2.2. Kategooriate lihtsaid niiteid

Siinkohal tutvume moningate lihtsamate nédidetega kategooriatest.

Naiide 1.10. Paljud matemaatilised struktuurid ja nende vahel vaadeldavad kujutused voi homomorfis-
mid moodustavad kategooria. Jargnevas tabelis on toodud moned selliste kategooriate néited.

Tahis objektid morfismid

Set hulgad kujutused

FinSet loplikud hulgad kujutused

Rel hulgad binaarsed seosed hulkade vahel
Mon monoidid monoidide homomorfismid

Grp rithmad rithmade homomorfismid

Ab Abeli'” rithmad rithmade homomorfismid

Ring ithikelemendiga assotsiatiivsed ringid | (ithikel.-ga) ringide homomorfismid
Rng assotsiatiivsed ringid'® ringide homomorfismid

Vecy vektorruumid {ile korpuse K lineaarkujutused

Modg parempoolsed moodulid iile ringi R moodulite homomorfismid
Bang Banachi'® ruumid iile reaalarvude tokestatud lineaarkujutused
Ban; Banachi ruumid iile reaalarvude ahendavad lineaarkujutused?’
Top topoloogilised ruumid pidevad kujutused

Pos jarjestatud hulgad jarjestust siilitavad kujutused
Lat vored vorede homomorfismid

Graph graafid graafide homomorfismid
Sgraph graafid tugevad graafide homomorfismid
0 ei ole ei ole

1 A idg

2 A B A — B,idu,idp

Enamusel juhtudel on morfismide komponeerimiseks tavaline kujutuste komponeerimine (jarjestrakenda-
mine) ja ithikmorfismid on samasusteisendused. Kategoorias Rel on seoste kompositsiooniks nende korrutis
ja iithikmorfism on vordusseos. Kategooriat 0 nimetatakse tiihjaks kategooriaks?!. Uheobjektilist ja
ithemorfismilist kategooriat 1 nimetatakse 16ppkategooriaks?2. O

17Niels Henrik Abel (1802-1829) — Norra matemaatik

18Kategoorias Rng ei nduta, et ringis peab iihikelement olema.

198tefan Banach (1892-1945) — Poola matemaatik

200lgu B ja C Banachi ruumid. Lineaarkujutust f: B—sC, kus B ja C on Banachi ruumid, nimetatakse ahendavaks
(contraction) kui iga b € B korral kehtib || f(b)]| < ||b]|

2Lempty category

22terminal voi final category



Niide 1.11. 1. Voib vaadelda kategooriat, kus objektid on naturaalarvud (ilma nullita), morfismid
m-st n-1 on koik maatriksid (iile fikseeritud korpuse), millel on m rida ja n veergu, morfismide
komponeerimine on harilik maatriksite korrutamine ja iihikmorfismideks on vastavat jarku iihik-
maatriksid.

2. Jarjestatud hulka (selle kursuse jooksul kutsume osaliselt jarjestatud hulki lithidalt jarjestatud
hulkadeks) (P, <) voib vaadelda kategooriana P, mille objektide hulk on P. Kui z,y € P, siis
Morp(z,y) koosneb téapselt ihest morfismist, kui 2 < y, ning on tiihi vastasel juhul. (Kategooria
saamiseks piisab tegelikult sellest, et < on eeljarjestus, s.t. refleksiivne ja transitiivne seos hulgal
P.)

Sellist kategooriat, kus kahe tiksteisest erineva objekti vahel on iilimalt iiks morfismi, nimetatakse
ohukeseks?? kategooriaks. K&ik Shukesed kategooriad on isomorfismi téipsuseni vaadeldavad kui
mingid eeljdrjestatud hulgad eelpool kirjeldatud viisil.

3. Iga hulka voib vaadelda kui diskreetset kategooriat?*
hulga elemendid ja ainsad morfismid on iihikmorfismid.

4. Iga monoid (M, -) tekitab kategooria M, milles on iiks objekt %, Ob(M) = {x}, ja Moraq (x, %) = M;
morfismide komponeerimine on monoidi M korrutamine - ja objekti * iihikmorfism on monoidi
ithikelement 1. Ka vastupidi: iga iiheobjektilise kategooria koigi morfismide hulk on monoid. O

, s.t. kui kategooriat, mille objektid on selle

1.3. Funktsionaalsed programmeerimiskeeled kui kategooriad*®

Lisaks matemaatikale leiavad kategooriad rakendamist veel niiteks funktsionaalsete programmeeri-
miskeelte teoorias.

Puhtal funktsionaalsel programmeerimiskeelel on olemas:

e primitiivsed andmetiiiibid,

e iga tiiiibi konstandid,

e operatsioonid, mis on kujutused andmetiilipide vahel,

e konstruktorid, mida kasutades saab olemasolevatest andmetiilipidest ja operatsioonidest tuletada

uusi vaadeldava keele andmetiilipe ja operatsioone.

Selline keel ise on koigi operatsioonide ja tiilipide hulk, mida saab konstruktorite abil tuletada primi-

tiivsetest tiitipidest ja operatsioonidest.

Selleks, et funktsionaalset programmeerimiskeelt L saaks vaadelda kategooriana C(L), tuleb teha kaks

eeldust ja iiks viike muudatus.

e Ecldame, et iga tiiiibi A (nii primitiivse kui tuletatud) jaoks leidub mitte millegi tegemise operat-
sioon id 4. Selle rakendamisel ei tehta sisendandmetega mitte midagi, need viljastatakse muutmata
kujul.

e Lisame keelele {ihe tiiiibi, mida tdhistame siimboliga 1, millel on omadus, et igast tiiiibist A leidub
iiheselt méératud operatsioon tiilipi 1. Iga konstanti c tiilibist A tolgendame kui morfismic: 1 — A.

e Eeldame, et keelel on olemas komponeerimiskonstruktor: kui f on operatsioon, mille sisendid on
tiitipi A ja valjundid on tiitipi B, ning kui ¢ on operatsioon sisenditega tiiiibist B ja viljunditega
tiilibist C, siis nende jarjestrakendamine on tuletatud operatsioon ehk programm (tihti tdhistatakse
seda f;g), mille sisendtiilip on A ja viljundtiiiip C.

Nendel eeldustel tekitab funktsionaalne programmeerimiskeel L kategooria C(L), kus
1. objektid on keele L tiiiibid,
2. morfismid on keele L operatsioonid (nii primitiivsed kui tuletatud),
3. morfismi léhte- ja sihtobjekt on vastava operatsiooni sisend- ja véljundtiiiip,
4. morfismide komponeerimine on antud komponeerimiskonstruktori abil, kusjuures komponeeritavate
jarjekord vahetatakse &ra, s.t. go f = f; g,
5. tihikmorfismid on mitte millegi tegemise operatsioonid.

Niide 1.12. Vaatleme programmeerimiskeelt, milles on kolm andmetiilipi: NAT (naturaalarvud ja 0),
BOOLEAN (tOene vOi véiiir) ja CHAR (stimbolid). Anname operatsioonide kirjelduse kategoorses stiilis.
e Tiiilibis NAT on konstant 0 : 1 — NAT ja operatsioon succ : NAT — NAT.
e Leiduvad konstandid true,false: 1 — BOOLEAN ja operatsioon — : BOOLEAN — BOOLEAN, mis
peavad rahuldama vordusi — o true = false ja — o false = true.
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e Tiilibis CHAR on iiks konstant ¢: 1 — CHAR iga stimboli ¢ jaoks.

e On kaks tiilibiteisendusoperatsiooni ord : CHAR — NAT ja chr : NAT — CHAR. Need rahuldavad
vordust chr o ord = idcyar. (Et chr oleks defineeritud koigil positiivsetel naturaalarvudel, voib
lugeda, et ta tegutseb mooduli n jargi, kus n on stimbolite arv.) O

Niiteprogrammiks on morfism next, mis on defineeritud kui kompositsioon
chr o succoord: CHAR — CHAR

ja mis leiab antud stimbolile koodi jérgi jirgneva stimboli. Méargime, et kaks morfismi (programmi) samas-
tatakse kategoorias C(L), kui nad peavad defineerivate vorduste tottu samad olema. Néiteks morfismid
chr o succ o ord ja chr o succ o ord o chr o ord on samad.

Paneme veel téhele, et tiiiibis NAT on olemas konstandid succo...osucco0:1 — NAT, kus succ
esineb null v6i rohkem korda.

1.4. Moned konstruktsioonid

Olemasolevatest kategooriatest saab teatud konstruktsioonide abil luua uusi.

Definitsioon 1.13. Kategooria A alamkategooria®® B koosneb
1. kategooria A objektide klassi Ob(A) alamklassist Ob(B);
2. iga objektipaari (B, B’) € Ob(B)? jaoks leiduvast hulgast Morg(B, B’) C Mor 4(B, B’), nii et
(a) kui f € Morg(B, B’) ja g € Morg(B’, B"), siis g o f € Morg(B, B"),
(b) idp € Morg(B, B) iga B € Ob(B) korral.

Asjaolu, et B on kategooria A alamkategooria téhistame B C A.

Definitsioon 1.14. Kategooria A alamkategooriat B nimetatakse téielikuks alamkategooriaks?®, kui
B, B’ € Ob(B) = Morp(B, B") = Mor4(B, B),
s.t. B sisaldab koos iga kahe objektiga koik nende objektide vahel kategoorias A leiduvad morfismid.

Niide 1.15. Kategooria FinSet on kategooria Set taielik alamkategooria. Kategooria Ab on kategoo-
ria Grp téielik alamkategooria, Grp on Mon téielik alamkategooria, Mon on poolrithmade kategooria Sgr
alamkategooria, mis ei ole téielik. Kategooria Ban., on Vecg alamkategooria, kuid mitte téielik alamka-
tegooria. O

Definitsioon 1.16. Kategooriate A ja B (otse)korrutis®” on kategooria A x B, mis on defineeritud
jargmiselt.
1. Ob(A x B) = Ob(A) x Ob(B).
2. Moraxg((A, B), (A, B") ={(a,b) | a € Mor4(A, A"),b € Morg(B, B')}.
3. Kategooria A x B morfismide komponeerimine on indutseeritud A ja B komponeerimiste poolt,
nimelt
(a',b") o (a,b) = (a’ oa,b ob).

4. Objekti (A, B) € Ob(A x B) iithikmorfism on (id4,idp).

1.5. Duaalsusest

Jamedalt 6eldes tdhendab kategoorne duaalsus “koigi morfismide timberpooramist”.

Definitsioon 1.17. Kategooria C duaalne kategooria®® C°P defineeritakse jirgmiselt.
1. Kategooriatel C ja C°P on samad objektid, Ob(C)°P = Ob(C).
2. Iga A, B € Ob(C)°P korral Morces (A, B) = More(B, A), s.t. C°? morfismid on C morfismid, mida
“kirjutatakse vastupidises suunas”. Segaduse valtimiseks kirjutame f°P : A — B, kui vaatleme C
morfismi f: B — A kui C°P morfismi.

25 subcategory
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3. Komponeerimine kategoorias C°P defineeritakse vordusega

fPog® = (g0 f)".

gof (gof)°P
' —— ' L
Kategoorias C: A ; B 7 () Kategoorias C°? : A = B ——C
g

Mérgime, et (f°P)°P = f ja id} = ida.

Iga kategooriate jaoks defineeritud maiste jaoks leidub duaalne maiste (mille nimi tekitatakse harilikult
eesliite ‘ko-" (v0i ’koo-’) abil), mis saadakse definitsioonis koigi morfismide suuna muutmisel vastupidiseks
ja kompositsioonide f o g asendamisel kompositsioonidega go f. Samuti on iga viite jaoks olemas duaalne
vaide.

Duaalsusprintsiip iitleb, et kui mingi viide on toene koigis kategooriates, siis ka selle viite
duaalne viide on toene koigis kategooriates.

Kokkuvotteks voib viita, et tdnu duaalsusprintsiibile saame kategoorias peaaegu alati “kaks asja iihe
hinnaga™: igas moiste definitsioonist saame duaalse moiste definitsiooni ning igas viite toestusest saame
kohe ka duaalse viite toestuse. Siin konspektis on kasutatud stimbolit [p] véite 10pus, kui selle viite toestus
on téapselt duaalne mone eelneva vaitega.

1.6. Ulesanded

Ulesanded 1.18. 1. Vali mingid objektid ja morfismid nende vahel nii, et nad moodustavad kate-
gooria. Toesta, et nad moodustavad kategooria. Edaspidises kutsume seda kategooriat “sinu lem-
mikkategooriaks”.

2. Too iiks naide téielikust ja iiks naide mittetéielikust alamkategooriast oma lemmikkategoorias.
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2. Morfismide ja objektide liigid
2.1. Morfismide liigid
Nii nagu hulkade korral on téhtsal kohal iiksiihesed ehk injektiivsed kujutused ja peale- ehk siirjek-
tiivsed kujutused, nii ka kategooriates voib vaadelda teatud eriomadustega morfisme.
Definitsioon 2.1. Morfismi f: A — B kategoorias C nimetatakse
e monomorfismiks?’, kui ta on vasakult taandatav, s.t.
fog=foh = g=h

iga morfismide paari g, h: C — A korral,
e koretraktsiooniks3" (voi 1oikeks), kui ta on vasakult pddratav, s.t. leidub selline morfism ¢ :
B — A, et go f =idy. Sellisel juhul nimetatakse objekti A objekti B retraktiks.

Asjaolu, et morfism f € Morc(A, B) on monomorfism rohutatakse erilise noolega f: A »— B. Noolt
— voib kasutada nii tekstis kui diagrammidel.

Lause 2.2. Suvalises kategoorias C kehtivad tingimused:
1. iga koretraktsioon on monomorfism;
2. iga Ghikmorfism on koretraktsioon;
3. kahe monomorfismi (koretraktsiooni) kompositsioon on monomorfism (koretraktsioon);
4. kui kahe morfismi kompositsioon k o f monomorfism (koretraktsioon), siis f on monomorfism (ko-
retraktsioon).

ToOEsTUS. 1. Oletame, et ko f =idg ja fog=fohkus f: A= B, k: B— Ajagh: C — A. Siis
g=idgog=(kof)og=ko(fog)=ko(foh)=(kof)oh=idsoh =h.

2. Iga A € Ob(C) korral id4 = id 4 oid 4.
3. Oletame, et k : B — D ja f : A>— B on monomorfismid ja (ko f)og = (ko f)oh,kus g,h: C — A.

9 f k
C—ZA>—-B>—-=D
h

Siisko(fog)=ko(foh)jaseega fog= foh,sest k on monomorfism. Kuna f on monomorfism, siis
viimasest vordusest jareldub g = h. Sellega oleme néidanud, et kf on monomorfism.

Kuik:B — D ja f: A— B on koretraktsioonid, s.t. sok =idp jato f = id4 mingite s : D — B ja
t: B — A korral, siis vorduste ahel

(tos)o(kof)=to(sok)of=toidgof =tof=idy
néitab, et k o f on koretraktsioon.
A?B#D
4. Oletame, et ko f on monomorfism ja fog= foh,kus f: A— B, k: B — D,jag,h:C — A.Siis
(kof)og=ko(fog)=ko(foh)=(kof)oh,

millest jareldub g = h. Seega f on monomorfism.
Kui k o f on koretraktsioon, s.t. so (ko f) = id4 mingi s : D — A korral, siis (so k) o f = ida
tdhendab, et ka f on koretraktsioon. [ |

Jargnevalt defineerime moistete monomorfism ja koretraktsiooni duaalsed moisted.

Definitsioon 2.3. Morfismi f: A — B kategoorias C nimetatakse

29
30

monomorphism
coretraction voi section
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e epimorfismiks?!' kui ta on paremalt taandatav, s.t.
gof=hof = g=h

iga morfismipaari g, h : B — C korral;
e retraktsiooniks, kui ta on paremalt pooratav, s.t. leidub morfism g : B — A nii, et fog =1idg.

Asjaolu, et morfism f € Mor¢ (A, B) on epimorfism rohutatakse erilise noolega f: A — B.

Retraktsiooni ja koretraktsiooni on voimalik defineerida ka diagrammide abil, mis on {ildiselt omasem
kategooriateooriale. Nimelt, morfismi f: A — B nimetatakse koretraktsiooniks (retraktsiooniks), kui
leidub morfism g: B — A, mis muudab vasakpoolse (parempoolse) diagrammi kommutatiivseks.

Ka monomorfismi ja epimorfismi on voimalik defineerida diagrammide abil, kuid need diagrammid on
juba keerulisemad. Nende juurde me tuleme, kui réddgime tagasitombajatest ja véljatoukajatest.
Duaalselt lausega 2.2 saab toestada jargmise lause.

Lause 2.4. Suwalises kategoorias C kehtivad tingimused:
1. iga retraktsioon on epimorfism;
2. iga dhikmorfism on retraktsioon;
3. kahe epimorfismi (retraktsiooni) kompositsioon on epimorfism (retraktsioon);
4. kui kahe morfismi kompositsioon k o f on epimorfism (retraktsioon), siis k on epimorfism (retrakt-

sioon,). (D]

Definitsioon 2.5. Kategooriat nimetatakse konkreetseks kategooriaks®?, kui tema objektid on hul-
gad (harilikult mingi struktuuriga), morfismid on kujutused (mis harilikult siilitavad vaadeldavat struk-

tuuri), morfismide komponeerimine on kujutuste jarjestrakendamine ja ithikmorfismid on samasusteisen-
dused.

Kategooriad Set, Grp, Rng, Ring, Top, Ban,,, Pos ja paljud teised on konkreetsete kategooriate néi-
deteks. Rel ei ole konkreetne kategooria, sest mitte koik binaarsed seosed ei ole kujutused. Konkreetsetes
kategooriates, saab eri tiilipi morfismide suhete kohta rohkem &elda.

Lause 2.6. Konkreetses kategoorias kehtivad morfismide jaoks jargmised implikatsioonid:

i ,
koretraktsioon (——Z; injektitune (1:m>) monomorfism,

retraktsioon (r:g; strjektitvne (;; epimorfism.

TOEsTUS. (ki). Oletame, et morfismi f : A — B jaoks leidub selline morfism g : B — A, et go f =ida.
Kui f(a1) = f(a2), a1, a2 € A, siis ka

a1 = (g o f)(ar) = g(f(a1)) = g(f(a2)) = (g 0 f)(az) = az.

Seega f on injektiivne.

(im). Oletame, et f : A — B on injektiivne ja fog = foh, kus g,h : C — A. Siis iga ¢ € C
korral f(g(c)) = f(h(c)), millest jareldub, et g(c) = h(c) iga ¢ € C korral. Jarelikult ¢ = h ja me oleme
toestanud, et f on monomorfism.

Ei ole raske veenduda, et ka implikatsioonid (rs) ja (se) kehtivad. |

31 epimorphism
32 concrete category
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Niide 2.7. Osutub, et hulkade kategoorias Set on monomorfismideks parajasti injektiivsed kujutused.
Lause 2.6 pohjal me juba teame et injektiivsed kujutused on monomorfismid. Toestame vastupidise
vaite. Olgu f : A — B monomorfism ning iga elemendi a € A korral olgu g, : {*} — A kujutus
itheelemendilisest hulgast {*} hulka A, mis kujutab elemendi * elemendiks a. Kui f(a) = f(a'), a,a’ € A,
siis (fogq)(x) = (foga)(*), millest fog, = fog, . Eelduse pohjal g, = ga’, mis on samavéirne vordusega
a = a’. Seega f on injektiivne. O

Naiide 2.8. Kategoorias Top on monomorfismideks injektiivsed pidevad kujutused. Toepoolest, vaadel-
des iiheelemendilist topoloogilist ruumi {*} ja mistahes teist topoloogilist ruumi A paneme tihele, et
kujutused g, : {*} =& A, a € A, mis on defineeritud néites 2.7, on pidevad ning jarelikult morfismid
kategoorias Top. Seega néite 2.7 toestuse saab iile kanda. O

Niide 2.9. Kategooriates Grp ja Ab on monomorfismideks injektiivsed rithmade homomorfismid. Jallegi
peame niitama ainult seda, et monomorfismid on injektiivsed. Olgu f : G — H riihmade monomorfism
jaiga a € G korral olgu g, : Z — G kujutus, mis on defineeritud vordusega

Jga(2) = a”.

Ilmselt g, on rithmade homomorfism. Kui f(a) = f(a’), siis (f 0g4)(1) = (f © go-)(1). Lihtne on naidata,
et siiska (fog,)(2z) = (foga)(2) iga z € Z korral ning jarelikult fog, = foga . Eelduse pohjal g, = gu
jaseega a = go(1) = g (1) = d’. O

Niide 2.10. Kategoorias Ban; on monomorfismideks injektiivsed ahendavad lineaarsed operaatorid (ehk
ahendavad lineaarkujutused, need on lineaarkujutused f : B — C, mis rahuldavad tingimust || f(b)|| < ||b]|
iga b € B korral). Selle toestamiseks oletame, et f : B > C on Banachi ruumide monomorfism ja
f(b) = f(b'). Peame néitama, et b = b'. Vaatleme erinevaid voimalusi.

1) Olgu |[b]], ||| < 1. Siis kujutused kp, ky : R — B, mis on defineeritud vordustega

ky(r) :=rb, ky(r):=rl,

r € R, on ahendavad operaatorid. Kehtivad vordused (foky)(1) = f(b) = f(b') = (foks)(1). Lineaarsuse
tottu
(fokp)(r) =r(foky)(1) =r(foky)(1)=(foky)(r)

iga reaalarvu r korral. Sellest jareldub, et f ok, = f o k. Kuna f on monomorfism, siis k, = kp ja seega
b=1V.

2) Olgu |[b||, ||/|| > 1. Tahistame

ri= _ by :=1b, b :=rb.
oIl - 1lo"]]” ’

Siis [[b]],]107]] < 1. Korrutades vorduse f(b) = f(b') molemaid pooli arvuga r ja kasutades lineaarsust
saame vorduse f(b1) = f(b}). Rakendades osas 1) tdestatut voime viita, et by = b, millest jareldub
vordus b= V.

3) Olgu ||b|| < 1 ja ||t']| > 1. Selle juhu jatame lugejale libimotlemiseks. O

Niide 2.11. Implikatsioon (im) ei ole podratav, s.t. mitte koik monomorfismid konkreetses kategoorias
ei pruugi olla injektiivsed. Vaatleme jaguvate Abeli riithmade kategooriat Div. Meenutame, et Abeli rithm
A on jaguv, kui iga a € A ja iga (positiivse) naturaalarvu n korral leidub selline b € A, et nb = a.
Loomulik siirjektsioon k : Q — Q/Z, a — [a] jaguva rithma Q faktorriihmale alamrithma Z jérgi ei ole
injektiivne, sest naiteks x(3) = [3] = [4] = x(4), kuigi 3 # 4. (Méargime, et faktorriihma Q/Z elementideks
on korvalklassid a + Z =: [a], kus a € Q, ning vordus @ = b kehtib parajasti siis, kui a — b € Z. Kehtib
isomorfism Q/Z = [0,1) N Q, kuna selles faktorrithmas samastatakse koik ratsionaalarvud, millel on
vordsed murdosad.)

Niitame, et k£ on monomorfism. Oletame, et A on jaguv Abeli rithm ja f, g : A — Q on sellised rithmade
homomorfismid, et ko f = ko g. Vottes h := f —g: A — Q saame ko h = 0 (siin 0 on nullkujutus
A — Q/Z, a — [0]). Me peame téestama, et h = 0. Teame, et iga a € A korral [0] = (ko h)(a) = [h(a)],
s.t. h(a) € Z. Oletame vastuviiteliselt, et h # 0. Siis leidub selline a € A, et h(a) € N;. Ténu jaguvusele
saame naturaalarvu 2h(a) jaoks leida sellise b € A, et 2h(a)-b = a. Et h on Abeli rithmade homomorfism,
siis

h(a) = h(2h(a) - b) = 2h(a)h(b),
kus viimane korrutis on hulgas Q. Jagades selle vorduse molemaid pooli nullist erineva ratsionaalarvuga
2h(a) saame vorduse h(b) = %, mis on vastuolus eelpoolmainituga. Jarelikult peab h = 0. |
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Niide 2.12. Ka implikatsioon (ki) ei ole podratav. Kategoorias Set on tiihjad kujutused & — A in-
jektiivsed, aga neil ei ole vasakpoolset poordelementi, kui A # @. Siiski iga injektiivne kujutus B — A
kategoorias Set, kus B # @, on koretraktsioon. a

Niide 2.13. Kategoorias Set on epimorfismideks siirjektiivsed kujutused. Selles veendumiseks vaatleme
epimorfismi f : A — B, kaheelemendilist hulka {0,1} ja kujutusi g,h : B — {0,1}, mis on defineeritud
vordustega

_ L,  be f(4),
9b) = {o, b f(A),
W) = 1.

Nmselt go f =ho f: A — {0,1} on konstantsed kujutused elemendile 1. Jirelikult g = h, mis tdhendab,
et f(A) = B ehk f on siirjektiivne. Vastupidine véide jireldub lausest 2.6.

Veelgi enam, kategoorias Set on iga siirjektiivne kujutus retraktsioon. Olgu f : A — B siirjektiivne
kujutus. Defineerime kujutuse g : B — A valides iga b € B jaoks elemendi a; € A nii, et f(ap) = b ja vottes
g(b) := ay. Siis ilmselt (f o g)(b) = f(g(b)) = f(ap) = b iga b € B korral ja seega f o g = idg. (Paneme
téahele, et koigi nende (iildjuhul 16pmata paljude) valikute tegemiseks on meil vaja valikuaksioomi.) O

Niide 2.14. Kategoorias Top on epimorfismideks siirjektiivsed pidevad kujutused. Selles veendumiseks
kasutame néidet 2.13, milles topoloogiliseks ruumiks on {0,1} topoloogiaga {@,{0,1}} ning g ja h on
defineeritud samamoodi. On selge, et g ja h on siis pidevad kujutused. O

Niide 2.15. Kategoorias Ban; on epimorfismideks tiheda kujutisega ahendavad operaatorid. (Lineaar-
kujutusel f : A — B kategoorias Ban; on tihe kujutis, kui sulund f(A) = B, s.t. et igab € Bjaigae >0
korral leidub a € A nii, et ||f(a) — b|| < &.)

Oletame, et f : A — B on epimorfism. Siis f(A) on B kinnine alamruum ja faktorruum M
on Banachi ruum. Nii loomulik siirjektsioon kB — B/f(A) kui ka nullkujutus 0 : B — B/f(A) on
ahendavad operaatorid. Kuna ko f =0 =00 f, siis # = 0, mis tdhendab, et B = f(A).

Vastupidi, oletame et f(A) = Bjagof=hof, g h: B— C.Kuna g ja h langevad kokku hulgal
f(A), siis pidevuse tottu g, h langevad kokku ka hulgal f(A) = B. Seega g = h. O

Niide 2.16. Implikatsioon (rs) ei ole pooratav. Kategoorias Graph leidub siirjektiivne homomorfism

. .
. / — ° /
\ . \ .
millel ei ole parempoolset p&6rdmorfismi. ]

Niide 2.17. Implikatsioon (se) ei ole pooratav. Vaatleme monoidide ja monoidide homomorfismide ka-
tegooriat Mon ning monoidi (Ng, +) sisestust ¢ monoidi (Z,+), mis kindlasti ei ole siirjektiivne. Samas
osutub ta epimorfismiks.

Vaatleme monoidide homomorfismi f : (Z,+) — (5, -). Iga n € Ny korral

fn) = fA+---+1) = f(1)",

s.t. f(n) on madratud f(1) poolt. Lisaks sellele, f(1) on f(—1) pé6rdelement monoidis S, sest

fOFEY) = fA+(=1) = £(0) = 1= f(0) = F((=1) + 1) = f(=1)f(1).

Kuna igal S elemendil saab olla ainult iiks pé6rdelement, siis f(—1) on méaratud f(1) poolt. Samuti f
vadrtus igal teisel negatiivsel taisarvul on méératud f(1) poolt. Seega homomorfism f on taielikult ra
méératud elemendiga f(1) € S.

Niiiid oletame, et g,h : (Z,+) — (S,-) on sellised monoidide homomorfismid, et g o = h o ¢. Siis
g(1) = g(t(1)) = h(e(1)) = k(1) ja seega g = h. Jarelikult ¢ on epimorfism. O
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2.1.1. Isomorfismid

Definitsioon 2.18. Morfismi nimetatakse bimorfismiks, kui ta on nii monomorfism kui epimorfism,
s.t. kui ta on taandatav.

Definitsioon 2.19. Morfismi nimetatakse isomorfismiks®?, kui ta on nii koretraktsioon kui ka retrakt-
sioon, s.t. kui ta on podratav. Kategooria C objektid A ja B on isomorfsed kui leidub isomorfism
f: A — B. Objektide A ja B isomorfsust tdhistatakse A = B.

Margime, et bimorfism ja isomorfism on mélemad iseendaga duaalsed méisted. Kategooria C koikide
isomorfismide hulka téhistame siimboliga Iso(C).
Kategooriat, kus koik bimorfismid on isomorfismid, nimetatakse tasakaalustatuks3?.

Lause 2.20. Suvalises kategoorias C kehtivad jdrgnevad tingimused:
1. iga isomorfism on bimorfism;
2. iga dhikmorfism on isomorfism;
3. kahe bimorfismi (isomorfismi) kompositsioon on bimorfism (isomorfism,).

TOESTUS. See jareldub lausest 2.2 ja lausest 2.4. |
Jareldus 2.21. Objektide isomorfsusseos on ekvivalentsiseos.
Lause 2.22. Kui epimorfism on koretraktsioon, siis ta on isomorfism.

ToEsTUS. Olgu C kategooria ja f: A — B epimorfism ja koretraktsioon kategoorias C. Olgu g: B—A
morfism, mille korral g o f =id4 (mis leidub ténu koretraktsiooniks olemisele). Niiiid paneme téhele, et

(foglof=fol(gof)=foida=f=idgof.
Kuna f on epimorfism, siis f o g = idg. Seetottu on f ka retraktsioon ja seega ka isomorfism. |
Lause 2.23. Kui monomorfism on retraktsioon, siis ta on isomorfism.

Jareldus 2.24. Iga isomorfismi f: A— B korral leidub isomorfism g: B—> A nii, et go f = ida ja
f g = ldB

Isomorfismi g eelmisest lausest nimetatakse isomorfismi f péérdmorfismiks?®’ ja tihistatakse siim-
boliga f~!. Kehtivad jirgnevad valemid suvaliste morfismide f: A— B ja g: C — A korral:

FH"'=1 (2.1
(fog) t=gtof™ (2.2
Meenutame, et lause 2.20 jérgi teame, et kahe isomorfismi kompositsioon on alati isomorfism.
Naiide 2.25. Kategoorias Set on isomorfismideks bijektiivsed kujutused. |
Niide 2.26. Kategooriates Grp, Ab ja Rng on isomorfismideks bijektiivsed homomorfismid. |

Niide 2.27. Kategoorias Top on isomorfismideks homéomorfismid (pidevad lahtised bijektsioonid). Ku-
na pidevad bijektsioonid ei pruugi olla hom6éomorfismid, siis on see niiteks kategooriast, kus bimorfismid
ei pruugi olla isomorfismid. Seega ei ole Top tasakaalustatud kategooria. O

Naiide 2.28. Kategoorias Vecg on isomorfismideks bijektiivsed lineaarkujutused. O

Naiide 2.29. Kategoorias Ban; on isomorfismideks isomeetrilised bijektsioonid. (Meenutame, et lineaar-
kujutus f : A — B Banachi ruumide vahel on isomeetriline, kui ||f(a)|| = ||a|| iga a € A korral.) Iga
isomeetriline bijektsioon f : A — B on isomorfism, sest péérdkujutus f~' : B — A on lineaarne,

1Bl = [1(£ o £=HON = 1A O = 1IF B

iga b € B korral ning seega f~! on ahendav lineaarne operaator. Vastupidi, kui ahendaval operaatoril
f: A — Bonolemas poordkujutus f~1 : B — A, mis on samuti ahendav operaator, siis f on isomeetriline.
Toepoolest, kuna

llall = I(f 7 o H@I = lF (@Dl < lIf (@)l
ja [|f(a)]] < lal| iga a € A korral, siis || f(a)|| = ||a|| iga a € A korral. O

33isomorphism
34palanced
35inverse (morphism)
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Naiide 2.30. Iga rithma voib vaadelda kui iitheobjektilist kategooriat, kus koik morfismid on isomorfismid
(vt. naide 1.11.4). O

Niide 2.31. Meenutame, et iga jirjestatud hulka voib vaadelda kategooriana (néide 1.11.2). Sellises
kategoorias on iga morfism bimorfism, sest mistahes kahe objekti vahel leidub ilimalt ks morfism.
Isomorfismid on aga ainult ihikmorfismid. O

Definitsioon 2.32. Monomorfismi f nimetatakse ekstremaalseks®®, kui sellest, et f = goe ja e on
epimorfism jéareldub, et e on isomorfism.

Lause 2.33. Kategooria C on tasakaalustatud parajasti siis, kui iga monomorfism kategoorias C on ekst-
remaalne.

TOESTUS. ( = ) Olgu kategooria C tasakaalustatud ja f: A>> B monomorfism kategoorias C, mis
lahutub kompositsiooniks f = g o e, kus e on epimorfism. Ténu lausele 2.2 (4) saame, et e on lisaks ka
monomorfism. Seega e on bimorfism ja tdnu C tasakaalustatusele ka isomorfism.

(<) Kehtigu kategoorias C, et koik monomorfismid on ekstremaalsed. Olgu f: A— B bimorfism.
Seega on f muuhulgas ka ekstremaalne monomorfism. Paneme tdhele, et f esitub kompositsioonina
f = idgof. Tédnu bimorfism olemisele on f epimorfism ning ténu ekstremaalsusele saame, et f on
isomorfism. Jarelikult on kategooria C tasakaalustatud |

Definitsioon 2.34. Epimorfismi f nimetatakse ekstremaalseks, kui sellest, et f = m o g ja m on
monomorfism jareldub, et m on isomorfism.

Lause 2.35. Kategooria C on tasakaalustatud parajasti siis, kui iga epimorfism kategoorias C on ekstre-
maalne. (D]

2.2. Objektide liigid

Definitsioon 2.36. Kategooria C objekti 1 nimetatakse 16ppobjektiks®”, kui C igast objektist C' leidub
tapselt iiks morfism objekti 1. Kategooria C objekt 0 on algobjekt3®, kui objektist 0 leidub tépselt iiks
morfism C igasse objekti. Objekt on nullobjekt??, kui ta on korraga nii 16pp- kui algobjekt.

Lause 2.37. Kategooria mistahes kaks lopp- (alg-, null-) objekti on isomorfsed.

TOEsTUS. Kui C,C" € Ob(C) on léppobjektid, siis More(C,C) = {id¢} ja More(C',C") = {id¢}.
Samuti leiduvad morfismid f: C — C’ jag: C' — C. Kuna go f : C — C, siis go f = id¢ ja samamoodi
fog=1id¢cr. Seega C' = C’. Alg- ja nullobjektide jaoks on toestus analoogiline. |

Naiide 2.38. Kategoorias Set on tiihi hulk algobjekt ja iiheelemendilised hulgad on 16ppobjektid. Sama
kehtib kategooria Top korral. |

Naiide 2.39. Kategooriates Ab, Vecg ja Ban; on {0} nii alg- kui ka l6ppobjekt, seega nullobjekt. ]
Niide 2.40. Uhikelemendiga assotsiatiivsete ringide kategoorias Ring on {0} 16ppobjekt ja Z algobjekt.(]

Definitsioon 2.41. Kategooria C objekti P nimetatakse projektiivseks*’, kui iga epimorfismi ¢ :
B —=( ja iga morfismi f : P — C jaoks leidub selline morfism h: P — B, et go h = f.

36 extremal

37terminal object

384nitial object

39 zero object voi null object
40 projective object
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Lause 2.42. Kategooria C algobjekt O on on projektiivne.

TOEsTUS. Olgu 0 kategooria C algobjekt ning ¢g: A — B mingi (epi)morfism kategoorias C. Leiduvad
iitheselt méadratud morfismid f4: 0 — A ja fp: 0 — B. Mérkame, et g o f4 € Mor¢(0,B) = {fr},
mistottu g o f4 = fp nagu vaja. |

Lause 2.43. Projektiivse objekti retrakt on projektiivne.

TOESTUS. Jirgmises diagrammis olgu P projektiivne ja olgu A tema retrakt, s.t. r o i = id4 mingite
r: P — Ajai:A— P korral (vt. definitsiooni 2.1). Lisaks olgu ¢g: B —= C mingi epimorfism.

A

Kui f: A — C, siis P projektiivsuse tottu leidub selline morfism h: P — B, et goh = f or. Seega
go(hoi)=(goh)oi=(for)oi=fo(roi)=foidi=f,
mistottu hoi: A— B on otsitav morfism. ]

Objekti projektiivsuse duaalne moiste on injektiivsus.

Definitsioon 2.44. Kategooria C objekti A nimetatakse injektiivseks*!, kui iga monomorfismi ¢ :
B>—>(C jaiga morfismi f : B—> A korral leidub selline morfism h: C' — A, et hog = f.

B - c
e
/
e
f // h
k
A

Lause 2.45. Kategooria C loppobjekt 1 on injektiivne. (D]
Lause 2.46. Injektiivse objekti iga retrakt on injektiivne. (D]

Naiide 2.47. Kategooria Set iga objekt on projektiivne. Kasutades fakti, et iga epimorfism on retrakt-
sioon kategoorias Set ja definitsiooni 2.41 téhistusi saame leida sellise p : C' — B, et g o p = id¢. Vottes
h:=po f saame, et goh=gopo f = f. O

Niide 2.48. Uks klassikalisi algebra tulemusi vdidab, et Abeli rithm on injektiivne parajasti siis, kui ta
on jaguv (vt. [2, lause 5.4.3]). O

Niide 2.49. Projektiivsed ja injektiivsed objektid méngivad tahtsat rolli moodulite teoorias (iile ringi).
Klassikaline tulemus on, et a moodul on projektiivne parajasti siis, kui ta on vaba mooduli otseliidetav
(vt. [2, lause 5.3.8]). Projektiivsed moodulid on nii ringide Morita teooria kui ka algebralise K-teooria
nurgakiviks. ]

2.3. Alam- ja faktorobjektid
Jargnevalt tutvume kategooria C objekti A alamobjekti moistega, mis on alamhulga iildistus, ning
temaga duaalse moiste — faktorobjekt — moistega, mis on faktorhulga iildistus.

Definitsioon 2.50. Kategooria C objekti A alamobjektiks?? nimetatakse paari (B, f), kus f: B>=A
on monomorfism.

Linjective object
42 subobject
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Objekti A € Ob(C) koikide alamobjektide klassil defineerime jiargneva eel-jirjestusseose:
(B,f) =2 (C,g) <= 3heMorc(B,C): f=goh.

Teisisonu, kehtib (B, f) < (C, g) parajasti siis, kui leidub morfism h: B — C nii, et jirgnev diagramm
on kommutatiivne.

A

Margime, et seos < on toepoolest eel-jarjestusseos. Refleksiivsus kehtib, kuna f = foidp ning transi-
tiivsus tuleb morfismide kompositsioonist. Lisaks mérgime, et morfism A on monomorfism ténu lause 2.2
tingimusele 4. Lisaks on morfism h tegelikult iiheselt méadratud. Toepoolest, oletades selliste morfismide
hi,he € More(B, C) leidumist, et f = g o hy = g o hg, saame hy; = hy kuna g on monomorfism.

Defineerime niiiid objekti A alamobjektide ekvivalentsuse:

(B,f)=(C.g) 1+ (B,f) 2(C,9) & (C,g9) 2 (B, [).
Seos = on selgelt ekvivalentsiseos A alamobjektide klassil. Tdhistame
Sube(4) = {[(B, f)]=|f: B~ A}.

Klassi Subc(A) elemente (ehk siis paaride (B, f) ekvivalentsiklasse) nimetatakse tihti hoopis objekti A
alamobjektideks. Meie siiski jatkame paari (B, f) alamobjektiks nimetamist. Paneme téhele, et klassis
Sube(A) on jarjestusseose =< poolt indutseeritud seos jirjestusseos, s.t. klassis Sube(A) on allpool defi-
neeritud seos = jirjestusseos.

Jargnevalt nditame, et alamobjektide ekvivalentsus on kooskolas objektide isomorfsusega.

Lause 2.51. Kui objekti A alamobjektid (B, f) ja (C,g) on ekvivalentsed, siis objektid B ja C' on iso-
morfsed.

TOEsTUS. Olgu objekti A alamobjektid (B, f) ja (C,g) ekvivalentsed, s.t. (B, f) = (C, g). Seega kehtib
(B, f) < (C, g), mistottu leidub morfism h: B—C nii, et f = goh. Teisalt aga tingimusest (C, g) < (B, f)
jareldub, et leidub morfism u: C'— B nii, et g = f o u. Niiiid, aga

feoidp=f=goh=(fou)oh=fo(uoh),

millest saame vorduse woh = idg, kuna f on monomorfism. Seega on h koretraktsioon. Vahetades (B, f)
ja (C, g) rollid, saame, et h on ka retraktsioon. Kokkuvottes oleme saanud, et h: B—C' on isomorfism.l

Jareldusena eelmisest lausest voime viita, et kaks objekti A alamobjekti (B, f) ja (C, f) on ekviva-
lentsed parajasti siis, kui leidub isomorfism h: B—C' nii, et f = goh.
Defineerime niiiid alamobjekti duaalse moiste — faktorobjekti.

Definitsioon 2.52. Kategooria C objekti A faktorobjektiks*? nimetatakse paari (B, f), kus f: A—=B
on epimorfism.

Ka objekti A faktorobjektide klassil defineeritakse eel-jarjestus duaalselt alamobjektide juhuga:
(B,f)=2(C,g) :<= JheMorc(C,B): f=hog.

Seose =< saab defineerida noudes, et (B, f) = (C, g) kehtib parajasti, siis kui leidub morfism h: B—C
nii, et allolev diagramm kommuteerub.

43 quotient object
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Duaalselt on morfism h iiheselt méédratud epimorfism. Taaskord defineerime faktorobjektide (B, f) =
(C,g) ekvivalentsuse tingimustega ((B, f)) = (C,g) ja (C,g) = (B, f) ning tidhistame

Quote(A) :=A{[(B, f)l=|f: A—Bj}.

Sarnaselt alamojektide juhule on seose < poolt indutseeritud seos jarjestusseos klassil Quot C(A) ning
tihti nimetatakse objekti A faktorobjektideks just klassi Quot,(A) kuuluvaid ekvivalentsiklasse.

Lause 2.53. Kui objekti A faktorobjektid (B, f) ja (C,g) on ekvivalentsed, siis objektid B ja C on iso-
morfsed. (D]

Siit ndeme sarnaselt alamobjektidele, et kaks faktorobjekti (B, f) ja (C,g) on ekvivalentsed parajasti
siis, kui leidub isomorfism h: C'— B nii, et f = hog.

Niide 2.54. Vaatleme alam- ja faktorobjekte kategoorias Set. Olgu A € Ob(Set) mingi hulk. Hulga A
alamobjektid on koik sellised hulgad B, mille korral leidub monomorfism f: B> A, mis siinkohal on
lihtsalt injektiivne kujutus. Paneme téhele, et kui f: B> A on injektiivne, siis leidub alamhulk A’ C A
(tavalise sisalduvuse mottes) nii, et leidub bijektiivne kujutus (ehk hulkade isomorfism) h: B — A’.
Teisisonu B ja A’ on sama voimsusega. Kokkuvottes saame, et ekvivalentsiklassi [(B, f)] € Subset(4)
kuuluvad koik hulgad, mis on hulgaga B sama voimsusega. Siit on néha, et klass Subset(A) on ekvivalentne
koikide hulga A voimsusega viiksemate voi vordsete kardinaalarvude hulgaga. Klassi [(B, f)] esindajaks
voib votta ka paari (A’,¢), kus A’ C A ja t: A’ — A on sisestus.

Paneme téahele, et hulga A koik faktorobjektid on paarid (X, k), kus X on hulk ja h: A—= X on siir-
jektiivne kujutus. Seega on faktorobjektis (X, h) voimsus samuti viiksem voi vordne hulga A voimsusega,
mistottu klass Quot.(A) on samuti ekvivalentne voimsusest #(A)** viiksemate voi vordsete kardinaal-
arvude hulgaga. Ekvivalentsiklassi [(X, h)] € Quot,(A) esindajaks saab samuti votta paari (A/ ker h, k),
kus ker f45 on kujutuse h tuum ning x: A — A/ker h on faktorhulga A/ ker h loomulik siirjektsioon.[]

Niide 2.55. Vaatleme rithmade kategooriat Grp. Olgu G € Ob(Grp) rithm. Rithma G suvalise alamob-
jektide ekvivalentsiklassi [(G',t)] € Suberp(G) esindajaks on paar (G',¢), kus G’ on G alamriihm ning
t: G' — G on sisestus. Ekvivalentsiklassi [(G’, )] iilejadnud elemendid on kujul (H,¢ o h), kus H on
isomorfne (rithmadena) rithmaga G’ ning h: H — G’ on see isomorfism.

Rithma G faktorobjektideks on paarid (H,h o k), kus H on isomorfne mingi faktorrithmaga G/ ker f
(f on mingi riithmade homomorfism ja ker f4¢ on selle homomorfismi tuum), h: G/ker f —= H on see
isomorfism ja x: G —= G/ ker f on loomulik siirjektsioon.

Téapselt analoogiline olukord on ka kategooriates Mon, Ab, Rng, Vecg ja paljudes teistes algebralistes
kategooriates. g

Niide 2.56. Kui (P, <) on jirjestatud hulk, mida vaadeldakse kategooriana P (vt. nididet 1.11.2) ja
a € P. Meenutame, et kategoorias P on koik morfismid bimorfismid (néide 2.31). Objekti a alamobjektid
on koigi elementide hulk, mis on a-st viaiksemad voi a-ga vordsed, s.t. elemendi a poolt tekitatud paafilter
al = {b € P|b < a}. Duaalselt on objekti faktorobjektid koigi elemendist a suuremate voi vordsete
elementide hulk, s.t. elemendi a poolt tekitatud pddideaal a1 := {b € P | a < b}. Kuna kategoorias P on
isomorfismid vaid tihikmorfismid, kehtivad ka al = Subp(a) ja aT = Quotp(a). |

Definitsioon 2.57. Oeldakse, et kategooria C on korrektse voimsusega®’, kui iga objekti A € Ob(C)
korral Subc(A) on hulk.

Oeldakse, et kategooria C on korrektse kovoimsusega®, kui iga objekti A € Ob(C) korral Quot.(A)
on hulk.

Niide 2.58. Kategooriad Set, Mon, Ab, Rng, Vecg, Ban; ja Top on koik korrektse voimsusega ja ka
korrektse kovoimsusega. |

Naiide 2.59. Vaatleme kategooriat ORD, mille objektideks on ordinaalarvud. Teadupoolest on koik or-
dinaalarvud lineaarselt jéirjestatud, seega morfismide klass on sellest jarjestusest tulenev (analoogiliselt
néitega 1.11.2 ja néitega 2.56). Kategooria ORD on korrektse voimsusega, kuid pole korrektse kovoimsu-
sega. O

44Siimbol #(A) tdhistab hulga A vGimsust.

45Siinkohal matleme kujutuse h: A —s B hulgateoreetilist tuuma, s.t. seost ker h := {(a1, a2) | h(a1) = h(az)} C A x A.

46Siinkohal métleme homomorfismi f: G —s G’ algebralist tuuma, s.t. alamriihma ker f = {g | f(g) = 1¢ G.

47 well-powered

48 ell-copowered voi co-well-powered
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2.3.1. Viilud ja koviilud

Mingi objekti alam- ja faktorobjektide klassi on voimalik vaadelda ka kui omaette kategooriat. Need
uued kategooriad on tihedatl seotud kategooriateoreetiliste moistete viil ja kowviil. Alljargnevalt tutvume-
gi nende moistetega. Tulenevalt levinud terminoloogiast on alamobjektidega seotud just objekti iileste
objektide kategooria.

Definitsioon 2.60. Kui A € Ob(A) on kategooria A fikseeritud objekt, siis leidub A-iileste objektide
kategooria ehk A poolt tekitatud viil*® (A | A), mis on defineeritud jérgmiselt.

1. Objektid on paarid (B, f), kus f : B — A.

2. Morfism h: (B, f) — (B’, f’) on A morfism h : B — B’, mille korral f' oh = f.

3. Komponeerimine kategoorias (A ] A) on indutseeritud A komponeerimise poolt.

4. Objekti (B, f) tihikmorfismiks on idp.

B B’
h
Olgu C kategooria. Vaatleme alamkategooriat C' C C, mille objektid on tépselt kategooria C objektid,
kuid morfismideks on ainult kategooria C monomorfismid. Niitid on objekti A € Ob(C) alamobjektide
klass téapselt elemendi A poolt tekitatud viilu (C' | A) kategoorias C’ objektide klass.
Vaatleme, aga viile niiiid eraldiseisva konstruktsioonina.

Niide 2.61. Olgu C kategooria, milles on 16ppobjekt 1. Sel juhul on viil (C | 1) isomorfne kategooriaga
C. Nimelt vaatleme iga objekti A € C paarina (A, f4), kus fa: A—1 on loppobjekti definitsioonist
tulenev {iheselt méaratud morfism. a

Lause 2.62. Olgu C kategooria ja A € Ob(C).
1. Viilus (C | A) leidub loppobjekt (A,id,).
2. Kui kategoorias C on algobjekt 0, siis (0, fa) (kus fa: 0—=A) on viilu (C | A) algobjekt.

TOESTUS. 1. Vaatleme objekti (A,id4) € Ob((C | A)). Olgu (B, f) € Ob((C | A)) suvaline objekt,
siis f: B— A. Paneme téihele, et f: (B, f) —(A,id4) ning kehtib id4 of = f. Oletame niiiid, et
leidub veel mingi morfism g: (B, f) — (4,id4). Sel juhul

idgog = f =1idaof.

Kuna id 4 on isomorfism, siis on ta ka monomorfism, mistottu saame g = f. Jérelikult on morfism
fi (B, f)—=(A,id4) iiheselt m&&ratud.

2. Olgu kategoorias C algobjekt 0. Votame suvalise objekti (B, f) € Ob((C | A)). Ténu algobjekti
definitsioonile leidub {iheselt médratud morfism fp: 0 — B. Paneme tdhele, et

f o fB € Morc(O,A) = {fA},

mistottu fo fg = fa. Seega oleme konstrueerinud morfismi f: (0, f4)—=(B, f) kategoorias (C | A),
mis on iihene ténu f, ihesusele kategoorias C. |

Viilu moiste duaalne moiste on koviil, mis on analoogiliselt seotud faktorobjektidega.

Definitsioon 2.63. Kui A € Ob(A) on kategooria A fikseeritud objekt, siis leidub A-aluste objektide
kategooria® ehk A poolt tekitatud koviil (A | A), mis on defineeritud jirgmiselt.

1. Objektid on paarid (B, f), kus f: A — B.

2. Morfism h : (B, f) — (B’, f’) on A morfism h : B — B’, mille korral ho f = f'.

3. Komponeerimine kategoorias (4 | A) on indutseeritud .4 komponeerimise poolt.

4. Objekti (B, f) thikmorfismiks on idp.

49
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B B’
h

Duaalselt nideme, et objekti A € Ob(C) faktorobjektid on tépselt kategooria (A,C”) objektid, kus C”
on kategooria C alamkategooria, mille objektideks on koik kategooria C objektid ning morfismideks on
kategooria C epimorfismid.

Lause 2.64. Olgu C kategooria ja A € Ob(C).
1. Koviilus (A ] C) leidub algobjekt (A,id4).
2. Kui kategoorias C on loppobjekt 1, siis (1, fa) (kus fa: A—=1) on koviilu (A | C) loppobjekt. [p]

Naiide 2.65. Vaatleme taaskord kategooriat P = (P, <), kus P on jarjestatud hulk. Fikseerime elemendi
a € P. Paneme tdhele, et kategoorias P kehtib (P | a) = Subp(a) = al ning (a | P) = Quotp(a) = at
(vorrelda niitega 2.56). Kahjuks tekib siin ebakola levinud terminoliigiaga, nimelt objekti a alamobjektid
on iihtlasi ka a-tilesed objektid ning a faktorobjektid on a-alused objektid. O

Mairkus 2.66. Viilud ja koviilud on tegelikult erijuhud palju ildisemast konstruktsioonist, mida nime-
tatakse komakategooriaks. Komakategooriatega tutvume hiljem (def. 3.16).

2.4. Ulesanded

Ulesanded 2.67. 1. Kui monomorfism on retraktsioon, siis ta on isomorfism (vt. lauset 2.23).

2. Toestada, et konkreetses kategoorias on iga retraktsioon siirjektiivne (vt. lauset 2.6).
Toestada, et konkreetses kategoorias on iga siirjektiivne morfism epimorfism (vt. lauset 2.6).
Millised on monomorfismid, epimorfismid, bimorfismid ja isomorfismid sinu lemmikkategoorias?
Kas su lemmikkategoorial on olemas 16pp-, alg- v6i nullobjekt?
Vaatleme kategooriat Set, (nn. aluspunktiga hulkade kategooria®'), mille objektid on paarid
(A, a), kus A on (mittetiihi) hulk ja a € A (nn. aluspunkt®?). Morfism f: (A, a)— (B, b) kategoo-
rias Set, on kujutus f: A— B, mille korral f(a) = b. Tdestage, et kateoorias Set;, on iga algobjekt
ka loppobjekt, s.t. nullobjekt.
7. Toestada otse, et kategooria Set iga objekt on projektiivne (vt. niidet 2.47).
Millised on projektiivsed objektid sinu lemmikkategoorias?
9. Toestada, et kategooria Set objekt on injektiivne parajasti siis, kui ta on mittetiihi.

S oW

%

5lpointed set
52pase point
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3. Funktorid

Selles peatiikis tutvume funktori moistega. Laias laastus on funktorid kategooriate vahel sarnased
homomorfismidega algebraliste struktuuride vahel.

3.1. Kovariantsed ja kontravariantsed funktorid

Definitsioon 3.1. Kovariantne funktor®® F kategooriast A kategooriasse B, mida tihistatakse
F: A— B, koosneb
1. kujutusest Fp : Ob(A) — Ob(B) kategooriate A ja B objektide klasside vahel; objekti A € Ob(A)
kujutist tdhistatakse F'(A);
2. A iga objektipaari (A, A") jaoks kujutusest FlA’A, : Mor4(A, A') — Morg(F(A), F(A")); morfismi
f € Mora(A, A’) kujutist tahistatakse F(f);
nii et on tadidetud jirgmised tingimused:
1. mistahes morfismide f € Mor4(A, A’) ja g € Mor4(A’, A”) korral

Flgo f)=F(g) o F(f);
2. iga objekti A € Ob(.A) korral
F(ida) = idpa) -

Ar—— F(A)
I F(f)
A'——=F(A)

Definitsioon 3.2. Kontravariantne funktor® F kategooriast A kategooriasse B, mida tihistatakse

samuti F': A— B koosneb
1. kujutustest Fy : Ob(A) — Ob(B) kategooriate A ja B objektide klasside vahel; objekti A € Ob(A)
kujutist tdhistatakse F'(A);
2. A iga objektipaari (A, A") jaoks kujutustest FlA’A' : Mor4(A, A’") — Morg(F(A"), F(A)); morfismi
f € A(A, A") kujutist tahistatakse F(f);
nii et on tdidetud jargmised tingimused:
1. mistahes morfismide f € Mor4(A, A’) ja g € Mor4(A’, A”) korral

F(go f) = F(f) o F(g);
2. iga objekti A € Ob(.A) korral
F(ida) = idpa) -

Ar—— F(A)
I F(f)

A'+——F(A)
Olgu A kategooria. Funktorit F': A — A nimetatakse endofunktoriks.

Lause 3.3. Kategooriate A ja B korral leidub iiksiihene vastavus kontravariantsete funktorite A — B ja
kovariantsete funktorite A°® — B vahel.

TOESTUS. On selge, et iga kategooria C korral eeskiri
()P:C—CP C—C, frfP

on kontravariantne funktor ja (__)°P o (_)°? =id¢ (ehk (C°P)°P =C).

Kui F : A — B on kontravariantne funktor, siis F o (_)°" : A°? — B on kovariantne funktor,
sest kahe kontravariantse funktori kompositsioon on kovariantne funktor. Samuti, kui G : A°? — B on
kovariantne funktor, siis G o (__)°? : A — B on kontravariantne funktor. Et F o (_)°? o (_)°? = F ja
G o (_)°Po(_)° = @G, siis ongi meil olemas noutav iiksiithene vastavus. |

53 (covariant) functor
54 contravariant
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Seda tulemust silmas pidades rafigime edaspidises vaikimisi alati kovariantsetest funktoritest (mis
lahtuvad siis kas kategooriast A voi A°P). Monikord voib olla mugav vaadelda kontravariantseid funktoreid
A — B kui kovariantseid funktoreid A — B°P.

Naited 3.4. Toome moned kovariantsete funktorite naited.

1.

Iga kategooria A korral leidub iihikfunktor® id 4 : A — A, mis on objektidel defineeritud vordu-
sega id4(A) = A ja morfismidel vordusega id4(f) = f.

. Kategooria A iga alamkategooria B tekitab loomulikul viisil sisestusfunktori®® Jz: B — A, mis

on lihtsalt {ihikfunktori id 4 ahend kategooriale B.
Kui A ja B on kategooriad ja B € Ob(B) on fikseeritud objekt, siis leidub konstantne funktor®”
objektile B, A“g} : A — B ehk lihtsalt Ap, mis on defineeritud vordustega

AB(A) = B, AB(f) = idB
iga A € Ob(A) ja kategooria A iga morfismi f korral.

. Unustav funktor®® U : Grp — Set kujutab riithma (A4, -) tema pohihulgaks A ja rithmahomomor-

fismid vastavateks kujutusteks. Samamoodi voib veel vaadelda unustavaid funktoreid Rng — Ab
(“unustab &ra” korrutamise), Ring — Mon (“unustab &ra” liitmise) vo6i Ban; — Vecg (“unustab &ra”
normi).

. Vaba riihma funktor®® F : Set — Grp seab igale hulgale A vastavusse vaba rithma, mille tekitajate

hulgaks on A, ning igale kujutusele f indutseeritud homomorfismi, mis tekitajatel langeb kokku
kujutusega f.

Iga rithma A korral olgu A’ selle rithma kommutaatoralamriihm, s.t. alamriihm, mis on tekitatud
koigi elementide poolt, mis on kujul aba='b~1 kus a,b € A. (Olgu a,b € A. Elementi [a,b] :=
aba~'b~! nimetatakse a ja b kommutaatoriks. Rithma A kommutaatoralamriihm A’ avaldub kujul

A" :={[a,b] | a,b € A}.)
Defineerime F' : Grp — Ab vordustega
F(A):=A/A", F(h)(aA’) = h(a)B’,

koigi riihmade A, B ja rithmade homomorfismide h : A — B korral. Siis F' on funktor, mida
nimetame abelistamise funktoriks®’.

Kui R on ring ja Mg on fikseeritud parempoolne R-moodul, siis leidub mooduliga M tensorkor-
rutamise funktor M ®z_ : RpMod — Ab (vasakpoolsete R-moodulite kategooriast Abeli riihmade
kategooriasse Ab), mis on defineeritud vordustega

(M ®R7)(RN) =M ®pg N, MR(f) = ids ®f

iga vasakpoolse R-mooduli g N ja iga vasakpoolsete R-moodulite homomorfismi f korral.

Olgu (P, <) ja (@, <) jarjestatud hulgad, mida vaatleme kategooriatena nii nagu niites 1.11(2).
Selliste kategooriate vahelised funktorid on parajasti kujutused f : P — @, mis séilitavad jarjestuse.
Olgu (5, ) ja (T, *) monoidid, mida vaatleme kategooriatena nii nagu néites 1.11(4). Selliste kategoo-
riate vahelised funktorid on parajasti nende monoidide vahelised homomorfismid. Seega funktorit

voib vaadelda monoidide homomorfismi iildistusena. O

Naiited 3.5. On ka palju kontravariantsete funktorite néaiteid.

1.

Leidub funktor g : Set — Set, mis seab igale hulgale A vastavusse tema koigi alamhulkade hulga
©(A) ja kujutusele f : A — B kujutuse f~!: p(B) — p(A), mis kujutab B alamhulga C hulgaks
f~YC) C A (ehk hulga C originaaliks).

. Kui (X, 7) on topoloogiline ruum, siis X kdigi lahtiste alamhulkade U hulk 7 on jarjestatud hulk

sisalduvusseose suhtes ja seega tekitab kategooria, kus morfism LE : V. — U leidub parajasti siis,
kui VC U. Olgu C(U) = {h : U — R | h on pidev}. Siis C': 7 — Set on funktor, kui defineerime
kujutused C(:;) : C(U) — C(V) vordusega

C(ur)(h) := hly. O

55identity functor

5
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58 forgetful functor
59free (group) functor
60 gbelization functor (Abeli riihm abelian group kirjutatakse inglise keeles alati viiikese tidhega)
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Jargmisena toome sisse funktorid, mis on kategooriateoorias viiga suure tihtsusega.

Naiide 3.6. Kategooria C fikseeritud objekti C' korral defineerib reegel
Ar——=Mor¢(C,A) > ¢
f Jo__
B+———>More(C,B) >fog
kovariantse funktori Morc(C,_) : C — Set, mida nimetatakse kovariantseks hom-funktoriks voi

kovariantseks mor-funktoriks®!. Mirgime, et tihti kirjutatakse — ja vahel kirjutame meiegi — tihise
f o __asemel Mor¢(C, f). O

Naiide 3.7. Kategooria C fikseeritud objekti C' korral defineerib reegel
A+——> Mor¢(4,C) >gof
! _of
B+——Mor¢(B,C) > g

kontravariantse funktori More(_,C) : C — Set, mida nimetatakse kontravariantseks hom-funktoriks
voi kontravariantseks mor-funktoriks. Sarnaselt kovariantsele juhule, tdhistatakse tihti jargnevalt
_ o f=:More(f,C). O

Funktorite F' : A — B ja G : B — C korral on voimalik moodustada nende kompositsioon ehk korrutis
GoF : A— C (mis osutub samuti funktoriks), kui defineerida

(Go F)(A) := G(F(4)), (GoF)(f):=G(F(f))

kategooria A iga objekti A € Ob(.A) ja iga morfismi f korral. Korrutise G o F' variantsus on méiratud
jargmise reegliga:

F Ke | GoF
kovariantne kovariantne kovariantne
kovariantne kontravariantne | kontravariantne
kontravariantne | kovariantne kontravariantne

kontravariantne | kontravariantne | kovariantne.

Funktorite komponeerimine on assotsiatiivne ja iihikfunktorid kiituvad iihikelementidena sellise kompo-
neerimise suhtes. See voib viia mottele vaadelda “koigi kategooriate kategooriat”, kus funktorid méngiks
morfismide rolli. Kahjuks koigi kategooriate kogum ei ole enam klass ja ka koigi iihest kategooriast teise
viivate funktorite kogum ei pruugi olla hulk. Viljapais sellest on muuta kategooria definitsiooni lubades
suuremaid objektide ja morfismide kogumeid (konglomeraate). Selliseid asju nimetame kvaasikategoo-
riateks®? (Herrlichi ja Streckeri jirgi). Seega koigi kategooriate ja nendevaheliste funktorite kogum, mis
on varustatud funktorite komponeerimisega, on kvaasikategooria, mida téhistatakse CAT. Siiski, kui .4
on vaike kategooria ja B on suvaline kategooria, siis koigi funktorite kogum Fun(A, B) kategooriast .4 ka-
tegooriasse B on klass, ja kui B on ka viike, siis Fun(A, B) on hulk. Seega voime konelda koigi viikeste
kategooriate kategooriast, mida téhistatakse Cat.

3.2. Funktorite omadusi
Definitsioon 3.8. Vaatleme funktorit F : A — B ja iga objektipaari A, A" € Ob(.A) korral kujutust
FA  Mora(A, A') — Morg(F(A), F(A), f F(f).

Funktor F' on

61 (covariant) hom- v&i mor-functor
62 quasicategory
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tapne®, kui kujutus FlA’A/ on injektiivne iga A, A’ € Ob(A) korral;

taielik®, kui kujutus FlA’A/ on siirjektiivne iga A, A’ € Ob(A) korral;

tiielik ja tdpne, kui kujutus FlA’A/ on bijektiivne iga A, A’ € Ob(A) korral;

¢ kategooriate isomorfism®®, kui leidub selline funktor G : B — A, et FoG =idg ja Go F = id4.

Tavaliselt nimetatakse kategooriate isomorfismideks vaid kovariantseid funktoreid. Samadele tingi-
mustele vastavat kontravariantset funktorit (s.t. kontravaiantset funktorit F': A—B, mille korral leidub
(kontravariantne) funktor G: B — A nii, et F o G = idg ja G o F' = id4) nimetatakse kategooriate
duaalsuseks5S.

Lemma 3.9. Kategooriate isomorfism on tdielik ja tdpne.

TOESTUS. Olgu funktor F': A—I isomorfism, seega leidub G: B—=A nii, et FoG = idg ja GoF = id 4.
Fikseerime objektid A, A" € Ob(A). Olgu f,g € Mor4(A, A’) sellised, et F(f) = F(g). Nuid

f=1da(f) = (Go F)(f) = G(F(f)) = G(F(g9)) = (G o F)(g) = ida(g) = g-

See toestabki, et FlA A" on injektiivne ehk F on tédpne.
Olgu niitid h € Morg(F'(A), F(A’)). Nuid

h=idg(h) = (F o G)(h) = F(G(h)).

Seega G(h) on morfismi h originaal kujutuse FlA A jargi, mistottu F’ 1‘4 A" on siirjektiivne. Jarelikult F' ka
taielik. [ ]

Naiide 3.10. 1. Unustav funktor U : Grp — Set on tépne, aga mitte téielik ning ta ei ole kategooriate
isomorfism.
2. Unustav funktor U : Ab — Grp on téielik ja tdpne, sest mistahes Abeli rithmade A ja B korral
Morap(A, B) = Morgp(A, B).
Konstantne funktor Ap : A — B ei ole harilikult ei téielik ega tépne.
Kaks monoidi kui kategooriad on isomorfsed parajasti siis kui nad on isomorfsed monoididena.
5. Kui A C C on kategooria C téielik alamkategooria, siis sisestusfunktor J: A—C on téielik ja tdpne.
O

- w

Maéarkus 3.11. Kahjuks on kategooriate isomorfsus viga tugev tingimus ning vidga harva juhtub, et kaks
kategooriat on isomorfsed (kui nad just vordsed pole). Seepérast on praktikas palju olulisem kategooriate
ekvivalentsus, millega tutvume hiljem (def. 6.15).

Definitsioon 3.12. Vaatleme funktorit F : A — B. Utleme, et funktor F
1. sdilitab monomorfisme®”, kui A iga morfismi f korral

f on monomorfism = F(f) on monomorfism.
2. F peegeldab monomorfisme®®, kui A iga morfismi f korral
F(f) on monomorfism = f on monomorfism.

Loomulikult saab samasugused definitsioonid anda ka teiste morfismitiiiipide jaoks.

Lause 3.13. Tdpne funktor peegeldab monomorfisme ja epimorfisme.

TOESTUS. Vaatleme tédpset funktorit F' : A — B ja morfismi f : A — A’ kategoorias A, mille korral
F(f): F(A) — F(A’) on monomorfism kategoorias B. Oletame, et f o g = f o h mingite morfismide
g,h: A” — A korral. Siis

fog=foh = F(f)eF(g)=F(fog)=F(foh)=F(f)oF(h) = F(g9)=F(h) = g=h,

63 faithful

64 full

65somorphism of categories
66 duality of categories

87 preserves (monomorphisms)
68 reflects (monomorphisms)
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kus teine implikatsioon kehtib sellepérast, et F'(f) on monomorfism ja viimane implikatsioon sellepérast,
et F on tdpne. Samamoodi, kui F(f) on epimorfism ja go f = h o f mingite g, h : A” — A” korral, siis

gof=hof = Flg)oF(f)=F(h)oF(f) = Flg)=F(h) = g=h.
Kokkuvottes peegeldab F' monomorfisme ja epimorfisme. |
Lause 3.14. Iga funktor sdilitab isomorfisme.

TOESTUS. Kui ko f =ida, kus f: A= Bjak: B — A, siis F(k)oF(f) = F(ko f) = F(ida) = idp(a).
See toestab, et F' sdilitab nii koretraktsioonid kui ka retraktsioonid ning seega isomorfismid. |

Lause 3.15. Tdielik ja tipne funktor peegeldab isomorfisme.

TOESTUS. Oletame, et F': A — B on taielik ja tdpne funktor, f : A — A’ on morfism kategoorias A ja
F(f): F(A) — F(A’) on isomorfism kategoorias B. Siis F'(f) o s = idpas) ja s o F(f) = idp(4) mingi
morfismi s : F(A") — F(A) korral. Kuna F on téielik, siis s = F'(g) mingi g : A’ — A korral. Siis

F(fog)=F(f)oF(g9) =idpay = F(ida)
ja
F(go f)=F(g)o F(f)=idpay = F(ida),

millest tdnu F' tapsusele jarelduvad vordused fog=ida ja go f =id4. Seega f on isomorfism. |

3.3. Komakategooriad

Liéhtudes antud funktorist (voi funktoritest), on voimalik konstrueerida uusi kategooriaid. Esitame
siin moned sellised konstruktsioonid.

A-Lsc<S B
Definitsioon 3.16. Olgu F : A — C ja G : B — C funktorid. Komakategooria® (F' | G) (ehk (F,G))
defineeritakse jargmiselt:
1. kategooria (F' | G) objektid on kolmikud (A4, f, B), kus A € Ob(A), B € Ob(B) ja f : F(A) — G(B)
on C morfism;
2. morfism objektist (A, f, B) objekti (A’, f’, B') kategoorias (F' | G) on paar (a,b), kus a : A — A’
kategoorias A, b : B — B’ kategoorias B ja f' o F(a) = G(b) o f;
3. komponeerimine kategoorias (F | G) on indutseeritud A ja B komponeerimiste poolt, s.t., et

(a',b") o (a,b) = (a’ o a,b ob);

4. objekti (A, f, B) ithikmorfismiks on (id4,idg).

FA) — 9 pany— 9 pan

C: f‘/ ! i
! "

G(B) — > G(B) o G(B")

Naiide 3.17. Votame eelmises definitsioonis A = 1, s.o. diskreetse kategooria {iheainsa objektiga x, ning
olgu C € Ob(C). Siis objekti C voib vaadelda kui konstantset funktorit Ac : 1 — C, x +— C.
{x} _fc_ 0% g

Vottes F' = A¢ saame kategooria (A¢ | G), kus objektid on kolmikud (%, f, B), kus B € Ob(B) ja
f: C — G(B), ning morfismid (, f, B) — (%, f’, B’) on paarid (id,,b) kus b : B — B’ on selline, et

69
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f'=f'oAc(idy) = G(b) o f. Ilmselt on see kategooria isomorfne kategooriaga, mille objektid on paarid
(f,B), kus B € Ob(B), f : C — G(B), ning kus morfismid (f, B) — (f’, B’) on sellised B morfismid
b: B— B’ et f' = G(b)o f. Tahistame viimase kategooria siimboliga (C' | G) ja nimetame seda objekti

C G-aluste objektide kategooriaks.
\

G(B) —— = G(B)

C
f

Kui votame veel G = id¢ (kategooria C iihikfunktor), saame tapselt C-aluste objektide kategooria ehk C
poolt tekitatud koviilu (C | id¢) = (C | C) (vt. definitsiooni 2.63).

(290 ¢
Analoogiliselt voib saada C' F-iileste objektide kategooria ja C-iileste objektide kategooria ehk C' poolt
tekitatud viilu. ]

Niide 3.18. Olgu A = 1, F' = Ay,; : 1 — Set konstantne funktor, mis on defineeritud vordusega
Ay (x) = {*}, ning olgu G : B — Set suvaline funktor.

G

Ay
1={x} Set B

Siis on komakategooria (A, | G) objektid kolmikud (x, f, B), kus B € Ob(B) ja f : {*} — G(B) on
kujutused. Iga sellise kujutuse voib samastada hulga G(B) elemendiga f(x). Morfism

(1,,0) : (%, f, B) — (%, f', B")
peab muutma jargneva diagrammi kommutatiivseks.

(— 4

fl Lf,

G(B) —55— G(B)

Sellist komakategooriat nimetatakse G elementide kategooriaks™ ja tiihistatakse el(G).

Tahistust veidi muutes voib delda, et funktori G : B — Set elementide kategooria konstrueeritakse
jargmiselt:

1. kategooria el(G) objektid on paarid (b, B), kus b € G(B);

2. morfism h : (b, B) — (b, B’) on selline morfism h : B — B’, et G(h)(b) = V';

3. kategooria el(G) komponeerimine on indutseeritud B komponeerimise poolt;

4. objekti (b, B) ithikmorfism on idg: (b, B) — (b, B). O

Jargnevalt vaatleme endofunktori algebrate konstruktsiooni. See on seotud teatava komakategooriaga,
kus A=B=C, F: A— A on suvaline funktor ja G = id4 on kategooria A iihikfunktor.

Definitsioon 3.19. Endofunktori F : A — A algebrate (liihidalt: F-algebrate) kategooria™ Alg(F)
konstrueeritakse jargmiselt.

1. Objektid on paarid (4, f4), kus f4: F(A) — A.

2. Morfism ¢ : (A, f4) — (A’,fA/) on selline A morfism p: A — A’ et f4 o F(p) = ¢po fA

3. Kategooria Alg(F') komponeerimine on indutseeritud A komponeerimise poolt.

4. Objekti (A, f4) iihikmorfism on morfism id 4.

70 category of elements
Lalgebra of an endofunctor F v6i F-algebra
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F(y)

F(A) F(A') F(A”)
A i lfA”
A A/ A//

¢ "

Paneme téhele, et kategooria Alg(F') on isomorfne komakategooria (F' | id4) téieliku alamkategoo-
riaga, mille objektideks on sellised kolmikud (A, f, B), kus A = B.

Niide 3.20. Traditsionaalselt vaadeldakse universaalalgebrat (A, (f;)icr) kui hulka A, millel on antud
teatud algebralised tehted f : A" — A, kus n; € Ny. Tehted vdib kokku votta iiheks kujutuseks
A |lic; A™ — A, nii et universaalalgebra on antud hulgaga A ja kujutusega fA: F(A) — A, kus
kategooria Set endofunktor F' on objektidel defineeritud vordusega

F(X) = | xm™

iel

ja iga kujutuse f: X — Y korral kujutus F(f) : | |;c; X" — | |;c; Y™ on defineeritud vordusega

F(f)($1,7$n1) = (f(ml)a’f(wm))7

kus (x1,...,2p,) € X™. Niiteks rithma voib vaadelda kui Set-endofunktori F-algebrat, kus F(X) =
XOUX1UX2. Saab niidata, et kui (A4, f4) ja (B, f?) on kaks sama tiiiipi algebrat, siis kujutus ¢ : A — B
on algebrate homomorfism parajasti siis, kui jirgmine diagramm kommuteerub:

iel

F(A) F(p)

F(B)

fE -

fA
A—B

® O

Teoreetilises arvutiteaduses on eriti kasulikuks osutunud endofunktori algebratega duaalsed koalgeb-
rad. Nende kategooria on isomorfne komakategooria (id4 | F') sellise téieliku alamkategooriaga, mille
objektideks on kolmikud (A4, f, A), A € Ob(A).

Definitsioon 3.21. Endofunktori F' : A — A koalgebrate (lithidalt: F-koalgebrate) kategooria
Coalg(F') konstrueeritakse jargmiselt.
1. Objektid on paarid (A, a4), kus a g : A — F(A). (Kui A = Set, nimetatakse kujutusi a4 koalgebra
(A, aa) struktuurikujutusteks.)
2. Morfism ¢ : (A, 4) — (A, a’) on selline A morfism ¢ : A — A’, et F(¢) oas = aa 0.
3. Kategooria Coalg(F') komponeerimine on indutseeritud .A komponeerimise poolt.
4. Objekti (A, a4) ithikmorfism on morfism id 4.

A ? Al

a A (e Y'Y

F(A) —— F(4)

Niide 3.22. Loplikke ja lopmatuid X-jéarjendeid (X on mingi hulk) v6ib modelleerida kui funktori F :
Set — Set koalgebraid, kus F' on defineeritud vordusega

F(X) = {+} U (2 x X).
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Hulga ¥ elementide koigi loplike ja lopmatute jéarjendite hulgal %°° defineeritakse struktuurikujutused
s 1 X — {x} U (X x X°°) vordusega

(o) := *, kui o on tiihi list,
Opeeld) = (head (o), tail(c)), kui o on mittetiihi list.

Siin head(c) all moistetakse jirjendi esimest elementi ja tail(oc) moodustavad jérjendi koik iilejadnud
elemendid. O

Naiide 3.23. Mittetiihje binaarpuid, mille lehed on tiiiipi X, v6ib modelleerida kui funktori F' : Set — Set
koalgebraid, kus F' on defineeritud vordusega

F(X):=YU(X x X).
Koigi selliste puude hulgal T vo6ib struktuurikujutused ar : T — X U (T x T') defineerida vordusega

() = tel, kui ¢t on leht,
arit) = (left(t), right(¢)), kui ¢ ei ole a leht.

Siin left(¢) on tipu ¢ vasakpoolne alampuu ja right(¢) on tipu ¢ parempoolne alampuu. O

Naiide 3.24. Olgu andmetiitipide A = PANGAKONTO ja Q jaoks antud operatsioonid rahasisse ja
kontojask:
rahasisse: AXQ — A,
kontojddk : A — Q.

Pangakonto tiiiip koos nende operatsioonidega tekitab funktori F(X) = X© x Q koalgebra (4, ), kus
struktuurikujutusel a4 : A — A2 x Q on kuju

a4(a) = (rahasisse(a,_),kontojisk(a)). O

Naiide 3.25. Deterministlikke automaate voib vaadelda koalgebratena. Fikseeritud hulga 3 jaoks vaat-
leme kovariantset mor-funktorit F = Set(X, ) = (_)* : Set — Set. F-koalgebra olgu antud kujutusega
as: A — A%, Sellised kujutused on iiksiiheses vastavuses kujutustega 64 : A x ¥ — A, see tahendab,
deterministlike automaatidega, mille sisendtdhestik on ¥, olekute hulk A ja tileminekufunktsioon § 4, kui
defineerime

da(a, o) = aala)(o).

A 4 B
A ap
A= B*
F(p)=wpo__

Kujutus ¢ : A — B on F-koalgebrate homomorfism, kui (¢ o a4)(a) = ag(¢(a)), see tdhendab, kui

p(84(a,0)) = paa(a)(0)) = ((p o aa)(a))(0) = (as(p(a))(0) = dp(p(a), 0),

iga a € Aja o € X korral. Vordus ¢(d4(a,0)) = dp(p(a),o) on tépselt see, millega defineeritakse
automaatide homomorfism. O

3.4. Ulesanded

Ulesanded 3.26. 1. Konstrueerida funktor oma lemmikkategooriast monda teise kategooriasse voi
monest teisest kategooriast oma lemmikkategooriasse. Kas sellel funktoril on moni hda omadus?
2. Toestada, et funktor F': 4 — B on kategooriate isomorfism parajasti siis, kui ta on téielik, tdpne
ja indutseerib bijektsiooni Ob(A) — Ob(B) objektide klasside vahel.
3. Toestada, et kategooriate isomorfism séilitab ja peegeldab monomorfisme ja epimorfisme.
4. Néidata, et kategooriate A ja B otsekorrutist A x B (vt. definitsiooni 1.16) v6ib vaadelda komaka-
tegooriana.
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4. Loomulikud teisendused

4.1. Loomulike teisenduste definitsioon ja naited

Loomulikke teisendusi voib vaadelda kui funktoritevahelisi morfisme.

Definitsioon 4.1. Olgu F,G : A — B kaks kovariantset funktorit kategooriast A kategooriasse B.
Loomulik teisendus™ o : F = G funktorist F funktorisse G on kategooria B morfismide siisteem
(aa: F'(A) — G(A)) acob(a), mis on indekseeritud A objektide jérgi, mille korral aar o F'(f) = G(f)oaa
kategooria A iga morfismi f : A — A’ korral, s.t. jargmine ruut on kommutatiivne:

A F(A) —2 > G(A)
f F(f)l lG(f)
A F(A) ———G(4))

Morfismi a4, kus A € Ob(A), nimetatakse loomuliku teisenduse o = (@4)acob(4) komponendiks
kohal A.

Definitsioon 4.2. Olgu F,G : A — B kaks kontravariantset funktorit kategooriast 4 kategooriasse
B. Loomulik teisendus a : F' = G funktorist F' funktorisse G on kategooria B morfismide siisteem
(aa: F(A) = G(A)) acob(a), mis on indekseeritud A objektide jérgi, mille korral G(f)oaa = aroF(f)
kategooria A iga morfismi f : A — A’ korral, s.t. jargmine ruut on kommutatiivne:

A F(A) — > G(4)
f F(f)T WG(f) .
Al F(A) ———G(4))

Definitsioon 4.3. Loomulikku teisendust « : F' = G, kus F,G : A — B, nimetatakse loomulikuks
isomorfismiks, kui a4 : F(A) — G(A) on isomorfism kategoorias B iga A € Ob(A) korral. Funktoreid
F ja G nimetatakse loomulikult isomorfseteks (tdhistus: F' & G), kui leidub loomulik isomorfism
F=aG.

Loomulik isomorfsus on ilmselt ekvivalentsiseos konglomeraadil Fun(A, B).
Funktorite F,G : A — B korral tdhistame koigi nendevaheliste loomulike teisenduste konglomeraati
tahisega Nat(F, G).

Niide 4.4. Iga funktori F : A — B jaoks leidub selle funktori samasusteisendus™ idy : F = F, mis
on defineeritud vordusega

(idF)A = idF(A)
iga A € Ob(A) korral. O

Niide 4.5. Olgu f : B — A fikseeritud morfism kategoorias A. Definitsioon

Mor4(f, _)c(g) :==go f,

g : A — C, annab loomuliku teisenduse Mor 4(f, ) : Mor4(A,__) = Mor4(B,_) objektide A ja B poolt
tekitatud mor-funktorite vahel, sest kategooria A iga morfismi h : C' — C’ korral (hog)o f =ho(go f),
s.t. jirgmine ruut on kommutatiivne:

Mor .
C Mor 4(A,C) eratJe Mor4(B,C)
h Mor 4 (A,h) =ho__ Mor 4 (B,h) =ho__
c’ M AC M B,C’
Al ) g D MoralB, )

2 natural transformation
73identity natural transformation
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Duaalselt, fikseeritud morfismi f : A — B korral kategoorias A, definitsioon

Mora(_, fle(g) == fogy,

g : C — A, annab loomuliku teisenduse Mor4(_, f) : Mora(_, A) = Mor4(_, B) kontravariantsete
mor-funktorite vahel. a

Niide 4.6. Fikseeritud korpuse K korral voime vaadelda kontravariantset mor-funktorit Moryec, (__, K) :
Veck — Set. On histi teada, et vektorruumi V korral tile K saab lineaarkujutuste V' — K (ehk lineaarsete
funktsionaalide) hulka Moryec, (V, K) = Homg (V, K) =: V* vaadelda kui vektorruumi iile K punktivii-
siliste tehete suhtes. Veelgi enam, kui f : V — U on lineaarkujutus, siis kujutus Moryec, (_, K)(f) =
_of :U* = V* on ka lineaarkujutus. Seega funktorit Moryec, (__, K) voib vaadelda kui kontravariantset
funktorit Vecx — Veck. Me tihistame seda funktorit lithidalt (_)*. Funktori (_)* kompositsioon ise-
endaga on kovariantne funktor Vecyx — Veck. Me tdhistame seda (_)** ja nimetame teise kaasruumi
funktoriks. Iga vektorruumi V korral defineerime kujutuse oy : V- — V** = Homg (Homg (V, K), K)

vordusega
(av(a))(g) == g(a),

a €V, g€ Homg(V, K). Lineaaralgebrast on teada, et kujutused vy on vektorruumide lineaarkujutused.
Iga f € Homg (V,U), iga a € V jaiga h € Homg (U, K) = U* korral

(f eav)(a)(h) = (av(a)(_e f))(h) = av(a)(ho f) = (ho f)(a) = h(f(a)) = av(f(a))(h)
= (av o f)(a)(h),

mis téestab, et a = (av)veob(Veck) * idvecy = (L)

on loomulik teisendus.

Vv v ek
f _o(_of)=f""
ay(f(a))
/\
U Uu** U~ v K
au —of av (a) 0

Niide 4.7. Kui R* on iihikelemendiga assotsiatiivse ringi R multiplikatiivne monoid ja Mat, (R) on
koigi n-ndat jarku ruutmaatriksite hulk {ile R, mida vaatleme samuti multiplikatiivse monoidina, siis
detr : Mat, (R) — R*, A — det(A) on monoidide homomorfism. Veelgi enam, ruut

detr

Mat, (R) R*

Mat, (f) f

Matn(S) Tm) S*

kommuteerub iga ringide homomorfismi f : R — S korral (siin Mat,,(f) rakendab kujutust f maatriksi
koigile elementidele). See tdhendab, et determinant on loomulik teisendus det : Mat,, = (__)* funktorite
Mat,,, (_)* : Ring — Mon vahel. O

Niide 4.8. Oletame, et mingis programmeerimiskeeles L (néiteks néite 1.12 keeles) on olemas konst-
ruktor (_)*, mis lubab iga andmetiiiibi A (s.t. konstantide hulga) abil konstrueerida uue tiiiibi A*, mis
on koigi 1oplike A-jéarjendite hulk. Naiteks kui A = {a, b}, siis jarjendid [a, b, a],][ |, [b, b, b, b] kuuluvad
tiitipi A*. Kui f : A — B on keele L operatsioon, siis f* t&histab (tuletatud) operatsiooni A* — B*, mis
rakendab operatsiooni f antud A-jirjendi kéigile elementidele (nt. f*([a, b, a]) = [f(a), f(D), f(a)] € B¥).
On kerge niha, et (_)* : C(L) — C(L) on keele L poolt indutseeritud kategooria C(L) endofunktor.

Tiitibi A korral voib vaadelda hulka (A*)* = A**, mis koosneb koigi A-jirjendite jirjenditest; see on
saadud funktori (_)* kahekordsel rakendamisel. Sellise tiilibi A** jaoks voib soovida omada flatten-
operatsiooni, mis lihtsalt konkateneerib koik jérjendid jarjendis. Naiteks

flatten([[a, b, a],[], [b,b,b,b]]) = [a,b,a,b,b,b,b].
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Koigi selliste flatten-operatsioonide siisteem on loomulik teisendus (_)** = (_)

kommuteerub iga operatsiooni f : A — B korral:

flatten g

Ax* A*
e .

B** B*

flattenp

4.2. Funktorite kvaasikategooriad

Koigepealt néitame, et loomulikke teisendusi on voimalik komponeerida.

*

, sest jirgmine ruut

Lemma 4.9. Kui F,G, H : A — B on funktorid kategooriast A kategooriasse Bjaa : F = G, 8:G = H

on loomulikud teisendused, siis vordus
(Boa)a:=Baoaa,

A € Ob(A), defineerib loomuliku teisenduse foa : F = H.

F

S b N
~_ 7

H

A B

TOESTUS. Iga morfismi f: A — A’ korral kategoorias A

H(f)o(Boa)a=H(f)oBaoas=pBaoG(f)oas=pBaoaa ol (f)=(Boa)a oF(f).

(Boar) a

FA) " g4 — "~ H(4)

F(f) [G(f) lH(f)

F(A) G(A) —5—= H(4))

Qpr

(Boa) 41

Siit ndeme, et foa: F = H on toesti loomulik teisendus.

Loomulikku teisendust S o a: F = H nimetatakse loomulike teisenduste a: F = G ja f: G = H

(vertikaalseks) kompositsiooniks™.

Loomulikku teisendust o.: F' = (G nimetatakse p66ratavaks, kui leidub loomulik teisendus 5: G = F
nii, et oo f =idg ja foa = idp. Méargime, et « on pdoratav parajasti siis, kui o on loomulik isomorfism

(iilesanne 4.15.2).

Naide 4.10. Olgu f : B — A ja g : C — B morfismid kategoorias A. Vaatleme loomulikke teisendusi

Mor4(f,_) : Mor4(A,_) = Mora(B,_) ja Mora(g,_) : Mora(B,_) = Mor(C,

Siis

_) (vt. naidet 4.5).

(Mor(g,__) o Mora(f, _))p(h) = (Mora(g, _)p o Mora(f,_)p)(h) =Mora(g,_)p(ho f)
=(hof)og=ho(fog)=Mora(fog, )p(h)

iga morfismi h : A — D korral kategoorias A. Jarelikult

Mora(g,_) oMora(f, ) =Mora(fog,_ ).

™ (vertical) composition of natural transformations
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Definitsioonist jareldub kergesti, et loomulike teisenduste komponeerimine o on assotsiatiinve ja funk-
torite samasusteisendused kaituvad selle komponeerimise suhtes iihikelementidena. Seega voime moodus-
tada koigi kategooriast A kategooriasse B viivate funktorite kvaasikategooria Fun(A4, B), kus
morfismideks on loomulikud teisendused selliste funktorite vahel. Kui A on véike, siis see kvaasikategooria
on kategooria.

4.3. Loomulike teisenduste horisontaalne kompositsioon

Lisaks loomulike teisenduste niinimetatud vertikaalsele kompositsioonile o on olemas veel teine viis
loomulike teisenduste komponeerimiseks.

Lause 4.11. Vaatleme jirgmist olukorda:

F H
A ~Ua B U’ﬁ C )
G K

kus A, B,C on kategooriad, F,G, H, K on funktorid ja o, 8 on loomulikud teisendused. Vordus
(Bxa)a = BgayoH(aa) = K(aa)o Bruy: (HoF)(A) — (KoG)(A)
defineerib loomuliku teisenduse Bxa: Ho F = K oG.

HoF
A JBxaC

KoG

TOESTUS. Koigepdilt paneme téhele, et toepoolest Sg(a) o H(aa) = K(aa) o Br(a), sest B on loomulik
teisendus:

H(aa)
H(F(A)) H(G(A))

B

Br(a) Baay .

K(F(A)) W K(G(4))

Lisaks sellele on A iga morfismi f : A — A’ korral vélimine ristkiilik diagrammis

(B*a)a
(Ho F)(A) —_ (HoG)(A) — Y (Ko G)(A)
(HoF)(f) (HoG)(f) (oG (f)
(H o P)(A') ——s—s (H 0 G) (&) ——— (K 0 G)(4)
(B*ax) 57

kommutatiivne, sest vasakpoolne ruut kommuteerub o loomulikkuse ja H funktoriaalsuse tottu ning
parempoolne ruut kommuteerub S loomulikkuse tottu. |

Lauses 4.11 defineeritud kompositsiooni * nimetatakse loomulike teisenduste « ja § horisontaalseks
kompositsiooniks”™ (ménikord ka Godement’i’® korrutiseks).
Paneme téhele, et kehtivad tingimused

(B*idp)a = Bra, (4.1)
(idg*a)a = H(agn), (4.2)
ldH * idF = idHoF7 (43)

kus fxidp: HoF = KoFjaHxa:HoF = HoQG.
Tihti kirjutatakse funktori F' samasusteisenduse idp asemel siimbol F ise.

75 horizontal composition v6i Godement product
"6Roger Godement (1921-2016) — prantsuse matemaatik
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4.4. Yoneda Lemma

Teoreem 4.12 (Yoneda” lemma). Olgu A kategooria, F : A — Set funktor, A € Ob(A) ja olgu
Mor 4(A, ) : A — Set vastav mor-funktor.
1. Leidub tksiihene vasatavus

Op.a : Nat(Mor4(A, ), F) — F(A)

funktorite Mor 4(A,_) ja F vaheliste loomulike teisenduste ja hulga F(A) elementide vahel; muu-
hulgas neid loomulikke teisendusi on hulk.

2. Bijektsioonid 0 4 tekitavad loomuliku teisenduse A suhtes.
3. Kui A on vdike kategooria, siis bijektsioonid 0 4 tekitavad loomuliku teisenduse ka F' suhtes.

TOESTUS. 1. Defineerime kujutused

Or, A

Nat(Mor4(A4, ), F) —=F(A4)

T

vordusega
9F7A(Oz) = OtA(idA) S F(A)
iga loomuliku teisenduse « : Mor 4(A, ) = F korral ja vordusega
(@5 (f) = F(f)(a) € F(B) (4.4

iga a € F(A), B € Ob(A) ja f: A — B korral. Peame kontrollima, et 7(a) = (7(a)B)peob(4) On
loomulik teisendus Mor4(A, ) = F. Tdepoolest, mistahes morfismide g : B —+ C ja f : A — B
korral kategoorias A

(F(g) o(a)B)(f) = F(9)(F(f)(a)) = F(go f)(a) =T(a)c(go f) = (r(a)c o (g0 _))(f)

Mor (A, B) — % F(B)
90[ F(g)
Mor 4(A, C) on F(C)

Edasi, iga a € F(A) korral
(OraoT)(a) =0pa(T(a)) = T(a)a(ida) = F(ida)(a) = idpa)(a) = a,

mis toestab, et 0p 4 o7 = idp(4). Teisest kiiljest, kui a : Mor4(A, _) = F on loomulik teisendus ja
f+ A — B on morfism kategoorias A, siis

(robra)@)s(f) = (rOral@)s(f) = (r(aalida)s(f) = F(f)aalida))
— (F(f) 0 aa)(ida) = (ap(f o_))(ida) = ap(f oida) = ap(f).

Siin neljas vordus jareldub « loomulikkusest, s.t. diagrammi

Mor 4(A4, A) — =2 F(A)

Mor 4(A, B)

a5 = F(B)

kommutatiivsusest. Seega (7o0r 4)(a) = a iga a korral, mis toestab, et 700p 4 = idnat(Mor.4 (A, ), F)-
Niitid kuna klass Nat(Mor_4(A,_), F') on iiksiiheses vastavuses hulgaga F(A), siis jarelikult on ka
Nat(Mor4(A4, ), F) hulk.

7"Nobuo Yoneda (1930-1996) — jaapani matemaatik ja arvutiteadlane

34



2. Olgu F fikseeritud funktor. Toestame, et kujutuste siisteem (6, 4)acob(4) on loomulik teisendus.

Selleks vaatleme funktorit N : 4 — Set, mis on objektidel defineeritud vordusega
N(A) := Nat(Mor4(4, ), F)

ja A morfismidel f : A — B on kujutused N(f) : Nat(Mor4(A,_), F) — Nat(Mor4(B, _), F)
defineeritud vordusega

N(f)(@) == aoMora(f,_) =aoc(_of),

kus Mora(f, ) : Mora(B,_) = Mora(4,_) (vt. ndidet 4.5) ja o : Mora(4,_) = F. Ei ole
raske veenduda, et N on tdesti funktor. Naitame, et definitsioon v4 := 0p 4, A € Ob(.A), annab
loomuliku teisenduse v : N = F.

Nat(Mor4 (A4, _ ), F)

F(A)
N() F(f)

Nat(Mor4(B,_),F) ——— F(B)

OF,B
Toepoolest, iga morfismi f : A — B ja loomuliku teisenduse « : Mor4(A,_) = F korral

(F(f)oblpa)a) = F(f)(aa(ida)) =ap((fo_)({ida)) = as(f),
(Or,5 o N(f))(a) Or,(a o Mory(f, _)) = (aoMora(f, _))s(idp)
= ap(Mora(f, _)p(idp)) = ap(idpof) = ap(f).

. Kui A on viike kategooria, siis voime vaadelda kategooriast A kategooriasse Set viivate funktroite

kategooriat Fun(A, Set). Fikseeritud objekti A € Ob(A) korral vaatleme seekord funktorit M :
Fun(A, Set) — Set, mis on objektidel F' : A — Set defineeritud vordusega

M(F) := Nat(Mor4(A,_), F)
ja kui v : F = G on morfism kategoorias Fun(A4, Set), siis kujutused
M(v) : Nat(Mor4(A4, ), F) —=Nat(Mor4(4,_),G)

on defineeritud vordusega
M(H)(@) = yoa.

Teisest kiiljest, leidub kohal A védrtustamise funktor™ eva : Fun(A, Set) — Set, mis on defineeritud
vordusega

eva(F) = F(A);
eva(y) = 7va.

Tuleb vélja, et definitsioon pup := 6p 4, kus F' : A — Set, annab loomuliku teisenduse p : M = ev4.

Nat(Mora(4, ), F) — 2204 pa)
yo__=M(v) va=eva(y)
Nat(Mor4(4,_),G) py—— G(4)

Toepoolest, mistahes loomulike teisenduste v : F = G ja « : Mor4(A,_) = F korral

(eva(y) opur)(a) = (va o bra)(a) =va(aa(ida)) = (va 0 aa)(ida) = (yo a)a(ida)
=0c,a(yoa)=(0gao(yo_))(a) = (ug o M(v))(a),

mistottu eva(y) o ur = pug o M (7). Seega pu: M = ev on toesti loomulik teisendus. |

7

8 evaluation functor
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Jédreldus 4.13. Kui A, B € Ob(A), siis igal loomulikul teisendusel Mor 4(A, ) = Mor4(B,_) on kuju
Mor(f,_ ), kus f: B — A on iheselt mddratud morfism.

TOESTUS. Vaatleme suvalist loomulikku teisendust a : Mor 4(4, ) = Mor 4(B,_ ). Rakendame Yoneda
lemmat funktori ' = Mor4(B,_ ) korral. Yoneda lemma toestusest teame, et vordusega (4.4) definee-
ritud kujutused 7 : Mor 4(B, A) — Nat(Mor 4 (A, __), Mor 4(B,__)) on bijektiivsed, seega leidub iiheselt
médratud morfism f: B — A nii, et « = 7(f). Jarelikult iga C € Ob(A) ja g : A — C korral

ac(g) = 7(f)elg) = Mora(B, _)(9)(f) = (9o )(f) =g f=A(f, _)cl9),

mis tdhendab, et « = Mor4(f, ). |

Kategooria A korral defineerime kujutuse Y°P : A — Fun(A, Set) vordustega
YP(A) = Morgy(4,_ ),
YOP(f) = Mora(f,_): Mora(A, )= Mors(B,_)

kus f : B — A kategoorias A. Niite 4.10 pohjal Mor 4(fog, ) = Mora(g,_)oMora(f, ), kui f: B — A,
g : C — B kategoorias A, seega

YP(fog)=Y"(g) o YP(f), Y(idp) =idyer(p)- (4.5)

Jarelikult Y°P on kontravariantne funktor. Seda funktorit nimetatakse kontravariantseks Yoneda si-
sestuseks’™. Tipsemalt voib delda, et Y°P: A —= Fun®"(A,Set), kus Fun®”(A,Set) on funktorite
kategooria Fun(.A, Set) tiielik alamkategooria, mis koosneb vaid kategooria A ja Set kovariantsetest funk-
toritest.

Lause 4.14. Yoneda sisestus on tdielik ja tdpne.
TOESTUS. Peame niitama, et iga A, B € Ob(A) korral on kujutus
(YOP)?’A : Mora(B, A) —=Morgyn(a,set) (Y P(A), YP(B)) = Nat(Mor 4 (A, _),Mora(B,_))

bijektiivne. Kuid nagu me nigime jirelduses 4.13, 7(f) = Mora(f,_) = Y°P(f) iga f : B — A korral.
Seega Y °P on bijektiivne morfismidel sest 7 on seda. |

Analoogiliselt saab defineerida kovariantse Yoneda sisestuse Y : A — Fun(A, Set) vordustega

Y(A) :=Mor(_, A),
Y(f) :=Mora(_,f): Mora(_,A) = Mora(__,B).

Tipsemalt voib viita, et Y: A —=Fun®""?(A, Set), kus Fun®"""*(4, Set) on kategooria A ja Set kont-
ravariantsete funktorite kategooria.

4.5. Ulesanded

Ulesanded 4.15. 1. Tuletame meelde, et iga monoidi voib vaadelda kategooriana (vt. niidet 1.11).
Mis on funktorid selliste kategooriate vahel? Oletame, et A, B on riithmad, mida vaadeldakse iihe-
objektiliste kategooriatena, ja f,g : A — B on kaks funktorit nende kategooriate vahel. Niidata, et
loomulik teisendus f = ¢ leidub parajasti siis, kui f ja g on konjugeeritud®’, see tihendab, et

Jbe BVYac A:  f(a) =b 'g(a)b.

2. Toestada, et loomulik teisendus « : F' = G on loomulik isomorfism parajasti siis, kui leidub loomulik
teisendus [ : G = F nii, et foa = idp ja oo = idg. Teiste sonadega: loomulikud isomorfismid
on isomorfismid funktorite kvaasikategoorias Fun(A, B).

3. Naidata, et Teoreemi 4.12 2. osas defineeritud N on funktor.

™ Yoneda embedding
80 conjugated
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4. Fikseeritud objekti A € Ob(A) jaoks defineerime ev4 : Fun(A, Set) — Set vordusega
eva(F) = F(A),
eva(y) = 7a,

F.G:A— Set,y: F — G. Toestada, et ev4 on funktor.

5. Kategooria A korral vaatleme kvaasikategooriat Fun(.A,Set). Toestada, et Fun(A, Set) morfism «
(s.t. loomulik teisendus) on monomorfism parajasti siis, kui iga komponent a4, A € Ob(A), on
monomorfism kategoorias Set (s.t. injektiivne kujutus). (Nadpundide: kasutada Yoneda lemmat.)

6. Toestada kompositsioonide * ja o vahetusreegel, s.t. toestada, et vordus

(Oxy)o(fxa)=(d0p)*(yoa)

kehtib alati kui selle molemal poolel olevad kompositsioonid on defineeritud.

37



5. Piirid ja kopiirid
5.1. Korrutised ja kokorrutised
Kui A ja B on hulgad, siis nende otsekorrutis on
Ax B={(a,b) |a€ Abe B}.
Sellel korrutisel on kaks kanoonilist projektsiooni

pa:AxB— A (a,b)— a,
pg:AxB— B, (a,b) 0.

Veelgi enam, kui @ on hulk ja f: Q — A, g : Q@ — B on suvalised kujutused, siis leidub iiheselt madratud
kujutus
m:Q—AxB, g~ (f(9),9(q),

mis muudab jargmise diagrammi kommutatiivseks:

Sellest asjaolust on motiveeritud jargmine iildine definitsioon.

Definitsioon 5.1. Kategooria C objektide A, B korrutis®! on kolmik (P, pa,pg), kus P € Ob(C) ja
pa: P — A, pp : P — B on morfismid kategoorias C (mida nimetatakse projektsioonideks), mis
rahuldavad tingimust, et kui @ € Ob(C) on objekt ja f : Q@ — A, g : Q@ — B on morfismid, siis leidub
itheselt médratud morfism m : Q — P nii, et diagramm

Q
|
f 7% g
|
\]
A P B
pA pPB

kommuteerub.

Harilikult kirjutatakse P asemel A x B. Uheselt méadratud m leidumise omadust kutsutakse tihti
korrutiste universaalomaduseks. Morfismi m asemel kirjutatakse monikord (f, g).

Korrutise definitsiooni dualiseerimisel saadakse kokorrutise moiste, mis iildistab hulkade 16ikumatu
ithendi konstruktsiooni.

Definitsioon 5.2. Kategooria C objektide A, B kokorrutis (ehk summa) on kolmik (P,u4,up), kus
P € Ob(C)jaus:A— P,ug: B — P on kategooria C morfismid (mida nimetatakse sisestusteks®?),
mis rahuldavad tingimust, et kui @ € Ob(C) on mistahes objekt ja f: A — Q, g : B — Q on morfismid,
siis leidub tiheselt madratud morfism m : P — @ nii, et diagramm

A
f | g
m
|
|
A P B
uA up
kommuteerub.
81 product
82inclusion
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Harilikult kirjutatakse P asemel A]] B.
Korrutiste ja kokorrutiste definitsiooni voib tildistada mistahes arvu objektide jaoks.

Definitsioon 5.3. Olgu I hulk ja (C;);cr kategooria C objektide siisteem. Selle siisteemi korrutis on
paar (P, (p;)icr), mis rahuldab tingimusi:
1. P on C objekt;
2. iga i € I korral p; : P — C; on C morfism, mida nimetatakse P projektsiooniks objektile Cj;
3. iga paari (@, (¢;)icr) jaoks, kus @ € Ob(C) ja ¢; : Q@ — C; iga i € I korral, leidub {iheselt médratud
morfism m : @ — P nii, et kolmnurk

3
N<—--©

kommuteerub iga ¢ € I korral.

Harilikult kirjutatakse P asemel [],.; C;.

Definitsioon 5.4. Olgu I hulk ja (C;);cs kategooria C objektide slisteem. Selle siisteemi kokorrutis on
paar (P, (u;);er), mis rahuldab tingimusi:
1. P on C objekt;
2. iga i € I korral u; : C; — P on C morfism, mida nimetatakse C; sisestuseks objekti P;
3. iga paari (@, (¢:)ier) jaoks, kus Q € Ob(C) ja ¢; : C; — Q iga i € I korral, leidub iiheselt maaratud
morfism m : P — @ nii, et kolmnurk

kommuteerub iga ¢ € I korral.

Harilikult kirjutatakse P asemel ][, ; C;.
Toestame korrutiste moned omadused.

Lause 5.5. Kui (P, (p;)icr) on kategooria C objektide siisteemi (C;)ie; korrutis ja h,k : C — P on
sellised morfismid, et iga i € I korral p; o h =p; ok, siis h=k.

TOEsTUS. Nii A kui ka & muudavad koik kolmnurgad

C
pioh
h
P Dpi Oz
kommutatiivseks, seega peavad nad definitsiooni 5.3 pohjal vordsed olema. |

Lause 5.5 véidet voib sonastada ka nii, et korrutise projektsioonid on korraga vasakult taandatavad.

Lause 5.6. Kui (P, (pi)icr) ja (P',(p))icr) on kategooria C objektide siisteemi (C;);er korrutised, siis P
ja P’ on isomorfsed.
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ToOEsTUS. Kuna P ja P’ on objektide C;, i € I, korrutised siis leiduvad ¢ ja 1, mis muudavad nii iilemise
kui alumise kolmnurga diagrammis

P/
[
| p;
o]
[
Y )
LRSS
[
!
I A
Y
Pl
kommutatiivseks iga i € I korral. Sellest, et
p; = piop=piodoy,
pi = piov=piopoy,
iga i € I korral, jareldub lause 5.5 pohjal, et 1) o o = idps ja p o1 = idp. Seega P = P’. |

Loomulikult kehtivad ka duaalsed véited kokorrutiste jaoks.

Lause 5.7. Kui (P, (u;)icr) on kategooria C objektide sisteemi (C;)ier kokorrutis ja h,k: P—=C on
sellised morfismid, et iga i € I korral hou; = kow,;, siis h=k. (D]

Lause 5.8. Kui (P, (u;)icr) ja (P, (u})ier) on kategooria C objektide siisteemi (C;)ier kokorrutised, siis
P ja P' on isomorfsed.

Olgu n € Ny. Utleme, et kategoorias C on n-aarsed (ko)korrutised, kui igal objektide siisteemil
{Ay,...,A,} C Ob(C) on olemas (ko)korrutis. Utleme, et kategoorias C on 16plikud (ko)korrutised,
kui igal 16plikul objektide siisteemil on olemas (ko)korrutis. Utleme, et kategoorias C on (ko)korrutised,
kui igal C objektide siisteemil (C;);er on olemas (ko)korrutis.

Méotestame lahti null-aarse korrutise II. Selleks votame tiihja objektide klassi & C Ob(C). Vaadeldes
definitsiooni 5.3, saame, et iga suvalise @ € Ob(C) korral peab leiduma iiheselt mairatud morfsim

See tdhendab aga tépselt seda, et null-aarne korrutis on kategooria C loppobjekt. Votame selle kokku
jargneva lemmana.

Lemma 5.9. Kategoorias C on null-aarne korrutis tipselt loppobjekt 1. Duaalselt on kategoorias C null-
aarne kokorrutis algobjekt 0.

Jargnevalt toestame lause, mille toestus annab viisi, kuidas binaarsete korrutiste abil konstrueerida
ternaarseid korrutisi. Lisaks vdidab jérgnev lause ka, et kui kategooria C leidub loppobjekt, siis on iga
unaarne korrutis esitatav binaarse korrutisena.

Lause 5.10. Kui kategoorias C on binaarsed korrutised (koigi objektipaaride jaoks), siis on temas ka
ternaarsed korrutised. Veelgi enam, iga A, B,C € Ob(C) korral

(AxB)yxC=Ax(BxQ0),
AxXxB=DBxA,

ja kui kategoorias C on loppobjekt 1, siis
AX1=2A 1xA=A.

TOESTUS. Objektide A, B,C € Ob(C) korral olgu (A x B,pa,pp) objektide A ja B korrutis ja olgu
((Ax B) x C,paxp,pc) objektide A x B ja C korrutis.

(Ax B)xC

PAXB
/ pc
AxB

PA/ \IJB
A B
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Niitame, et ((A X B) X C,paopaxp,PB©Paxn,Pc) on silisteemi (A, B,C) korrutis definitsiooni 5.3
mottes. Universaalomaduse kontrollimiseks oletame, et mingi objekti D korral on olemas morfismid
f:D —> A g: D — Bjah: D — C. Peame toestama, et leidub iiheselt méairatud morfism
m:D — (Ax B) x C nii, et

1. paopaxpom=f,

2. ppopaxpom=y,

3. pcom = h.
Koigepdilt saame morfismide f ja g jaoks leida iiheselt médratud morfismi n : D — A x B nii, et
diagramm

|
" (5.1)

kommuteerub. See omakorda indutseerib iiheselt médratud morfismi m : D — (A x B) x C nii, et

diagramm
/ \ (5.2)

A x B < (AXB)xC ——=C

on kommutatiivne. Seega pg opaxpom =paon = f,pgopaxpom=pgon=gjapcom=h.

Olgu m’' : D — (A x B) x C veel iiks morfism, mille korral py o paxpom’ = f, pgopaxpom’ =g
ja pc om’ = h. Téanu n iihesusele diagrammis (5.1) kehtib vordus n = paxp o m’. Jarelikult ka m = m/,
sest m diagrammis (5.2) on iihene.

Analoogiliselt saab toestada, et ka A x (B x C) on siisteemi (A, B,C) ternaarne korrutis. Seega
(Ax B) x C = Ax (B xC) lause 5.6 pohjal. Samuti on lihtne téestada, et A x B = B x A.

Oletame niitid, et kategoorias C leidub l6ppobjekt 1 ja olgu iga C' € Ob(C) korral ¢ iiheselt maaratud
morfism C' — 1. Néitame, et (A,id4,t4) on objektide A ja 1 korrutis. Téepoolest, diagrammis

o< —a— =

A

ida ta

vertikaalne ¢ on iiheselt méadratud morfism, mis muudab molemad kolmnurgad kommutatiivseks. Lau-
se 5.6 pohjal on paari (A4, 1) korrutised A x 1 ja A isomorfsed. Analoogiliselt 1 x A = A. |

Selle toestuse iildistus niitab, et kui kategoorias on binaarsed korrutised, siis on temas n objekti
korrutised iga m > 2 korral. Samuti on lihtne ndha, et (A,id4) on ihestainsast objektist A koosneva
slisteemi korrutis. Seega kehtivad jargmised tulemused.

Jareldus 5.11. Kategoorias on loplikud korrutised parajasti siis, kui temas on binaarsed korrutised ja
loppobjekt.

Jareldus 5.12. Kategoorias on loplikud kokorrutised parajasti siis, kui temas on binaarsed kokorrutised
ja algobjekt. (D]

Lause 5.13. Olgu C kategooria, kus on loplikud korrutised ja algobjekt 0. Jargmised vdited on samavddr-
sed.

1. Iga objekti A € Ob(C) korral, kui leidub morfism f: A — 0, siis A~0

2. Iga objekti A € Ob(C) korral A x 0= 0.

TOESTUS. Iga C' € Ob(C) korral tédhistame iiheselt médratud morfismi 0 — C siimboliga ic.
Tarvilikkus. Kui 1 kehtib, siis sellest, et pg : A x 0 — 0, jareldub, et A x 0 = 0.
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Piisavus. Oletame et (A X 0,p4,po) on objektide A ja 0 korrutis, A x 0 2 0 ja f : A — 0 objekti
A € Ob(C) korral. Siis i4x0 : 0 — A X 0 peab olema isomorfism. Samuti leidub iiheselt méairatud
m:A—AxO0nii, et ppom=fjapsgom=idy.

A
|
|
|

A

A<——AXx0——0
pbA Dbo
\ } /
TAXO0
A ‘ ido
0

Et 0 on algobjekt ja A x 0 = 0, siis ka A x 0 on algobjekt. Seega i 4% © po = id axo. Jarelikult
ia0f=140po0m=paoisxoopoom=psoidaxeom =ida,

s.t. f on koretraktsioon. Kuna tema sihtobjekt on algobjekt, on ta ka epimorfism. Seega f on isomorfism
(lause 2.22). |

Lause 5.14. Olgu C kategooria, kus on loplikud kokorrutised ja lippobjekt 1. Jargmised vdited on sama-
vddrsed.

1. Iga objekti A € Ob(C) korral, kui leidub morfism f:1 — A, siis A = 1.

2. Iga objekti A € Ob(C) korral A x 1= 1.

Kui kategooria C algobjektil 0 on lause 5.13 esimeses osas mainitud omadus, siis teda nimetatakse
rangeks algobjektiks®3. Jirjestatud hulga (mida vaadeldakse kategooriana) vihim element (kui ta
leidub) on range algobjekt. Hulkade kategoorias Set on tiithihulk & range algobjekt. Kategoorias Mon on
itheelemendiline monoid {1} algobjekt, aga mitte range algobjekt, sest mittetriviaalse monoidi S korral
Sx {1} =S5 {1}.

Duaalselt nimetatakse rangeks loppobjektiks®* 16ppobjekti 1, mille korral iga morfism f: 1 — A
on isomorfism (ehk kehtivad lause 5.14 tingimused). Kategoorias Ring leidub range 16ppobjekt {1}, kuna
1 on iihikelemendiga ringis {1} nii iihik- kui ka nullelement ning kategoorias Ring peab iga morfism
sdilitama nii iihik- kui ka nullelemente.

Kategooria C nullobjekt on range algobjekt (voi range 16ppobjekt) vaid siis, kui C = 1 ehk C on
isomorfne l6ppkategooriaga 1, s.t. C on iitheobjektiline ning ithemorfismiline kategooria.

5.1.1. Korrutiste ja kokorrutiste niited

Toome moned korrutiste néited.
Niide 5.15. Kategoorias Set on siisteemi (C;);es korrutiseks otsekorrutis

[1C = {@)ier | 2 € C3}
i€l

koos projektsioonidega py, ((x;)icr) = i, k € I. O

Naiide 5.16. Kvaasikategooria CAT objektide binaarsed korrutised on defineeritud definitsioonis 1.16.
Projektsioonid on defineeritud eeskirjadega

Pp:AxB— A, (AB)— A, (a,b)+— a,
Ps:AxB—B, (A B)— B, (ab)—b,

mis ilmselt annavad funktorid. Samamoodi v6ib defineerida suvalise kategooriate viikse siisteemi korru-
tise. g

83 strict initial object
84strict terminal object
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Niide 5.17. Algebraliste struktuuride kategooriates (nt. rithmad, Abeli rithmad, ringid, moodulid, vek-
torruumid, Boole’i algebrad jne.) on objektide siisteemi korrutis nende otsekorrutis, mis on varustatud
komponenthaavaliste tehetega. Naiteks kui C;, 7 € I, on Abeli rithmad, siis Hz‘eI Ci ={(x)ier | x; € C;}
ja liitmine hulgal [],.; C; on defineeritud vordusega

(wi)ier + (Yi)ier == (x5 + Yi)ier- O

Niide 5.18. Kategoorias Bany on siisteemi (C;);e; korrutis antud vordustega

]:[Ci = {(zi)ier | x;i € Cy, sup||z;|| < oo},
Pyl i€l

[(zi)icrl| == sup ||z:]|
iel

ja komponenthaavaliste tehetega. Projektsioonid py : [[,c; Ci — C on ahendavad lineaarsed operaatorid,
sest iga k € I korral ||pr ((@i)ier) || = ||zr]] < supjer [|@i]] = ||(2:)ier]|- Olgu ¢; : @ = C;, i € I, samuti
ahendavate operaatorite pere ja vaatleme elementi z € Q. Siis ||g;(z)|| < ||z|| iga i € I korral. Seega
sup;es ||¢i(x)|| < ||z|| ja me voime defineerida kujutuse m : Q — [[,.; C; vordusega

m(z) := (¢i(z))ier € HClu

i€l

icl

Selline m on iiheselt médratud ja ahendav operaator. O

Naiide 5.19. Kategoorias Top on siisteemi (X;,7;);e; korrutis topoloogiline ruum (X,7), kus X =
[I;c; Xi on otsekorrutis ja topoloogia 7 baas koosneb hulga X alamhulkadest, millel on kuju

HUi ={(x)ier |z; €U;} C X
el

kus U; € 7; iga i € I korral ja hulk {i € I | U; # X;} on loplik. Topoloogia 7 ise koosneb koigist baasi
kuuluvate alamhulkade iithenditest. Projektsioonid py : X — Xk, (2;)ie; — xk, on pidevad, sest kui

U € 1y, siis
p ) =[]V
il
kus Vi, =U jaV; = X; igai € I\ {k} korral.
Universaalomaduse kontrollimiseks olgu

g :(Y,0) = (Xi,7), i €1,
pidevate kujutuste siisteem. Néaitame, et kujutus
m:Y = X,y (6(y))ier
on pidev. Kui [],.; U; kuulub 7 baasi, siis
m! <HU> ={yeY|Viel: q(y) cU}=q ") (5.3)
i€l icl

Iga ¢ € I korral qi_l(Ui) € o, sest ¢; on pidev ja U; € 7;. Veelgi enam, kui U; = X;, siis qi_l(Ui) =Y ja
see liige el méngi mingit rolli iihisosas (5.3). Seega

m! (Hm) M W),

el i€l
Ui#X;

mis on Y lahtiste alamhulkade 16plik iihisosa ja seega lahtine alamhulk. O
Niide 5.20. Kui me vaatleme jarjestatud hulka (P, <) kategooriana (vt. niidet 1.11), siis korrutised

(kui nad leiduvad) on tépselt alumised rajad. O
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Niide 5.21. Selleks, et funktsionaalses programmeerimiskeeles (mida vaatlesime alajaotuses 1.3) lubada
operatsioone, mis soltuvad mitmest muutujast, on moistlik eeldada, et mistahes tiitipide A ja B korral
on keeles olemas kirjetiitip P koos kahe véljaselektoriga P.A : P — A ja P.B : P — B, mis rahuldab
universaalomadust. Néiteks kirjetiiiibil 1SIK voivad olla viljad NIMI ja VANUS. Seega kirjekonstruktori
olemasolu keeles L tdhendaks, et vastavas kategoorias C(L) on olemas 16plikud korrutised. |

Vaatleme kokorrutiste néiteid.

Niide 5.22. Kategoorias Set on siisteemi (C;);c; kokorrutis sinna kuuluvate hulkade 16ikumatu tihend.
Selle 16ikumatu iithendi v6ib konstrueerida kui hulga

| | Ci = J(Ci x {i}) ={(x,i) | i € I, 2 € Ci}.

iel i€l
Sisestused u; : C; — | |;c; Ci on defineeritud vordusega u;(z) := (,14), z € C;. O

Niide 5.23. Kvaasikategoorias CAT on kategooriate siisteemi kokorrutis sinna kuuluvate kategooriate
loikumatu tihend. ]

Niide 5.24. Kategoorias Ab on siisteemi (A;);c; kokorrutiseks Abeli rithmade otsesumma

[T 4 = A{(i)icr | 2 € Ai, hulk {i€I|a;#0}onloplik } <[] A,

i€l iel

kus liitmine on defineeritud komponenthaaval. Sisestused uy : Ap — Hie ; A; on defineeritud vordusega
ug(z) = (x;)icr, kus 2, = x ja koik teised komponendid on nullid. Kui B on teine Abeli rithm ja g; : A; —
B, i € I, on riihmade homomorfismide siisteem, siis iiheselt méaratud kujutused m : [[,.; A; — B on
defineeritud vordusega m((z;)ier) := > _;c; ¢i(2;), kus viimane summa on tegelikult 16pliku arvu nullist
erinevate elementide summa. O

Niide 5.25. Kategoorias Grp konstrueeritakse slisteemi (G;);cr kokorrutis jargmiselt. Olgu V' hulkade
G; l6ikumatu iihend ja olgu V* vaba monoid baasiga V, s.t. koigi V elementide 16plike jadade (“sona-
de”) hulk koos konkatenatsioonioperatsiooniga. Muuhulgas sisaldab V* tiihja jada. Vaatleme hulgal V*
ekvivalentsiseost o, mis on tekitatud jargmiste reeglite poolt:

e iga rithma G; iihikelemendist koosnev 1-elemendiline jada on ekvivalentne tiihja jadaga,

e jada, mis sisaldab kaks jérjestikkust samasse hulka G; kuuluvat elementi, on ekvivalentne jadaga,

mis saadakse sellest nende kahe elemendi asendamisel nende korrutisega rithmas G;.

Seos o osutub kongruentsiks ja faktormonoid

HGi =V*/c
iel

on rithm, kus [v; ...v,];" = [v;'... 07 s, v1,...,v, € V. Kujutused

UZGZ%HG“ JJ'—)[{E]U,

iel

on rithmade homomorfismid ja saab niidata, et [],.; G; on téepoolest riithmade Gy, € I kokorrutis.
Riihmateoorias kutsutakse seda kokorrutist [ [, ; G; harilikult rithmade G;,i € 1, vabakorrutiseks?®.]

Naiide 5.26. Kategoorias Top on siisteemi (X;, 7;);c; kokorrutiseks (X, 7), kus X on hulkade X; 16iku-
matu {ihend ja 7 on topoloogia hulgal X, mis on tekitatud topoloogiate 7; 16ikumatu ithendi poolt. [

Naiide 5.27. Kui vaatleme jarjestatud hulka (P, <) kategooriana (vt. ndidet 1.11), siis kokorrutised (kui
nad leiduvad) on iilemised rajad. |
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5.2. Vordsustajad ja kovordsustajad

Definitsioon 5.28. Olgu f,g : A — B morfismid kategoorias C. Morfismide f ja g vordsustaja®® on
paar (FE,e), mis rahuldab jargmisi tingimusi:
1. e: E — A on morfism kategoorias C;
2. foe=goe;
3. iga C morfismi ¢’ : E/ — A korral, mis rahuldab tingimust f o e’ = go¢€’, leidub iiheselt maaratud
morfism k: E/ — F nii, et eok =¢’.
Liihidalt kirjutatakse (E,e) ~ Eq(f, g).

Definitsioon 5.29. Olgu f,g9 : A — B morfismid kategoorias C. Morfismide f ja g kovordsustaja on
paar (C, ¢), mis rahuldab jargmisi tingimusi:
1. ¢: B — C on morfism kategoorias C;
2. cof=cog;
3. iga C morfismi ¢’ : B — C’ korral, mis rahuldab tingimust ¢’ o f = ¢’ o g, leidub {iheselt méairatud
morfism k : C — C’ nii, et koc=¢.
Liihidalt kirjutatakse (C,¢) = Coeq(f, g).

f
AT—/<ZB = C
g
c\ p,/k

Jargnevalt tutvume monede (ko)vordsustajate omadustega.

Lause 5.30. Kahe morfismi (ko)vordsustaja, kui ta leidub, on isomorfismi tiapsuseni iheselt madratud.

TOESTUS. Oletame, et nii (E,e) kui ka (E’,¢’) on f,g : A — B vordsustajad. Siis leiduvad sellised
k:E' - FEjal:E—FE eteok=¢ jac ol=ce.

7/

AN / g
k\\\‘ e’

Kuna nii idg kui ka k o [ muudavad kolmnurgad

E—°% S A
Voz /4
id;\ €
E
kommutatiivseks, siis peavad nad olema vordsed, kuna vordsustaja definitsiooni jargi peab 'vordsustav’
morfism E —s E iihene olema. Samamoodi [ o k = idg/, mis toestab, et £ = F’. ]

Lause 5.31. Kui (E,e) on morfismide f,g: A — B vordsustaja kategoorias C, siis € on monomorfism.

TOESTUS. Oletame, et eok = eol, kus k,l : B/ — E. Siis k = [, sest leidub tapselt iiks morfism, mis
muudab alljargnevas diagrammis kolmnurgad kommutatiivseks.

El“\\’“ s

Jarelikult on e monomorfism. [ |

B
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Lause 5.32. Kui (C,c) on morfismide f,g: A — B kovérdsustaja kategoorias C, siis ¢ on epimorfism.[D]

Lemma 5.33. Olgu f: A— B morfism kategoorias C. Morfismide paari (f, f) vordsustaja alati leidub
ja on paar (A,id4).

Lause 5.34. Olgu kategooria C morfism f: A—= B epimorfism ja mingite morfismide g,h: B — C
vordsustagja. Siis on f isomorfism kategoorias C.

ToOEsTUS. Olgu C kategooria ja epimorfism f: A—=B morfismide g, h: B—C' vdrdsustaja. Vordsustaja
definitsioonist saame, et go f = ho f. Kuna f on epimorfism, saame g = h. Lemmast 5.33 saame, et
paari (g, h) vordsustaja on (B,idg). Lausest 5.30 teame, et leidub isomorfism k: A — B.

] h
a1 B_—=C

\i idp ’
B

Niiiid f = idp ok. Seega f on isomorfism, kuna esitub kahe isomorfismi kompositsioonina. |

Lemma 5.35. Olgu f: A—B morfism kategoorias C. Morfismide paari (f, f) kovordsustaja alati leidub
ja on paar (B,idp). (D]

Lause 5.36. Olgu kategooria C morfism f: A—s= B monomorfism ja mingite morfismide g,h: C — A
kovordsustaja. Siis on f isomorfism kategoorias C.

5.2.1. Vordsustajate ja kovordsustajate niited

Niide 5.37. Enamuses konkreetsetes kategooriates (Set, Top, Grp, Ab, Bany, ...) saab morfismide f, g :
A — B vordsustaja anda vordusega

E={ac Al f(a)=g(a)}, (5-4)

kusjuures E struktuur on indutseeritud A struktuuri poolt ja kujutus e : E — A on sisestus.

Niiteks kategoorias Set on kujutuste f,g : R x R — R, f(z,y) = 22 + 9%, g(x,y) = 1 vordsustaja,
ringjoon {(z,y) € R? | 2% + y* = 1}.

Kategoorias Ab on f,g : A — B vordsustaja defineeritud vordusega (5.4). See vordsustaja on homo-
morfismi f —¢g: A— B tuum ker(f —g) ={a€ A| (f —g)(a) =0g}. O

Niide 5.38. Mittetiihjade hulkade (voi mittetiihjade poolriihmade) kategoorias on olemas paralleelseid
morfisme, millel ei ole vordsustajat. Nimelt peavad sel juhul need paralleelsed morfismid f,g: A— B
olema sellised, et nad ei lange kokku tihegi argumendi korral. Sellisel juhul on vordusega (5.4) defineeritud
FE tiihi, mis ei kuulu antud kategooriasse. |

Niide 5.39. Kategoorias Set on kujutuste f,g : A — B kovordsustaja faktorhulk B/o koos loomuliku
stirjektsiooniga 7 : B — B/o, kus o on paaride hulga {(f(a), g(a)) | a € A} poolt tekitatud ekvivalentsi-
seos hulgal B. O

Niide 5.40. Kategoorias Ab on homomorfismi f : A — B ja nullhomomorfismi kovordsustajaks loomulik
siirjektsioon 7 : B — B/f(A) faktorriihmale B/f(A). Uldisemalt on homomorfismide f,g : A — B
kovordsustajaks homomorfismi f —g : A — B ja nullhomomorfismi kovordsustaja, see tdhendab loomulik
stirjektsioon B — B/(f — g)(A).

Kovordsustajate kirjeldused kategooriates Vecg ja Modg on analoogilised. |

Niide 5.41. Paljudes algebraliste struktuuride (nt. rithmad, ringid) kategooriates on olukord keerulisem.
Uldiselt tuleb homomorfismide f,g : A — B kovordsustaja konstrueerimiseks faktoriseerida B hulga
{(f(a),g(a)) | a € A} poolt tekitatud kongruentsi jérgi. O

Niide 5.42. Kui f,g: (X,7) — (Y, 0) on pidevad kujutused kategoorias Top, siis nende kovordsustaja on
(Y/o,0"), kus o on hulga {(f(z), g(z)) | € X} poolt tekitatud ekvivalentsiseos ja 6" on faktortopoloogia,
s.t.

0 ={VCY/o|m (V)€

kus 7 : Y — Y /o on loomulik siirjektsioon. O
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Uks voimalus on moelda vordsustajast kui suurimast alamobjektist, millel kehtib mingi samasus voi
samasuste hulk. Kovordsustaja on vahim samastamine, mis on vaja teha, et samasused kehtiks ekviva-
lentsikalssidel. Jargnev niide illustreerib seda.

Naide 5.43. On kaks voimalust defineerida ratsionaalarve. Esimeses konstruktsioonis samastatakse mur-
rud 7 ja § parajasti siis, kui a-d = b c. Seda voib kirjeldada kui kovordsustajat

f
T—Z7ZxN;—=(ZxN;)/o=Q,
g

kus
T ={(a,b,c,d) € ZxN; xZ x Ny | ad = bc},

fla,b,c,d) = (a,b), g(a,b,c,d) = (¢,d), o konstrueeritakse kanooniliselt nagu néites 5.39 ja tihistatakse
a
2= [(a,b)],.

Teine viis on defineerida ratsionaalarvud paaridena (a,b) € Z x Ny, kus a ja b on iihistegurita. Selliste
paaride hulk on vordsustaja

Q={(a,b) € Zx N | SUT(a,) = 1} —>Z x Ny — Ny,

consty

kus ¢ on sisestus ja const; on konstantne kujutus arvule 1. O

5.3. Tagasitombajad ja viljatoukajad

Definitsioon 5.44. Olgu f : A — Cjag: B — C kaks morfismi kategoorias C, millel on sama sihtobjekt.
Morfismide f ja g tagasitombaja®” on kolmik (P, py, p2), mis rahuldab tingimusi:
1. p1: P— Ajaps: P— B on morfismid kategoorias C;
2. fopi=gopsy
3. kuigy : Q — Ajagqe: Q — B on sellised C morfismid, et fogq; = gogs, siis leidub iiheselt méaratud
morfism m : Q — P nii, et p; om = ¢1 ja ps om = go.

q2
P B
A C

Ruutu eelmises diagrammis nimetatakse konservatiivseks ruuduks ehk tagasitombamisruuduks.
Liihidalt kirjutatakse (P, p1,p2) = Pb(f,g).

\

P2

q1 >

f

Niide 5.45. Kategoorias Set on kujutuste f : A — C ja g : B — C tagasitombaja kolmik (P,p1,p2),
kus

P={(a,b) e AxB| f(a)=9g(b)} CAx B
ja p1(a,b) = a, p2(a,b) = b iga (a,b) € P korral.
Kui A ja B on C alamhulgad ja f, g on sisestused, siis P on isomorfne iihisosaga A N B.

Sarnane konservatiivsete ruutude konstruktsioon té6tab paljudes kategooriates (nt. Grp, Modg, Rng,
Top) kui P varustatada korrutise A x B poolt indutseeritud struktuuriga. O

“Tagasitombaja” duaalne moiste on “viljatoukaja’.

Definitsioon 5.46. Olgu f: C — A ja g: C — B kaks morfismi kategoorias C, millel on sama l&hte-
objekt. Morfismide f ja g viljatoukaja®® on kolmik (P, gy, g2), mis rahuldab tingimusi:
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1. ¢: A— P ja qo: B— P on morfismid kategoorias C;

2. quof=qoy;

3. kuiug: A—Q ja us: B—Q on sellised C morfismid, et uj o f = ugog, siis leidub iiheselt madratud
morfism h: P— Q@ nii, et hoq, = uy ja hoqgs = us.

q2

pP B
|
A C

Ruutu eelmises diagrammis nimetatakse radikaalseks ruuduks ehk viljatoukamiseruuduks. Liihi-
dalt kirjutatakse (P, ¢q1,q2) =~ Po(f,g).

-

!

Definitsioon 5.47. Olgu I hulk ja f; : A; — C, i € I, kategooria C morfismide siisteem. Morfismide f;
hulgitagasitombaja®® on paar (P, (p;)ics), mis rahuldab tingimusi:
1. p; : P — A; on morfism kategoorias C iga ¢ € I korral;
2. leidub morfism w : P — C nii, et f; op; = u iga i € I korral;
3. kuig; : Q — A;,i€1,jav: Q — C on sellised C morfismid, et f; o q; = v iga i € I korral, siis
leidub iiheselt madratud morfism m : @ — P kategoorias C nii, et p; om = ¢; iga ¢ € I korral.

Osutub, et loppobjekti olemasolu korral on korrutised teatud hulgitagasitombajad.

Lause 5.48. Olgu 1 kategooria C loppobjekt. Siis (P, (p;)icr) on objektide A;, i € I, korrutis parajasti
stis, kui (P, (pi)icr) on (iheselt mddratud) morfismide f; : A; — 1, i € I, hulgitagasitombaja.

TOEsTUS. Tarvilikkus. Ilmne.

Piisavus. Olgu (P, (p;)ics) morfismide f; : A; — 1, ¢ € I, hulgitagasitombaja ning olgu antud
morfismid ¢; : Q — A;, i € I. Et 1 on Ioppobjekt, siis leidub tépselt iiks morfism v : Q — 1. Jérelikult
fiog; = viga i € I korral. Eelduse pohjal leidub iiheselt méédratud morfism m : @ — P nii, et p;om = g;
iga ¢ € I korral. |

Jareldus 5.49. Kui kategoorias on loppobjekt ja hulgitagasitombajad, siis selles kategoorias on korruti-
sed.

Lause 5.50. Kui ruudud (1) ja (II) diagrammis

A—* - B

ol @ o4l (n |

D E F
f g

on konservatiivsed ruudud, siis ka vilimine ristkilik on konservatiivne ruut.
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ToOEsTUS. Olgu (I) ja (II) konservatiivsed ruudud ja ¢ : Q@ — D, r: Q — C sellised, et go foq = eor. Siis
leidub tiheselt méaératud n : Q — B nii, et bon = r ja don = foq. Kasutades seda, et (I) on konservatiivne
ruut, saame leida tiheselt méaratud m : Q — A nii, et com = ¢ ja aom = n. Jarelikult boaom = bon = r.
Kui ka m' : Q — A on selline, et boaom’ =r jacom’ =q,slisbo(aom)=r=>bo(aom’) ja

do(aom)=don=foq= focom' =do(aom’),

kust aom = aom/’ tinu sellele, et (IT) on konservatiivne ruut. Kuna aom = n = aom/’ ja com = ¢ = com/,
siis m = m’ ruudu (I) konservatiivsuse tottu.

Definitsioon 5.51. Paari (f, f) tagasitombajat nimetatakse morfismi f tuumapaariks®.

Naiide 5.52. Naitest 5.45 jareldub, et kategooria Set morfismi f : A — C tuumapaar on kujutuse f
tuum ker f = {(a,a’) € A x A| f(a) = f(a')} koos vastavate projektisoonidega. Sama kehtib niiteks ka
koigi monoidide kategoorias Mon. O

Jargmised laused annavad moned huvitavad seosed tuumapaaride ja kovordsustajate vahel.

Lause 5.53. Kui kovordsustajal on olemas tuumapaar, siis on see kovordsustaja tolle tuumapaari ko-
vordsustaja.

TOESTUS. Vaatleme diagrammi

A
/
s
// e
/
¥ p1 c
P B—°¢ >C (5.5)
D2 /
, k0
¢ s/
s
k
C'

kus (C,c) =~ Coeq(f,g) ja (P,p1,p2) = Pb(c,c). Niitame, et (C,c) = Coeq(p1,p2). Kuna co f = cog ja
(P, p1,p2) on paari (¢, ¢) tagasitombaja, siis leidub iiheselt méaratud morfism m : A — P nii, et pjom = f
ja paom = g. Kui niitid ¢/ : B — C’ on selline, et ¢/ o p; = ¢’ o po, siis

dof=copiom=coppom=coyg

ning kovordsustaja (C,c¢) universaalomaduse pohjal leidub tiheselt médratud k : C — C’, mille korral
koc=c. Sellega on niidatud, et (C,c) on morfismide p; ja py kovordsustaja. |

Lause 5.54. Kui tuumapaaril on olemas kovordsustaja, siis on see tuumapaar tolle kovordsustaja tuu-
mapaar.

TOESTUS. Vaatleme jille diagrammi (5.5), kus niiiid eeldame, et (P,p1,p2) = Pb(c,c) ja (C,c) =
Coeq(p1, p2). Peame néitama, et (P,p1,p2) =~ Pb(c,¢). Et ¢/ o p1 = ¢ o py, siis leidub {iheselt médratud
k:C — C' nii, et koc=c. Oletame, et f,g: A — B on sellised, et co f = co g. Siis

dof=kocof=kocog=cog,
millest jareldub, et p; om = f ja ps o m = g iheselt madratud morfismi m : A — P korral. |

Duaalselt nimetatakse morfismi f kotuumapaariks paari (f, f) viljatoukajat.

O Lkernel pair
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5.3.1. Veelkord mono- ja epimorfismidest

Osutub, et monomorfisme on voimalik kirjeldada tuumapaaride abil. Seetottu voib Gelda, et mono-
morfismid on tagasitombajate erijuhud.

Lause 5.55. Iga morfismi f : A — B korral on jargmised vdited samavddrsed.
1. f on monomorfism.
2. (A,ida,id ) on morfismi [ tuumapaar.
3. Morfismil f leidub selline tuumapaar (P,p1,p2), kus p1 = pa.

TOEsTUS. 1. = 2. Olgu f monomorfism. Ilmselt foidy = foidy. Kui foq; = fog¢s mingite morfismide
q1,qo2 : Q@ — A korral, siis g1 = ¢2 ja seega kolmnurgad diagrammis

on kommutatiivsed.

2. = 3. on ilmne.

3. = 1. Olgu (P, p,p) morfismi f tuumapaar ja foq = f oqa, kus ¢1,¢2 : Q@ — A. Siis leidub tiheselt
médratud m : @ — P nii, et g1 = pom = g2. Seega f on monomorfism.

Jargnevalt tutvume monomorfismide olulise alamliigiga — regulaarsete monomorfismidega.

Definitsioon 5.56. Morfismi f: A— B nimetatakse regulaarseks monomorfismiks?! kui (A, f) on
mingite morfismide g, h: B— C vordsustaja.

Lausest 5.31 saame, et iga regulaarne monomorfism on tdesti monomorfism.
Lause 5.57. Iga koretraktsioon on regulaarne monomorfism.

ToOEsTUSs. Olgu f: A— B koretraktsioon, siis leidub morfism g: B— A nii, et g o f =id 4. Vaatleme
morfisme f o g,idg: B—= B. Paneme téahele, et

(fog)of=fo(gof)=foida = f=1idgof.
Olgu e: E— B selline, et (f o g) o e = idp oe. Vaatleme morfismi g o e: E— A. Paneme téhele, et
fo(goe)=(fog)oe=idgoe=c.

Peame veel néitama, et g o e on itheselt médratud. Selleke oletame, et leidub morfism k: E — A nii, et
f ok = e. Paneme téahele, et

fok=c=fo(goe).

N regular monomorphism
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Kuna ténu lausele 2.2 on f monomorfism, saame, et k = g o e, mis toestab, et g o e on toesti iiheselt
méaratud.

Kokkuvottes oleme saanud, et (A, f) on morfismide f o g ja idp vordsustaja ja seetottu regulaarne
monomorfism. |

Niiiid saame lausest 2.22 voi teisalt ka lausest 5.34, et kui morfism f: A—sB on korraga nii epimorfism
kui ka regulaarne monomorfism, siis on ta isomorfism.

Lause 5.58. Iga regulaarne monomorfism on ekstremaalne monomorfism.

ToOEesTUS. Olgu A kategooria ja f € Mor4(A, B) regulaarne monomorfism, seega leiduvad morfismid
g,h € Mor4(B,C) nii, et (4, f) on nende vordsustaja. Lisaks kehtigu f = koe, kus e: A—= F on
epimorfism ja k: E'— B mingi morfism. Sel juhul kehtib

(hok)oe=ho(koe)=hof=gof=go(koe)=(gok)oe.

Jarelikult h o k = g o k, kuna e on epimorfism. Seega tulenevalt vordsustaja definitsioonist leidub tépselt
iiks morfism m: E — A nii, et k = f o m. Paneme téhele, et

foida=f=koe=(fom)oe= fo(moe).
Kuna f on tédnu lausele 5.31 monomorfism, siis id4 = m o e. Teiselt poolt paneme tédhele, et
idpoe=e=eoidg =eco(moe)=(eom)oe.

Millest jéreldub, et idg = e o m, kuna e on epimorfism. Kokkuvottes saime, et e on isomorfism, millest
tuleneb, et f on ekstremaalne monomorfism. |

Kokkuvotlikult saame niitid kirja panna jérgneva implikatsioonide jada, mis kirjeldab erinevaid mo-
nomorfismide liike. Jérgnev kehtib igas kategoorias morfismi f kohta:

koretraktsioon = regulaarne mono. =—> ekstremaalne mono. = monomorfism.

Duaalselt saame samasuguse teooria arendada ka epimorfismide jaoks. Koigepealt kirjeldame epimor-
fisme véljatoukajate abil.

Lause 5.59. Iga morfismi f: A— B korral on jargmised vdited samavddrsed:
1. f on epimorfism;
2. (B,idp,idg) on morfismi f kotuumapaar;
3. morfismide paaril (f, f) leidub selline valjatoukaja (P, q1,q2), kus g1 = qo. (D]

Morfismi f: A — B nimetatakse regulaarseks epimorfismiks, kui (A, f) on mingite morfismide
g,h: D —= A kovordsustaja.

Lause 5.60. Iga retraktsioon on regulaarne epimorfism ning iga regulaarne epimorfism on ekstremaalne
epimorfism. (D]

5.4. Piirid ja kopiirid

Tuleb vilja, et koik selles paatiikis siiani vaadeldud konstruktsioonid on iildisema konstruktsiooni
erijuhud. Edasises téhistagu D viikest kategooriat ja I = Ob(D) selle kategooria objektide hulka.

Definitsioon 5.61. Olgu F : D — C funktor. Koonus?? funktoril F (liihidalt F-koonus) on paar
(C, (pi)icr), mis rahuldab tingimusi:

1. C € Ob(C);

2. iga objekti i € I korral p; : C — F(i);

3. kategooria D iga morfismi d : i — j korral kehtib vérdus p; = F(d) o p;.

Teiste sonadega: paar (C, (p;)icr) on koonus funktoril F' parajasti siis, kui p = (p;)icr : Ac = F, kus
A¢ : D — C on konstantne funktor objektile C' (vt. nédidet 3.4(3)). See tdhendab, et koonused funktoril
F on loomulikud teisendused konstantsest funktorist funktorisse F'.
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Definitsioon 5.62. Olgu F : D — C funktor ja (B, (¢;)icr), (C, (p:)icr) kaks koonust funktoril F. Kate-
gooria C' morfismi f : B — C nimetatakse morfismiks koonusest (B, (¢;);cr) koonusesse (C, (p;)icr),
kui p; o f = q; iga i € I korral.

Lause 5.63. Fikseeritud funktori F' : D — C korral moodustavad koonused funktoril F ja nende morfis-
mid kategooria.

TOESTUS. Selle uue kategooria morfisme komponeeritakse nii nagu kategoorias C.

Oletame, et f : (B,(¢)icr) — (C,(pi)icr) ja g : (A, (r:)ier) — (B, (g:)icr) on kaks funktoril F' antud
koonuste morfismi. Siis iga ¢ € I korral
pio(fog)=(picf)og=qiog=r

ja seega toepoolest fog: (A, (ri)icr) = (C, (pi)icr) on koonuste morfism. Koonuse (C, (p;)ier) thikmor-
fism on loomulikult ide. Komponeerimise assotsiatiivsus jareldub C vastavast omadusest. |

Lauses 5.63 konstrueeritud kategooriat tdhistatakse cone(F') ja nimetatakse F-koonuste kategoo-
riaks.

Definitsioon 5.64. Funktori F' : D — C piir®® on F-koonuste kategooria cone(F) loppobjekt. Seega
koonus (L, (p;)icr) funktoril F on F piir, kui iga F-koonuse (Q, (¢;)rer) korral leidub {iheselt madratud
morfism m : @ — L nii, et iga objekti ¢ € I korral ¢; = p; o m. Lithidalt kirjutame (L, (p;)icr) ~ lim F.

Vahel 6eldakse, et (L, (p;)icr) on piir objektidest F'(i) ja morfismidest F'(d) koosneval diagrammil
kategoorias C.

Margime, et funktori F': A—C piiri lim F' nimetatakse suureks, kui A on suur kategooria.
Lausest 2.37 saame vahetult jargmise tulemuse.
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Lause 5.65. Kui (L, (pi)icr) ja (M, (¢i)icr) on funktori F : D — C piirid, siis leidub selline isomorfism
f+ M — L kategoorias C, et p;o f = q; iga i € I korral.

Lause 5.5 saab iildistada suvaliste piiride juhule.

Lause 5.66. Kui (L, (p;)icr) on funktori F : D — C piir ja h,k : C — L on sellised morfismid, et iga
i €1 korral p,oh =p; ok, siis h = k.

TOEsTUS. Kuna F(d)op;oh = pjoh iga morfismi d : ¢ — j korral, siis (C, (p;oh);cr) on koonus funktoril
F. Seega leidub ithene morfism m : C' — L, mis rahuldab vordust p; om = p; o h iga i € I korral. See aga
tdhendab, et h = k.

C
h Lk
p;oh pjoh
F( F(j
O —a (%) i

Definitsioon 5.67. Olgu F' : D — C funktor. Kokoonus funktoril F' (lithidalt F-kokoonus) on paar
(C, (u;)ier), mis rahuldab tingimusi:

1. C € Ob(C);

2. iga objekti ¢ € I korral u; : F(i) — C,

3. kategooria D iga morfismi d : j — i korral u; = u,; o F'(d).

Duaalselt koonuste juhuga defineeritakse F-kokoonuste kategooria cocone(F).

Definitsioon 5.68. Funktori F' : D — C kopiir on F-kokoonuste kategooria cocone(F) algobjekt. Seega
kokoonus (L, (u;)ier) funktoril F on F kopiir, kui iga F-kokoonuse (Q, (v;)icr) jaoks leidub iiheselt
médratud morfism m : L — @ nii, et iga objekti ¢ € I korral v; = mow;. Lithidalt kirjutame (L, (u;);er) =~
colimF'.

Naiited 5.69. 1. Vaatleme kahe objektiga diskreetset kategooriat D, Ob(D) =
1.11 (3)). Funktor F' : D — C on dra méiidratud C objektide paari (F(1), F(2
funktoril F' on diagramm

1,2} (vt. ndidet
) poolt. Koonus

{
)

F(1)<2— P2 F(2)

ja kokoonus funktoril F' on diagramm
F(1)—=P<=_F(2).

Seega kolmik (P, p1,p2) on funktori F' piir parajasti siis, kui ta on objektide F'(1) ja F(2) korrutis
ning kolmik (P, uy,us2) on funktori F kopiir parajasti siis, kui ta on F(1) ja F(2) kokorrutis.

2. Olgu D = 0 tiihi kategooria. Siis koonus voi kokoonus funktoril £ : D — C on lihtsalt C objekt.
Seega C' € Ob(C) on F piir (kopiir) parajasti siis, kui ta on C 16ppobjekt (algobjekt).

3. Kui I on hulk ja D on diskreetne kategooria objektide hulgaga Ob(D) = I, siis funktor F : D — C
on médratud C objektide siisteemi (F'(i));e; poolt. Koonus funktoril F' on paar (C, (p;)ier), kus
p; : C — F(i). See koonus on F piir parajasti siis, kui ta on siisteemi (F'(%));cs korrutis. Duaalselt,
F kopiir on (F(i));cr kokorrutis.
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4. Vaatleme kategooriat D, kus Ob(D) = {1, 0} ja kus on kaks tihikmorfismist erinevat morfismi dy, ds :
1 — 0. Funktor F' : D — C on dra méaaratud C paralleelsete morfismide paariga f1, fo : F/(1) — F(0).
Koonus funktoril F on kommutatiivne diagramm

€0

7
EZ - F(1) == F(0)
f2

ja kokoonus funktoril F' on kommutatiivne diagramm

Cc1
f1

F() 2 F(0)

o

co

Ei ole raske néha, et (E, fi o e1,e1) on F piir parajasti siis, kui (E,e1) on f; ja fy vordsustaja ja
(C,co,co 0 f1) on F kopiir parajasti siis, kui (C,cg) on f1 ja fo kovordsustaja.

5. Vaatleme kategooriat D, kus Ob(D) = {0, 1,2} ja kus on kaks tihikmorfismist erinevat morfismi d; :
1 —0jady:2— 0. Funktor F : D — C on dra méadratud C morfismide paariga f1 : F(1) — F(0),
f2 1 F(2) — F(0). Koonus funktoril F' on kommutatiivne diagramm

P = F(2)
P1 bo f2 .
F(1) T F(0)

Seega (P, f10p1,p1,p2) on F piir parajasti siis, kui (P, p1, p2) on morfismide f; ja fo tagasitombaja.

6. Olgu J hulk ja D kategooria, kus Ob(D) = J U {0} ning tithikmorfismist erinevad morfismid on d; :
j—0,j € J. Funktor F': D — C on &ra méiratud C morfismide siisteemiga (f; : F'(j) = F(0));es.
Koonus funktoril F' on kommutatiivsete diagrammide pere

P

bj

F(j) ——~ F(0)

J € J. Seega (P, (pi)icsufoy) on F piir parajasti siis, kui (P, (p;)jes) on morfismide f;, j € J,
hulgitagasitombaja. O

Jargnev tabel votab eelneva néite kokku.

D objektide hulk | {ithikmorfismist erine- | C-s on olemas D-piirid C-s on olemas D°P-kopiirid
vad D morfismid tdhendab, et C-s on ... tdhendab, et C-s on ...

ei ole ei ole loppobjekt algobjekt

{1,2} el ole binaarsed korrutised binaarsed kokorrutised

{0,1} di,dy : 1—20 vordsustajad kovordsustajad

{0,1,2} di1:1—0,dy:2—0 | tagasitombajad viljatoukajad

D objektide hulk | ithikmorfismist erine- | C-s on olemas D-piirid C-s on olemas D°P-kopiirid
vad D morfismid koigi selliste D-de korral | koigi selliste D-de korral

tdhendab, et C-s on ... tdhendab, et C-s on ...

I hulk ei ole korrutised kokorrutised

{1,2} di:1—2i€el hulgivordsustajad hulgikovordsustajad

J U {0}, J hulk dj:j—0,5¢€J hulgitagasitombajad hulgivéljatéukajad

Osutub, et koik piirid (ja ka koik kopiirid) eksisteerivad kategoorias Set ja neid saab konstrueerida
kanoonilisel viisil.
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Teoreem 5.70. Olgu F' : D — Set funktor ja
L ={(zi)icr | x; € F(i), (Vd € Morp(i,7): F(d)(z;) =x;)} C HF(Z)
i€l
Siis (L, (pi)icr), kus p; : L — F(i), i € I, on otsekorrutise [],.; F'(i) projektsioonide ahendid, on F piir.

ToOEsTUS. Hmselt (L, (p;)icr) on koonus funktoril F. Kui (Q, (¢;)icr) on ka koonus funktoril F, siis
noutav iiheselt madratud kujutus m : Q@ — L on iga x € @Q korral defineeritud vordusega

m(z) == (qi())icr- |

Piirid saab paljudes teistes konkreetsetes kategooriates konstrueerida samamoodi. Naiteks kui F' :
D — Grp, siis L on riihmade F(i) otsekorrutise [[,.; (i) alamhulk, mis on rithm komponenthaaval
defineeritud tehete suhtes. Olgu ¢, € Ob(D) ja d: i —j. Kuna iga F'(d) on rithmade homomorfism, siis

F(d)(ziyi) = F(d)(i) - F(d)(yi) = 25 - yj,
F(d)(a7") = (F(d)(z:) " = 23"

2 R B
kus x;,y; € F(i) ja x; € F(j), jaseega L on [[,.; F'(i) alamriihm. On selge, et kujutused p; on riithmade

homomorfismid ja ka m on riithmade homomorfism kui koik kujutused ¢; on rithmade homomorfismid.

Teoreem 5.71. Olgu F': D —Set funktor ja

c=[ I Fo|/~
)

i€Ob(D
kus ~ on ekvivalentsiseos, mis on genereeritud seose S poolt:
xSa’ < 3f € Morp(i,j): F(f)(z) =42,

kus x € F(i) ja o' € F(j). Siis (C,(gi)iconp)) on funktori I kopiir, siin q; = q; o &, i € Ob(D), kus
qi: F(i)—=ILconp) £ (i) on loikumatu ihendi [{;c o, p) F (i) sisestus ja & antud faktorhulga kanooniline
stirjektsioon. (D]

5.5. Taielikud kategooriad

Definitsioon 5.72. Kategooria C on
e D-tiielik, kus D on kategooria, kui igal funktoril D : D — C on olemas piir;
e I6plikult tiielik®*, kui C on D-tiielik iga 16pliku kategooria D korral;
o tiielik", kui C on D-tiielik iga viiikse kategooria D korral.

Duaalselt defineeritakse D-kotéielikud, loplikult kotiielikud ja kotiielikud kategooriad.

Teoreem 5.73. Iga kategooria C korral on jirgmised viited samavddrsed.
1. C on tdielik.
2. Kategoorias C on olemas hulgitagasitombajad ja loppobjekt.
3. Kategoorias C on olemas korrutised ja tagasitombajad.
4. Kategoorias C on olemas korrutised ja vordsustajad.

TOEsTUS. (1. = 2.) Ilmne.
(2. = 3.) See tuleb vilja jéreldusest 5.49.

94 finitely complete
95 complete
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(3. = 4.) Olgu kategoorias C olemas korrutised ja tagasitombajad. Peame toestama, et iga morfis-
mipaari f,g : A — B jaoks leidub vordsustaja. Korrutiste universaalomaduse abil saame leida sellised
itheselt médratud morfismid (id 4, f), (ida, g), et diagrammmid

A
|
(1dA, ldA;q
|
\
A<—A><B;>B A<—A><B;>

kommuteeruvad. Konstrueerime morfismide (id 4, f) ja (id4, g) tagasitombaja

p—1t a4

k (ida,g)

A— > AXxB
(ida,f)

ja niitame, et (P, k) on morfismide f, g vordsustaja. Paneme téihele, et selles ruudus k = [, sest
k=idgok =pao(ida, f)ok =pao(ida,g) ol =1idgol = 1.

Samuti ndeme, et
fok=ppo(ida, f)ok=ppo(ida,g)ol=gol=gok.

f
P—r - A——=B
\*\ g
moN I

P/
Kui leidub morfism &' : P’ — A, mille korral f ok’ = go K/, siis ka

pAO<idA»f>Ok/:k/:pAO<idAvg>ok/7
ppo(ida, f)ok' = fok' =gok’ =ppo(ida,g) ok,

millest lause 5.5 pohjal jareldub vordus (idg4, f) o k' = (id4, g) o ¥’. Kuna (P, k, k) on tagasitombaja, siis
leidub iiheselt madratud morfism m : P’ — P nii, et kom = k'

(ida,g)

(ida,f)

(4. = 1.) Olgu kategoorias C olemas korrutised ja vordsustajad. Vaatleme viikest kategooriat D ja
funktorit F': D — C. Koigepaélt konstrueerime korrutised

<HF 51 zEI) ja <H F COd Td)deD) (56)

el deD

Teise korrutise universaalomaduse pohjal leidub iiheselt méaratud morfism « nii, et

Tq O & = Scod(d) = Sj
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iga morfismi d : i — j € D korral, ja itheselt médratud morfism S nii, et
rqo 3 = F(d) o sqom(a) = F(d) o s;

iga morfismi d : ¢ — j € D korral. Olgu (L,!1) paari (a, 3) vordsustaja, siis muuhulgas « ol = S o l.
Defineerime iga i € I korral morfismi

pii=s;0l: L — F(i)

ja toestame, et (L, (p;)icr) on funktori F piir.

Q o F(1) F(cod(d))
Scod(d)
F@) F(cod(d)) (5.7)

B deMor (D)

pi S;

Sdom(d) Td

F(%) F(dom(d)) F(cod(d))

F(d)
Iga morfismi d : ¢ — j korral kategoorias D kehtib
F(d)op;=F(d)os;ol=rgofol=rqoaol=s;0l=p;j,

mis tdhendab, et (L, (p;)icr) on koonus funktoril F. Oletame, et (@, (¢;)icr) on samuti koonus funktoril
F. Korrutise [[,.; F'(i) universaalomaduse pohjal leidub iiheselt méaratud morfism ¢ : Q — [[;c; F()
nii, et s; 0 ¢ = ¢; iga i € I korral. Niitid D iga morfismi d : i — j korral

el

rqoaoq=s;0q=gq;=F(d)og =F(d)osioq=rq0foq.

Lause 5.5 pohjal saame a0 ¢ = o q. Vordsustaja (L,l) universaalomadust kasutades saame tiheselt
médratud morfismi m : Q — L, mille korral [ o m = ¢. Jarelikult

piom=s;0lom=s0q=g¢;

iga ¢ € I korral. Jaab toestada, et morfism m on iiheselt madratud. Oletame, et m’ : Q — L on samuti
morfism, mis rahuldab vordusi p; om’ = ¢;, i € I. Siis

siolom=s;j0oq=q=piom' =s;olom
iga 1 € I korral, millest jélle lause 5.5 pohjal jareldub lom = [om/. Sellest saame lause 5.31 tottu vorduse
m = m/, sest [ on vordsustaja ja seega monomorfism. |
Samamoodi saab toestada jargmise tulemuse.

Teoreem 5.74. Iga kategooria C korral on jirgmised vdited samavddrsed.
1. C on loplikult tdielik.
2. Kategoorias C on olemas tagasitombajad ja loppobjekt.
3. Kategoorias C on olemas loplikud korrutised ja tagasitombajad.
4. Kategoorias C on olemas loplikud korrutised ja vordsustajad.
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Sonastame ka teoreemiga 5.73 duaalse tulemuse.

Teoreem 5.75. Iga kategooria C korral on jirgmised vdited samavddrsed.
1. C on kotdielik.
2. Kategoorias C on olemas hulgiviljatoukajad ja algobjekt.
3. Kategoorias C on olemas kokorrutised ja viljatoukajad.
4. Kategoorias C on olemas kokorrutised ja kovordsustajad. (D]

Naiited 5.76. 1. Loplike hulkade kategooria FinSet ja 16plike topoloogiliste ruumide kategooria FinTop
on molemad loplikult téielikud ja loplikult kotéielikud, aga kumbki neist ei ole taielik ega kotéielik.
2. Loplike rithmade kategooria FinGrp on loplikult téielik, aga mitte 1oplikult kotéielik.
Kategooriad Set, Grp, Ab ja Top on téielikud ja kotaielikud.
4. Jarjestatud hulk, mida vaadeldakse kategooriana, on kategoorselt tdielik parajasti siis, kui ta on
téielik vore, s.t. mistahes alamhulgal leidub alumine raja. O

w

5.6. Piire sailitavad funktorid

Definitsioon 5.77. Olgu D viike kategooria ning tihistame jille I = Ob(D). Oeldakse, et kovariantne
funktor G : A — B siilitab D-piire, kui iga funktori F : D — A korral sellest, et (L, (p;);er) on F' piir,
jareldub, et (G(L), (G(pi))ier) on Go F : D — B piir.

Definitsioon 5.78. Kovariantne funktor G : A — B séilitab piire®® (siilitab loplikke piire), kui G
sailitab D-piire iga véikse kategooria (16pliku kategooria) D korral.

Mérgime, et funktorit, mis siilitab kaiki (viikseid) piire, nimetatakse ka pidevaks®’ funktoriks.

Maérkus 5.79. On selge, et kui (L, (p;)icr) € Ob(cone(F)), siis (G(L), (G(p;))icr) € Ob(cone(G o F)).
Seega piiride séilitamise kontrollimine taandub universaalomaduse kontrollimisele viimase koonuse jaoks.

Naiited 5.80. 1. Unustavad funktorid kategooriatest Grp, Ab, Modg, Rng kategooriasse Set siilitavad
piire, aga iikski neist ei séilita koiki kopiire.
2. Unustav funktor kategooriast Top kategooriasse Set siilitab piire ja kopiire.

3. Kui kategoorias A on olemas 16plikud korrutised ja A € Ob(.A) on fikseeritud objekt, siis funktor
(Ax_): A— Asiilitab piire. O

Lemma 5.81. Kui funktor sdilitab tagasitombajaid, siis ta sdilitab ka monomorfisme.
ToOEsTUS. Olgu G : A — B funktor ja f : A>> B monomorfism kategoorias A. Lause 5.55 pdhjal on

A—r g

ida f
A B
f
konservatiivne ruut. Eelduse pohjal on ka
ide(a)
G(4) G(4)
idga) G(f)
G(A G(B
(4) —g o G(B)
konservatiivne ruut. Jéllegi lause 5.55 pohjal on G(f) monomorfism. |

9 preserves limits
97 continuous
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Teoreem 5.82. Kui A on taielik kategooria ja G : A — B on funktor, siis jiargmised vdited on sama-
vddrsed.

1. G sdilitab piire.

2. G sdilitab hulgitagasitombajaid ja loppobjekte.

8. G sdilitab korrutisi ja tagasitombagjaid.

4. G sdilitab korrutisi ja vordsustajaid.

TOEsTUS. (1. = 2.). lmne.

(2. = 3.). Sailitagu G hulgitagasitombajaid ja 16ppobjekte. Olgu D viike diskreetne kategooria, F :
D — A funktor ja (P, (p;)icr) funktori F' piir, s.t. objektide F'(i), i € I, korrutis. Et A on téielik, siis
on temas olemas loppobjekt 1 ja iiheselt médratud morfismid f; : F(i) — 1, i € I. Lause 5.48 pohjal on
(P, (pi)ier) morfismide f;, ¢ € I, hulgitagasitombaja. Eelduse tottu on G(1) kategooria B 16ppobjekt ja
(G(P),(G(p:))ier) on morfismide G(f;) : (G o F)(i) = G(1), ¢ € I, hulgitagasitombaja kategoorias B.
Jarelikult (G(P), (G(p;))icr) on objektide G(F' (7)), i € I, korrutis.

(3. = 4.). Sailitagu G korrutisi ja tagasitombajaid. Olgu (E, e) morfismide f,g: A — B vordsustaja
kategoorias A, mis on konstrueeritud nii nagu teoreemi 5.73 toestuses, s.t. olgu

FE ° A
e (ida,g)
A - Ax B
(ida,f)
konservatiivne ruut. Siis ka
G
G(E) © G(A)
G(e) G((ida,g)) (5.8)

a(®) 2L 6a) —2= o(p)

» G(9)
moo\ /e/
E
/

Maérkuse 5.79 tottu piisab universaalomaduse kontrollimisest. Oletame, et G(f) o ¢/ = G(g) o ¢/ mingi
morfismi ¢’ : B/ — G(A) korral. Siis

G(pa) o G((ida, f)) o€’ =idga)oe’ =€ = G(pa) o
G(pg) o G((ida, f)) o €' = G(pp) o G({ida, 9)

Kuna G siilitab korrutisi, siis (G(A x B),G(pa),G(pp)) on objektide G(A) ja G(B) korrutis kategoorias
B ning lause 5.66 pohjal G((ida, f)) o ¢’ = G((ida, g)) o ¢’. Ténu ruudu (5.8) konservatiivsusele leidub
itheselt médratud morfism m : E' — G(F) nii, et G(e)om =¢’.

(4. = 1.). Sailitagu G korrutisi ja vordsustajaid. Vaatleme véikest kategooriat D ja funktorit F :
D — A. Niitame, et G siilitab funktori F' piiri (L, (p;)icr), mis on konstrueeritud nii nagu teoreemi 5.73
toestuses, s.t. (L,1) on morfismide «, 8 : [[;c; F(i) = [[4ep F(cod(d)) vordsustaja, kus paarid (5.6) on
korrutised, « ja 8 on sellised iiheselt madratud morfismid kategoorias A, et rqoa = s; jarqgof = F(d)os;
iga D morfismi d : ¢ — j korral ning p; = s; 0l iga i € I korral (vt. diagrammi (5.7)). Me peame niitama,
et (G(L), (G(p;))icr) on funktori G o F : D — B piir. Selleks oletame, et (Q, (¢;)icr) € Ob(cone(G o F)),

(<1dA, g))ee,
)o
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s.t. (Go F)(d) o ¢q; = q; iga D morfismi d : i — j korral.

(Go F)(i) W (G o F)(j5)

Eelduse pohjal on (G(IT;c; F (7)), (G(s:))icr) objektide (G o F)(i), i € I, korrutis. Seega leidub selline

tiheselt médratud morfism ¢ : Q@ — G([];c; F'(7)), et G(s;) 0 ¢ = ¢; iga i € I korral. Jérelikult

G(ra)oG(a)og = G(raoa)oq= G(sj)oq=qj=(GoF)(d)oqi=G(F(d))oG(si)oq
= G(F(d)os))oq=G(rgoB)oq=G(rq)oG(B)ogq

iga D morfismi d : i — j korral.

G R
G(L) —————=G (H F(z)) ~G| JI Fleod(a)
i€l

A G(B) deMor (D)
I 7
| /
7/
I /
m: q/ g G(sq) G(raq)
Ve
| s
L7
[
Q R (GOF)(’L) m (GOF)(COd(d))

Eelduse pohjal on (G ([T ep F(cod(d))),G(rq)) objektide (G o F)(cod(d)) korrutis ning jarelikult
G(a)oq=G(B)oq.

Jallegi eelduse pohjal on (G(L), G(1)) morfismide G(«), G(B) vordsustaja ning seega leidub iiheselt méa-
ratud m : Q@ — G(L) nii, et G(I) o m = q. Jérelikult

G(pi)om =G(si)oG(l)om =G(si)oq =i

iga ¢ € I korral. Oletame, et ka m’ : Q@ — G(L) on selline, et G(p;) om’ = ¢; iga i € I korral. Siis
G(s;) o G(l) om = G(s;) o G(I) om’ iga i € I korral. Taandades korraga korrutise projektsioonid G(s;)
saame G(l)om = G(I)om’. Kuna (G(L), G(1)) on vordsustaja, siis tédnu lausele 5.31 on G(!) monomorfism.
Seega m = m’. [ |

Analoogiliselt saab toestada jargmise teoreemi.

Teoreem 5.83. Kui A on loplikult tdielik kategooria ja F : A — B on funktor, siis jirgmised vdited on
samavadrsed.

1. G sailitab loplikke piire.

2. G sdilitab tagasitombajaid ja loppobjekte.

3. G sdilitab loplikke korrutisi ja tagasitombajaid.

4. G sdilitab loplikke korrutisi ja vordsustajaid.

Osutub, et mor-funktorid sailitavad piire.

Lause 5.84. Vaatleme kategooriat A ja objekti A € Ob(A). Kovariantne mor-funktor Mor (A, ) :
A — Set sdilitab kdiki olemasolevaid piire, kaasaarvatud suured piirid.
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TOESTUS. Vaatleme suvalist kategooriat C, funktorit F' : C — A ja tema piiri (L, (p;)icr), kus I = Ob(C).
Siis kindlasti (Mor 4(A4, L), (p; o _ )ier) on koonus liitfunktoril

Mor 4(A, F(_)) = Mor4(A,_)o F : D — Set

kategoorias Set. Olgu (M, (¢; : M — Mor 4(A4, F(i)))ier) samuti koonus funktoril Mor4(A4, F/(_)). See
tdhendab, et kategooria D iga morfismi d : i — j korral

qj = Mory(A, F(d)) ogq; = (F(d)o_) o g,

seega iga elemendi m € M korral gj(m) = F(d) o ¢;(m). Viimane téhendab, et (A, (g;(m));cr) on koonus
funktoril F'. Jarelikult leidub {iheselt médratud morfism g¢(m) : A — L nii, et p; o g(m) = ¢;(m) igai € I

korral.
M

q

|
|
|
Y
Mor 4(A, L)

Mor 4(A, F(3)) W Mor4(4, F(5))

F(d)

See defineerib kujutuse ¢ : M — Mor 4(A, L) kategoorias Set, mis rahuldab tingimust (p;o__)oq = ¢; iga
1 € I korral.

Jadb veel toestada, et ¢ on ithene. Oletame, et ka 7 : M — Mor 4(A4, L) on selline, et (p;o_)or =g¢;
iga i € I korral. Siis p; or(m) = ¢;(m) iga i € I ja m € M korral. Kuna L on piir, siis g(m) = r(m) iga
m € M korral. See tdhendab, et kujutused ¢ ja r on vordsed. |

Lause 5.85. Olgu A loplike korrutistega kategooria. Kui funktor G : A — B sdilitab tagasitombajaid, siis
ta sdilitab ka vordsustajaid.

ToOEsTUS. Olgu (E,e) ~ Eq(f,g), kus f,g : A — A’ kategoorias A. Olgu (A x A’,p1,p2) objektide
A ja A’ korrutis. Siis leiduvad sellised {iheselt médratud morfismid (idg4, f), (ida,g) : A — A x A, et

pio(ida, f) =ida = pi o (ida, g), p2 o (ida, f) = fjapao(la,9) = g.
Néiitame, et (E, e, e) = Pb({ida, f), (id4, g)). Kuna

prof(ida, floe=e=pjo(ida,g)oe,
p2ofida, floe= foe=goe=pyo(ida,g)oe,
siis (id4, f) oe = (ida,g) oe. Kui @ € Ob(A) ja ¢,7 : @ — A on sellised morfismid, et (ida, f) o ¢ =
(ida, g)or, siis ¢ = pro(ida, f)og = p1o(ida, g)or =r ja foq = pao(ida, f)og = pao(ida, g)or = gor = gog.

Vordsustaja (F, e) universaalomaduse tottu leidub tiheselt méaératud morfism m : @ — F nii, et eom = g.
Seega toepoolest (E, e, e) = Pb((ida, f), (ida, g)).

A——=Ax A
(ida,f)
Eelduse pohjal on ka
G(E) ¢ G(A)
G(e) G((ida,g)) (5.9)
A Ax A
)~y ¢Ax4)
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konservatiivne ruut. Me peame niitama, et (G(FE),G(e)) ~ Eq(G(f), G(g)). Selleks oletame, et G(f)ob =
G(g) o b mingi morfismi b : B — G(A) korral kategoorias .

Gle) G(f)
aE) 2L ) == a)

sS4

B
Siis
G(p1) o G({ida, f)) ob=b = G(p1) o G({ida, g)) o b,
G(p2) o G({ida, f)) ob=G(f) o b= G(g) ob= G(p2) o G({ida,g)) o b.

Kuna kategoorias A on 1oplikud korrutised, siis on temas ka 1oppobjekt 1 (vt. lauset 5.11). Lause 5.48
pohjal on

Ax A — P n

P1 tar

A——m1

ta
konservatiivne ruut ning eelduse pohjal on siis ka
G(Ax A —") g
G(pl)l G(tar)
A 1
G(4) ———=G(1)

konservatiivne ruut. Jérelikult on morfismikolmik G(p1), G(p2), G(ta) o G(p1) samaaegselt vasakult taan-
datav. Siis on samaaegselt vasakult taandatav ka paar G(p1), G(p2) ning me saame G({id4, f)) o b =
G((id4, g)) o b. Kuna (5.9) on konservatiivne ruut, siis leidub iiheselt miiratud morfism &' : B — G(F)
nii, et G(e) o b’ = b. Sellega oleme niidanud, et (G(E), G(e)) = Eq(G(f),G(g)). [ |

Vaatleme veel piiride peegeldamist.

Definitsioon 5.86. Olgu D viike kategooria ning tihistame jille I = Ob(D). Oeldakse, et funktor
G : A — B peegeldab D-piire, kui iga funktori F' : D — A korral sellest, et (L, (p;)icr) on koonus
funktoril F kategoorias A ja (G(L), (G(p;))icr) on Go F : D — B piir, jareldub, et (L, (p;)icr) on F piir.

Definitsioon 5.87. Funktor G : A — B peegeldab piire”® (peegeldab 1oplikke piire), kui G pee-
geldab D-piire iga viikse kategooria (1opliku kategooria) D korral.

Lause 5.88. Olgu G : A — B piire sdilitav funktor. Kui A on tdielik kategooria ja G peegeldab isomor-
fisme, siis G peegeldab piire.

TOESTUS. Vaateleme funktorit F': D — A, kus D on véike kategooria ja I = Ob(D). Olgu (L, (p;)icr) =~
lim F, siis (G(L), (G(p;))ier) = im(Go F'). Kui niiiid (M, (¢;)icr) € Ob(cone(F)) ja (G(M), (G(q;))icr) =
lim(G o F), siis kategoorias cone(F) leidub iiheselt médratud morfism m : (M, (¢;)ier) — (L, (pi)ier)-
Siis aga G(m) on iiheselt médratud morfism kategoorias cone(G o F') kahe 16ppobjekti vahel ning seega
G(m) on isomorfism. Eelduse pohjal on ka m on isomorfism ja seega paar (M, (g;)icr) on funktori F
piir. |

Lause 5.89. Tdielik ja tipne funktor peegeldab piire.

B reflects limits
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TOEsTUS. Olgu funktor G : A — B téielik ja tépne, olgu F : D — A funktor, (L, (p;)icr) € Ob(cone(F'))
ja (G(L), (G(pi))icr) = lim(Go F). Kui (@, (¢;)icr) € Ob(cone(F)), siis leidub iiheselt médratud morfism
b:G(Q) — G(L) nii, et G(p;) ob= G(g;) iga i € I korral.

G(L)
G(pi) j
e S
(Go F)(4) W (Go F)(j)
Kuna G on téielik, siis leidub selline m : Q@ — L, et b = G(m), ning kuna G on tépne, siis p; om = q; iga
1 € I korral. Kui ka p; om’ = ¢; iga @ € I korral, kus m’ : Q — L, siis G(p;) o G(m/) = G(¢;) igai € I
korral, millest b tihesuse tottu jéreldub, et G(m’) = b = G(m). Kuna G on tépne, siis m = m/’. |

Naiited 5.90. 1. Unustav funktor U : Grp — Set peegeldab piire.
2. Unustav funktor kategooriast Top kategooriasse Set ei peegelda piire. |

5.7. Piiride kommuteerumine

Selles paragrahvis tahame toestada, et taielikus kategoorias kommuteeruvad suvalised piirid suvaliste
piiridega. Alustuseks tGestame selle viite iihe erijuhu: korrutised kommuteeruvad vordsustajatega. Selleks
ldheb meil vaja iihte lihtsat tulemust, mis jareldub vahetult korrutise definitsioonist.

Lause 5.91. Olgu I hulk ning olgu (IT;c; Ai, (pi)icr) ja ([1;e; Bi, (4i)icr) kategooria A objektide siistee-
mide (A;)icr ja (Bi)ier korrutised. Kui f; : A; — By, i € I, on morfismid, siis leidub theselt mddratud
morfism [[;c; fi i [Lier Ai = [Lics Bi, mis muudab koik ruudud

14— 15

el i€l
pjl lqj
A; B,

kommutatitvseks.
Morfismi [ ], f; nimetatakse morfismide f;, i € I, korrutiseks.
Lause 5.92. Olgu A korrutistega kategooria ja I hulk. Kui iga i € I korral
(Ei, ;) =~ Eq(fi, 9:)

kategoorias A, siis
(H E;, H%) ~ Eq <H i, H%) .
iel el iel el
(S.t. vordsustajate korrutis on korrutiste vérdsustaja.)
TOESTUS. Vaatleme iga j € I korral diagrammi
zEI fi

[[B:—— RITL T4 ——=]I5

i€l icl Hzel 9i eI

e; fi

E,— s A B;

9
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kus 7}, p;, g; on vastavate korrutiste projektsioonid, vastavad ruudud on kommutatiivsed ja fjoe; = g;joe;
iga j € I korral. Siis

q;o (Hfz) o <H6i> = fjopjoHGi = fjoejor; = gjoejor; = gjOPjOHei = g0 <Hgl> o <H6i> ,
i€l i€l i€l iel iel iel

millest lause 5.66 pohjal saame, et

(114) (1) = (112) - (11)

Oletame ntiiid, et ka e’ : E' — []
korral

ser Ai on selline morfism, et ([[;c; fi)oe' = ([[;c; 9:) o€’ Siisiga j € J

fio(pjoe)=g;o <Hfz> o€ =gjo (ng> oe =g;o(pjoe).

iel il
Kuna (Ej,e;) ~ Eq(f;,g;), siis iga j € I korral leidub iiheselt méératud morfism k; : E/ — Ej nii, et
pjoe’:ejokj.

e g
> .
EJ’ AJ BJ
A - 9gj
T T ~ ke ’
J ~N pjoe
AN
AN

HEi<—@— o

i€l

Kasutades korrutise [];.; E; universaalomadust saame sellise iiheselt méératud morfismi (k) : £/ —
[Lic; Ei, et vj o (k) = k; iga j € I korral. Jérelikult

pjo (Hﬁ) o(k)=ejorjolk)=ejok;=pjoe
il
iga j € I korral, kust projektsioone p; taandades saame vorduse (J],.;e:) o (k) =€’

Kui oletame, et ka k : ' — [],.; E; on selline, et (J[,c;e:) ok = ¢, siis

ejorjo(k)=pjoe =p;o e, |ok=ejor;ok
3T 3 3 3T
il

iga j € I korral. Et e; on monomorfism (vt. lauset 5.31), siis rj o (k) = r; ok iga j € I korral. Lause 5.66
pohjal (k) = k. |

Naiide 5.93. Illustreerime lauset 5.92 iihe konkreetse néitega kategoorias Set. Vaatleme vordsustajaid

e f
E1 —— A1 Bl
g1
ja
e fo
E, Ao — B,
2
kus

By ={a1 € A1 | fi(a1) = g1(a1)},
By = {az € Az | fa(az) = ga(az)}

ning e, eo on sisestused. Siis ka

e1xen fixf2
E1><E2*>A1XA2 ;leBQ
g1 XxXg2
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on vordsustaja, sest

(f1 x f2)(a1,a2) = (g1 % g2)(a1,a2) == (fi(a1), f2(az)) = (91(a1), g2(az))
< fi(a1) = g1(a1) & fa(az) = g2(az)
e (al,ag) € B x Es. O

Vaatleme niiiid tildjuhtu. Olgu F' : C x D — A funktor. Eesmérgiks on toestada, et

lim ( lim F(C, D)) lim < lim F(C, D))

CEOb(C) \ DEOL(D) DEOL(D) \ CeOb(C)

ehk lithidalt lim; (lim; F'(j,7)) = limy (limy F(j,4)), kus ¢ € I = Ob(D) ja j € J = Ob(C). Selgitame,
mida moeldakse selles valemis esinevate piiride all.
Iga fikseeritud objekti j € J korral on olemas funktor F'(j, ) : D — A, mis on defineeritud vordustega

FG, @) = F@,9),
F@,)(d) = F(d;,d),

iga objekti i € I ja iga D morfismi d korral. Stimboliga lim; F(j, ) tdhistame funktori F'(j, ) piirobjekti.
Iga j € J korral olgu

(tim F(G.3), (p)ier ) ~ lim F(j, ), (5.10)

Kui ¢: j — j' kategoorias C, siis kategooria D iga morfismi d : i — i’ korral on viike kolmnurk ja trapets
diagrammis

lim; F(4,1)
I
It F(d d) (%)
F(c,id;) F(c,id;r)
e ,
F(',1) T (')

kommutatiivsed, jarelikult on kommutatiivne ka suur kolmnurk. See aga tdhendab, et
(tim F (1), (F(c.id;) o p))ier ) € Ob(cone(F(j', ).

Kuna kehtib (5.10), siis leidub iiheselt méadratud morfism limy F(c,id;) : limy F(4,¢) — limy F(5,4) nii,
et pg o limy F(e,id;) = F(e,id;) opg iga i € I korral. Kui koigil funktoritel F'(j, ) on piir olemas, siis
saame defineerida uue funktori L : C — A vordustega

LG) = lmF(.i), (5.11)
L(c) = li}n F(c,id;), (5.12)
kus j € J ja ¢ on morfism kategoorias C. Seega L(c) on iiheselt médratud morfism, mille korral

P o L(c) = F(c,id;) o p!.

i

llm[ F(], ’L) llm] F(j,,l)
»] P!
F(3,9) (1)

F(c,id;)
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Naitamaks, et L on toesti funktor, vaatleme morfisme c: j — 5/, ¢’ : 7/ — j” kategoorias C. Siis
Pl o L(¢) o L(c) = F(c,id;) o pl o L(c) = F(c,id;) o F(e,id;) o p] = F(c 0 ¢,id;) o pl,

millest tdnu L(c’ o ¢) iihesusele jareldub, et L(c' o c) = L(c’) o L(c). Samuti L(id;) = idp;).
Oletame, et funktoril L : C — A on olemas piir

(11? (h}n F(j, i)) : (pj)jeJ) ~ lim L.
Analoogiliselt voime radkida funktoritest F/(_,4) : C — A, iga objekti i € I korral piiridest
(tim P, ())se0 ) ~ lim F(_,),
defineerida funktori M : D — A objektil i € I vordusega
M%) = li§n F(j,1)
ja morfismil d : ¢ — ¢’ nii, et M(d) = limy F(id;,d) : lim; F(j,7) — limy F(j,7') on iiheselt mé&ratud

morfism, mille korral

q;/ o M(d) = F(id;,d) oq;».

limy F(j,i) — 2 lim; F(j, )

) -
2 %
5

4q;

y -
FO0) e P07

Funktori M piir olgu
(li}n (H}n F(M)) , (qi)ig) ~ lim M.

Osutub, et objektide lim j(limy F'(j,4)) ja limy(limy F(j,4)) vahel leiduvad kanoonilised morfismid, mis on
isomorfismid. Selle naitamiseks fikseerime ¢ € I. Siis iga ¢ : 7 — j' korral kategoorias C on vaike kolmnurk
ja trapets diagrammis

lim ; (limy F'(§,1%)

/\

lim; F(j,1) ‘> lim; F(j

p} p}
e S
F(j,1) i) F(j'54)

kommutatiivsed, jarelikult on ka suur kolmnurk komutatiivne, s.t.

(li§n (li}n F(j, i)) (P o pj)jeJ) € Ob(coneF(_, 7).

lim(lims F(5,%))

Jérelikult leidub {iheselt médratud morfism \; : lim s (lim; F(j,4)) — lim; F(j,7) nii, et ¢j o \; = plop;
iga j € J korral. Kui d : i — ¢’ on morfism kategoorias D, siis iga j € J korral

q;'.,oM(d)o)\i:F(idj,d)oqéoAi :F(idj,d)Ongpj Z;Dzlopj ZQ§IOAi’-
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Lauset 5.66 kasutades saame jareldada, et M(d) o A; = Ay. Seega leidub iiheselt méidratud morfism
A limy(limy F(5,4)) — lim;(limy F(5,4)) nii, et ¢; o A = A; iga i € I korral kommuteerub jargmine
diagramm.

lim; (lims F(5,%))

lim F(j,4) limy F(j,4')

M(d)

Analoogiliselt leidub iga j € J korral iitheselt méaratud morfism p; : lim;(limy F(4,7)) — limr F(j,4)
nii, et pJ o p; = qé o ¢; iga i € I korral, ning selline iiheselt madratud morfism g : lim;(limy F(j,7)) —
limy(lims F'(j,4)), et pj o p = p; iga j € J korral kommuteerub jirgmine diagramm.

|
Hj By
Al
phmJ(hmI F(], 1)21)/
lim; F(j,1) lim; F(j',4)

L(e)

Seega 4 '
gjogioNop=qioNiou=plopjou=plou=q°aq,

igai € I, j € J korral, millest saame, et A o u = id. Analoogiliselt saab tdestada vorduse po A = id.

Sellega oleme toestanud jargmise tulemuse.

Teoreem 5.94. Olgu A tdielik kategooria, C,D wdaiksed kategooriad, J = Ob(C),I = Ob(D), ja olgu
F:CxD— A funktor. Siis

li (h}n F(j,i)) = lim (11? F(j,z‘)) .

Niide 5.95. Veendume, et lause 5.92 (objektide tasemel) on toesti teoreemi 5.94 erijuhuks. Selleks olgu
C kaheobjektiline kategooria 1 ¢l ——20, D olgu diskreetne kategooria objektide hulgaga I ja F' : CxD — A
olgu suvaline funktor. Tahlbtame F(l,z) =: A;, F(0,i) =: By, F(c1,i) =: fi ja F(ca,4) =: ¢g; igai €l
korral.

Siis funktori F'(1,__) : D — A kujutis on slisteem (A;);er ja funktori F(0,_) : D — A kujutis on
stisteem (B;);er. Nende funktorite piirid on vastavate siisteemide korrutised. Funktor L : C — A viib

C1 LGI fz
diagrammi 1—=0 diagrammiks H Ay ———<% H B;,
€2 [Ticroi
1€l i€l el

seega tema piir on Eq([[;c; fi, [ Lics 94)-

Funktorite F(_,7) : C — A, i € I, kujutised on diagrammid A; f ¢ —2 B;. Nende piirid on paaride
(fi,gi) vordsustajad (E;,e;). Funktor M : D — A on antud Vordustega M(i) = E;, i € I, ja funktori M
piir on objektide F; korrutis. O

Naiide 5.96. Kui C on diskreetne kategooria objektide hulgaga Ob(C) = {0,1,2} ja D tema alamkate-
gooria, Ob(D) = {0, 1}, siis tdhistades téhistades funtori F': C x D — A korral F(j,i) =: F}j; € Ob(A),
saame teoreemist 5.94, et

(Foo X Fio x Fag) x (Fp1 x Fi1 X Fa1) = (Foo X Fo1) X (Fio X F11) x (Fao x Faq). O

Naiide 5.97. Suvalised piirid ei kommuteeru suvaliste kopiiridega. Naiteks diskreetsete kategooriate C ja
D, kus J = Ob(C) ja I = Ob(D), korral tdhendaks C-kopiiride kommuteerumine D-piiridega isomorfismi

I (I ) =11 (117

jeJ \iel iel \jeJ
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Kui I = J = {1,2} ja A = Set, siis peaks
(F11 % Fio) U (Fo1 X Fap) 2 (F11 U Fop) x (Fio U Fao).
Viimane enamasti ei kehti, sest

(Fi1 U Fo1) x (Fig U Fag) = (Fi1 x Fig) U (Fi1 x Fao) U (F X Fig) U (Fa1 x Fy). O

5.8. Filtreeritud kopiirid*

Definitsioon 5.98. Kategooriat A nimetatakse filtreerituks??, kui
1. A ei ole tiihi;
2. VA,B € Ob(A)3IC € Ob(A)I(f: A= C)3I(g: B— C);
3. VA, Be Ob(A)Y(f,g: A— B)dC € Ob(A)I(h: B—C): hof=hog.

f/7ck\g A f

A/ \B g

B--"->C

Maéirkus 5.99. Induktsiooniga on lihtne toestada, et kui A on filtreeritud kategooria, siis
1. A objektide iga 16pliku siisteemi (A;);cr jaoks leidub objekt A € Ob(A) ja morfismide siisteem
(fi+ Ai = Adier;
2. A paralleelsete morfismide iga 16pliku siisteemi (f; : A — B);er jaoks leidub objekt C' ja morfismid
k:B—>C,l:A— Cniiet ko f; =1iga i € I korral.

Naiide 5.100. 1. Iga loplikult kotéielik kategooria on filtreeritud.
2. Iga kategooria, milles leidub loppobjekt, on filtreeritud.
3. Jéarjestatud hulk, mida vaadeldakse kategooriana, on filtreeritud parajasti siis, kui selles jarjestatud
hulgas leidub mistahes kahel elemendil iilemine toke (s.t. ta on sup-poolvore). O

Lemma 5.101. Olgu A filtreeritud kategooria. Iga lopliku kategooria D korral leidub igal funktoril F :
D — A kokoonus.

TOEsTUS. Téahistame I := Ob(D). Mérkuse 5.99 pdhjal saame leida objekti A € Ob(A) ja A morfismide
siisteemi (f; : F(i) — A);er. Kategooria D iga morfismi d : i’ — ¢ korral saame paralleelsete morfismide
paari fir, fi o F(d) : F(i') — A jaoks leida sellise objekti Ay € Ob(A) ja morfismi g4 : A — Ay, et

gao fir = gao (fioF(d)).

Et (Aa)demor(p) on 16plik objektide siisteem, siis leidub objekt A" € Ob(A) ja morfismide siisteem
(ha + Aq = A")genor(p)- Niiiid (hgo g : A = A’)gemor(p) on paralleelsete morfismide 16plik siisteem.
Seega leidub selline objekt A” € Ob(A) ja morfismid k : A’ — A" 1: A — A", et kohgogy = I kategooria
D iga morfismi d korral.

AI AII

ha l

Ag<—21 A

/\

F(d)

(@)
Osutub, et (A", (1o f;)icr) € Ob(cocone(F)). Toepoolest, D iga morfismi d : i — i korral

lofioF(d)=kohgogio fioF(d)=kohgogso fi =lo fy. [ |

Jargnevas lauses anname konstruktsiooni, mille abil saab konstrueerida funktori F' : C — Set kopiiri.

99 filtered
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Lause 5.102. Olgu C vdike filtreeritud kategooria, J = Ob(C) ja F : C — Set funktor. Funktori F kopiir
on (L, (uj)er), kus
1. L= (HjeJ F(])) / ~ ja ekvivalentsiseos ~ on defineeritud jargmiselt: iga x € F(j) ja 2’ € F(j')
korral
x~z = 3" e€JIc: =335 = 35" Fle)(z) = F() (),

2. kujutused uj : F(j) — L on defineeritud vordustega

kus [z] on elemendi x ekvivalentsiklass seose ~ jdrgi.

TOESTUS. Seos ~ on defineeritud hulkade F'(j), j € J, loikumatul {ihendil (mis teatavasti on ka nende
kokorrutis). Selle definitsiooni illustreerib jargmine diagramm kategoorias Set:

F(c)

z € F(j) F(j")

Peame néitama, et seos ~ on ekvivalentsiseos. Refleksiivsus ja siimmeetria on ilmne. Transitiivsuse kont-
rollimiseks oletame, et 1 ~ x9 ja xo ~ x3, kus x; € F(j;), 1 =1,2,3.

J
N
; Ja 52 Js )
ZAENIPZEN
J1 J2 J3

Siis leiduvad objektid jg4,js5 € J ja morfismid f : j3 — j4, 9 : jo — Ja, b : jo = j5, k : j3 — js nii, et
F(f)(z1) = F(g9)(x2) ja F(h)(x2) = F(k)(z3). Lemma 5.101 tottu leidub objektidest j1, j2, 43, j4, j5 ja
morfismidest f, g, h, k koosneval diagrammil kokoonus (j, (si:7i — j)i6{1)273’4,5}). Siis muuhulgas

F(sao f)(x1) = F(sa)(F(f)(x1)) = F(s4)(F(9)(x2)) = F(s4 0 g)(22) = F(s2)(x2) = F(s5 0 h)(z2)
= F(s5)(F(h)(x2)) = F(s5)(F(k)(z3)) = F(s5 0 k)(23),
s.t. z1 ~ x3. Seega ~ on ekvivalentsiseos.
Kui ¢ : j — j' on morfism kategoorias C ja x € F(j), siis vorduse F(c)(z) = F(id; )(F(c)(z)) tottu
x ~ F(c)(x) ja seega
(ujr o F(e))(2) = uy (F(c)(2)) = [F(e)(2)] = [2] = uj ().

Jarelikult (L, (u;);jes) € Ob(cocone(F)). Kui ka (@, (vj);jes) € Ob(cocone(F)), siis defineerime kujutuse
m: L — @ vordusega

m([z]) = v;(x),
kus z € F(j). Kuiz ~ 2/, x € F(j), 2’ € F(j'), siis F(c)(z) = F(¢')(2') mingite morfismide ¢ : j — j”,
c 1§ — 3" korral. Jarelikult

v;(x) = (vjr 0 F(¢))(x) = (vjr 0 F(¢))(2") = vy (2')

ja m on korrektselt defineeritud. Ilmselt m o u; = v; iga j € J korral ja m on iiheselt méaratud.
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Eespool négime, et iildjuhul piirid ei kommuteeru kopiiridega. Tuleb vélja, et teatud eeldustel 16plikud
piirid kommuteeruvad filtreeritud kopiiridega. Funktori F': C—.A kopiiri, kus C on filtreeritud kategooria,
nimetatakse filtreeritud kopiiriks'®.

Teoreem 5.103. Olgu C vdiike filtreeritud kategooria ja D loplik kategooria, J = Ob(C), I = Ob(D). Kui
F :C x D — Set on funktor, siis

colJlm (h}n F(j, z)) = h}n (colJlm F(j, z))
(s.t. loplikud piirid kategoorias Set kommuteeruvad filtreeritud kopiiridega,).

TOEsTUS. Piisab, kui ndidata, et isomorfism leidub kanoonilise kopiiri ja piiri vahel. Iga j € J korral on
funktori F'(j,_) : D — Set kanooniline piir teoreemi 5.70 pohjal hulk

ll}nF(jJ) = {(,Ti)iej | x; € F(j, i), (Vd S MOT’D(i,iI)Z F(ldj,d)(xl) = :L‘i/)}.
koos projektsioonidega pg limy F(4,1) — F(j,1), i € I. Vaatleme vordustega (5.11) ja (5.12) defineeritud

funktorit L : C — Set. Meenutame, et iga C morfismi ¢ : j — j' korral L(c¢) on iiheselt maaratud morfism,
mille korral diagramm

limy F(j, §) —— > limy F(5', 4)

. v
pZL Jpz

F(j,) —y = F U 9)

on kommutatiivne. Seega iga (x;)ic; € limy F(j,4) korral L(c)((z:)icr) = (F(c,id;)(w4));c;- Funktori
L : C — Set kopiir on lause 5.102 pohjal

CO}]IIH (h}nF(j,z)) = H ll}nF(],z) / ~,
jeJ
kus seos ~ on defineeritud jargmiselt: iga (z;)i;er € limy F'(4,1) ja (2})ier € limy F(5’,%) korral

(x)ier ~ (2))icr <= 3" €JIc:5—3M3 7 —37"): L) (xzi)ier) = L()(2)icr)
— F'eJIc:j—3)Ad ) =" Viel: F(eid;)(x;) = F(d,id;)(x}).

Iga objekti i € I korral funktori F'(__,%) : C — Set kanooniline kopiir on
colim (i) = ( [T FG.1) | / =
jeJ
kus seos =2; on defineeritud jargmiselt: iga y € F(j,4) ja ' € F(j',1) korral
y~iy = 3" €J3cij— "3 5 =" Fleidi)(y) = F(¢,idi)(y).

Ekvivalentsiklasse seose ~; jérgi tihistame [y];. Kopiiri sisestused on ¢} : F'(j,4) — colim F(j,),y — [y,
j € J. Vaatleme funktorit M : D — Set, mille korral

M%) :== co(l]im F(j,1),

1 € 1, jaiga D morfismi d : ¢ — 4’ korral M (d) on defineeritud kui iiheselt médratud morfism, mis muudab
diagrammi

colimy F'(j,14) colimy F(j,4)
q; qa’
F(j,4) F(5,4)

F(id;,d)

100 filtered colimit
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kommutatiivseks. Seega M (d) on defineeritud vordusega

M(d)([yli) = [F(id;, d) (y)]

iga y € F(j,1) korral. Funktori M kanooniline piir on

lim (colim F(3,)) = { (liier|lli € | [T FG1) | / =i (vd € Morp (i, ): Flidy, d) (i) ~ir yir)
‘ jed

Defineerime kujutuse
A colJim (li}n F(j,i)) — li}n (colJim F(y, z))

vordusega

A[(@i)ier]) = ([zili)ier
iga (z;)ier € limy F(j,4) korral. Kuna iga ¢ € I korral z; € F(j,i) ja iga D morfismi d : ¢ — i’ korral
F(idj, d)(IZ) =T, siis ([zi]i)iel € lim; (colimJ F(], Z))

Néitame, et A on injektiivne. Selleks oletame, et (z;);er € limy F(4,1) ja (2})ier € limy F(5’,4) korral
([zili)ier = ([})i);c; ehk x; ~; 2 iga i € I korral. Siis iga i € I jaoks leidub j; € J ja sellised morfismid
fiid = di,gi 03— Ji, et F(fi,id;)(x;) = F(g4,1d;)(2}). Lemma 5.101 pohjal leidub kokoonus (57, (s:)ier)
morfismidest f;, g;, i € I, koosneval diagrammil.

fi Ji Ji

Jarelikult iga ¢ € I korral sj, o f; = s; ja s;, 0 g; = sj ning seega
F(sj,idi)(2i) = F(sj,,1di) (F(fi,idi) (i) = F(s5,,1d:) (F (g5, 1ds)(25)) = F(sr,id;)(x5).

See aga tdhendab, et (z;);er ~ (z})icr, millega X injektiivsus on toestatud.
Niitame, et A on siirjektiivne. Olgu ([y:]i);c; € limy (colimy F'(j,1)), kus y; € F(j;,4). Paneme téhele,
et seose =; definitsiooni pohjal

Vi e IVf € More(j',j)Vz € F(5',i): 2z =; F(f,id;)(2).

Lemma 5.101 tottu saame leida objekti j € J ja morfismide siisteemi (f; : j; — j)ier. Kuid: 7 — ¢’ on
morfism kategoorias D, siis

F(fi, d)(yi) = F(fi,ider)(F(idy;, d) (i) ~wr F(idy,, d) (i) =i yir =i F(fir,idir) (yir).-

Seose ~;+ definitsiooni pohjal leidub iga d : ¢ — i’ jaoks objekt jq € J ja sellised morfismid g4, hg : § — Jja,
et

F(gqo fi,d)(yi) = F(ga,idir)(F(fi,d)(yi)) = F(ha,idy)(F(fir,idi)(yir)) = F(ha o fir,idi)(yer). (5.13)

Rakendades lemmat 5.101 diagrammile, mis koosneb kdigist morfismidest g4, hq, kus d € Mor (D), saame
leida objekti j’ ja morfismid k : j — j' ja sq : ja — j' iga d € Mor(D) jaoks, nii et s40 g5 =k = 840 hyg

iga d € Mor (D) korral.

.]d<7.7
ha

Siis aga vorduse (5.13) tottu
F(ko fi,d)(yi) = F(sq,idi)(F(gq © fi,d)(yi)) = F(sa,ids) (F(hqo fi,idir)(yir)) = F(k o fir,ids ) (yar)
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iga morfismi d : ¢ — 4’ korral. Tahistades x; := F(k o f;,1d;)(y;) € F(j,4), i € I, saame arvutada:
F(idj, d)(xi) = F(ko fi,d)(y:) = F(k o fir,idy)(yir) = zo

iga morfismi d : i — ¢’ korral. Seega (z;);er € limy F(j,%) ning [(2;)icr] € colimy (lim; F(j,4)). Lisaks
sellele

A([(z)ier)) = ([xi]i)iel = ([F(ko fiaidi)(yi)]i)iel = ([yi]i)iel7

mis tdhendab, et A\ on siirjektiivne. |

Naiide 5.104. Kategoorias Set vaatleme hulka X ja diagrammi C, mis koosneb hulga X 16plikest alamhul-
kadest ja nendevahelistest sisestustest. See diagramm on filtreeritud, sest @ on hulga X 16plik alamhulk,
kahe lopliku alamhulga iithend on loplik alamhulk ja selles diagrammis ei ole kahte erinevat paralleelset
morfismi. Néditame, et hulk X on selle diagrammi kopiir.

Imselt (X, (ua) acon(c)), kus ua : A — X on sisestused, on kokoonus. Oletame, et ka (Q, (ga) acob(c))
on kokoonus. Defineerime kujutuse m : X — @ vordusega

m(z) = gy (@)

Kui A C X on 16plik alamhulk ja a € A, siis ga(a) = qfq3(a) = m(a) = (mowua)(a). Seega ga = mowua.

Q
|
/1" N
L
A B A {a} O

Niide 5.105. Analoogiliselt eelmise néitega saab néidata, et iga Abeli rithm on oma 16plikult tekitatud
alamrithmade filtreeritud kopiir. a

Naiide 5.106. Filtreeritud kopiiride abil saab kirjeldada teatud omadustega algebraliste struktuuride
ehitust. Néiteks iga tugevalt lame poliigoon on esitatav 1oplikult moodustatud vabade poliigoonide filt-
reeritud kopiirina. O

5.9. Piirid funktorite kategoorias

Selles paragrahvis uurime, kuidas leida piire funktorite kategooriates.
Olgu A,C, D kategooriad ning F' : D — Fun(C, A) funktor. Téhistame I = Ob(D) ja J = Ob(C).
Vaatleme fikseeritud j € J korral eeskirja

kus F'(d); on loomuliku teisenduse F(d) : F(i) = F(i') j-komponent. Kuid :i — 4, d :i{ — i’ on
morfismid kategoorias D, siis F' funktoriaalsuse ja loomulike teisenduste komponeerimisreegli pohjal

(F(Ud od) = F(d' od); = (F(d') o F(d)); = F(d'); o F(d); = (F(_L)G)(d) e (F(L)(7)(d)-
Samuti (F(_)(j))(1id;) = F(id;); = (idF(i))j = idp(s)(;) ning seega F'(_)(j) on funktor.

Lause 5.107. Olgu A,C,D kategooriad, kusjuures C ja D on vdiksed, ning olgu F : D — Fun(C, A)
funktor. Kui iga C € Ob(C) korral funktoril F(_)(C) : D — A on piir olemas, siis ka funktoril F' on piir
olemas ning see piir on arvutatav punktivitsiliselt.
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TOEsTUS. Téahistame I = Ob(D) ja J = Ob(C). Iga j € J korral olgu

(LG), (ier) ~ lm F() (). (5.14)
Kui ¢: j — j’ on morfism kategoorias C, siis D iga morfismi d : i — i’ korral
F(d)j o (F(i)(c) o p] = (F(i’)(¢)) o F(d); o p] = (F(i')(c)) o pl.

Jirelikult (L(j), ((F(i)(c)) o pg’) I) € Ob(cone(F(_)(j"))) ning seega leidub selline itheselt mairatud
i€
morfism L(c) : L(j) — L(j'), et iga ¢ € I korral

v} o L(c) = (F(i)(c)) o p}. (5.15)
A{/;i////-L(]) \\\\\j\\g\
FO@ 0 L6 FEOO
F(i)e)| / T~ R
F@) (") o F(@i")(5")

Veendume, et niimoodi defineeritud L : C — A on funktor. Kui ¢: j — 7' ja ¢’ : 7/ — j” kategoorias C,
siis iga ¢ € I korral

71 . . -/ 11

p; oL(coc) = (F(i)(coc))op] = (F(i)(c') o (F(i)(c)) op; = (F(i)(c')) o (p] oL(c)) =p] oL(c')oL(c),
millest L(¢ o¢) = L(¢’) o L(c). Vordustest

Pl o L(id;) = (F(i)(id;)) o p] = idpi)(j) op] = p] o L),
i € I, saame aga, et L(id;) = id;). Seega L on funktor.

Vordustest (5.15) jareldub, et p; = (pf) S L = F(i) on loomulik teisendus.
je

L(7) F(i) ()

L(o)l lF(i)(c)
)

L(5") 4>F(Z (")

Néiitame, et (L, (p;)icr) on funktori F' piir kategoorias Fun(C,.A). Selle piiri punktiviisilisust véljendab
valem

(hmF( >) () = m(F () (7)),

el el

mis {itleb, et funktori F piiri lim;er F(i) : C — A véirtus kohal j € J on funktorite F(i) : C — A
vadrtuste (kohal j) piir. _ _

Kuna kehtib (5.14), siis iga morfismi d : i — ¢’ ja iga j € J korral (F(d) o p;); = F(d); o p! = pl.
Seega kehtib vordus F'(d) o p; = p; loomulike teisenduste vahel ja (L, (p;)icr) € Ob(cone(F)). Kui ka
(Q, (¢:)icr) € Ob(cone(F)), siis (Q(4), ((¢:);)icr) € Ob(cone(F(_)(j))) iga j € J korral, mis annab sellise

tiheselt médratud morfismi m; : Q(j) — L(j), et p! om; = (¢;); iga i € I korral.

Q Q)
|
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Siis m = (m;)jes : @ = L on loomulik teisendus, sest C iga morfismi ¢ : j — j’ korral

-/ v

P o L(c) omy = (F(i)(e)) o pl omy = (F(i)(e)) o (@); = (@) © Q) = i omyr 0 Q(0)

ja seega L(c) omj = mj o Q(c). Teisendus m rahuldab vordust p; o m = g;.

Q) — 2~ L(j) Q) — 2 F(i)()
Q(C)l lL(C) Q(C)L lF(i)(C)
Q) —— (") Q") FG)(")

J (Qi)j/

Kui ka n = (n;)jes : @ = L on selline loomulik teisendus, et p; o n = g, siis pz onj = (¢;); igajeJ
korral. Morfismide m; iihesuse tottu m; = n; iga j € J korral, s.t. m = n. |

Toestatud lausest jareldub vahetult jargmine tulemus.

Teoreem 5.108. Kui A on tdielik kategooria ja C viike kategooria, siis kategooria Fun(C, A) on tdielik.

Niide 5.109. Olgu D = {1 L 2} tagasitombajaid defineeriv kategooria néitest 5.69 (5).
Vaatleme funktorit F': D — Fun(C,.A)

\V]

K
F: d2 — ‘/B
H

l———0 G
dy o

Siis lause 5.107 {itleb seda, et funktori F' piiriks on kolmik (P, 7, p), kus funktor P : C — A on objektidel
j € J defineeritud kui funktori F/(_)(j): D — A

2 K(j)
F(i)(]) : da — Bj
p— G() - HO)

piir, s.t. P(j) (koos projektsioonidega p{,pg) on morfismide o, 3; tagasitombaja kategoorias A. Projekt-
sioonid m: P = G jap: P= K onagam=p1 = (p])jes, p=p2 = (P})jcs. Seega

(P3)jes

P(j) LK(]') p__ 2T g

on konservatiivne ruut _ on konservatiivne ruut
. M J Y .
ﬁ’iﬁf%?ﬁﬁél = (e ? kategoorias Fun(C, A).

H

Q
e
<
S—
Q

<
=
.
N—
Q
Q

O

Lause 5.110. Vaatleme vdikest kategooriat C ja kovariantset Yoneda sisestust Y : C — Fun(C°P,Set),
mis on antud jdrgmiselt:
C +——— Mor¢(_,C)

f More (__,f) .

C' ——> More(_,C")

Funktor'Y sdilitab piire.
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TOEsTUS. Olgu D viike kategooria, I = Ob(D) ja F : D — C funktor, mille piir on (P, (p;)icr). Tuleb
toestada, et (Morc(__, P), (Morc(__, pi))icr) = lim(Y o F). Tanu lausele 5.84 siilitab funktor Mor¢(C, _) :
C — Set piire (selles lauses esineva funktori F' asemel vaatleme funktorit Y o F'). Jarelikult on iga
C € Ob(C) korral
(Mor¢(C, P), (Morc(C,p;))icr) = lim(More(C, _) o F).
Kuna Mor¢(C,_) o F = More(C,F(_)) = (Y o F)(_)(C) : D — Set, siis lause 5.107 tdestuse pohjal
on funktori Y o F piiriks (L, (I;)icr), kus I; = (Morc(C, p;))ceon(c) ja L : C°P — Set on funktor, mis
on defineeritud nii, et L(C') = Mor¢(C, P) ja kui ¢ : C — C' kategoorias C, siis L(c) : Mor¢(C', P) —
Morc(C, P) on (vt. (5.15)) iiheselt médratud morfism, mille korral Morc(C’,p;) o L(c) = (Y o F)(i)(c) o
Mor¢(C, p;) ehk
(pio_)oL(c) =Mor¢c(c, F(i))o(pio_)=(_oc)o(p;o_).

See tahendab, et L(c) = __oc : More(C', P) — Morc(C, P) ja seega L = Morc(__, P). Samuti [; =
More(__, pi), sest (I;)c = More(C,p;) = pi o _ = More(__,p;)c (vt. ndidet 4.5). [ ]

Teoreem 5.111. Olgu C wvdike kategooria. Iga funktor F' : C — Set on esitatav mor-funktoritest ja
nendevahelistest loomulikest teisendustest koosneva diagrammsi kopiirina.

TOESTUS. Vaatleme liitfunktorit
el(F) LN 4 Fun(C, Set),

kus el(F) on funktori F' elementide kategooria (vt. niidet 3.18), Ur on vastav unustav funktor ja Y°P
on kontravariantne Yoneda sisestus. Meenutame, et el(F') objektid on paarid (c,C), kus ¢ € F(C) ja
morfismid f : (¢,C) — (¢/,C”) on sellised morfismid f : C — C’ kategoorias C, mille korral F(f)(c) = ¢'.
Me néitame, et F' on kontravariantse funktori Y°P o Up : el(F)) — Fun(C, Set) kopiirobjekt.

Yoneda lemma (teoreem 4.12) pohjal vastab igale el(F) objektile (c,C) loomulik teisendus a(®¢) :
More(C,_) = F, nii et 0p,0(al®?)) = ¢ ehk o9 (ide) = ¢. Bt (0r.0)ccone) : N = F on loomulik
teisendus, siis kategooria el(F') iga morfismi f : (¢, C) — (¢/, C") korral on diagramm

OF,c

Nat(More(C, _), F) F(C)

N(f) F(f)

kommutatiivne ning jarelikult

Op.cr (a(c’c) o More(f, 7))

orcr (N() (a9)) = (F() 0 br0) (a“O) = F(f)(0) = ¢

_ QF,C’ (a(c/’c/)> ’

millest kujutuse 0 ¢ liksiihesuse tottu ale©) oMore(f,_) = ale0, Seega (F, (a(c’c))
Ob(cocone(Y°P o Ug)). Olgu ka

(c,C)eOb(eI(F))) €

(,0) yep . 1
(G, (ﬂ )(C’C)GOb(d(F))) € Ob(cocone(Y°P o Up)) (5.16)

More(C, _) Morc(C’,_)

-
More (f,__)

Selleks, et saada loomulikku teisendust u : F' = G oleks iga C € Ob(C) jaoks vaja defineerida kujutus
ue : F(C) = G(C). Kui z € F(C), siis defineerime

pe(x) = bc.c (Ba.c)) -
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Kui g : C — D kategoorias C ja x € F(C), siis g : (x,C) — (F(g)(x), D) kategoorias el(F'). Kuna kehtib
(5.16), siis B(w,C) o Morc(g,i) = 6(F(g)(w),D)- Et diagramm

fc,c

Nat(More(C, _),G)

G(C)
N(g) G(9)

Nat(Mor¢(D,_),G) —— G(D)

0c,p

on kommutatiivne, siis

G(9)(uo(x)) = Glg) (0a,c (Bac))) = (G(9) 0 0a.c) (Ba,c)) = (0a.p 0 N(9)) (Ba,c))
= 0.0 (Ba,c)oMore(g, ) = bc.p (Brig)(x),0)) = kp(F(9)(x)).

Jérelikult p : F' = G on loomulik teisendus.

Kuna
bc.c (u o a(c’c)) = (Mc ° Ot(cc’c)) (idc) = pc (a(cc’c)(idc)) = pc(c) =0a.c (Beco))

siis kujutuse 0, ¢ iiksiihesuse tottu o al®®) = (. o). Kui ka v 0 o) = B, ¢ iga (c,C) € Ob(el(F))
korral, siis

pe(e) = ba,c (u ° Oé(c’c)) =ba.c (V ° a(c’c)) = vc(c),

millest jareldub pu = v. |

5.10. Ulesanded

Ulesanded 5.112. 1. Kas sinu lemmikkategoorias on olemas (ko)korrutised, (ko)vordsustajad voi
tagasitombajad? Kas ta on (ko)tdielik?
2. Olgu C loplike korrutistega kategooria. Niidata, et leidub funktor _ x _ : C x C — C, mis on
defineeritud vordustega

(_x_)(A,B) = AxB,
(_x_)(fig) == fxg: AxB—AxB,
kus f: A — A’, g : B — B’ kategoorias C ja f x g on iiheselt miiratud morfism, mis muudab
diagrammi
A Pa Ax B Pe B

A/

AAxB — B
Par Ppr
kommutatiivseks. (Funktorit kahe kategooria korrutisest kolmandasse kategooriasse nimetatakse
tihti bifunktoriks!!.)
3. Niidatata, et iiheski mittetriviaalses rithmas, mida vaadeldakse iiheobjektilise kategooriana, ei ole
binaarseid korrutisi.

101 pifunctor
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N

10.

11.

12.

. Olgu (E,e) morfismide f,g: A — B vordsustaja. Toestada, et e on isomorfism parajasti siis, kui

f=g

Tuua niide kategooriast C, kus on kaks morfismi f,g : A — B, millel ei leidu kovordsustajat
kategoorias C. (Napunéide: voib vaadelda kategooria Set alamkategooriaid.)

Toestada, et tuumapaaride projektsioonid on retraktsioonid.

Defineerida koonuste morfismi moiste loomulike teisenduste abil.

Toestada, et kui f on monomorfism ja (P,p1,p2) on morfismide f ja g tagasitombaja, siis ps on
monomorfism.

Toestada otse, et konservatiivsed ruudud saab (kanooniliselt) konstrueerida korrutiste ja vordsus-
tajate abil. Tdpsemalt, olgu f: A — C ja g : B — C kaks morfismi kategoorias C. TGestada, et kui
(A x B,pa,pp) on A ja B korrutis ja kui (E,e) on fopy ja gopp vordsustaja, siis vilimine ruut
diagrammis

E bpoe B
e PB
paoce Ax B 9
PA
A
; C

on konservatiivne.

Toestada, et kui G : A — B ja H : B — C siilitavad koik piirid, siis ka H o G : A — C séilitab koik
piirid.

Kategooria A ja fikseeritud objekti A € Ob(A) jaoks anda funktori (A x _): A — A definitsioon
analoogiliselt {ilesandega 2. Toestada, et kui A on 16plikult téielik, siis A x __ sdilitab vordsustajad.
Olgu kategooria D selline, kus Ob(D) = {1,0} ja Mor(D) = {ido, id;,0—1}. Vaatleme kategooriat
B, mis on antud jargneval diagrammil ({ihikmorfisme pole mérgitud):

/ a \
f \ e / g
c b d
Vaatleme kategoorias Fun(D, B) on funktoreid F' ja G, mille korral F/(0) = ¢, F(1) = f ja G(0) = d,

G(1) = g. Toestage, et F ja G korrutiseks on funktor H, kus H(0) =b ja H(1) =e.
Margime, et see korrutis pole punktiviisiliselt arvutatav, kuna kategoorias B ei leidu korrutist f X g.
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6. Kaasfunktorid

6.1. Motiveerivad naited

Vaatleme vektorruumide (iile korpuse K) kategooriat Veck, kus morfismideks on lineaarkujutused.
Unustav funktor U : Vecx — Set viib iga vektorruumi V' tema elementide hulgaks. Iga hulga X korral
leidub vektorruum Vy, mille jaoks X on baasivektorite hulk: see koosneb kaigist X elementide formaal-
setest lineaarkombinatsioonidest kyxy + ... 4+ knxn, k1,...,k, € K, koos loomulikul viisil defineeritud
tehetega. Iga kujutuse f : X — Y saab laiendada lineaarkujutuseks Vx — V3 nii, et tulemuseks on
funktor F : Set — Veck. See funktor on objektidel defineeritud vordusega F(X) = Vx, kus X on hulk,
ja morfismidel vordusega

Iga hulga X ja vektorruumi W korral leidub bijektiivne kujutus

ex,w : Moryecy (F(X), W) — Morset(X,U(W)),
= flx

Selle poordkujutus ¥x w : Morset(X,U(W)) — Moryec, (F(X), W) laiendab iga kujutuse g : X —
U(W) tiheselt mésratud lineaarkujutuseks ¥x w(g) =: fy : F(X) — W, mis ilmutatult on antud vordu-
sega

(6.1)

fg(klxl —‘r—‘rk?nl‘n) = k/’lg(l‘l) —‘r—l—kﬁng(.%‘n) (62)

(seega f, viib formaalsed lineaarkombinatsioonid vektorruumis F'(X) tegelikeks lineaarkombinatsiooni-
deks vektorruumis W). Osutub, et kujutused ¢x w on loomuliku teisenduse ¢ komponendid, kui (6.1)
molemaid pooli vaadelda funktoritena X ja W suhtes. Selles veendumiseks piisab, kui kontrollida loomu-
likkust X ja W suhtes eraldi (vt. iilesnnet 6.57 (1)). Loomulikkus X suhtes tdhendab, et iga kujutuse
k: X" — X korral diagramm

Mortvec, (F(X), W) —~ Morsee(X, U(W))
__oF(k) _ok
Morvec, (F(X"), W) o Morset (X', U(W))

on kommutatiivne. Téepoolest, iga lineaarkujutuse f : F/(X) — W ja iga elemendi x € X’ korral

[(Lok)ooxwl(f)x) = (exw(f)ok) (@)= flx(k(x)) = f(k(x)) = f(F(k)(x)) = (f o F(k))|x (z)
= lpxw(f o F(R))(x) = [pxrw o (o F(k))](f)(2).

Sarnane arutlus annab, et ¢ on loomulik W suhtes. Veelgi enam, kujutus, mis saadab iga x € X samaks
elemendiks z, mida vaadeldakse Vx vektorina, on morfism tx : X — U(Vx) = (U o F)(X) kategoorias
Set. Mistahes vektorruumi W ja kujutuse g : X — U (W) korral on lineaarkujutused f, : Vx — W iiheselt
médratud lineaarkujutused, mis laiendavad kujutust g, s.t. muudavad kolmnurga

X L U(Vx) Vx
| I
I I
p UG o
Y Y
U(W) w

kommutatiivseks.
On veel teisi sarnaseid néiteid. Hulkade S, T ja R korral leiduvad bijektiivsed kujutused

s,k Morset(S x T, R) — Morset (S, Morset(T', R)),

mis on antud vordusega

[ps,r(F)($)](t) = f(s,1)
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iga kujutuse f : S x T — R ja mistahes elementide s € S, t € T,r € R korral. Selline ¢ on loomulik § ja
R (aga ka T') suhtes. Kui hulk T on fikseeritud ja defineerime F, G : Set — Set kui funktorid F:= _ x T
ja G := Morset (T, _), siis bijektsioon votab kuju

s R Morset(F(S), R) — Morset (S, G(R)).

Saab niidata, et moodulite A, B jaoks iile kommutatiivse ringi R ja Abeli rithma C jaoks leidub
isomorfism
wYaA,C: MOI‘Ab(A XRRr B, C) — NIOI‘MOdR(A7 MOI‘Ab(B, C))

6.2. Kaasfunktorid

Definitsioon 6.1. Olgu A ja B kategooriad. Adjunktsioon'%? kategooriast A kategooriasse B on kolmik
(F,G,p) : A = B, kus F: A — BjaG:B — A on funktorid ja ¢ = (©4,B)(4,B)c0b(A)xOb(5) ON
bijektiivsete kujutuste

pap: Morg(F(A), B) = Mora(4,G(B)) (6.3)

siisteem, mis on loomulik A ja B suhtes. Kui (F, G, ¢) : A — B on adjunktsioon, siis iitleme et F on G
vasakpoolne kaasfunktor'®? ja G on F parempoolne kaasfunktor ning kirjutame F - G.

Funktor Morg(F'(_),__) avaldise (6.3) vasakul poolel on bifunktor

Fxidg hom
_—

AP x B B°P x B—— Set,

mis tegutseb jargmiselt:
(A, B) ——— Morg(F(A), B)

(kopyh)‘/ ‘/hooF(k) .

(A, B') —— Morg(F(4'), B')

Bifunktor Mor4(__,G(_)) : A° x B — Set on defineeritud analoogiliselt. Seega bijektsioonide ¢ loomu-
likkus tdhendab, et mistahes morfismide k : A’ — A ja h : B — B’ korral diagrammmid

Morg(F(A), B) — %~ Mor4(A,G(B))  Morg(F(A), B) — 2~ Mor4(A, G(B))
__oF(k) ok ho‘/ G(h)o__
Morg(F(A"), B) WMorA(A’,G(B)) Morp(F(A), B) o Mor 4(A,G(B"))

kommuteeruvad (vt. iilesannet 6.57 (1)). See tdhendab, et kategooria A iga morfismi k£ : A — A ja
kategooria B mistahes morfismide h : B — B’ ja f : F(A) — B korral

pa,s(foF(k)) = wan(f)ok, (6.4)
pap(hof) = G(h)owan(f). (6.5)

Definitsioon 6.2. Olgu G : B — A funktor ja A € Ob(A). Universaalne morfism'%* objektist A
funktorisse G on objekti A G-aluste objektide kategooria (A | G) algobjekt (vt. nédidet 3.17).

Seega universaalne morfism objektist A funktorisse G on paar (u, B), mis koosneb objektist B € Ob(B)
ja kategooria A morfismist v : A — G(B), nii et iga paari (g, B’), kus B’ € Ob(B) jag: A — G(B'),
jaoks leidub selline iiheselt médratud morfism f : B — B’ kategoorias B, et G(f)ou = g. Teiste sonadega,
iga morfism A — G(B'), B’ € B, tegurdub {iiheselt 14bi universaalse morfismi .

102 g djunction

103 1eft adjoint
04 yniversal morphism
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Duaalselt saab defineerida universaalsed morfismid funktorist ' : A — B objekti B € Ob(B). Kuna alg-
ja loppobjektid on iihesed isomorfismi tépsuseni, siis ka universaalsed morfismid on iihesed isomorfismi
tapsuseni.

Teoreem 6.3. Adjunktsioon (F,G, ) : A — B mddrab dra
1. loomuliku teisenduse 1 : id4 = G o F, nii et iga objekti A € Ob(A) korral paar (na, F(A)) on
universaalne morfism objektist A funktorisse G ja iga f : F(A) — B korral

0aB(f)=G(f)ona: A— G(B); (6.6)

2. loomuliku teisenduse € : F o G = idg, nii et iga objekti B € Ob(B) korral paar (G(B),ep) on
universaalne morfism funktorist F objekti B ja iga g : A — G(B) korral

¢aplg) =epoFlg): F(A)— B. (6.7)

Veelgi enam, kompositsioonid (idg *€) o (n *idg) ja (¢ *idg) o (idp *n) on samasusteisendused vastavalt
funktoril G ja F.

idp *n

G, F———=FoGoF

nxidg idg *€ exidp

G GoFoG F. (6.8)

105

Loomuikku teisendust n nimetatakse selle adjunktsiooni {ihikuks'” ja loomulikku teisendust e

kotihikuks.

Mirgime, et (4.1) ja (4.2) pohjal teiseneb tingimus (6.8) niinimetatud kolmnurksamasusteks!%6

G(eB) o ng(p) = idg(m), er(a) © F'(na) = idpa), (6.9)
kus A € Ob(A), B € Ob(B), s.t. kolmnurkade

nG(B) F(na)

G(B) —= (Go F o G)(B) F(A)—> (FoGo F)(A)
& G(en) m EF(4) (6.10)
G(B) F(A)

kommutatiivsuseks.

TOEsTUS. 1. Iga A € Ob(A) korral votame avaldises (6.3) B := F(A) ja defineerime morfismi n4 :
A — (Go F)(A) vordusega
na = SDA,F(A) (idF(A)). (611)

Vordusest (6.5) jareldub siis, et iga morfismi f : F'(4) — B korral

oa,B(f) = paB(foidpa)) = G(f) o pa,ra)(idry) = G(f) ona.

Et toestada (na, F/(A)) universaalsus oletame, et ¢ : A — G(B) on morfism kategoorias A. Siis
@Z}B (9) : F(A) — B kategoorias B ja vordust (6.6) kasutades saame, et

Glpa'5(9) ona = vas(ea'(9) = 9.

105ynit (of the adjunction)

106 triangle identities
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I
| ¢3'n(9)
Y Y
G(B) B
Kui ka G(h) o n4 = g mingi morfismi h : F(A) — B korral, siis vordusest g = ¢4 p(h) jireldub
L,DZLIB (g) = h. Seega 14 on universaalne morfism objektist A funktorisse G.

Toestamaks, et 7 = (14) acob(a) : ida = G o F on loomulik teisendus, vaatleme kategooria A
morfismi k : A" — A korral diagrammi

A — s (Go F)(A)

k (GoF)(k)

A (G o F)(A)

nA
Selle kommutatiivsus jareldub vorduste ahelast
(GOF)(k)OﬂA/ = (GOF)(k)OQDA/,F(A’)(idF(A/)):@A/,F(A)(F(k)OidF(A’))

= pa,r(idpa) oF (k) = 0a,ra)(idra)) ok =naok,

kus me oleme kasutanud vordusi (6.11), (6.5) ja (6.4). Neid arvutusi voib illustreerida jargneva
kommutatiivse diagrammi abil:

Morg(F(A'), F(A')) Fe_ Morg(F(A'), F(A)) <" Morg(F(A), F(A))
PArF(AT) PAlF(A) PA,F(A)
Mora(4', (G0 F)(A) — = Mora(4', (G o F)(A)) < Mora(4,(G o F)(4))

2. Iga B € Ob(B) korral votame avaldises (6.3) A := G(B) ja defineerime morfismi e : (FoG)(B) —
B vordusega

en = 95 (p) pdas))- (6.12)

See osutub universaalseks morfismiks funktorist /' objekti B ja saab néidata, et 90;‘}3 (9) =epoF(g)
iga g : A — G(B) korral.
Lopuks, kolmnurgad (6.10) kommuteeruvad, sest vorduste (6.12), (6.6), (6.11) ja (6.7) tottu

idg() = va),B(eB) = G(eB) ° NG (B),
idp(a) = ¥4 pay (14) = €p(a) 0 F(na),

mis toestab antud teoreemi. [ |

Osutub, et funktori (vasakpoolne voi parempoolne) kaasfunktor on isomorfismi tdpsuseni iiheselt maa-
ratud (kui ta leidub).

Lause 6.4. Kui F 4G ja F' 4G, siis F = F'.

TOESTUS. Olgu n:idy = Go F jan' :idy = G o F’ vaadeldavate adjunktsioonide iihikud. Kuna iga
A € Ob(A) korral on (na4, F(A)) jaja (n'y, F'(A)) universaalsed morfismid objektist A funktorisse G, siis
on nad molemad kategooria A | G algobjektid ja seega isomorfsed selles kategoorias. See tdhendab, et

leiduvad sellised iiksteise poordmorfismid g4 : F(A) — F'(A) ja ha : F'(A) — F(A), et

G(ga)ona=ms ja G(ha)ony =na.
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Tdestamaks, et g = (g9a) acob(a) : F' = F' on loomulik teisendus, peame veenduma, et diagramm

F(A) —— F'(4)

F'(k)

FI(A")

9ar

on kommutatiivne kategooria A iga morfismi k : A — A’ korral. Tédnu 74 universaalsusele leidub tiheselt
médratud morfism b : F(A) — F'(A’) nii, et G(b) ona =1y, o k.

A—" s G(F(A)) F(A)
I |
k :G(b) :b
Y \
A ——=G(F'(4) FI(A)

Kasutades 1 ja 1’ loomulikkust diagrammide

s

A (GoF')(A) A—"— (GoF)(4)

k (GoF")(k) k (GoF)(k)

A ———— (G F')(4) A’T>(G0F)(A’)
77A/

kommutatiivsuse ndol saame aga, et

G(F'(k)oga)ona = (GoF')(k)oG(ga)ona = (GoF')(k)ony =mn)y ok,
G(gar o F(k))ona = G(gar) o (G o F)(k)ona = G(gar) onar ok =n ok,

millest b {ihesuse tottu jareldubki, et F’'(k) o g4 = b= gas o F(k). |

Teoreem 6.5. Iga adjunktsioon (F,G,p) : A — B on tdielikult dra mddratud jirgmise loetelu iga punkti
poolt.

1. Funktorid F, G ja selline loomulik teisendus n : ida = Go F, et igana : A — (G o F)(A) on
universaalne morfism objektist A funktorisse G. Siis ¢ on defineeritud vordusega (6.6).

2. Funktor G : B — A ja iga A € Ob(A) korral objekt Fy(A) € Ob(B) ning universaalne morfism
na: A — G(Fy(A)) objektist A funktorisse G. Siis funktor F on objektidel antud kujutusega Fy ja
morfismidel k : A — A" on defineeritud vordusega G(F(k)) ona =nas o k.

3. Funktorid F', G ja selline loomulik teisendus € : F o G = idg, et iga eg : (F o G)(B) — B on
universaalne morfism funktorist F objekti B. Siis =1 on defineeritud vordusega (6.7).

4. Funktor F : A — B ja iga B € Ob(B) korral objekt Go(B) € Ob(A) ning universaalne morfism
ep: F(Go(B)) — B funktorist F' objekti B.

5. Funktorid F, G ja sellised loomulikud teisendused n : idg = G o F ja e : F o G = idg, et mole-
mad kompositsioonid (6.8) on samasusteisendused. Siis ¢ on defineeritud vordusega (6.6) ja ¢!
vordusega (6.7).

TOEsTUS. 1. Olgu A € Ob(A) ja B € Ob(B). Morfismi n4 : A — (G o F')(A) universaalsus téhendab,
et iga morfismi g : A — G(B) jaoks leidub tépselt iiks morfism f : F(A) — B, mis muudab
kolmnurga

A5 (GoF)(A)
|
G
Y
G(B)
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kommutatiivseks. See tdhendab tapselt seda, et vordus

Ya,B(f) = G(f)ona

defineerib bijektsiooni ¥4 g : Morg(F(A), B) — Mor 4(4, G(B)).
Kategooria A iga morfismi k : A’ — A korral on diagramm

A — o (G o F)(A)
k (GoF)(k)

A

(Go F)(A)

MNA
kommutatiivne ning jarelikult iga B morfismi f : F(A) — B korral
VYap(f)ok=G(f)onaok=G(f)o(GoF)(k)ona =G(foF(k))ona =1pa p(f o F(k)).

Seega 1) on loomulik A suhtes. Mistahes morfismide h : B — B’ ja f : F(A) — B korral kategoorias
B
G(h)otpaB(f) =G(h) o G(f)ona =G(ho f)ona=vap(hof)

ja seega v on loomulik ka B suhtes.

Mors(F(A), B) —2" . Mora(A,G(B))  Mors(F(A), B) — "+ Mora(A, G(B))
__oF(k) __ok ho___ G(h)o__
Morg(F(A"), B) o Mor 4(A’, G(B)) Morg(F(A), B') o Mor4(A,G(B"))

Niisiis oleme saanud adjunktsiooni (F,G, ). Juhul kui n oli iihik, mis oli saadud adjunktsioonist
(F,G,p), siis p = ¢, sest vorduse (6.6) tottu a4 5(f) = G(f) ona = wa p(f) iga morfismi
f:F(A) — B korral.

. Néitame, et punkti 2 andmeid saab tdiendada punkti 1 andmeteks ja seega nad médravad &ra
adjunktsiooni. Punktis 2 on meil antud ainult universaalne morfism (14, Fy(A)) iga A € Ob(A)
korral. Néitame, et on tépselt iiks voimalus muuta Fj funktoriks F' : A — B, mille korral 7 :
id4 = G o F oleks loomulik teisendus. Kategooria A iga morfismi k : A — A’ korral jareldub 74
universaalsusest, et leidub ithene morfism Fy(A) — Fy(A’), mida tdhistame F(k), nii et diagramm

A—" G(Fy(A)) Fy(A)
| |
k (G F()|
\ A
A — = G(Fy(4)) Fo(A")

kommuteerub. Kui [ : A" — A” on ka A morfism siis vaatleme kommutatiivset diagrammi

A—"—> G(Fy(A)) Fy(A)
| |
g G (k)
\ \

A — G(Fo(IA’)) Fo(A)
|
! G P |
Y \

A/l T G(FO(A//)) F (A//)

Kuna F(lok) : Fy(A) — Fo(A”) on ithene morfism, mille korral ng» olok = F(lo k) ony, aga
teisest kiiljest ka

navolok = G(E(D) ona ok = GF() o GE(K)) o na = G(F(I) o F(k)) ona,
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siis peab kehtima vordus F'(I) o F(k) = F(l o k). Ilmselt F'(id4) = idp,(4) ning seega F' on funktor.
Téanu F' definitsioonile on 7 : id 4 = G o F' loomulik teisendus.
3. Duaalne viitega 1.

Duaalne véitega 2.
5. Iga A € Ob(A) ja B € Ob(B) korral defineerime kaks kujutust

=~

©AB

Morg(F(A), B) —><0 Mor 4(A, G(B))
vordustega
ea(f) = G(f)ona,
0a8(9) = epoF(g),

f:F(A) = B, g: A— G(B). Kasutades G funktoriaalsust, n loomulikkust ja esimest kolmnurksa-
masust (6.9) saame

(paob0ap)g) = waplepol(g))=G(Eepol(g))ona=G(ep)o(GoF)(g)ona
= G(ep)ongm)y oy =idgmyog =g.

Seega wa,B © 04 B = idMor,(a,c(B))- Duaalselt 04 0 94 B = idyors(F(a),B) NING seega on YA B
bijektsioon. Et veenduda ¢ loomulikkuses, see tahendab, vorduste (6.4) ja (6.5) kehtimises suvaliste
morfismide k: A" — A, h: B — B’ ja f : F(A) — B korral, paneme téhele, et

pap(foF(k)) = G(foF(k)ona =G(f)o(GoF)(k)ona =G(f)onack=ypanp(f)ok,
pap(hof) = G(hof)ona=G(h)oG(f)ona=G(h)owpan(f)

Jarelikult oleme saanud adjunktsiooni (ja kui alustasime mingi adjunktsiooniga, siis on see téapselt
sama, millest alustasime). u

Teoreem 6.5 on viga kasulik. Néiteks osa 2 lubab konstrueerida adjunktsiooni, kui leidub universaalne
morfism A igast objektist A funktorisse G : B — A. Vaatleme niiteks kategooriat B ja diagonaalfunk-
torit!07

A:B—=BxB, B—(B,B), f—(ff)

Kui kategoorias B on olemas 16plikud kokorrutised, siis iga paari (B,B’) € Ob(B x B) jaoks leidub
universaalne morfism (up,up/) : (B,B’") — A(B]][B’), nimelt morfsimideks up : B — B][B’ ja
up : B — B]] B’ voib votta kokorrutise sisestused. Teoreemi 6.5 pohjal jareldame, et kujutus (B, B') —
B]] B’ defineerib funktori _ []__: B x B — B objektidel ja saadud funktor on diagonaalfunktori A :
B — B x B vasakpoolne kaasfunktor, _ []__ 4 A:

Morg (B]] B',C) = Morg.s (B, B'), A(C)) = Morg(B, C) x Mors(B', ).

Analoogiliselt, kui kategoorias A on olemas 16plikud korrutised, siis defineerivad nad funktori __ x __
AxA— Anii,et Ad__ x__

Mor 4x4 (A(C), (A, A")) = Mor4(C, A x A").

Vaatleme néitena veel kahte jarjestatud hulka A ja B kui kategooriaid (vt. ndidet 1.11(2)). Jarjestust
séilitavad kujutused A ja B vahel on kovariantsed funktorid ja jarjestust pooravad kujutused on kontrava-
riantsed funktorid. Vaatleme kahte jarjestust pooravat kujutust f: A — B, g : B — A kui kovariantseid
funktoreid

A ?f B°P
g

(vt. lauset 3.3). Siis f - g, kui

a < (go f)(a) kategoorias A ja (f o g)(b) <b kategoorias B°P (ehk b < (fog)(b) kategoorias B)
(6.13)

107 diagonal functor
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igaa € Ajab € B korral. See jireldub teoreemist 6.5 (5): loomulikkuse tingimused ja kolmnurksamasused
on automaatselt rahuldatud, sest jirjestatud hulgas on kahe objekti vahel iilimalt iiks morfism. Seega
tingimus (6.13) on samavéérne bijektsiooni Morgor (f(a),b) — Mora(a, g(b)) leidumisega, mis taandub
sellele, et

b < f(a) kategoorias B <= a < ¢(b) kategoorias A

iga a € A, b € B korral. Sellist olukorda jirjestatud hulkade vahel nimetatakse Galois’'?® vastavu-
seks!'9.

6.3. Kaasfunktorite naited

Jargmine tabel loetleb moned kaasfuntorite néited.

A B F:A—B G:B— A adjunktsiooni iihik
1 Set Veck | X — Vx, U Lx ZX—)U(V)(),
vektorruum baasiga X | unustav funktor tekitajate sisestus (vt. 6.1)
2 | Set Grp X — F(X), U X - U(F(X)),
vaba rithm tekitajate unustav funktor tekitajate sisestus
hulgaga X
3 | Grp Ab A AJA J A— AJA
abelistamise funktor sisestusfunktor projektsioon faktorile
(vt. ndidet 3.4 (6))
4 | Dom,, | Field | D— Q(D), U tp : D= U(Q(D)),
jagatiste korpus unustav funktor D sisestus: a — ¢
5 | Met Cmet | meetrilise ruumi J X = X,
taielikustamine sisestusfunktor X sisestus tema taieldisse
6 | Set Top X~ (X,7), U dy : X - X

7 diskreetne (diskreetse | unustav funktor
ruumi funktor)

7 | Top Haus | (X,7)— (X,7)/Ax, | J (X,7) — (X,7)/Ax,
faktor diagonaali sulun- | sisestusfunktor projektsioon faktorile
di jargi
8 | Set Set _ xT, Morset(T, _)=(_)T, | S — Morse(T,S x T),
T on fikseeritud hulk T on fikseeritud hulk | s fs, kus fq(t) = (s,?)
9 Modgr | Ab _ ®r B, MOI‘MOdR(B,i), A*)MOI‘ModR(B,A(@B),
B on fikseeritud B on fikseeritud R- | a > f,,
R-moodul moodul kus f,(b) =a®b
10 | B2 B 11:(B,B")— BB, | A: B~ (B,B), sisestuste paar
kokorrutis diagonaalfunktor ug: B— B][B,
ug : B'—= B[] B’
1A A? A: A~ (A A), [T:(AA)— AxA, | da:A— AXA
diagonaalfunktor korrutisfunktor

Tabelis on dra toodud ainult adjunktsiooni ithikud. Sarnased kirjeldused on olemas koiihikute jaoks.
Naiteks vektorruumis Vy baasiga X, kui tx(z) = T € Vx iga @ € X korral (et eristada Vx vektoreid
hulga X elementidest), siis Vx elemendid on lineaarkombinatsioonid k11 + ... + k,ZTp, ks € K, z; € X.
Siis iga vektorruumi A korral on koiihik €4 : Viy(a) — A defineeritud vordusega e4 = @5%A)7A(idU(A)),

kus @E(lA)yA = Yy(a),a on antud vordusega (6.2). Seega €4 = Yy(a),a(idua)) = fidy s, (vt (6.12) ja
(6.1)) ja

€A(k161 + ...+ knﬁn) =k idU(A) (al) +...+k, idU(A) (an) =kia1 + ...+ kpa,,.

Adjunktsioonis 4 on Dom,,, koigi integriteetkondade kategooria, kus morfismideks on integriteetkon-
dade monomorfismid (mérgime, et iga korpuste homomorfism on kindlasti monomorfism). Iga integ-
riteetkonna D korral annab tuntud konstruktsioon D jagatiste korpuse Q(D) koos monomorfismiga

tp : D = Q(D), a — ¢. Kui K on mistahes korpus ja g : D — U(K) on monomorfism, siis leidub

108 Fvariste Galois (1811-1832) — prantsuse matemaatik
109 Galois connection
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tiheselt médratud homomorfism f : Q(D) — K, nii et U(f) otp = g. Seega tp on universaalne morfism
objektist D funktorisse U. Samas suuremas kategoorias Dom, kus morfismid on koik integriteetkondade
homomorfismid, ei leidu universaalset homomorfismi (néiteks) objektist Z unustavasse funktorisse U. See
jareldub faktist, et iga algarvu p jaoks leidub siirjektiivne homomorfism Z — Z,,.

Adjunktsioonis 5 on Met koigi meetriliste ruumide kategooria, kus morfismideks on kaugust séilita-
vad kujutused (need peavad kindlasti olema injektiivsed). Kategooria Cmet on kategooria Met téielik
alamkategooria, kus objektid on téielikud meetrilised ruumid. Meetriliste ruumide téielikustamisprotsess
indutseerib funktori Met — Cmet, mis on vasakpoolne kaasfunktor sisestusfunktorile Cmet — Met. Harilik
meetrilise ruumi sisestus X — X tema téieldisse on selle adjunktsiooni iihik.

Adjunktsioonis 6 viib unustava funktori Top — Set vasakpoolne kaasfunktor iga hulga X topoloogili-
seks ruumiks (X, 7), kus 7 on diskreetne topoloogia hulgal X.

Adjunktsioonis 7 on Haus kategooria Top téielik alamkategooria, mis koosneb koigist Hausdorffi ruumi-
dest. Topoloogiline ruum (X, 7) on Hausdorffi ruum parajasti siis, kui tema diagonaal Ay C X x X on
kinnine. Sisestusfunktoril Haus — Top on vasakpoolne kaasfunktor F' : Top — Haus, kus F(X,7) =
(X, 7)/Ax on topoloogilise ruumi (X, 7) faktor tema diagonaali sulundi Ax C X x X jirgi, mis tdepoo-
lest on ekvivalentsiseos.

6.4. Kaasfunktoriteoreem

Lause 6.6. Kui funktoril G : B — A leidub vasakpoolne kaasfunktor, siis G sdilitab koiki piire, mis
kategoorias B olemas on.

ToOEsTUS. Olgu (F,G,¢) : A — B adjunktsioon. Vaatleme kategooriat D ja kirjutame I = Ob(D).
Oletame, et (L, (pi)icr) on funktori D : D — B piir. Peame toestama, et (G(L), G(p;)icr) on funktori
G o D piir. Selleks piisab toestada universaalomadus.

Vaatleme koonust (A, (¢;)ier) funktoril G o D.

D(d)

Igai € I korral r; := @ZID(Z,) (¢;) : F(A) — D(i) on morfism kategoorias B. Siis kategooria D iga morfismi
d : 1 — j korral jareldub ruudu

—1
PA,D(3)

r; € Morg(F(A), D(i)) =<2 Mor4(4, (G o D)(i)) > ¢;

D(d)o__ (GoD)(d)o__

Morg(F(A), D(5)) Mora(4, (G o D)(4))

©ap0)
kommutatiivsusest see, et
Ty = ‘P;;}D(j)(%') = @Z}D(j)((G o D)(d) ogq;) = D(d) o W;}D(i)(%‘) = D(d) o7,

ning seega (F'(A), (r;)icr) on koonus funktoril D. Jarelikult leidub selline iiheselt méédratud morfism
r:F(A) — L, et p;or =r; iga i € I korral. Tahistades ¢ := ¢a,(r) : A — G(L) ja kasutades ruudu

r € Morg(F(A), L) — 22~ Mor4(A4,G(L)) > q

Dio__ G(pi)o__

Mor 4(A, G(D(%)))

PA,D(i)
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kommutatiivsust saame, et

G(pi)oq=G(pi)o @A,L(T) = PA,D®) (pior) = @A,D(i)(ﬁ) =d;-

Kui ka ¢’ : A — G(L) on selline, et G(p;) o ¢’ = ¢; iga i € I korral, siis kasutades veelkord eelneva
ruudu kommutatiivsust saame

©a,0(i)(pi @Z}L(Q')) =G(pi)od = ¢ = papi)(ri),

millest kujutuse ¢4 p(;) injektiivsuse tottu jareldub, et piows 1 (¢') = riigai € I korral. Ténu r iihesusele
saame @X}L(q’) = r, mis tdhendab, et ¢ = pa (r) = ¢. ]

Toome é&ra ka lause 6.6 duaalse lause.

Lause 6.7. Kui funktoril F': A— B leidub parempoolne funktor, siis ' sdilitab koiki kopiire, mis kate-
goorias A olemas on. (D]

Seega iilaltoodud néidete tabeli neljanda veeru funktorid F' siilitavad koiki kopiire.

Teoreem 6.8. Olgu C tdielik kategooria. Siis kategoorias C leidub algobjekt parajasti siis, kui ta rahuldab
jargmist tingimust.
Lahendihulga tingimus'!C. Leidub selline hulk S C Ob(C), et iga C € Ob(C) korral leidub morfism
A—C,kus A€ S.

Igal véiksel kategoorial C on olemas lahendihulk S = Ob(C).

TOESsTUS. Tarvilikkus. Kui 0 on C algobjekt, siis voime votta S = {0}.
Piisavus. Olgu S = {A; | i € I'} lahendihulk C jaoks. Olgu (P, (p;):cr) objektide A;, i € I, korrutis
ja (E,e) objekti P endomorfismide hulga hulgivordsustaja.

P, idp »

J —_— 7

A, P P A;
eokolop;

l e !

=
t
Q

Viidame, et E on kategooria C algobjekt. Kui C' € Ob(C), siis leidub morfism f : A; — C mingi i € T
korral. Seega leidub vihemalt iiks morfism fop;oe: E— C objektist F objekti C'. Oletame, et leiduvad
morfismid g,h : E — C ja vaatleme nende vordsustajat (K, k). Lahendihulga tingimuse pohjal leidub
morfism [ : A; — K mingi j € J korral. Seega nii idp kui eo kol op; on P endomorfismid, millest
jareldub

eokolopjoe=idpoe=eoidg.

Kuna e on monomorfism lause 5.31 iildistuse pohjal, siis saame kolop;oe = idg. Seega k on retraktsioon
ning vordusest g o k = h o k jéreldub vordus g = h. |

Lemma 6.9. Kui B on tdielik kategooria ja funktor G : B — A sdilitab korrutisi (vordsustajaid), siis iga
A € Ob(A) korral on objekti A G-aluste objektide kategoorias (A | G) olemas korrutised (vordsustajad).

TOEsTUS. 1. Néitame, et kategoorias (A | G) on olemas korrutised. Olgu I hulk ja (f; : A —
G(B;), B;)icr kategooria (A | G) objektide siisteem. Olgu (P, (p;)icr) objektide B;, i € I, kor-
rutis kategoorias B. Kuna G siilitab korrutised, siis (G(P), G(pi)icr) on objektide G(B;), i € I,

HOgplution set condition
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korrutis kategoorias A.

G(ps)
—— = G(B;
) (B,
7 G(qi)
G(@Q

Seega leidub tihene morfism f : A — G(P) nii, et G(p;) o f = f; iga i € I korral. See tihendab, et
pi : (f, P) — (fi, B;) kategoorias (A | G). Niitame, et ((f, P), (p:)icr) on objektide (f;, B;), i € I,
korrutis kategoorias (A | G). Selleks oletame, et g; : (¢, Q) — (fi, Bi), @ € I, on morfismide siisteem
kateoorias (A | G), seega ¢; : Q@ — B; ja G(g;) o ¢ = f; iga i € I korral. Kuna P on objektide B;,
i € I, korrutis, siis leidub {ihene morfism m : Q — P nii, et p; o m = ¢;. Seega

G(pi)oG(m)oq==G(gi)oq=fi=G(pi)of

iga i € I korral. Lause 5.5 pohjal G(m) oq = f ehk m : (¢,Q) — (f, P) kategoorias (4 | G).

Kui n: (¢,Q) — (f, P) on kategooria (A | G) selline morfism, et p; on = ¢; iga i € I korral, siis
m = n korrutise P universaalomaduse pohjal.

(¢,Q)

7\ Kategoorias B: m

(f,P) 5= (fir B)

Q

Kategoorias (A | G) : mi

2. Néitame, et kategoorias (A | G) leiduvad vordsustajad. Vaatleme morfisme s,t¢ : (f, B) — (g,C)
kategoorias (A | G). Olgu e : E — B morfismide s,t : B — C vordsustaja kategoorias B. Siis
muuhulgas soe = t o e. Kuna G siilitab vordsustajaid, siis G(e) : G(E) — G(B) on morfismide
G(s), G(t) vordsustaja kategoorias A.

Gle) G(s)
G(E) —= G(B) —_Z G(CO)
A G(t)

N
ol /

N
A
Et G(s)o f = g = G(t) o f, siis leidub iithene morfism h : A — G(FE) nii, et G(e) o h = f. Teiste
sonadega, e : (h, E) — (f, B) kategoorias (A | G).
e S
(h,E) ———— (£, B) . (9,0)
» t
AN 1 /
N
N
N
(d, D)

Niitamaks, et e on s, ¢t vordsustaja kategoorias (A | G), vaatleme morfismi k : (d,D) — (f,B)
kategoorias (A | G), mille korral sok =t o k. Kuna e on s, ¢t vordsustaja kategoorias B, siis leidub
ithene morfism [ : D — E kategoorias B nii, et e ol = k. Kuna

G(e)oG(l)od=G(eol)od=G(k)od = f,
siis h iihesusest jareldub, et G(I) od = h, seega | : (d,D) — (h, E) kategoorias (A | G). Selle !
ithesus kategoorias (A | G) jareldub tema iithesusest kategoorias B. |
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Jédreldus 6.10. Kui B on tdielik kategooria ja funktor G : B — A sdilitab piire, siis kategooria (A | G)
on tdielik.

Teoreem 6.11 (Kaasfunktoriteoreem). Olgu B tdielik kategooria. Funktoril G : B — A leidub va-
sakpoolne kaasfunktor parajasti siis, kui G sdilitab piire ja kategooria (A | G) rahuldab lahendihulga
tingimust iga A € Ob(A) korral.

Mérgime, et ilmutatult tdhendab lahendihulga tingimus kategooria (A | G) jaoks seda, et leidub
objektide hulk S4 C Ob(B) nii, et

VB e Ob(B)Y(f: A— G(B))3B € S,3(f : A— G(B')I(h: B — B): G(h)of =f.

AL qB) B
‘ |

| |

; G h

\ A

G(B) B

ToOEsTUs. Tarvilikkus. Funktor G siilitab koiki piire lause 6.6 pohjal. Kui F' - G, siis voime votta
Sa :={F(A)} ja kasutada universaalset morfismi 74 : A — (G o F)(A).

Piisavus. Teoreemi 6.5 (2), pohjal piisab konstrueerida iga objekti A € Ob(A) jaoks objekt B €
Ob(B) ja universaalne morfism n4 : A — G(B) objektist A funktorisse G. Teiste sonadega, peame
néditama, et kategoorias (A | G) leidub algobjekt iga A € Ob(A) korral. Kuna teame, et (A | G)
rahuldab lahendihulga tingimust, siis teoreemi 6.8 rakendamiseks peame toestama ainult seda, et (A | G)
on téielik kui seda on B. See aga jareldub eelmisest lemmast. |

Naiide 6.12. Olgu A ja B kategooriatena vaadeldud jarjestatud hulgad ja olgu B téielik, see tdhendab,
et hulgas B on olemas koikvoimalikud alumised rajad. Kovariantsel funktoril (s.t. jarjestust sailitaval
kujutusel) g : B — A on olemas vasakpoolne kaasfunktor parajasti siis, kui ¢ siilitab koéik alumised
rajad. Lahendihulga tingimus on rahuldatud, sest kategooria (a | g) on viike iga a € A korral. O

6.5. Kategooriate ekvivalentsus

Meenutame, et funktor G : B — A on téielik ja tépne (vt. definitsiooni 3.8), kui mistahes objektide
B, B’ € Ob(B) korral on kujutus

GEB" . Morg(B, B') = Mor4(G(B),G(B)), hs G(h)
bijektiivne.

Lause 6.13. Olgu (F,G,¢) : A — B adjunktsioon ning olgu n :idg = Go F jae: F oG = idg selle
adjunktsiooni Ghik ja kothik (vt. teoreemi 6.3). Siis

1. G on tdielik ja tdipne parajasti siis, kui € on loomulik isomorfism;

2. kui e on loomulik isomorfism, siis ka nxidg ja idg *n on loomulikud isomorfismid.

TOEsTUS. 1. Tarvilikkus. Peame niitama, et iga B € Ob(B) korral eg : (F o G)(B) — B on
isomorfism kategoorias B. Olgu B € Ob(B). Siis kategooria A morfismi n¢(p) : G(B) — (Go F o
G)(B) jaoks leidub G tiielikkuse tottu selline morfism hp : B — (F o G)(B), et ngp) = G(hp).
Jérelikult

G(EB e} hB) = G(EB) o G(hB) = G(EB) o nG(B) = idG(B) = G(idB),

kus eelviimane vordus kehtib kolmnurksamasuse (6.9) tottu. Tdnu G tépsusele saame vorduse ep o
hp = idp. Kasutades vordusi (6.6) ja (6.9) saame

a(B),(Fog)B)(hp oep) = G(hp oep) ongpy = G(hp) 0 G(ep) ong(p) = G(hp) cidg(s)
= Ne(p) = Id(Goroc)(B) ONa(r) = G (1d(Foc)(B)) © NG (B)
= 9c(B).(Foc)(B) (Id(Foc)(B)) »
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kust hp oep = id(roq)(B) kujutuse g (B),(Fog) () injektiivsuse tottu. Seega ep on isomorfism.
Piisavus. Kui ¢ on loomulik isomorfism, siis iga B, B’ € Ob(B) korral on kujutus __oep :
Morg (B, B') — Morg((F o G)(B), B') bijektiivne (tema poordkujutus on __ o e3'), seega ka kom-
positsioon

¥Yc(B),B’

Morg(B, B') ——2> Morg((F o G)(B), B') Mor 4(G(B), G(B'))

on bijektiivne. Osutub, et see kompositsioon ongi GJIB’B/, sest

(pamy,B o (_oep))(b) = vam),p(boep) =G(boeg) ong) = G(b) o G(ep) o nay = G(b).

iga morfismi b : B — B’ korral.

2. Kui € on loomulik isomorfism, siis iga A € Ob(A) ja B € Ob(B) korral €p ja £p(4) on isomorfismid
ja seega kolmnurksamasustest G(ep) o g (p) = idg(p) ja €pca) © F(na) = idpa) jéreldub, et ka
(n*idg)B = ng(p) ja (idr *n)a = F(na) on isomorfismid. |

Lause 6.14. Olgu (F,G,¢) : A — B adjunktsioon ning olgu n :idg = Go F jae: F oG = idg selle
adjunktsiooni Ghik ja kothik (vt. teoreemi 6.3). Siis

1. F on tdielik ja tdipne parajasti siis, kui  on loomulik isomorfism;

2. kui n on loomulik isomorfism, siis ka idg *€ ja € *idp on loomulikud isomorfismid. (D]

Definitsioon 6.15. Funktorit G : B — A nimetatakse kategooriate ekvivalentsiks'!!, kui leidub
funktor F' : A — B ning loomulikud isomorfismid 7 : idgy = G o F ja e : F o G = idg. Sellisel juhul
oeldakse, et kategooriad A ja B on ekvivalentsed, ekvivalentsust tdhistame A =~ B.

Definitsioon 6.16. Funktor G : B — A on tihe!'?, kui iga A € Ob(A) korral leidub selline B € Ob(B),
et G(B) = A.

Teoreem 6.17. Funktori G : B — A jaoks on jargmised vdited samavddrsed.
1. Funktor G on kategooriate ekvivalents.
2. Funktoril G leidub selline vasakpoolne kaasfunktor F' : A — B, et adjunktsiooni ihikn :id4 = GoF
ja kotiihik € : F o G = idp on loomulikud isomorfismid.
3. Funktor G on tdielik ja tdpne ning tal leidub tdielik ja tdapne vasakpoolne kaasfunktor F.
4. Funktor G on tdaielik, tdipne ja tihe.

TOESTUS. (3. = 2.). See jéreldub lausest 6.13 ja tema duaalsest lausest.

(2. = 1.). See on ilmne.

(1. = 4.). Leidugu funktor F' : A — B ja loomulikud isomorfismid 7 :id4 = Go F jae : FoG = idg.
Siis iga A € Ob(.A) on isomorfne objektiga G(F(A)), kus F(A) € Ob(B), ja seega G on tihe.

Néiitame, et F' on tipne. Selleks oletame, et F(f) = F(g), kus f,g € Mor4(A4, A"). Siiska (Go F)(f) =
(Go F)(g). Et n on loomulik teisendus, siis

naro f=(GoF)(f)ona=(GoF)(g)ona=mnaog.

Kuna 74/ on isomorfism, siis saame, et f = g. Seega F' on tidpne. Analoogiliselt saab néidata, et G on

tapne.
Tdestame veel, et F' on téielik. Olgu A, A" € Ob(A) ja g € Morg(F(A), F(A")). Vaatleme morfismi

f=natoGg)ona: A— A
Kuna n on loomulik teisendus, siis on diagramm
A—" - (GoF)(A)
Y (GoF)(f)

Al

(Go F)(A")

nar

W1 equivalence of categories

12 dense voi essentially surjective
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kommutatiivne. Jarelikult
G(g)ona=mnarof=(GoF)(f)ona.

Kuna 14 on isomorfism, siis saame siit, et G(g) = (G o F)(f) = G(F(f)). Funktori G tdpsuse tottu
g = F(f), millega on naidatud F' téielikkus. Funktori G jaoks on toestus analoogiline.

(4. = 3.). Olgu G taielik, tdpne ja tihe. Peame konstrueerima G vasakpoolse kaasfunktori F': A — B.
Selleks kasutame teoreemi 6.5 tingimust 2. Funktori G tiheduse tottu saame iga objekti A € Ob(.A) jaoks
valida objekti Fy(A) € Ob(B) ja isomorfismi n4 : A — G(Fy(A)). Veendume, et 14 on universaalne
morfism objektist A funktorisse G. Olgu g : A — G(B) mingi morfism kategoorias A. Siis g o 7721 :
G(Fyo(A)) — G(B) ning seega G tépsuse ja téielikkuse tottu leidub selline iiheselt mé&ratud morfism
f:Fo(A) = B, et G(f) :gong1 ehk G(f)ona=g.

A G(F(4)  Fo(A)

|
G(f) 3

Y
G(B) B

Kui ka G(f') ona = g, kus f' : Fo(A) — B, siis G(f) = gon,' = G(f'), kust f = f', sest G on
tépne. Teoreemi 6.5 tingimuse 2 pohjal leidub adjunktsioon (F, G, ¢), mille iihik on 7. Tdnu morfismide
na valikule on 1 = (74) acon(a) loomulik isomorfism ja seega lause 6.14 pohjal on F' taielik ja tédpne. W

Jareldus 6.18. Kui funktorid F': A—=B ja G: B—A on kategooriate ekvivalentsid, siis kehtib F 4 G
jaGHF.

Seega funktori G : B — A jaoks kehtivad jargmised implikatsioonid:
G on isomorfism = G on ekvivalents = G omab vasakpoolset kaasfunktorit.

Jargnevalt toome dra kaks — loodetavasti huvitavat — néidet ekvivalentsete kategooriate kohta.

Naited 6.19. 1. Koigi 1oplike hulkade kategooria FinSet on ekvivalentne oma téieliku alamkategoo-
riaga Sety, mille objektid on hulgad N, := {1,2,...,n}, n € Ny, ja tithi hulk @ =: No)-
Iga lopliku hulga A jaoks valime vélja iihe bijektsiooni n4 : A — N ()). See valik tuleks teha
nii, et kui A = N, siis na = idy,,,,. Vaatleme sisestusfunktorit J : Sety — FinSet ja funktorit
F': FinSet — Sety, mis on defineeritud eeskirjaga

Ar—— Niz(a))

f npofony' .
Br——=N(n))

On lihtne ndha, et n = (UA)AeOb(FinSet) tidpjnset = Jo F jae = (idN<"))N(n)EOb(SetN) : FoJ = idset,
on loomulikud isomorfismid.

2. Olgu K korpus, Vec) koigi 16plikumootmeliste vektorruumide (villja arvatud nullruum) kategoo-
ria iile K ja Matg kategooria, mille objektideks on (positiivsed) naturaalarvud, morfismide hulk
Mormat, (m, n) koosneb (m x n)-maatriksitest iile K ja morfismide komponeerimine on maatriksite
korrutamine (vt. ndidet 1.11 (1)). Néitame, et need kategooriad on duaalselt ekvivalentsed, s.t.
Vec, on ekvivalentne kategooria Matg duaalse kategooriaga.

Selleks fikseerime igas mittetriviaalses 16plikumdotmelises vektorruumis V' mingi baasi eV ja defi-
neerime kontravariantsed funktorid

F :Vecly —= Maty G :Matg — Veck
Vi——dimV mr——- K™
f as¥e? A (A7
Ur——dimU n+—— K",
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kus A;V’EU on lineaarkujutuse f : V — U maatriks baaside eV ja eV suhtes. Defineerides iga
mittetriviaalse 16plikumootmelise vektorruumi V' korral morfismi ny : V. — (G o F)(V) = KdmV
kui lineaarkujutuse, mis viib vektori @ € V tema koordinaatide vektoriks baasi eV suhtes, ja iga
naturaalarvu m € N; korral morfismi e, : (F' o G)(m) = m — m kui m-ndat jarku tthikmaatriksi
E,, saame noutavad loomulikud isomorfismid. O

Kuigi kategooriate ekvivalentsus on norgem seos kui isomorfsus, on see siiski piisavalt tugev, et koik
kategoorselt olulised omadused kanduksid mingilt kategoorialt iile temaga ekvivalentsetele kategooriatele.
Jargnevas naitame, et kui mingis kategoorias on olemas teatud tiiiipi piirid, siis temaga ekvivalentses
kategoorias on olemas sama tiiiipi piirid.

Lemma 6.20. Kui funktorid F,G : D — C on loomulikult isomorfsed, siis kategooriad cone(F’) ja cone(G)
on isomorfsed.

TOESTUS. Olgu « : F' = G loomulik isomorfism ja t&histame I = Ob(D). Defineerime funktorid

M : cone(F) ———— cone(G) N : cone(G) ——— cone(F)
(B, (@i)ier) = (B, (i 0 gi)ier) (B, (si)ier) == (B, (@] o si)ier)

f ! fL ‘f
(C, (pi)ier) = (C, (ai © pi)ier) (C. (ri)ier) ——(C, (a7 " o Ti)ier)-

Kui (B, (gi)ier) € cone(F), siis (B, (a;0¢;)icr) € cone(G) teisenduse o loomulikkuse tottu (vt. vasakpool-
set joonist allpool). Samuti on lihtne néha, et kui f : (B, (gi)icr) — (C, (pi)icr) kategoorias cone(F),
siis f: (B, (a; 0 ¢i)ier) — (C, (e 0 pi)icr) kategoorias cone(G). On selge, et M ja N on funktorid ning
MoN = idcone(G) ja NoM = idcone(F)~

i)~ GO
) G(d) . F(d) .
G(i) G(j) F(i) F(j) |

Lemma 6.21. Kui funktorid F,G : D — C on loomulikult isomorfsed, siis kategooriad cocone(F') ja
cocone(G) on isomorfsed.

Lause 6.22. Kui A ja B on ekvivalentsed kategooriad ja kategoorias B on olemas D-piirid, kus D on
vaike kategooria, siis ka kategoorias A on olemas D-piirid.

TOESTUS. Eelduse pohjal leiduvad funktorid F' : A — B ja G : B — A ning loomulikud isomorfismid
7n:idgq = GoF jae: FoG = idg. Vaatleme viikest kategooriat D ja funktorit H : D — A. Siis funktoril
FoH : D — Bon olemas piir. Teoreemi 6.17 pdhjal on funktoril G olemas vasakpoolne kaasfunktor (see on
F) ja seega lause 6.6 tottu siilitab G funktori F o H piiri, s.t. viib selle funktori Go Fo H : D — A piiriks,
mis on kategooria cone(G o F o H) loppobjekt. Funktor G o F o H on aga loomulikult isomorfne funktoriga
H, sest on olemas loomulik isomorfism n xidyg : H = G o F o H. Lemma 6.20 tottu on kategooriad
cone(G o F o H) ja cone(H) isomorfsed. Jarelikult on ka kategoorias cone(H) olemas loppobjekt, s.t.
funktoril H on olemas piir kategoorias A. |

Lause 6.23. Kui A ja B on ekvivalentsed kategooriad ja kategoorias B on olemas D-kopiirid, kus D on
vdike kategooria, siis ka kategoorias A on olemas D-kopiirid. (D]
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6.5.1. Adjunktsioonide komponeerimine

Lopetuseks iitleme veel mone sona adjunktsioonide komponeerimise kohta.
Lause 6.24. Olgu (F,G, ) : A — B adjunktsioon ihikuga n ja kotihikuga € ning (F',G',¢"y : B — C

adjunktsioon tihikuga 1’ ja kotihikuga €'. Siis (F' o F,G o G',po¢') : A — C on adjunktsioon, mille tihik
on (idg *n' *idp) o n ja koiihik on &' o (idp xe x idg/).

TOESTUS. Mérgime, et iga A € Ob(A) ja C € Ob(C) korral

((idg *n' *idp) om)a = G(1p(a)) © Na,

(' o (idpr *e xide))c = e © F'(ecr(c))-
Meil on bijektsioonid

’

Mor¢ (F'(F(A)),C) —= Morg(F(A), G'(C)) —= Mor 4 (A, G(G'(C))),

mis on loomulikud A ja C suhtes, seega F' o F' 4 G o G’ . Selle adjunktsiooni {ihiku A-komponendi saame,
kui votame C := F'(F(A)) ja rakendame kompositsiooni ¢ o ¢’ {thikmorfismile (vt. valemit (6.11)) ning
lisaks sellele kasutame veel omadust (6.6):

(¢ (idr (r(ay)) = P(pay) = Gpay) ©Na-

Seega adjunktsiooni F' o F' 4 G o G’ iihik on (idg #n' *idp) on. Analoogiliselt saab toestada viite kotihiku
kohta. |

Jareldus 6.25. Kategooriate ekvivalentsus on ekvivalentsiseos.

TOESTUS. On lihtne néha, et kategooriate ekvivalentsus on refleksiivne ja siimmeetriline. Niitame, et
ta on transitiivne. Selleks oletame, et kategooria A on ekvivalentne kategooriaga B ja kategooria B on
ekvivalentne kategooriaga C, kusjuures nende vahel on funktorid F, F’, G, G’ nii nagu eelmises lauses.
Siis ,n’, € ja €’ on loomulikud isomorfismid. Jarelikult ka adjunktsiooni F’o F' 4 G oG’ iihik ja koiihik on
loomulikud isomorfismid, sest nad on saadud loomulike isomorfismide komponeerimisel. Seega kategooriad
A ja C on ekvivalentsed teoreemi 6.17 pohjal. |

6.5.2. Skeletid

Jargnevalt tutvume kategooria skeleti moistega.

113

Definitsioon 6.26. Olgu C kategooria. Kategooria C skeletiks''® nimetatakse tema téielikku alamka-

tegooriat S, mille korral
e iga objekti C € Ob(C) jaoks leidub objekt S € Ob(S) nii, et C' ja S on isomorfsed kategoorias C;
e iga S, 5" € Ob(S) korral sellest, et S ja S’ on isomorfsed kategoorias S, jareldub S = S’.

Kategooriat, mis on isomorfne oma skeletiga nimetatakse skeletlikuks'!4. Seega skeletlikus kategoo-
rias ei leidu erinevaid isomorfseid objekte.

Lause 6.27. Igal kategoorial leidub skelett, kui kehtib klasside Valikuaksioom 1.5.

TOESTUS. Olgu C kategooria. Paneme téhele, et objektide isomorfsuseseos = in ekvivalentsiseos klassil
Ob(C). Oletame, et kehtib klasside Valikuaksioom 1.5. Vaatleme ekvivalentsiklasse

[A]~ := {B € Ob(C) | B = A}.

Kasutades Valikuaksioomi 1.5 valime igast ekvivalentsiklassist [A]~, A € Ob(C), vélja esindaja A. Nendest
esindajates koosnev téielik alamkategooria ongi kategooria C skelett. |

Maérgime, et kui C on viike kategooria, siis piisab skeleti leidumiseks tavalise Valikuaksioomi eeldami-
sest.

13 skeleton
i skeletal
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Lemma 6.28. Kaks ekvivalentset skeletlikku kategooriat on isomorfsed.

TOEsTUS. Olgu S; ja Ss sellised skeletlikud kategooriad, et S; &~ Sy. Olgu F': 81 — 85 ja G: So— &
kaasfunktorid ja kategooriate ekvivalentsid. Sel juhul F o G = ids, ja G o F' = idg,. Seega, iga objekti
S € Ob(Sz) korral

(Fo@)(S)2ids,(S) = S,
kuna skeletlikus kategoorias ei leidu mitut isomorfset objekti, saame S = (F o G)(5). Seega F oG = idg,.
Analoogiliselt kehtib ka G o F' = idg, , mis toestabki, et funktorid F' ja G on isomorfismid. |

Lause 6.29. Kategooria C skelett on kategooriaga C ekvivalentne.

TOESTUS. Olgu S kategooria C skelett. Vaatleme sisestusfunktorit J: & — C. Funktor J on téielik ja
tdpne kuna S on tiielik alamkategooria. Funktor J on tihe, kuna vastavalt skeleti definitsioonile leidub
iga C' € Ob(C) korral objekt S € Ob(S) nii, et J(S) = S = C. Ténu teoreemi 6.17 viitele 4. on J
kategooriate ekvivialents. [ ]

Lause 6.30. Kategooria C skelett on isomorfismi tdpsuseni tiheselt mddratud.

ToEsTUS. Olgu C kategooria ning A ja B tema kaks skeletti. Ténu lausele 6.29, saame A ~ C =~ B,
millest tdnu kategooriate ekvivalentsusele (jareldus 6.25) saame ekvivalentsi A ~ B. Lemma 6.28 on niiiid
skeletid A ja B isomorfsed kategooriad. |

Niiiid oleme valmis toestama kategooriate ekvivalentsi kirjeldust skeletide abil. Jargnev teoreem eeldab
klasside Valikuaksioomi 1.5.

Teoreem 6.31. Kaks kategooriat on ekvivalentsed parajasti siis, kui nende skeletid on isomorfsed.

ToOEsTUs. Tarvilikkus. Olgu A ja B ekvivalentsed kategooriad ja S ja Sp nende skeletid. Ténu lau-
sele 6.29 kehtivad kategooriate ekvivalentsid A ~ S4 ja B =~ Sp. Tulenevalt kategooriate ekvivalentsi
transitiivsusest (jareldus 6.25) saame S4 &~ Sg. Ténu lausele 6.28 on skeletid S 4 ja Sg isomorfsed.
Piisavus. Olgu kategooriate A ja B skeletid Sy ja Sp isomorfsed. Jarelikult on skeletid Sy ja Sg
ekvivalentsed. Kasutades niitid lauset 6.29 ja kategooriate ekvivalentsuse transitiivsust saame A ~ Sy =~
SB ~ B. [ |

Niited 6.32. 1. Hulkade kategooria Set skeletiks on koikide kardinaalarvude kategooria CARD.
2. Koikide vektorruumide iile reaalarvude korpuse R kategooria Vecy skeletiks on téielik alamkategoo-
ria, mille objektid on kujul R®, kus x on mingi kardinaalarv. O

6.6. Reflektiivsed alamkategooriad

Definitsioon 6.33. Kategooria A téielikku alamkategooriat B nimetatakse reflektiivseks alamkate-
gooriaks'!®, kui
1. sisestusfunktoril J : B — A leidub vasakpoolne kaasfunktor R : A — B,
2. B sisaldab koos iga objektiga B koik sellega isomorfsed A objektid (kui B = A, B € Ob(B) ja
A € Ob(A), siis A € Ob(B)).

Funktorit R: A— B eelmisest definitsioonist nimetatakse kategooria A reflektiivse alamkategooria
B reflektoriks!!6. Tiielikku alamkategooriat, mis rahuldab eelmises definitsioonis tingimust 2., nimeta-
takse tdis'!7 olevaks.

Tulenevalt kaasfunktorite kirjeldusest universaalsete mofismide jirgi voib 6elda, et kategooria A téielik
alamkategooria B on reflektiivne parajasti siis, kui iga objekti A € Ob(A) jaoks leiduvad B € Ob(B) ja
ra € Mor 4(A, B) nii, et

VB’ € Ob(B)Vf € Mor4(A, B')3!f' € Morg(B,B’):  f'ora=f.

A: A
f
rA
B B-— =B
15 reflective subcategory
W6 reflector
U7 replete
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Lause 6.34. Kui B on tdieliku kategooria A reflektiivne alamkategooria, siis B on tdielik.

TOEsTUS. Olgu R - J, kus J : B — A on sisestusfunktor. Vaatleme véikest kategooriat D ja funktorit
D:D—B.

Kategooria A téielikkuse tottu leidub funktoril J o D : D — A piir (L, (p:)icon(p)) kategoorias A.
Olgu adjunktsiooni R - J tihik 7 : id4 = J o R. Teoreemi 6.3 tottu on 7y, : L — J(R(L)) universaalne
morfism objektist L funktorisse J.

L~ J(R(L)  R(L)

|
Ja)  a :
Y Y
J(D@E)  D(z)
Seega iga i € Ob(D) korral leidub iiheselt médratud morfism ¢; : R(L) — D(i) kategoorias B nii, et
J(g:) onr = pi.
Kui d : ¢ — j kategorrias D, siis
J(D(d) o q;)ong = J(D(d)) o J(¢g;) onr = J(D(d)) op; = Dj-

Kuna ¢; on tiheselt mé#ratud morfism, mille korral J(g;) o = p;, siis D(d) o ¢; = g;. See tahendab, et
(R(L), (gi)icon(p)) € cone(D).

RL)

qi 5

e 2

D(d)

Jarelikult (J(R(L)), (J(a:))icobp)) € cone(J o D).

D(j)

Universaalomaduse pohjal leidub iiheselt médratud morfism gy, : J(R(L)) — L nii, et p; o pur, = J(q;) iga
i € Ob(D) korral. Siis aga
pioprony =J(g)onr =p; =p;oidg,
millest jareldub vordus pr, ony = idy.
Teisest kiiljest, kuna funktor J on téielik ja tépne, siis morfismi 7y, o py, : J(R(L)) — J(R(L)) jaoks
leidub tiheselt médratud morfism vy, : R(L) — R(L) nii, et g o uy, = J(vr). Siis aga
J(vr)onr = (npopr)onL =nro(uronw) =ne.

Kuna kommutatiivses diagrammis
L-"=J(R(L) R(L)

| |
| |
L | J(VL) VL |
Y Y
J(R(L))  R(L)
on vy, iiheselt médratud ja tema ossa sobib ka idg(y), siis v = idg(). Seega np o ur, = J(idgrr)) =
id j(r(r)) ja nz on isomorfism kategoorias A. Kuna

L= J(R(L)) = R(L) € Ob(B),

siis reflektiivse alamkategooria definitsiooni pohjal L € Ob(B) ning samuti morfismid p; kuuluvad kate-
gooriasse B. Jarelikult (L, (p;)icob(p)) ~ lim D. [ ]
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Mairkus 6.35. Toestatud lause néitab, et téieliku kategooria A reflektiivses alamkategoorias B saab piire
konstrueerida samamoodi nagu kategoorias A.

Lause 6.36. Kui B on kotdieliku kategooria A reflektiivne alamkategooria, siis B on kotdielik.

ToOEsTUSs. Olgu R - J, kus J : B — A on sisestusfunktor. Vaatleme véikest kategooriat D ja funktorit
D : D — B. Kuna A on kotiielik, siis funktoril Jo D : D — A leidub kopiir, olgu see (L, (u;)icon(p))- Et
vasakpoolne kaasfunktor séilitab kopiire, siis

(R(L), (R(u;))icob(p)) =~ colim(R o Jo D).

Funktor J on téielik ja tdpne, seega adjunktsiooni R - J koiithik Ro J = idg on loomulik isomorfism (vt.
lauset 6.13). Seega Ro J 2 idg ja Ro J o D = D. Kasutades lemmat 6.21 saame Gelda, et kategooriad
cocone(R o J o D) ja cocone(D) on isomorfsed. Kuna kategoorias cocone(R o J o D) leidub algobjekt, siis
ka kategoorias cocone(D) leidub algobjekt ehk teiste sonadega funktoril D on olemas kopiir. |

Mairkus 6.37. Eelmise lause toestusest tuleb vélja, et kui tahame leida mingi diagrammi kopiiri kate-
goorias B, siis vaatleme seda diagrammina kategoorias A, leiame vastava kopiiri ja rakendame tulemusele
reflektorit R.

Niide 6.38. Osutub, et téielike meetriliste ruumide kategooria CMet on meetriliste ruumide kategooria
Met reflektiivne alamkategooria. Mdlemas kategoorias on morfismideks isomeetriad (kaugust séilitavad
kujutused). Kui (X,d) ja (X', d') on meetrilised ruumid, siis kujutust f : X — Y nimetatakse isomeet-
riaks''® kui

d'(f(x), f(y)) = d(z,y)

mistahes x,y € X korral.
Meetriline ruum (X, d) on tiielik!'?, kui iga Cauchy jada selles ruumis koondub. Teiste sonadega:

lim d(zm,z,) =0 = JyeX: lim d(z,,y) =0.
n— oo

m,n—oo

Iga meetrilise ruumi (X, d) jaoks on voimalik konstrueerida tema téield, mida me tdhistame (X*, d*).
See konstruktsioon on jargmine. Olgu C(X) koigi Cauchy jadade hulk ruumis X . Defineerime sellel hulgal
seose ~ jargmiselt:

(xn) ~ (yn) <= HILII;O (@, yn) = 0.

Saab néidata, et ~ on ekvivalentsiseos. Tahistame faktorhulka
X" :=C(X)/ ~=A{[(zn)] | (zn) € C(X)}.
Sellel hulgal saab defineerida meetrika d* : X* x X* — [0, c0) vordusega

d*([(zn)); [(yn)]) := Tim d(zn, yn)

n—oo

nii et tulemuseks on meetriline ruum (X*, d*).
Defineerime funktori R : Met — CMet jérgmiselt:

(X1,dy) —— (X{,d})

kus
Fr((n)]) = [(f (@n))].
Saab néidata, et R on sisestusfunktori .J : CMet — Met vasakpoolne kaasfunktor. O
18 4sometry
119 complete
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Niited 6.39. 1. Abeli rithmade kategooria Ab on kéigi rithmade kategooria Grp reflektiivne alamka-
tegooria, kusjuures reflektor R: Grp — Ab on abelistamise funktor, mis on kirjeldatud néiites 3.4
(6).
2. Monoidide kategooria Mon on poolriihmade kategooria Sgr reflektiivne alamkategooria. Kusjuures
reflektor R: Sgr— Mon on né. iihikeelmendi lisamise!'?° funktor, mis kditub jérgnevalt:

R(S) = Su{1} = S,

(L[ ses)
S ol

kus f: S—=T ja S,T € Ob(Sgr).

3. Uhikelemendiga ringide kategooria Ring on iihikelemendita ringide Rng reflektiivne alamkategooria.
Reflektor R: Rng—=Ring on funktor, mis igale ringile S € Ob(Rng) seab vastavusse tema Dorroh!?!
laiendi'??. Uhikelemendita ringi S € Ob(Rng) Dorroh laiendiks on otsekorrutis S’ := S x Z, kus
tehted on defineeritud:

(s,2)+ (s',2") = (s+ ', 2+ 2'),

(s,2)-(s',2') = (ss' + 25"+ 2's,22).

Selliste tehetega on S’ ring, milles on tihikelement (0, 1). Seega reflektor R: Rng — Ring tegutseb
S+ 8 ja f— fxidg. O

Toome ara ka reflektiivsete alamkategooriate duaalse moiste

Definitsioon 6.40. Kategooria A téielikku alamkategooriat B nimetatakse koreflektiivseks alamka-
tegooriaks, kui
1. sisestusfunktoril J : B — A leidub parempoolne kaasfunktor R : A — B,
2. B sisaldab koos iga objektiga B koik sellega isomorfsed A objektid (kui B = A, B € Ob(B) ja
A € Ob(A), siis A € Ob(B)).

Lause 6.41. Kui B on (ko)tdieliku kategooria A koreflektisone alamkategooria, siis B on (ko)tdielik.

Niited 6.42. 1. Vaatleme kategooriat REL, mille objektideks on paarid (X, p), kus X on mingi hulk
ja p on mingi binaarne seos (s.t. p € X x X). Morfismid kategoorias REL on hulkade kujutused,
mis séilitavad seoseid, s.t. f € Morgel ((X, p), (Y,&)) parajasti siis, kui f € Morset(X,Y) ja

zpr’ = f(x)if(a’)

iga z,2’ € X. Vaatleme alamkategooriat SYM, mis koosneb paaridest (X,c), kus o on siim-
meetriline seos. Alamkategooria SYM on kategooria REL reflektiivne almkategooria reflektoriga
R: REL —= SYM, mis tegutseb (X,p) — (X,pUp~1) ja f — f. Kuid kategooria SYM on ka ka-
tegooria REL koreflektiivne alamkategooria koreflektoriga C': REL — SYM, mis tegutseb (X, p) —
(X,pNp~t)ja f — f. Seega on siinkohal tegemist haruldase niitega alamkategooriast, mis on
korraga reflektiivne ja koreflektiivne.

2. Riithmade kategooria Grp on monoidide kategooria Mon koreflektiivne alamkategooria koreflektoriga
C': Mon — Grp, mis tegutseb

M—UM)={meM|3I—m: —m+m=m+ (—m) =0},
folU(M)v

kus M, M’ € Ob(Mon) ja f: M —= M’. Uhesonaga, funktor C viib monoidi oma pooratavate
elementide alamrithmaks ja morfismid vastavateks ahenditeks. O

Siiski toome &ra veel iihe néite olukorrast, kus alamkategooria on nii reflektiivne kui ka koreflektiivne.

120 g djoining an identity
121J0e Lee Dorroh — USA matemaatik

122 Dorroh extension
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Niide 6.43. Vaatleme jarjestatud hulka (R, <), kus < on tavaline jirjestus, kui kategooriat (vt. ndide
1.11 (2)). Alamkategooria (Z, <) on tema reflektiivne ja korefrlektiivne alamkategooria, kusjuures reflektor
ja koreflektor on vastavalt lae ja poranda funktsioonid:

4T

Naitame, et kehtib vasakpoolne adjunktsioon. Esiteks, kujutus | _|: R —Z on t&esti funktor, kuna
sdilitab jarjestust. Paneme tahele, et iga z € Z ja r € R korral kehtib

z<|r] <= JiEz) =z<r

See samavédrsus annabki vajaliku isomorfismi vastavate Mor-hulkade vahel. Adjunktsioon J - [__] toes-
tatakse analoogiliselt. O

6.6.1. Lokalisatsioonid ja essentsiaalsed lokalisatsioonid

Definitsioon 6.44. Loplikult tdieliku kategooria A lokalisatsiooniks'?® nimetatakse A reflektiivset
alamkategooriat B, mille reflektor séilitab 16plike piire.

Definitsioon 6.45. Kategooria A reflektiivset alamkategooriat B nimetatakse kategooria A essent-
siaalseks lokalisatsiooniks'?4, kui reflektoril R: A — B leidub vasakpoolne kaasfunktor.

Paneme téhele, et vasakpoolse kaasfunktoriga funktor séilitab koiki piire (lause 6.6), mistottu saame,
et kui A on 16plikult téielik, siis iga tema essentsiaalne lokalisatsioon on samuti ka kategooria A lokalisat-
sioon. Lisaks, kui J: B—=A on sisestus ja leiduvad funktorid L: B—A ja R: A—=Bnii,et L 41 R4 J,
siis on ka funktor L téielik ja tdpne. Seega on téielik alamkategooria L(B) kategooria A koreflektiivne
alamkategooria.

6.7. Kani laiendid*

Lemma 6.46. Kui F: A — B ja K,H,L : B — C on funktorid ja v : K = H ja § : H = L loomulikud
teisendused, siis
(6ov)*xidp = (6§ *idp) o (y *idp).

TOESTUS. Iga A € Ob(A) korral

(o) *xidp)a = (00v)pa) = dpa) 0 Yr(a) = (6 xidp)ao (v xidp)a = ((0 xidp) o (y*idp))a. W

Jareldus 6.47. Kui A, B on vdiksed kategooriad, siis iga funktori F' : A — B ja kategooria C korral
defineerib eeskiri
F*: Fun(B,C) — Fun(A,C)

K—KoF

0% yxidp

H—HoF

funktori.

Definitsioon 6.48. Vaatleme funktoreid F : A — B ja G : A — C. Funktori G vasakpoolne Kani'?®
laiend!?¢ piki funktorit F' on paar (o, K), kus

e K : B — C on funktor,

e a: G = K oF on loomulik teisendus,
mille korral kehtib jirgmine universaalomadus: kui (3, H) on selline paar, et

e H :B — C on funktor,

1231ocaalization

124 essential localization

125 Ameerika matemaatiku Daniel Marinus Kani jargi.
126 Kan extension
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e 3:G = H o F on loomulik teisendus,
siis leidub {iheselt médratud loomulik teisendus v : K = H nii, et kehtib vordus (v *idp) o @ = 3, s.t.
Yr(a) ©aa = [ iga A € Ob(A) korral.

A B G(A) KOF
C (Ho F)(

Funktori K asemel kirjutatakse tihti LanpG. Duaalselt defineeritakse parempoolsed Kani laiendid ja
kasutatakse téhistust RanpG.

Definitsioon titleb, et Kani laiend (o, LanpG) on universaalne morfism « : G = F*(LanpG) kategooria
Fun(A,C) objektist G funktorisse F™*.

GEF (K)=KoF K
| |
3 : F*(y)=vxidF :
N Al
F*(H)=HoF H

Kui selline Kani laiend (ag,LangpG) leidub iga funktori G : A — C jaoks, siis teoreemi 6.5 osa 2 {itleb,
et funktoril F* leidub vasakpoolne kaasfunktor Lang : Fun(A,C) — Fun(B,C), mis viib funktori G :
A — C funktoriks LangG : B — C ja mis morfismil i : G = G’ on defineeritud kui iiheselt méaaratud
loomulik teisendus Langp : LangpG = LangG’, mis rahuldab vordust F*(Lanpu) o ag = agr o p ehk

(Lanpu * ldF) oG = g’ O W.
ag

G (LanpG) o F

" (Lanpp)*idp

G —aa (LanpG')o F
Muuhulgas tdhendab fakt, et Lanp - F*, seda, et
Nat(LanrG, H) = Nat(G, H o F) (6.14)

mistahes funktorite G : A — C ja H : B — C korral ja need isomorfismid on loomulikud G ja H suhtes.

LanFG
Lause 6.49. Kani laiendid on mddratud theselt isomorfismi tapsusens.

TOESTUS. Vasakpoolsed Kani laiendid on universaalsed morfismid objektist G € Ob(Fun(A,C)) funkto-
risse F'*, seega kategooria (G | F'*) algobjektid. Algobjektid on lause 2.37 méératud iiheselt isomorfismi
tapsuseni. |

Teoreem 6.50. Olgu F : A — B ja G : A — C funktorid, kus A ja B on vdiksed ja C kotdielik kategooria.
Stis funktoril G on olemas vasakpoolne Kani laiend piki funktorit F.

TOESTUS. Et defineerida funktorit K : B — C objektil B € Ob(B) vaatleme kontravariantse funktori
Morg(F(_), B) : A — Set elementide kategooriat £p := el(Morg(F(_), B)) (vt. nédidet 3.18) ja unustavat
funktorit Up : Eg — A. Paneme tihele, et

Ob(Ex) = {(b, A) | A € Ob(A), b € Morg(F(A), B)},
a € Morg, ((b,A),(t/,A")) <= a€Mora(A,A") & b=1VoF(a),
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sest (Morg(F(_), B)(a))(d') =¥ o F(a).

Up

Ex A—LF .B

G

C
Kuna A on viike, siis ka £g on viike kategooria. Olgu
B ~ .
(K(B)7 (u(b,A)> (b,A)eOb(SB)) ~ colim(G o Up). (6.15)
Sellega oleme defineerinud K objektidel.
Olgu h : B — B’ morfism kategoorias B. Kui (b, A) € Ob(Ep), siis hob : F(A) — B’ ja seega

(hob,A) € Ob(Eps). Kui a: (b, A) — (b, A’) kategoorias Eg, siis hob = hobd' o F(a), mis tihendab, et
a:(hob A) — (hol', A") kategoorias Ep/. Seega

/ B’
(K(B ), (u(hb’A))(b,A)GOb(SB)) € cocone(G o Up).

B
U(b,A)

G(a)

(GoUg)(hob, A) = G(A) = (G o Ug)(b, A) (GoUg)(,A") = G(A') = (G oUg/)(holtl, A")

Kuna kehtib (6.15), siis leidub iiheselt m&&ratud morfism K (h) : K(B) — K(B') nii, et K(h) o uﬁ),A) =
ugl/obk 2 iga (b, A) € Ob(&p) korral. Nii on K defineeritud morfismidel. Uhesusest morfismi K (h) definee-
rimisel jareldub kergesti, et K on funktor.

Et saada loomulikku teisendust o : G = K o F, defineerime iga A € Ob(.A) korral kategooria C
morfismi oy : G(A) = (K o F')(A) vordusega

., F(A)
QA= U(idF(A)vA).

Siis & = (@a)acob(a) : G = K o F on loomulik teisendus, sest kategooria A iga morfismi a : A — A’
korral Poa) Py POy

(K 0 F)(a) 0 Ui, 1) a) = UF(a),a) = Uidp ar,a) © Cla);
kus esimene vordus kehtib K (F(a)) definitsiooni tottu ja teine vordus ténu sellele, et a : (F(a), A) —
(idp(ary, A’) kategoorias Ep(ary ja kehtib (6.15).

G(A) —22 ~ (Ko F)(A)

‘/(KoF)(a)

(Ko F)(A)

G(a)

G(A)

[eYY

Vaatleme niiid funktorit H : B — C ja loomulikku teisendust 8 : G = H o F. Et konstrueerida
loomulik teisendus v : K = H vaatleme objekti B € Ob(B). Iga (b, A) € Ob(Ep) korral vaatleme
kategoorias C kompositsiooni

(G oUp)(b, A) = G(A) —2> (H o F)(4) /s H1(B).
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Siis (H(B), (H(b) o B4)(s,a)c0n(es)) € cocone(G o Ug), sest kategooria £p iga morfismi a : (b, A) —
(t', A") korral

H(b') o BaroGla) = H(V') o H(F(a)) o fa = H(b' o F(a)) o Ba = H(b) 0 Ba.

H(B)

A
% | H(b')

I

|

(GOUB)bA GOUB b, A/)

Jarelikult leidub tiheselt méaratud morfism vp : K(B) — H(B) nii, et
’}/BOUELA) =H(b)o fa. (6.16)

Toestamaks teisenduse v = (v8)peon(s) : K = H loomulikkust vaatleme morfismi i : B — B’ ja objekti
(b, A) € Ob(&Ep). Siis

H(h)ovgoug’A) :H(h)OH(b)OBA:H(hOb)OBA:'yB/oufh/ob’A) :'yBrOK(h)oufb’A).

Taandades paremalt kopiiri sisestused uﬁy A) (seda lubab teha lausega 5.66 duaalne tulemus) saame H(h)o
vB = vp' o K(h), nagu vaja.
B

K(B)

K(h)‘

K(B)) ——— H(B)

H(B)

H(h)

Iga A € Ob(A) korral kehtib tdnu vordusele (6.16)

YF(A) © A = YF(A) O UES?BA%A) = H(idp(a)) 0 Ba = Ba,
mis tdhendab, et (y*idr)oa = . Sellise 7 iihesus taandub morfismide vp(4) iihesusele vorduses (6.16).H

Jargnev lause ja tema lause teoreem néitavad, et koikvoimalikke (ko)piire on voimalik kirjeldada Kani
laiendite abil.

Lause 6.51. Olgu G : A — C funktor, kus A on vdike kategooria, olgu 1 diskreetne kategooria dihe
objektiga * ja olgu F : A — 1 konstantne funktor. Siis funktoril G on olemas kopiir parajasti siis, kui
leidub funktori G vasakpoolne Kani laiend piki funktorit F.

ToOEsTus. Tarvilikkus. Kasutades teoreemi 6.50 tahistusi on kategooria &, isomorfne kategooriaga A.
Seega kui colim G eksisteerib, siis eksisteerib ka colim(G o U, ) ja me saame LanzG konstrueerida nii nagu
teoreemi 6.50 toestuses.

RS

Lanp G

Piisavus. Kui LanpG on olemas, siis on see mingi konstantne funktor A} : 1 — C, L € Ob(C),
koos loomuliku teisendusega G = Af = Al o F, s.t. koos kokoonusega, mille tipp on L. Selle kokoonuse
universaalsus on tépselt LanzG universaalsuse omadus. |
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Lause 6.52. Olgu G : A — C funktor, kus A on vdike kategooria, olgu 1 diskreetne kategooria tihe
objektiga * ja olgu F : A — 1 konstantne funktor. Siis funktoril G on olemas piir parajasti siis, kui leidub
funktori G parempoolne Kani laiend piki funktorit F'. (D]

Lause 6.53. Kui (L, R, ) : C — £ on adjunktsioon, siis mistahes funktorite H : B — & ja M : B — C
korral leidub tikstihene vastavus

Nat(L o M, H) = Nat(M, R o H), (6.17)

kusjuures need bijektsioonid on loomulikud M ja H suhtes.
B
L

C L —¢
R

f: Nat(LoM, H) —s Nat(M,Ro H),
g: Nat(M,RoH) — Nat(Lo M, H)

TOESTUS. Defineerime kujutused

vordustega
flp) = (@M(B),H(B)(:“B))Beouzﬁ) ;
o -1
1) 1= (o (18)) 5o
kus
¥YM(B),H(B) * Morg (L(M(B)), H(B)) —= Morc(M(B), R(H(B))).
FEi ole raske ndha, et f, g on noutavate omadustega bijektsioonid. |

Teoreem 6.54. Olgu A, B,C,E kategooriad, kusjuures A ja B on vdiksed. Vaatleme funktoreid F : A —
B, G:A—C,L:C—E&jaR:E—C, kusjuures L 4 R ning LanpG ja Langp(L o G) on olemas. Siis

LolanpG = Lanp(L o G).

A—L -8B
LangG
C Lang (LoG)
L‘4 .
E

TOEsTUS. Kasutades isomorfisme (6.17) ja (6.14) kaks korda saame mistahes H : B — £ korral
Nat(LolangG, H) = Nat(LanpG, RoH) = Nat(G, RoHo F) 2 Nat(LoG, Ho F') 2 Nat(Lanp(LoG), H),
kusjuures koik need bijektsioonid on loomulikud H (ja G) suhtes. Olgu

wm : Nat(L o LanpG, H) — Nat(Lanp(L 0o G), H)
H suhtes loomulik bijektsioon ja vaatleme loomulikke teisendusi

PLoLanrG (idLoLanFG) :LanF(L ) G) = Lo Laan,
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QpljalnF(LoG) (idLanp(LoG)) :LolangG = Lanp(LoG).
Siis ¢ loomulikkuse tottu on ruut

$PLoLanp G

Nat(L o LangG, L o LanpG)

Nat(Lang(L o G), L o LanpG)
SplfalnF(Loc)(idLa"F(MG))O— ‘P:alnp(Loc)(id'-ar-p(LoG))O—

Nat(L o LanpG,Lanp(L o G)) Nat(Lang(L o G),Lanp(L o G))

PLang (LoG)

kommutatiivne ja seega

@LialnF(LoG') (idLanp(LoG)) O PLolanrG (idLoLaan) = Planp(LoG) (soljalnF(LoG) (idLanF(LoG))) = idLanF(LoG) .
Analoogiliselt saab toestada, et
PLolLanpG (idLoLanFG) © (pfalnF(Log) (idLanF(LoG)) = idLoLaan

ja seega Lo LlanpG 2 Lanp(L o G) kategoorias Fun(B, E). |

Jéargnevas lauses tiahendab fraas “kehtib isomorfism Lolangid 4 = LanpL” seda, et kui (n, Lang id 4) on
funktori id 4 vasakpoolne Kani laiend piki funktorit F', siis (idy, *n, LoLang id 4) on funktori L vasakpoolne
Kani laiend piki funktorit F'. Jérgimine lause koos oma duaalse lausega annab kaasfunktorite kirjelduse
Kani laiendite abil

Lause 6.55. Olgu A, B vdiksed kategooriad ja F' : A — B funktor. Siis jirgmised vdited on samavddrsed.
1. Funktoril F leidub parempoolne kaasfunktor.
2. Leidub Kani laiend Lanpid 4 ja iga funktori L : A — C korral kehtib isomorfism L o Lanpidy =
La an.
8. Leidub Kani laiend Lanpid 4 ja kehtib isomorfism F o Lanpidy = LanpF.

TOESTUS. (1. = 2.). Olgu F 4G jan:idg = GoF, e: F oG = idg adjunktsiooni iihik ja kotihik. Siis
a :=1idp #n : L = LoGoF. Niitame, et (idy, *n, LoG) on funktori L : A — C vasakpoolne Kani laiend piki
funktorit F' (s.0. LoG = LanpL). Muuhulgas L = id 4 korral saame, et (1, G) on funktori id 4 vasakpoolne
Kani laiend piki funktorit F' (s.o. G = Langid4). Sellest jéreldub, et Lo Lanpidg &2 Lo G & LangL.

F
A__T B
G

LoG=LanpL

Q

Kui H : B — C on funktor ja 8 : L = H o F loomulik teisendus, siis vaatleme kompositsiooni
v:=({dg*c)o(Bx*idg): LoG=HoFoG= H.
Kasutades lemmat 6.46 ja tema analoogi, diagrammi

Ba

L(4) (HoF)(A)
L(na) (HoF)(na)

(LoGoF)(A) ——— (HoFoGoF)(4)
B(aoF)(a)

kommutatiivsust ja kolmnurksamasust (6.8) saame

(y*idp) oa = (((idg *€) o (B *idg)) *idp) o v = (id g *€ * idp) o (8 *idg *idFp) o (idL *n)
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Kui ka+': Lo G = H on selline, et (7' *xidg) o a = f3, siis

v = (idy *€) o (B *idg) = (idy *e) o (7 *idr) o (idL #n)) * ide)
= (idg *€) o (v *idp *idg) o (idL, *n x idg) =7 o (idy, *idg *€) o (idy, *n * id)

/

=70 (idg *((idg *€) o (n ¥ idg))) = 7" o (idg *idg) = 7.

Y(roc)(B)

(LoGoFoG)(B) —2" . (HoFoG)B)

(LOG)(EB) H(EB)

(Lo G)(B) - H(B)
B
Jarelikult iga funktori L korral (idy *n, L o G) on funktori L Kani laiend piki funktorit F'.
(2. = 3.). See on ilmne.
(3. = 1.). Olgu (n, Q@) funktori id 4 Kani laiend piki funktorit F'. Eelduse pohjal (idg *n, F' o G) on
funktori F' Kani laiend piki funktorit F.

FoG=Lang F

Vaadeldes funktorit idg : B = B ja samasusteisendust idp : F' = F = idg oF’ annab LangF definitsioon
loomuliku teisenduse € : F' o G = idp, mis rahuldab tingimust (¢ * idgp) o (idp *n) = idp. Kasutades n
loomulikkust ja juba toestatud kolmnurksamasust saame

(((idg *¢) o (n *idg)) *idp) o n = (idg *e *idp) o (n *idg *idF) o n
= (idg *¢ *idp) o (idg *idp *n) o n
=idg *((e xidg) o (idp *n)) on = (idg *idp) on = 1.

A - (G o F)(A)
na (GoF)(na)
(GoF)(A) — > (GoFoGoF)(4)

Et ka vordus (idg *id ) on = 7 kehtib, siis tdnu ithesuse tingimusele Lang id 4 definitsioonis kehtib vordus
(idG *5) (o} (’17 * ldG) = idg. |

Lause 6.56. Olgu A, B vdiksed kategooriad ja F : A — B funktor. Siis jirgmised vdited on samavddrsed.
1. Funktoril F leidub vasakpoolne kaasfunktor.
2. Leidub Kani laiend Rangid 4 ja iga funktori L : A — C korral kehtib isomorfism (Ranpidg) o L =
RangL.
3. Leidub Kani laiend Rang id 4 ja kehtib isomorfism (Ranpid ) o F' = RanpF. (D]

Kokkuvottes oleme me néidanud, et nii piiri kui ka kaasfunktori moisted on téielikult kirjeldata-
vad Kani laiendite abil. Seetottu on Kategooriateooria rajaja Saunders Mac Lane oma fundamentaalses
raamatus [3] viitnud: ,K&ik kontseptsioonid on Kani laiendid.!2"”

127«A11 concepts are Kan extensions” ([3, Par. X.7])
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6.8. Ulesanded

Ulesanded 6.57. 1. Tdestada, et kui F,G : A x B — C on bifunktorid ja ¢ = (©4,B)(4,B)cOb(AxB)

@

F = G on loomulik A ja B suhtes, siis ta on loomulik (A, B) suhtes.

Valida mingi konkreetne adjunktsioon ja kirjutada ilmutatult vélja selle {ihik, koiihik ja bijekt-
sioon . Toestada, et selles adjunktsioonis kehtivad kolmnurksamasused.

Toestada, et filtreeritud kategooriaga ekvivalentne kategooria on ka filtreeritud.

Vaatleme iiheobjektilist kategooriat C, Ob(C) = {%}, milles on kaks morfismi: id, ja morfism
f: %—>x, mille korral fof = id,. Toestage, et morfism f méarab loomuliku teisenduse ¢: id¢ = idc,
¢« = f. Toestage, et iithikfunktor id¢ on iseenda vasakpoolne kaasfunktor ning selle adjunktsiooni
ithikuks 7: id¢ = id¢ oide ja koiithikuks e: id¢ oide = ide voib votta funktori ide samasusteisen-
duse. Naidake, et iihikuks 7 ja koiihikuks e voib votta ka loomuliku teisenduse ¢.
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7. Abeli kategooriad
7.1. Ab-kategooriad

Lisaks harilikele kategooriatele on tihti kasulik vaadelda niinimetatud rikastatud kategooriaid'?®.
Need on sellised kategooriad, mille morfismihulkadel on antud teatud lisastruktuur (néiteks algebraline,
topoloogiline voi jarjestusstruktuur) ning see lisastruktuur peab olema kooskolas morfismide komponeeri-
misega. Me vaatleme siin rikastatud kategooriate {ihte tdhtsamat juhtu — kategooriaid, mis on rikastatud
Abeli rithmade abil.

Definitsioon 7.1. Kategooriat A nimetatakse Ab-kategooriaks ehk eeladitiivseks kategooriaks!'??,

kui iga mor-hulk Mor 4(A4, B) on Abeli rithm ja

(f+g9)eh = fohtgoh,
ko(f+g9) = kof+kog

mistahes morfismide f,g € Mor4(A, B), h € Mor4(C, A) ja k € Mor4(B, D) korral.

Kui A on Ab-kategooria, siis koigi Abeli rithmade Mor 4(A, B) (mis on erinevad) tehet me tahistame
ithtemoodi siimboliga +. Igas sellises Abeli riihmas leidub nullelement, mida me téhistame siimboliga 0.

Niide 7.2. Abeli rithmade kategooria Ab, vektorruumide ({ile korpuse K) kategooria Veck ja ringide
kategooria Ring on Ab-kategooriad. Kui néiteks A ja B on Abeli rithmad, siis homomorfismide hulga
Morap(A, B) saab muuta Abeli rithmaks, kui liitmine defineerida punktiviisiliselt:

(f +9)(a) := fla) + g(a),
fy9 € Morap(4, B) jaa € A. 0
Lemma 7.3. Kui A on Ab-kategooria ja f € Mor4(A, B), siis

Oof=0 ja foO=0.

TOESTUS. Vaatleme morfisme
At % ¢
Siis
Oof=(0+0)of=00f+00f.

Liites selle vorduse molemale poolele morfismi —(0 o f) : A — C saame, et 0o f =0: A — C. Vorduse
f 00 =0 toestus on analoogiline. |

Meenutame, et nullobjekt on objekt, mis on samaaegselt alg- ja 1oppobjekt. Nullobjekti tédhistatakse
enamasti siimboliga 0, kuid segaduse viltimiseks algobjekti téhistusega, téhistame me nullobjekti edaspidi
stimboliga O.

Lause 7.4. Ab-kategooria A objekti A jaoks on jargmised viited samavddrsed:
1. A on algobjekt;
2. A on loppobjekt;
3. A on nullobjekt.

TOESTUS. Definitsiooni pohjal 3 = 1 ja 3 = 2. Duaalsuse tottu piisab néidata, et 1 = 3. Olgu A algobjekt.
Siis hulk Mor 4(A, A) on iihe-elemendiline ja seega id4 on Abeli rithma Mor4(A, A) nullelement. Kui
B € Ob(A), siis Mor 4(B, A) sisaldab vihemalt iihte elementi — rithma Mor 4(B, A) nullelementi. Kui
aga [ € Mor4(B, A) on suvaline morfism, siis

fZIdAOf:(ldA+ldA)Of:1dAOf+ldAOf:f+f

Abeli riihmas Mor 4 (B, A). Liites vorduse f = f+ f molemale poolele elemendi — f saame, et f on rithma
Mor 4(B, A) nullelement. Jarelikult #(Mor4(B,A)) = 1 iga B € Ob(A) korral, mis tihendab, et A on
loppobjekt ning seega ka nullobjekt. |

128
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Definitsioon 7.5. Olgu A Ab-kategooria. Morfismi f : A — B (ko)tuumaks!3® nimetatakse morfismi-
depaari f,0: A — B (ko)vordsustajat.

Seega paar (E,e), kus e : E — A, on morfismi f : A — B tuum (tdhistatakse (E,e) ~ Ker f voi isegi
e =Ker f), kui foe =0 jaiga morfismi ¢’ : E/ — A korral, kui f oe’ = 0, siis leidub iiheselt méiratud
morfism k : B/ — FE nii, et eok =¢’.

E

PN

Kl A——=B
| e

| %
El
Morfismi f kotuuma korral kasutatakse tahistust (C,c) =~ Coker f voi ¢ = Coker f.

Naiide 7.6. Abeli rithmade kategoorias Ab on morfismi f : A — B kanooniline tuum paar (ker f,¢), kus
ker f ={a € A| f(a) =0} jar:ker f — A on sisestus. Morfismi f : A — B kanooniline kotuum on paar
(B/f(A), k), kus B/ f(A) on rithma B faktorrithm alamrithma f(A) jargijax : B — B/f(A),b— b+f(A)
on loomulik projektsioon. |

Lause 7.7. Igas Ab-kategoorias A on vordsustajad tuumad ja kovérdsustajad kotuumad.
ToOEsTUs. Olgu f,g: A — B kategoorias A. Néitame, et
(Eae) ~ Eq(fag) — (Eae) ~ Eq(f - gvo)

(Kovordsustajate jaoks on toestus analoogiline.)
Eeldame, et (F,e) =~ Eq(f, g). Siis leidub morfism f — g Abeli rithmas Mor 4(A4, B) ja

(f—g)oe=foe—goe=0.

Kui ka ¢ : B/ — A on selline, et (f —g)oe’ =0, siis foe = goe jaseega leidub iiheselt madratud
morfism k : £/ — F nii, et e o k = €’. Sellega oleme niidanud, et (E,e) =~ Eq(f — ¢,0).

FE
A 0
‘x 7~ !
kI A—"""=pB E—°2 s A B
| € ™ g
\ % AN /:
E' E’

Eeldame niiiid, et (E,e) ~ Eq(f — g¢,0). Siis
0=(f—g)oe=foe—goe.
Liites selle vorduse molemale poolele morfismi g o e saame vorduse foe = goe. Kui e’ : E/ — A on
selline, et foe =goe, siis (f—g)oe = foe' —goe’ =0. Jarelikult leidub {iheselt médratud morfism

k:E" — FE nii, et eok = ¢€'. Sellega oleme niidanud, et (F,e) ~ Eq(f, g). |

Definitsioon 7.8. Ab-kategooria A objektide A, B bikorrutis'3! on viisik (P,pa,pp,ua,up), kus

pa PB
A=——=P_—8B
uA up
ja
paous =idy, ppoup =idp, ugopa+upopp =idp.
Objektide A ja B bikorrutise objekti P tahistatakse tavaliselt A @& B.
130 kernel
B piproduct
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Naide 7.9. Abeli rithmade A ja B korral voib otsekorrutisel P := A x B defineerida liitmise kompo-
nenthaaval:

(a,b) + (a’, V) = (a+d',b+ V).
Vaadeldes homomorfisme
pa:P— A (a,b)— aq,
pg: P — A, (a,b)—b,
ug:A— P, aw (a,0),
ug: B — P, b— (0,b)

néeme, et (P,pa,pp,us,up) on Abeli riihmade A ja B bikorrutis, sest

)
pa(ua(a)) =
)=

pa(a,0) = a,
pe(up(b) pp(0,b) =0,
(uaopa+upopp)(a,b) =ua(pala,b))+up(ps(a,b)) =uala)+up(b) = (a,0)+ (0,b) = (a,b)
mistahes a € A ja b € B korral. O

Teoreem 7.10. Ab-kategooria objektide A ja B jaoks on jargmised vdited samavidrsed:
1. leidub A ja B bikorrutis;
2. leidub A ja B korrutis;
3. leidub A ja B kokorrutis.

TOESTUS. (1. = 2.). Olgu (P,pa,pB,ua,up) objektide A ja B bikorrutis. Siis
bpaoup :pAO(UAOpA+UBOpB)OUB =PAOUAOPAOUB +PACUBOPBOUB =PAOUB + PAOUR,

kust pg o up = 0 ja siimmeetriliselt pg o uy = 0. Kui niitid f4 : Q@ — A ja fg : Q — B, siis vottes
m:=uago fa+upo fp:Q — P kehtivad vordused

paom = paougofa+pacupo fp=idaofs+00 fp=fa,
ppom = ppousaofa+ppoupofp=00fa+idpofp=fp.
Q
|
fa nlq fB
|
y
A P B
paA pPB

Kui ka m’ : Q — P on selline, et pg om’ = f4 ja pgom’ = fg, siis
m' = (uagopa+ugopg)om =ugopaom +ugopgom’ =uso fa+ugofp=m.

Jarelikult (P,pa,pp) on objektide A ja B korrutis.
(2. = 1.). Olgu (P,pa,pp) objektide A ja B korrutis.

A B
| |
ida \ 0 0 I idp
T i
Y Y
A P B A P B
pA PB praA prB

Siis leiduvad sellised iiheselt médratud morfismid ug : A — P jaup : B — P, et pg ouy = idy,
PBOouUA :O, prPAoOup :OjapBouB :idB. Seega
pao(uaops+upopp) = paousopa+paoupopp=idaops+00pp=pa,
ppo(uaopa+upopp) = ppouaopa+ppoupopp=00pa+idgopp =ps,
millest jareldub vordus us o pa +up o pg = idp.
(1. & 3.). Toestus on analoogiline. [ |

Definitsioon 7.11. Eeladitiivset kategooriat nimetatakse aditiivseks'32, kui temas leiduvad nullobjekt
ja koikvoimalikud binaarsed bikorrutised.
132

additive category
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7.2. Abeli kategooriad

Definitsioon 7.12. Abeli kategooria!3?® on Ab-kategooria, milles
1. leidub nullobjekt,
2. leiduvad binaarsed bikorrutised,
3. igal morfismil leidub tuum ja kotuum,
4. iga monomorfism on tuum ja iga epimorfism on kotuum.

Paneme téhele, et Abeli kategooria voib defineerida ka kui aditiivse kategooria, milles kehtivad tingi-
mused 3 ja 4 eelmisest definitsioonist.

Naiide 7.13. Niitame, et Abeli rithmade kategooria Ab on Abeli kategooria.

Nullobjektiks selles kategoorias on iihe-elemendiline Abeli rithm {0}. Binaarsete bikorrutiste olemasolu
on toestatud néites 7.9. Tdnu nditele 7.6 on igal morfismil olemas tuum ja kotuum.

Tdestame, et igal monomorfismil on tuum ja iga epimorfism on kotuum. Meenutame, et kategoorias Ab
on monomorfismideks injektiivsed riihmade homomorfismid ja epimorfismideks on siirjektiivsed rithmade
homomorfismid.

Olgu f : A>—> B suvaline monomorfism kategoorias Ab. Néitame, et f on loomuliku projektsiooni
k: B — B/f(A) tuum.

1. Iga a € A korral

(ko f)a) = r(f(a)) = fa) + f(A) = f(A) = 0(a),
seega ko f = 0.
2. Olgu g : C — B selline morfism, et x o g = 0. Siis g(¢) + f(A4) = f(A) ehk g(c) € f(A) igace C
korral. Defineerime kujutuse k : C' — A vordusega

kus a € A on selline element, et g(c) = f(a). Kui g(¢) = f(a) = f(d), a,a’ € A, siis f injektiivsuse
tottu a = a’. See tahendab, et k on korrektselt defineeritud. Lihtne on veenduda, et k on iiheselt
méadratud Abeli rihmade homomorfism, mille korral f ok = g.

A%B#B/f(/l)
»
AN g
C

Olgu niitid f : A —= B suvaline epimorfism kategoorias Ab. Niitame, et f on sisestuse ¢ : ker f — A,
kus ker f = {a € A | f(a) = 0}, kotuum.

1. On selge, et for=0.

2. Olgu g : A — C selline morfism, et g o+ = 0. Defineerime kujutuse k : B — C vordusega

k(b) := g(a),

kus a € A on selline element, et f(a) = b (selline a leidub f siirjektiivsuse tottu). Kui b = f(a) =
f(a'), siis f(a—a')=0jaa—a €kerf. Seega

0=(gou)(a—a)=g(la—d))=gla—a)=g(a)—g(a'),

kust g(a) = g(a’). Seega k on korrektselt defineeritud. Saab néidata, et k on iiheselt médratud Abeli
rithmade homomorfism, mille korral ko f = g.

ker f ——= A ! B

/
A ;,/k:

C

Sellega on néidatud, et Ab on Abeli kategooria. Analoogiliselt saab néidata, et Veck, Ring ja Modg
on Abeli kategooriad (kus K € Ob(Field) ja S € Ob(Rng)). O

133 gbelian category
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Lause 7.14. Abeli kategooria on loplikult tdielik ja kotdielik.

TOESTUS. Definitsiooni tingimuste 1 ja 2, lause 7.4 ja teoreemi 7.10 pohjal leiduvad 16plikud korrutised
ja kokorrutised. Definitsiooni tingimuse 3 ja lause 7.7 pohjal leiduvad vordsustajad ja kovordsustajad.
Teoreemi 5.74 ja tema duualse teoreemi pohjal on see kategooria téielik ja kotéaielik. |

Lause 7.15. Kuim on Abeli kategooria A monomorfism, siis
m = Ker(Coker m).

TOEsTUS. Olgu m : A>> B monomorfism. Siis m on mingi morfismi f : B — C tuum. Olgu ¢ : B = D
morfismi m kotuum, g = Coker m. Vaja oleks nédidata, et

m = Kergq.

Kuna ¢ = Cokerm, siis g om = 0 ja kuna ka f om = 0, siis kovordsustaja definitsiooni tottu leidub
iiheselt maaratud morfism p : D — C nii, et f = p o ¢q. Universaalomaduse kontrollimiseks oletame, et
gok=0,kusk: K — B.Siis fok=pogok =po0 =0 jakuna m = Ker f, siis leidub selline iiheselt
médratud morfism [ : K — A, et k = mol. Sellega olemegi ndidanud, et m = Ker ¢ = Ker(Coker m).

A n B C
~ 7
AN /
N /
N k q r
AN /
K D |
Duaalselt saab toestada jargmise tulemuse.
Lause 7.16. Kui e on Abeli kategooria A epimorfism, siis

e = Coker(Kere).

Jargnevalt toestame, et koik Abeli kategooriad on tasakaalustatud.

Lause 7.17. Abeli kategoorias on koik bimorfismid isomorfismid.

TOESTUS. Olgu f : A — B bimorfism Abeli kategoorias A, mille nullobjekt on 0. Siis morfismide hulk
Mor 4(B,0) koosneb tipselt iihest morfismist, milleks peab olema nullmorfism 0 : B — 0 (vastava Abeli
rithma nullelement). Lihtne on veenduda, et 0 : B — 0 on morfismi f kotuum. Kuna f on monomorfism,
siis lause 7.15 pohjal on f morfismi 0 : B — 0 tuum. Kuna 0 oidg = 0 : B — 0, siis tuuma definitsiooni
pohjal leidub iiheselt méaratud morfism g : B — A nii, et f o g = idp.

f 0

(==}

Duaalselt on 0 : 0 — A morfismi f tuum. Kuna f on epimorfism, siis lause 7.16 pohjal on f morfismi
0:0 — A kotuum. Kuna idg o0 = 0 : 0 — A, siis leidub iiheselt méaratud morfism A : B — A nii, et
hof=ida.

0—2 AT o
Y
idA\( 2 h

A

Siis aga
h=hoidg=ho(fog)=(hof)og=idaog=yg

ja f on isomorfism. [ ]

Jargmine tulemus tldistab muuhulgas Abeli riithmade homomorfismiteoreemi.
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Teoreem 7.18. Abeli kategooria iga morfism [ tegurdub kujul
f=moe,
kus m on monomorfism ja e epimorfism. Veelgi enam,
m = Ker(Coker f) ja e = Coker(Ker f).

Kui ka f =m' o€, kus m’ on monomorfism ja € on epimorfism, siis leidub tiheselt mddaratud morfism k
nit, et koe=¢ jam' ok =m.

TOESTUS. Olgu f : A — B Abeli kategoorias A. Siis tal leidub kotuum Coker f : B — C. Votame
m := Ker(Coker f) : E — B. Siis m kui vordsustaja on monomorfism. Kuna (Coker f) o f =0 ja m on
Coker f tuum, siis leidub selline {iheselt méaratud morfism e: A — E, et f =moe.

f Coker f

A B c
| N\
N
/| \ €
el N m
N
Y d N\ r
D E F

S

Néitame, et e on epimorfism. Selleks oletame, et roe = soe, kus r,s : E — F. Lause 7.14 tottu
leiduvad kategoorias A vordsustajad. Olgu (D, d) ~ Eq(r, s), muuhulgas r o d = s o d. Siis leidub iiheselt
madratud €’ : A — D nii, et d o e’ = e. Jirelikult

f=moe=modoe =m'o¢,

kus m’ :=mod: D — B kui kahe monomorfismi korrutis on monomorfism ning seega mingi morfismi
p: B — K tuum, m’ = Ker p. Siis

pof=po(m'od)=(pom)od =00e =0

ja seega leidub selline iiheselt médratud morfism g : C — K, et go(Coker f) = p. Kuna m = Ker(Coker f),
siis (Coker f) o m = 0. Jérelikult

pom =gqo (Coker flom=qo0=0

ja seega vorduse m’ = Ker p tottu leidub iiheselt médratud morfism ¢ : E — D nii, et m = m/ o t. Siis
agam=m' ot =modot, kust dot = idg, sest m on monomorfism. Korrutades vordust rod = sod
paremalt morfismiga t saame vorduse r = s. Sellega oleme néidanud, et e on epimorfism.

A B C
|
m’ |
e’ m q
P |
. A
D<-' _E K

Olgu u = Ker f : U — A. Néitame, et u = Ker e. Paneme tdhele, et moeou= fou=0=mo0. Et
m on monomorfism, siis eou =0. Kui kaeow =0, kus v’ : U' — A, siis0=mo0=moecou = fou'
Kuna u = Ker f, siis leidub iiheselt maaratud morfism v : U’ — U nii, et uov = u'. Seega u = Kere.
Kuna e on epimorfism, siis lause 7.16 pohjal

e = Coker(Ker e) = Coker(Ker f).

v—* a7t .pB
A

'UI m
| ' e

|

U’ E
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Olgu ka f = m’ o€, kus m’ on monomorfism ja e’ on epimorfism, ning olgu u = Ker f = Kere. Siis
e = Coker(Ker f) = Coker u. Kuna

mo0=0=fou=(moe)ou=m'o(e ou),

siis €/ ou = 0 ja seega leidub tiheselt maaratud morfism k : F — E’ nii, et

koe=¢.

Siiskam/okoe=m'oe’ = f =moe, kust

sest e on epimorfism.

Maéarkus 7.19. Teoreemi toestuse kdigus néitasime, et Ker f = Ker e. Duaalselt saab néidata, et

Coker f = Coker m. (7.1)

7.2.1. Tapsed jadad

Jargnevas definitsioonis kasutame alam- ja faktorobjektide moisteid, millega tutvusima alampeatiikis
2.3.
Definitsioon 7.20. Kui Abeli kategooria A morfism f : A — B tegurdub kujul f = m o e, kus m on
monomorfism ja e on epimorfism, siis objekti B alamobjekti ekvivalentsiklass [(dom(m),m)] € Sub4(B)
nimetatakse f kujutiseks!'3? (tih. m = Im f) ja objekti A faktorobjekti ekvivalentsiklassi [(cod(e),e)] €
Quot 4 (A) nimetatakse f kokujutiseks (t&dh. e = Coim f).

Definitsiooni pohjal on kohe selge, et kehtib jargmine lause.

Lause 7.21. Abeli kategoorias kui m on monomorfism, siis m = Imm ja kui e on epimorfism, siis
e = Coime.

Definitsioon 7.22. Morfismide paari
A $- B 2sC
nimetatakse tdpseks kohal B, kui Im f = Ker g (ekvivalentsed kui B alamobjektid). Jada
-—>A—f>B—g>C—>-~- (7.2)
nimetatakse tépseks!'3® (vahel ka eksaktseks), kui ta on tipne igal kohal.

Jada (7.2) tdpsusest jareldub, et kui me teostame jérjest kaks homomorfismi, mis kuuluvad jadasse, siis
saame nullkujutuse (st go f = 0). Téepoolest, olgu monomorfism m: X —B selline, et m = Im f = Kerg.
Sel juhul leidub morfism h: B— X nii, et f = m o h, ning

gof:go(moh):(gom)ohzOOhZO.

Téapsete jadade abil saab muuhulgas kirjeldada teatud tiilipi morfisme.

134
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Lause 7.23. Abeli kategoorias on jada
0—2-4a-1.B (7.3)
tdipne parajasti siis, kui f on monomorfism.

TOESTUS. Paneme tihele, et 0 : 0 — A on monomorfism, sest kui 0o g = 00 h, kus g,h : C — 0, siis
g = h ténu sellele, et 0 on 16ppobjekt. Seega ténu lausele 7.21 piisab meil naidata, et 0 = Ker f parajasti
siis, kui f on monomorfism.

Tarvilikkus. Olgu 0 = Ker f. Oletame, et fog = foh, kus g,h: C — A. Siis fo(g—h) = 0. Tuuma
definitsiooni tottu leidub iiheselt médratud morfism k : C' — 0 nii, et g — h = 0 0 k = 0. Jarelikult g = h
ja f on monomorfism.

0—° a7 .p

\\
k \ g—h

C

Piisavus. Olgu f monomorfism. On selge, et f o0 = 0. Oletame, et g : ¢ — A on selline, et
fog=0= fo0. Siis g = 0. Uheselt madratud morfism C — 0, mis muudab kolmnurga diagrammis

0—2 -a-"' op
N
0\ /;
C
kommutatiivseks, on nullmorfism. Sellega oleme niidanud, et 0 : 0 — A on morfismi f tuum. |

Duaalselt saab toestada jargmise tulemuse.
Lause 7.24. Abeli kategoorias on jada
A I B-2-0

tdipne parajasti siis, kui f on epimorfism. (D]

Lause 7.25. Abeli kategoorias on jada

0"~ 4 B

tdipne parajasti siis, kui f on isomorfism.

TOESTUS. See jareldub lausest 7.17, lausest 7.23 ja lausest 7.24. ]
Tuleb vélja, et teatud funktorid siilitavad téapseid jadasid. Funktorit, mis séilitab tépseid jadasid

nimetatakse eksaktseks'36.

Lause 7.26. Kui funktor F': A — B Abeli kategooriate A ja B vahel sdilitab tuumad ja kotuumad, siis
ta sdilitab tdipsed jadad.

TOESTUS. Ilmselt seosest a = a’ jareldub seos F(a) = F(a'). Vaatleme tapset jada (7.2). Olgu f = moe,
kus m on monomorfism ja e on epimorfism. Siis (7.1) ja lause 7.15 tottu

Ker(Coker f) = Ker(Coker m) = m = Im f.
Analoogiline méottekdik annab meile, et

Im F(f) = Ker(Coker F(f)).

Jarelikult
ImF(f) = Ker(Coker F(f)) = Ker(F(Coker(f))) = F(Ker(Coker(f))) = F(Im f) = F(Kerg)
= Ker(F(9)),
mis tdhendab, et jada
) 2 ) Y Foy) -
on tépne. |
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Definitsioon 7.27. Tépset jada kujul

0—>A2sB 00 (7.4)

nimetatakse liihikeseks tipseks jadaks!'3".

Tulenevalt lausetest 7.23 ja 7.24 saame, et lithikeses tépses jadas (7.4) on morfism f monomorfism ja
¢ epimorfism. Lisaks voib liihikese tépse jada (7.4) korral véita, et f = Ker g. Tdnu lausetele 7.15 ja 7.16
on Abeli kategoorias lithikese tépse jada (7.4) defineerida ka tingimusega g = Coker f.

Lause 7.28. Olgu A Abeli kategooria. Kui jirgmise diagrammi read on (lihikesed) tapsed jadad ja
h: B—= B’ on morfism,

Q
o

0 A B¢

0

Q- - -

~

BI
I’ g’

!
\
!
. v
0 A

stis leidub morfism objektist A objekti A', mis teeb selle diagrammi vasakpoolse ruudu kommutatiivseks,
parajasti siis, kui leidub morfism objektis C objekti C', mis teeb selle diagrammi parempoolse ruudu
kommutatiivseks.

ToEsTUS. Olgu u: A— A’ morfism, mis teeb meie diagrammi vasakpoolse ruudu kommutatiivseks. Siis
(g oh)of=go(hof)=go(f ou)=(gof)ou=00u=0

Kuna f = Kerg ja g on epimorfism, siis lause 7.16 pohjal g = Coker(Ker g) = Coker f. Niitid kovordsus-
taja universaalomaduse jargi peab leiduma morfism v: C —=C’ nii, et ¢ oh =wvog.
Vastupidine véiide toestatakse duaalselt. |

Lemma 7.29 (Liihike viie lemma).'3® Olgu A Abeli kategooria. Vaatleme kategoorias A jirgnevat
diagrammi, kus read on lihikesed tdpsed jadad ja ruudud on kommutatiivsed.

0 A—Tt .p_ 9 . ¢ 0
Y 5 c (7.5)
0 AN B g 0
f g

Kui v ja € on monomorfismid, siis ka § on monomorfism.
TOESTUS. Vastavalt lausele 7.23 piisab, kui niidata, et jada
0—>B--p
on tépne, s.t. 0 = Ker d, kus Ker §: D — B. Paneme téhele, et
gogo(Kerd) =g odo(Kerd) =g oc0=0=¢c00.

Kuna e on monomorfism, siis g o (Ker §) = 0. Kuna diagrammi 7.5 iilemine rida on tépne, siis Ker g = f.
Seega leidub iiheselt médratud k: D — A nii, et Kerd = f o k.

D 0
k Ker &
A/f\B/g

0 C 0
ol 4 €
0 Al B o4 0

37 short exact sequence
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Niiiid
0=6do0o(Kerd)=6ofok=foyok.

Kuna f’ ja v on monomorfismid, on ka f’oy monomorfism, ning seega 0 = k. Niitid Ker § = fok = fo0 = 0,
mis toestabki, et § on monomorfism. |

Lemma 7.30 (Liihike viie lemma). Olgu A Abeli kategooria. Vaatleme diagrammi 7.5, kus read on
tapsed ja ruudud kommutatiivsed. Kui vy ja € on epimorfismid (isomorfismid), siis ka § on epimorfism

(isomorfism). (D]

7.3. Ulesanded

Definitsioon 7.31. Olgu A ja B Ab-kategooriad. Funktorit F': A—B nimetatakse aditiivseks!3?, kui
iga kahe objekti A, A" € Ob(A) korral on kujutus

M Mora(A, A) —Mors(F(A), F(4),  f~ F(f)

Abeli rithmade homomorfism.

1. Olgu A Ab-kategooria ja f € Mor4(A, B). Toestage, et morfism f on monomorfism parajasti siis,
kui iga morfismi u € Mor 4(C, A) korral kehtib tingimus

fou=0 = u=0.

2. Olgu A ja B Ab-kategooriad, kusjuures A on viike. Vaatleme kategooria Fun(.A, B) téielikku alamka-
tegooriat Add(A, B), mille objektideks on aditiivsed funktorid kujul A—. Niidake, et kategooriat
Add(A, B) saab vaadelda Ab-kategooriana.
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Eksamikuisimused

Eksamil saate valida juhuslikult 2 piletit. Igal piletil on {iks kiisimus alljargnevast nimekirjast. Seejérel on
oigus ettevalmistada kasutades misiganes materjali soovitakse. Lopuks tuleb kiisimustele vastata tahvli

ees.

1.
2.

10.
11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.

20.

Toestada Yoneda lemma tingimused 1 ja 2 (teoreem 4.12).
Toestada Yoneda lemma tingimused 1 ja 3 (teoreem 4.12).

Toestada, et kategoorias on loplikud korrutised parajasti siis, kui temas on binaarsed korrutised ja
loppobjekt (lause 5.10 ja jareldus 5.11).

Toestada, et kui kategoorias on korrutised ja tagasitombajad, siis on temas ka vordsustajad (teoreem
5.73, implikatsioon 3. = 4.).

. Toestada, et kategoorias on korrutised ja vordsustajad parajasti siis, kui on téielik kategooria (teo-

reem 5.73, implikatsioon 4. = 1.).

Olgu A tiielik kategoorias. Toestada, et funktor G: A — B siilitab piire parajasti siis, kui G
sailitab korrutisi ja vordsustajaid (teoreem 5.82, samaviirsus 1. <= 4.).

Toestada, et kovariantne mor-funktor siilitab koiki piire (lause 5.84).

Toestada, et korrutistega kategoorias on vordsutajate korrutis korrutiste vordsustaja (lause 5.92).
Toestada, et funktorite kategoorias saab piire arvutada punktiviisiliselt (lause 5.107).

Toestada, et adjunktsioonil leiduvad {ihik, koiihik ja kehtivad kolmnurksamasused (teoreem 6.3).
Toestada, et kaasfunktor on isomorfismi tédpsuseni itheselt méadratud (lause 6.4).

Toestada, et adjunktsioon (F, G, ¢): A— B on dra méiratud funktorite F', G ja sellise loomuliku
teisenduse n: id4 = G o F poolt, et iga ng: A— (G o F)(A) on universaalne morfism objektist A
funktorisse G (teoreemi 6.5 tingimus 1).

Toestada, et adjunktsioon (F, G, ¢): A—=B on tdpselt dra mairatud selliste loomulike teisenduste
n: idg = GoFjae: FoG = idg poolt, et (idg *¢) o (g *idg) = idg ja (¢ xidr) o (idp *¢) = idp
(teoreemi 6.5 tingimus 5).

Toestada, et kui funktoril G : B — A leidub vasakpoolne kaasfunktor, siis GG siilitab koiki piire,
mis kategoorias B olemas on (lause 6.6).

Toestada, et kui B on téielik kategooria ja funktor G : B — A siilitab korrutisi, siis iga A € Ob(A)
korral on objekti A G-aluste objektide kategoorias (A | G) olemas korrutised (lemma 6.9 (1. osa)).

Toestada, et kui (F, G, ¢) : A — B on adjunktsioon, siis funktor G on téielik ja tdpne parajasti siis,
kui selle adjunktsiooni ¢ : F' o G = idp koiihik on loomulik isomorfism (lause 6.13 osa 1.).

Toestada, et kui funktor G on taielik, tdpne ja tihe, siis tal leidub taielik ja tdpne vasakpoolne
kaasfunktor F' (teoreem 6.17, implikatsioon 4. = 3.).

Toestada, et tiieliku kategooria A iga reflektiivne alamkategooria on samuti taielik (lause 6.34).

Olgu A Ab-kategooria ja A, B € Ob(A). Toestage, et objektide A ja B bikorrutis leidub parajasti
siis, kui leidub objektide A ja B korrutis (teoreem 7.10 implikatsioonid 1. <= 2.).

Olgu A Abeli kategooria. Iga morfism f € Mor (A4, B) tegurdub kujul f = m o e, kus m on
monomorfism ja e on epimorfism, ning kehtivad valemid m = Ker(Coker f) ja e = Coker(Ker f)
(teoreem 7.18 (universaalomadust pole vaja toestada)).
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koigi kategooriate, 24

lokalisatsioon, 98
loomulik isomorfism, 30
loomulik teisendus, 30

loomulike teisenduste kompositsioon, 32

loomulikult isomorfsed funktorid, 30
loige, 11

loplik kategooria, 6

loplikke piire peegeldav funktor, 62
loplikke piire siilitav funktor, 58
loplikult taielik kategooria, 55
loppkategooria, 7

loppobjekt, 16

lithike tdpne jada, 114

monomorfism, 11

ekstremaalne, 16

regulaarne, 50
monomorfismide peegeldamine, 25
monomorfismide sailitamine, 25
mor-funktor

kontravariantne, 24

kovariantne, 24
morfismide kompositsioon, 5

nullobjekt, 16

pidevus, 58

piir, 52

piire peegeldav funktor, 62
piire séilitav funktor, 58
projektiivne objekt, 16
péarisklass, 5
p66rdmorfism, 15

radikaalne ruut, 48

range algobjekt, 42
reflektiivne alamkategooria, 94
regulaarne monomorfism, 50
retrakt, 11

retraktsioon, 12

rithmade vabakorrutis, 44

sisestusfunktor, 23
skelett, 93
summa, 38
suur kategooria, 6

tagasitombaja, 47
tasakaalustatus, 15

tihe funktor, 90

tuum, 107

tuumapaar, 49

téielik alamkategooria, 9
taielik funktor, 25

téielik ja tdpne funktor, 25
taielik kategooria, 55
tapne

funktor, 24
jada, 112
lithike, 114
tiihi kategooria, 7

universaalne morfism, 79
universum, 4
unustav funktor, 23

vahetusreegel, 37

viil, 20

viike kategooria, 6
valjatoukaja, 47
vaartustamisfunktor, 35
vordsustaja, 45

Yoneda Lemma, 34
Yoneda sisestus
kontravariantne, 36

ithikfunktor, 23
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