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1. Jérjestatud korpuse omadused

1. Aksioomidest (A1)—(A4) ldhtudes toestage, et
1) nullelement 0 on igas korpuses F iiheselt madratud;

2) iga a € F korral on vastandelement —a tiheselt madratud;
3) vorrandil a + x = b on korpuses F parajasti iks lahend x := b — a;
4) —(a+b)=-a-b.
2. Aksioomidest (M1)-(M4) ldhtudes toestage, et
1) iihikelement 1 on igas korpuses F iiheselt méédratud;
2) iga b # 0 korral on p66rdelement b~! tiheselt méasratud;
3) kui a # 0, siis vorrandil a- x = b on korpuses F parajasti iiks lahend x:= b-a™!;
4) (a-b)yt=al-pl
3. Korpuse aksioomidest ldhtudes tdestage, et korpuses F kehtivad jargmised viited:
1) 0a=0iga a € F korral;
2) kui ab =0, siis kas a=0v0i b =0 (s.t. F\ {0} ei sisalda nullitegureid);
3) (—a)b =—(ab) koikide a, b € F korral, muuhulgas (-1)b = —b;
4) (-a)(—b) = ab koéikide a, b € F korral.

4. Jiarjestatud korpuse aksioomidest ldhtudes t6estage, et jarjestatud korpuses F kehtivad
jargmised vaited:

1) a<boe —-a>-b, 5 [0<a<b0<c<d]=>ac<bd,
2) [a<b,c<0]= ac> bc, 6) a>0:>a‘1>0,
3) a°>0 iga a € F\ {0} korral, muuhulgas 7) 0<a<b=>0<bl<al,

1>0, 8) kuia<b,siisa<2 '(a+b)<b,
4) [a<bc<dl=>a+c<b+d, kus2:=1+1.

5. Toestage, et jarjestatud korpuses F ei leidu vdhimat positiivset elementi.

6. Olgu F = {0,1}, kus tehted on defineeritud vastavalt tavalisele liitmisele ja korrutamisele,
vélja arvatud 1 + 1 = 0. Ndidata, et F on korpus. Kas F on ka jarjestatud korpus?

7*%. Olgu F={a+ bV2:abe @}, kus tehted on defineeritud vastavalt tavalisele liitmisele ja
korrutamisele. Ndidata, et F on korpus. Kas F on ka jarjestatud korpus tavalise reaalarvude
jarjestuse suhtes?

8*. Olgu C kompleksarvude hulk, kus tehted on defineeritud vastavalt tavalisele kompleks-
arvude liitmisele ja korrutamisele. Nédidata, et C on korpus. Kas korpuses C saab defineerida
jarjestuse nii, et C oleks jdrjestatud korpus?



2. Absoluutviirtuse omadused. Alumine ja iilemine raja.

9. Todestage jargmised viited:

1) lal >0, 4) |al = max{a,—aj}, 7) la-bl<lal+1bl,
2) |-al=|al, 5) lal<ce -c<a<ce,
3) a<lal,—a<lal, 6) la+ Dbl <lal+|bl, 8) |lal—1bl| <la-bl.

10. Toestage, et alamhulga iilemine raja jarjestatud korpuses on {iheselt maératud (eeldusel,
et ta on olemas).

11. Toestage, et kui jarjestatud korpuse alamhulgas on suurim (vdhim) element, siis see on
selle hulga iilemine (alumine) raja.

12. Toestage, et kui a = sup X, siis alamhulk Y := {Ax+1: x€ X} on iga A > 0 korral {ilalt
tokestatud ning sup Y = la+ 1.

13. Olgu X # @ ja Y # ¢ sellised reaalarvude hulgad, et x < y koikide x € X ja y € Y korral.
Toestage, et X on iilalt ja Y on alt tokestatud ning sup X <infY.

14. Leidke min X, max X, inf X ja sup X, kui

._ -1 2
L x=[oh 3) Xi={~ :”EN}, 5) X:={n +1:n€l\l}_
1 n " n+1
o . =D"+2
2) X:={———:neN}, s e
) {2n+3 } 4) X: { —" .nel\l},

15. Olgu X ja Y tdieliku jdrjestatud korpuse F mittetiihjad alamhulgad. T6estage jairgmised
vdited.

1) Kui X ja Y on iilalt tokestatud, siis on ka hulk X+ Y :={x+ y: x € X, y € Y} tilalt tokesta-
tud ning sup(X+Y) =sup X +supY.

2) Kui X ja Y on alt tokestatud, siis on ka hulk X + Y alt tdkestatud ning inf(X + Y) =
infX +infY.

3) Kui X on iilaltja Y alt tokestatud, siis on hulk X - Y :={x—y: x € X, y € Y} {ilalt tokes-
tatud ning sup(X — Y) =sup X —infY.

4) Kui X on altja Y iilalt tokestatud, siison hulk X—-Y :={x—y: x € X, y € Y} alt tokestatud
ning inf(X - Y) =infX —sup Y.

5) Olgu X ja Y sellised hulgad, mille koik elemendid on mittenegatiivsed. Kui X ja Y on
tilalt tokestatud, siis on ka hulk X - Y :={xy: x € X, y € Y} iilalt tokestatud ning
sup(X-Y)=supX-supY.

16*. Leidke jairgmised suurused:

(n+ m)?

sup{vn—|vn|: neN}, sup{zn—m:m,nel\l}.

17*. Olgu I mingi indeksite hulk (16plik voi 16pmatu). Olgu A ={g,: 1€} jaB={b: 1€}
mingid reaalarvude hulgad. Néidata, et
sup{a, + b,: te I} <sup A+supB,
inf{a, + b,: 1€} > inf A+infB.
Millistel tingimustel kehtib tilaltoodud vérratustes vordus? Tuua nédide hulkadest, mille korral
on vorratus range.



3. Arvjadad. Jada piirvadrtuse definitsioon ja omadused

18. Toestage, et kui x, — 0ja (y,) on tokestatud jada, siis x,, y, — 0.
19. Toestage, et kui x, — aja y, — b, siis
1) xp+yn—a+b; 4) Axp, — AaigaleRpuhul; 6) n % (b#0, y, #0).

3) Xnyn— ab; 5) —n—';(a;éo,xn#m;

20. Koondugu jada (x,) ja hajugu jada (y,). Mida v6ib 6elda jadade (x, + y») ja (x, yn) koon-
duvuse kohta? Tooge sobivaid néiteid.

21. Hajugumélemad jadad (x,) ja (y,). Kas jadad (x, + y,) ja (x,y,) samuti hajuvad? Tooge
sobivaid néiteid.

22. Kehtigu lirlln X, = 0 ning hajugu jada (y,). Kas kehtib ka li’11n Xn¥n = 0? Tooge sobivaid
néiteid.

23. 1) Olgu N € Njaolgu (x,) selline jada, et x,, = aiga n > N korral. Ndidake, et lirrln Xp = a.

2) Tooge ndide hajuvast jadast (x,), kus x, = a ldpmata paljude indeksite n korral.
24. Lihtudes jada piirvdartuse definitsioonist, ndidake, et kehtivad jargmised vordused.

1) lim ——— =o; 2 1im 20 g 7 lim =3 -1,
n—o034+2n )n%1+\/ﬁ_ ’ n=c010n—-3 2’
: 3 4n+5 1 n2+1

2) lim =0; 5) lim =—; i = 00:
n—002+5n ) A gn=3 "2 8 Mm ——7 =00

n n+8

3) lim =7, 6) lim 5 =0; 9) lim v2n+3=o00.

n—oo2+n n—oo p* —25 n—oo

25. Lihtudes jada piirvdértuse definitsioonist, tdestage, et jirgmised piirvaartused ei leidu.

1) lim (-D7% 2) lim 2"+ (-2)"; 3) lim vn-[Vnl.
n—oo n—oo n—oo
sinl sin2 sinn

26. Olgu x, = 52 oot — . Kasutades Cauchy kriteeriumi, nédidake, et jada (x;)
on koonduv. .
27%. Olgu a > 1 ning k € N. Ndidata, et lim no_ 0.

n—oo g

Xn+ Xp—

28*. Olgux; =4,x, =1jax,4 = "—"1, kui n > 2.Kasjada (x,) on koonduv? Pohjendage.

Jaatava vastuse korral leidke piirvdartus lim x;,.
n—oo



4. Jada piirvairtuse omadused ja arvutamine

29. 1) Toestage, et kui lirrln X, = a, siis li{ln |x,] = lal.
2) Veenduge, et vastupidine viide on iildjuhul vaar.
3) Toestage, et lirIlnx,l = 0 parajasti siis, kui lirrln |x,] =0.

1
30. Toestage, etlim |x,| = co parajasti siis, kui lim — = 0.
n n Xp

31. Toestage, et arvjada (x,) on tdkestatud parajasti siis, kui leidub selline K > 0, et |x,| < K

iga n € N korral.
32. 1) Olgu li};ﬂ X, = a>0.Ndidake, et leidub selline N €N, et x;,, >0iga n > N korral.

2) Sonastage ja toestage analoogiline vdide juhul a < 0.
33. Veenduge, et kui x, — aja y, — a, siiska z,, — a, kus (z,;) = (xl,yl,xz,yg,x3,y3,...), s.t.

| xk, kuin=2k-1,
"7 yr kuin=2k.

34. Olgu li}Iln Xp=aja 11;1111 ¥n = b. Veenduge, et lirIlnmax{xn, ¥n} = max{a, b} ning
li’rznmin {xn, yn} = min{a, b}.
35. Toestage, et iga a € R korral leidub ratsionaalarvude jada (x,) omadusega x, — a. (Ka-

sutage asjaolu, et @ on tihe korpuses R.)

36. Leidajargmiste jadade piirvaartused:

1) lim n2—(—1)”; . sinn . . Con 1
e 4) r}l_{n _1,1” +V/3; 7) ’}EIC}O( 2) +—(_2)n,

2

n“+7n-3 1424+--4+n
2) lim ——; im — : / A
) % B2 R S PR 8) 252;( n(n+1) ”)’
3 1im "2 4 nZsinn 6) li 2L 9) lim (/2 1
) ngn p + n°sinnm; ) ngn 3y ) nl_I}go( nn+ )—n).

37*. Olgu a € R. Arvutage piirvaértus

2
+

1
lim —

a+—| +...+|a+ .
non

n n

( 1
a+—
n



5. Monotoonsusprintsiip. Cauchy kriteerium. Osajadad
38. Leidke jargmiste jadade piirvaartused:

1) lim 2"+1 3) lim X/3n+2; 5) lim V3% -27;
n—oo n—o00

’

n—oo 2N — 1

. (L/z -1 i 2\"/ . n+
2) lim ; 4) ,}I_I.Ic}o 3n+2; 6) Jim Vn?+4n-2.
—00

n—oo n

8
39. Rahuldagujada (x,) iga naturaalarvu n korral seost x,+; = —.Kas jada (x;) on koonduv?
Xn
Jaatava vastuse korral leidke piirvdartus r}im Xp.
—00
X
40. Jada (x,) on defineeritud jargmiselt: x; = - ja x;4+1 = ?" + 1, kui n € N. Uurige jada (x;)

koonduvust. Kui jada koondub, siis leidke piirvdartus lim x,.
n—oo

1 1 1
41. Kasutades Cauchy printsiipi, ndidake, etjada x, =1 + 3 + 3 +ot - on hajuv.
1 1
42. Kasutades Cauchy printsiipi, ndidake, et jada x,, =1+ 2 + 7 +-+-+ — on koonduv.
n
43. 1) Toestage, et kui x,, — a (n — o) ja (xp, ) on jada (x,) osajada, siis x,, — a (k — c0).
2) Tooge ndide hajuvast jadast, millel on koonduv osajada.
44. Toogeniide arvjadast (x,), mille osapiirvdirtuste hulk oleks antud arvuhulk {ay, ay, ..., ap}.
45. Tooge ndide arvjadast (x,), mille osapiirvdirtuste hulgas esineks koik arvud arvjadast
ay, ap,...,ay,.... Milliseid osapiirvddrtusi omab jada (x,) kindlasti veel?
46. Tooge ndited jargmistest arvjadadest (x,):
1) millel puuduksid l6plikud osapiirvddrtused,
2) millel oleks iiks 16plik osapiirvairtus, ent mis poleks koonduv jada,
3) mille osapiirvddrtuste hulk oleks 16pmatu,
4) mille osapiirvaartuste hulk oleks R.
47. Leidke jargmiste jadade osapiirvadrtuste hulk.

1y _1+1n(1)n+, nm 4 111317 1 2"-1
Xn = n sin 4 ) 2’2’4’4’8’8"“’2”’ on yee oy
2\ 5)1121231234
2) xn:(cos?) , 2'3’3'2°2'2 s
1 1 1 1 1
3) -,0,-,0,-,0,...,—,0,..., 6) x,=3 (1——)+2 (=D".
2 4 8 2n n
48*. Jada (x,) on defineeritud jargmiselt: x; =0, x; = ]a Xni2 == (L+Xps1+ X)), kuineN.

Kas jada (x,) on koonduv? Péhjendage. Kui jada koondub siis leidke piirvadrtus r}lm Xp.
2 1 o

49*%. Olgu x; = A, x» = B, kus 0 < B < A. Kehtigu seos — = +
Xn  Xn-1 Xn+l

iga n > 2 korral.
Toestage, et jada (x,) koondub ja leidke selle piirvéartus. )
50*. Rahuldagu jada (a;,) lilkkmed jargmisi tingimusi: 0 < a, < 1ja a,(1—a,+1) > ykuineN.

Kas jada (a;) on koonduv? (P6hjendage!) Jaatava vastuse korral leidke piirvadrtus r}gn an.



6. Alumine jaiilemine piirvidartus

51. Olgu (x,) tokestatud jada. Toestage, et lim x,, = sup {inf{xx: k > n}: neN}ja
- n
limxn = inf{sup{xi: k>n}: neN}.

52. Toestage, et 1nfxn hmxn llmxn sup Xp.

53. Olgu (x,)ja (y,) tokestatud jadad, kusluures iga n korral x,, < y,. Toestage, et

limx, <limy,ja hm Xn < hm Yn-
n n

54. Olgu (x,) tokestatud jada.

1) Toestage, et kui ¢ > 0, siis lim(cx,) = c-limx, ja m(cxn) = c-mxn.
n Vl

2) Toestage, et kui ¢ <0, siis llm(cxn) =c- hmxn ja llm(cx,,) =c-limx,.
55. Olgu (x,) ja (y,) tokestatud Jadad Toestage, et !
lim x, +lim y, < lim(x, + y,) <limx, +hm.Vn < m(xn +¥n) < mxn +m}’n-
n n n n n n n n
Tooge nditeid, millal vorratused kehtivad rangete vorratustena.
56. Olgu jada (x,) koonduv ning (y,) tokestatud. Toestage, et m(xn + ) = li;ln Xn+ @ Yn-

57. Leidke jargmiste jadade (x,) jaoks infx,,, sup x,, hmxn ]allm Xp.

1 D" 1+ (Lnn __ o
D xp=1-—, 3) xp= 2 —(2 ) 6) xn = —n2+ (=17,
4) 1+ — cos = D om=nt
B 3 Xp=1+ Ccos —-, (-D"*+2)n+3
2 x:—1n1(2+—), n+1 2 - 7 = =
) =01 n 5) x,=(-1)"n, 8 xn n—-10,2

+
58*. Olgu antud jadad (x;) ja (y,), kus x; =a >0, y; = b >0, ning x,4+1 = Vn ja
Yn+1 = VXnYn, kui n € N. Tdestage, et lim x,, = lim y,, (seda piirvdadrtust nimetatakse ka arvude
aja b aritmeetilis-geomeetriliseks keskmiseks).

+ax+...+
59*. Olgu (a,) posmlvsete liikkmetega jada nii, et llm n _ 0 Jal w eR.
n n
2vat+...+a
Leidke lim LG
n n
60*. Olgu (a,) jada, mille korral osajada (amk)‘,’;’=1 koondub iga m = 2,3,4,... korral. Kas sel-
lest jareldub, et jada (a,) koondub?



7. Funktsiooni piirvédrtuse definitsioon ja omadused

61. Veenduge, et kui )1613; [ (x) eksisteerib, siis on ta tiheselt madratud.

62. Olguéd >0ja f(x) < g(x)igaxe (a—0,a+0d)\{a} korral. Tdestage, et kui eksisteerivad
lim f(x) =: Aja lim g(x) =: B, siis A< B.

63 Olgu 6 > 0 ja f(x) < Biga x € (a—0,a+0) \{a} korral. Toestage, et kui leidub 16plik
)lCILI}lf(x) =: A, siis A< B.

64. Olgud>0jaf(x)<h(x)<gX) 1ga x€(a-6,a+0)\{a} korral. Toestage, et kui

lim f (x) = lim g (x) =: A, siis lim h(x) =

X—a X—a X—a

65. Olgu f ja g médratud hulgal D ning olgu a hulga D kuhjumispunkt. Toestage, et kui
}Cgr}lf(x) =Aja Jlci_r’r}lg(x) = B, siis

1) lim (f(x)+g(x)) =A+B, 3) lim (Af (%)) = 1A (kus A € R),
i 4) lim&—é(kus (x) #0Vx, B#0)
2) lim (f (x) g () = AB, Mmoo ~ p w8 ) :
66. Lihtudes funktsiooni piirvadrtuse e-6-definitsioonist, testage jargmised koondumised.
. _ —r. 3 2 . 3 —1-
1) }CEI}'} (4x-7)=5; 7) lir% X"+ X -1 12) }clg(l] (x+1)"=1;
. =0 X
2) hmé/}=0- - 3x-1_ i x*+4
3) lim (3x—1) = —4; 3 x45 B I e =7
i s 9) lim 212~ g, 14) lim Vx=2;
9 lim < =s, Sy = e
. 2x+1
5) lim (3x*—2) = 10; 10) lim = = _1; 15 lim Vx+d=0;
x—2 , x—-1 x+2 —
+x-2 8
6) limlzs; 11) lim —— =2; 16) lim vV1—-x=
-1 x-1 x—7x—-3 x—1-

67. Lahtudes funktsiooni piirvddrtuse definitsioonist, toestage jirgmised koondumised.

1 li x+1 1 4) li 3x-2 3 xz

im = im =3; - 00!

i 2x+1 2 x=r00 x+1 7 Jim = =o00;
ox-1 1 5x+1 5 2

2) lim =—; 5 lim =—; 8) lim — =-—
x=03x+2 3 x=003x+7 3 A ’

S 6 lim 2875 _2 2
im = im =_; i Y —
x~-003x+2 3 x=2c03x+1 3 9 lim = =

68*. Leidke jargmised piirvdartused (a, b > 0):suurimat tdisarvu, mis ei lileta arvu a):

69*. Olgu f: (a,o0) — R tokestatud igas 1oplikus vahemikus (a, b).Eeldame, et

lim (f(x—1)- f(x)) = A€ R. Naidata, et siis ka lim Jo A.

x—oo X



8. Funktsiooni piirviirtuse arvutamine. Funktsiooni pidevus.

70. Arvutage jargmised piirvaartused.

. x2—2x-— 3
1) lim———

x—»3x2+2x 15
x3 +1_

2) I ;
) xln—ll x2-1

o x%+2x-8

3) hmg—;
x—2 x°-8

P+x-6

4) lim

5) lim —2x+1_

x~1x50 2x+1’

x—2 x3 2x2+x-2’

V1t x—-vV1—-x
6) lm})—;
Xx— X

C Vx-1-2
7) lim ———;
-9 x-9

g lim 1—« +1
1m
=01-vZ11
. 1-Vi+2x
9) lim ———
x=01—v1+2x
\/5 xX— 2

x—=14/2 —x—

10) lim

71. Arvutage jargmised piirvadrtused.

4x® —5x* +1
1) lim ————
x—003x5 +2x3 -6’

2x2-3x+5
2) lim A
x—oo 5x*+x—6

3x3—3x+2
3) lm ————,
x—oo 3x2+x—6

o Vx2+7
4) lim ,
x—00 X+5

) x2+7
5 lim )
X—-00 X+5

6) lim
X—=—00 x2+1

72. Arvutage jargmised iihepoolsed piirvddrtused.

1)

lim ,
x—2+ |x—2|

. X —
2) lim ,
x—2- |x—2|

13— xI
3) lim
¥—3+ 3—x

13— x|
4) lim ,
x—3- 3—Xx

Vad+l-Vx—1
—

11)

12)

13)

14)

15)

7

—

8)

©
=

7)

8)

9)

i X+2

m ————;

*==21—-vx+3

o vVx—-2-1

lim ————;

x—3 x-3

. Y10-x-2

lim——;

x—2 xX—2

Vx+2—Vx+20

m———

=7 Jx+9-2

o V14+x-1

lim——, neN.
X

x—0
li
X—

_Oo(\/x2+1+x);

i X+Vx+yx
im ——;
X—oo vVx+1

}im x+\/x2+3x—\/2x).
—00
o x%-4
lim ,
x—=2-|x +2|
o x%-4
lim ——,
x—=2+ |x +2|
vVx+1

1m .
x—-1+ x3+1

73. Toestage, et kui funktsioonid f: D — Rja g: D — R on pidevad punktis a € D, siis ka
funktsioonid f + g, Af ja fg on punktis a pidevad.

74. Toestage, et iga poliinoom on kogu arvteljel R pidev funktsioon.

75. Olgu f: R — Rja g: R — Rsellised pidevad funktsioonid, et f (x)
Toestage, et siis f = g, s.t. f(x) =

g (x) iga x € R korral.

= g (x) iga x € Q korral.

76. 1) Olgu funktsioon f pidev punktis a ja olgu f (a) > 0. Néidake, et siis leidub punkti a
selline timbrus, milles funktsiooni f vddrtused on koik positiivsed.
2) Sénastage ja tdoestage analoogiline vdide olukorra f(a) < 0 kohta.

77. Funktsioon f on pidev intervallis [0, 00) ning xlim f(x) = c e R. Tdestage, et f on tokesta-
—00

tud intervallis [0, 00).

78%. Olgu n € N. Leida piirvaartus lim ( Vx+1D)(x+2)--(x+n)— x).

m n
79*. Olgu m, n € N. Leida piirvdértus hm ( )

1-xm 1—xn)

8



9. Elementaarfunktsioonid. Po6rdfunktsioon. Elementaarfunktsioone sisal-
davad piirvadrtused.

80. Leidke jargmiste funktsioonide méaramispiirkonnad:

1) f(x)=log,o(x*-3); 3) f(x)=arccos 2x 5) f(x)=v2arctanx—3;
1 x+1
2) fx)= R 4) f(x)=VInsinx; 6) f(x)=log,(x—|x|).

81. Toestage pidevuse e-6-definitsioonist 1dhtudes, et jargmised funktsioonid on pidevad
oma madramispiirkonnas.

) f(x)=vVx-2 2) f(x)=cosx; 3) f(x)=Inx.
82. Millised jargnevatest on elementaarfunktsioonid?

_ ) ' . .
1) f(x) =In(arctan(x® +1)); 3) flx) = { 1,1 llzﬁi i f(())y 4) fx)= { 1,1 11231 J; Z g,
2) f)=Ix|; ’ ' ' '

83. Leidke jargmiste funktsioonide pé6rdfunktsioonid:

X

1) f(x)=—2 ; x, kuix<l,
2541 5 3) fy=4 x* kuil<x<4,
X .
2) f(x):arccosz,xe[—Z,O]; 2%, kuix>4.

sinx
84. Ldhtudes vorratustest sinx < x < tanx (0 < x < 7/2), tdestage, et lin}) —=1.
X— X

85. Naiidata, et

. 1 x_
) Im(l+x)7F=e; 2 lim In(1+x) - 3) lim a*-1
x—0 x—0 X x—0

=Ina, a>0.
X

86*. Olgu D mingi intervall. Oeldakse, et funktsioon f: D — R on kumer, kui mistahes arvude
X,y € D jamistahes arvu A € [0, 1] korral kehtib vorratus

fFAx+ A - <Af)+A -V f().

(Piltlikult 6eldes tdhendab funktsiooni f kumerus seda, et f graafik on nogus.)
Olgu f: [a, b] — R. Kas sellest, et f on kumer 16igus [a, b] jareldub, et f on pidev 16igus [a, b]?



10. Elementaarfunktsioone sisaldavad piirvédirtused. Ekvivalentsed suuru-
sed. Landau siimbolid.

87. Arvutage jirgmised piirvdirtused.

. o ) )
1) lim 4) lim w, _(sin3)
x—0sinx’ x—0 sinx 7) lim 2
tan7x x=0  2X
1 . tan7x . cos2x—1
2) lim — ’ 5) lim ——, 8) lim ——;
x—0 sinb5x x—0 arcsin5x x—0 xsinx
. tanx-sinx ) x . 1
3) lim — = 6) lim ——, 9) lim xsin—.
x—0 X x—0 arcsin2x x—0 X
88. Arvutage jargmised tihepoolsed piirvdirtused.
b4
1) lim — R 3) lim ; 5) lim (— - x) [tan x[;
x—0+ |sin x| x—0+ 1 +el/x’ x—2-12
. 1 b4
2) lim , .. 6) lim ( x) [tan x|.
) x—0- |sin x| 4) xll,%] 1+el/x’ x—Z4+\2

89. Arvutage jirgmised piirvddrtused.

3x2 -2

i) hm(l-i—tanx)cmx i 2 ) x—2 |
4) lim |1+— ; 6) lim = al
21 2 X—00 X x—2+\2xc—3x—-2
2) )Clglgo( 2 ) , cosx 7) )gin;ox(ln(x+ 1) —Inx),
o (2x+3)% 5 lim 0 .
9 tim(757) sl s 8 Jim (sin)=,
(,/xz_ —‘3/_x+1) . V1-sinx—v1+sinx
9) lim 1) limy ’
X——00 2 ! = X
(x*+x)In{1+ m
. . X . 2x+4
10) lim arcsm(\/x2 +x—Va2+ smx), 12) lim Vv x?+2x+ 15arctan -
X—00 x—00 X+x-2

90. Teha kindlaks, kas vaadeldavas protsessis a = o(f), f = o(a) vdi a ~ B.

1

) a,=— ,Bn - l kui n — oo; 4) a(x)=sinx+tan2x, ﬁ(x) =3x,x—0;
n n!

5 a(x)= V1+x—1,5x) == * kuix —0;

2) aw) =5 — ,B(x) L kuilxl = oo;

3) oc(x)—x —L,B(x)— \/_1, kuix — 1; 6) a(x)= %sin%,ﬁ(x)= %,kuilxboo.
91. Leida C ja k nii, et vaadeldavas protsessis a ~ C,Bk.

D “n=%yﬁn=%,kuin~w 4) a(x) = x+\/x+7\/},ﬁ(x):x,x—>0;

2) a(x)=sinx—tanx, B(x) = x, kui x — 0; 5) a(x)=In(e* + 1), B(x) = x, kui x — oo;

3) a(x)= vV1+ Vx-1,p(x)=x,x—0; 6) a(x)=In(e*+1), B, = e*, kui x — —c0.

X+vVx2+1 x+1
92*, Leida piirvdartus lim |In In"?
ool x+vVxt-1 x—1

10



11. Katkevad funktsioonid. Uhtlane pidevus.

93. Madadrake katkevuse liik ja korvaldage (kui voimalik) funktsiooni katkevus punktis x = 0.

_ 1. — rainl. _ 1/x,
1) f(x)=arctan; 3) f(x)=xsin<; 5 fy=>0+x)"%
2) f(x)=arctan%; 4 _aesinx, s
X2 ) fX) Ptan5x 6) f(x)=In|sinx|.
94. Uurige jargmiste funktsioonide pidevust.
2 . .
| x5, kuix<1, In|x|, kuix<O0,
1) f(x)—{ X3, kuix>1; 3) Flx)= X, kui x =0,
) x%+1, kuil<x<2,
« 5, kui x > 2;
x+1, ui x <1,
2 f(x)—{ 3—ax®, kuix>1; 4) f(x):|3x—2|‘
3x-2
- . , . _J 1 kuixeQ, . L .
95. Toestage, et Dirichlet’ funktsioon f(x) := { 0, kuixeR\Q, ei ole pidev iiheski punk-

tisaceR.
x, kuixeQ,

0, kuixeR\Q, madratud funktsioon f: R — R on pi-

96. Toestage, et seosega f(x) = {

dev ainult punktis a = 0.

97. Tooge niited funktsioonidest f: R — R, mis itheski punktis a € R ei ole pidev, kuid
1) g:R—R, kus g(x) = f(x)z, on pidev funktsioon;
2) g:R—-R, kus g(x) = f(f(x)), on pidev funktsioon;
3) g:R—R, kus g(x) = f(f(x)), pole samuti pidev iiheski punktis a € R.
98. Niidake, et kui f: D — R on pidey, siis ka seosega g (x) := | f (x)| mairatud funktsioon
g: D — Ron pidev. Tooge néide selle kohta, et vastupidine vdide on vair.
99. Olgu f (x):= 2k _ 1, kui x € [k—1, k), k € Z. Uurige selle funktsiooni pidevust.

100. Millised jargmistest funktsioonidest on iihtlaselt pidevad hulgas X? P6hjendada.

: ) 2_
D) f(x)=3sinx—4cosx, X =R; 5) f(x):ln(2x+3)+—2x3+11,X=(0.10);
2) f(x) =V, X = [0,00); <

1
1 xsin—, x#0,
- - . 6) f(x)={ x X=[-m,7l;
3) f0) == X=(0,00) 0 x=0,
1 N
4) f(x)——xz_l,X—(—l,l), 7) f(x)—xsm;,X—IR\{O}.

101*. Olgu f: R — R pidev monotoonne funktsioon ning olgu jada (x,) tdkestatud. Téestage,

etkui f on kasvay, siis lim f(x,) = f (h_mxn) ning kui f on kahaney, siis lim f(x,) = f (@xn)
n n n

102*. Toestage, et ei leidu pidevat funktsiooni f: R — R, mis saavutaks koik oma véartused.
tapselt kaks korda.
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12. Diferentseeruvad funktsioonid

103. Tuletise definitsioonist ldhtudes leidke jargmiste funktsioonide tuletised.

D fx)=x% 4) f(x)=cosx; 7 fO=Vx
2) fx)=x% 5 fo=1 8) f(x)=b%
3) f(x)=x" 6) f(x)=¢e% 9) f(x)=log,x.
104. Toestage, et kui funktsioon f: D — R on punktis a € D diferentseeruy, siis on ta selles
punktis pidev.

105. Todestage, et kui funktsioonid f ja g on punktis a diferentseeruvad, siis
1) Af+pug, A peR, on punktis a diferentseeruvja (Af + ug) (@) = Af' (@) + ug' (@);
2) fgon punktis a diferentseeruvia (fg) (@) = f'(@g(@ + f(@) g (a);

/ / _ !
3) kuilisaks g(a) # 0, siis ]g:, on punktis a diferentseeruv ja (]?;) (@) = [a)gla) - J(@)g (a).

g%(a)
106. Kasutades poordfunktsiooni tuletise leidmise valemit, leida tuletis funktsioonidest
1) f(x)=Inx; 2) f(x)=arcsinx; 3) f(x)=arctanx.

107. Nadidake, et funktsioon y = | x| ei ole punktis x = 0 diferentseeruv.
2 +kx, kuix>0,

2 . Milliste konstantide k ja [ korral on f diferentseeruv?
—x“+1Ix, kuix<DO.

108. Olgu f (x) :{

109. Tooge niide mittediferentseeruvast funktsioonist f, mille korral funktsioon g(x) = f(x)?
on diferentseeruv.

110. Funktsioon f: [-1,1] — R on diferentseeruv paarisfunktsioon 16igus [-1,1]. Leidke f'(0).

111. Leidke jargmiste funktsioonide tuletised.

3 X
1) f(x)=51n3x; 4) f(x)zzxx_:f;; 7 f(x)ze;Jr 2x;
2) f(x) =Intanx; 5) f(x)=arcsinV/1—x%; 8) f(x)=(cosx)-tana;
3) f(x)=2°%% 6) f(x)=e"sinx; 9) f(x)=x%" (a>0).
x

10) f(x)=arctanx+ ——; 14) f(x :Larctanx—\/g'

_;2+x & V3 1-x2’
1 f(x):arcsmm; 15) f(x):xln(x+ m)—m;
12) f(x)zln(ex+\/1+e2x); 5

2y 1y3e1 16) f(x) =In(1+4x°)+arctan2x;

X
13) flx)= mlnm; 17) f(x)=xarcsinx+ V11— x?;

112*. Tooge ndide funktsioonist f: R — R, mis on diferentseeruv tdpselt ainult punktides
a=0jaa=1.(Mujal ei tohi f olla diferentseeruv: veenduge ka selles.)
113*. Olgu f diferentseeruv vahemikus (a, a + ) (6 > 0) ning eeldame, et leidub piirvaartus
(16plik voi lopmatu) A := xglzl+ f(x).

1) Toestage, et kui f on paremalt pidev punktis a, siis fi (a) = A.

2) Kas on voimalik, et f} (a) € R, aga f| (a) # A?

3) Kas on voimalik, et f] (a) = oo, aga f| (a) # A?

12



13. Funktsiooni tuletise arvutamine. Korgemat jirku tuletised.

114. Leidke jargmiste funktsioonide tuletised.

W@ = a3) f(x)_j?’-_(x“‘lf(?’x—”g.

a2) f(x)=(cosx)™™%; (623 +1)% esin5x |

bl) f(x)=Ixl; b7) f(x):{ sinx, kuix<0,
b2) f(x) = x|x|; 2'[anx, kui x > 0;
3 : bG-x°, kuix >1,
| ¥ =x+2, kuix<]l, b8 —
b3) f(x) = { x2 +1, kui x 2 1; ) f(x) { el_x2 +15, kui x < 1;
. 1 1 2

b4) f(x)= { ’ kui x <2, Ind +x7) +X)+ anz(z), kui x #0,

-4, kuix>2; b9) f(x) = X 4
b5) f(x) = { kuix <0, L kui x =0,

smx, kui x > 0; e Kuix >0

cosx kui x <0, b10) f(x)= 2% .
b6) f(X) { kui x >0; \/ﬁ, kui x <0.

115. Leidke f ' kui

D fw=e; 9 fw=V1+2% 7 f(x):{ 2%, kui x <0,
5) f(x)=xlx|; 2x° kui x > 0;
2) f(x)zlenx; ’
6 [ ¥ kuix<0, 8 _ x®, kui x <0,
3) f(x)=e"cosx; ) fo= x3,kui x> 0; ) Fx)= 2341, kui x> 0.

116. Olgu f ja g n korda diferentseeruvad punktis x. Leidke valem (f (x)g(x))(") arvuta-
miseks.
117. Olgu f kolm korda diferentseeruv punktis x. Leidke (f>(x))".

,kuix;é(),

0, i x = 0. Leida £\ (0) iga n € N korral.

118*. Olgu f (x) :{ el

no; 1
x"sin—, x#0,
X

119*. Olgu f(x) = { kus n on mingi naturaalarv. Missuguste n vdartuste

korral funktsioon on

a) pidev;

b) diferentseeruv punktis 0;
c¢) pidevalt diferentseeruv?

0, x=0,

(n)
120*. OlguneN. Leida( = le}c) "

13



14. Puutuja ja normaal. Funktsiooni monotoonsus ja ekstreemumid

121. Leidke joonel y = x° sellised punktid, milles puutuja on paralleelne l6ikajaga libi punk-
tide (-1,-1) ja (2,8).

122. Leidke nurk, mille moodustab x-teljega funktsiooni y = sin x graafikule punktis (0, 0)
tdmmatud puutuja.

123. Leidke parameeter a, mille korral kéverad y = ax? ja y = Inx puutuvad.

124. Paraboolile y = ax? langeb iilalt valguskiir paralleelselt y-teljega. Valguskiire peegel-

dudes tema nurk parabooli normaaliga muutub vastassunaliseks. Leidke punkt y-teljel, mida
peegeldunud valguskiir 14bib.

125. Olgu D mingiintervall, a € D°, ning olgu f: D — R. Olgu f pidev punktis a ning leidugu
selline 6 > 0, et f on diferentseeruv vahemikes (a—3, a) ja (a, a+0). Toestage jargmised viited.

1) Kuiiga x € (a—9, a) korral f/(x) > 0jaiga x € (a, a+0) korral f/(x) < 0, siis on funktsioonil
f punktis a range lokaalne maksimum.

2) Kuiiga x € (a—9, a) korral f/(x) <0jaiga x € (a, a+0) korral f/(x) > (, siis on funktsioonil
f punktis a range lokaalne miinimum.

126. Veenduge, et funktsioon f rahuldab ldigus [a, b] Lagrange’i keskvairtusteoreemi tingi-
musi, ja leidke arv ¢ keskvédrtusvalemis f (b) — f (a) = f’ () (b—a):

1) fx)= 3x? —5jala,b] =[-2,0]; 2) f(x)=Inxjala,bl=11,e].
127. Toestage, et kui funktsioon f: R — R rahuldab tingimust f "(x) = f (x) iga x € R korral,
siis f (x) = Ce”, kus C on mingi konstant.
128. Leidke jargmiste funktsioonide monotoonsusepiirkonnad ja ekstreemumkohad:

1) f(x)=2x*-Inx, 4) f(x)=Inlxl, 7) f(x)=xlxl,
2) f(x)=2x>-9x*-24x+7, 9 f(x)=e"+5x, 8) f(x)=sin*x+cos?x,

b/
3) f=x%"", 6) f(x)=cos—, 9) fx)=1/(1+2x2)|1-x2|.

129. Leidke funktsiooni f(x) = max{2|x|, 1+ xl} lokaalsed ja globaalsed ekstreemumid.

130*. Olgu paraboolil y = ax? valitud punktid A;, A, ja As. Olgu k; paraboolile punktis A;
tommatud puutuja tdus ning olgu ki, ki3 ja kps vastavaltldikajate A; Az, Aj Az ja Az As tousud.
Toestage, et k1 = k12 + k13 — kos.

131%. Olgu funktsioon f pidevalt diferentseeruv vahemikus (a, b). Kas iga ¢ € (a, b) korral
f(x;) - flx) — (o2

2 — X1

leiduvad x1, x2 € (a, b) nii, et x; < c < x2 ja

14



15. I'Hospitali reegel ja Taylori valem

132. Arvutage piirvdirtused

Inx 6 I tanx .
1) lim —; ) lim (sin x) 11) lim ;
) x—0 cotx’ =3 X—00 /1 4 x2
1 . x X—sinx
2) lim (cot2 x— —2); 7) lm x7, 12) lim ———;
x—0 X X+sinx
COS X
. Inx 8) lim (2x)%"*, 13) lim X+e
3) lim e N; x=0r x—00 x+sinx’
1 2 i 1
X" 9) lim (e* +x)7; _ x%sing
4) lim —, neN; ) oty (e +)%; 14) lim —%;
x—oo eX x—0 sSInx
5) lim xlnx; 10) hm xil L at+a*-2
x—0 ’ 15) lim — s a> 1.
x—0 X

133. Lihtudes Taylori valemist, esitage poliinoom P (x) = x° — 2x* + x® — x* + 2x — 1 avaldise
x— 1 astmete lineaarse kombinatsioonina.

134. Leidke funktsiooni f (x) = In(x + 1) Taylori valem punktis a = 0. Hinnake absoluutset
viga 16igus [0, 1] juhul n = 9.

135. Leidke funktsiooni f (x) = e* Taylori valem punktis a = 0. Leidke n, mis 16igus [-1,1]
garanteerib tdpsuse 0,001.

136. Leidke funktsiooni f (x) = cos x Taylori valem punktis a = 0. Leidke n, mis 16igus [—1,1]
garanteerib tdpsuse 0,001.

137. Hinnake absoluutset viga jirgmistes ligikaudsetes valemites:

3 ) 2 arct PESEIRE S}

Ny~ x— —— kui Z. arcanx~— —, kui x< =

1) sinx~=x 6,kullxlg ; 4 ) 5 SXSS

+2
2) Vli+x= 1+———ku10 <1 4) Va'+x= a+ ku1|x| 0,0 < a.

138*. Olgux > 0. Ndidata, et v x+ —\/_—; kusl<9(x)<1n1ng hrnG(x)

) - ’ 2Vx+0(x) 4 2
1

ja hm 0(x) =
139*. Leida C ja n nii, et tan(sin x) — sin(tan x) ~ Cx" protsessis x — 0.

140*. Olgu f kaks korda pidevalt diferentseeruv vahemikus (0, c0) ning kehtigu koondumised
xlim xf(x)=0ja xlim xf"(x) = 0. Toestage, et xlim xf(x)=0
—00 —00 —00

Ndpundide: Kasutage Taylori valemit f(x + 1) avaldamiseks f(x) ja tema tuletiste kaudu.
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16. Funktsiooni uurimine

141. Toestage vorratused

) e*>1+x (xeR), 4) In(1+x)<x (x>-1),
3
x’
2) x= e <sinx<x (x>0), 5) 2xarctanx > In(1 +x?),
3
X
3) x—?<arctaHX<x O<x< D, 6) 1+x1n(x+\/1+x2)>\/1+x2.

142. Leidke jargmiste funktsioonide kumerus- ja ndégususpiirkonnad ning graafiku kdanu-
punktid.

1) fx)= x*—6x?, 2) fx)= e*xz, 3) f(x)=arctanx—x.
143. Leidke jargmiste funktsioonide graafikute asiimptoodid.

2
D fp=Xtl 2) f(x)=xIn e+§), 3) f(x)=

2x—-3

X

In|x|

144. Leidke jargmiste funktsioonide monotoonsuspiirkonnad, ekstreemumpunktid ning ku-
merus- janégususpiirkonnad ja graafiku kddnupunktid, samuti astimptoodid. Skitseerida nen-
de andmete pohjal funktsiooni graafik.

1) f(x)=xe ", 3) f(x)=sinx+cos’x, 5 f(x) = arccos 1- x;
1+x
2) f(x)=In(1+e"), 4) f(x)=xarctanx, 6) f(x)=Vx3—6x2.

145*. Olgu f: R — R kolm korda pidevalt diferentseeruv funktsioon. Ndidata, et leidub a € R
nii, et f(a) f'(a@) f" (@) f" (@) > 0.

146*. Olgu f: R— Rja g: R — R kumerad funktsioonid. Missugustel tingimustel on liitfunkt-
sioon h = fo g, h(x) = f(g(x)) ka kumer funktsioon?

16



17. Integraali definitsioon. Integreeruvad funktsioonid

147. Leidkejargmised integraalid vahetult Riemanni integraali definitsiooni pohjal (kuna in-
tegrandid on pidevad antud piirkondades, siis voib eeldada, et need integraalid eksisteerivad).

5 2 3 3
1) f 3dx, 2) f xdx, 3) f 2 dx, 4) f e dx.
0 0 2 0

148. Olgu a > 0 ning olgu f 16igus [—a, a] integreeruv funktsioon. Tdestage integraali defi-
nitsiooni kasutades, et

a
1) kui f on paarituy, siis[ fx)dx=0;
-a

a a
2) kui f on paaris, siis | f(x)dx=2 f fx)dx.
-a 0

149. Toestage, et kui integreeruv funktsioon f: R — R on paarituy, siis funktsioon F(x) =

X
f f(H)dt on paaris. Kas kehtib ka vastupidine vdide?
a

b b
150. Olgu f ldigus [a, b] integreeruv funktsioon. Tdestage, et f fl)dx = f fla+b—-x)dx.
a a

151. Toestage, etiga tokestatud funktsiooni f: [a, b] — Rkorral I* — I, = inf{S(T) — s(T): T€ %},
kus I* ja I, on funktsiooni f Darboux’ iilem- ja alamintegraal 16igus [a, b] ja ¥ on 16igu [a, b)
alajaotuste hulk.

152. Toestage, et jargmised funktsioonid ei ole integreeruvad 16igus [0, 1].

[ 1, kuixeQ, [ 2, kuixeQ, [ X% kuixeQ,
1 f(x)‘{o, kuixeR\Q, 2 f(x)_{x, kuixeR\Q, ) f(")‘{ 0, kuixeR\Q.

153. Veenduge, et sinc-funktsioon

. __{ SY i x e [a, b1\ (0},
sincx:= X
1, kui x =0,

on 16igus [a, b] integreeruv.

154. Tooge ndide mitteintegreeruvast funktsioonist f: [a, b] — R, mille korral | f|: [a, b] — R
on integreeruv.
n
n
155*. Leidke piirvdartus lim -
n—oo = n-+k

156*. Vaatleme funktsiooni f: [0,1] — R, kus

1 1
foo = { —, kui x = — mingi n € N korral,
={ 7 n
0

mujal.

Kas f on integreeruv 16igus [0, 1]?
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18. Integraali arvutamine

157. Leidke jairgmised integraalid.

? ™3 cos2xdx 1 x4 dx
al 5xvxdx; a5 f - . 8 f .
: fll v : n/6 (cos x)2(sinx)? a8) o 241
a2) f 10%dx; /4 ] + (cos x)? 1x2_1
-1 ao) f #dx; a9) f T dx;
a3) (cos x —3sin x) dx; n/6 1 +COSLX 0 X
/2
1 /4 1/\/5 4dx
a4) f (2xex+h’12) dx; a7) f tan? xdx; alo) f ;
Oni16 01 o, 1— 2
4 d
b1) f _* . b10) f 2543 4 b19) f xtdx,
w24 (COS4X)? 0 ) X+l
2 32 dx
b2) f e dx; bll) f e — b20) f arctan xdx;
- 0 9—4x2 o 1+x2
(T 213 dx /2
b3 sin| —+ x| dx; b12 ; in3 .
) fo (4 ) ) fo 9x2+4 b21) j(; sin® xdx;
/3 82 dx 7'[ ,
b4) (tanx—cotx) dx;  b13) f . b22) f (sin x)? dx;
n/4 e xlnx 0
12 gdx 2 2 T dx
b5) f — b14) f X dx, b23) f 4
14dx 0o x3+1 ni2 1— cosx

1 /2
bﬁ)f @Bx+5)* dx; b15) f xV1-x2dx; b24)

-1

1 €lnx
b7 )[ ; b16) V1-x2dx; b25) j; —dx;

2x— l -1 X
713 tan xdx ™2 sinxdx
b8) f V7=2xdx; b17) f == b26) f 7
3 _n/3 (cosx) o 1+ (cosx)
1 Inz—In2 /2 2x2-8
b9) f cos(l—-2x) dx; b18) fex cose*dx; b27) f dx;
0 0 0 16 — x4
n ) 3 /2
cl) f xsinxdx; c3) / In(x+3) dx; c5) f e*sinxdx;
-7
/4 01 On
c2) f xcos xdx; c4) f xe *dx; c6) f x° cosxdx;
0 0 0
T /1
dn f (xzow(tan X% +|x+ 11) dx; d2) (12x =1/ + x (sin x)2020) dx.
-7 -7
158. Arvutage antud joontega piiratud tasandilise kujundi pindala.
D y=x*jax+y=2; 3) y=x*jay=x%
1 22
2)x=5,x:e,y:01ay:|lnx|; 4) a_+ﬁ_1ab>0

159*. Olgu f: R — R pidev ja perioodiline funktsioon perioodiga T. Ndidata, et iga a € R kor-
X

ral funktsioon F(x) = f f () dt on esitatav lineaarse funktsiooni ja perioodilise funktsiooni
summana. “
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19. Integreeruvate funktsioonide omadused

160. Olgu f: [a, b] — R pidev funktsioon ning olgu f(x) > 0 iga x € [a, b] korral. Tdestage, et
kuifbf(x)dx:O, siis f =0.

161.a Olgu f, g: [a, b] — R pidevad funktsioonid, kehtigu f(x) < g(x) iga x € [a, b] korral ning
olgu fbf(x) dx = fbg(x) dx. Toestage, et f = g.

162. aOlgu funktsigonid f Rja g:la, b] — Rintegreeruvad. Toestage, kui f(x) < g(x)
iga x € [a, b] korral, susf fx) dx<f g(x)dx.

163. Olgu f: [a,b] — R ja g : [a,b] — R integreeruvad nlngf flx)dx = f gx)dx =: I.
Toestage, et kui f(x) < h(x) < g(x) iga x € [a, b] korral, siis ka & : [a, b] — R on integreeruv
ningfbh(x)dx =1

164. aOlgu f,8: la, b] — R pidevad funktsioonid, kehtigu f(x) < g(x) iga x € [a, b] korral ning
leidugu punkt x € [a, b] nii, et f(xp) < g(xp). Tdestage, et fubf(x) dx < fabg(x) dx.

165. Tehke kindlaks, kumb arvudest on suurem.

1 5 L, 2, 2 5 dx
1) [ sinx dxjaf x“dx, 2) e’ dxjaf xdx, 3) —j —_
0 0 0 0 Inx x—1
2 2 5, 2
166. Toestage, et ? <f e~ T dx < 262
e Jo
107 gin x
167. a) Teha kindlaks, kas —— dx on positiivne vdi negatiivne.
X

0
b) Leida voimalikult tdpsed hinnangud (alt ja iilevalt) sellele integraalile.
168*. Olgu n € N. Tdestage vorratused
3}’1
n+1

3n+1 _ 1
2n+2

1
gf (x2+x+1)n dx <
0
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20. Diferentsiaal-integraalarvutuse pohiteoreem

169. Diferentsiaal-integraalarvutuse pohiteoreemist ldhtudes tdestage, et kui f on 16igus
!

b
[a, b] pidey, siis ([ f(t)dt) =—-f(x), x€[a,b].

170. Leidke jargmiste funktsioonide tuletised.

X dt 2 dt COS X t2

1) F(x):f — x>-1; 3) F(x)zf —,x>1; 5) F(x)=f e’ dt, xeR;
o 1+t 2Int sinx
2 sint 2x ey

2) F(x):f —dt, xeR; 4) F(x)=f (nt?dt, x> 0; 6) F(x):f —dt, x>1.
0 4 x vz Int

171. Olgu funktsioonid f ja g tdkestatud ning integreeruvad 16igus [a, b] ning olgu g mono-
toonne vahemikus (a, b). Ndidata, et siis leidub c € [a, b] nii, et

b c b
f fx)gx) dx=g(a+)f fx) dx+g(b—)f fx)dx.
a a c

172*. Olgu f Idigus [0, 1] pidevalt diferentseeruv. Toestage, et leidub arv d € (0, 1) nii, et

1 1
fo fx)dx=f(0)+ Ef/(6).

1 rb
173*. Olgu f reaalteljel pidev funktsioon. Leidke piirvéértus }lin}) o f (f(x+h)— f(x))dx.
- a
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21. Pidratud integraalid

174. Arvutage pdratu integraali vadrtus:

y [7_ 8 o [ [Tl
ez x(lnx)3’ 1+x2)arctan2x’ 2+
oo

a2) f xe % dx, ad) f - ¢ a6) f xe*dx;
) 0o X +4x+9’ —0o
1 1/2 T dx

bl)f X b)f bg)f =
0 V1-—x? x(lnx)2 —x1—cosx

b2) fz Y72 4 be)f tanxd blo) [ —3

X; anxdx; _—

1 \/xz—l 0, 0 vVx(1-x)
13x*+2 27 1 1

b3 f dx; f — sin—dx; b1l flnxdx.

) T b7) 2 s1nxdx )

2 3 1

b4)f xdv by [ —9F . b12) f Inxy
1 Vx2-1 1 Vax—-x2-3

175. Milliste g vdartuste korral koondub pératu integraal
© dx 1 dx ®© dx
b [ 2) f ) [
1 x4 o x4
176. Olgu a > 0. Kasutades pédratute integraalide vordluslauset, tdestage, et kui leiduvad

K o0
sellised arvud K >0jag>1,et 0 < f(x) < — (x € [a,00)), siis pdratu integraal f fx)dx
X a

koondub.
177. Sonastage ja testage eelmise viitega analoogiline védide tokestamata funktsiooni para-

tu integraali f f(x)dx kohta.
a

178. Sonastage ja toestage kahe eelmise vditega analoogilised viited pératute integraalide
hajuvuse kohta.

179. Uurige jargmiste pératute integraalide koonduvust.

© e *dx ©  xdx xarctanx
al) f ; a3) f — a5) f X;
(1+x) V1+xt
2) f (x? + 1 arctan xdx o) f‘x’ |cos x| dx f‘” (cosx)?dx
x4+x2+1 ’ 2+l ab) x4 +1
d 3 d
b1) —x b3) f Ismxl b5) X _dx
x(1- x) 2 \/3 x\/ -2
X+cosx dx
b2) f dx; b4 —; f
) 0o (x2—4x+3)3 b6) x3—5x2 5x2

180*. Olgu funktsioonid f, g: [a,00) — R sellised, et f(x) > 0ja g(x) >0, kui x € [a,00). Eel-
dame, et integraal f f(x) dx hajub. Toestage, et vihemalt iiks integraalidest f fx)gx)dx

& dx hajub.

ja
a 8x)
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22. Arvread

181. Toestage, et kui rida Z u;. koondub, siis lilrcn u =0.

k
182. Koondugu read Z Ur ja Z vy vastavalt summaks u ja v. TGestage, et read Z (ug + vg)
k k k
ja Z Auy koonduvad vastavalt summaks u + v ja Au (1 € R).
k

183. Toestage, et rida Z ug, kus up > 0, koondub parajasti siis, kui tema osasummade jada
k

n
(Z uk) on tokestatud. Tooge nédide hajuvast reast, mille osasummade jada on tokestatud.
k=1

184. Toestage, et kui rida koondub absoluutselt, siis ta koondub.

185. Leidke rea summa:

) 1 oo 1 e —l)k
b ,Cglk(kn)’ & §4k2—1’ 7 Z( )
k=1
© o 1
—_— 5 ) 8
2 g k(k+3) ) sz : kzzo((sa)k 6k+1)
oo ) 3k+1 o) Vk+1-Vk
D L rwen 6 Y —, s
= (k+2) & 4 &= (VETT +\/‘)(\/‘+\/_)
186*. Leidke rea Z arctan% summa.
n=1

Népundide: Piitidke osasummad teisendada teleskoopsummadeks.

(e 9]
187*. Olgu f kahanev hulgas [0,00) ning koondugu pératu integraal f f(x)dx. Toestage, et
0

o0 o0
l. h § ’ h = ’ d .
1m (I’l ) f ()C) X
1 m 1 111' I' lm

Nipundide: Argumenteerige sarnaselt 1ntegraaltunnuse toestusega.

22



23. Arvridade koonduvuse uurimine

188. Pohjendage jargmiste ridade hajuvust:

k k 1 1
DY ——, 2 ) DK 3) Y = H Y — 5 ) tan——
%100k+1 g )%k’ )%\/E’ =k
189. Uurige jargmiste ridade koonduvust:
00 55
1) Z , 4) ZL, 7 izktan
= kzk o2k + k2 +1 &
®© (= l)k o) 1 x 2
2) , 5) _—, 8) ln(1+\/i),
,;1 (k+1)5F ,; k (k +10) kgl k
x 1 e 1 ® L (k+1
3 S 6 —_— 9 2 — ,
) glk2+k—l ) kgllooookﬂ ) k; k
10) , 13) esin —, 16 _(_) , 19 -
= )’C i1 k : kgzk! 2 )k; k+2
S 2 X1 O k! (- 1)k+1
ull 14) Y —, 17 =, 20
1 2 5w L P: )Zl(k+2>

( 1)k+lk
k+1

12) f(i)k 15) fl(ﬁ)k 18) Z 21) Z
k= ’ = ki3’ (2k+1)'

—\3k-1 =

190. Uurige jargmiste védidete kehtivust.

1
1) Kuirida )  uy, kus uy # 0, koondub, siis rida ). — hajub.
k r Uk
1
2) Kuirida ) uy, kus uy # 0, hajub, siis rida ) _ - koondub.
k k Yk

191*. Leibnizi tunnus viidab, et kui vahelduvate mirkidega rea Y"(—1) %y tildliige 4 haibub
k
monotoonselt, siis rida koondub. Tooge ndide hajuvast vahelduvate markidega reast )" (—1) ky o
k

mille ildliige uy hdadbub, kusjuures uy > 0 iga k € N korral.
192*. Tooge nédide koonduvast mittenegatiivsete liikmetega reast }_ a,,, mille korral tingimus
n

li’11n na, =0 ei kehti.
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24. Funktsionaaljadad.

193. Leidke funktsionaaljada ( fi) koonduvuspiirkond D ja piirvdértus f: D — R.

_ Kk k .X
) fi(x)=x", 3) fk(x)z(l‘*'%) , 5) fk(x)zsm%,

_ 1 kx sinkx
2= e R v O ==

194. Otsustage, kas funktsionaaljada ( fi) koondub iihtlaselt antud intervallis.

D fin=x"D=10,1] 5) fk(X)=ZSin%D=[R;
2) filx)=x*,D=10,al,0<a<1;
3) frx) =x"-x"1, D=0,1};

2 [
4) fk(x)zgsinkx,D:IR; 7) fk(x):k( x+%—\/}),D=(0,oo).

195. Leidke funktsionaaljada koonduvuspiirkond D. Kas funktsionaaljada koondub {ihtla-
selt oma koonduvuspiirkonnas?

1
6) fk(x) = m, D=1[0,1];

) _ ik 2k, — ksin - __2kx

) Jfie(x) Ji x 3) fi(x) ksmk, 5) fk(x)_1+—k2x2'

9 = ok, VEEx2+1

) fr(x) € 4) fk(x)zT; 6) fi(x)=arctankx.
sin kx

196*. Uurida funktsionaaljada fi(x) =

(0, m).

197*. Kui funktsionaaljada (f;;) koondub hulgal A iihtlaselt funktsiooniks f, siis kirjutame

fn=f.Kasigahulga A cR, funktsionaaljadade (f,) ja (g,) (kus f;,,8n: A— R, neN) jafunkt-
A

koonduvust ja iihtlast koonduvust intervallis
X

sioonide f, g: A — Rkorral kehtivad implikatsioonid
1 fnff’gnfg = fn"‘gnj{f*‘g; 2) fn?f’gnjgg = fn'gn?f'g?

198*. Utleme, et hulgal A méératud funktsionaaljada (f;) koondub pidevalt hulgal A funkt-
siooniks f, kui iga x € A ja iga jada (x;) korral hulgast A korral kehtib implikatsioon

lirllnxn:x > lilgllfn(xn)=f(x)-

Toestage, et kui f,, = f ja funktsioonid f;,, on pidevad hulgas A, siis (f;;) koondub pidevalt
A
hulgas A. Kas kehtib ka vastupidine vdide?
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25. Funktsionaalrea koonduvus.

199. Leidke funktsionaalrea koonduvuspiirkond D ja absoluutse koonduvuse piirkond A.

Arvutage funktsionaalrea summa.
()

(e o] (o] k

1) Zxk“, 3) Z(lnx)k, Z (In(1+x%))",

k=1 k=1
k 00 ) =)
2 1 4 kx)", —_—
) Z( ) (1+x) ) ,;( ) Z (x+k)(x+k+1)
200. Leidke funktsionaalrea koonduvuspiirkond D ja absoluutse koonduvuse piirkond A.
v L X (-)FH! ® In(1+x*)

1) —, 3 —_—, 5 T —
kgl fex ) kZ::l Jc2x—1 ) kX::l k
0o (_l)k oo xk ®© 1  x

2 — 4 : 6) ¥ —sin-.

) ,C; = : ,;11—)5'6 ) ,Céksmk

201. Niidake, et funktsionaalrida koondub tihtlaselt antud intervallis.

DS Lo p SR DY L
ok S Vie+1 o0 e0h & 2k +arccosx’ T
0k 00 (x_z)k =) e—kzx2

2) , [-3,3]; 5) , [0,4]; 8) ——, (—00,00).
; k3 kgl k22k kZ:o kVk
X coskx © (=D

3 y \ T y H 6 y T y ;

)k; 7 (700,00) )k; —— (700,

-n"

202. Leidke funktsionaalrea Z tihtlase koonduvuse piirkond D ja absoluutse

n+ x%+sin2x
koonduvuse piirkond A.

sinxsinnx
203*. Uurida funktsionaalrea Z —————— koonduvust ja iihtlast koonduvust intervallis

n=1 n+x
[0,00).
S cosnx . X sinnx
204*. Leidke (soltuvalt p vddrtusest) ridade ) ja ).
n=1 n=1

koonduvuspiirkond D ja

absoluutse koonduvuse piirkond A.
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26. Funktsionaalrea summa omadused.

205. Niidake, et jargmised funktsioonid on pidevad oma mé&4ramispiirkonnas.

X coskx oo arcsin ¢ X arctankx
D fx)= ) 2 = k. 3) fx)=Yy ——=
d k; 3k ) I k;(k—z)k ! k; k2 +1
206. Leidke jargmised piirvddrtused. Pohjendage tehtavad sammud.
00 ,—kx . X coskx —
; 2) lim _— 3) lim .
D xli%lJr = ok ) x—0f=5 k(k+1) ) x—0+ ];1 2k jex

207. Arvutage jargmised integraalid. P6hjendage tehtavad sammud.

412 1o 1 T (X 24+ ncosnx
S P P R P
) L (nzl(n X * ) 0 n;l (n+ x)? * ) 0 nZ::o 5" *

208. Arvutage jargmised tuletised. Pohjendage tehtavad sammud.

, . 21 X an . X Vn-1 "
1) f(()),kulf(x)_n;n+1arcsmn, 2) f (3),ku1f(x)_n;m(x—3) ;

o0
X L .
209. Kasrea Z arctan — summa on mdératud ja pidev kogu reaalteljel? Kas summa on ka
n=1 n

diferentseeruv kogu reaalteljel?
00w
210*. Leidke lim Y

x—0+ =1

. Pohjendage.

o0
211*. Olgu funktsioonid f;,: A — R, n € N sellised, et funktsionaalrida Z fn (x)%® koondub

n=1
(o)
punktiviisi hulgas A tokestatud funktsiooniks f. ning Toestage, et kui arvrida ) | cfl koondub,
n=1
(e
siis funktsionaalrida Z ¢n fn(x) koondub tihtlaselt hulgas A.
n=1
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27. Astmeread. Taylori ja Maclaurini rida

212. Leidke astmerea koonduvuspiirkond D ja absoluutse koonduvuse piirkond A. Leidke
ka astmerea summa.

o} 00 k 0o 2k+1
(x-1) x
D Y (x-2F, 5 9 ;
kz:;) ) kZ‘lk(k+1) ) kgbZk+1
> ) 3 ek
2) ) 6 X,
-1 k i1 0§ (x+2)F
Xk & (x+2)* k2k
3) ) kxt, Yy : k=t
k=1 k=1 k!
[e) (x_g)k oo (x2)2k+1 (x— 1)2k+1
4 ) 8 -, 11 Rl
) ,; Kk ) kZ:O(Zk+1)! ) Z
213. Leidke jairgmised summad. Pohjendage tehtavad sammud.
Xk 00 3k ( )2k+1
n Yy —, 3 Y =, —nk
12k kgok! ) kzo( D ek
(e} k2 00 (_2)k ( )Zk
2 ) —, 4 ) : 6 1k=2
=12 = Kk ),;)( T

214. Arendage jargmised funktsioonid f Maclaurini reaks ning leidke suurimad intervallid,
kus f vordub rea summaga. Leidke f© (0).

— 2x, x9 — e
D f=e 6 fi) = 100 fx)=Vi-x;
2) fx)y=e™"; 1-x .
X 1 11) f(x) = arcsinx;
3) f(x)=sin=; D=5
A 2 ) 5—2x 1-cosx X#£0
= ' 8 = —, ) )
) f0) (cosix) ) f0 = 2 12) f={ | ¥
5) ﬂth, 9) f(x)=InB+x); > x=0.
215. Arvutage ligikaudu jargmised integraalid tdpsusega €.
1/2 g 1 12 px _
1) f Mire=10"% 2 f e dx,e=10"3; 3) f ¢ lixe=10"
0 x 0 0 X

1
216*. Kasutades astmeridu ja/v6i funktsionaalridu leida ligikaudu integraal f x* dx tipsu-
0

sega 1073,
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Vastused ja lahendusvihjed

Oletage, et aj ja ap on F nullelemendid ning vaadelge summat a; + ag;oletage, etbyjabyona
vastandelemendid ning vaadelge summat (b; + a) + by;[B)|nédidake, et kui x rahuldab seost a+ x = b, siis
x =b—aningkui x = b— q, siis x rahuldab seost a+ x = b;néiidake, et(a+b)+(-a-b)=0.
Lahendusvdtted on analoogilised iilesandegal[l}

B} vt. loengukonspektis Lause 1.1.

@kasutage liitmise monotoonsust; kasutage korrutamise monotoonsust, korrutades vorduse a < b
pooli elemendiga —c > 0 (miks kehtib —c > 02); [3)jmuuhulgas kasutage korrutamise monotoonsust;
at+c<b+c<b+d;p)ac<bc< bd;néiidake, et a~! <0 annab vastuoly; kasutage ﬁlesannet
korrutamise monotoonsust; tarvis onnididata,eta+a<a+b<b+b.

[l [0} )} B} [4)] vaadelge juhtusid a > 0 ja a < 0;B)| kui |al < ¢, siis —¢ < —|al < —a < |al < ¢; kui aga
—c < a<csiis juhul a > 0kehtib |al = a < ¢ ning juhul a < 0 kehtib |al = —a < ¢;[B)} [7)] vdited jarelduvad
vorratustest —|a|— |b| < a+x b <la|+ Ibl;véitedjérelduvad vorratustest —|a—b| < |a| —|b| < |a— b|.
Oletage, et hulga X iilemised rajad on a ja b, siis kehtib a < b voi a > b. Kui néiteks a < b, saame
vastuolu sellega, et b on hulga X vihim iilemine toke.

Olgu a hulga X suurim element, siis a € X ja x < a iga x € X korral. Arvu a jaoks on sup X mdlemad
tingimused tdidetud (kontrollige!).

Hulga Y iilemiseks tokkeks sobib Aa + 1. Lisaks sellele, olgu b < Aa + 1, siis A7 -1) < a, mistttu
leidub xp omadusega Al b-1< Xp.Seega b < Axp+1=:yp.

Koigepealt saame, et iga y € Y korral kehtib Vx € X x < y. Seega iga y € Y korral sup X < y. Jérelikult
sup X <infY.

Alternatiiv: Kuna X ja Y on mittetiihjad, siis hulkadele X ja Y leiduvad vastavalt tilemine ja alumine toke.

+b
Olgu a:=sup X ja b:=infY. Oletame, et a > b, siis arvu a jaoks leiduvad xp € X ja yp € Y omadusega

a+b
X >

> yp, vastuolu.
[[4 D]Kuna 0 € X ja 0 < x iga x € X korral, siis min X = 0 ja seega infX = 0. Saame, et x < 1 iga x € X

1
korral. Kui d on hulga X tilemine tdke, siis x < d iga x € X korral. Muuhulgas 1 — — < d iga n € N korral,
n

1 1 1
sest {1 ——:ne€ N} c X. Siit jareldub, et 1 —d < —. Kui kehtiks d < 1, siis n < —d iga n € N korral,
n n -

vastuolu Archimedese printsiibiga. Jarelikult d > 1 ning sup X = 1.

Nieme, et max X ei eksisteeri. Toepoolest, oletame vastuvditeliselt, et xp € X on selline, et x < xp iga

Xg+1 Xo+1, xp+1
x € X korral. Siis 0 < xg < 1 ning 0 < x < — 0r-., 20

< 1, vastuolu (korraga kehtib xg <

< xp).

Alternatiiv: nditamaks, et sup X = 1, médrkame, et x < 1 iga x € X korral ning et iga € > 0 jaoks leidub
1 €

Xp € X nii, et 1 — & < xg. Kui € > 1, siis valime nt. xg = 3 muul juhul aga xg =1— 3

Ulejddnud tilesannete lahendusskeemid on sarnased.

1
2)|sup X = max X = 5 inf X =0, min X ei eksisteeri;
3)[inf X = min X =0, sup X =1, max X ei eksisteeri;

XnYn — ab liita-lahutada buxy; [)] kasutage iilesannet B)} [5)] toestage, et leidub N omadusega n > N =
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|xp| > lzil, arvestades seost a # O;kasutage ﬁlesandeid ja

ja22} (xp + yn) hajub, muidu y;, = (x, + y») — x» koonduks; valides x, — 0 ja (y,) hajuv tokestatud,
1

on xu-yn — 0,agant. x, = —, yp = n%, 0n X, - yp = n hajuv.
n

xn =Dy = D™ siis x4 yn = 0, Xp - yn = =1 xn = (D7, yu = n(=1)", siis xp + yp =
(n+ D)D" xp-yn=n
- 1) Jada p11rvaartuse definitsioonis sobibki N rolli eelduses antud arv N; 2) (x5) = (a,a+1,a,a+

2= |32) o]l -] i3
24 +1 2)|N = +L;P)|N = + L[| N = +1;[5)| N = ESH
l 5¢ €2 16¢ 8

8+— +1.

Tarv1s laheb vorratust ||xp| - lal| < |xn — al; b) (=1)"%; ©) |xal < € ja ||xal| < € on samavidrsed
tlnglmused
Kui jada (xj) on tokestatud, siis mingite m, M € R korral m < x,, < M; tédhistame K = max{|m|, | M|} +
1,siis —K<—-|ml<m< xp <M< |M|<K.Kui |x,| <K, siis sobivad m = -K, M =K.
1) valige jada piirvédrtuse definitsioonis néiteks € = a; 2) valige € = —a.
Fikseerime € > 0. Eeldused x, — a ja y, — a annavad arvud Kj ja Ky nii, et k > K] = |x; —al <¢ja
k > Kz = |y — al < €. Tdhistame N = 2max{Kj, K»}. Kui n > N ja n = 2k, siis |z, — al = |y — al < &; kui
n=2k-1,siis|zp —al = |x—al <e.
Fikseerime € > 0. Koondumise li}r1n max{xy, yn} = max{a, b} kontrollimiseks vaatleme kdigepealt juhtu
a < b, siis max{a, b} = b. Kasutades lirrln Xpn=a jalirrln ¥n = b definitsioone, leidke N omadusega: kuin > N,

a+b
siis x < - < yn- Seega, kui n > N, siis max{xy, y,} = y5. Nuiud koondumise lirrln ¥n = b pohjal leidke
Ny > N, et|yn—bl<e.
Juhul a = b leidke antud koondumiste pohjal N, et kui n > N, siis |[x, —al <ejaly, —al <e.
u+v |u-v| u+v |u-—v|

———, minf{u, v} = —-—kusu,ve
2 2 2 2

Alternatiiv: toestage ja kasutage seoseid max{u, v} =
R

Iga n korral saab leida arvu xj, néiteks a ja a + % vahelt.

43} 1) kasutage jada piirvddrtuse definitsiooni ja seost ny > k iga k € N korral; 2) (-1)".

44 44, X, = g, meNU{O}, ke (l,...,pl.

@ ay,ay,az,ay, az, as, ..., kindlasti esinevad (x,,) osapiirvédrtustena jada (a;) koik osapiirvaartused.

Il(n) .0 1,0,2,0,3,...;B)]jaB)] @ koik elemendid jadana.
47, |1

—-e+ — ,e,eil (pange tédhele, et need on osajadade (x8k+p), kus p =0,1,2,3,4,5,6,7, piir-
vaartused) . 0 1}; BY] {0}; @] {0, 1};[B)] [0, 1] (pange tdhele, et iga reaalarvu « € [0,1] korral saab hulgast

—,..., valida ratsionaalarvu — nii, et | — — | < —) {1 5}.
n n n n

Téhistame uj = inf{x;: n > k}. Toestage, et jada (uk) on kasvav ja tokestatud. Seega see jada on
koonduv ja piirvddrtus on sup{uy: k € N} (miks?), nagu vaja.
Vérratuse i%f xn < lim x, tdestamiseks pange téhele, etiga n € Nkorral inf{x: k € N} <inf{xy: k > n}
n

ning kasutage piirvddrtuse monotoonsust. (Miks parema poole piirvdartus on 16plik?)
Olgu jada (yn) osajada (yp,) selline, et li]rcnynk = lim y,. Niilid leidke jadale (xy,) koonduv osajada
n

(xnkj ). On jadnud kirjutada, et lim x, < li}nxnkj < li;HYnkj =limyy,.
n n

Alternatiiv: ndidake, et inf{xy: k > n} <inf{yy: k > n} kehtib iga n € N korral ning kasutage piirvdartuse
monotoonsust. (Miks mélemad piirvddrtused on 16plikud?)



Konstandiga korrutamine ei mojuta (osa)jada koonduvust.
AlternatiiV‘ uurige inf{cxy: k > n} ja c-inf{xy: k > n} voi c- sup{xy: k > n} vahekorda.
5 Olgu jada (x, + yn) osajada (xpu, + yn,) selline, et hm(xnk +Vn) = hm(xn + yn). Niitid leidke jada-
e (xn;) koonduv osajada (xnk ). Siis jada (ynk ) on samuti koonduv. On jadnud kirjutada, et hmxn +
lim y, <limxp, +limyy, =lim(x,, +yn, ) =lm(x, +yn).
n J L J J U J n
Alternatiiv: ndidake, et inf{xy: k > n} +inf{y: k > n} <inf{x; + y;: k > n} ning kasutage piirviartuse
monotoonsust. (Miks mélemad piirvaddrtused on 16plikud?)
Teine vorratus jareldub esimesest, kui vaadelda lim (xp, + y») ~ lim yp, = lim (xp, + yn) +lim(-yp) < lim x;.
n n n n
Niideteks sobivad: x; = (=1)", y, = (=1)"*! ning x,, = yp = (1)
Kasutage seda, et li;lnxn = lirrln Xp =limxp.

n
1 1
0, 1,1, 1;—35, 5, -2, 2;—1, 15, 0, 1;0, 2,0, 2;—00, 00, —00, oo;—oo, -1, —oo, —oo;O,

1,0, 0;—5, 7 0,0.
Oletage, et A = }in}l fx), B= }in}l f(x), kus A < B. Funktsiooni piirvdartuse definitsioonis valige

A+B
ning seeldbi leidke x omadusega f(x) < i

€= < f(x). Vastuolu.

B
ning leidke x € (a—9,a+6)\

A —
Oletage, et A > B. Valige antud koondumiste definitsioonides € =

{a} omadusega g(x) <

Kasutage iilesannet[62]
. [64] Fikseerime ¢ > 0. Leidke 6 nii, etkui 0 < |x—a| < 8, siis A—e < f(x) < h(x) < g(x) < A+e.
65| Kasutage funktsiooni pnrvaartuse Heine kriteeriumit ning Jadade omadusi ulesandest

6— 6 mln{l —}6 rmn 1— I6 e,l&-f;ﬁzmm{l,z};
3 2
5:m1n{§,6} 6 mln{l ?} 5 mln{l ;};5:11’1111{1,8};
2

6=¢".
5 2 5 32 17 1
D=—+—;D=—+1;D——D——+—D:max{l,ZE};
95 9¢ 3 £ 3¢ 9¢ 3

< f(x). Vastuolu.

. 173} Kasutage funktsiooni pldevuse Helne knteerlumlt ning jadade omadusi iilesandest[T9]
4] Toestage, et g(x) = x"* on pidev, n€ N.
Olgu x € R, siis leidub jada (x;) c Q omadusega lirrln Xn = x.Seega f(x) = li}rlnf(xn) = lirrlng(xn) =gx).

Kasutage pidevuse definitsiooni, vottes vastavalt € = f(a) vdie = —f(a).
Koondumine lim f(x) = cannabarvu D >0omadusega x> D = c—1< f(x) < c+1.Kuna f on pidev
I6igus [0, D + 1], sus on ta selles 16igus tokestatud, mistottu leiduvad m ja M omadusega m < f(x) <
M, x € [0,D + 1]. Kokkuvéttes on min{m, ¢ — 1} ja max{M, ¢ + 1} arvud, mille vahel on f koik védrtused
intervallis [0, 00).
kui a=2,siisd = 82, kuia>2,siis6 =e-va-— 2;kasutada vorratust |sinx| < |x|, 6 = ¢; kasutada
vorratustIn(1+x) < x,0 =¢-a.



)jah;jah: fx)=v xz;ei, sest f pole pidev oma mééramispiirkonnas;jah: fx) = \/L—z

X

<

ja lim =1, siis lim
x—»O cosx x—0 sinx

PP I I I
- Z 2,l9
5. . . 5-
1
Dles2)|-; -e 10600, )IlSoo
Eﬁ—O(a)a o(B);B)e = O(ﬁ)a a 6)| o ~ B.

91} Parameetrite C ja k otsimiseks tasub avaldlsl asendada Vaadeldavas protsessis ekvivalentsete suu-

sinx
=1.Seega lim — =1.

EEEFITET
—

1
rustega.|1)|Nditame, et kui n — oo, siis n?+1 ~ n? ehk nhm = lim 1+ — = 1. Protsessis n — oo
—00

n n—oo nz
. B 1o 302 n®+1 172 1
saame analoogilisel teel veel, et V n°+2 ~ n~'“, seega =" n'c, kustsaame C =1, k= —3 Ka
n°+2

jargmiste iilesannete lahendusvihjetes mainitud ekvivalentsid tdestatakse, nédidates, et vastavate suu-

ruste jagatiste piirvddrtus antud protsessis on tiks. [2)] Kui x — 0, siis sinx —tanx ~ sinx(cosx—1) =
x 1 1 1 1
—2sinxsin? = ~ —§x3. Seega C= ——, k= 3. C =% k= 5 Ku1 x — 0, siis VX ~ x + /X, seega

/ / 1
x1/4 ~\/x+vVx~x+1\x+vx kust saame C =1, k = Kui X — oo, siis In(e* + 1) ~Ine* = x, seega
=1,k=1[FJC=1,k=
I liiki katkevus; korvaldatav katkevus, f(0) = z; korvaldatav katkevus, f(0) = O;k(")rvaldatav
1
katkevus, f(0) = 0 korvaldatav katkevus, f(0) = e;II liiki katkevus.
pidev kogu reaalteljel; 2) kui a = 1, siis pidev kogu reaalteljel, vastasel korral katkev punktis 1 ja

2
pidev mujal;|3)|katkev punktides 0 ja 1, mujal pidev;[4)|katkev punktis x = 3 mujal pidev.
95} Olgu a € Q. Leidke jada (x;) < R\ Q@ omadusega li;lqn Xxp = a. Funktsiooni f pidevuse tottu 0 = lirI;nO =
lirrln f(xn) = f(a) =1, vastuolu. Analoogiline arutelu sobib juhtumil a e R\ Q.

[96} Funktsioon f on pidev punktis 0, sest —|x| < f(x) < x; edasi kasutage lilesannet[64] Nditamaks, et f
on katkev igas punktis a # 0, saab kasutada iilesande[95]lahenduse ideed.

1, ki ,
lIIkasutage Dirichlet’ funktsiooni; H fx)= { V2 kEi i 2 g\ 0
98,

Kasutage vorratust | [f)=1f(a)l | | f(x)— f(a)]. Vastupidise viite viddramiseks vaadelge funktsiooni
2D(x) —1, kus D on Dirichlet’ funktsioon.
[99} f on pidev koigis vahemikes (k — 1, k), kus k € Z, paremalt pidev kaigis punktides k € Z ja ei ole
vasakult pidev tiheski punktis k € Z.
Uhtlaselt pidev (kasutada definitsiooni ning vorratust | sin x| < |x|).Uhtlaselt pidev. Olgu € >0
/
antud. Kui vdhemalt iiks arvudest x, x” € [1,00), siis saab hinnata |v/x — \/; | = M < |x = x'|. Kui

v+ VA

x,x’ € [0,1], siis Cantori teoreemi pohjal leidub 81 > 0 nii, et kui |x — x| < &1, siis |v/x — \/?I < €. Kok-
kuvottes voime valida 6 = min{e, §1}.[2)] Pole iihtlaselt pidev (analoogiline konspekti néitega 3.7). )] Pole
iihtlaselt pidev (vt. konspekti néide 3.7)./5) .Uhtlaselt pidey, sest funktsioon on 16igus [0, 10] pideva funkt-
siooni ahend. |6) .Uhtlaselt pidev (Cantori teoreem) .Uhtlaselt pidev kuna f on pidev (peale katkevuse
korvaldamist nullpunktis) ja lim f(x) =1 (vt. konspekti Lause 3.29).

o0

[x|—

(x+h)2—x2 = 2xh+hz;(x+h)3—x3 =3x2h+3xh?+h’;
) = e*—e% = e (e7?-1), koondumises

. a . x+a 1 1 x—a
4)| cosx —cosa = —2sin sin——;p)|——— = — ;
2 2 X a ax

x"-a" = (x—a) (x"_l +xX" a4+ .+ a”_l];




In(1

lin}) g = 0 tehke muutuja vahetus In(1 + x) = ¢ (siis x
X—

xX—a

8)|b* — b =b*- (b*?-1).
x+\/_ ( )
(x) - f(a)
104; lim (f(x) - f(a) = 1 % (x—a)=f'(@-0=0.
107, Kuna lim 1=l =-1lja hrn L} =1, siis lim L} ei eksistee
x—0- X —0+ X x—0 X

108] ' (0) =1, f1.(0) =

Dirichlet’ funktsioon.

— 0 tihendab, et t — 0);\5— Vva =

Ti.

k. Tuletls f(0) eksisteerib parajasti juhul k = I.

s 22 1 cosx - ad—bc sgnx X
1114{1)|3(sin x)“ cos x; -2 (In2)-sin x;|4) - 6)|e” - (sin x + cos x);
sinxcosx d)2 V1-x2

7) (x=1De + ; (sinx)-tan ;/9)|a*x% 1 (xIna + a);|10) ng .
x2 V2x' ' | 2 1)2 \/—1+e x
1-x2 2 +1 —| I 8x+2 | |
;|14 In[x+V1+x2];l16 ;|17)|arcsin x.
+ x4 )x4+x2+1 > ( : 1 :
)
: sinx
114ifa1)[x* (1 +In x);|a2)| (cos x)S™* ((cosx) Incosx — ( 7).
CcosXx
(2 +95@Bx-18 [ 10x 24 36x2
a3) - . + - —5cos5x|;
9(6x3+1)esindx | x2+4 3x-1 6x3+1
. 2 . : .
3x“—-1, kuix<l, 2x, kuix<2, 2x, kuix<0,
pL)jsgnx, x # 0; b2))21xl; { 2x, kui x> 1; { 3x%, kuix>2; { cosx, kuix>0;
b6) —sinx, kuix<0, colsx, kui x <0, - 2(x—=5), kuix>1,
{ 43, kuix>0; 5, kuix>0; ) —2xe1_x2, kui x < 1;
| (cos x)
x+1
2 In(1 + x2) i x“l( +Inx|, kui x>0,
7 X
bO{ 211 2 0 WxF0 ) ox 3y
1, kui x =0; (ln2— > ), kui x < 0;
3x2 +1 3xc+1
52 1 _2; i < 1) 2r i < ’
115}[D[2e = 2x2 - 1);[)|3+21n x;3)|~2¢* sin x;4)| ———;[5) kuix <0, o) kuix <0
2 3 2, kuix>0; 6x, kuix>o0;
(x=+1)2
! 6x, kuix<o, .
7) { 12x, kuix>0; 6x, kui x #0.
(=1,-1), (1,1).
. . o ol T
122] Kui f(x) =sinx, siis f'(0) =1= tanz.
1
123, a= —.
| 2e
124, y= —
a
125| Kasutage funktsiooni monotoonsuse tunnuseid intervallide (a -9, al ja [a, a + §) jaoks.
126][D]c=-1;2)c=e—1.
X
127} Vaadelge funktsiooni g(x) = S ning niidake, et g’ (x) = 0 iga x € R korral.
1
128 f on rangelt kahanev intervallis (0, , rangelt kasvav intervallis [z,oo), range lokaalne miini-
mum punktis [4,00), rangelt kahanev intervallis [-1,4],

1
3 ;f on rangelt kasvav intervallides (oo, —1] ja

range lokaalne maksimum punktis —1, range lokaalne miinimum punktis 4;[3)] f on rangelt kahanev in-
tervallides (—o0,0] ja [2,00), rangelt kasvav intervallis [0,2], range lokaalne miinimum punktis 0, range



lokaalne maksimum punktis 2; [4)| f on rangelt kahanev intervallis (—oo,0) ja rangelt kasvav intervallis

(0,00) ;H f on rangelt kasvav kogu reaalteljel;[6)| f on rangelt kasvav intervallides ki1 2k ja [1,00),
1
rangelt kahanev intervallides %=1 ja (—oo,—1], ranged lokaalsed maksimumid punktides %

1
kus k€ Z, k # 0, ranged lokaalsed miinimumid punktides EYE kus k € Z; f on rangelt kasvav kogu
reaalteljel.
Kasutage 'Hospitali reeglit; kasutage eksponent- ja logaritmfunktsiooni pidevust
ja 'Hospitali reeglit;[12)[taandage murdu avaldisega x ning kasutage seda, et xllngo smx_ 0 (miks?);
—oo X

X 2
lim — =1, lim xsin — = 0;/15)|In“ a.
x—0sinx x—0 X

133} (x— 1% +3x - D*+3(x-1)3.
2 3 44 45 46 T 8 49 %10 . 10 1

1B In(x+1)=x— "+ -4 = 4T T =~ jus¢e(0,x)jal-————| < —.

2 3 4 5 6 7 8 9 10¢+Dl0 10¢+110) ~ 10
| 2 .3 no A& n+l &ontl

x° X X e’ x e x
135, e* =1+x+—+=—+...+ — + ——— kus ¢ asub 0 ja x vahel; | ———| < ———, saame, et

2 3! n! (n+1)! (n+1)! (n+1)!
e

< 0,001.
©+ 1)
3 5 5
X cosé)x cosé)x 1
137}|1)|Taylori valemi kohaselt sin x = x——+i,kus§asub0jaxvahel, seega i <—;
6 120 120 3840
2 3 3 1
2)\/1+x_1+———+ — 5 kus ¢ asub 0 ja x vahel, seega | —— | < —.
2 8 1g¢E+1)2 16(¢+1n2| 16
141|. Uurige funktsiooni f(x) = e’ —(1+x); uurige funktsioone f(x) = x —sinx ja g(x) = sinx —
3 3

X X
x— 3 ;13)|uurige funktsioone f(x) = x —arctan x ja g(x) = arctanx— [ x — 5 ;i)[ndidake, et f(x) =

In(1 + x) on hulgas (-1,0] kahanev ja hulgas [0, 00) kasvav ning f(0) = 0; ja analoogilised tilesandega
miinimumkohaks molemal 0.

Kuna antud funktsioonid on integreeruvad, voib integraali leida konkreetsetele (néiteks iihtlastele)
alajaotustele vastavate integraalsummade piirvdartusena.

Integraali voib arvutada teatud konkreetsete alajaotuste T kaudu, kus A(T) — 0 (miks?). Eeldusel, et
alajaotuse T jaotuspunktid ning valitud punktid ¢ on nullpunkti suhtes siimmeetrilised, saame juhul
O'(T) =0ja juhul eta(T)=20'(T), kus o' (T) on 16igu [0, a] alajaotusele vastav integraalsumma.

suhtes.

b
Tehes teisenduse x — a + b — x, peegeldatakse 16igu [a, b] kdik punktid keskpunkti ar

- 151| Niidake, et arv I* — I rahuldab arvuhulga {S(T) — s(T): T € T} infiimumi ndudeid.
E52m)s(m =1, s(T) 0.[2)]Oletades, et f on integreeruv, peab vahe S(T) — s(T) olema viike ka iihtlase

0
alajaotuse x; = —, k=0,1,...,n, korral, kui n on piisavalt suur. Saame, et S(T) =2 ja s(T) = —t =+
2 n-1 n-1 . . . 2,92
Sttt = Ty < 5 Seega S(T) —s(T) > 1.3)|Kasutage {il.|2)|lahenduse ideed ja vordust 1 +2° +

n n n
2 nn+1)2n+1)
= 5 .
[153} sinc on pidev.

[154] f(x) =2D(x) - 1, kus D on Dirichlet’ funktsmon

7a 8 2a2 a3 4a4 +ln2a50a6 —+——— 1 — ——=
o P e e e




5

1
b10) g(e2 —1);|bll) %; b12) %; b13)(In2; b14) 3 b15) ;|b16) 2; b17)(0;[b18)|1 —sin1;[b19){In2 — —;

4

T 2 T 1 1 T T
2! 21 22 23)|1;|b24)|1 — —; [b25)| —; |b26)| —; [b27)| — —;lc1)| 2m; |c2)| —2;
b0)1024b) b) ; [b23)[1; [b24) \/§b5)2b6)4b7) arctan4nc)

6In6-3In3-3; ﬂl__\ie 1 J_Z”;M”2+1;@2”2+5

158 1) = 2)2— 3)—

160, Oletame, et leidub punkt xp € [a, b] nii, et f(xg) > 0. Kui x9 € (a,b), siis f pidevuse tottu leidub

f(x0)
2

6 >0 omadusega x € (xg —0,x9+06) = f(x) > . (Analoogiliselt kditume juhul kui xg = avoixg=b.)

b
Integraali aditiivsust ja monotoonsust kasutades leidke, et f fl)dx > f f)dx > df(xp) > 0.
a 0—
Vastuolu.
Rakendage iilesannet[I60] funktsiooni g — f jaoks.
a) Olgu f Darboux’ integraalid I ja I" ning g jaoks J« ja J*. Eeldusel I.. = I* ja J« = J* ning f < gon
n n
vaja ndidata, et (nditeks) I« < J«.Saame, et sf(T) = Z ( inf f(x)) Axp < Z ( inf g(x))Axk,
=q \x€lxg_1,x¢] =1 \X€[xk—1,%k]
millest jareldub vajalik vorratus.

b b
b) Tahistame A = f fx)dxja B = f g(x)dx. Oletage, et A > B ning kasutage integreeruvuse defi-
a a

nitsioone, valides ¢ = ——. Leidke konkreetne (niiteks vordsete pikkustega alaldikudega) alajaotus

T ja konkreetne punktide ¢y valik, mille korral o ¢(T,¢) > 0g(T,¢). See annab vastuolu, sest tingimus
f(x) < g(x) annab Uf(T, ¢) < 0g4(T,¢) iga alajaotuse T korral.

a) Olgu f, g ja h Darboux’ integraalid I. ja I*, J« ja J* ning K« ja K*. Eeldused on, et I, = [* =
K« = K* = Ining f < h < g. Kuna sp(T) < sp(T) < sg(T), siis I < J« < Ky, analoogiliselt leiame, et
I'* <J* < K*.Siit jareldub vajalik tulemus J, == J*.

b) Fikseerime & > 0. Leidke 6 > 0 omadusega: kui A(T) <6, siis [ —e <0 ¢(T,6) Sop(T) < og(T) <I+e.
164} Rakendage iilesannet[T61]

165 sinx2 < xz, sinl < sing = l;e"2 > 1+ x? >x, et > 2;lnx <x-1,In2<lne=1.

L _
166 —Zéx —-x<2.

b X b
169} Diferentseerige valemit f fde= f f@®de+ | f(»)dtmuutuja x jargi.
— X
1 2x
17 T.Kuna funktsioon F(x) = f f(#)dt (ja seega ka tuletisfunktsioon F ") ei soltu sellest, kui-
X 0
das on defineeritud f(0) (tdhtis on ainult, et f oleks integreeruv 16igus otspunktidega 0 ja 2x), siis valime
sinx
—, kuix#0,
X
1, kui x=0.
tegrandi kirjapanekul katkevuse korvaldamist eraldi 4ra niitama ei hakata.) Saame, et F'(x) = 2sinc2x.
—(nx)? I (SN’ g x — (050 i .

102
£ BE E

(=}

f nii, et ta oleks pidev: f(x) = sincx = { (Sageli korvaldatava katkevuse korral in-

[75[D]q > 1;2)] .q <1;B) .mltte ithegi g vaartuse korral



176} Arvut foo Kdx
rvutage —_—.
g a xq

177} Kui f on tokestamata punkti b vasakpoolses timbruses, siis on majorant

K
178} Vaadelda tuleb olukorda 0 < <7 < f(x), kus g on selline, et [
S a
kus pératu integraal leitakse 16igus [a, b]  R.
179} [aT) koondub;[a2)]koondub;[a3)hajub;[ad) koondub;[a5)|hajub;[aé)koondub;bD]koondub;[b2)| koon-
dub;[b3)|koondub;[b4)|hajub;[b5)| koondub;[b6)| hajub.
TBT U = Sk — Sk—-1-

K
(b-x9"
qx hajub. Analoogiliselt juhul,

(o0]

n n n

182] Avaldage osasummad Z (up+vg) = Z up + Z V-

- k=1 k=1 k=1

[183} Osasummade jada on kasvav; (—1) n

184] Kasutage Cauchy kriteeriumit ja kolmnurga vorratust.

Alternatiiv: koondugu rida ZZIukI, siis 0 < uy + lugl < 2|ug| ja I vordluslause tottu koondub ka rida
k

Z(uk +|ugl), millest jareldub rea Z uy. koonduvus.

1 1 1 1 (1 1 11

185} |1)|kasutage seost ——, summa on 1;2 =—-|=- summa on —;|3

: 8 k(k+1) "k k1 k(k+3) 3 (k k+3) 18
3 45 a+1
—;14)|— 2 6 12; 7 eeldusel et|al > - on summa ——— 1.
4 25a-5"
188} |1)|lim =— #0;2 hm D*=1#0,see ahm DX =0ei kehti;

_) k 100k+1 10076 D=1 galin(-1)

=N

alternatiiv: jada [( 1) )hajub, seega lllrcn(—l) =0 ei kehti;

"1
alternatiiv: osasummade jadaon (-1,0,-1,...), mis hajub;at'éhistame Sn= Z %; oletades, et lirlln Sp=S5,

kehtib 0 = lirrln(s2 n—Sn) = —, vastuolu;4)}[5)[analoogiline {ilesandega(3)

[189}[D]koonduv (I v6i I VL); R)|koonduv (I'vei I VL); B)]koonduv (I voi 11 VL); @] koonduv (I VL);[B)|hajuv
(1 VL);[B)]hajuv (I VL);[7)]koonduv (I VL);[B)]hajuv (I VL);[I0)]koonduv (Cauchy v&i d’Alembert);[9)|hajuv
(Cauchy voi d’Alembert); koonduv (Cauchy voi d’Alembert); koonduv (Cauchy vdi d’Alembert);
[13)]hajuv (11 VL);[I4)]koonduv (d’Alembert);[15)]koonduv (d’Alembert);[I6)|hajuv (d’Alembert);[I7)]koon-
duv (d’Alembert); [18)| koonduv (d’Alembert); [19)] koonduv (Leibniz); [20)| koonduv (Leibniz); D] hajuv

(lim k =1#0)
Ck k+1 T

1
190} [1)|Véide kehtib. Nédidake, et kui li]rcn up = 0, siis jada lilkkmetega — on tdkestamata. Seega see jada
u

1
hajub ning ei kehti rea koonduvuse tarvilik tingimus lilrcn — =0. Véiide ei kehti: kontranditeks sobib
Uk

EL:L]CEN'
0, kuixe(-1,1), 0, kuix#0,
bl - - § 2 Boeso-{ § 28 Flo-n so-es
_ [ 1, kuix#0, ~ N ~ ~
W[D =R, f(x)—{ 0, i 220 D—[R f(x)—O,D_[R,f(x)_

194} [D)] ei; [2)]jah; B)]jah; [4)]jah; [5)] ei;[6)] ei; [7] ei.

1 Inx
D=A=(0,00), S(x) = —ID A= ( ),S(X):—;
e’ 1-Inx

1994 D = 4 = (-1,1), S(x) = i;
1-x
D:A={0},S(x)=0;D=A=[0,\/e—1),8( lrl(li)D A=R\(0,~1,-2,.., S() = =

1-In(1+x2)’ X




200 (1) D=A= (l,oo);D =(0,00), A= (1,00);D = (%,oo), A= (l,oo);D: A= (—1,1);D: A=

CLOEID=A=R

boulln x| Ly sinkx?®| _ 1 15y -2k .6 Dk ‘ 1
|k Vi1l ks K22k \kz’ w/x2+k3 2k+arccosx 2’“’
1

e__ka2
B)| ——| < .
kv ‘ k2

202, D=A=R\ {% +kn: ke Z} (sest rea 1. liige pole nendes punktides méaaratud). Kdigepealt liita rea

liikmed paarikaupa.
1
206} Rida koondub iihtlaselt koguni hulgas R, piirvdartus on 5 ;rida koondub {ihtlaselt koguni hul-

gas R, piirvddrtus on —;arida koondub iihtlaselt hulgas [0,00), piirvdédrtus on 1.

e—x

1 o0
207 HRida koondub {ihtlaselt hulgas [In2,In3], integraal on > voib ka leida ) ne™"* = m
i = -e

5
ning votta sellest integraal antud raj ades;arida koondub {ihtlaselt hulgas [0, 7], integraal on ?n

208,(3 Rlda ise koondub punktiviisi ja tuletiste rida koondub tihtlaselt hulgas

, f1(0) = —2; tuletis

onf2)|Rida ise ja tuletiste rida koondub {iihtlaselt igal pool; f (7(3) = 68.
Rida ise ja tuletiste rida koondub tiihtlaselt kogu reaalteljel (kasutada Weierstrassi tunnust), seega
summa on pidev ja pidevalt diferentseeruv.

%D =A=(13),Sx = %x:D =[-1L1, A=(-L1), Sx) = -InQ1 —x);D =A=(LD,

S(x):( )2 D A= [RD:A:[0,2],S(x):1—i—:iln(2—x);D=A:{0},S(x):0;

+1
D:A:R,S(x):ex+2—1;D:A:[R,S(x):shxz;D:(—l,l),A:(—l,l),S(x) —1ni ;

;

D=[-4,0), A=(-4,0), S(x) = ‘n(_é).

o0
Funktsionaalrida Z kx* on astmerida koonduvusvahemikuga (-1,1). Saame, et kui x € (-1,1),
k=1

o0 o0 !
X
siis Z kxk = x- ( Z Xk ) = 102 Niisiis antud rea summa on 2.|2 Funkts10naalrlda Z k2 x* on ast-
k= k=1 —X k=1

x 2 Kk x k ' x(x+1)
merida koonduvusvahemikuga (-1,1). Saame, etkui x € (-1, 1), siis Z k“x" =x- Z kx"| = PRSI
k=1 k=1 xX-

T b4
Niisiis antud rea summa on 6.|3) e3. 5)|sin — = 1.cos —=0.

(_ )n 2n o0 n x2n+1 1 & (_1)n(2x)2n
—) BB V' R 1+~ — R, ka-
.I Z Z n! ) Z ( ) 22n+1(2 + l)' ) + 2 nZl (21’1)' a
1 2 o0 n
sutada valemit (cos x) ﬂ I Y (n+1x", (<1150 3 2™, (<1,1); Z zﬂ,( 2,2);

" n=0
1 X
Z( ST * g X (22) 1n8+2( DI (8,8,

n=1
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