6. VOrrandite ja vorrandististeemide kasitlemine
Koostanud Hannes Jukk

6. 1. VOrrandi mdiste

Vorrandi lahendamisega puutuvad Opilased kaudselt kokku juba | klassist
alates. Algklassides leidub hulgaliselt lesandeid, kus tuleb leida tehte
tundmatu liige:

3+ O =10
Termin vorrand voetakse kasutusele V Kklassis, seal antakse ka vorrandi
definitsioon: vorrandiks nimetatakse tundmatut sisaldavat vordust.
Hiljem (VII vdi X klassis) vdib antud definitsiooni téiendada jargmiselt:
vorrandiks nimetatakse muutujaid sisaldavat vordust, milles ks vdi mitu
muutujat loetakse tundmatuks ehk otsitavaks. Ulejaanud muutujaid
vaadeldakse kui parameetreid.
Mdnedes kasitlustes ei loeta samasusi vorranditeks ja esitatakse jargmine
definitsioon: muutujaid sisaldavat vordust, mis ei ole samasus, nimetatakse
vorrandiks vOi vorrandiks nimetatakse vordust, mis sisaldab vahemalt tihte
tundmatut ja kehtib vaid tundmatu teatavate vaartuste korral (KME).
Samasus on vordus, mis kehtib temas esinevate muutujate kdikvoimalike
vaartuste korral.
Meie koolidpikutes loetakse ka samasused vorrandite hulka:

vaartuste korral
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Sellise kasitluse korral saab iga vordust, mis sisaldab muutujaid, késitleda
kui vorrandit ja teha sellega vorrandile lubatavaid teisendusi. Nii on

vorrandid ka naiteks 0-x=0 ja x> =1+ (x -1)(x +1).
Monikord esitatakse vorrand ka funktsioone maéaravate avaldiste kaudu,
néiteks Uhe tundmatuga vorrand kujul f(x)=g(x).



6. 2. Asend ainekavas

Nagu 0Oeldud, on kokkupuuteid vorrandiga juba algklassides, kuid lahemalt
joutakse vorranditeni V klassis ja nendega tegeldakse glimnaasiumi [6puni:

V kI — vorrandi mdiste, lihtsamad (lineaar)vérrandid

VII Kl — lineaarvdrrand, vorrandi samasusteisendused

VIl kI — lineaarvorrandististeem, ruutvérrand, ruutvGrrandisiisteem

IX kI — murdvérrand

X kI - juurvdrrand, absoluutvédartust sisaldav vorrand, erinevad
vorrandisiisteemid

XI Kl — eksponentvdrrand, logaritmvdrrand, trigonomeetrilised vorrandid

6. 3. VOrrandite samavaarsus

Kui V klassis vorrandi moistet tutvustatakse, lahendatakse lihtsamaid
lineaarvOrrandeid tehte komponentide vahelistele seostele tuginedes.
Naiteks vorrandi 2x+6=12 korral arutletakse nii: tundmatu on whes
liidetavas, selle leidmiseks lahutame summast teise liidetava: 2x=12-6.
Nii jouame uue vdrrandini 2x=6, kus tundmatu on (ks tegur, selle
leidmiseks jagame korrutise teise teguriga. Keerukamate vorrandite korral
on selline 1ahenemine raskendatud.

Vorrandit lahendades teeme me teatud teisendusi. Nende tulemusena
jouame lihtsama vorrandini, millest saame leida lahendid, mis rahuldavad
esialgset vorrandit.

Olgu antud vorrandid f(x)=g(x) (1) ja f,(X)=0g,(x) (2).

Vorrandit  f (x) = g,(x) nimetatakse vOrrandi f(x)=g(x) jarelduseks,
kui vorrandi f(x)=g(x) iga lahend on ka vorrandi f (x)=g,(X)
lahendiks. Viimasel vorrandil (2) vdib olla lisaks ka selliseid lahendeid,

mis ei ole vdrrandi (1) lahenditeks.

Seda, et Uks vorrand on teise jareldus, margitakse sumboliga =,
f (X) = g(x) = fl(X) = gl(X)

Néiteks vorrandi 2x —1=0 jarelduseks on vdrrand 2x =1, aga ka vorrand
(2x+1)(2x-1)=0.

Kahte samu tundmatuid sisaldavat vorrandit nimetatakse samavaarseteks
ehk ekvivalentseteks, kui nad on teineteise jareldused: kui

fx)=9(x)= f,.(x)=09,(x) ja f,(x)=0g,(x) = f(x)=9(x) ehk
f (X) = g(x) N fl(X) = gl(X)-



Samavaéarsetel vorranditel on samad lahendid. Kahte samu tundmatuid
sisaldavat vorrandit nimetatakse samavééarseteks ka juhul, kui neil mdlemal
lahendid puuduvad.
Millised on need teisendused, mille tulemusena saame esialgse vorrandiga
samavaarse vorrandi?
VII klassis tutvustatakse neid kui vorrandi p&hiomadusi (vt Tonso VII
klassi 6pikust nditlikku pdhjendust):
e vorrandi pooli vbib vahetada
e vorrandi mdlemaid pooli voib korrutada vOi jagada Uhe ja sama
nullist erineva arvuga
e liidetavaid vdib viia vorrandi Uhelt poolelt teisele poolele, muutes
nende liidetavate margid vastupidiseks (vOrrandi mdlemale poolele
vOib liita voi lahutada Uhe ja sama arvu voi avaldise, mis on
méaératud vorrandi maaramispiirkonna igas punktis)

Paneme téhele, et samavéarseks jadb vorrand esialgsega parast poolte
korrutamist-jagamist nullist erineva arvuga. Korrutamisel-jagamisel
tundmatuid sisaldavate avaldistega see nii olla ei pruugi.

Naiteks korrutades vérrandi x+1=2pooli avaldisega x*+5 saame
esialgse vorrandiga samavaarse vorrandi, kuid korrutades pooli avaldisega
X +5 saame esialgse vorrandi jarelduse.

Vorrand vOib olla samavaarne ka mitme vorrandiga. Jargnevas moned
néited samavaarsetest vorranditest

1) f(X)g(x)=0< f(x)=0v g(x)=0(PK)

2)ﬂ=o < f(X)=0 A g(x)=0 (G)
g(x)
3) [f(X)]'=0 & f(x)=0, neN*(G)

n_ n f(x)=9g(x), kui n=2k +1
8 [F0T =[g] @{“(X)‘_‘g(x)" | neak

Vorrandit lahendades puitakse vdrrandit teisendada nii, et uus voérrand
oleks eelneva vorrandiga samavéarne ja seejuures véimalikult lihtne. Kui
see ei ole véimalik, asendatakse vdrrand tema jareldusega. Sel juhul vdib
tekkida vodrlahendeid.



6.4. Teisendused, mis ei sailita vorrandite samavaarsust
6.4.1. 'Teisendused, mille tulemusena voib tekkida vddriahendeid

Sellised teisendused, mille tulemusena saadaval vorrandil voib olla ka
lahendeid, mis ei ole esialgse vorrandi lahenditeks, on jargmised:
1) vorrandi poolte korrutamine the ja sama tundmatuid sisaldava
taisavaldisega
X(x-1)

Naiteks vorrandit > =2 lahendades korrutame vorrandi pooli

X°—1
avaldisega x* —1, saame vorrandi x(x* —1)(x —1)=2(x? —1). Viimase
vorrandi tks lahend x = 1 ei ole esialgse vorrandi lahendiks.
2) vorrandi poolte astendamine (he ja sama positiivse paarisarvulise
astendajaga, kui vorrandi pooled on erimargilised.
Naiteks tdstes vorrandi +/x =—x pooled ruutu saame vérrandi x = x?,
mille ks lahend x = 1 ei ole esialgse vorrandi lahendiks.

3) nn tinglike samasuste kasutamine, kus vorrandi maaramispiirkond
(vOrrandis esinevate avaldiste maaramispiirkondade tihisosa) laieneb.
Tinglikuks samasuseks nimetatakse vordust, mille kummagi poole
méaéramispiirkonnad on erinevad ning mis on tdene nende
maadramispiirkondade (hisosa igas punktis. Seevastu absoluutne
samasus on vordus, mille mdlema poole méaaramispiirkonnad thtivad
ning mis on tdene selle maaramispiirkonna igas punkitis.
Absoluutsed  samasused on  nditeks  (X+ y)(Xx—Yy)=x* -y,
% = tan X, kuid tinglikud samasused nditeks sin x = cosxtan x

vGi logx® =2logx. Kui naiteks vorrandi cosxtanx=0 asemel

lahendame vdrrandi sin x =0, tekib vddrlahendeid.

Lahendame naiteks vOrrandi
3

2logx =3 = logx®’=3 =10°=x> = x=+102.
Selliselt lahendades vdrrandi méaramispiirkond laienes ja juurde tuli ka

voorlahend. Kuid jargmisel viisil lahendades seda ei juhtu:
3

2logx=3 = Iogx:g — x =102 =+/1000 .

Kui kasutame vaadeldud teisendusi, on alati vdodrlahendite tekke vdimalus.
Kuidas voorlahendeid eraldada? Selleks on kaks vdimalust:
1) lahendite kontroll

1 See teema on vajalik glimnaasiumis



Asendades koik leitud lahendid esialgsesse vOrrandisse ndeme,
missugused neist ei rahulda seda vorrandit ja need jatame lahendite
hulgast valja.

Lahendit  kontrollima  Opetatakse  Opilast  juba  esimestest
(lineaar)vorranditest alates. Kuid sellel kontrollil on teine funktsioon:
oma tegevuse digsuse kontrolli funktsioon, vdib-olla ka mdiste vorrandi
lahend kinnistamise funktsioon. Kui aga joutakse vorranditeni, kus
lahendamisel tekib vdorlahendeid, lisandub kontrolli uus funktsioon —
voorlahendite valjaeraldamise funktsioon. Neid lahendite kontrolli kahte
funktsiooni tuleb tutvustada ka Opilastele ja selgitada, millal on lahendi
kontroll  llesande kohustuslik  koostisosa. Ka  kontrolltoodes
(eksamitdodes, tasemettddes) tuleb arvestada, et nditeks lineaarvorrandi
korral ei ole kirjalik lahendi kontroll kohustuslik, kui seda otse tlesande
tekstis ei nduta.

2) *vorrandi maaramispiirkonna leidmine (gimnaasiumis vajalik)
Sellega saab vélja eraldada osa voodrlahendeid, kuid alati mitte koiki.

Naiteks murdvorrandit 1 +3:3_X lahendades saame selliselt

X—2 X—2
voorlahendi x = 2 eraldada ja kuna uuel vorrandil rohkem lahendeid
pole, vdimegi Gelda, et esialgsel vorrandil lahendid puuduvad.

Kuid vérrandit vx =x—2 lahendades saame pérast vorrandi poolte
ruututdstmist lahendid x, =1, x,=4. Need lahendid kuuluvad

molemad vorrandi maaramispiirkonda x>0, kuid ometi osutub arv 1
voorlahendiks. Siin saaks votta juurde veel the lisatingimuse ja leida
vorrandi voimalike lahendite piirkonna: kuna vasakul on ruutjuur, mille
vaartus saab olla mittenegatiivne, peab ka vorrandi parem pool olema
mittenegatiivne ehk peab olema x —2>0. Nuid vdime kirjutada:

x>0
Jx=x-2 <{x-2>0 ja viimase siisteemi lahend x = 4 rahuldab
x=(x-2)
esialgset vorrandit.
Meie matemaatikadpikutes on vodrlahendite véljaeraldamiseks valitud
esimene tee — lahendite kontroll. Paljude murdvorrandite korral saab
kdik voorlahendid vaélja eraldada vorrandi  maaramispiirkonda
arvestades. Kuid enamikel juhtudel osutub vdrrandi maaramispiirkonna

(ja vbimalike lahendite piirkonna) leidmine keerukaks, nditeks juba
kahe ruutjuure summat voi vahet sisaldava vorrandi korral.




6.4.2. °Teisendused, mille tulemusena vdib tekkida lahendite kadu

Need teisendused on jargmised:
1) selliste tinglike samasuste kasutamine, mille tulemusena vorrandi
mé&aramispiirkond kitseneb
Naiteks juhtub see siis, kui vérrandi logx® =3 asemel lahendame

vorrandi 2logx =3. Selliselt toimides l&dheb kaotsi esialgse vorrandi

lahend x =—-+/1000 .

Vaatleme vdrrandit (x+1)* =1. Selle vdrrandi maaramispiirkonnaks

on kogu reaalarvude hulk. Logaritmides vorrandi pooli alusel 10 saame
vorrandi (x —4)-log(x +1) =0 , mille maaramispiirkonnaks on x > -1.

Viimase vorrandi lahenditeks on arvud 0 ja 4.
Uurides esialgses vorrandis (x +1)* =1seda, millal saab astendamise

tulemus olla 1, saame jargmised tingimused:
1) astme alus x+1 on 1, siis x=0
2) astendaja x—4=0, siis x=4
3) astme alus x+1=-1, kust x=-2, astendaja x — 4 tuleb sel juhul
paarisarv ning ka x =—2 rahuldab esialgset vorrandit.

Jarelikult on vdrrandil (x +1)* =1 ka kolmas lahend, arv -2.

2) vorrandi poolte jagamine tundmatut sisaldava avaldisega
Vaatleme vdrrandit x(x—1)=x*—1. Jagades selle pooli avaldisega

x—1 saame vorrandi x=x+1, millel lahend puudub. Selliselt
lahendades laks lahend x =1 kaotsi.

Ka naiteks vorrandit x> = x lahendades tekib kiusatus jagada v&rrandi
pooli tundmatuga X, kuid siis kaotame vdrrandi lahendi x =0.
PAhimotteliselt ei ole vorrandi poolte jagamine tundmatut sisaldava
avaldisega keelatud, kui teeme eelduse, et selle avaldise vaartus ei ole 0.
Seejérel peaksime tdiendavalt kontrollima, kas selle avaldise nullkoht on
esialgse vorrandi lahendiks. Kui on, lisame selle arvu vdrrandi lahendite
hulka. Kuid metoodilises plaanis ei soovitata vorrandi lahendamisel
poolte jagamist tundmatut sisaldava avaldisega. Selle asemel
soovitatakse tuua litkmed tihele poole ja tegurdada.

2 See on teema, mis on vajalik gimnaasiumis



6.5. Vorrandite lahendamise tldised votted

Monedel vorranditel on olemas spetsiaalsed lahendivalemid, nagu naiteks
ruutvorranditel.
Vorrandite lahendamist Oppides tuleb alati t&helepanu pdo6rata ka nn
erijuhtudele. Naiteks vdivad Opilased kull hasti osata lahendada téielikku
ruutvdrrandit, kui eksida vorrandi x* =4 lahendamisel.
Lahenduskéiku vormistades tuleb silmas pidada, et
o igas vorrandis on ks vordusmark
o Ulesande vastus tuleb korralikult valja Kirjutada, eriti siis, kui
lahenduse kaigus tekib vodrlahendeid
o soovitav on vorrandi jarele Kirjutada lihidalt ka tehtav teisendus,
naiteks 2X—06=12 | 2,
Laiemas plaanis saab voOrrandi lahendamisel kasutatavad teisendused
jaotada jargnevalt (edasi on pigem giimnaasiumile vajalik selgitus):
1) teisendatakse vaid vorrandi thte poolt, nditeks
cosxtanx=1=sinx=1
2x+6-3B3x+4)=0<=-x+2=0
x> —2x=0=x(x-2)=0
2) teisendatakse vorrandi mdélemaid pooli, siia kuuluvad ka eespool
vaadeldud vorrandi samasusteisendused, ka néiteks teisendus
log(x—5)=10g3=x—-5=3
3) muudetakse vorrandi loogilist struktuuri, kasutades eeskatt
konjunktsiooni voi disjunktsiooni, néiteks

f(X)g(x)=0<= f(x)=0v g(x)=0

™ _ 5 o f(x)=0 A g(x)=0
g(x)

2x+$A:1¢>{
x>0 x<0

Sellesse rubriiki kuuluvad ka muutuja vahetus, vorrandite liitmine
vorrandisiisteemi lahendades jne.

2X +3x=1 {2x—3x:1



6.6. Tekstulesande lahendamine vorrandi abil

Tekstllesanded kuuluvad tavaliselt mittestandardsete tlesannete hulka ja
nende lahendamine peaks toimuma Polya tldskeemi kohaselt:

1) te peate tlesandest aru saama (mis antud, mida otsitakse)

2) koosta lahendusplaan

3) téida lahendusplaan

4) uuri saadud lahendit.
Teisel lahendusetapil tuleb eraldada osa tingimustest, mis vdimaldavad tht
ja sama suurust leida kahel erineval viisil. Selliselt tekibki vdrrand.
Esimesed llesanded, kus tavakeeles antud tekst tuleb esitada simbolites
(muutujaid kasutades vorrandina), tuleks eriti hoolikalt 1abi analliiisida. On
kasulik iga lauseosa juurde kirjutada vastav avaldis.

Naiteks

Kui tht arvu X
korrutada 3-ga 3X

ja sellest lahutada 8, saame 3x-8

sama arvu, mille saaksime esialgse arvu korrutamisel 5-ga 5x=3x-8

Esimesteks vorrandi abil lahendatavateks tekstiilesanneteks soovitataksegi
votta lihtsad tlesanded, milles tuleb teatud arvudega sooritada tehteid.

Vaja on Ulesandes antud situatsiooni néitlikult esitada, et paremini mdista
ulesandes antud seoseid suuruste vahel. VO6ib kasutada ka joonist
kangkaaludega (néide A. Unduski VII klassi téovihikust):

Anne mdtles the arvu, korrutas seda 5-ga, lahutas korrutisest 14 ja sai 41.
Mis arvu Anne motles?

M@tles arvu korrutas 5-ga lahutas 14 sai 41
D




Hiljem on soovitav andmete siistematiseerimiseks kasutada tabelit. Naiteks
ulesande (néide kaesoleval ajal X klassi matemaatikast)

Tooline pidi teatud téhtajaks valmistama 240 detaili. Ta taiustas toopinki
ja nii sai ta igas tunnis teha 2 detaili rohkem kui oli algul kavandanud.
SeetOttu sai t00 valmis 4 paeva enne tahtaega. Mitu detaili oli to6lisel algul
plaanis teha?

jaoks vOib teha jargmise tabeli:

plaani jargi tegelikult
detailide arv péevas X 2 tikki rohkem: x+2
paevade arv ? 4 péeva vahem
kdigi detailide arv 240 240

Kui teame detailide koguarvu ja tootmiseks kulunud pdevade arvu, saame

igas paevas tehtud detailide arvud leida: plaani jargi 240 detaili péevas ja
X

tegelikult Zioz detaili pdevas. Taidame tabelit edasi:
X +

plaani jargi tegelikult
detailide arv péevas X 2 tikki rohkem:  x+2
péevade arv 240 N 4 peva vihem 240
kGigi detailide arv y P a2
240 240

Enne vorrandi véljakirjutamist tuleks kindlasti selgeks teha, kumb péevade
arv on suurem, kas plaanikohane voi tegelik paevade arv. Seda voib ka
240 S 240

X X+2
NUUd arutame, kuidas saaks need suurused vordusena esitada. Selleks on 3
vOimalust: lahutame suuremast 4, saame vaiksema; lildame vaiksemale 4,
saame suurema VvOi lahutame suuremast vaiksema, saame 4. Naiteks

esimesel juhul saaksime vorrandi 280 4= 240

X X+2

vorratusena esitada:

Opilastele tuleb rohutada, et tekstiilesande korral tuleb alati teha lahendi
kontroll ja seda teksti, mitte koostatud vGrrandi jargi.
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Kusimused ja tilesanded

1. Kirjutage vorrandi samasusteisendused ules tldkujul.

2. Millal saame vorrandi poolte korrutamisel (jagamisel) tundmatut
sisaldava avaldisega esialgse vorrandiga samavaarse vorrandi?

3. Votke Uks 5. klassi tekstiilesanne, mida saab lahendada aritmeetiliselt ja
ka vorrandi abil. Lahendage mdlemal moel. Opetaja peab olema
tahelepanelik, milliseid lahendusviise dpilane selleks hetkeks on ndinud.



