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Sissejuhatus

Naiteid praktilistest optimiseerimisiilesannetest:

Qo

mingi materjali teatud kujuga tiikkideks IGikamine nii, et materjali
kadu oleks minimaalne;

piiratud tooraine kogusest erinevate toodete valmistamine nii, et
kasum oleks maksimaalne;

toodete transportimine tootmishoone(te)st ladudesse ja/vdi
[Opptarbijani nii, et transpordikulud oleks minimaalsed;

lennuki meeskondade komplekteerimine eeldusel, et vahetus algab ja
[6peb samas punktis nii, et kulud oleks minimaalsed.
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Sissejuhatus

Optimiseerimine tegeleb jargmiste lilesannetega:

Antud X # 0, f : X = R.

(1) Leida x. € X nii, et f(x) = inﬁ( f(x).
x€
(2) Leida inf f(x).
xeX

(1a) Leida x,. € X nii, et f(x.) = sup f(x). (: — inf (—f(x))>

xeX xeX
Markused:
o alati eksisteerib in; f(x) =inff(X), f(X)CR
x€
o vdib juhtuda, et inf f(x) = —o0
xeX

o inf() = +o00, supf) = —oo (Ul 1)
0 ACR A# 0= infA<supA
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Sissejuhatus

Pohilised probleemid:

ilesande (1) lahendi olemasolu, iihesus ja lahendi leidmine.

Kui lahend on olemas, saab kirjutada f(x,) = mi)rg f(x) (minimiseerimine)
Xe

voi f(xi) = max f(x) (maksimiseerimine).
Xe
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Sissejuhatus

Ulesannete klassifikatsioon hulga X jirgi:

@ X on (I6plikum&dtmeline) vektorruum — kitsendusteta iilesanne;

@ X on osahulk mingis vektorruumis, ise ei ole vektorruum (st ei ole
alamruum) — kitsendustega llesanne, X on lubatav hulk

Klassifikatsioon funktsiooni f jargi (eeldame, et f: Q - R, Q C R"):

@ f lineaarne (siis f : R” — R) ja Q maaratud ISpliku arvu lineaarsete
kitsendustega — lineaarse planeerimise llesanne
@ mittelineaarne planeerimine
o f ruutfunktsioon,  maaratud I8pliku arvu lineaarsete kitsendustega

ruutplaneerimine
o f kumer funktsioon, 2 kumer hulk — kumer planeerimine

@ f on sile (vahemalt diferentseeruv) véi ei ole diferentseeruv
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Sissejuhatus

Olguf:Q—R, QCR".

Kui on vaja leida x, € Q nii, et f(x,) = miS f(x), siis f(x) > f(x) iga
xe

x € Q korral, st x, on globaalne miinimumpunkt. Analoogiliselt tilesande
f(x) = max f(x) lahend on globaalne maksimumpunkt.
PSS

Punkti x, nimetatakse lokaalseks miinimumpunktiks, kui eksisteerib
d > 0 nii, et f(x) > f(x,) iga x € QN {X Slx = x| (<)(5} korral.
<

Analoogiliselt defineeritakse lokaalne maksimumpunkt.
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Sissejuhatus

Definitsioon

Jada x, € Q nimetatakse funktsiooni f : 2 — R minimiseerivaks jadaks,

kui f(xx) — in}‘) f(x). Jada xx € Q nimetatakse funktsiooni f : Q@ — R
(S

maksimiseerivaks jadaks, kui f(xx) — sup f(x).
x€Q

Infiimumi (supreemumi) definitsiooni kohaselt on minimiseeriv
(maksimiseeriv) jada alati olemas (eeldusel Q # ().

Funktsioon f on iilalt tokestatud hulgas €2, kui eksisteerib M € R nii, et
f(x) < M iga x € Q korral. Analoogiliselt defineeritakse alt tokestatus.

Ulesande mifn2 f(x) voi max f(x) lahendite hulka tahistame Q.. Vaib
X€ X€

juhtuda, et Q, = 0.
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Naited

@ f:R—R, f(x)=x°
f on alt tokestatud, ei ole ulalt tokestatud
minimiseerimisiilesandes Q, = {0}
maksimiseerimisulesandes Q, = ()

@ f:R—-R, f(x)=¢€"
f on alt tokestatud,
ei ole ulalt tokestatud
Q* == @

————'/
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Naited

@ f(x)=|x|+|x—1-1={ o 0<x<1,

minimiseerimisiilesandes
Q =R korral Q, =[0,1]
Q =[1,2] korral Q, = {1} 12
maksimiseerimisiilesandes
Q =[0,2] korral Q, = {2}
Q =0,2) korral 2, =1
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Naited

2
X
®f=1ra
2x(1 — x*)
f/(X)ZWZO@X:O\/X:ZIZ].

minimiseerimisulesandes

Q =R korral Q, = {0}

Xk = k on minimiseeriv jada (ei koondu)

Xk = % — 0 on samuti minimiseeriv jada (koondub miinimumiilesande
lahendiks)
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Weierstrassi teoreem
Teoreem (Weierstrassi teoreem)

Olgu Q C R" kinnine tékestatud hulk ja f : Q — R pidev. Siis f on alt ja
tilalt tokestatud, miinimum- ja maksimumiilesandel on olemas lahend

(0 #0), iga minimiseeriva véi maksimiseeriva jada xy korral

p(xk, 24) — 0.

Optimiseerimismeetodid siigis 2020 12



Weierstrassi teoreem
Teoreem (Weierstrassi teoreem)

Olgu Q C R" kinnine tékestatud hulk ja f : Q — R pidev. Siis f on alt ja
tilalt tokestatud, miinimum- ja maksimumiilesandel on olemas lahend

(0 #0), iga minimiseeriva véi maksimiseeriva jada xy korral

p(xk, 24) — 0.

Téestus. Elemendi kaugus hulgast defineeritakse p(x, Q) = ing2 p(x,y).
ye

Kinnine tdkestatud hulk ruumis R"” on kompaktne (Bolzano-Weierstrassi
teoreem). Meetrilises ruumis on kompaktsus samavaarne sellega, et igast
jadast saab eraldada koonduva osajada.

a) Tokestatus. Oletame vastuvaiteliselt, et f ei ole alt tokestatud, siis
leidub jada xx € Q, k € N, nii, et f(xx) = —o0, k € N. Hulga Q
kompaktsuse tottu leidub koonduv osajada xx, k € N' C N, x, — xg € £,
k € N'. Funktsiooni f pidevuse t&ttu f(xx) — f(xo) € R. Vastuolu
eeldusega. Ulalt tkestatus testatakse analoogiliselt.
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Weierstrassi teoreem

b) Lahendi olemasolu. Olgu miinimumiilesandes x, € Q, k € N,
minimiseeriv jada. Eraldame sellest koonduva osajada x, — xg € ,
k € N C N. Siis f pidevuse tdttu f(xx) — f(x0), kK € N'. Samal ajal
minimiseeriva jada mdiste kohaselt f(xx) — ;2}‘2 f(x), k € N. Seega

f(x0) = inf £(x) ja xo € Qu, mistdttu Q. # 0.
X€

c) Olgu miinimumiilesandes x;x € Q, k € N, minimiseeriv jada. Teame, et
Q. # 0. Oletame, et p(xx, Q) /4 0, k € N. Siis leidub osajada x,

ke N CN, jad>0nii, et p(xx, Q) >0, k € N'. Eraldame jadast x,
k € N', osajada xx, k € N C N, nii, et x, — x0 € Q, ke N”.
Minimiseeriva jada koonduva osajada piirvaartus on miinimumilesande
lahend, xg € Q.. Niiiid kK € N” korral

0 <6< p04, Q) = inf p(xi,y) < plxe; x0) = 0,
yelly
mis on vastuolu. O

Kas minimiseeriv jada koondub miinimumiilesande lahendiks? (Ul 2)
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Diferentseeruvuse kasutamine tihe muutuja juhul

Ulesanne 4. Olgu f : R — R defineeritud vordusega

f(x) = max [t? — xt|.
0<t<1

Leida ulesande

g )

lahend, kui Q = R ja Q = [1, c0).
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Diferentseeruvuse kasutamine tihe muutuja juhul

Kui f : [a, b] — R on pidev ja f : (a, b) — R on diferentseeruv, siis
funktsioonil f : [a, b] — R saab olla lokaalne ekstreemum punktides x, kus
f'(x) =0, x € (a, b), v3i punktides a ja b.

Kui f'(x) >0 (< 0) iga x € (a,a+ ), > 0, korral, siis punktis a on

lokaalne miinimum (maksimum). Analoogilised vaited kehtivad teises I8igu
otspunktis (Ul 5).

[
o -
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Diferentseeruvuse kasutamine tihe muutuja juhul

Olgu f : (a, b) — R kiillaldane arv kordi diferentseeruv. Olgu xq € (a, b)
korral f'(x) = 0,...,f("D(x0) = 0, F(M(xg) # 0.

o Kui n paaris, siis punktis xp on lokaalne ekstreemum,
f("(x0) > 0 korral lokaalne miinimum,
f("(x0) < 0 korral lokaalne maksimum.

Malemal juhul on tegemist isoleeritud ekstreemumiga, st punktil xg
leidub timbrus, kus ei ole teisi ekstreemumpunkte.

o Kui n paaritu, siis punktis xg ei ole lokaalset ekstreemumit.

Naide.
f(x) = x2, f/(0)

f"(0) =2 >0 — lok min
f(x) = x3, f(0) "

=0,
=0, f’(0) =0, f”"(0) = 6 — ei ole lok ekstr
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Diferentseeruvuse kasutamine tihe muutuja juhul

Toestus. Kasutame Taylori valemit

(n_l) X
F(x) = f(x0) + F'(x0)(x — x0) + ... + f(n — (1)(!’) (x — x0)" 1
(n)(x,
+ f n(! 0) (x — x0)" + a(xp; x)
(”) X o\ Xp; X
= f(x0) + f n(! 0)(x —x0)" + a(xo; x), (x0; x) 0.

Seega
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Diferentseeruvuse kasutamine tihe muutuja juhul

Valime 6 > 0 sellise, et iga x € (x0 — d,x0 + d), x # xp, korral oleks

avaldised f(nL(!XO) + (O;((f‘;ox))n ja f(M(xp) samamirgilised.

Olgu n paaris, |x — xo| < 8, x # Xo, siis s6ltuvalt (") (xg) mirgist

o
() = ) + (00 4 20 (700 > ),
>0
- >0
D) |, alix)
f(x) = f(x)+ <f _ LI (x _0)'(0),7) (x —x0)" = f(x) < f(x0).
~~ >0
<0

Paaritu n korral muudab (x — xg)" marki vastavalt sellele, kas x > xp v&i

X < xp ning xp ei ole lokaalne ekstreemum. ]
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Diferentseeruvuse kasutamine tihe muutuja juhul

Selleks, et I16igu sisepunktis x diferentseeruval funktsioonil oleks seal
ekstreemum, on tarvilik, et f/(x) = 0. Seda vdrrandit saab ligikaudselt
(aga kuitahes tapselt) lahendada nt hariliku iteratsioonimeetodi, Newtoni,
[Gikajate vmt meetodiga.

Jargnevalt vaatleme meetodeid, mis ei kasuta diferentsiaalarvutuse
vahendeid ja on seega rakendatavad ka mittediferentseeruvate
funktsioonide minimiseerimiseks.
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Loigu poolitamise meetod
Definitsioon

Funktsiooni f : [a, b] — R nimetatakse unimodaalseks, kui eksisteerivad
ajafBnieta<a<p<bja

o f on rangelt kahanev I6igus [a, o], kui a < «;

o f on rangelt kasvav I6igus |3, b], kui 5 < b;

o f(z) = i?fb] f(x) iga z € [a, 5] korral ehk minimiseerimisiilesandes
x€Ja,

min _f(x) on Q. = [o, (]

x€[a,b]

Mé&ned 18igud vdivad olla iihepunktilised; 18igus unimodaalne funktsioon on
unimodaalne igas osaldigus.

NZ2RVE

sa;B[; /—‘ b

+e
Il
™

N
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Loigu poolitamise meetod
Lahendame ulesannet

min f(x). (1)

x€|a,b]
Eeldame, et f : [a, b] — R on unimodaalne. Valime §, 0 < § < b — a.
Arvutame

at+b-—946 at+b+4 i
f’)@ = f,f(xl)Ja f(x2).

X1 =

Kui f(x1) < f(x2), siis vGtame a1 = a, by = xp; kui aga f(x1) > f(x2), siis
vGtame a; = x1, by = b. L&iguga [a1, b1] toimime nagu algse 18iguga.

a X1 a+bXo b
5 2
: —t : by — a1 =220+
ai X3  Xa b1
_ bz—agzbl%ﬂ+5:b%‘3_‘s+5
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Loigu poolitamise meetod

Uldine samm. Olgu leitud I8ik [ax, by], kusjuures

b—a—9¢
bk—ak:T‘i‘&
Voétame
ax+bg—06 . ak+ b +90
X2k+1 = 5 Ja Xok42 = -5

Kui f(xok+1) < f(xok42), siis vOtame ax1 = ak, bx+1 = Xok42; kui aga
f(X2k+1) > f(X2k+2), siis votame ax4+1 = Xok+1, bkt1 = bk.

Induktsiooni eeldust kasutades

by —ax—90 b—a—9d
bk-l—l_ak—&—l:%‘F(;:W‘F(s-
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Loigu poolitamise meetod

f unimodaalsuse téttu igal sammul Q, N [ak, bx] # 0. (?)

L3igu [ak, bk| leidmiseks ehk k iteratsioonisammu sooritamiseks on vaja
arvutada 2k funktsiooni f vaartust.

(2) = bk —ax — 0, by —ak >0
k—o00

Lahendi tapsuse € > 0 saavutamiseks vOetakse § < ¢ ja itereeritakse kuni
bk — ax < ¢, lahislahendiks sobib suvaline punkt 18igust [ak, by].
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Loigu poolitamise meetod

Kui funktsioon f ei ole unimodaalne, siis ei pruugi meetod anda
miinimumulesande lahislahendit.

L
x4
i
L
+ L
o
9
(on

2
I |
ai by
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Kuldloike meetod

L&igu [a, b] kuldldikeks nimetatakse tema sellist jaotust [a, x], [x, b], kus

b—a:b—x (3)

b—x X —a

vai [a, z], [z, b], kus

Nimetame punkti x vasakpoolseks ja punkti z parempoolseks kuldldike
punktiks.
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Kuldloike meetod

(4)@b—a_ z—a @b—a_ 1
z—a (b—a)—(z—a) z—a_‘z’jg—l
Tahistame ¢ = 127:;' siis
1 1+v5
eop=——oa? —p-1=0p=
(4) = o1 e v 5
1 5
== +2\fz1.618
Avaldame seosest (*) muutuja z:
b—a V5 —1
= = b—
z=a+ ” at— (b—a)
~0.618
3—+5
Analoogiliselt saame x = a + 2\f(b — a).

~0.382
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Kuldloike meetod

3—+v5 5-1
x=a+ (b—a) z:a-i-\[
2 2
~0.382 ~0.618
a X z b

Optimiseerimismeetodid
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Kuldloike meetod
Lahendame ulesannet
min f(x). 1

miny F9 0
Eeldame, et f : [a, b] — R on unimodaalne. Olgu a; = a, by = b. V&tame
IGigus [a1, b1] kuldIGike punktid x1,z1 nii, et a1 < x3 < z1 < by. Leiame
f(x1) ja f(z1). Kui f(x1) < f(z1), siis vétame ap, = a1, by = z1; kui aga
f(x1) > f(z1), siis vitame az = xy, by = by. Funktsiooni f unimodaalsuse
tottu Q. N [az, bo] # 0.

ajp X1 zZ1 by
[ : : |
a X2 22 b
—
as bs
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Kuldloike meetod

Uldine samm. Olgu leitud [ay, by], milles vitame kuldIdike punktid xy, zi
nii, et ax < xx < zx < bg. Juhul k > 2 on liks punktidest xi, zx eelmises
Iigus [ak_1, bx_1] juba leitud (Ul 7), seega ka iiks vairtustest f(xy),
f(zx) on eelmisel sammul juba leitud.

Kui f(xk) < f(zk), siis valime [ak+1, bkt1] = [ak, z«];
kui f(xx) > f(zk), siis valime [akt1, bkt1] = [Xk, bk].
Funktsiooni f unimodaalsuse t&ttu Q. N [ag,1, bxr1] # 0.

1 1
r T T 1
Ak+1  Xk+1Zk+1 by

|
dk42 bk+2
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Kuldldike meetod
Igal iteratsioonisammul korrutub eelmise 16igu pikkus teguriga Vo1,

2
5-1 [ : : /
by —ay = \fz (b—a) a X1z b1
k—1
V51 [ — |
bk—ak = < 5 (b—a) @ X2 22 b2
as b3

Kui I8ik [ak, bk] jaab viimaseks, siis on selles leitud ka iiks kuldldike punkt,
mille vGib votta lahislahendiks Xi.

|
T T 1
Ak—-1 Xk—1Zk—1 bx_q

——
Ak Xy by

k
(%, Q) < max{be— S, u—ar} = ﬁz_ L (be—ay) = (ﬁ; 1) (b—2)

Optimiseerimismeetodid siigis 2020 30



Kuldloike meetod

Esimesel sammul arvutatakse kaks funktsiooni vaartust, igal jargneval
sammul lisandub iiks funktsiooni vaartus. Viimasel sammul enam
funktsiooni vaartusi ei lisandu. Seega Xj leidmiseks on arvutatud k
funktsiooni f vaartust.

Kui I8igus [ak, bx] on teada eelmisest IGigust liks kuldldike punkt, siis teise
leidmiseks on kaks voimalust:

1) kui xx on teada, siis zx = ax + ‘/ngl(bk — ak);

kui z, on teada, siis xx = ax + 3_2‘/§(bk — ak);

2) slimmeetria t&ttu % = %bk, millest z, = ax + bx — x« ja
X = ak + by — zk.
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Loigu poolitamise ja kuldloike meetodi vordlus

Loigu poolitamise meetod. Valitakse §, 0 < § < b — a; kK sammuga
leitakse I8ik [ak, bk], selleks arvutatakse 2k funktsiooni vaartust,

saavutatakse tapsus by — ax = b_2ak_5 + 0 = % =: LP,.

Kuldlgike meetod. k — 1 sammuga leitakse 16ik [ak, bk], selleks
arvutatakse k funktsiooni vaartust, saavutatakse tapsus
VB (py — ay) = (YBL)(b — a) =: KLy.

V5-1 2k k
K  (Y52) (-2 ((/5_1p .
= = ~ 0.764
LPk —bz_ka 2

Seega kuldldike meetod on efektiivsem.

Optimiseerimismeetodid siigis 2020



	Sissejuhatus
	Ühe muutuja funktsioonide ekstreemumülesannete lahendamine
	Diferentseeruvuse kasutamine ühe muutuja juhul
	Lõigu poolitamise meetod
	Kuldlõike meetod


