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Lineaarse planeerimise ulesande tahtsamad kujud

Tahistame vektorite x, y € R" skalaarkorrustist x - y = x3y1 + ... + XpYn.
Lisaks x,y € R" korral x <y < x; <y;,i=1,...,n

Lineaarse planeerimise lilesande aldkuju: leida x* € Q nii, et

x€Q x€N

F(x*) = min f(x) <v6i F(x*) = max f(x)>

kus
f(x)=c-x, f:R" =R,

on lineaarne sihifunktsioon ning lubatav hulk on kujul
Q={xeR"|a -x<b,ieh, a-x=b,ich a x>b,ich},

siin I1, h, I3 on paarikaupa mittelSikuvad (I&plikud v&i tiihjad) indeksite
hulgad.
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Lineaarse planeerimise ulesande tahtsamad kujud
Lineaarse planeerimise lilesande kanooniline kuju:

max ¢ - X,
x€eQ

kus
Q={xeR"|a -x=b;, i€l x>0}.
Lubatava hulga saab esitada kujul
Q={xeR"|a-x=b,icl & -x>0,j=1,...,n}

kus ¢ = (0,...,0,1,0,...,0).
0)

Olgu m = |I|, A m x n maatriks ridadega a’ € R", i € I, ning b € R™
komponentidega b;, i € I, siis

Q={xeR"| Ax=b,x > 0}.
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Lineaarse planeerimise ulesande tahtsamad kujud

Lineaarse planeerimise lilesande pohikuju:

max ¢ - X,
x€EQ

kus

Q={xeR"| Ax < b,x > 0}.
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Lineaarse planeerimise ulesande tahtsamad kujud

Lause

Igat lineaarse planeerimise lilesannet saab esitada temaga samavaarsel
kanoonilisel voi pohikujul.

Toestus.
min ¢ - x < max (—c) - x

Standardmetoodika kitsenduste teisendamisel (iildkuju — kan kuju):
1) a' - x < b < z > 0, kus lisamuutuja z; = b; — a' - x

a - x+zi=bj<(al,...,a,1) (x1,...,xn2) = by

a' x> b <z >0, kus lisamuutuja z; = a-x—b;

a - x—zi=bje(al,...,;a,—1) (x1,...,xn2) = bi

c-x=¢-X, ¢=(c,...,6n0,...,0), X =(x1,...,Xn, 25, € L Uh)
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Lineaarse planeerimise ulesande tahtsamad kujud
2) kui ei ole x; mittenegatiivsuse nduet, siis asendusmuutuja xj’ >0 ja
lisamuutuja x,11 > 0 (kdigil iihine) ning muutuja vahetus x; = xj’ — Xp+1

Cox=D gty gx=

x>0 x;€R
—_— . . . / . — ~ v
—E CJXJ—i-E CJXJ-—I—(—E q)Xn+1—C'X
x; >0 X €ER x;€R

n
Ax=be Y ap=b,icle

j=1
= Za;ij—l— Za;j(xj{—x,,Jrl):b,',iEI@

x>0 x;€R
/ .
< Za;J-)g—i—Za,-jxj—i— (— Za,-j>xn+1:b,-,/ €ls
x>0 x €R x€R
S AX=b
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Lineaarse planeerimise ulesande tahtsamad kujud

Xj, % 2 0
Siin X = | x},x; € R |, vektor ¢ muutub iihe elemendi — >~ ¢; vorra
Xn+1 R

pikemaks, maatriksi A ridade arv ei muutu, kuid read on lihe elemendi
— > ajj vorra pikemad.
x;€R

3) (— pdhikuju) &' -x = b; <= a' - x < b A(—a')-x < —b;
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Lineaarse planeerimise ulesande tahtsamad kujud

Okonoomne metoodika kitsenduste teisendamisel:

a)Xkde<=>Xll(20,X;(:Xk—dk

n n

CcC-X= Cka—l-ZCij = Ck(X,/(—i-dk)—l—ZCij:
j=1 j=1
J#k j#k

n
= CkX;(“‘ZCij"‘dek =c X+ crdy
j=1

J#k

Vektoris X on vektoriga x vdrreldes x asemel x;, sihifunktsioonidel ¢ - x ja
¢ - X on samad miinimum- voi maksimumpunktid.
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Lineaarse planeerimise ulesande tahtsamad kujud

n

Ax=bwa -x=b,icleax+y apx=b,icle
j=1
j’#k

n
<:>a,'k(X,/(+dk)+Za,'ij =b,iels
j=1
ok
n
@aikx,’(—i—Za,-jxj: bj —ajdk, i €1 < AX=b
j=1

i#k

Maatriks A ja vektor ¢ ei muutu, muutub vektor b, muutujate arv ei
suurene(!).
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Lineaarse planeerimise ulesande tahtsamad kujud

Xdek@)X;'(ZO,XLde—Xk

n n
c-x= ckxk+2cjxj- = ck(—x,’(+dk)+2cjxj =
Jj=1 j=1
J#k #k
n
= —CkX,/( + Z CjiXj + ckdx =C- X+ crdy
j=1
ik
n
Ax = b ayp(—x; +di) + > _ayx; = bj,i € |
j=1
i
n
= —a,'le/(—i-Za,'ij =b; —aydy,i €1 & Ax=0>b
j=1
J#k
Margimuutus vektori ¢ lihes komponendis ja maatriksi A lihes veerus,
muutub vektor b.
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Lineaarse planeerimise ulesande tahtsamad kujud

b) (— pdhikuju)

a - x=b,iclead -x<bicln) (a x—b)>0s
i€l

<:>ai~x§b;,i€//\<—Zai)-xg—Zb;

iel iel

Kitsenduste arv sureneb tihe vorra.
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Lineaarse planeerimise ulesande tahtsamad kujud

Naide 1

Viia lilesanne

Xp — X1 — min,
3x1 = x2 — 5,
x| <2,

x1 <0

kanoonilisele ja pohikujule nii standard- kui ka 6konoomse metoodikaga.

v
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Lubatava hulga omadused

Vaatleme kanoonilisel kujul iilesannet
max{c - x | Ax = b, x > 0}.

Kronecker-Capelli teoreemi pohjal on siisteemil Ax = b olemas lahend
< rank A = rank(A|b). Vastasel korral Q = .

Eeldame, et rank A = rank(A|b) ning lineaarselt sdltuvad vérrandid on
eemaldatud. Siis m =rank A = |/| ning m < n.

Kui Ax = b lahendite x seas on selliseid, et x > 0, siis Q # 0.

Juhul m = n on siisteemil parajasti tiks lahend x ja kui x > 0, siis on see
lubatava hulga ainus element ja ka llesande lahend.

Sisukas tilesandes m < n ning siisteemil Ax = b on [dpmata palju
lahendeid. € v3ib siis olla tiihi, iiheelemendiline v&i Idpmatu hulk.
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Lubatava hulga omadused

Vaatleme pohikujul olevat iilesannet
max{c-x | Ax < b, x > 0}.
Olgu a€ R", a#0, b€ R. Hulka {x € R" | a- x = b} nimetatakse

hiipertasandiks. Hulka {x € R" | a- x < b} nimetatakse (kinniseks)
poolruumiks. Hipertasand on kahe poolruumi thisosa

(xER"|a-x=b}={x€R"|a-x < b} N{x ER"|(~a) x < —b}.

N3iteks tasandil R? on hiipertasanditeks kdikvimalikud sirged
{x € R? | a1x1 + axxo = b}, ruumis R3 on hiipertasanditeks
k&ikvdimalikud tasandid {x € R3 | ayx; + apx2 + a3x3 = b}.

Lopliku hulga poolruumide tihisosa nimetatakse poliiedriliseks hulgaks.
Tokestatud polieedrilist hulka nimetatakse poliieedriks ehk
hulktahukaks.
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Lubatava hulga omadused

P&hikujul oleva iilesande lubatav hulk on polteedriline hulk.
PShikitsenduste arv voib olla kuitahes suur.
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Lubatava hulga omadused

Pohikujul oleva tilesande lubatav hulk on poliieedriline hulk.
P&hikitsenduste arv voib olla kuitahes suur.

\)\L Qv chwaa_z\)Y@M}
9@;{\“4&1«
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Lubatava hulga omadused

Ka kanoonilisel kujul oleva tlesande lubatav hulk on I&pliku arvu
poolruumide Uhisosa, sest iga vorrand siisteemis Ax = b maarab
hiipertasandi ehk kahe poolruumi tihisosa ning siisteemi lahend on
vastavate hupertasandite tihisosa.

Kanoonilisel kujul iilesande lubatav hulk on aga spetsiifilise kujuga, ta on
R"™ alamruumi nihke iihisosa hulgaga R = {x € R"|x > 0}.

Niiteks R? alamruumideks on {(0,0)}, kdikvdimalikud nullpunkti libivad

sirged ja R? ise. Seega jargmised hulgad ei saa olla kanoonilisel kujul oleva
ulesande lubatavad hulgad.

x,
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Lahendi olemasolu

Poliieedriline hulk (seega ka lineaarse planeerimise ililesande lubatav hulk)
on alati kinnine. Kui Q # 0 ja Q on tdkestatud, siis Weierstrassi teoreemi
pohjal on iilesandel lahend olemas. Kui 2 on tokestamata, aga
sihifunktsioon on lubataval hulgal iilalt tokestatud, siis lilesandel on lahend
olemas. Kui  on tSkestamata ja sihifunktsioon on lubataval hulgal ilalt
tokestamata, siis lahend puudub.
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Kumerad hulgad
Olgu V vektorruum.

Hulka X C V nimetatakse kumeraks, kui iga x,y € X, x # y, ja iga
A€ (0,1) korral Ax + (1 — )y € X.

Hulka [x,y] = {Ax + (1 — A)y|A € [0, 1]} nimetatakse punkte x ja y
uhendavaks [0iguks.

Hulk on kumer < ta sisaldab igat oma kahte punkti lihendavat 15iku.
Hulka X C R" nimetatakse kinniseks, kui x, € X, x, — x korral x € X.
Poolruum {x € R" | a- x < b} on kumer ja kinnine (Ul 18).

Kui hulgad X, on kumerad, siis (] X, on kumer (Ul 19).

Kui hulgad X, on kinnised, siis (] X, on kinnine. Seega iga poliieedriline

(0%
hulk (lineaarse planeerimise iilesande lubatav hulk) on kumer ja kinnine.
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Kumerad hulgad

Kumera hulga tipuks nimetatakse selle hulga punkti, mis ei ole tihegi
sellesse hulka kuuluva I8igu sisepunktiks.

x € X on hulga X tipp parajasti siis, kui ei ole vGimalik esitus
x=Ay+(1-XNz, A€ (0,1), y,ze X, y #z.

O w veo {-/CM,\L«., C%;a ,\tw%h“,ao»\_aﬂ YMAW’(JQ
9w r\kwyc ‘b?\(\,p
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Graafiline lahendamine

Graafiliselt saab lahendada lineaarse planeerimise iilesannet (iildkujul), kui
n = 2, mdnikord juhul n = 3.

Sihifunktsiooni ¢ - x, ¢ # 0, korral vaatleme hiipertasandeid

{x e R" | a-x = a}, kus o € R, st sihifunktsiooni nivootasandeid (juhul
n = 2 nivoosirgeid). Erinevatele o vaartustele vastavad erinevad
mitteldikuvad, seega paralleelsed nivootasandid.
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Graafiline lahendamine (juhul n = 2)

Graafilise lahendamise etapid:

@ Joonisele kantakse lubatav hulk — poliieedriline hulk (erijuhul
poliieeder);

@ vdetakse liks nivoosirge ja maaratakse sihifunktsiooni kasvamise
suund nivoosirge paralleelliikkel;

@ liigutakse nivoosirgega maksimiseerimisiilesandes kasvamise suunas,
minimiseerimistilesandes kahanemise suunas seni kuni edasi minnes
nivoosirge lubatavat hulka enam ei IGika. Viimase nivoosirge ja
lubatava hulga tihisosa on lahendite hulk.
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Graafiline lahendamine, naide 1

X1 + Xo — max
x1—2x <0
2X1—X220
X1 +x2 <2

Q={N%3)+1-N(33). e[0,1]}
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Graafiline lahendamine, naide 2

X1 + Xo — max
x1—2x <0
2X1—X220

2
[
=
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Graafiline lahendamine, naide 3

—3x1 + Xp — max

x1—2x0 <0
2X1 — X2 Z 0

)
Q. ={(0;0)}
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Lahendite paiknemine

Vaatleme kanoonilisel kujul tilesannet
max{c-x | Ax = b,x > 0}. (1)
Siin lubatav hulk on kujul Q = {x € R" | Ax = b, x > 0}.

Teoreem 1

Kui iilesandel (1) on olemas lahend, siis vahemalt iiks lahenditest asub
lubatava hulga tipus.
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Lahendite paiknemine
Toestuse skeem:

x =0 on (1) lahend = x on Q tipp
x # 0 on (1) lahend, ei ole tipp = x € [y!, y?] C Q, y1,y? on (1) lahendid
z=yl—y? v6iz=y2—y1,M=mi“{§ﬁ ’Zf>0} >0

y = x — pz on (1) lahend, millel on vahem nullist erinevaid komponente
vorreldes vektoriga x. Kui y ei ole Q tipp, saab protsessi korrata.

z=yl )2

y=Xx—puz
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Lahendite paiknemine

Td&estus. Kui 0 on (1) lahend, siis 0 € Q. Oletame, et 0 ei ole Q tipp, siis
leiduvad A € (0,1), x>0,y >0, x # y, nii, et 0 = Ax+ (1 — \)y.
Leidub 7 nii, et x; > 0 v3i y; > 0, siis aga 0 = Ax; + (1 — \)y; > 0, mis on
vastuolu. Naitasime tegelikult, et 0 on alati hulga R = {x € R" | x > 0}
tipp ning ka seda, et kui 0 € €2, siis 0 on osahulga 2 C R} tipp.

Olgu niitid x # 0 iilesande (1) lahend ning oletame, et x ei ole  tipp.
Leidub esitus x = Ay! + (1 — A\)y?, y1,y2 € Q, y* # y?, A € (0,1). Olgu
lahendi x komponentidest k nullist erinevad (ehk positiivsed). Naitame, et
on olemas ilesande (1) lahend, millel on dlimalt k — 1 nullist erinevat
komponenti.
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Lahendite paiknemine

x on iilesande (1) lahend, seega c-x > c-y!, c¢-x > c - y? ning vdrduse
x = Ayl + (1 — \)y? pdhjal

M-yl=c-x—(1-Nc-y*?>c-x—(1—=ANc-x=\c-x,

seega ¢ - y' = ¢ - x. Analoogiliselt ¢ - y? = ¢ - x, mistdttu y* ja y? on
tilesande (1) lahendid.

Olgu z = y! — y?. Vdime eeldada, et z mingi komponent on positiivne,
sest y! # y? ja kui z kdik komponendid on mittepositiivsed, siis
defineerime z = y? — y!. Olgu

z; > 0} .

. Xj
H=ming —
Zj

Kui z # 0, siis x; > 0, sest kui x; = 0, siis y} = y? =0 ja z; = 0. Seega
w>0.
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Lahendite paiknemine

Defineerime y = x — pz. Siis

zi<0=y=xi—uzi>x; >0
I = _yl 1 ILLI_ I_X- :>y207
zi>0=yi=xi—pzi 2 x;—3z=0

Ay = Ax — Az = b — u(Ayr — Ay?) = b — (b — b) = b,

ja
coy=c-x—plc-yt—c-y)=c-x—plc-x—c-x)=c-x,

seega y on lilesande (1) lahend.
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Lahendite paiknemine

Nuud
xi=0=2z=0,y; =x; — pz; =0,

. X; X;
3]:u:;{,2j>0,><j>02>yjzxj-—uzj~:xj—;{2j:0.
j j

Seega vektoril y on ilimalt kK — 1 nullist erinevat komponenti.

Kui y on € tipp, on teoreem tdestatud, kui ei, siis kordame protseduuri ja
ulimalt n sammuga jéuame lahendini, mis on Q tipp. O
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Lahendite paiknemine

Olgu Xo, X1 kumerad hulgad ja Xo C Xi. Kui xo € Xo ja xo on hulga Xi
tipp, siis xp on ka hulga Xp tipp (Ul 21).

Kui lilesande (1) lubatav hulk on mittetiihi, siis lubataval hulgal on olemas

tipp. (TOestus analoogiline teoreemi tdestusega.)

Olgu A m x n maatriks. Vaatleme p&hikujul tlesande lubatavat hulka
Q, ={x e R"|Ax < b,x > 0}
ning tleminekul kanoonilisele kujule tekkivat lubatavat hulka
Q= {(x,u) €ER"™™|Ax +u = b,x > 0,u > 0}.
Siis x on Q, tipp < (x, b — Ax) on Q tipp (Ul 22).

Kui pdhikujul oleval ilesandel on olemas lahend, siis vahemalt iiks
lahenditest asub lubatava hulga tipus (Ul 23).
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Lahendite paiknemine

Suvalise lineaarse planeerimise lilesande korral ei saa vaita, et kui lahend
on olemas, siis leidub lahend, mis on lubatava hulga tipp. Naide:

i

Siin kahe paralleelse sirgega maaratud lubataval hulgal ei ole iihtegi tippu.
Nivoosirge on lubatavat hulka maaravate sirgetega paralleelne, seega
lahend on olemas.
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Vorrandististeemi baasilahendid
Vaatleme kanoonilisel kujul tilesande lubatavat hulka
Q={xeR"| Ax=b,x > 0}.

Eeldame, et A on m x n maatriks ja rank A = m. Siit jareldub, et m < n
ning rank(A|b) = m. Kui m < n, siis siisteemil Ax = b on Idpmata palju
lahendeid.

Et rank A = m, siis leidub m lineaarselt séltumatut veergu aj;, ..., a;,
(ruumi R™ baas), nimetame neid baasiveergudeks. Nimetame
baasiindeksiteks hulga | = {i,...,in} elemente ning baasivalisteks

indeksiteks hulga J = {1,...,n} \ / elemente. Olgu x;, i € I,
baasimuutujad, x;, j € J, on baasivalised muutujad.

Definitsioon

Vérrandisiisteemi Ax = b lahendit x, mille korral x; =0, j € J,
nimetatakse baasilahendiks.
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Vorrandisusteemi baasilahendid

Baasilahendi baasikomponendid on x;, i € /, ja baasivalised
komponendid x;, j € J (x; =0, j € J).

Baasilahendit nimetatakse kidunud (kddunud, singulaarseks)
baasilahendiks, kui 3/ € | : x; = 0, vastasel juhul mittekidunud
(regulaarseks) baasilahendiks (siis x; # 0 Vi € I).

Susteemi Ax = b lahend ei saa olla kidunud baasilahend the baasi suhtes
ja mittekidunud teise baasi suhtes.

Definitsioon

Stisteemi Ax = b baasilahendit x nimetatakse lubatavaks, kui x; > 0,
iel, ehk x > 0.
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Vorrandisusteemi baasilahendid

Oluline erijuht siisteemi Ax = b korral on selline, kus

aj =et,...,a, =em (e, i=1,...,m, on veeruvektorid, mille
komponent indeksiga i on 1, teised komponendid on nullid). Siis siisteem
esitub kujul

x,-+2a,-jxj =b;,i €l.
jed
Siin saab vilja kirjutada stisteemi iildlahendi
Xj = b;—Za,-ij-JG /,
jed
kus x;, j € J, on vabad muutujad, suvaliselt valitavad. Kui baasivalised

muutujad x;, j € J, on vaartuse saanud, saab baasimuutujad x;, i € /,
uheselt maarata. Kui vétame x; = 0, j € J, siis saame x; = b;, i € |, ning

kokku baasilahendi
Xj = bi7 I € Ia
xi=0,j¢€J.
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Vorrandisusteemi baasilahendid

Naide 2

Vaatleme siisteemi Ax = b, kus A = <1 0 12

. 3
jab= <2>,st

X1 +Xx3+2x4 =3,
X2 + x4 = 2.

a) Valime baasiindeksiteks | = {1,2}, siis a1 = <(1)> Jjaay= (?) on

tihikvektoritest baas, baasimuutujad on x1 ja xo ning baasilahend
x =(3,2,0,0) on lubatav.

01 0 1),X:(X17X2,X37X4)T
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Vorrandisusteemi baasilahendid

Naide 2

Vaatleme siisteemi Ax = b, kus A = <1 0 12

. 3
jab= <2>,st

X1 +Xx3+2x4 =3,
X2 + x4 = 2.

b) Valime baasiindeksiteks | = {2,3}, siis ap = ((1)> jaaz= (é) on

tihikvektoritest baas, baasimuutujad on xo ja x3 ning baasilahend
x =(0,2,3,0) on lubatav.

01 0 1),X:(X17X2,X37X4)T
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Vorrandisusteemi baasilahendid

Naide 2
01 2
1 01

Vaatleme siisteemi Ax = b, kus A = é

. 3
jab= (2),st

X1 +x3+2x4 =3,
X2 +X4:2.

c¢) Baasiindeksite hulgaks ei saa votta | = {1,3}, sest a; ja a3 on
lineaarselt soltuvad.

, X = (X17X27X37X4)T
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Vorrandisusteemi baasilahendid

Naide 2

1 01 2

Vaatleme siisteemi Ax = b, kus A = <0 10 1>, x = (x1,x2,x3,x3) "

jab= @),st

X1+ x3+2x4 =3,

X2 + x4 = 2.

d) Valime baasiindeksiteks | = {3,4}, siis a3 = (é) Jjaas = <§> on baas,

baasimuutujad on x3 ja xa, baasilahend x = (0,0, —1,2) ei ole lubatav.

v
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Vorrandisusteemi baasilahendid

Naide 2

1 01 2

Vaatleme siisteemi Ax = b, kus A = <0 10 1>, x = (x1,x2,x3,x3) "

jab= G),st

X1+ x3+2x4 =3,

X2 + x4 = 2.

e) Baasilahendite x* = (3,2,0,0) ja x> = (0,2,3,0) korral 3(x* + x?) on
samuti vorrandististeemi lahend, aga ta ei ole baasilahend.
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Seos baasilahendite ja lubatava hulga tippude vahel

Vaatleme kanoonilisel kujul tilesande lubatavat hulka
Q={xeR"| Ax=b,x > 0}.
Eeldame, et A on m x n maatriks ja rank A= m. Siis m < n.

Teoreem 2
Siisteemi Ax = b lubatavad baasilahendid iihtivad hulga Q tippudega. J
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Seos baasilahendite ja lubatava hulga tippude vahel

T&estus. (=) Olgu x slisteemi Ax = b lubatav baasilahend, baasiindeksite
hulk olgu I = {i1,...,im}. Siisx; >0,i€l, x;=0,i¢ 1, x €.
Oletame vastuvaiteliselt, et x ei ole hulga Q tipp. Siis leiduvad y,z € Q,
y#z,jaXx€(0,1) nii, et x= Ay + (1 — N)z. Kui x; =0, siis ka y; =0 ja
z;=0,seegay; =2z =0,i¢ 1. Ety e Q, siis Ay = b, mille voib y; = 0,
i & I, tottu kirjutada

(@i - - ai,)(yi)ier = b.

Analoogiliselt
(é),‘1 e a,-m)(z,-),-el = b.

Et aga maatriks (aj ... aj,) on regulaarne, siis y; = z;, i € | ja y = z, mis
on vastuolu.
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Seos baasilahendite ja lubatava hulga tippude vahel

(<) Olgu x hulga Q tipp. Tahistame I = {i | x; > 0}. Kui I, =0, siis
x =0, Ax = b= 0 ja x on lubatav baasilahend mistahes baasi suhtes.

Olgu I+ # (). Niitame, et A veerud a;, i € 4, on lineaarselt s6ltumatud.

Oletame vastuvaiteliselt, et nad on lineaarselt séltuvad

EIa;ER,iEI+,Z]a;\7EO : Za;a;:O.

icly icly

Olguaj=0,ie{l,....n}\ I+, a = (aa,...,ap,), siis

Zaa,—O & Zaa,—O < Aa=0.

i€l

Defineerimeyzmin{@—’il‘a;#O} >0, y=x+pajaz=x-—pao.
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Seos baasilahendite ja lubatava hulga tippude vahel

Vektorite y = x + po ja z = x — pa korral
Ax =b,Aac =0= Ay = b,Az = b,

aj=0=y =2z=x20 v 250
: . z>0.
oz,-#0:>/€I+,X,-:tuoz,-2X,-—,u|oz,-]2X,-—ﬁ|a;|:0 Yoz =

Seega y,z € Q. Seejuures y # z, sest Ja; # 0.

Et x = %(y + z), siis x ei ole hulga € tipp. Vastuolu. Seega A veerud a;,
i € I+, on lineaarselt soltumatud.
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Seos baasilahendite ja lubatava hulga tippude vahel

Maatriksi A veergudel on m komponenti, seega |/+| < m. Kui || = m,
siis a;, i € I, on baas ja x talle vastav lubatav baasilahend.

Kui |/4| < m, siis saab veergudele a;, i € I, lisada A veerge nii, et

tulemuseks on lineaarselt sdltumatu siisteem a;, i € I, I C I, |I| = m (kui
nii taiendada ei saaks, siis oleks A astak vaiksem kui m). Seejuures x; = 0,
i ¢ I, mistdttu x on baasile a;, i € /, vastav lubatav baasilahend. O
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Seos baasilahendite ja lubatava hulga tippude vahel

Jareldus. Kui kanoonilisel kujul oleva iilesande lubatav hulk on mittetiihi,
siis sellel tilesandel on olemas lubatav baasilahend. (Mittetiihjal lubataval
hulgal on olemas tipp, see on lubatav baasilahend.)

Markus 1. Kui baas a;, 7 € /I, on valja valitud, siis talle vastab parajasti
iiks baasilahend, sest siisteemil (aj ... aj,)(xi)ic; = b on parajasti tiks
lahend. See baasilahend voib olla lubatav v&i mitte. Kui ta on lubatav, siis

ta on lubatava hulga tipp. Kui ei ole lubatav, siis ta ei kuulu lubatavasse
hulka.

Markus 2. Kui on fikseeritud lubatava hulga tipp, siis on see lubatav
baasilahend ja juhul |/;| = m on baas, millele ta vastab, iiheselt maaratud.
Juhul || < m, st lubatav baasilahend on kidunud, on kaks vdimalust:
baasi v3ib saada veergude a;, i € I, tdiendamisel a) mitmel viisil v3i b)
ainult thel vdimalikul viisil. Seega lubatava hulga kidunud tipp v&ib olla a)
mitme baasi suhtes lubatav baasilahend v3i b) parajasti iihe baasi suhtes
lubatav baasilahend.
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Uleminek iihelt baasilt teisele

Vaatleme kanoonilisel kujul oleva lilesande lubatavat hulka
Q={xeR"| Ax=b,x > 0}.

Olgu A m x n maatriks, rank A = m. Eeldame, et on valja valitud
baasimuutujad ehk baasiindeksite hulk /, siis J = {1,...,n} \ /. Lisaks
eeldame, et siisteem Ax = b on viidud kujule

X,'—I-Za,'ij:b,':a,'o, i€l (2)
jed

Uhtlasi on teada siisteemi iildlahend

Xj = ajo — E ajjXj, iel,
jed

Xj = 40, IElv
xi=0, jeJ.
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Uleminek iihelt baasilt teisele

Vaatleme sellist iileminekut thelt baasilt teisele, kus ainult tiks
baasimuutuja ehk baasiindeks asendub uuega baasivaliste hulgast:

baasimuutuja xx, k € I, asemele tuleb x;, / € J. V&rrandi (2) esitame

k € I korral
Xk + ak x| + Z Ak Xj = ako-
JeN{I}
Jagame labi arvuga ay # 0 (peame seda eeldama) ja saame
1 a a
X| + —Xk + Z 4 :ﬂ.

a a
kl jeNn kI kl

Seega vorrandi indeksiga k asendame vdrrandiga, mille indeks on /

Xk + E aiXj =aky < X+ E ajiXj = ajo,
jed _]Ej

kus J = (J\{IN) ULk}, an = 5, a5 = 22, j € J\{I}, 3 = 22.

akl
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Uleminek uhelt baasilt teisele

Seejarel elimineerime x; = 3j0 — ) aj;x;j siisteemi (2) vGrranditest
jed

i € I\ {k} korral. Selle tulemusel saame v&rrandid

X+ agx =30, i€l\{k}
jed
Lisades vorrandi (3) jouame uue siisteemini

Xf+Z§fj)<_,':§;o, i€7,
jed

kus I = (1'\ {k}) U {/} on uus baasiindeksite hulk ning

vastav baasilahend.
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Uleminek uhelt baasilt teisele
Vaatleme vdrrandisiisteemi (2) kujul

X1+ ai,m+1+ ...+ ainxn = a10

Xm + dm,m+1 + ...+ amnXn = amo

Siin baasiindeksid on / = {1,..., m} ning baasimuutujad xi, ..., Xn.
Moodustame tabeli
X1 ... Xk ... Xm Xm+1 X Xn
T
d10 1 0 0 am+1 .- dai/ dlin a
k
ako 0 1 PN 0 A,m+1l - ak| dkn a
amo| 0 ... 0 ... 1 ammt1r --- am amn | @™
milles paremal servas on margitud reavektorid
a' = (af0707" '71f7' ")Oaai,m+17' ")ain)
siigis 2020 a7
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Uleminek iihelt baasilt teisele

Valime juhtreaks rea indeksiga k ning juhtveeruks veeru indeksiga /.
Elementi ay # 0 nimetatakse juhtelemendiks. Siisteemi (4) tabel on
jargmine

X1 ... Xk oo Xm Xm41 oo X ... Xp
5 5 35 5 1
aio 1 e Adlk .. 0 alm+1 - 0 ... diln a
5 5 5 5 I
aln 0 co. Ak e 0 alm+l - -- 1 e din a
amo| O ... amk ... 1 ammtl .- 0 ... @mnla™

Uues tabelis on endiselt m iihikveergu, indeksiga k veeru asemel on
uhikveerg niitid veerus indeksiga /. Rida indeksiga k on timber nimetatud
reaks, mille indeks on /. Uleminek siisteemilt (2) siisteemile (4) toimub
elementaarteisendustega.
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Naide

X2
—x1+x <1 —x1+x+x3=1
—x1+x=1
x1—x <1 — X1 —Xo+ x4 =1
x| +x0 <2 X1+ X2+ X5 = 2 xi—x=1
X1
1 2 x1+x0=2
X1 Xo X3 X4 Xg X2

1/-1 1 1 0o 0]3a
111 -1 0 1 0]a*

a
1] 1 0 0 1|2

Baasilahend on (0,0,1,1,2). Valime / =1, k = 5.

X1
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Naide

X1 X2 X3 X4 Xg
1/-1 1 1 0 o0]a
11 -1 0 1 o0]a*

1 0 0 1|2

Baasilahend on (0,0,1,1,2). Valime / =1, k =5.

X1 X2 X3 X4 Xs
310 1 0 1]3°
-1/0 -2 0 1 -1|a
211 1 0 0 1 |3

X2

X1

X2

X1

Baasilahend on (2,0,3,—1,0). Valime | =2, k = 3.
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Naide

X2

X1 X2 X3 Xa Xp
310 2] 1 0 1]3
-1/0 -2 0 1 -1]3*
2 |1 0 0 1|3

X1
1 2
Baasilahend on (2,0,3,—1,0). Valime | =2, k = 3.
X1 X2 X3 X4 X5 Xo
3/2l0 1 12 0 1/2|3
210 o [1] 1 o0 |3
1211 0 -1/2 0 1/2|3a
X1
1
Baasilahend on (1/2,3/2,0,2,0). Valime | =3, k = 4.
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Naide

X1 X2 X3 X4 X5 X2
320 1 1/2 0 1/2|%
210 0 1 0|3
121 0 -1/2 0 1/2|3
X1
Baasilahend on (1/2,3/2,0,2,0). Valime / =3, k = 4. 2
X1 X2 X3 X4 X5 X
/210 1 0 -1/2 [1/2]] 3
2 |0 0 1 1 0o |3
3/2|1 0 0 1/2 1/2 |&
X1
1 2
Baasilahend on (3/2,1/2,2,0,0). Valime / =5, k = 2.
siigis 2020
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Naide

X1 X2 X3 X4 X5 X2
/2|0 1 0 -1/2 [1/2]] 32
2 10 0 1 3
3/2|1 0 /2 1/2 | &
X1
1 2
Baasilahend on (3/2,1/2,2,0,0). Valime I =5, k = 2.
X1 X2 X3 X4 Xy X2
0 2 0 -1 13
o 0 1 1 o0]3
1 -1 0 0|3
X1
1 2
Baasilahend on (1,0,2,0,1). Valime /| =4, k= 1.
siigis 2020
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Naide

X1 X2 X3 X4 Xs X
0 2 0 -1 112
o 0 1 1 0|3
1 -1 0 0|3
X1
] ] 1 2
Baasilahend on (1,0,2,0,1). Valime / =4, k=1
X1 X2 X3 X4 Xy X2
1 0 0 1][&
-1 1 1 0 o0&
1 -1 0 1 o0}|a
X1
] ] 1 2
Baasilahend on (0,0,1,1,2). Valime /| =2, k = 5.
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Naide

Baasilahend on (0,0,1,1,2). Valime | =2, k = 5.

X1 X2 X3 X4 Xg
1 0 0 1][&
-1 1 1 0 o0&
1 -1 0 1 o0]a&

X1 X2 X3 X4 Xy

-1 1 1 0 0/|a
1 -1 0 1 o0]a*
1 1 0 0 1]&

Optimiseerimismeetodid
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Naide

X1 X2 X3 X4 Xp
2| 1 0 0 1][&
1/-1 1 1 0 0]&
1/1 -1 0 1 o0]&

Baasilahend on (0,0,1,1,2). Valime /| =2, k = 5.

X1 X2 X3 X4 Xs
211 1 0 0 1|2
~1/-2 0 1 0 -1]|3
312 0 0 1 1 |3

Baasilahend on (0,2, -1, 3,0).
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Naide

Kombinatsioone viiest kolme kaupa on 3% = 10, erinevaid baasilahendeid
on aga 9, sest baasimuutujateks ei saa valida komplekti {x1, x2, x5}
(vastavad veeruvektorid on lineaarselt séltuvad). Lubatavaid
baasilahendeid on 5, mittelubatavaid 4.

X1 X2 X3 X4 Xs X2
1/-1 1 1 0 0]a
1/]1 -1 0 1 o0]a
2/'1 1 0 0 1]a

X1

Eesmark on 1) saada lubatavaid baasilahendeid (x > 0); 2) minna
lubatavalt baasilahendilt sellisele lubatavale baasilahendile (lubatava hulga
tipust naabertippu), kus sihifunktsioon kasvab vi vahemalt ei kahane.
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Uleminek lubatavalt baasilahendilt lubatavale baasilahendile

Eeldame, et siisteemist

XH—Za;ij:bi:aim el (2)
jel

saadav baasilahend on lubatav, st a;p > 0, i € /.

Kuidas valida juhtelement nii, et parast tileminekut saadav baasilahend
oleks lubatav?
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Uleminek lubatavalt baasilahendilt lubatavale baasilahendile

Oletame, et juhtveerg (indeks /) on valitud. Uleminek iihelt baasilt teisele
toimub elementaarteisendustega. Kui juhtelemendiks on ay, siis
1) rida indeksiga k jagatakse arvuga ay # 0, st

2) igast reast indeksiga i € I\ {k} lahutatakse arvuga aj; korrutatud rida
=1
a', st

3 =a —aya =a — ﬂak, iel\{k}.
ak

Ridade esimesed liilkmed on 3y = ‘:% ja 3jo = ajp — %ako’ iel\{k}.
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Uleminek lubatavalt baasilahendilt lubatavale baasilahendile

Kui axg = 0, siis ajg = ﬁ =0ja3j=aj — %akg =aj0>0,i€el\{k},
mis tahendab, et uus baasilahend on lubatav.

Kui agp > 0, siis peab kehtima ay > 0, et saada 3;p > 0. (Eeldame
edaspidi, et juhtelement ay on positiivne.) Lisaks @jo > 0 parajasti siis, kui
ajp > :LI/ ako. Kui aj <0, siis vorratus kehtib. Kui aj; > 0, siis peab
kehtima 22 > 2. Juhtrida (indeks k) tuleks valida nii, et

ajl
ako , {aio
— =min{ —
Ak ai
Juhtrea valiku reegel: Kui juhtveerg (indeks /) on valitud, siis juhtrida
indeksiga k valitakse nii, et juhtelement aj; oleks positiivne ning veerus 0

paikneva elemendi suhe veerus / oleva positiivse elemendiga oleks
minimaalne.

a;/>0,i€/}. (6)
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Naide
Vaatleme eelmist naidet, kus juhtrea valiku reeglit rikuti esimesel sammul.

X2
X2 X3 X4 Xs

1 1 0 0]a°
-1 0 1 o0]a*
1 0 0 112

=L

L.

1

[—

X1
1 2
Siin baasilahend (0,0, 1,1,2) on lubatav. Olgu juhtveerg / =1 valitud.

Siis (6) pdhjal k = 4 ehk as; =1 on juhtelement.

X2
X1 X2 X3 X4 Xy

0 0 1 1 o0]3
111 -1 0 1 o3
0 2 0 -1 112

X1
Baasilahend (1,0,2,0,1) on lubatav.
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Vahekokkuvote

Uldkujul iilesanne

minc-x VvOi maxc - Xx,
xeN xeQ

kus

Q={xeR"|a -x<b,ich, a-x=b,ich a x>b,ich}.

Kanoonilisel kujul iilesanne

maxc-x, Q={xeR"|Ax=b,x>0}.
xeQ

P&hikujul tlesanne

maxc - x, Q={xeR"| Ax < b,x>0}.
xe

Igat lineaarse planeerimise tilesannet saab esitada temaga samavaarsel
kanoonilisel voi pShikujul.
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Vahekokkuvote

Lineaarse planeerimise lilesande lubatav hulk on a) poliieedriline hulk —
Ipliku hulga poolruumide iihisosa; b) kinnine; c) kumer.

Kui kanoonilisel voi pohikujul ilesande lubatav hulk on mittetiihi, siis
lubataval hulgal on olemas tipp.

Kui kanoonilisel v&i phikujul ulesandel on olemas lahend, siis vahemalt
iiks lahenditest asub lubatava hulga tipus. (Uldkujul ilesande korral see ei
kehti.)

Vérrandistusteemi Ax = b korral eeldame, et A on m X n maatriks,

rank A = m ja m # n (seega m < n). Valime matriksis A m lineaarselt
sOltumatut veergu, mis maaravad ara baasiindeksid / ning baasimuutujad
xi, [ € 1. Ulejéi'énud muutujad x;, j € J, on baasivalised muutujad.
Baasilahendi korral x; = 0, j € J. Baasilahendit x nimetatakse lubatavaks,
kui x > 0.
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Vahekokkuvote

Stisteemi Ax = b lubatavad baasilahendid iihtivad kanoonilisel kujul
ulesande lubatava hulga tippudega.

Uleminek iihelt baasilt teisele toimub elementaarteisenduste ehk Gaussi
elimineerimismeetodi abil. Eesmark on 1) saada lubatavaid baasilahendeid
(x > 0); 2) minna lubatavalt baasilahendilt sellisele lubatavale
baasilahendile (lubatava hulga tipust naabertippu), kus sihifunktsioon
kasvab vGi vahemalt ei kahane.

Eeldame, et on valitud baas, millele vastav baasilahend on lubatav. Juhtrea
valiku reegel: Kui juhtveerg (indeks /) on valitud, siis juhtrida indeksiga k
valitakse nii, et juhtelement ay; oleks positiivne ning veerus 0 paikneva
elemendi suhe veerus [ oleva positiivse elemendiga oleks minimaalne.
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Simpleksmeetod

Vaatleme kanoonilisel kujul olevat lilesannet
max{c-x | Ax = b,x > 0} (1)
Olgu A m x n maatriks, rank A = m.

Kui tilesandel (1) on olemas lahend, siis vahemalt ks lahenditest paikneb
lubatava hulga tipus. Lubatava hulga tipp on siistemi Ax = b lubatav
baasilahend ja kuna baaside hulk on 16plik, on I6plik ka lubatava hulga
tippude hulk. Koigi baaside labivaatamine ei ole aga 6konoomne. Naiteks
n =100 ja m = 50 korral on maksimaalne baaside arv

100
n\ _ 100 (1) _ 5100 1030
m) ~ 501500 (@)50 (@)50 = .

e

Kusjuures iga tipu leidmiseks on vaja lahendada m x m maatriksiga
stisteem (aj, ... a;,)(xi)ies = b.
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Simpleksmeetod

Simpleksmeetodi eeldused:
@ Siisteem Ax = b on viidud kujule

x;+Za,-ij-:a,-o, iel. (2)
jeJ

@ Baasiindeksite hulgale | vastav baasilahend on lubatav, st a;g > 0,

iel.
@ Sihifunktsioon on (vahemalt lubatavas hulgas) esitatud kujul
C-X:aoo—zaonjZXo, (3)
jed

kus xp on uus sihimuutuja.
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Simpleksmeetod

Kujule (3) saab sihifunktsiooni viia jargmiselt:

C'X:ZC,'X,'—FZCJ-XJ-@)

i€l jed
= E ¢ | aio — E ajiixj | + E CiXj =
i€l jed jed
= E Cidjo — E ( E Ciajj — CJ> Xj.
i€l jed \iel
N——
ao0 aoj

Teisendusi saab teha Ax = b lahendite korral, st kui kehtib (2), st
lubatavas hulgas.
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Simpleksmeetod
Vaatame sihifunktsiooni (3)
C - X = 4aoo —Zaojxj.
Jjed

Baasiindeksite hulgale | vastava baasilahendi korral ¢ - x = agg, sest
x; =0, j € J. Oletame, et ag; > 0, j € J. Siis x € 2 korral

C'Xzaoo—z aoj Xj < aoo-
i€l 3535
Eelduses 2) vaadeldud baasilahend x; = ajo, i € /, x; =0, j € J, on
optimaalne.
Lause (optimaalsuse piisav tingimus)

Kui sihifunktsioonis kujul (3) kehtib ag; > 0 iga j € J korral, siis
baasiindeksite hulgale | vastav lubatav baasilahend on optimaalne.
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Simpleksmeetod

Arutelu 1. Vaatame juhtu, kus leidub ag; < 0, / € J. Siisteemi Ax = b
kujul (2) esitame

x,-:a,-o—Za,-jxj, iel. (4)

jed

Eeldame, et baasilahend on mittekidunud, st a;g > 0, i € I. Konstrueerime
elemendi x jargmiselt: x; > 0, x; =0, j € J\ {/}, ning x;, i € |, mddrame
vorranditest (4). Kiillalt vaikese x; > 0 korral x; = ajo — ajyx; >0, i € 1,
seega x € Q.

Elemendi x korral on sihifunktsiooni vaartus agg — ag;x; > agg, st
vaadeldav baasilahend ei ole optimaalne.

Jareldus

Mittekidunud baasilahendi korral on optimaalsuse piisav tingimus ka
tarvilik.
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Simpleksmeetod

Vaatleme niitid kidunud baasilahendi juhtu. Olgu Ip = {i € I | ajp = 0}
ning endiselt leidugu ag; < 0, / € J. Kui ajy < 0iga i € Iy korral, saame
sama konstruktsiooni abil lubatava hulga elemendi: x; > 0, x; =0,
Jj€J\A{l}, xi, i € 1, mddrame vdrranditest (4). Siis i € Iy korral

X; = ajo — ajx; = —ajx; > 0, ning i € /\ Iy korral x; = ajo — ajx; > 0, kui
x; > 0 on kullalt vaike.

Jareldus

Optimaalsuse tingimus on tarvilik ka méningate kidunud baasilahendite
korral.

Optimiseerimismeetodid siigis 2020 69



Simpleksmeetod

Arutelu 2. Olgu juhtveerg /| € J valja valitud, ag; < 0. Vaatleme juhtu, kus
aj <0iga i€ [l korral, st pole véimalik rakendada juhtrea valiku reeglit.
Vétame suvalise x; > 0, lisaks x; = 0, j € J\ {/} ning (4) abil

Xx; = ajo — ayx;, | € |. Tegemist on  elemendiga, kuid sihifunktsiooni

vaartus agyp — ag/x; on kuitahes suur, kui x; on kuitahes suur. Seega pole
(1) lahenduv.

Jareldus

Kui optimaalsuse tingimus ei ole taidetud, st leidub ag; < 0 ning lilesanne
(1) on lahenduv, siis alati saab rakendada veerus | juhtrea valiku reeglit.
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Simpleksmeetod

Simplekstabelisse lisame rea 0: sihifunktsioonile ¢ - x = ago — Y ag;x;
Jjed
vastava rea ehk sihivorrandi (3) kujul xp + ) agjx; = aoo. (Uuele baasile
jed
ule minnes peab optimaalsuse tingimuse kontrollimiseks olema
sihifunktsioon avaldatud uute baasivaliste muutujate kaudu, uus

baasimuutuja x; tuleb sihifunktsioonist elimineerida.)

X0 X1 oo Xk ooo Xm Xm+1 e X| e Xn
0
doo 1 0 PN 0 PN 0 ao,m+1 - -- ao/ ... d0n a
da1o 0 1 0 0 alr,m+1 .- ai| ... din al
k
ako 0 0 ce 1 ce 0 ak,m+1 - -- =N ... dkn | @
amo | OO ... 0 ... 1 ammgr --- ami ... amn|a”
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Simpleksmeetod
Uleminekut naaberbaasile koos sihifunktsiooni avaldamisega uute
baasivaliste muutujate kaudu nimetatakse simplekssammuks ehk

simpleksteisenduseks.

Parast simplekssammu saame tabeli

X1 ... Xk oo Xm Xm+1 oo X Xn
5 5 3, 5 =0
aoo 0 oo dAQk e .- 0 ao,m+1 - -- 0 ... d0n a
5 5 = 5 51
ai1o 1 e A1k .. 0 a1,m+1 0 dln a
5 5 5 5 =/
an 0 PN ajk PN 0 al,m+1 PN 1 c. din a
amo| O ... @mk ... 1 Amm+l .- 0 ... 3mp|a”

Simplekstabel on lubatav, kui ajo > 0, i € / (eeldus 2). Simplekstabel on
duaalselt lubatav, kui ag; > 0, j € J. Simplekstabel on lubatav ja
duaalselt lubatav = optimaalsuse tingimus on taidetud = leitud

baasilahend on optimaalne.
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Simpleksmeetodi algoritm
Kehtigu eeldused 1)-3).

o Juhtveeru valik: Valime | € J nii, et ag; < 0. Kui ei leidu, on lahend
kaes. Kui on mitu, siis valitakse uks.

o Juhtrea valik: Kui veerus / ei ole positiivseid elemente, siis on
sihifunktsioon lubatavas hulgas ilalt tGkestamata ja lahend puudub.
Kui on positiivseid, siis valitakse juhtrida k € [/ nii, et agy > 0 ja

a ) aj .
ko:mln{ 0 a;/>0,l€l}.
akl ajl
Kui selliseid on mitu, valitakse tks.
o Tehakse simplekssamm
=l a* =i i il ko
3 =—, a=a ——a%, iel\{k}u{0},
akl akl

millega minnakse ule uuele baasile indeksite hulgaga
I = (I'\{k})U{l} tagades eeldused 1)-3).
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Kuidas muutub sihifunktsiooni vaartus simplekssammul?

_ ao/ _ ao/
aO :ao——ak = 300 = d00 — —ak0
agl agl

Mittekidunud baasilahendi korral S

L

_ 4o/
ap0 = do0 — — ako > do0
ak| ~10

\

12
Kidunud baasilahendi korral, kui a,g > 0, siis agg > agp. See on vdimalik,
kui koigi nende indeksite i € | korral, kus ajg = 0, kehtib a; < 0, sest siis
ei saa nende indeksite hulgast valida juhtrea indeksit.

Kidunud baasilahendi korral, kui axg = 0, ax > 0 ja rida indeksiga k on
juhtrida, siis agg = agg.
Jareldus

Kui iilesandel (1) on lahend olemas ja ei ole iihtegi kidunud lubatavat
baasilahendit, siis suvalisest lubatavast baasilahendist algav
simpleksmeetod annab I6pliku arvu sammudega optimaalse lahendi.
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