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X1 X2 X3 X4 Xg
0] -1 2 0 2 0 0 O
0[l05] =35 -2 4 1 0 0
0/ 05 -1 -0505 0 1 0
1 1 0 0 0 0 0 1

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7
0/0 -5 —4 10 2 0 0
0|1 -7 -4 8 2 0 0
0|0 15 =35 -1 1 0
1/l0 7 4 -8 -2 0 1
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X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7
oo 0 -1 3 0 2 0
0[1 0 [02] -18 —08 28 0
0/0 1 06 -14 —04 04 0
110 0 —02 18 08 -28 1

X1 X2 X3  Xa X5 X6 X7

0[5 0 0 6 —4 16 O

0[5 0 1 —9 —4 14 0

0[-3 1 0 2 -8 0

111 0 0 0 0 0 1
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X1 X2 X3 X3 X5 X6 X7
0/ 05 15 0 0 -1 4 0
0/-175 225 1 0 [05] —4 O
0/-075 025 0 1 05 -2 0
1l 1 0 00 0 0 1

X1 X2 X3 X4 X5 X X7
0 3 6 2 0 0 -4 0
0[35 45 2 0 1 -8 0
ol 1 -2 -1 1 0 0
111 0 0 0 0 0 1
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X1 X2 X3 X4 X5 X X7
-1 2 0 2 0 0 O
05 -35 -2 4 1 0 O
05 -1 —-05 05 0 1 O
1 0 0 0 0 0 1

= O OO

Joudsime parast kuut simplekssammu tagasi algtabelini.

On tdestatud, et 1) tsiikkel v3ib tekkida; 2) tsiikkel on vahemalt 6 sammu
pikk; 3) tsiikkel saab tekkida, kui simplekstabeli veerus indeksiga 0 on
vahemalt kaks elementi a;o =0, i € /.
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Leksikograafiline simpleksmeetod

Leksikograafilises simpleksmeetodis taiustatakse juhtrea valiku reeglit.

Olgu x = (x1,...,%n), ¥ = (1, .-, ¥n). Leksikograafiline jarjestus >~
hulgas R" defineeritakse kui

X>y<:>X1>y1\/(X1:y1/\X2>y2)\/...\/
\/(Xl =y AN A Xpo1 :yn_l/\Xn>yn)

Naiteks x = 0 tahendab, et vektori x esimene nullist erinev komponent on
positiivne.

Kui seos x > y on vaid osaline jarjestus (refleksiivne, antisimmeetriline,
transitiivne), siis seos x = y < x > y V x = y on taielik ehk lineaarne
jarjestus, st Vx,y i x =y Vy = x.
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Leksikograafilise simpleksmeetodi algoritm

Vaatleme kanoonilisel kujul olevat llesannet
max{c-x | Ax = b,x > 0}

Olgu A m x n maatriks, rank A = m.

Eeldame, et

@ siisteem Ax = b on viidud kujule
x,-—i—Za,-ij-:a,-o, iel;
Jjed
@ kehtiba’ =0, i€,
© vahemalt lubatavas hulgas
C-X=ap — Zaojxj.
Jjed
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Leksikograafilise simpleksmeetodi algoritm

Eeldus 2) = ajp >0, i € .

Lubatavas simplekstabelis on eeldus 2) taidetud, kui baasilahend on
mittekidunud, sest siis a;o > 0, i/ € /. Kidunud baasilahendi korral on
eeldus 2) taidetud naiteks juhul / = {1,..., m}. Vajadusel v3ib veergude
jarjekorda muuta, tostes tihikveerud algtabelis vasakule.

Eesmark: simplekssammu korral uued read (va sihifunktsiooni rida) on
leksikograafiliselt positiivsed, st @' > 0, i € /. Regulaarse baasilahendi
korral see leiab aset. Uldiselt

K
a
" -0,ay>0=>3 =2 -0,
akl
. . o a
a’>—O,ak>-0,a,-/§0:>5’:a’——'/ak>0,
Akl
i k =i i il _k a’ a*
(3 =0,8">0,ay>0=3 =a ——a">~0) & — > —
Akl aj  aw
stigis 2020 9
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Leksikograafilise simpleksmeetodi algoritm

Juhtrea valiku reegel:

ak [ a
— = lexmin{ —
akl ajl

a,-,>0,iel}. (1)

See reegel mairab juhtrea iiheselt, sest read a’, i € /, on lineaarselt
sOltumatud, seega voetakse leksikograafiline miinimum ridadest, mis on
erinevad.

Kui simpleksmeetodi juhtrea valiku reegel

k0 . { ai0
— =minqy —
akl ajl

maarab juhtrea iiheselt, siis % > 20 jgq j e |\ {k} korral kus a; > 0,

akl

seega "il - j—:l iga i € I\ {k} korral kus aj; > 0, st kehtib (1).

ajl

a,-,>0,i€l}
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Leksikograafilise simpleksmeetodi algoritm

Kuidas muutub tingimuse (1) taidetuse korral sihifunktsiooni rida?

a
aol<O,ak,>0,ak>-O:>§0:aO——0/ak>a

Akl

0

Sihifunktsiooni rida kasvab leksikograafiliselt. Sihifunktsiooni vaartus ei
pruugi kasvada, aga valistatud on jdudmine juba esinenud baasile. (Baasi
valikuga on iiheselt maaratud eelduses 1) toodud siisteemi Ax = b
teisendatud kuju, mis omakorda maarab iiheselt eelduses 3) toodud
sihifunktsiooni kuju ehk sihifunktsiooni rea simplekstabelis.)

Kui lineaarse planeerimise iilesandel on lahend olemas, siis leksikograafiline
simpleksmeetod annab I6pliku arvu sammudega optimaalse lahendi.
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X6 X7
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X1 X2 X3 X4 Xg
0] -1 2 0 2 0 0 O
0[l05] =35 -2 4 1 0 0
0/ 05 -1 -0505 0 1 0
1 1 0 0 0 0 0 1

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7
0/0 -5 —4 10 2 0 0
0|1 -7 -4 8 2 0 0
0|0 15 =35 -1 1 0
1/l0 7 4 -8 -2 0 1
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X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7
0j[0 0 -1 3 0 2 0
0/1 0 02 -18 —08 28 0
00 1 ~1.4 —04 04 0
1/0 0 —02 18 08 —28 1

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7
0/0 5/3 0 2/3 —2/3 8/3 0
01 —-1/3 0 —4/3 —2/3 8/3 0
0[0 5/3 1 —-7/3 —2/3 2/3 0
1{0 1/3 0 4/3 —8/3 1
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X1 X2 X3 X4 X5 Xp X7
110 2 0 2 0 O 1
111 0 0 O O O 1
1{0 2 1 -1 0 -2 1

3/2/0 1/2 0 2 1 —4 3/2

Simplekstabel on lubatav ja duaalselt lubatav = x* = (1,0,1,0,3/2,0,0)

on lilesande
X1 — X2 — X4 — max
0.5x1 —3.5x0 —2x3 +4x4 <0
0.5x1 —x» — 0.5x3 + 0.5x4 <0
x1 <1
x>0

lahend.
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Duaalne simpleksmeetod

Vaatleme kanoonilisel kujul olevat llesannet
max{c - x | Ax = b,x > 0}
Olgu A m x n maatriks, rank A = m.

Eeldame, et

@ siisteem Ax = b on viidud kujule
x;—i—Za;ij-:a,-o, iel;
jed
@ vahemalt lubatavas hulgas
C-X = a0 — Zaoj'xj;
jed
© kehtib ag; > 0, j € J, st simplekstabel on duaalselt lubatav.
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Duaalne simpleksmeetod

Eesmark liikuda naaberbaasile nii, et sailiks duaalne lubatavus ning tabel
muutuks lubatavaks.

1) Juhtrea valik: k € | : axp <0

2) Juhtelemendi valik: ay < 0, sest siis 39 = ‘:ﬁ > 0, lisaks

ao/ . { ENY
— = min —_
|lak| EF

Kui reas a* pole negatiivseid elemente peale ay, siis lubatava hulga
elemendi x > 0 korral

akj<0,j€J}.

Xk+E akj Xj —ak07
Vo o jed \O\AO Yo

mis on vastuolu. Seega samm 2) on alati teostatav.
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Duaalne simpleksmeetod

3) Simplekssamm
=2, F=a -k ie(\{kh)u o).
Kl

Miks sailib simplekstabeli duaalne lubatavus?

a a )
P =0 Dk 3pj = agj — Olakj, jeluJu{o}
akl akl
Kui a; > 0, siis apg; > 0, see kehtib kindlasti j € [ korral, sest ay, =1 ja
a; =0, j e\ {k}. Kuiag <0, mis saab olla ainult k € J korral, siis

an—aO i >0& OjZaOI@)aOI:min{aoj
axi lakil ~ law|  |awl EM

akj<0,j€J}
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Duaalne simpleksmeetod

Kuidas muutub sihifunktsioon?

ao/

300 = 00 — ako < ago

Sihifunktsiooni vaartus vaheneb v3i jadb samaks. (Asume algse
baasilahendiga valjaspool lubatavat hulka, seega on see vahenemine
loogiline.)
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— X2 — 3x3 — max
—2x1+x2 <2
2x1+x+x3>1
X1 —xp —2x3 < —3

X1, X2,x3 > 0

X1 X2 X3 X4 X5 Xg

o = O
= O OO

Baasilahend (0,0,0,2, —1,—3).
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X1 X2 X3 X4 X5 Xp
-3 1 O 1 0 0 1
~1[-1 0 [-2] 1 0 1
2 1-3 0 1 0 1 -1
3 |1-11 2 0 0 -1
Baasilahend (0,3,0,—1,2,0)
X1 X2 X3 X4 X5 X6
—7/2[ 12 0 0 1/2 0 3.2
12 [1/2 0 1 -1/2 0 —1/2
3/2 |-7/2 0 0 1/2 1 -1/2
2 -2 1 0 1 0 0

Baasilahend (0,2,1/2,0,3/2,0) = x*, sihifunktsiooni ¢ - x* = —7/2.

Optimiseerimismeetodid
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Duaalse ja primaarse s.m. jarjestikune rakendamine

Simpleksmeetodit nimetatakse vajadusel primaarseks simpleksmeetodiks.

Simpleksmeetod on ka iildnimi kdigile meetoditele, mis kasutavad
simplekssammu (primaarne, duaalne, leksikograafiline,. .. ), erinevus

seisneb juhtelemendi valikus, sellele jargnev simplekssamm on kdigil (ihine.

Kaik need meetodid annavad optimaalse baasilahendi, kui lilesandel on
lahend olemas ja ei teki tsiiklit.
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Duaalse ja primaarse s.m. jarjestikune rakendamine

Vaatleme kanoonilisel kujul olevat illesannet
max{c - x | Ax = b,x > 0}

Olgu A m x n maatriks, rank A = m.

Eeldame, et

@ siisteem Ax = b on viidud kujule

Xi + E ajjXj = ajo, iel;
jed
@ vahemalt lubatavas hulgas
C-X=a4apy — Zaonj.
JjeJ
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Duaalse ja primaarse s.m. jarjestikune rakendamine

Primaarse simpleksmeetodi kasutamise eelduseks oli simplekstabeli
lubatavus (ajp > 0, i € 1), duaalse simpleksmeetodi eelduseks duaalne
lubatavus (aoj >0, j € J). Oletame, et tabel ei ole lubatav ega duaalselt
lubatav.

Siis lisatakse tabelisse fiktiivse sihifunktsiooni rida — baasiveergude kohale
arvud 0 ja baasivaliste veergude kohale suvalised mittenegatiivsed arvud.
Duaalse simpleksmeetodi abil leitakse lubatav baasilahend. Primaarse
simpleksmeetodi ja Gige sihifunktsiooni abil leitakse optimaalne lahend.
Malemas etapis v3ib kasutada leksikograafilist varianti.
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x1 + 3x2 — max —(=1)x1 — (—=3)x2 — max
x1+x <1 X1 +Xx0+x3=1

X1+ 2x0 > 2 — X1 —2X0 + x4 = =2
x1>0,x>0 X1,X2,x3,%X4 > 0

X1 X2 X3 X4

x1+x=1 x

0
0 X1+ 2% =2
1
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X1 X2 X3 X4

x1+x=1 x

3[1/2 0 0 —3,2
0/1/2 0 1 |[1/2 X+ 2xp = 2

1[1/2 1 0 —-1/2
x —> X1
1 2
X1 X2 X3 X4 X] + Xo = 1 X2
312 0 3 0
0/1 0 2 1 x| + 2xp = 2
111 1 1 0

siigis 2020
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Vahendatud simplekstabel

Vaatleme siisteemile

x,-+Za,-jxj-:a,-o, iE{O}U/; (2)
jed

vastavat simplekstabelit, kus juhtelement ay; on valitud. Seejarel
teostatakse simplekssamm

5 — a =i i il _k

o 1e{0FU I\ {k}).

Reateisendused — simplekssamm, mille kiigus ridadelt a’, i € {0} U/,
minnakse iile ridadele @', i € {0} U (/' \ {k}) U {/}.

Vahendatud simplekstabelis jaetakse Uhikveerud tabelisse kirjutamata.
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Vahendatud simplekstabel

X1 D % oo Xm Xm+1 X| Xn
ao0 0 B 0 e 0 do,m+1 e ao/ R aon
alo 1 0 0 ar,m+1 .- ai| ... din
ako 0 1 0 Ak m+1 .- =N ... dkn
amo| O ... 0 ... 1 amm+1r --- ami --- amn

1 | —Xmy1 -0 =X ... —Xp

X0 400 | 40,m+1 .- ao/ ... don
X1 aio alm+1 .- day/ ... din

Xk ako | dk,m+1 - -- ak| .. dkn

Xm | amo am7m+1 aml .e. A@mn
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Vahendatud simplekstabel

1 | —Xmy1 -0 —X1 ... —Xp
Xo | 40 | 0,m4+1 --- 40/ ... dOn
X1 |4aw0 | A,m+1r ... A1/ ... dln
Xk | 9k0 | dkm+1  --- |@kI| ---  dkn
Xm | dm0 | dmm+1 - - - am| ... Aamn

Vordused (2) kujul

X,-:a,-o—l—Za,-j(—xj), i € {O}U/,
jed

tahendavad seda, et x;, i € {0} U/, on vdrdne tabeli iilaservas oleva rea ja
i-nda rea skalaarkorrutisega.
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Vahendatud simplekstabel

X1 Xk Xm Xm+1 X Xn
ap | 1 a1k 0 3rmy1 0 ain
ap | O ajk 0  a/mt1 1 ain
émO 0 émk 1 5m.m+l 0 amn

1 —Xm+1 —Xk —Xn
Xo | @0 | d0,m+1 EL aon
X1 | @10 | 9a1,m+1 A1k a1n
X | 3 | d,mt1 ElS EN
Xm | @m0 | am,m+1 Amk Amn

Optimiseerimismeetodid
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Vahendatud simplekstabel

1 | —Xmy1 -0 —Xk ... —Xp
Xo | @0 | do,m+1 --- dok --- don
X1 | a0 | aA,m+1  --- Adik --- dln
X | ao | am+1 - ak ... ain
Xm | @m0 | @amm+1  --- dmk amn

Vahendatud simplekstabelis ei asetse veerud indeksite kasvamise
jarjekorras (ka read ei pruugi olla indeksite kasvamise jarjekorras).

Vahendatud simplekstabelis esinevad ainult need elemendid a;;, mis vdivad
arvutuste tulemusel muutuda.
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x1 + 4x2 + x3 — min

x1+x2+2x3 <2
X1 +2x2 +x3 > 1

—Xx1+x0+2x3>1

X1, X2,x3 > 0

— X1 — 4xp — x3 — max
X1+ X2+ 2x3 + x4 = 2
—x1—2xp —x3+ x5 = —1
X1 — X0 —2x3+x5 = —1

X1, X2, X3, X4, X5, X6 2 0

1 —X1 —X2 —X3
x| O 1 4 1
Xg | 2 1 1 2
x5 | —1 -2 -1
x| —1| 1 -1 -2

Optimiseerimismeetodid
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1 | —x1 —x —x3 1 |—x5 —x» —Xx3
xo| O 1 4 1 x|-1| 1 2 0
Xg | 2 1 1 2 x5 | 1 1 -1 1
xs | —1|[-1] -2 -1 x| 1|-1 2 1
xg | —1| 1 -1 =2 X6 | —2| 1 -3 |3
1 —X5 —Xo —Xg
xo | —1 1 2 0
xs | 1/3] 4/3 -2 1/3 x*=(1/3,0,2/3,1/3,0,0)
x1|1/3]-2/3 1 1/3
x3(12/3]-1/3 1 -1/3

Algiilesandes x* = (1/3,0,2/3), sihifunktsiooni minimaalne vaartus
¢ - x* =1 (kanoonilisele kujule viies muutsime sihifunktsiooni marki, et
saada maksimiseerimisiilesanne).
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Veeruteisendused

Vaatleme vahendatud simplekstabelit ja lisame selle ridadesse triviaalsed

vordused x; = —(—x;), j € J. Saame vahendatud simplekstabeli laiendi

1 | —Xmy1 -0 —X —Xp

X0 do0 | 40,m+1 ao/ daon

X1 | a10 | 9a1,m+1 a1 ain

Xk | @ko | akm+1 .- Akn
Xm amo | dmm+1  --- aml amn

Xme1| 0 | -1 0 0

X 0 0 | 0

Xn 0 0 0 -1

ao | amt1 a an

Optimiseerimismeetodid
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Veeruteisendused

Parast simpleksteisendust vahendatud tabeliga paneme kirja saadud tabeli
laiendi, kuid sailitame sama ridade jarjekorra mis tabelis (3)

1 | —Xmy1 oo —Xk ... —Xp
Xo | 400 | ,m+1 --- dok --- aon
X1 a0 | 9a,m+1 ... dik .- dlp
Xk 0 0 ... =1 ... 0
Xm amo | dmm+1l -+ dmk --- amn (4)
Xm+1| O -1 e 0 ... 0
X | ano | amt1r --- Ak ... an
Xn 0 0 e 0 oo —1
ao am+1 ... Ay ... ap
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Veeruteisendused

Veeruteisendusteks nimetame iileminekut tabeli (3) veergudelt aj,
Jj € {0} U J tabeli (4) veergudele 3;, j € {0} UJ = {0} U (J\ {I}) U {k}.
Eesmark on tuletada veeruteisenduste eeskiri.

Kirjutame vahendatud simplekstabeli reateisendused

—/ a —i aijl k .
a =—, 3 =a — a3k ic{oyu(l\{k}),
ag| ak|
koordinaatide kaupa
i —akj _ ajl agj
= —2(-1),  F=ay— Ay =aj— _ap,
Akl ak| k| Akl

Je{opuUN\{Muiky,  ie{0u(/\{k}).

Juhul j = k saame

aj =

_ —dkk 1 _ dkk 1
ak = (-1)=——(-1), awx=awx——ai=——aj,
axl axl axi axi

sest akk = 1 jaa =0, € {0} U(/\{k}).
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Veeruteisendused

Uhendame vrdused veergude kaupa. Veerus indeksiga k on elemendid

_ 1 1
a =——-(—1)=——ay,
ax ax

E —alk/a,-,, i€ {0} U\ {K}),

Ak = —1=——ap,
axl
_ 1 .
a=0=—— ay, jeJ\{l},
k|~~~
-0
seega
: (5)
K = ——ay
axl

Optimiseerimismeetodid siigis 2020 34



Veeruteisendused

Veerus indeksiga j € {0} U J\ {/} on elemendid

_ agj

aj = 0 —— (_1)7
—~ Akl ~—~—~
ajj ay

- akj .
3jj = ajj — ?/j/ail, i€ {0} U (I\ {k}),

— akj
aj =0=aK — —au,
akl

_ aj . .
2j=0= a; — ay, icJ\{lj},
~— Ak~~~
0,i#j 0,i#l
_ dkj .
aj=—-1= aj _3711 ajy, Jj#0.
-1 0,j#/
Seega
A
Ejzaj_?l;a/, Jje{0uJ\{/}. (6)
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Veeruteisendused

Veeruteisendused (5), (6) on kujul

1 k)
Ek:—ial, Ej:aj_ﬂah JE{O}UJ\{I}
ks Akl

Teoreem 1

Viahendatud simplekstabelis tehtav reateisendus iihtib vahendatud
simplekstabeli laiendis tehtava veeruteisendusega (5), (6).

Vorreldes reateisendusega, kus juhtveerg teisendatakse tihikveeruks, on
veeruteisendus selline, et juhtrida teisendatakse miinus-ihikreaks.

Optimiseerimismeetodid stigis 2020 36



| -1] 1 2 0

Ll=x —e - x| 1] =1 2 1
| -1 1 2 0 o
ap bl -bod wlolo o 1
x| 1| -1 2 1 Xi o
X|—2] 1 -3 |3 x| 0| -1 0 0

X6 -2 1 -3 -3
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1 —X5 —X2 —X3
L ox =% —x x| -1 1 2 0
x| 1 | -1 2 1
X0 —1 1 2 O 0 O 71 0
x| 1] 1 -1 1 f ol o o 1
x| 1| -1 2 1 X3 11 L
. _
X6 | —2| 1 -3 |3 x| 0] -1 o 0
X6 -2 1 -3 -3
1 —X5 —Xo —Xg
L1 o o x| -1 | 1 2 0
> 2 d x |1/3[=2/3 1 1/3
x| -1 1 2 0 17 0 Lo
, _
x | 1/3] 473 —2  1/3 wl23] 13 1 —1/3
al1/3)=2/3 113 x5 | 1/3| 4/3 -2 1/3
x3|2/3|-1/3 1 -1/3 wlol 44 o 0
x5 | O 0 0 -1

x* = (1/3,0,2/3,1/3,0,0)
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Leksikograafiline duaalne simpleksmeetod

Veeruteisendustega tehakse simplekssamm, st minnakse lihelt
baasilahendilt teisele. Nii primaarse kui duaalse simpleksmeetodi vGib
realiseerida veeruteisendustega. Seega ka veeruteisendustes on vGimalik
tsukli tekkimine.

Leksikograafilises duaalses simpleksmeetodis eeldame, et tabelis (3) on
veerud aj, j € J, leksikograafiliselt positiivsed, see tagab duaalse
lubatavuse.

Valime juhtrea k € I nii, et axp < 0. Valime juhtveeru | € J (st
juhtelemendi ay) nii, et sailib duaalne lubatavus ning veerud a;, j € J, on
leksikograafiliselt positiivsed:

aj

. { aj
—— = lexmin{ ——
EM \akj’

akj<0,j€J}. (7)
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Leksikograafiline duaalne simpleksmeetod

Miks sailib duaalne lubatavus ning miks veerud @, j € J, on
leksikograafiliselt positiivsed?

Eeldasime, et a; = 0, seega 3, = _aT/a’ = 0< ay <0. KuijeJ\{l}
siis
aj=aj— akJ a; =0 & a, >0 voi (axj <0 ja kehtib (7)),
Kl

sest a,; < 0 korral

aj — kja/>0@aj>|akj|a,® &l 2
aki |aw| ErIRER]
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Leksikograafiline duaalne simpleksmeetod

Veeruteisendustega meetodit, mis kasutab juhtveeru valiku reeglit (7),
nimetatakse leksikograafiliseks duaalseks simpleksmeetodiks.

Reegel (7) maarab juhtveeru liheselt, sest a;, j € J, on Iineaarselt
soltumatud, mistdttu ei saa a5 < 0, j € J, korral veergude Tl | hulgas olla
kahte vordset.

Vérdus (6) juhul j =0 annab
ag=ag— — a < ap-

St veerus ag sihifunktsiooni vaartus agg kas vaheneb voi jaab samaks,
veerg ise vaheneb leksikograafilise jarjestuse mottes, seega ei ole voimalik
jouda juba esinenud baasile.
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Leksikograafiline duaalne simpleksmeetod

Kui lineaarse planeerimise iilesandel on lahend olemas, siis leksikograafiline
duaalne simpleksmeetod on 16plik.

Leksikograafilises (primaarses) simpleksmeetodis piisas tabeli lubatavusest
selleks, et read oleks leksikograafiliselt positiivsed, vajadusel tuli muutujate
(st veergude) jarjekorda muuta. Leksikograafilises duaalses
simpleksmeetodis ei piisa duaalsest lubatavusest, et veerud oleks
leksikograafiliselt positiivsed, muutujate (st ridade) jarjestuse muutmine ei
pruugi aidata, sest miinus-iihikridade llespoole tGstmine ei tee veerge
leksikograafiliselt positiivseks. Tuleks kasutada fiktiivset sihifunktsiooni

Ex=) (%)

Jjed
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Lineaarse planeerimise lilesande lahendamine simpleksmeetodiga:

@ Viia llesanne kanoonilisele kujule;
@ eraldada iihikvektoritest baas (nt Gaussi elimineerimismeetodiga);

© duaalse simpleksmeetodiga (fiktiivse sihifunktsiooniga) jéuda lubatava
baasilahendini (vajadusel kasutada leksikograafilist varianti ja
veeruteisendusi);

© primaarse simpleksmeetodiga (vajadusel leksikograafilise variandiga)
oige sihifunktsiooni juhul leida optimaalne lahend.

Leksikograafilise variandi kasutamise asemel on véimalik tsiikli valtimiseks
kasutada ka Blandi strateegiat: alati valitakse minimaalse indeksiga veerg
ja rida. (Testus konspektis)
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Kunstliku baasi meetod

Vaatleme ulesannet
max{c-x | Ax = b, x > 0},

kus A on m x n maatriks, rank A = m. Kirjutame selle iilesande nii, et
b > 0 (vajadusel korrutame mdne vorrandi labi arvuga —1). Votame
kasutusele lisamuutujad xp41, ..., Xp+m ja moodustame laiendatud
ulesande

c-x— M(xp41+ ... + Xptm) — max

ayixy + ...+ ainXn + Xpyr1 = b1

amix1 + ...+ amnXn + Xn4m = bm
xi>0,i=1....,n+m

kus M on suur positiivne arv. Lisamuutujad xpq1, ..., Xp+m VOtame
baasimuutujateks (I = {n+1,...,n+ m}), sihifunktsioonist elimineerime
baasimuutujad.
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Kunstliku baasi meetod

Laiendatud tlesande lubatava lahendi X = (x1,...,Xn+m) n esimest
komponenti x = (xi,. .., X,) on alglilesande lubatav lahend parajasti siis,
kui Xp41 = ... = Xptm = 0.

Laiendatud llesandel on lubatav lahend alati olemas
x=1(0,...,0,b1,...,bm) ja ta on ka lubatav baasilahend. Algiilesandel ei
tarvitse lubatavat lahendit olla.

Kui laiendatud iilesande optimaalses lahendis X* = (x{, ..., x5, ,,) on
Xpp1 == Xpym =0, siis (x{,...,x;) on algiilesande optimaalne
lahend, sihifunktsioonide vaartused uhtivad.

Kui algtilesandel on lahend olemas, siis eksisteerib My > 0 nii, et iga
M > My korral on laiendatud ulesanne lahenduv ja tema iga optimaalne
lahend X* = (x{,..., x5, ) on selline, et x5, = ... = x5, , = 0.

(Testused konspektis.)
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Kunstliku baasi meetod

Kui votta M killalt suur, siis voib alglilesande asemel lahendada laiendatud
ulesande — kunstliku baasi meetod. Kuna laiendatud iilesande algtabel
on alati lubatav ning baas on eraldatud, jaab ara nii baasi eraldamise kui
duaalse simpleksmeetodi etapp, et jouda lubatava baasilahendini.
Teostada tuleb simpleksmeetodi etapp optimaalse lahendi leidmiseks.

Ei ole algoritmi selle kohta, kui suur M tuleb valida. Kui ei dnnestu
optimaalset lahendit leida (st mingi k > 1 korral x4 # 0), siis v3ib arvu
M suurendada. Kui algtlesandel ei ole lahendit, siis M suurendamine ei vii
sihile.
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Duaalsete ulesannete moiste

Olgu A m x n maatriks, b € R™, ¢ € R". Péhikujul oleva (ilesande

max{c-x | Ax < b,x > 0} (1)
duaalseks tilesandeks nimetatakse lilesannet

min{b-y | ATy > c,y > 0}. (2)

Lause

Ulesande (2) duaalseks iilesandeks on iilesanne (1), st duaalsus on
vastastikune.
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Duaalsete ulesannete moiste

Duaalsuse juures esinevad jargmised vastavused:

@ Uks on maksimiseerimistlesanne, teine minimiseerimisulesanne.
@ Pohikitsendustes on uhes <, teises >.

© Vabaliikmete vektor ja sihifunktsiooni vektor vahetavad kohad,
pohikitsenduste arv ja muutujate arv samuti.

© Pohikitsenduste maatriksid on vastastikku transponeeritud.

X1 + Xp — max 3y1 + 4y> — min
3x1 +x2 <3 31—y 21
—x1 +2x < 4 nt+2p2>1
x12>20,x2>0 120,220
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Duaalsete ulesannete omadused

Vaatleme iilesandeid (1) ja (2).

Kui x ja y on vastavalt lilesannete (1) ja (2) lubatavad lahendid, siis
c-x<b-y.

Lause 2

Kui iilesannete (1) ja (2) lubatavad lahendid x* ja y* rahuldavad vérdust
c-x*=b-y* siis x* jay* on nende lilesannete optimaalsed lahendid.

Kui lilesande (1) sihifunktsioon on lubatavas hulgas iilalt tokestamata, siis
lilesande (2) lubatav hulk on tiihi; kui iilesande (2) sihifunktsioon on
lubatavas hulgas alt t6kestamata, siis ilesande (1) lubatav hulk on tiihi.
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Lineaarse planeerimise pohiteoreemid

Teoreem 1

Kui lihel duaalsetest iilesannetest on olemas optimaalne lahend, siis on

optimaalne lahend olemas ka teisel ja sihifunktsioonide ekstremaalsed
vaartused Lihtivad.

Selleks, et ilesannete (1) ja (2) lubatavad lahendid x ja y oleksid
optimaalsed, on tarvilik ja piisav, et c-x=b-y.

Toestus. =, & O

Kanoonilisele kujule viidud (ilesande (1) optimaalsele baasilahendile

vastavas simplekstabelis on sihifunktsiooni reas lisamuutujate kordajate
vektor duaalse tilesande lahend.
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Lineaarse planeerimise pohiteoreemid

Lemma (lemma lubatava hulga esitusest)
Hulk Q = {x € R" | Ax < b,x > 0} koosneb elementidest kujul

P q P
x=3 N+ el A >0,) Ni=1,1>0,
i=1 j=1 i=1

kus x*, ..., xP on hulga Q tipud, €', ..., e9 hulga Q tékestamata servade
sihivektorid.

(Ei tOesta)
Kui Q # (), siis siis hulgal Q on vahemalt iiks tipp.

Kui lilesande (1) sihifunktsioon on lubatavas hulgas S iilalt t6kestatud, siis
lilesandel (1) on olemas optimaalne lahend.
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Lineaarse planeerimise pohiteoreemid

Teoreem 2

Lineaarse planeerimise lilesandel (1) on olemas optimaalne lahend parajasti
siis, kui temal ja temaga duaalsel iilesandel (2) on olemas lubatav lahend.

v

Teoreem 3

Ulesannete (1) ja (2) lubatavad lahendid x* ja y* on optimaalsed parajasti
siis, kui kehtivad jargmised ortogonaalsuse tingimused

(AX* —b)-y*=0 ja (ATy*—¢c)-x*=0
ehk

(@ x*— b))y =0, i=1,...,m,

(aj-y* —c)x =0, j=1,...,n
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Lineaarse planeerimise pohiteoreemid

Jareldus 4

Kui iilesande (1) véi (2) optimaalse lahendi mingi komponent on rangelt
positiivne, siis sama indeksiga pohikitsendus teises tlesandes on rahuldatud
vordusena:

Xf>O:>aj-y*:cjjay,-*>O:>a"‘x*:b,-.

Jareldus 5

Kui lilesandes (1) véi (2) on optimaalse lahendi korral mingi pShikitsendus
rahuldatud range vérratusena, siis teise ililesande optimaalse lahendi sama
indeksiga komponent on 0:

ai-x*<b,~:>y,-*:0jaaj-y*>cj:>xf:0.
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Algiilesanne o |1 -1 -1 0 0
2 2 1 2 1 0
X1 + X2 + x3 — max 2 | 4 1 0 1
21 + 10y <2 1 1 0 -1/2 0 1/2
TR T es 1 [0 o [32] 1
dx1+2x0+x3<2 1|2 1 12 0 12
X1,%0,x3 > 0 431 0 0 1/3 13
230 0 1 2/3 /3
Duaalne iilesanne 2312 1 0 -1/3 2/3
2)/1 + 2)’2 — min X* = (0’ 2/3’2/3)’ y* — (1/3, 1/3)
2)’1‘|‘4)/221 C.x*:b.y*
y1+2y > 1 27+ x5 +2x3 =2,y >0
21ty 21 X[ +2G+x3=2,y,>0

2yf +4y; > 1, xf =0
yi+2y35=1x3>0
2y +y; =1, x3>0

yi,y2=>0
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