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Kumerad funktsioonid

Olgu E vektorruum, X C E kumer, st x1,x2 € X, x1 # x2, A € (0,1)
korral Ax; + (1 — A)x2 € X.

X M (x) + (1 = Nf(y)

Definitsioon

Funktsiooni f: X — R nimetatakse kumeraks, kui iga x,y € X, x # y, ja
iga A € (0,1) korral

FOX 4 (1= N)y) < AF(x) + (1= NF(y).
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Kumerad funktsioonid

Lause 1 (ul 34)

Kui f,g: X — R on kumerad, siis f + g ja cf, ¢ > 0, on kumerad.

Funktsioon f: X — R on kumer parajasti siis, kui iga x,y € X, x # y,
korral funktsioon g(t) = f(tx + (1 — t)y), t € [0,1], on kumer.
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Kumerad funktsioonid

Kui X € R" on kumer, siis diferentseeruv funktsioon f: X — R on kumer
parajasti siis, kui iga x,y € X, x # y, korral

f(y) (x —y) < f(x) — f(y). (1)

T4

Juhul n = 17'(y) = tana = 2, seega f'(y) (x—y) = d < f(x) = £(y).
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Kumerad funktsioonid

Lause (UI* 10)

Kui X C R" on kumer, siis diferentseeruv funktsioon f: X — R on kumer
parajasti siis, kui iga x,y € X, x # y, korral

(Fe) = F(y) - (x—y) =0, (2)

st funktsioon f': X — R" on monotoonne.

Lause 4
Kui X C R" on kumer, lahtine ja f: X — R on kaks korda diferentseeruv,
siis f on kumer parajasti siis, kui iga x € X, korral f"(x) on positiivne, st
(f"(x)h,h) > 0 iga h € R" korral.

Optimiseerimismeetodid siigis 2020 6



Kumerate hulkade eraldusteoreemid

Pohiidee. Olgu A, B C R2 kumerad, kinnised, AN B = (). Siis saab A ja
B eraldada sirgega.

Kui A ja B ei ole kinnised (on kumerad ja Iikumatud), siis saab nad
samuti eraldada sirgega.
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Kumerate hulkade eraldusteoreemid

Kasutame tihiseid X — hulga X sulund, X° — hulga X sisepunktide hulk,
0X — hulga X raja.

Normeeritud ruumi kumera osahulga sulund on kumer.

Teoreem 1

Olgu X C R" kumer ning y & X. Siis leidub a € R™ nii, et

infa-x>a-y.
xeX y

Fikseeritud a € R" \ {0} ja ¢ € R korral on hulk {x e R" | a- x = ¢}
hiipertasand, {x € R" | a- x > c} poolruum. Teoreem 1 viidab, et X asub
hiipertasandist {x € R" | a- x = a- y} rangelt lhel pool.
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Kumerate hulkade eraldusteoreemid

Tdestuse skeem:

1) 3¢ € X: [~y = inf [lx— v

)x*Fy = |x —y[|>0

I)VxeX (x*—y)-(x—x*)>0ehka-x>a-x* kusa=x"—y
4)a-x*>a-y

= inffa-x>a-y
xeX
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Kumerate hulkade eraldusteoreemid

UI* 11. Téestada, et kui X C R” on kumer ja y € 8X, siis y € 0X. Leida
naide, kus mittekumera hulga X korral vaide ei kehti.

Olgu X C R" kumer ning y ¢ X°. Siis leidub a € R", a # 0, nii, et

infa-x>a-y.
xeX - y

Toestuse skeem:

yegX=ycoXvygX

Juhul y & X rakendub Teoreem 1, juhul y € X iil* 11 pdhjal y € 0X
Jyk & X : yk — y, kasutame (ay) tSkestatust ja skalaarkorrutise pidevust
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Kumerate hulkade eraldusteoreemid

Teoreem 2

Olgu hulgad X, Y C R" kumerad, X° # 0, Y° #£0, X°NY° ={. Siis
leidub a € R", a £ 0 nii, et

a-x>a-y VYxeX,Vyey.

Jareldus
Teoreemi 2 eeldustel kehtib

a-x>a-y WeX\VyeY

ehk
inf a-x>supa-y,
xeX yev

mis tahendab, et eraldatakse (mitterangelt) hulkade X ja Y sulundid.

v
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Kumerate hulkade eraldusteoreemid

Teoreemi 2 toestuse skeem:
Z=X-Y={x—-yl|xeX,yeVY}
1) Z on kumer
2)0gZ2°<=0¢ 7
a) Lemma: hulga sisepunkti ja suvalist punkti tihendava 13igu
"sisemised” punktid kuuluvad hulga sisemusse
b) Kui 0 € Z, siis leidub kuitahes lahedal punkt y;3 —x; ¢ Z
3)JacR"a#0:a-(x—y)>a-0=0 ¥xeX,VyeY
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Kumer planeerimine

Olgu X hulk, sihifunktsioon f: X — R ning tdkkefunktsioonid

fi,..., fm: X = R. Tokkefunktsioonina vGime vaadleda ka funktsiooni
F: X —=R" F(x)=(fA(x),...,m(x)).

Uldulesanne:

)r(neisr; f(x), (1)
kus Q = {x € X | F(x) < 0}.
Pohiilesanne:

)r(neig f(x), (2)

kus f,fi,....,fm: R" >R, Q={xeR"| F(x) <0,x > 0}.

PGhitilesanne on erijuht lldilesandest, kui vGtta
X={xeR"|x>0} =R].
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Kumer planeerimine, Lagrange'i funktsioon

Valime iilesandes (2) f(x) = —c - x ja F(x) = Ax — b, saame pdhikujul
oleva lineaarse planeerimise tilesande. Seega pohikujul lineaarse
planeerimise tilesanne on erijuht pdhiiilesandest (2).

Definitsioon

Uldiilesande (1) Lagrange’i funktsiooniks nimetatakse funktsiooni
L: X xR =R,

L(x,y) =f(x)+ D _yifi(x) = f(x) +y-F(x), x€X,y €eRT.
i=1
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Sadulpunkt

Definitsioon
Punkti (x*,y*) € X x R nimetatakse funktsiooni £ sadulpunktiks, kui

L(x*y) < L(x"y") < L(x,y") VxeX,Vy e R

| \

Naide
Vaatleme juhtu, kus X =R, Y = R. Sadulpunkti tingimus nduab
funktsioonilt teatud kaitumist ristsirgetel (x*, y) ja (x, y*), mujal mingeid

piiranguid ei ole.

Optimiseerimismeetodid siigis 2020 15



Sadulpunkt

Teoreem

Kui (x*, y*) on (ldiilesande (1) Lagrange'i funktsiooni sadulpunkt, siis x*
on lilesande (1) lahend.

Kas iga tilesande (1) saab taandada tema Lagrange'i funktsiooni
sadulpunkti leidmisele? St, kui lilesandel (1) on olemas lahend x*, kas siis
leidub y* > 0 nii, et (x*, y*) on llesande (1) Lagrange'i funktsiooni
sadulpunkt?
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Sadulpunkt

Vaatleme ulesannet

Tegemist on pdhililesandega (2), kus f:R" =R, f(x)=-=>",x,
m=1,fi:R" >R, A(x) =7, x*. Siin Q={0} jax*=0on
optimaalne lahend. Ulesande Lagrange'i funktsioon on

L(x,y) = Zx,—i—ny,, xeRl,yeR,.
i=1 i=1

Naitame, et ei leidu sadulpunkti (0, y*), kus y* > 0.
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Sadulpunkt

Vasakpoolne sadulpunkti vorratus kehtib, sest iga y € R, korral
L(x*,y) = L(x*,y*) = 0. Parempoolne sadulpunkti vdrratus

0 < L(x,y") Zx,—l—y Zx Vx € R}

ei saa kehtida juhul y* =0, sest x # 0 korral —>_" ; x; < 0. Kui y* > 0,

y

L(x,y") <1 5) +y* <1 5)2 (1 6) (-1+1 *) <0
9 = = — - = - - =€ 9

st sadulpunkti ei leidu.

siisvalime g, 0 < e < }%,ja X = (% —8,0,...,0) ning
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Kumera planeerimise pohiteoreem

P&hikujul lineaarse planeerimise iilesannete korral sadulpunkt alati leidub

(kui lineaarse planeerimise iilesanne on lahenduv) (UI* 12).

Definitsioon

Eeldame, et f ja f;, i =1,..., m, on kumerad, siis llesannet (1)
nimetatakse kumera planeerimise tilesandeks.

Kui funktsioonid f; on kumerad (X C E kumer, E vektorruum), siis
tilesande (1) lubatav hulk € on kumer; kui funktsioonid f; on pidevad
(X C E, E normeeritud ruum), siis 2 on kinnine (Ul 38).
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Kumera planeerimise pohiteoreem

Teoreem (Kuhn-Tuckeri teoreem, kumera planeerimise pShiteoreem,

1951)

Olgu tildiilesandes (1) funktsioonid f, fi, ..., fm kumerad (seega on hulk
X C E kumer, E vektorruum) ning eksisteerigu x € X nii, et F(x) < 0 (st
fi(x) <0,i=1,...,m). Kuix* on iilesande (1) lahend, siis on olemas
y* € RT nii, et (x*,y*) on iilesande (1) Lagrange'i funktsiooni sadulpunkt.

Tingimust F(X) < 0 mingi X € X korral nimetatakse Slateri ehk
regulaarsuse tingimuseks. Viimases naites ei ole see tingimus rahuldatud.
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Kumera planeerimise pohiteoreem

Teoreem

Olgu f,f; :R" = R, i=1,...,m, kumerad ja diferentseeruvad. Siis
(x*,y*) € RT"™ on péhiilesande (2) Lagrange'i funktsiooni sadupunkt
parajasti siis, kui

‘CX(X*a.y*) 2 07 ‘Cy(X*’y*) S 05

X 'EX(X7y):07 y 'Ly(Xay):O'

Siin Lx(x,y) = (3£(x,y), . 2 (x.¥)) Ja

Ly(x,y) = (2206 B2 (6, 9)) = (A(0), - ().

Olgu taidetud teoreemi eeldused ning (8), siis (x*, y*) on £ sadulpunkt ja
x* lilesande (2) lahend. Kui teoreemi eeldustel x* € R, on selline, et (8)

ei ole taidetud uhegi y* € R'7 korral, aga regulaarsuse tingimus on
taidetud, siis x* ei ole (2) lahend.

Optimiseerimismeetodid siigis 2020 21



Koonuse kriteerium

Vt lilesande (2) korral tingimusi (8). Olgu
x€Q={xeR"| F(x) <0,x >0}, y € RY, siis

m n
Ex(x,y):f'(x)—i—Zy,- ,’(x):z:szeij<:>zjZO,j:I,...,n.
i=1 j=1

Tingimus L, (x,y) = F(x) <0 on tédidetud x € Q t&ttu. Olgu aktiivsetele
kitsendustele vastavad indeksite hulgad M = {i € {1,...., m}|fi(x) = 0},
N={je{1,...,n}x; =0}. Siis

y-Ly(x,y)=0&y -F(x) =0 yfi(x)=0,i=1,....m&
4

NP N\
<:>y,':0,i¢I\/I
x-Ly(x,y)=0&x -z =0&xz=0,j=1,...,nez=0,¢N
QQ
Yo No
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Koonuse kriteerium

Ly(x,y) >0, & z>0,z=Ly(x,y)
(®) Ly(x,y) <0, < x€Q

x-Ly(x,y)=0, & z=0,j¢N

y-L(xy)=0 < y=0,i¢gM.

Tingimused (8) on rahuldatud x € Q ja 'y > 0 korral parajasti siis, kui

220, z=0j¢N, yi=0,i¢M. (11)

Optimiseerimismeetodid siigis 2020 23



Koonuse kriteerium

Kirjutame vorduse Ly(x,y) = z kujul
—(x) =Y yifl () + Y z(—¢)

ning tingimuste (8) taidetuse korral kujul

_f/ Zylf/ X)+

ieM jeN

.

Teoreem (koonuse kriteerium)

Regulaarse kumerate diferentseeruvate funktsioonidega iilesande (2)
lubatav lahend x on optimaalne parajasti siis, kui mingite A > 0, u >0

korral
—F(x) =Y N+ (=€)

ieM JEN
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Koonuse kriteerium

Vektorruumis E nimetatakse koonuseks hulka C C E, mille puhul iga
x1,x2 € C jaiga A1, A2 > 0 korral A1x1 + Aoxo € C.

%

\//

%z

~N

OW/

Hulka

C(x1y.-yXm) = {Z,uixi

i=1

p;ZO,izl,...,m}

nimetatakse vektorite xi, ..., xn € E poolt moodustatud
(poliieedriliseks) koonuseks.

Naiteks R7 = C(el, ..., e").
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Koonuse kriteerium

KuiM=0jaN=0 stfi(x)<0,i=1,....,mjaxi>0j=1,...,n,
siis x on Q sisepunkt (piisab eeldada f; pidevust, mis jareldub )
diferentseeruvusest v3i ka kumerusest). Kui x € Q°, siis M = () (Ul 41) ja

N =0.

Kui kumeras iilesandes (2) x* € Q korral fi(x*) <0, i=1,...,m, ja
x*>0,j=1,...,n, siis x* on optimaalne lahend parajasti siis, kui

f'(x) =0.
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Koonuse kriteeriumi kasutamine

Kus asuvad tingimust f(x) < 0 rahuldavad punktid?

R SURE N

o

AEZ)
& /\x+@—/\)%

Siin
FOX + (1= N)y) < M(x) + (1= Nf(y) = f(2).

Tuletis f'(z) naitab funktsiooni kiireima kasvu suunda.
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Koonuse kriteeriumi kasutamine

'XZ/\ X«LCX)—O y(@ - %Q"£>
\ X
/: 2(1@ )
fi@y=o _: -% /Qa)
: )

Punktis x* M = {2,3}, N =0, —f'(x*) = Xafy(x*) + A\3f5(x*), x* opt.
Punktis x M = {3}, N = {2}, —f'(x) & C(f{(x), —€?), X ei ole opt.
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