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Mitme muutuja funktsioonide diferentseeruvus
Olgu Q C R” lahtine hulk (erijuhul Q =R"), f: Q — R.

Definitsioon

Oeldakse, et f on diferentseeruv punktis x € Q, kui eksisteerib vektor

f'(x) € R" (iildisemalt lineaarne operaator f'(x) € L(R",R)) nii, et
F(x + h) = f(x) = (F(x), h) + a(x; h),

kus % — 0 ehk a(x; h) = o(||h||) protsessis || h|| — 0. Seejuures
h € R"\ {0} on selline, et x + h € Q.

Kui f on diferentseeruv punktis x, siis

of of
(y) —
f'(x) = (axl (x)y .-y aXn(x)) .
Kasutatakse tahistust f'(x) = grad f(x) = Vf(x).
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Mitme muutuja funktsioonide diferentseeruvus
Naide 1

Uurime funktsiooni f : R? — R,

e = { o 0200

diferentseeruvust punktis (0, 0).
Funktsioon on pidev punktis (0,0), sest

(x,y;iin(o,o) f(x,y)= rlm) 2 = 0 (x=rcosy, y=rsing).

Funktsioonil leiduvad I8plikud osatuletised punktis (0,0)

of F(0+h,0)— £(0,0) . 0-0
a 7 (0:0) = Jim h =m0
0,0+ h) —F(0,0) . h—0

(0 0) = /|1—>o h _/llno h =L
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Mitme muutuja funktsioonide diferentseeruvus
Niide 1 (jatkub)

Selleks, et f oleks diferentseeruv punktis 0, peab leiduma vektor (M, N)
nii, et

f(0+ h) — f(0) = Mhy + Nhy + a(x; h),

—_————

3

kus a(x; h) = o(||h||), kui ||h|| — O.
Olgu hy =0, hy > 0, hp — 0, siis a(x; h) = hy — Nhy = o(||h||) = N = 1.
Olgu hp =0, hy >0, hy — 0, siis a(x; h) = —Mhy = o(||h]|) = M = 0.
(Kui funktsioon on diferentseeruv, siis on tuletisvektori komponentideks
osatuletised.)
Olgu hy = hy, siis a(x; h) = 2hy — (M + N)ho = o(||h||) parajasti siis, kui
M+ N = % mis on vastuoulus eelnevaga. Funktsioon f ei ole
diferentseeruv punktis (0,0). (Pidevus ja I6plike osatuletiste olemasolu on
kiill tarvilik diferentseeruvuseks, kuid ei ole piisav.)
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Mitme muutuja funktsioonide diferentseeruvus

N&ide 1 (jatkub)
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Mitme muutuja funktsioonide diferentseeruvus

Kui f : Q — R on diferentseeruv igas punktis x € €, siis voib vaadelda
funktsiooni f': Q — R", kus elemendile x € Q seatakse vastavusse

f'(x) € R". Funktsioon f’ on diferentseeruv punktis x € Q, kui eksisteerib
maatriks f”(x) (lildisemalt lineaarne operaator f”’(x) € L(R",R")) nii, et

f'(x + h) — f'(x) = f"(x)h + B(x; h),

B(x:h)

kus =7 — 0 protsessis ||h|| — 0.

Naide 2
Vaatleme funktsiooni f : R?2 — R,
F(x,y) = 2x* = 3x%y + y? = (y — x*)(y — 2¢2).

Funktsioon f on kéikjal diferentseeruv, sest tal leiduvad pidevad
osatuletised f,(x,y) = 8x3 — 6xy ja f,(x,y) = —3x> + 2y. (Pidevate
osatuletiste olemasolu on piisav diferentseeruvuseks.)
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Mitme muutuja funktsioonide diferentseeruvus

Naide 2 (jatkub)

Funktsiooni f' : R? — R2, f'(x,y) = (8x3 — 6xy; —3x2 + 2y)
diferentseeruvuse naitamiseks kasutame definitsiooni. Leidub lineaarne
operaator f"'(x,y) € L(R?,R?) nii, et

f/(X + hlvy + h2) - f/(X,y) - f//(Xay)h + B((va); h)7
kus B((x,y); h) = o(]|h||). Operaatori f"(x,y) rolli sobib Hesse maatriks

o°f 0°f

dx2  Oxdy 24x%2 — 6y —6bx
f//(X?y) = 82f 82f‘ = ( _6X 2 ’
Jydx  0y?

sest siis
fl(x+ h1,y + h) —f'(x,y) — ' (x,y)h=...
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Mitme muutuja funktsioonide diferentseeruvus
Niide 2 (jatkub)

Fl(x+h,y + h2) — f'(x,y) — f"(x,y)h =

= (8(x + m)*> = 6(x + h)(y + h2); =3(x + h)* +2(y + h))
— (8x3 — 6xy; —3x2 +2y)
— (24x2h1 — 6yhy — 6xhy; —6xhy + 2h)

— (24xh? + 8h3 — 6hyhy; —3h3) =: B((x,y); h).

Saab ndidata, et 6(()‘?’? ") _, 0 protsessis || h|| — O (niteks minnes iile
polaarkoordinaatidele).

Diferentseeruvust oleks saanud naidata ka osatuletiste pidevuse abil: f' on
diferentseruv, sest tema komponendid on diferentseeruvad (viimane
Jjareldub sellest, et neil leiduvad pidevad osatuletised).
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Kitsendusteta ulesanded

Naide 3
Vaatleme funktsiooni f : R2 — R

fx,y) = 2x* = 3x%y +y? = (y — x*)(y — 2x?).

ning lilesannet
min _f(x,y).
(x,y)eR? (o)
Lahenedes punktile (0,0) mééda sirget x =0 véi y = 0 on tegemist
miinimumpunktiga, sest £(0,0) = 0, kuid f(0,y) =y?> > 0igay #0
korral ning f(x,0) = 2x* > 0 iga x # 0 korral.

Lahenedes punktile (0,0) modda sirget y = kx, k € R\ {0}, ndeme, et
F(x, kx) = x2(k —x)(k —2x) > 0, kui 0 < |x| < 5l st x on kiillalt I5hedal
nullile.

Kas (0,0) vGiks olla funktsiooni f lokaalne miinimumpunkt?
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Kitsendusteta ulesanded

Niide 3 (jatkub)

Vastus on ei, sest punkti (0,0) igas e-iimbruses leidub punkte, kus
f(x,y) <O.

. . . 2 4
Olgu 0 < e < 1, valime x < § ning y = 3x?, siis x* + y*> < & + £

4.2%
st \/x2+ y? < e ning

< g2

32\ _ (32 2\(32 .2\ 14
f(x,2x>—<2x X><2X 2x° | = 4x <0, x#0.
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Kitsendusteta ulesanded

Lause
Kui funktsioonil f on punktis x € Q lokaalne miinimum véi lokaalne

maksimum ja f on punktis x diferentseeruv, siis f'(x) =0 (ehk

F(x)=0,i=1,...,n)

Lause

Kui f on diferentseeruv punkti x € Q limbruses, f' on diferentseeruv
punktis x, f'(x) = 0 ja (f"(x)h, h) > 0 iga h € R"\ {0} korral, siis
funktsioonil f on punktis x lokaalne miinimum. Kui lisaks
diferentseeruvuse eeldustele f'(x) = 0 ja (f"(x)h,h) < 0 iga h € R"\ {0}
korral, siis funktsioonil f on punktis x lokaalne maksimum.

v

Naite 3 korral /(0) = 0, kuid f”(0) = <8 g) ning (f"(x)h, h) = 2h3 > 0
iga h € R"\ {0} korral.

Optimiseerimismeetodid siigis 2020 12



Kitsendusteta ulesanded
Naide 4

Antudon x' € R", i=1,...,m. Leida x € R" nii, et >, ||x — x|

oleks minimaalne. Siin ||x|| = ||x|l2 = \/>_7_1 x¢ = V/(x, ).

Vt funktsiooni o
Fx) = lx—x|*xeR".
i=1

Leiame f(x + h) — f(x).
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Kitsendusteta ulesanded

Nide 4 (jatkub)

f(x+h)—f(x)=

Ms

m
b+ b =X = = X2
i=1

i=1

|
.MS

1

(Ilx = xI? +2(x = x', h) + || 4l|?)

I
.MS

1

Il
RS

25 (x — x), h) + ml|h||.
i=1

m
(x—xi—l—h,x—xi—i—h)—Z]]x—x

iH2

Z [Ix =

iHZ
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Kitsendusteta ulesanded

Naide 4 (jatkub)

Vérdusest f(x + h) — f(x) = <2 S (x — x), h) + m||h||? saame, et
i=1

fl(x) =2 (x—x),x €R",
i=1

a(x; h) = m||h||* = o(||Al]).
Ekstreemumi olemasoluks on tarvilik, et

m

m m
. . 1 .
f’(x):0<:)§ (x—x’)zO@mx—E x’:O(:)x:—g x =1 x0,
m
i—1 i=1 i=1
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Kitsendusteta ulesanded

Nide 4 (jatkub)

Leiame ka teise tuletise. Et

Pl B) = F(x) =23 (x4 h—x) = 23 (x 1) = 2mh
i=1 i=1

siis f"(x) = 2ml ja B(x; h) = 0. Seega (f"(x)h, h) = 2ml|h|?> > 0 iga
h € R™\ {0} korral. Seega x° on lokaalne miinimumpunkt.

Tegelikult on x° globaalne miinimumpunkt. Taylori arendise abil (f"
1
F(x + h) = F(x°) + (F(x°), h) + E(f"(xo)h, h)

)+ 20O B) > 10) vhe R (o).

=0)

Optimiseerimismeetodid siigis 2020

16




Lagrange'i kordajate meetod

Olgu f: R"” — R. Vaatleme lilesannet

o " ‘
min (x) voi max (x),

kus

Q={xeR"|gi(x)=0,j=1,....m}, g:R"=R, j=1....m

Moodustame funktsiooni
L(x,A) = Aof( +ZAJgJ

kus A = (Mo, A1, ..., Am). Funktsiooni £: R"™+1 5 R nimetatakse
Lagrange’i funktsiooniks. Vektori A komponente nimetatakse
Lagrange’i kordajateks () on Lagrange'i kordajate vektor).
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Lagrange'i kordajate meetod

Teoreem 1
Olgu x* € R" iilesande (1) lahend, f,gj, j =1,..., m, pidevalt
diferentseeruvad x* (imbruses. Siis leidub \* # 0 nii, et

%(X*, A')=0, i=1,....n (lihidalt L.(x*,A")=0). (2)

v

Lahendi (x*, A*) otsimiseks (kokku n+ m + 1 komponenti) on meil n+ m
vorrandit

E(x,\)=0, i=1,...,n, -
1 ) 3
gi(x)=0 (@g—i(x,)\):O), j=1....m.
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Lagrange'i kordajate meetod

Kui (x*, A*) on siisteemi (3) lahend, kusjuures \* # 0, siis on sobivaks
lahendiks ka (x*, cA*), ¢ # 0. Lahendi vdimaliku paljususe vahendamiseks

lisatakse tavaliselt veel mingi normeerimistingimus, naiteks ||A|| =1
m

(levinuim 2-normis, s.t. > A? = 1). Kui on teada, et lahendi korral
j=0

Ay 7# 0, siis on liks loomulik lisatingimus A\j = 1.

Stisteemi (3) lahendamise tulemusena saab leida punktid x, mille hulgas
on teoreemi 1 pdhjal iilesande (1) kdik lahendid.
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Lagrange'i kordajate meetod

Teoreem 2

Eeldame, et
@ f jagj, j=1,...,m, on kaks korda diferentseeruvad punktis x*;
@ (x*,\*) rahuldab siisteemi (3), kusjuures \§ > 0;

@ kehtib (L (x*,X\*)h, h) > 0 iga h € R"\ {0} korral, mis rahuldab
tingimusi

(f'(x*),h) <0, (g(x*),h) =0, j=1,...,m. (4)

Siis x* on miinimumiilesande (1) lokaalne lahend ja ta on lokaalselt iihene
miinimupunkt.

n

on summeetriline n X n maatriks.

Slln Exx(xv A) = <8(?<,2(§Xj (X7 )\)>

ij=1
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Lagrange'i kordajate meetod
Naide 5
Antud on punktid x' € R", i =1,...,m. Leida

x €Q={x€eR": x| =1} nii, et >, ||x — x'||> oleks minimaalne
(kasutame 2-normi).

g
N
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Lagrange'i kordajate meetod

Naide 5
Minimiseerime funktsiooni f(x) = S_ ||x — x'||? tingimusel
gi1(x) = (x,x) —1 = 0. Moodustame Lagrange'i funktsiooni

L(X7>‘) :Aof(X)—{—)\l((X,X)—l), XER”,)\o,)\l eR.

Nzite 4 pohjal f'(x) =23, (x — x') ning g{(x) = 2x. Siisteem (3) on
kujul

{ﬁx(x, A) =227 (x = x') +2Mx =0,

(x,x)—1=0. (©)

Kasutades tahistust x° := L S°  x/ saame (6) esitada kujul

dom(x —x%) +Mx =0, |x||=1.
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Lagrange'i kordajate meetod
Naide 5 (jatkub)

Siisteemi
dom(x —x%) + X x =0, |x||=1,

korral, kui A\g = 0, siis ka A\1 = 0, st stisteemil ei oleks lahendit (x, \), kus
A #£ 0. Seeté6ttu votame \g = 1 ning saame siisteemi kujul

(m+X)x = mxY, x| = 1. (8)

Lisaks Ao = 1 téttu Lyx = 2ml + 2X\11 =2(m+ A\1)l. Tingimustest (8)
esimene (itleb, et x ja x° on lineaarselt sg"ltuvad. Kui x° 7é 0, siis on
lIx|| = 1 téttu kaks véimalust: a) x = ”’;—0” véi b) x = ||X°|| Juhul a)

m+ A1 = m||x°|| ning L = 2m]||x°

maatriks, seega x = ﬁ on (lokaalne) miinimumpunkt. Juhul b)
m+ A1 = —m||x°|| ning L.c = —2m)||x°

. 0 .
maatriks, seega x = —Hi—OH on (lokaalne) maksimumpunkt.
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Lagrange'i kordajate meetod

Nide 5 (jatkub)

ol ©

B
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Lagrange'i kordajate meetod

Nzide 5 (jatkub)

Kui x° = 0, siis (8) phjal \1 = —m ja x v3ib olla suvaline R" element,
mille korral || x|| =1, sest

)= lIx=x12 =3 (x = x',x = x)
i=1 i=1

(Ixl? = 20¢,x7) + 1x]%)

|
.ME

i=1
m . m .
=m- 2(X,Zx’> + Z |x||? = const.
i=1 i=1
=0
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