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Gradientmeetodid

Olgu Q C R” lahtine hulk, f : Q — R diferentseeruv. Valime h € R",
h # 0, ja moodustame funktsiooni

o(t) = f(x+th), te(=4,0).

Hulga Q lahtisuse tttu leidub selline § > 0, et ¢ on maaratud. Kehtib
©(0) = f(x). Leiame

#(0) = fim ©(0+t) — p(0) f(x+ th) — f(x)

= lim

t—0 t t—0 t
t#0 t#0
f! h ;th s th
— i (PO ) T 0 h) vy py ) i 205 E)
t—0 t t—0 t”h”
t#0 t#0
=0

Seega (f'(x), h) naitab funktsiooni f kasvamise kiirust, kui liikuda punktist
x suunas h. (Erinevate suundade vdrdlemisel tuleb valida ||h||2 = const.)
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Gradientmeetodid

Vaatame kdikvdimalikke suundasid h € R"”, mille korral ||h||2 = const.

Cauchy-Bunjakowski-Schwarzi vGrratuse p&hjal
=" CllllAllz < (F(x), h) < [[F'(x) 2l All2

ning vahemalt liks vdrdus realiseerub vaid juhul kui f'(x) ja h on
lineaarselt séltuvad (naiteks f'(x) = Ah, A € R).

Kui A > 0 (st f/(x) ja h on samasuunalised), siis realiseerub parempoolne
vordus: (f’(x), h) on maksimaalne kui liikuda gradiendi suunas. Kui A <0
(st f'(x) ja h on vastassuunalised), siis realiseerub vasakpoolne vardus:
funktsiooni f kasvamise kiirus on minimaalne (kahanemise kiirus on
maksimaalne) kui lilkuda gradiendi vastassuunas ehk suunas —f’(x).
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Gradientmeetodid
Olgu f : R” — R diferentseeruv. Vaatleme iilesannet

in f(x).
i 0

Definitsioon
Iteratsioonimeetodeid

/
Xk+1 = Xk — akf (Xk), Qe > 0,

miinimumiilesande lahendamisel nimetatakse gradientmeetoditeks.

Kui gradientmeetodis oy > 0 maaratakse tingimusest
f(xk — axf' (xk)) = min f(xx — af’(x4))
a>0
(suunas —f’(xk) liigutakse seni, kuni jdutakse funktsiooni f vdhima

vaartuseni sellel suunal), siis raagitakse kiireima languse meetodist.

Optimiseerimismeetodid siigis 2020



Kiireima languse meetod

Vaatleme kiireima languse meetodit
Xpa1 = xk — axf'(xx), ax >0,
kus oy > 0 maaratakse tingimusest
f(xx — arf' (xk)) = min f(xx — af’(xx)).

a>0

o Kaks jarjestikust liikumissuunda on ortogonaalsed, st
(Xk+1 — Xy Xk+2 — Xk+1) =0 (Ul 10).
o Kui f/(Xk) # 0, siis f(XkJrl) < f(Xk) (U| 11)
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Kiireima languse meetod

Naide 1

Vaatleme ruutfunktsionaali
() = 5(Axx) — (b,x),
kus A on siimmeetriline positiivselt maaratud ruutmaatriks,
minimiseerimist juhul x € R?, A = <§ 100>, b= <100>, st
f(x) = x¢ +5x3 — 10xs.
Kiireima languse meetodi arvutuseeskiri on (vt Ul 12)

xkHL = xk lCols f'(x¥), kusjuures f'(x*) = AxK — b.
(Af!(x¥), f'(x¥)) ’
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Kiireima languse meetod
Niide 1 (jatkub)

Valime alglihendi x° = (g) siis f'(x°) = Ax® — b = (ﬁ)) ning

= ey oy = (2) ~ o3 () = (039)

analoogiliselt x> = x! %P(Xl) ~ (0'55> jne.

1.28

x9
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Kiireima languse meetod
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Kiireima languse meetod

Mirkus. Ulesandes 12 on eeldus, et ruutfunktsionaalis

f(x) = %(Ax,x) — (b, x)

peab maatriks A olema simmeetriline. Mittesimmeetrilise A korral

(Ax,x) = <;(A + A)X,X) = %(Axp() + %(X,ATX) = %((A + A7) x, x),

kus B on siimmeetriline, st alati saab viia kujule, kus A on simmeetriline.
Seega siimmeetrilisus ei ole kitsendav tingimus, kill aga on oluline, et A
oleks positiivselt maaratud.

Optimiseerimismeetodid siigis 2020 10



Ligikaudne kiireima languse meetod

Kiireima languse meetodis esineval lilesandel
min f(xx — af’(xk))
a>0

ei tarvitse lahendit olla vGi on seda tapselt raske leida, siis leitakse ay > 0
nii, et

f(xk — akf'(xk)) < inf f(xk — af'(xk)) + 6k, Ik >0, lim &, = 0.
a>0 k—o0

Nimetame seda ligikaudseks kiireima languse meetodiks. Kui
inf0 f(xx — af’(xk)) > —oo, siis on selline valik teostatav.
a>

Kiireima languse meetod on erijuht ligikaudsest kiireima languse meetodist
(6k =0).
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Gradientmeetodite koonduvus

Lemma (jaakliikme hinnang)
Olgu f : R" — R selline, et mingi L korral

IF70) = )l < Lix = yll2 Vx,y € R”
(tuletis rahuldab Lipschitzi tingimust). Siis Taylori arendises
f(x + h) = f(x) + (F'(x), h) + a(x; h)

on jaakliige hinnatav |a(x; h)| < %||h||%

Teoreem 1

Kui f on alt tékestatud, f' rahuldab Lipschitzi tingimust ja ligikaudses
kiireima languse meetodis 72 ; 0k < 00, siis klim f'(xx) = 0.
—00
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Gradientmeetodite koonduvus

Funktsiooni f : R” — R nimetatakse kumeraks, kui iga x,y € R”, x # y,
jaiga A € (0,1) korral

f(Ax+ (1=Ny < M (x)+ (1= Nf(y).

Funktsiooni f : R” — R nimetatakse rangelt kumeraks, kui iga
x,y €ER", x#y, jaiga A € (0,1) korral

FOX A+ (1= Ny < AMf(x) + (1 = N (y).

Funktsiooni f : R" — R nimetatakse tugevalt kumeraks, kui eksisteerib
v > 0 nii, et

FOX (L= Ay < AF(x) + (1= Nf(y) = AL = Alx =yl
igax,y € R", x#y, jaiga A € (0,1) korral.
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Gradientmeetodite koonduvus

Teoreem 2

Kui f on tugevalt kumer ja f' rahuldab Lipschitzi tingimust, siis iilesandel

m]ilg f(x) on olemas iihene lahend x* ja kiireima languse meetodi korral
xER"?

kehtivad vérratused
fxi) — F(x*) < (F(x0) — F(x))d",
2 < =(f(x0) — F(x*))d",

[ = X7

2=

kusg=1-— 2% (v ja L on arvud vastavalt f tugeva kumeruse vérratusest
Ja f' Lipschitzi tingimusest).
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Gradientmeetodite koonduvus

Mirkus 1. Ulesande m%R? f(x) tihese lahendi olemasolu tagab f tugev
x€ERNM

kumerus, diferentseeruvust ja Lipschitzi tingimuse rahuldatust tuletise
poolt selleks ei vajata.

Markus 2. Nii f(xx) — f(x*) kui ||xx — x*|| kahanevad geomeetrilise
progressiooni kiirusega teguriga vastavalt g ja ¢*/2 > g, st ||xx — x*||
kahanemine on aeglasem.

Markus 3. Teoreemis ei saa tugeva kumeruse eeldust asendada range
kumerusega. Nt

er, x<1
f(x)= ; -7
) {614/2(3x+1), x> 1,

[
on rangelt kumer ja f’ rahuldab Lipschitzi tingimust, aga miinimumpunkti

ei ole.

Optimiseerimismeetodid siigis 2020 15



Gradientmeetodite koonduvus

Mirkus 4. Ulesande miRp f(x) lahendamisel on kasutatav Newtoni meetod
xeR"

X1 = X — (F7 () 7 (),

mis tegelikult lahendab v&rrandisiisteemi f/(x) = 0. See meetod on erijuht
gradientmeetodi uldistusest

Xk+1 = Xk — Akf/(Xk), Ak € [’(anRn)’

kusjuures gradientmeetodis Ay = a,/. Newtoni meetod on
ruutkoonduvusega, kui (')’ rahuldab Lipschitzi tingimust, samas on
probleemiks alglahendi valik.
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Gradientmeetodite koonduvus

Markus 5. Maatriks ”(x) on siimmeetriline, seega on tema omavaartused
reaalsed, f”(x*) omavaartused on mittenegatiivsed, kuid valistatud ei ole
omavaartus A = 0 (siis f”(x*) ei ole pddratav). Kui f”(xx) ei ole pddratav
(esineb omavaartus Ay < 0), aga xx on x* ldhedal, siis |A\x| on vaike ning
saab kasutada meetodit

X1 = X — (F7(xic) + gl ) HF (i),

kus px > 0 on viike, aga selline, et ux + Ax > 0 maatriksi f”(xx) iga
omavaartuse A\ korral. Siis f”/(xx) + k! on pdoratav.
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