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© Kaasgradientide meetod
@ Ruutfunktsionaali minimiseerimine kaasgradientide meetodiga

o Uldisema funktsiooni minimiseerimine kaasgradientide meetodiga
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Ruutfunktsionaali minimiseerimine

Olgu antud ruutfunktsionaal
1
f(x) = §(AX’X) —(b,x), xeR",
kus A on simmeetriline positiivselt maaratud n x n maatriks ja b € R".

Kui A ei ole simmeetriline, voib ta asendada maatriksiga %(A + AT), mis
on siimmeetriline (ruutfunktsionaal sellest ei muutu).
A on positiivselt maaratud < (Ax,x) > 0Vx € R"\ {0}
&3y >0: (Ax,x) > 7|x||?Vx € R
= JA (sest Ax = 0= x = 0)
Seega 3! x* € R" : Ax* = b (st x* = A~1b) ning iga x # x* korral
flx)=...= %(A(x —x"),x — x*) 4+ f(x*) > f(x¥)

Ruutfunktsionaal saavutab miinimumi parajasti iihes punktis x* = A~!b.
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Ruutfunktsionaali minimiseerimine

Ruutfunktsionaali f tuletis avaldub kujul f'(x) = Ax — b, sest

Flx+ h) — F(x) = %(A(x + ), x4+ h) — (b,x + h) — %(Ax,x) +(bx) =

1
= (Ax — b, h) + 5 (Ah, h)

ja a(x; h) = 5(Ah, h) < 3||All[IA]I> = o([lAll) (siin (Ah, h) ja a(x; h) on
mittenegatiivsed).

Margime veel, et (Ax,y), x,y € R", on skalaarkorrutis ruumis R”, selle
tagab A siimmeetrilisus ja positiivne maaratus. Kasutatakse tahistust
(x,y)a = (Ax,y) ja raagitakse A-skalaarkorrutisest.

o (x,x)a>0; (x,x)a=0<x=0;

o (x,¥)a=(y,x)ai

o (x+2z,y)a=(x,y)a+(z.¥)a (ax,y)a = a(x, y)a.
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Kaasgradientide meetod ruutfunktsionaali korral

Olgu xp € R", go = Axo — b (tuletis, gradient punktis xp), zo0 = —go
(gradiendi vastassuund). Kui go = 0, siis xp = x* ja miinimumiilesanne on
lahendatud.

Olgu xx, gk, zx leitud, x, on punkt, kus asutakse, gx = Ax, — b on
gradient, samuti jaakliige vorrandi Ax = b lahendamisel, z; on
liilkumissuund punktist x, valjumisel. Eeldame, et zx # 0. Leiame
funktsiooni ¢(a) = f(xk + azx) miinimumkoha. Arvutame

1
ola) = F(xx + azk) = E(A(Xk + azg), xx + azg) — (b, xx + azg) =

1 1
= 5(Axk,xk) + a(Axy, zx) + Eaz(Azk,zk) — (b, xk) — (b, zx),
() = (Axk — b, zx) + a(Azk, zk) = (g, zx) + (Azk,zx) =0 &

_ —(&K, )

& o=
(Azk,zk)

(,0”(0&) = (Azk, Zk) >0
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Kaasgradientide meetod ruutfunktsionaali korral

Seega ay = % on miinimumkoht. Maarame

_ _ (g/ﬁ Zk)
Xk+1 = Xk + QkZk = Xk — 70—~ 2k
(Azy, zk)
gki1 = '(xks1) = Axxyr1 — b (gradient, jaakliige),
Zk+1 = —8k+1 T VkZk;
kus v, = (g!/(4-;1;<7zk§) siin zx+1 on punktist xx41 valjumisel liikkumissuund,

mis on gradiendi vastassuuna —gy41 korrigeeritud suund.

Optimiseerimismeetodid stigis 2020 6



Kaasgradientide meetod ruutfunktsionaali korral

Vaatleme ruutfunktsionaali

f(x) = %(Ax,x) — (b, x),

o . . u u 5 2 O 0
2 _ —
minimiseerimist juhul x € R, A= <0 10>r b= <10>' =

f(x) = x¢ +5x3 — 10xs.

Valime alglihendi x° =

—4
20 = —80 = (—10)'

2 . .0 (4 .
<2), siis gop = Ax” — b= (10) ning
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Kaasgradientide meetod ruutfunktsionaali korral

Nide 1 (jatkub)

2
Kiireima languse meetodis xx+1 = Xk — ( Jg: ”gk)gk kaasgradientide
meetodis xx41 = Xk — %zk. Kuna zy = —go, siis esimene samm on

mélemas meetodis sama

200
o=y el (2} 116 (4 (12
(Ago, &) 2) 1032 \10 s |

Kaasgradientide meetodis tuleb suunda —gy korrigeerida valides

400 58000
7= gy o BLAD) T ) 12800/129 (-4  (~ie6e1
' & (Azo, 20) 0 =160 1032 —10 4640

129 16641
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Kaasgradientide meetod ruutfunktsionaali korral

Nide 1 (jatkub)

Kiireima languse meetodis x; = x1 — %gl ~ (ggg) kaasgradientide
e — _ (glazl) — 0
meetodis xo = x1 )4 = (1)

X0

« (0O
X0 Xk — X = 1

X Xo = x*
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Kaasgradientide meetod ruutfunktsionaali korral

Teoreem 1

Kui ruutfunktsionaali korral lahendid xy on leitud kaasgradientide
meetodil, siis leidub k < n nii, et x, = x*.

Toestus.

(Azis1, z) = (2Zk41, Azk) =
= (—8k+1, Azk) + Yk(2k, Azi) =
(gk+17 AZk)

Az) = 0;
(Azy, z) (2 Azi) = 0

—(8k+1,Azk) +
(gk+1,2k) = (Axks1 — b, zx) =
= (A(xk + akzk) — b, z4) =
= (Axk — b, z) + ay(Azk, zx) =
= (

—(8«> zk)

82 (pz z) =0,
(Azk,zk)( zk,2k) = 0;

8k, k) +
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Kaasgradientide meetod ruutfunktsionaali korral

(&K, zk)  —(gk, —8k + Vk—1Zk-1) _
o = -

(Az,zi) (Azy, zy)
_ lel® = vw-1(gro ze-1) el
(Azy, zx) (Azy, zx)'
(8k+1,8k) = (Axk+1 — b, gk) =
= (A(xk + axzk) — b, gk) =
= (Axx — b+ ayAzk, gx) =
= (gk + akAzk, 8k) =

= |lgkll® + ak(Azx, gx) =
= ||ng2 + ok (Azie, —zk + Yk—12k—1) =
= llgll”> — an(Azk, zk) + axvk—1(Azk, zk—1) = 0;
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Kaasgradientide meetod ruutfunktsionaali korral

Naitame, et (g, ) =0, k # i, ja (Az,z)) =0, k # i. Vdime eeldada, et
i < k. Kasutame matemaatilist induktsiooni.
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Kaasgradientide meetod ruutfunktsionaali korral

(8k+1,81) = (Axks1 — b, gi) = (A(xk + axzk) — b, gi) =
= (Axk — b+ Az, gi) = (gk + Az, gi) =
= (gk, &i) +on(Azk, gi) = ax(Azx, —zi + vi—1zi—1) =
——— ——

=0 i=0 korral 0
= —ay (Azk, Zi) FokYi-1 (Azk; Zi—l) =0
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Kaasgradientide meetod ruutfunktsionaali korral
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Kaasgradientide meetod ruutfunktsionaali korral

(Aziy1,zi) = (2k+1, Azi) = (—8kt+1 + k2K, Azj) =

—~

*

= (—8k+1,AZi) + 7k (2x, Azi) = —(8k11,Azi) =
=0

~

1
(gk+1, (g,+1 g)) =

1 1
= —— (8k+1,8i+1) T— (8k+1,8) =0
Of e e V] e —r

(*) gi+1 = Axit1 — b= A(X; + aiz}) — b= Ax; — b+ ajAz; = g + ajAz;,
Azj = =(git1— &)

Kui aga a; = 0, siis a; = (ﬂ\i’”z) ja zi # 0 alusel g; =0, st x; = x*. Kui
z; = 0, siis muidugi (Azky1,2;) = 0.
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Kaasgradientide meetod ruutfunktsionaali korral




Kaasgradientide meetod ruutfunktsionaali korral

Vektorid g, moodustavad paarikaupa ortogonaalse siisteemi. Nullist
erinevad paarikaupa ortogonaalsed vektorid on lineaarselt soltumatud

(UI 15). Samas ei ole vdimalik, et gk # 0, k = 0,..., n, sest siis oleks
ruumis R” n+ 1 lineaarselt sGltumatut elementi. Seega on olemas gx = 0,
k < n, mis tahendab, et Ax, — b = 0 ehk x, = x*. ]
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Kaasgradientide meetod

Vaatleme ulesannet

in f
mip, F):

kus f : R” — R on diferentseeruv.
Valime xg € R", leiame go = f'(x0), zo = —go. Olgu leitud x,

gk = f'(xk) # 0 ja zx # 0. Madrame «y > 0 nii, et
f(xk + axzi) = mig f(xk + azk). Seejarel leiame xyy1 = Xk + vk zk,
a>

8k+1 = '(Xk+1) Ja Zk41 = —8k+1 + Vk2zk, kus

_ (841, 841 — 8K)
g ||?
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Kaasgradientide meetod

Veendume, et ruutfunktsionaalide korral kirjeldatud meetodid iihtivad.

i = (8k+1,8k+1 — 8k) _ (841, Axks1 —b— (Axk — b) _

| g«ll2 | g«ll2
(81, Al + auezic — xk)) _ ok(8kr1: Azi)
g«]l2 | g«ll?
~ (gKkr1,AZ)
o (AZk, Zk) ’
sest o = 7(/15:"2).
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Kaasgradientide meetod

Uldisema funktsiooni korral kasutatakse veel ka meetodit, kus

_ gkl
[EAl

Ka see iihtib ruutfunktsionaali korral algse meetodiga, sest (gk+1,8x) = 0.
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Naide

Funktsiooni f(x1,x) =1 — e~ (10§ +x3) globaalne miinimum on punktis
(0,0). Valime algldhendiks xp = (—0.3,0.8) ning leiame xi, ..., X5
kasutades kiireima languse meetodit (74 = 0) ning kaasgradientide

(Ek+1,8k11—8K) - _ llergall®

meetodit juhul v, = T2l 137k = g
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