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Eessona

Kaéesolev oppevahend on moeldud eelkoige iliopilastele, kes omandavad mate-
maatilist haridust. Siin ei ole seatud eesmaérgiks esitada materjali kokkusurutuna,
et teksti lithendada. Vastupidi, kohati esineb selgitusi, mis voib-olla kogenud luge-
jale ei ole vajalikud, aga matemaatikuna vihem té6tanud isikul aitavad paremini
detailidest aru saada.

Materjali esitus voib néida liiga teoreetiline, mitte sisaldades praktilisi iiles-
andeid viga mitmesugustest valdkondadest, mida optimiseerimine pakub. See on
taotluslik, sest praktiliste probleemidega tegelemisele peaks eelnema hea teooria
tundmine. Pealegi nouab praktiliste kiisimuste pohjalikum késitlemine rohkesti
aega, mille olemasolu keskmise mahuga aine oppimisel ei ole loomulik eeldada.
Esitatud materjal on moeldud esmaseks tutvumiseks optimiseerimisega ja see on
ka iiks pohjus, miks ei ole moistlik aine mahtu viga paisutada.

Osa olulisi valdkondi nagu niiteks transpordiiilesanne, randkaupmehe (proo-
vireisija) iilesanne, ruutplaneerimine, tdisarvuline planeerimine, mitme sihifunkt-
siooniga iilesanded, ei ole esindatud. Ei ole {ildistusi lopmatumootmelistesse ruumi-
desse. Samal ajal on eriti pohjalikult esitatud lineaarse planeerimise teooria, samuti
mitmed olulised tulemused kumerast planeerimisest. Loodetavasti aitab esitatud
materjali valdamine neid puuduolevaid teooriaid kergemini oppida, kui selleks te-
kib vajadus, sest just paljud lineaarses ja kumeras planeerimises esinevad ideed
leiavad mujal arendamist.

Osa materjalist (iilesanded, toestused, alapunktid) on varustatud siimboliga *.
Need voib esimesel lugemisel vahele jatta, kuid vastavast valdkonnast tervikliku
pildi saamiseks peaks nendega tutvuma.



Sissejuhatus

Optimiseerimises tegeldakse pohiliselt jargmiste iilesannete lahendamisega.
Antud on hulk X (eeldame, et X # ()) ja funktsioon (funktsionaal) f: X — R.
Leida z, € X nii, et f(z,) = in)f(f(x). Viitame sellele kui iilesandele (1).
xre

Alati eksisteerib in)f(f(x), mida voib kirjutada ka inf f(X), sest f(X) C R ja
TE

igal reaalarvude hulga R osahulgal on infiimum olemas. Seejuures inf f(X) € R
voi inf f(X) = —oo0.

Ulesanne 1. Pohjendada, miks inf ) = +00 ja sup ) = —oo, kui vaadelda () C R.

Lisame iilesandele [1] vordluseks, et kui A C R ja A # (), siis inf A < sup A.

Voib vaadelda iilesannet, kus on vaja leida z, € X nii, et f(z.) = sup f(x). See
zeX

on taandatav iilesandele (1), sest sup f(x) = — in)f((—f(a:)) ja on tarvilik ja piisav
rzeX ze

leida x, € X nii, et x, korral saavutab funktsioon —f infiimumi.
Monikord vaadeldakse ka iilesannet, kus antud f: X — R korral seatakse ees-
mérgiks leida ainult in}f{ f(z), olgu see iilesanne (2). Muidugi v6ib seada eesmérgiks
HAS

leida z, € X, kus f(z,) = in)f( f(z), kui ka in)f(f(x) ehk lahendada nii iilesanne
TE jas

(1) kui ka iilesanne (2).

Uldises plaanis peaks vastama kiisimusele, kas iilesandel (1) on lahend olemas;
samuti lahendi olemasolu korral, kas lahend on iihene. Optimiseerimismeetodite
peamine probleem on aga iilesande (1) lahendi leidmine.

Kui iilesandel (1) on lahend z, olemas, siis voib kirjutada f(x,) = mi)r(l f(z), sa-

€
muti , kui f(z.) = sup f(x), siis tegelikult f(z,) = max f(z). Seepérast ridgitakse
rzeX ze
vastavalt minimiseerimisest ja maksimiseerimisest.

Ulesanne (1) on liiga iildine, et tema kohta ilma tédiendavaid eeldusi tegemata

midagi sisukat Gelda saaks. Eeldusi tehakse hulga X ja sihifunktsiooni f kohta.

Vastavalt sellele jaotatakse iilesandeid klassidesse.
Uks voimalik jaotus on jargmine:

1) hulk X on vektorruum, praktikas tihti 16plikumootmeline;



6 Sissejuhatus

2) hulk X on osahulk mingis vektorruumis V', seejuures X ise ei ole vektorruum
(ei ole alamruum ruumis V'); hulk X on kirjeldatud mingite lisatingimustega, mida
nimetatakse kitsendusteks. Ulesanne juhul [1)| on siis kitsendusteta iilesanne.

Klassi [2)| puhul nimetatakse hulka X lubatavaks hulgaks. Sel juhul tavaliselt
f:V — R ehk f on médratud terves vektorruumis V.

Teine voimalik jaotus on peajoontes funktsiooni f iseloomu jargi. Oletame, et
f: X = R, X CR" Kui f onlineaarne (siis f: R" — R) ja X on mé&ratud 16pliku
arvu lineaarsete kitsendustega, siis on tegemist lineaarse planeerimise iilesandega.
Vastasel juhul rédsgitakse mittelineaarse planeerimise iilesandest. Tdhtsamad mit-
telineaarse planeerimise valdkonnad on:

1) ruutplaneerimine, kus X on méératud lopliku arvu lineaarsete kitsendustega
(nagu lineaarses planeerimises) ja f on ruutfunktsioon;

2) kumer planeerimine, kus X on kumer hulk ja f on kumer funktsioon.

Kolmas oluline jaotus on selline, kus X C R" ja f on sile (vihemalt diferentsee-
ruv) voi ei ole diferentseeruv.

Selle loengukursuse iiks tdhtsamaid osasid on lineaarne planeerimine, mis on eriti
suure praktilise kasutusega. Lineaarsel planeerimisel on ka alaharusid, kus iilesan-
ded jaotatakse alamklassidesse. Niitena iihest erikujulisest voime tuua transpor-
diiilesande.



§1. Pohimoisteid

Vaatleme siin juhtu, kus f: Q@ — R, Q C R". Margime, et mitmed esitatavad
moisted on vahetult iile kantavad iildisemasse olukorda.

Olgu vaja leida z, € Q nii, et f(x,) = mig f(z) (voi f(z,) = max f(z)). Ules-

Te Tre
ande migll f(x) lahend on selline x, € €, kus f(x) > f(x.) iga z € Q korral.
xe
Analoogiliselt, z, € Q on iilesande max f(z) lahend, kui f(x) < f(z.) iga z € Q
Te

korral. Elementi z, € 2 nimetatakse f: {0 — R lokaalseks miinumumpunktiks, kui
eksisteerib ¢ > 0 nii, et f(z) > f(z.) igaz € QN {x | ||z — .|| < ¢} korral. Siin
voib silmas pidada suvalist normi ruumis R", samuti voib lokaalsuse tingimuses
kirjutada < 4. Analoogiliselt defineeritakse lokaalne maksimumpunkt. Molemaid

nimetatakse lokaalseks ekstreemumpunktiks. Vastandina sellele radgitakse iilesan-
de miél f(z) lahendi puhul globaalsest miinimumist, iilesande max f(z) lahendi
Tre S

puhul globaalsest maksimumist.

Definitsioon. Jada z; € 2 nimetatakse funktsiooni f: {2 — R minimiseerivaks
jadaks, kui f(xy) — ingf(x).
Tre

Miérgime, et ingf2 f(z) eksisteerib alati, infiimumi moiste kohaselt on minimi-
Te

seeriv jada alati olemas (sest oli kokkulepe 2 # ). Analoogiliselt defineeritakse
maksimiseeriv jada.
Funktsioon f on iilalt tokestatud hulgas €2, kui eksisteerib M € R nii, et f(x) <
M iga x € () korral. Analoogiliselt moistetakse funktsiooni alt tokestatust.
Ulesande Iglelgzl f(z) voi max f(z) lahendite hulka tdhistame .. Vo6ib muidugi

olla, et Q, = 0.
Niited. 1. Olgu f: R — R, f(x) = 2* (siin Q = R). Siis f on alt tdkestatud,

ei ole iilalt tokestatud (hulgas R). Minimiseerimisiilesandes 2, = {0}, maksimi-
seerimisiilesandes ), = (.

2. Olgu f: R — R, f(x) = e". Funktsioon f on alt tokestatud, ei ole iilalt
tokestatud. Nii miinimum- kui ka maksimumiilesandes 2, = (.

7



8 §1 Pohimoisteid
3. Vaatleme funktsiooni f: R — R, mis méiiratakse vordusega f(z) = |z|+ |z —
1] — 1. Siis f(z) = =2z, kui 2 < 0; f(z) =0, kui 0 < x < 1; f(x) = 22 — 2, kui

x > 1. Tema graafik on ette kujutatav jargmisel joonisel

A

v

Kui minimiseerimisiilesandes votta Q@ = R, siis Q, = [0,1], kui Q = [1,2], siis
2, = {1}. Maksimiseerimisiilesandes Q = [0, 2] korral Q. = {2}, kui aga Q = [0, 2),
siis 0, = 0.

2

4. Olgu f: R — R médratud vordusega f(x) = Tt
T

2z(1 — 2*)

fay = 221D
(14 24)

funktsiooni graafikust saab ettekujutuse jargmiselt jooniselt

Vahetu arvutus annab

ning f'(x) = 0 parajasti siis, kui z = 0 voi z = +1. Selle

A

] "

Kui siin valida © = R ja vaadelda minimiseerimisiilesannet, siis €, = {0}. Mini-
miseeriv jada on néiteks x; = k, aga see jada ei koondu. Minimiseeriv jada on ka

T = o mis koondub miinimumiilesande lahendiks, sest siin xp — 0.

Paragrahvi lopetuseks toestame iihe laialt kasutatava ja mitmesuguseid iildis-
tusi lubava teoreemi. Selle toestus annab ettekujutuse monedest optimiseerimises
kasutatavatest olulistest ideedest.

Teoreem (Weierstrassi teoreem). Olgu Q kinnine tokestatud hulk ruumis R" ja
f:Q — R pidev. Siis f on alt ja dlalt tokestatud, miinimum- ja maksimumiiles-
andel on olemas lahend (Q. # 0), iga minimiseeriva voi maksimiseeriva jada Ty
korral vastavalt tlesandele p(xy, Q) — 0.



Meenutame, et elemendi kaugus hulgast defineeritakse vordusega p(z,Q) =
inf p(z, y).
yeN

Toestus. Kinnine tokestatud hulk ruumis R" on kompaktne ja toestuse standard-
sus seisnebki kompaktsuse kasutamises.

Oletame vastuviiteliselt, et f ei ole alt tokestatud. Siis leidub jada z; € €,
k € N, nii, et f(xy) — —oo, k € N. Hulga 2 kompaktsust kasutades eraldame
jadast xy, k € N, osajada z;, k € N’ C N, nii, et 2, — 29 € Q, k € N'. Funktsiooni
f pidevuse tottu f(xr) — f(xo) € R, k € N', mis on vastuolus vastuviitega.

Funktsiooni f {ilalt tokestatuse toestus on téiesti sarnane.

Olgu miinimumiilesandes x; € (), £ € N, minimiseeriv jada. Eraldame sellest
osajada zp — x9 € Q, k € N’ C N. Siis f pidevuse tottu f(xy) — f(z0), k € N'.
Samal ajal minimiseeriva jada mdiste kohaselt f(zy) — ;lélgf(ilf), k € N. Seega
f(zo) = éggf(x) ja xg € €, mistottu Q, # 0.

Olgu miinimumiilesandes z;, € ), £ € N, minimiseeriv jada. Me teame juba,
et Q. # 0. Oletame vastuvaiteliselt, et ei kehti p(zy, ) — 0, k € N. Siis leidub
osajada zy, k € N' C N, ja d > 0nii, et p(xy, Q) > 0, k € N'. Eraldame jadast zy,
k € N',osajada zj,, k € N” C N, nii, et 2, — 29 € Q, k € N”. Eelnevas niigime, et
xo € ), (minimiseeriva jada koonduva osajada piirviadrtus oli miinimumiilesande
lahend). Niiiid k& € N” korral

0 <0< play, ) = b play,y) < plag, 20) = 0,
yeildy

mis on vastuolu.
Teoreem on toestatud.

Ulesanne 2. Kas Weierstrassi teoreemi eeldustel minimiseeriv jada koondub mii-
nimumiilesande lahendiks? Pohjendada.

Ulesanne® 1. Millised Weierstrassi teoreemi viiited jisivad kehtima, kui eeldus
funktsiooni f pidevuse kohta asendada f alt poolpidevusega?

Selgituseks lisame, et f: 2 — R, Q C R", nimetatakse alt poolpidevaks, kui

T — o, xp, x € ), korral f(x) < lim f(zy). Seejuures defineeritakse jada ay, korral
k—o0

lim a; = lim inf ax. Muidugi tagab funktsiooni pidevus tema alt poolpidevuse.
oo =00 k>1



§2. Uhe muutuja funktsioonide ekstreemumiilesan-
nete lahendamine

Alustame siin paari iilesandega.

Ulesanne 3. Toestada, et funktsioon f(z) = azx + b, kus a # 0, saavutab miini-
mumi ja maksimumi 16igus [a, 4] ainult siis, kui x = « voi z = f.

Ulesanne 4. Olgu f: R — R defineeritud vordusega f(r) = max ‘tQ — mt}. Leida

0<t<1
tilesande miél f(z) lahend, kui Q2 =R ja Q = [1,00).
BAS

1 Diferentseeruvuse kasutamine

Paneme selles punktis kirja viited, mida tavaliselt esitatakse matemaatilist ana-
liiiisi késitlevates kursustes. Nendest on teada, et kui f: [a,b] — R on pidev ja
f: (a,b) — R on diferentseeruv, siis funktsioonil f: [a,b] — R saab olla lokaalne
ekstreemum punktides z, kus f'(z) = 0, z € (a,b), voi punktides a ja b. Kui
f'(x) = 0iga x € (a,a+9), § > 0, korral, siis punktis a on lokaalne miinimum.
Kui f'(z) < 0iga z € (a,a+ ) korral, siis punktis a on lokaalne maksimum.
Analoogilised kaks véidet kehtivad teises loigu otspunktis b.

Ulesanne 5. Téestada vihemasti iiks viimati esitatud neljast viitest. Soovitus:
kasutada Lagrange’i keskviirtusteoreemi.

Eeldame jirgnevas, et f: (a,b) — R on kiillaldane arv kordi diferentseeruv. Olgu
zo € (a,b) korral f'(zg) = 0, ..., f™ V(xg) = 0, f™(x9) # 0. Siis voib viita
jargmist (niitefunktsioonidena voib silmas pidada f(x) = 2" ja zg = 0, ¢ €

(a,b)):

1) kui n on paaris, siis punktis zo on lokaalne ekstreemum; juhul f™(z) > 0
on tegemist lokaalse miinimumiga, juhul f™ () < 0 lokaalse maksimumiga. Mo-
lemal juhul on lokaalne ekstreemum isoleeritud, mis tdhendab, et punktil x( leidub
iimbrus, kus ei ole teisi ekstreemumpunkte.

2) kui n on paaritu, siis punktis zg ei ole lokaalset ekstreemumit.

10



1. Diferentseeruvuse kasutamine 11

Need viited jarelduvad Taylori valemist

f(n—l) ($0)

(n — 1)' (1‘ - l’o)n_l +

f(x) = f(zo) + f'(wo) (z — o) +... +
£ (2)

_l’_
n!

(& = x0)" + alwo; ) =

() To n
= i) + L1 (o aees ),

a(xo; )

|z — zo|"
siis vaadeldes seejuures x # xy, saame

milles — 0, kui * — zo. Kui |z — 20| < § kiillalt vdikese 6 > 0 korral,

(n) T n (n) X a\To; T n
f—H(w—xU) +a(xo;x):(f ( )+ ( )n)(x—mo)

n! n! (x — x0)

F (o) a(zo; )
+ D
n! (x — x9)
(z —x0)" ja f™(x0) > 0 tagab, et f(z) > f(z0), f™ (o) < 0 annab aga, et
f(z) < f(xo). Paaritu n juhul aga (x — z)" muudab méirki vastavalt sellele, kas
T < xo VOl = > xg.

sailitab maérki. Paarisarvu n korral siilitab marki ka

ning

Ulesanne 6. Olgu f: (a —§,a+6) = R, § > 0, diferentseeruv. Toestada, et kui
zo € [a,b] ja f(zo) = m[iré] f(x), siis f'(z0) (x — x9) = 0 iga x € [a, b] korral. Leida
re|a,

naide, kus tingimustest zo € [a,b] ja f'(xo) (x —zo) > 0 iga x € [a,b] korral ei
jareldu, et f(xo) = min f(x).

z€[a,b]

Nagu eelnevast ndhtus, on 16igu sisepunktis x diferentseeruva funktsiooni f ekst-
reemumi tarvilik tingimus f'(x) = 0. Selle vorrandi (ligikaudseks, aga kuitahes t&p-
seks) lahendamiseks kasutatakse praktikas arvutusmeetoditest tuntud voimalusi,
nagu harilik iteratsioonimeetod, Newtoni meetod, 1oikajate meetod.

Ulesanne* 2. Leida kolmemddtmelise ruumi iihikkeras asuv silinder, mis on mak-
simaalse ruumalaga, esitada terviklik pohjendus. Lahendada sama probleem ruumi
R"™ iihikkeras, kus n > 4 korral selgitada, mida moeldakse silindri ruumala all.

Jargnevas kahes punktis kisitleme kahte meetodit, mis ei kasuta klassikalisi di-
ferentsiaalarvutuse vahendeid ja on seega palju laiemate praktilise kasutuse voi-
malustega.



12 §2. Uhe muutuja funktsioonide ekstreemumiilesannete . . .

2 Loigu poolitamise meetod

Definitsioon. Funktsiooni f: [a,b] — R nimetatakse unimodaalseks, kui eksistee-
rivad o ja S nii, et a < a < F < bja

1) f on rangelt kahanev 16igus [a, o], kui a < o
2) f on rangelt kasvav 1digus |3, b], kui 8 < b;

3) f(z) = ir[lfb] f(z)iga z € |o, (] korral ehk minimiseerimisiilesandes III[H%)] f(z)
xE|a, re|a
on Q, = [«a, f].

On voimalik, et unimodaalse funktsiooni puhul on osa 16ikudest [a, |, [a, §],
[, b] iihepunktilised. Definitsioonist on vahetult jireldatav, et mingis 16igus uni-
modaalne funktsioon on unimodaalne selle 16igu igas osaldigus.

Eelmises paragrahvis vaadeldud niidetest on unimodaalsed f(z) = 2? ja f(z) =
|z| + |x — 1| — 1 igas 16igus [a, b].

Asume kirjeldama loigu poolitamise meetodit. Lahendatakse iilesannet

min_ f(z). (1)

z€|a,b]

Eeldame, et f: [a,b] — R on unimodaalne. Valime ¢ nii, et 0 < 6 < b—a (praktilis-

b—0¢ b+4
tes arvutustes on § viike). Arvutatakse x; = % ja xg = % (punktid

. .. . a+0b . ..
x1 ja xo asuvad 16igu [a, b] keskpunkti a4 timbruses, olles sellest eri pooltel), siis

$2—$1:(5.

a T (1—|—b ) b

2

Leitakse f(x1), f(z2). Kui f(x1) < f(x2), siis voetakse a; = a, by = x9; kui
aga f(z1) > f(x2), siis voetakse a; = x1, by = b. Kuna f on unimodaalne, siis
]

Q. N [ay,bi] # 0 (néiteks esimeses variandis f(z) > f(z2), kui x > z2). Seejuures

b— b b—a—9
by —a, = R ek ) Loiguga [ay, b1] toimitakse nagu algse 16iguga

[a, b], leides 3, x4 € [ay,b1]. Esitame iildise sammu kirjelduse eeldusel, et on leitud
16ik [ag, by], mille puhul teeme ka induktsioonieelduse, et
b—a—9

bk_ak:T+5 (2)
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b — 9
(see on tédidetud k = 1 korral). Loigus [ag, bx] vOetakse xori1 = GO0,

7
ap + bk + 0 . .. .
Topyo = ———— Kui [ (2op41) < f (Tort2), siis 0lgu api1 = ay ja bp1 = @opyo;
kui aga f (wors1) > f (Topyo), SIS Grr1 = Togr1 ja bry1 = bk. Sama pohjendus, mis
esimesel sammul, tagab, et Q, N [agy1,bpr1] # 0. Veel leiame induktsioonieeldust
kasutades

by —ar — 0
bk+1—ak+1:%+5:
b—a—90
B ok to—0 5_b—a—5 5
- > 0T o T

Loigu [ag, by] leidmiseks ehk k iteratsioonisammu sooritamiseks on vaja kasuta-
da 2k funktsiooni f vdartust. Vordus annab protsessis k — oo koondumise
br — ar, — 0, seejuures by, — ap > . Kui miinimumiilesande (1) lahend on vaja leida
tdpsusega ¢ > 0, siis voetakse § < ¢ ja itereeritakse kuni by —ay < ¢, ldhislahendiks
sobib suvaline punkt 16igus [ag, by].

Midrkus. Meetodi kirjelduses esineb teatud ebasiimmeetria, mis seisneb selles, et
kui iteratsioonisammul tekib vordus f(zopr1) = f(zoki2), siis valitakse 16igus
[ak, b] vasakpoolne osaloik [agi1,0bri1]. Tegelikult voib sellises olukorras votta
likskoik kumma osaldigu, ikka €, N [ary1,bri1] # 0, sest pidades silmas f uni-
modaalsust, juhul xoxi1, Topre € |ov, 8] sisaldab 16ik [agi1, bgy1] lahendi zopq vOi
Topto; kui aga f(zogs1) = f(wops2) > zrél[ir})] f(z), siis xopy1 € [a, ), Topr2 € (B, ]

)

ja [ags1, bk1] D [o, B]. Programmeerimise seisukohalt tuleb valik dra méadrata ja
pohitekstis kirjeldatud variant on adekvaatne.

Kui funktsioon f ei ole unimodaalne, siis ei saa garanteerida, et meetod annaks
miinimumiilesande (1) l&hislahendi. Selleks voib vaadata néiteks jargmist joonist:

Juba esimesel sammul valitakse 16igus [a, b] vasakpoolne osaloik, milles ei ole funkt-
siooni miinimumpunkti.

Loomulik on kiisida, miks ei tehta lihtsalt 16iku [a, b] pooleks nagu toimitakse
klassikalises 16igu poolitamise meetodis vorrandi f(x) = 0 lahendamisel. Vaatame
jalle joonist:
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Q¢ ------
)

+¢+---

S

S --------

2
a+b

f(b) ei ole moistlikku alust osaldigu valikuks nende vaér-

Leides f(a), f( 5 )

tuste kohaselt. Seejuures on joonisel toodud funktsioon unimodaalne. Margime,
et selles punktis kirjeldatud loigu poolitamise meetodil lahendatakse ligikaudselt
vorrandit f'(z) = 0 (kui f’ eksisteerib), mitte vorrandit f(z) = 0, ja tuletise
+0b

lokaalseks iseloomustamiseks ei piisa f vaartusest iithes punktis

3 Kuldloike meetod

Loigu [a, b] kuldloikeks nimetatakse tema sellist jaotust [a, z], [z, ], kus

b—a_ b—=x

= (1)

b—x zxz—a

ehk (b—2)? = (b—a)(x —a) (siin b— 2z > 2 — a)

a €T b

voi [a, 2], [z, 0], kus
b—a z-—a

= (2)

z—a b—z
ehk (z —a)> = (b—a)(b—2) (siin z —a > b— 2).

a z b

Niisiis on loigus kaks kuldloike punkti, meie tdhistustes vasakpoolne x ja parem-
poolne z.
Votame ajutiselt @ = 0, b = 1, siis kuldlike tingimus z jaoks on 2 = 1 — 2

—1++5

ehk 22 + 2 — 1 = 0, mille sobivaks lahendiks on z = ~ 0.618. Siis

2
3—+5 N . .
= ~ (0.382. Uldise loigu korral avalduvad kuldloike punktid

- —1
5 2\/3(1)—@), z:a+\/32

r=1-—=z2

r=a+

(b_a)>
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mida voib véljendada veel samavéarselt

x—a_3—\/5 z—a_\/g—l
b—a 2 7 b—a 2
Vahetu arvutamine néitab, et selliselt méadratud punktid x ja z rahuldavad kuld-

loike vorduseid ja .

Ulesanne 7. Téestada, et kui = jaotab 16igu [a, b] kuldldikes nii, et b—2 > = —a
(ehk z on 16igu [a, b] vasakpoolne kuldloike punkt) ja z jaotab [a, b] kuldlbikes nii,
et z—a > b— z (ehk z on 16igu [a, b] parempoolne kuldldike punkt),

a T z b

siis o jaotab 16igu [a, z] kuldloikes nii, et z — a > z — x (ehk z on l6igu [a, 2]
parempoolne kuldloike punkt), ja z jaotab [z,b] kuldlbikes nii, et b — 2 > z — z
(ehk z on [x,b] vasakpoolne kuldloike punkt).

Asume kirjeldama kuldloike meetodit. Olgu vaja lahendada iilesanne (1). Eel-
dame, et f on unimodaalne 16igus [a, b]. Olgu a; = a, b; = b. Votame 16igus [aq, b1
kuldloike punktid z, 21 nii, et a; < 27 < 21 < by. Lelame f(z1) ja f(z1). Kui
f(x1) < f(z1), siis votame ay = aq, by = z1; kui aga f(z1) > f(z1), siis votame
as = x1, by = b;. Funktsiooni f unimodaalsuse tottu . N [ag, by] # 0. Mélemad
valikud annavad sama pikkusega eelisloigu [aq, bs] ja niiteks esimese valiku korral

V5 —1 V5 —1
(b —a) = (b - a). (3)

by —ay =2 —a; =

Uldise sammu kirjeldamiseks oletame, et on leitud lag, bg], milles votame selle
loigu kuldloike punktid xk, zx nii, et ap < xp < 2 < bg. Juhul £ > 2 on iiks
punktidest xy, z;, eelmises 16igus [ag_1, bx—1] juba leitud (iilesande [ pohjal). Leiame
f(zx), f(zx), millest jéllegi iiks on juba eelmisel sammul kasutusel ja seetottu
nouab iteratsioonisamm ainult funktsiooni f iihe uue vdidrtuse arvutamist. Kui
f(zk) < f(zk), siis olgu [agt1, k1] = [ak, 2x); kui aga f(xg) > f(2x), siis madrame
[@k+1, bpy1] = [Tk, bg). Funktsiooni f unimodaalsus tagab, et Q. N [agy1,bri1] #
(). Tgal iteratsioonisammul ehk {ileminekul iithe vorra suurema indeksiga loigule

korrutub eelmise 16igu pikkus teguriga
k—1
V5 —1
2
siis on selles ka leitud iiks kuldloike punkt, mis on loomulik votta ldhislahendiks
Tp. Seejuures

ning vordust H arvestades saame

by — ar, = (b — a). Kui 16ik [ay, by] jddb viimaseks, mille me leiame,

p(Zr, Q) < max{by — Ty, T, — ar} =
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= \/g_l(bk—ak) = (ﬁ_l) (b—a)

2 2

k
5—1
ja ldhislahend % on leitud soovitud tapsusega ¢ > 0, kui \/_2 (b—a) <e.

Paneme tidhele, et seejures on funktsioonist f kasutatud k véédrtust, sest kuigi
algloigus [ag, b1] olevates kuldloike punktides leitakse kaks funktsiooni f vddrtust
ja jargnevates lisandub igas 16igus iiks uus f védrtus, ei ole 16igus [ay, by] enam
vaja [ uut vaartust leida.

Kui 16igus [a, by] on teada eelmisest 16igust iiks kuldloike punkt, kas xy voi zy,
siis teise leidmiseks on praktilistes arvutustes kaks voimalust:

V5 —1
2

1) kui zy on teada, siis arvutatakse z, = ay, + (br, — ax); kui z; on teada,

3—5
2

siis T = ag + (bk — ak);

TRt | ap+ by
2 2

suhtes, arvutatakse vastavalt z, = a, + by — x; vOi

2) arvestades vordust , mis viljendab siimmeetriat 1oigu

ar + by,

[ak, bx] keskpunkti

xk:ak+bk—zk.

Ulesanne* 3. Pohjendada, miks praktilistes arvutustes arvutiga voib igal sammul
voimaluse [2)| kasutamise korral juhtuda, et mingi 6 > 0 korral p(Zy, §2) > 6, kui
k — oo. See tdhendab, et lahendit ei saa kuitahes tépselt leida.

Kuldloike meetodi esitatud kirjeldus on ebasiimmeetriline nagu 16igu poolitamise
meetodki, sest f(x) = f(zx) korral valitakse 16igus [ay, bi] vasakpoolne eelisloik.
Loigu poolitamise meetodi juures tehtud mérkus on kohane siingi.

Vordleme veel 16igu poolitamise meetodit ja kuldloike meetodit efektiivsuse sei-
sukohalt. Nagime, et kuldloike meetodis

p(Tk, ) < (\/52_ 1) (b—a) = Ay

(tdhistame nii veahinnangut). Loigu poolitamise meetodis, kui oleme joudnud 16i-
guni [ag, bg], saame votta lahislahendiks & = ay (vOi & = by), sest selles 16igus
teisi punkte me ei ole leidnud. Siis, arvestades, et § on viike isegi vorreldes soovitud
tdpsusega, hindame
b—a—6 b—a
<
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Seejuures on meil kasutatud funktsiooni f 2k vadrtust. Niisiis, vordse arvu kasu-
tatud f védrtuste korral peame vordlema arve Aoy ja By. Seega

Ay N b—a Vi—12)" N
B::< 5 ) (b—a)/ o :<( 5 )> ~ (0.764)",

mis niitab kuldloike meetodi suuremat efektiivsust vorreldes 16igu poolitamise
meetodiga.




§3. Mitme muutuja funktsioonide ekstreemumkohta-
de leidmine klassikaliste meetoditega

1 Uldised probleemid ja kitsendusteta iilesanded

Meenutame siin moningaid moisteid ja tulemusi, mida tavaliselt kasitletakse
analiiiisi kursustes. Olgu 2 C R" lahtine hulk (erijuhul Q@ = R") ja f: Q — R.
Oeldakse, et f on diferentseeruv punktis = € €, kui eksisteerib vektor f'(z) € R”
nii, et

fla+h) = f(z) = (f'(x), h) + a(z; h),
a(z; h) ) ) n -

2l — 0 ehk a(x;h) = o(||h]]), kui ||h|| — O, seejuures h € R™\ {0} voib
olla suvaline, mille korral z + h € Q (et 2 on lahtine, siis iga kiillalt viikese ||h||
korral see kehtib). Kirjutis (f'(z),h) téhistab skalaarkorrutist ruumis R”, mille
asemel kasutatakse ka f’(z)h, pidades silmas, et f'(z) € L(R",R). Seejuures on
samastatud £(R" R) ja R". Kui f on diferentseeruv punktis z, siis

kus

f(z) = (g—i(a:), o (%i (x)) =grad f(z) = Vf(x),

mille juures esimene vordus néitab, kuidas tuletist f'(z) on voimalik leida, vii-
mased kaks vordust aga tutvustavad erinevaid tuletise tahistusviise. Mérgime, et
osatuletiste eksisteerimisest ei piisa funktsiooni diferentseeruvuseks juhul n > 2.
Analiiiisi kursusest on teada

Lause. Kui funktsioonil f on punktis x € R lokaalne miinimum voi lokaalne

@) =0,

)

maksimum ja f on punktis x diferentseeruv, siis f'(x) = 0 (ehk
i=1,...,n).

Niisiis on vaadeldavatel eeldustel osatuletiste vektori vordumine nulliga tarvilik,
ei ole aga piisav (ei ole piisav juba n = 1 korral, niiteks f(z) = 2°, z = 0).

Kui f on diferentseeruv igas punktis z € (), siis voib vaadelda funktsiooni
[+ Q — R” kus elemendile z € Q) seatakse vastavusse f'(z) € R". Riikides

18
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selle funktsiooni diferentseeruvusest, on tema tuletis punktis = € € selline lineaar-
ne operaator (maatriks) f”(z) € L(R",R"), et

f'(x+h)— f(x)= f"(x)h + B(x; h),

B(z; h)
17|
R" elemendid). Muidugi saab f”(z) olemasolu nduda juba siis, kui f on diferent-
seeruv punkti z iimbruses. Analoogiliselt jitkates saab defineerida ka korgemat

jirku tuletised. Analiiiisi kursusest on teada ka

kus — 0, kui ||h]| — 0 (siin on tuletist defineerivas vorduses koik liidetavad

Lause. Kui f on diferentseeruv punkti v € € timbruses, f' on diferentseeruv
punktis x, f'(x) = 0 ja (f"(x)h,h) > 0 iga h € R™\ {0} korral, siis funktsioonil f
on punktis x lokaalne miinimum. Kui lisaks diferentseeruvuse eeldustele f'(x) =0
ja (f"(z)h,h) <0 iga h € R"\ {0} korral, siis funktsioonil f on punktis x lokaalne
maksimum.

Niide. Antud on punktid z° € R™, i = 1,...,m. On vaja leida € R" nii, et
m
Z |z — #||* oleks minimaalne (siin || - || on eukleidiline, skalaarkorrutise poolt

maaratud norm ehk 2—norm).
m

Vaatleme funktsiooni f(z Z |z —2'||?, # € R™. Veendume selles, et f'(x) =
i=1
= 2Z(x —1"), z € R". Saame
i=1
flz+h) = f(z ): H3?+h 2'||* = ZHI o'||* =

NERANGE

(x—xi+h,x—xi+h)—Zux—xiu?:

1

-
Il

NE

(lz =2l + 2(= — 2", h) + | 2]1%) Z:IIQj o'||* =

=1

d

kuSJuures alx;h) = ml|h||* = O(HhH) Tingimus f'(x ) = 0 on samavidrne sellega,

I

(z —a"), h) +mA]?,

eth—m :Oehkmx—Zx —Oehkx——Zx = 2° (votame kasutusele

=1 =1 =1
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elemendi 2°). Lisaks sellele

f(x+h)—f(z)= QZ(x—l—h—xi) —ZZ(x—xi) = 2mh
i=1 i=1

ning B(x;h) = 0. See tihendab, et f"”(x) = 2mlI (I tahistab {ihikmaatriksit)
ja (f"(z)h,h) = 2m]|h|* > 0 iga h € R™\ {0} korral. Niisiis on 2" lokaalne
miinimumpunkt. Tegelikult on z° ainus globaalne miinimumpunkt, mida saame
iildiste kaalutlustega pohjendada hiljem, kui oleme tutvunud teiste vahenditega
kumerate funktsioonide kéisitlemisel. Praegu voime aga tugineda Taylori arendisele
(sest selles iilesandes [ = 0)

P+ h) = F(a) + F @R+ 5O R) = FE) + 5 (O, h) > F()
iga h € R™\ {0} korral.

Ulesanne 8. Olgu f(z,y) = 2? — 2y + v*> — 22 + ¥, (z,y) € R% Lahendada

( rn)m]R2 f(z,y) ja (m)aié f(z,y), leides lahendid, kui need on olemas, ja toestades,
€

et lahendit ei ole, kui see puudub.

2 Kitsendustega iilesanded

Vaatleme olukorda, kus f: R" — R ja lubatav hulk on
Q={zeR"|gj(x)=0,j=1,...,m},

kus g;: R" — R on antud funktsioonid. Siin tavaliselt €2 ei ole lahtine hulk ruumis
R™.

Uldisem olukord oleks, kui f, gi: 4 — R, kus ©; C R" on lahtine hulk ja
Q={re|gxr)=0,5=1...,m}, aga algne olukord Q; = R" on meie
késitluse jaoks kiillalt iildine ning piirdume sellega.

Vaadeldaval juhul on miinimum- ja maksimumiilesannete uurimiseks olemas kiil-
lalt iildine vahend, Lagrange’i kordajate meetod. Moodustame funktsiooni

L(z,\) = Ao f(z —l—Z)\Jgj

kus A = (Ao, A, ..., Ap). Funktsiooni £: R™™™*! — R (ka £: Q; x R™! — R)
nimetatakse Lagrange’i funktsiooniks. Vektori A komponente nimetatakse Lagran-
ge'i kordajateks (A on Lagrange’i kordajate vektor).

Vaatleme tiilesannet

min f(z) voi max f(z). (1)

e e
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Teoreem 1. Olgu z* € R" dlesande (1) lokaalne lahend, f,g;, j = 1,...,m,
diferentseeruvad punktis x*. Siis leidub \* # 0 nii, et

oL
8@»

(2, A") =0, i=1,...,n (Lihidalt L,(z*,\*)=0). (2)

Teoreem [1| toestatakse tavaliselt mingis analiiiisi kursuses.

Lisame, et vorrandid (,A) = 0,47 =1,...,n, koos vorranditega g;(z) = 0,

%

j = 1,...,m, (mis on samavéirsed vorranditega ﬁ(aj,)\) =0,7=1...,m)
J
annavad n + m vorrandist koosneva siisteemi
oL
—(x,\)=0, i=1,...,n,
o, Y ©

g9i(x) =0, j=1,...,m,

x*, \* otsimiseks, millel on kokku n +m + 1 komponenti. Kui (", \*) on siisteemi
lahend, kusjuures A* # 0, siis on sobivaks lahendiks ka (z*, ¢\*), ¢ # 0. Lahendi

voimaliku paljususe vihendamiseks lisatakse tavaliselt veel mingi normeerimistin-
m
gimus, néiteks [[A]] = 1 (levinuim 2-normis, s.t. Z)\? = 1). Kui on teada, et
§=0
lahendi korral A\j # 0, siis on iiks loomulik lisatingimus A\j = 1.
Stisteemi lahendamise tulemusena saab leida punktid z, mille hulgas on

teoreemi [1| pohjal iilesande (1)) koik lahendid. Et teha kindlaks, kas oleme leidnud
iilesande lahendi, voib kasutada jargmist tulemust.

Teoreem 2. Feldame, et
1) fjagj, j=1,...,m, on kaks korda diferentseeruvad punktis x*;
2) (z*,N\*) rahuldab sisteemi (3)), kusjuures \j = 0;
3) kehtib (Loz(x*, X )h,h) > 0 iga h € R"\ {0} korral, mis rahuldab tingimusi
(f'(z"),h) <0, (gj(z"),h) =0,  j=1....m. (4)

Stis ¥ on miinimumdilesande lokaalne lahend ja ta on lokaalselt ihene muiini-

2 n
mumpunkt. Stin L., (x,\) = (aa aﬁ (z, )\)) on stimmeetriline n xn maatriks,
;004

mida vaadeldakse L., (x,\) € L(R", R").

,7=1

Enne toestust mirgime, et kui (L,.(z*, A*)h, h) > 0 h # 0 korral, siis A* # 0.
Selle pohjenduseks on, et A* = 0 korral £, (2", A*) = 0.
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Toestus™. Oletame vastuviiteliselt, et 2" ei ole lokaalselt iihene miinimumkoht. Siis
on olemas jada 2" € Q, 2 # 2* iga k € N korral, nii, et 2¥ — 2% ja f(2*) < f(2%).
Seejuures kehtib g;(2*) =0, j = 1,...,m (sest 2" € Q).

Esitame
k _ 2 —a * k
kE_
vottes kasutusele ¥ = sz H mille korral ||e*|| = 1, ja t, = ||z — 2*|| = 0,
z

seejuures t, > 0. Jada e* on tokestatud loplikumootmelises ruumis R"”, seepérast
leidub osajada ef — €°, ||e°|| = 1 (kasutame osajada jaoks sama téhistust, sest
voime arutelu alustadagi selle osajadaga). Funktsioonide diferentseeruvusest ja
teistest tehtud eeldustest saame

0> f(2%) = f(a") = (f'(2"), ")t + o(ty),
0= g;(z") — g;(@") = (gj(a"), €")tx + olt).

Jagame need arvudega t;, (arvestame, et ¢, > 0), siis piirprotsessis t; — 0, e — €°
saame

(f'(z*),€") <0, (g;-(x*),eo) =0, j=1,...,m,

seega e’ (mis on vektori / osas) rahuldab tingimusi (4. Lisaks kehtib

L(8N) = M f(25) + D Njgi (") =
j=1
= NS (") < AZ§f( ") =
=N f(2") + Z Ajgi(@) = L{z*, X°),
kus kasutasime vorduseid g;(z*) = 0, g;(z*) = 0 ja eeldust A > 0. Taylori arendi-
sele tuginedes saame
0> L(2%N) = L(z*,\*) =

1
= tp (Lo (2%, N7), ) + Eti(ﬁm(x*, A)eF e) 4 o(t2)

(traditsioonilisemas analiitisi tekstis oleks see vordus

- a * * - 82£ * 2
_tk;&c ,AY) 8@096] (x*, A )e e; —|—0(t ).

7]_
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Arvestame, et £,(2*,\*) = 0 ja jagame saadud vorratuse arvuga t;, siis t; — 0
protsessis k — oo ning tulemusena (L, (z*, \*)e"; e”) < 0, mis on vastuolus eeldu-
sega [3)).

Teoreem 2 on téestatud.

Markus. Vaatleme olukorda, kus tingimustest (g;(:p*), h)=0,j=1,...,m, jirel-
dub, et h = 0. See leiab aset niiteks siis, kui m > n ja vektorite g;- (z*) hulgas on
n lineaarselt soltumatut. Sel juhul tekib vastuolu juba varem tingimusena

[ =1, (g@).e) =0, j=1,...,m. &)

Lisaks on olemas lahtine kera B(z*,¢) nii, et Q N B(z*,e) = {2"}, sest vastasel
juhul on olemas 2* € Q, 2F # 2%, 2¥ — 2*, mis teoreemi tdestuse aruteluna viib
tingimuseni . Sellisel juhul on x* kui isoleeritud punkt hulgas 2 nii lokaalne
miinimumpunkt kui ka lokaalne maksimumpunkt iga funktsiooni f korral. Selles
olukorras kasutame ainult funktsioonide g; diferentseeruvust.

Niide. Antud on punktid 2' € R", i = 1,...,m, on vaja leida punkt z € Q =

{z € R" | ||z|| = 1} nii, et Z |z —2"||* oleks minimaalne (kasutame ikka 2-normi).
i=1

Siin on vaja minimiseerida f(z ZHx — 2'||* tingimusel ||z|| = 1 ehk

(z,z) =1, mille kirjutame sobival kuJul gl( ) = (x,z) — 1 = 0. Moodustame

Lagrange’i funktsiooni
L(z,\)=Xof(x)+M((z,2)—1), z€R", A, N €R.
Siisteem on antud juhul

L.(x,\) =2\ Z(x — ") 4+ 2\ = 0, (6)
i=1
(x,z) —1=0

(mérgime, et ¢g1(x) = (z,z) — 1 tuletise leidmisel votame tuletise funktsioonist
r — (x,x), mis on erijuht funktsioonist f, kus m = 1 ja 2' = 0). Kui tihistame

nagu varemgi 2° = — E 7', siis voib kirjutada samavaarselt

)\Om(x -2+ Nz =0, |z =1 (7)

Néeme, et kui \y = 0, siis tingimata A\; = 0, mis tdhendab, et siisteemil @ ei
oleks lahendit (x,\), kus A # 0. Seepérast votame Ao = 1 ja saame kujule

(m+ M)z =ma’, |zf =1. (8)
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Lisaks saame \g = 1 tottu L., = 2mI + 2\ I = 2(m + A\)I. Tigimustest

esimene iitleb, et z ja 2° on lineaarselt séltuvad.
0

Vaatame juhtu, kus 2° # 0. Siis on ||z|| = 1 tottu voimalused, et z = T2
x
. z° o s Y
VOl x = —W, mida tingib x ja x° lineaarne soltuvus. Juhul x = Ha:—0|| annab

vorduse m + A\, = m||z°||. Siis L, = 2m||2z°||I, mis on positiivselt midratud
0

0
maatriks ja x = HxOH on lokaalne miinimumpunkt. Juhul x = —”m—OH annab ,
x x
et m+X; = —m||2°|| ja Lo, = —2m||z°|| 1. Seega on —L korral tiidetud teoreemi 2
0
eeldused ja z = —Hx—OH on lokaalne maksimumpunkt. Arvestades, et 0 on kinnine
x

ja tokestatud ning f on pidev hulgas €, saavutab f Weierstrassi teoreemi pohjal
miinimumi ja maksimumi. Ka nendes punktides (koos mingite vektoritega A # 0)

0
on ehk rahuldatud teoreemi |1| pohjal, mis iitleb, et leitud x =
0

[Eagl

on

globaalne miinimumpunkt ja z = —Hx—OH globaalne maksimumpunkt. Olukorda
x
illustreerib jargmine joonis juhul n = 2:

A

v

1]

Vaatleme veel juhtu, kus z° = 0. Siis pohjal Ay = —m ja z voib olla suvaline
R™ element nii, et ||z|| = 1. Sel juhul ||z|| = 1 tottu

m

fa) =Y llo =P =Y (o -l - ) =

=1
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=D (lzl* =2 (z,2") + [|12°]]*) =
=1
=m —2 (a:, le> + Z |z*||* = const,
i=1 i=1

m
sest, Z ' =0.
i=1

Ulesanne 9. Leida funktsiooni f(z,y) = 4z + 3y, (z,y) € R?, miinimum- ja
maksimumpunktid tingimusel 2% + y* = 1.

Ulesanne* 4. Milline on ringi sisse joonistatud kolmnurk, mille kiilgede ruutude
summa on maksimaalne?

3* Tarvilikest tingimustest kitsendustega iilesannete lahen-
damisel

Siin on meie peamine t&helepanu eelmises punktis formuleeritud teoreemi [I] toes-
tusel. Lisaks saame tdiendava tarviliku tingimuse siledamate funktsioonide f ja g;
korral. Need tuginevad jargmisele analiiiisist tuntud fundamentaalsele tulemusele.

Teoreem (teoreem ilmutamata funktsioonist). Feldame, et funktsioon G: RP x
R" — R" rahuldab tingimusi:

1) G<x07 yU) = O;
2) G on pidev punktis (xo,yo),

3) leidub kera B = B((xo,v0), R) nii, et iga (z,y) € B korral eksisteerib G, (z,y)
(funktsiooni G tuletis muutuja y jirgi), kusjuures Gy: B — L(R",R") on pidev
punktis (o, yo) ja Gy(xo,y0) on requlaarne maatriks (s.t. eksisteerib péordmaatriks

(Gy(z0,50)) " € L(R",R")).

Siis leiduvad ro > 0 ja s > 0 nii, el iga v € B(xzg,r9) korral on wvérrandil
G(v,y) = 0 parajasti iks lahend y € B(yo,s). Seejuures lahendipaaride (z,y)
poolt defineeritud funktsioon ® : B(xg,19) — B(yo,s) on pidev punktis xo ning
CI)([E()) = Yo-

Kui lisaks tingimustele on rehuldatud tingimus

4) iga x,y € B korral eksteerib G,(x,y) (funktsiooni G tuletis muutuja x jdrgi),
kusjuures G,: B — L(RP,R") on pidev punktis (xq,yo),
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siis @ on diferentseeruv punktis zo ja ' (20) = —(Gy (w0, %0)) ' GalTo, Yo)-

Siin toodud teoreem on erijuht oluliselt iildisemast tulemusest, mille voib leida
opikust E. Oja, P. Oja, Funktsionaalanaliiiis, Tartu, 1991, lk. 196-200.

Mdrkus 1. Ilma detaile toomata esitame jérgmise arutelu. Meil on olemas vordus
G(z,®(x)) =0, © € B(xg,ro). Sellest tuleb diferentseerimisel (kui G on diferent-
seeruv)

Go(z,®(2)) + Gy(z, P(x))d'(x) =0, x € B(xg,ro).

Teoreemi eeldustel on olemas (Gy(zo, ®(x0)))”", samuti eksisteerib
(Gy(x,®(2)))" € LR, R") iga x € B(xg,r1) korral, kus r; < 7y on kiillalt viike.
Seepérast

D' (z) = —(Gy(z,®(2))) ' Gu(z, (), € B(xo,m1).

Funktsioonide  — (G, (z,®(z)))™" ja  — G.(z,®(r)) omaduste pohjal vdib
viita, et funktsioonil ® eksisteerivad korgemat jirku tuletised, kui funktsioonil G
on sama jarku tuletised olemas.

Teoreemi [1] toestuses kasutame iihte suhteliselt hdsti tuntud tulemust lineaaral-
gebrast, kuid toome ta siin siiski tervikliku pohjendusega.

Vaatleme m x n maatriksit A (s.t. maatriksil A on m rida ja n veergu), mida
késitleme ka kui lineaarset teisendust A € L(R",R™).

Lemma. m xn maatriks A on injektiivne parajasti siis, kui tema astak rank A = n.
Toestus. Tahistame r = rank A, siis muidugi r < m ja r < n.

1) Kuir = n, siis on olemas n x n nullist erinev miinor ja selles olevad maatriksi
A read (R" elemendid) on lineaarselt soltumatud. Nendest ridadest moodustatud
maatriksi B korral Bx = 0, z € R", on voimalik vaid siis kui x = 0. Seepéarast on
Ax = 0 voimalik vaid siis, kui x = 0, mis tdhendab A injektiivsust. Mirgime, et
r = n on voimalik ainult siis, kui m > n.

2) Olgu r < n. Siis on olemas r x r nullist erinev miinor, sellele vastavad maat-
riksi A read moodustavad maatriksi B. Siisteemis Bx = 0 on r vorrandit ja n
tundmatut. Nendest n — r tundmatut (ehk = komponenti), mis vastavad eespool
mainitud r jarku nullist erinevas miinoris esindamata B veergudele, voime vabalt
valida. Valime nad nii, et nende hulgas on nullist erinevaid, siis iilejaidnud = kom-
ponendid médrame (need on iiheselt mé&ratud) nii, et saame siisteemi Bz = 0
lahendi. Siis x # 0. Muidugi Az = 0, sest A read, mis ei ole B read (kui need on
olemas), on B ridade lineaarsed kombinatsioonid. Niisiis ei ole A injektiivne.

Lemma on toestatud.
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Jareldus. Kui rank A < n (sealhulgas kui m < n), siis A ei ole injektiivne ehk
stisteemil Ax = 0 on olemas lahend x # 0.

Teoreemi [ toestus. Kasutame siin punktis 2 toodud tihistusi. Olgu esialgu antud
suvaliselt z* € R", f ja g diferentseeruvad punktis z*. Siisteem L,(z*,A) = 0 on
kirjutatav

oL of , . . 99; . .
= + ; = =1,... 1
oz, (™, \) )\Oﬁxi (%) E Aig (@) =0, 1 e, (1)

mida téhistame liithidalt A\ = 0. Siin A on n x (m + 1) maatriks kujul

A= | .
of | o 9Og1, . OGm ;.
Ly By 2

Lemma pohjal voime 6elda, et siisteemil on olemas lahend \* # 0 parajasti
siis, kui rank A < m + 1 . Alati rank A < n, seepérast juhul n <m+1ehkn <m
on teoreemi (1| viide toestatud. Seega késitleme edaspidi juhtu m < n.

Vaatleme maatriksit

891 * 891 *

90, %) 8%( )
B=| ... :

. ) 9 )

olgu rank B = r. Seejuures r < m < n. Maatriksis B on olemas regulaarne r x r
alammaatriks. Téhistame p =n —r (siis p+7r =mn) ja ¢g=m —r (slis g +r = m),
seejueeres p > 1 ja ¢ = 0. Voime eeldada, et see regulaarne alammaatriks on moo-
dustatud B viimase r rea ja viimase r veeru elementidest, vastasel juhul muudame
muutuja x komponentide voi funktsioonide g; jarjestust. Votame kitsendustest
gj(x1,...,x) = 0, 5 = 1,...,m, vilmased r (indeksitega j = ¢+ 1,...,m) ja

vaatleme neid vordusena G(z,y) = 0, kus G: R"" x R" = R", & = (21,..., ),
Yy = (Tp+1,...,Ty,). Siis
8gq+1 * 89(1—{-1 *
Dy (x*) ... o, (%)
Gy(z") = SRR o ,
gm * gm *
(=) (%)
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mis ongi maatriksi B vaatluse all olev regulaarne r x r alammaatriks. Regulaar-
ne on ka GZ(:B*), millest jareldub, et maatriksi A viimased r rida on lineaarselt
soltumatud. Maatriksi G, (z*) pooratavus lubab kasutada teoreemi ilmutamata
funktsioonist. Selle pohjal G(z,y) = 0 médrab funktsiooni ® = (41, ..., p,) nii,

et y = ®(2),7 € B(z",r) mingi r; > 0 korral, kus ° = (7,...,z,), ning see-
juures z; = ;(7*), j = p+1,...,n. Kirjutame kitsenduste siisteemi g;(z) = 0,

j=1,...,m, kujul

9;(Z, 0p41(T), ..., on(T)) = 0,2 € B(Z",1), j=1,...,m. (2)

Funktsioon ® on diferentseeruv punktis z* (ikka tugineme teoreemile ilmutamata
funktsioonist). Seepérast saame vordustest

n

995, « 995 0k oy 0 .

k=p+1

9g;

a[L’i
(z*), k = p+1,...,n, kusjuures

Siit ndhtub, et maatriksi A ridades indeksitega¢ = 1,.. ., p elemendid (x*) aval-

g,
&xk
on toodud lineaarse kombinatsiooni kordajad. Suvaliselt valitud z* € R" korral ei
saa vaita, et maatriksi A read indeksitega ¢ = 1,...,p avalduvad lineaarsete kom-
bai;atsioonidena ridadest indeksitega ¢ = p+1, ..., n, sest takistuseks voib siin olla
&ri

Olgu jargnevas z* kitsendustega ekstreemumiilesande lokaalne lahend ning ees-
pool toestuses esitatud arutelu tehtud x* korral. Vorduste (2)) pohjal kuuluvad koik
punktid (z, ®(z)), = € B(z", 1), lubatavasse hulka. Siis nditeks miinimumiilesande
korral

duvad lineaarse kombinatsioonina elementidest

(z*) ebasobivad védrtused, mis ei vilista ka voimalust, et rank A = m + 1.

f(z,®(x)) > f(z*,®(z%)),z € B(z",19),

mingi ro < r; korral. Ekstreemumi tarvilik tingimus annab siis, et funktsiooni
T — f(z,®(x)) tuletis punktis z* on vordne nulliga. Seega

Of () + 3 O (220, i=1,.. p (4)

Vordused (3) ja (4) annavad, et maatriksi A read indeksitega i = 1,...,p avaldu-
vad lineaarsete kombinatsioonidena ridadest indeksitega &k = p + 1,...,n. Seega
rank A = r < m + 1. Jareldus lemmast annab, et siisteemil AX = 0 on olemas
mittetriviaalne lahend.

Teoreem [I] on toestatud.
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Teoreem. Olgu z* € R" kitsendustega miinimumilesande lokaalne lahend ja
funktsioonid f, gj, j = 1,...,m, kaks korda diferentseeruvad punktis x*. Kui \* on
selline, et Ay > 0 ja L, (x*,\*) = 0, siis kehtib veel vorratus (L. (x*,A*)h,h) =0
iga h € R"™ korral, mis rahuldab tingimusi (g; (%), h) =0,j=1,....,m.

Mdirkus 2. Teoreemis eeldame funktsioonide f ja g; kaks korda diferentseeruvust
punktis z*. Tulemuse iildisus ei vihene viga palju, kui eeldada nende funktsioo-
nide kaks korda diferentseeruvust néiteks punkti z* iimbruses. See aga kergendab
moningal méairal toestuse detailide jargimist.

Markus 3. Teoreem |[1| viiitis \* # 0 olemasolu nii, et £, (z*,\*) = 0. Jérgnevas
toestuses ei ole oluline, et \* # 0, kuigi A* = 0 korral kehtib teoreemi véide
triviaalselt.

Teoreemi toestus. Kasutame teoreemi [I] tdestuses esistatud tdhistusi. Olgu h € R”
selline, et (g§ (z*), h) =0, j=1,...,m. Moodustame funktsioonid ¢;: (—6,0) —
R,j=1,...,p, kus § > 0, ¢; (0) = z} ja ¥} (0) = hy, seejuures olgu funktsioonid
1; kaks korda diferentseeruvad (voib votta nditeks ¢; (t) = 7 +th; ). Defineerime

Vi) =@ (W1 (t),....0 (1), j=p+1,....n. (5)

Siis 1;(0) = 2}, j = p+ 1,...,n. Kasutame tdhistust ¥ = (¢;,...,9,) ja
Q={reR"|gj(x)=0,7=1,....,m}. Siis U: (=6,0) — €, kui § > 0 on
piisavalt viike, sest, nagu nigime, on ® méaaratud punkti * {imbruses. Lisaks tin-
gimustele ¢} (0) = h;, j = 1,..., p, soovime saada, et ¢} (0) = h;, j =p+1,...,n.
Miirangust (5)) saame

) = F2 01 0o by (DU O o 52 (1 (0, ()05 0,

millest omakorda

0= 22 @y )+ .+ 28 @y (0) =

I _axl axp )

Voérdused (g; (z*),h) = 0,7 =1,...,m, voib kirjutada

agl * 8.91 * _
8_:101(x)h1 +8_xn<x)h” = 0,
agm* ............ agm* ...... _
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ehk Bh = 0. Et rank B = r, siis voib vaadata ainult vorduseid

0 0 0 0
M($*)h1++£($*)hp+ 9q+1 (x*)hp—i-l‘{’_"M(I*)hn:O,

0x, Oz, 0xpi1 ox,,

..... agmagmagmagm
—— (") h = (x")h “Vh Vh,=0
axl (l‘ ) 1+ + 61’17 (.T ) + 8.2Up+1 (.T ) p+1 + + axn (I )

Nendest saame, et antud hy, ..., h, korral on hyiq,...,h, theselt maédratud, sest
nende kordajad moodustavad regulaarse r xr maatriksi, mille tdhistame B,.. Niisiis,
-1 a *
(hpt1, ..., hn) = —B, %(gqﬂ,...,gm) () (h1,... hy).
Teoreemis ilmutamata funktsioonist négime, et
1 8

—B- B (Ggi1s -+ s gm) (@) = D' (T¥).

Sellega oleme vordustele (6] tuginedes niidanud, et w; 0)=h;,j=p+1,...,n

Eeldus, et funktsioonid g; on kaks korda diferentseeruvad punktis z*, tagab mér-
kuse [1| pohjal, et funktsioonid ¢; on kaks korda diferentseeruvad punktis Z*. See
omakorda annab pohjal, et funktsioonid v;, j = p+1,...,n, on kaks korda di-
ferentseeruvad punktis 0. Seega on punktis 0 kaks korda diferentseeruv funktsioon
V. Nagu nigime, ¥ (0) = 2* ja U’ (0) = h. Vaatleme funktsiooni f (t) = f (¥ (1)),
t € (=6,0). Eelduste pohjal on f kaks korda diferentseeruv punktis 0. Et W viiir-
tused asuvad lubatavas hulgas 2 ja funktsioonil f: €2 — R on lokaalne miini-
mum punktis z*, siis on funktsioonil f lokaalne miinimum punktis 0. Seepérast
T"(O) > 0. Arvutame

F @)= @)= (¥),Vve), te(-=54)),
mille abil leiame f teise tuletise punktis t = 0 ja saame

F0) = (f" (@) b, h) + (f (z7), 9" (0)) > 0. (7)

Iga j=1,...,m korral g; (V (t)) =0, t € (—6,0). Seda diferentseerides saame
(g; (¥ (1), 9" () =0, te(=6,9).

Sellest leiame vasaku poole tuletise punktis ¢ = 0, mis vordub nulliga, ning seejarel
nende lineaarse kombinatsiooni

m

> X ((g) (@) b ) + (g (%), 97 (0))) = 0. (8)

Jj=1
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Korrutame vorratuse (7)) arvuga Aj > 0 ning liiddame selle vordusele (8)), tulemusena

m

Ao (f" (@) hoh) + Y X5 (g7 (%) B h) + <A8f’ (") + ZAZZC/} ("), 0" (0)> > 0.

j=1

Sellest omakorda jéreldub £, (z*,\*) = 0 tottu (L. (z*, \*) h,h) > 0.
Teoreem on toestatud.

Mdrkus 4. Teoreemi toestamisel toodud arutelu on sisukas, kui rank B < n. Juhul
rank B = n on B veerud lineaarselt soltumatud ja vordus Bh = 0 on voimalik vaid
siis, kui h = 0. Siis on teoreemi viide triviaalselt kehtiv.
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Alustame iihest iildisest diferentseeruva funktsiooni kditumist iseloomustavast
asjaolust. Vaatleme funktsiooni f: €2 — R, kus 2 C R" on lahtine hulk. Eeldame,
et f on diferentseeruv punktis z € . Valime h € R", h # 0, ja moodustame
funktsiooni ¢(t) = f(x + th), t € (—0,0), mis on médratud sobivalt viikese § > 0
korral hulga © lahtisuse tottu. Siis ¢(0) = f(z). Tuletist defineerivast vordusest
f(x+th) — f(z) = (f'(x),th) + a(x; th) saame t # 0 korral

f(x +th) - f(x)
t

a(x;th)

= (f'(@).h) + S

Uhe muutuja funktsiooni ¢ tuletis ¢’(0) niitab ¢ kasvamise kiirust, kui argumen-
diga t hakata liikuma punktist 0 kasvamise suunas. Leiame

2'(0) = lim 2 — lim = (f'(2),h),
t—0 t t—0 t
0 10
sest h h
¢ ¢
tim ) O‘(”J}l Jinll = o.
9t 29 tinl

Seega on ka (f'(x), h) funktsiooni f kasvamise kiirus, kui liikuda punktist z suunas
h. Teiselt poolt, Cauchy—Bunjakovski-Schwarzi vorratuses (siin kasutame 2-normi)

— 17 @RI < (f (), h) < (LF @) A (1)

vihemalt iiks vorratus on vordus parajasti siis, kui f'(z) ja h on lineaarselt sol-
tuvad. Eeldame, et f'(z) # 0 ja vaatleme koikvoimalikke elemente h € R™, mil-
le korral ||h]| = ||f'(x)]|. Siis parempoolses vorratuses leiab aset vordus ehk
(f'(x), h) on maksimaalne parajasti siis, kui h = f'(xr), ja vasakpoolses vorratuses
vordus ehk (f'(z),h) on minimaalne (f kahanemise kiirus on maksimaalne) pa-
rajasti siis, kui h = — f’(z). Niisiis on punktist z lilkuma hakkamisel funktsiooni
f kahanemise kiirus maksimaalne, kui liikuda gradiendi vastassuunas ehk suunas
—f'(x). Siit saab idee iteratsioonimeetodiks iilesande rglelélf(x) lahendamisel: kui

32
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lahend z;, on leitud (voib olla alglihend), siis jargmist ldhendit 24,1 voib otsida,
liikudes suunas — f'(zy).
Olgu f: R"™ — R diferentseeruv. Vaatleme iilesannet m}%@n f(z).
TER™

Definitsioon. Iteratsioonimeetodeid z1 = xx — arf'(z1), ap > 0, miinimum-
iilesande lahendamisel nimetatakse gradientmeetoditeks.

Definitsioon. Kui gradientmeetodis ay > 0 méidratakse tingimusest
oy = af'(xx)) = min f(zy — af'(xx))

(suunas —f'(x;,) liigutakse seni, kuni joutakse funktsiooni f vithima véirtuseni
sellel suunal), siis radgitakse kiireima languse meetodist.

Gradientmeetodite koondumise uurimisel 1dheb meil vaja jargmist abitulemust.

Lemma (lemma jadkliikme hinnagust). Olgu f: R" — R selline, et mingi L korral
(kasutame 2-normi)

If () = Wl < Lz —yll Vz,y eR", z#y

(tuletis rahuldab Lipschitzi tingimust). Siis Taylori arendises
fle+h) = f(z)+ (f'(2),h) + alz; h) (2)
e . L., 5
on jadkliige hinnatav |a(x; h)| < §Hh|| :

Toestus. Newton—Leibnizi valemit kasutades saame

s=t

= f(z +th) — f(x).

s=0

/0 %f(:ersh)ds = f(x + sh)

Leiame mitme muutuja liitfunktsiooni tuletist arvutades

d d
&f(x + Sh) = Ef(xl + Shl, e, Tyt Shn) =

= Z of (x1 4 shy, ..., xn + shy)h; =
i=1 0z;

— (f'(a + sh), ).

Eelnevate vorduste ja arendise (2 pohjal

a(zith) = f(x +th) — f(x) — (f'(x),th) =
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:/0(f/(af+sh),h)ds—/0(f/(ff)>h)d5:
:/0 (F'(x + sh) — f'(x), ) ds.

Saadud vorduse alusel hindame (olgu t > 0)
t
(s th)] < [ 17+ sh) — )] ] ds <
0
t t LtQ
< [ zslnlpas = zing? [ sds = S al
0 0 2

Lemmas vaidetud vorratuse saamiseks votame ¢ = 1, aga lemma ja toestuses saa-
dud vorratused on tegelikult samavéirsed, sest kui lemmas viidetud vorratuses
votta h asemel th, on meil just toestuses saadud vorratus.

Lisame mirkusena, et kui f’ rahuldab Lipschitzi tingimust mingite eukleidilisest
normist erinevate normide korral, siis normide ekvivalentsus ruumis R" tagab ka
Lipschitzi tingimuse tdidetuse 2-normi suhtes, muutuda voib kiill kordaja L.

Ulesanne 10. Toestada, et kiireima languse meetodis (T 1 — Tk, Tpro—Try1) = 0,
s.t. kaks jarjestikust lilkumissuunda on ortogonaalsed.

Ulesanne 11. Tdestada, et kui f/(z;) # 0, siis kiireima languse meetodis leiab
aset f(zr41) < f(ag).

.. 1
Ulesanne 12. Olgu f(z) = 5 (Az,z) — (b,z), x € R", kus A on siimmeetriline

positiivselt méadratud n x n maatriks ja b € R". Toestada, et selle funktsiooni
korral kiireima languse meetodi arvutuseeskiri on

2
T4l = T — %gk, gk = f’(mk) = AZL‘k — b

9k, Gk

Ulesandes vaadeldavat funktsiooni nimetatakse ruutfunktsionaaliks. Lisame

1
mérkusena, et iga n x n maatriksi A korral (Az,x) = 3 (A + AT) x,x |, sest

(Az,x) = (% (A+ A) :c,x) = % (Az,x) + % (z,AT2) = = ((A+ A") 2,2).

N | —

1
Seejuures on maatriks 3 (A + AT) siimmeetriline, sest (A + AT)T = A+ AT, See-

ga ei ole ruutfunktsionaalis maatriksi siimmeetrilisus kitsendav tingimus. Kiill on
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oluline positiivne magratus: on olemas v > 0 nii, et (Az,z) > 7 |z|* iga = € R®
korral.
Kiireima languse meetodis esineval iilesandel migl f(xy — af'(zx)) el tarvitse
a>

lahendit olla voi on seda tdpselt raske leida. Seejuures on alati olemas f; =
in%f(a:k — af'(zr)). Meetodit, kus az > 0 leitakse nii, et
a>

[l —apf'(z) < fi+0k, 0p =0, lim d, =0,

k—o00

nimetame ligikaudseks kiireima languse meetodiks. See on alati realiseeritav eel-
dusel, et f; > —oo. Kiireima languse meetod on iihtlasi ligikaudne kiireima languse
meetod, siis d, = 0.

Teoreem 1. Kui f on alt tokestatud, ' rahuldab Lipschitzi tingimust ja ligikaudses

kiireima languse meetodis g d < 00, Siis klim f'(zx) = 0.
—00
k=1

Toestus. Kasutame lemmas saadud jadkliikme hinnangust tulenevat vorratust

o+ th) < f(a) + (7 (@). 1) + 2 ]

Votame selles © =z, h = f'(x1) ja t = —a, siis

Fon = af o)) < flo + (—a+ 5o ) 17 @)

Selles vorratuses votame algul vasakul infiimumi {ile & > 0, sinna saame f;, seejéirel
paremal infiimumi iile o > 0.

L
Vahepealses arvutuses olgu p(a) = —oz+§oz2, siis ¢’ (a) = =1+ Laja ¢'(a) =0

1 1
annab o = T Et ¢"(a) = L > 0, siis punktis o = Tony vidrtus minimaalne ja
N_ 1, L1 1
\L)” T 212" Tar
Selliselt oleme joudnud vorratuseni

fi < fan) — S f @l ®)

Kasutame niiiid jarjest seda, et tegemist on gradientmeetodiga, seejirel ligikaudse
kiireima languse meetodiga ja 1opuks rakendame vorratust . Seega

f(@r) = flar — arf' (@) < fi + 0k <
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1
< flaw) = 57 1 @)1 + O (4)
2L
Vorratusest (4)) saab vahetult f(xy41) < f(zx) + dx ning seda korduvalt kasutades

f($k+i+1)

(z3) + Z(sj. (5)

Vorratuses votame vasakul iilemise piirvddrtuse ¢ jargi, mis on ka iilemine
piirvadrtus tervest jadast, niisiis

hm f(@hpina) = hm flar) < flog) + 25 (6)

Vorratuses @ votame paremal alumise piirvaédrtuse, kusjuures arvestame seda, et
o0
lim Zéj = 0. Seega lim f(z;) < lim f(x3), mistottu eksisteerib lim f(z). See
k—o0 “— k—o0 k—00 k—o0
piirvadrtus on loplik, sest f alt tokestatuse tottu ei saa see olla —oo, aga vorratus
annab, et klim f(zg) < oo.
— 00

Vorratusest saame

1F (@)II* < 2L(f () — f(@re1) + O0),

mille abil

0< lim [|f"(a)[* < m [|f(20)]* <

k—o00

< 2L lim (f(zy) — f(@ps1) + 6k) =

k—o0

= 2L lim (f(zx) = f(@r41) + 0x) = 0, (7)

seejuures on klim (f(xr) — f(xry1)) = 0 saamisel oluline, et piirvidrtus hm f(zx)
— 00 k—o00
oleks 16plik. Niiiid (7) pohjal lim || f'(z)||*> = 0 ehk lim f'(x;) = 0.
k—o0 k—o0
Teoreem [1l on toestatud.
Markus. Vaikimisi eeldasime toestuse kiigus, et L > 0. Kui L = 0, siis f'(z) =0
iga x € R" korral, f on konstantne funktsioon ja miinimumiilesande lahendamist

ei ole motet uurida. Toestus kiill sel juhul ei kannata, sest me voime L = 0 asemel
votta positiivse kordaja.
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rahuldab
—c,e>0

Ulesanne* 5. Tdestada, et kui f: R® — R on alt tokestatud ja f’
2
Lipschitzi tingimust kordajaga L, siis valides gradientmeetodis aj = T
1
on viike (erijjuhul oy, = —), kehtib lim f'(z) = 0.
L k—o00

Teoreemannab tehtud eeldustel kiill koondumise f’(z;) — 0, aga mitte veahin-
nangut ja meetodi enda ehk jada z; koondumist miinimumiilesande lahendiks.
Selliste tulemuste saamiseks eeldame funktsioonilt f rohkem, milleks vajame mo-
ningaid moisteid.

Funktsiooni f: R" — R nimetatakse kumeraks, kui iga z,y € R", x # y, ja iga
A € (0,1) korral

fQz+ (1= Ny) <Af(x) + (1= A)f(y)

Funktsiooni f: R™ — R nimetatakse rangelt kumeraks, kui iga x,y € R", x # v,
jaiga A € (0,1) korral

fOz+ (1= Ny) <Af(z)+ (1= A)f(y)
Funktsiooni f: R" — R nimetatakse tugevalt kumeraks, kui eksisteerib v > 0
nii, et
FOz+ (1= Ny) < Af(x) + (1 =X fy) = A1 = N7l =yl

iga z,y € R*, x # 5, jaiga A € (0,1) korral.
Definitsioonidest on selge, et tugevalt kumer funktsioon on rangelt kumer ja
rangelt kumer funktsioon on kumer. Teistpidised jareldused ei kehti.

Ulesanne 13. Téestada, et funktsioon f(z) = (x,z), € R", on tugevalt kumer.

Ulesanne 14. Téestada, et kumera funktsiooni iga lokaalne miinumumkoht on
tema globaalne miinimumkoht. Jareldada sellest, et rangelt kumeral funktsioonil
saab olla iilimalt iiks miinumumkoht.

Teoreem 2. Kui f on tugevalt kumer ja [’ rahuldab Lipschitzi tingimust, siis
tlesandel m]}gn f(x) on olemas tihene lahend x* ja kiireima languse meetodi korral
xe n

kehtivad vorratused
(f(x0) = f(z*))d",
(f(xo) — f(2*))q",

flxr) — f(@")

o — 27* <

/A

2=

2
kus g =1 — % (v ja L on arvud vastavalt [ tugeva kumeruse vorratusest ja f'

Lipschitzi tingimusest).
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Toestus. Toestame, et funktsioonil f on olemas miinimumpunkt. Fikseerime su-

9 _
valiselt g € R". Olgu f; = | mir”1 1f(y) jar = max{Q,M}. Olgu
Yy—xo||= Y
1

z € R" selline, et ||z — zo|| > r. Votame A = e Et r > 2, siis ||z — zo|| > 2
zZ — X

1
ja e (0, 5} . Funktsiooni f tugev kumerus annab

FOz+ (1 =Nzo) < Af(2) + (1= A) f(w0) = A1 = A)7llz = 20/,
sellest

F(@o+ Az = 20)) = f(@o) + M1 = Myllz = zol* < A(f(2) — f(20)).  (8)
Vorratuse (8)) vasakul poolel f(zo+ A(z — x0)) = fi, sest ||[A(z — z0)|| = 1, peale

selle hindame 1 — A > 2 seejirel ||z — xo|| = r abil

1 1
ML= Alle = 2> 2 el = woll = 5,

2(f($0) - fl)

kus jillegi kasutasime vordust A||z—xo|| = 1. Niiiid r valiku tottu r > —————=,
8
1
seeparast 5’77“ > f(xo) — f1. Niisiis saame vorratuse vasakut poolt alt hinnata

arvuga 0 ja seepérast f(z) > f(xg). Selle tottu irg f(z) = inf  f(2). Funkt-
z€R™

llz—zoll<r
sioon f saavutab keras B(xg,r) = {x € R" | ||z — xo|| < r} Weierstrassi teoreemi
pohjal miinimumi, selle tdhistame z*. Miinimumpunkti iihesuse tagab funktsiooni
f tugev kumerus. Teoreemi [I| toestamisel saadud vorratuses on antud juhul
0r = 0, seega praegu

Flain) — Fo) < |7 @0l 9
Tugeva kumeruse vorratusest
FO&™ + (1= Naw) SAf(@7) + (1= N f(@r) = AL = Ayl — 2"

ehk

Jlo t M) 2108 o) — o) — (1= Al — o7

saame piiril A — 0 vorratuse

(f'(@r), 2" — 2x) < f@") = flan) = Yo — 27|
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(mérgime, et me arvutame punktis x; tuletise suunas z* — xy; teistes terminites
arvutame Gateaux’ tuletise, mis avaldub Fréchet’ tuletise kaudu, sest Fréchet’
mottes diferentseeruvust me eeldame). Edasi teisendades

/

flx) — f(2*) < (F(wp), 2 — %) — ]Jag — 2%])* <
<N (@)l Nlew — ¥ = llae — 2" <
1 !
< @Hf ()%, (10)

kus viimase vorratuse saamisel kasutame seda, et

1 , . 2
(ZEWWmm—¢w%—mm)>o

ehk ]
@Ilf'(xk)ll2 — I (@) e — 2| + l|lze — 2" > 0.

Vorratuse kirjutame iimber kujul
PP < () — £,
Seda ja vorratust (9) arvestades saame
Flrksn) = @) = o) = @) + Flonn) — flan) <
< fa) = 1) = 5pIF @I <

< (1-57) ) = fe) =aslon - @) ()

Vorratuse abil

flan) = fa*) < (flee) = f@Na < ... <
< (fwo) = f(a")d",

millega on teoreemis viidetud esimene hinnang toestatud.
Teoreemi teise hinnangu saamiseks lahtume tugeva kumeruse vorratusest

O+ (1= N)a") < Af(wp) + (1= A f(2") = A1 = Myllag — 27|
Sellest

flz* + Az, :\ r*)) — f(a*) < flag) — f(2®) — (1= Nyl — $*”2
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Minnes siin piirile A — 0 saame
(f'(z"),2p = 2%) < flan) = f(@") = Yflzp — 27|
Miinimumpunktis z* kehtib f'(z*) = 0, seepérast sailib vorratus
Maw = 2|* < flaw) = f(2"),

millest teoreemi esimesele koondumist iseloomustavale hinnangule tuginedes saame

(f(zo) = f(a"))d".

o — 2"* <

(Flax) — f(2%)) < %

Sy

Teoreem 2l on toestatud.

Taiendused. 1. On teada, et kumer funktsioon f: R" — R on pidev (toestuse
voib leida niiteks raamatust K. Leichtweifs, Konvexe Mengen, Berlin 1980; tolge K.
JleitxrBeiic, Boimykibie muozkecrsa, Hayka, 1985). Seepérast voib teoreemit()es—
tuse pohjal viita, et tilesande QICIG%I% f(z) iihese lahendi olemasolu tagab funktsiooni

f tugev kumerus, diferentseeruvust ja Lipschitzi tingimuse rahuldatust tuletise
poolt selles ei vajata.

2. Nieme (just teoreemi toestusest), et f(zx) — f(«*) kahaneb geomeetrilise
progressiooni kiirusega, mille tegur on ¢. Viga ||z} — || kahaneb samuti geomeet-
rilise progressiooni kiirusega, mis ndhtub hinnangust

|zp — 2*|| < (%(f(ﬂfo) - f(w*))); (qé)k,

kuid iildjuhul q% > q, s.t. ||zx — 27| kahanemine on aeglasem, kui f(xy) — f(z")
2
kahanemine. Teoreemi toestuse kdigus oleme iihtlasi saanud, et % < 1, sest g > 0.

Muidugi kehtib g < 1, sest kui L = 0, siis f ei saa olla tugevalt kumer, ja teoreemi
eeldustel tegelikult L > 0.

3. Loomulik on kiisida, kas teoreemis [2| voib tugeva kumeruse asendada néiteks
range kumerusega? Funktsioon f(x) = €®, € R, on rangelt kumer, aga mitte
tugevalt kumer, tal ei ole miinimumpunkti. Selle funktsiooni tuletis ei rahulda
kiill Lipschitzi tingimust, aga sellest saab iile nii, et x — oo korral defineerime ta
astimptootiliselt ldhenevana lineaarsele funktsioonile. Sobivaks funktsiooniks on
naiteks

ja tema graafik on kujuga
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/

Selline funktsioon on rangelt kumer ja tema tuletis rahuldab Lipschitzi tingimust,
aga miinimumpunkti ei ole.
4. Ulesande m]%n f(z) lahendamisel on kasutatav Newtoni meetod xpy1 =
TER™

o — (f"(2x)) "' f'(21), milles alustatakse alglihendist zq. Selle meetodiga lahen-
datakse tegelikult vorrandit (tdpsemalt, vorrandisiisteemi) f'(x) = 0. Seda voib
vaadelda kui gradientmeetodi ildistuse x,; = x, — Apf'(zx), Ax € L(R™,R™),
iihte erijuhtu, kusjuures gradientmeetodis Ay = ail, ap > 0. Newtoni meeto-
dit kisitlevast teooriast on teada, et see on ruutkoonduvusega, kui f” rahuldab
Lipschitzi tingimust. Nagu Newtoni meetodi puhul iildiselt, voib probleemiks olla
alglahendi valik, sest suur koonduvuskiirus paaseb mojule alles lahendi lélzleduses. .

5. Newtoni meetodis vorrandi f'(z) = 0 lahendamisel on f”(z) = (858{5 (w))

O

siimmeetriline maatriks, seepédrast on tema omavairtused reaalsed. Kui z* on
funktsiooni f miinimumpunkt, siis Taylori arendise

3,j=1

Fa® + ) = @)+ (P10 + 57 (@) +ala®; )

ja f'(z*) = 0, a(z*;h) = of||h||?) abil nieme, et f”(z*) omaviirtused on mitte-
negatiivsed, sest kui oleks A < 0 nii, et f"(z*)h = Ah, h # 0, siis (f"(z*)h,h) =
M|R||? < 0 ja piisavalt viiikese ||h|| korral f(z* + h) < f(z*), mis on vastuolu. Ei
ole vilistatud, et maatriksil f”(z*) esineb omavéirtus A = 0, ning siis f”(z*) ei ole
pooratav ja ka f”(x;) Newtoni meetodis ei tarvitse olla pooratav. Voib isegi olla,
et maatriksil f”(z;) on negatiivseid omaviidrtusi, aga et maatriksi omaviartused
soltuvad pidevalt maatriksi kordajatest, siis kaks korda pidevalt diferentseeruva f
juhul on f”(z) negatiivse omavéartuse A, < 0 korral |\;| viike, kui x;, asub z* vii-
keses iimbruses. Siis sobib kasutada meetodit ;1 = zp — (f"(2%) + pel) " f (21),
kus g, > 0 on viiike, aga selline, et u; + Ay > 0 maatriksi f”(z) iga omaviirtuse
Ai, korral. Siis muidugi on f”(xy) + pxl pooratav.
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Ulesanne® 6. Olgu f(z) = ||[Az — b||?, + € R", kus A on m x n maatriks ehk
A € LR", R™), b € R™ ja vaadeldakse 2-normi ruumis R™. Uurida, millest
ja kuidas soltuvad selle funktsiooni korral tugeva kumeruse kordaja ~ ja tuletise
Lipschitzi kordaja L.



§5. Kaasgradientide meetod

1 Ruutfunktsionaali minimiseerimine kaasgradientide meeto-
diga

1
Olgu antud ruutfunktsionaal f(z) = §(Ax, z) — (b,x), x € R", kus A on siim-

meetriline positiivselt madratud n x n maatriks ja b € R". Maatriksi A positiivne
méiiratus (eksisteerib v > 0 nii, et (Az,z) > v|z|* iga + € R” korral) tagab, et
A on podratav, sest kui Ax = 0, siis x = 0. Seepérast on olemas parajasti iiks
z* € R" nii, et Az* =b (z* = A™'b). Siis

F(r) = (Az,2) ~ (b.7) =

1
= 5(A(x—x*+x*),x—x*+m*) —(byx — 2" +2") =

= 1(A(ac —x"),zr—x) + (A(x — x¥),2") + %(Ax*,x*) -

2
— (b,l’ — ZL‘*) — (b,l‘*) =
_ %(A(x —2*),x — 2) + f(z*),

kus kasutasime vordust (A(x —z*),z") = (x — 2", Az™) = (z — 2", b) = (b,x — z¥).
Arvestades niiiid, et (A(z —2%), 2 —2*) > v||z — 2*||?, nileme, et f(x) > f(a*), kui
x # x*. Niisiis saavutab ruutfunktsionaal oma miinimumi parajasti iihes punktis
x* = A"

Ruutfunktsionaali f tuletis avaldub f'(x) = Az — b, sest

1

fa+h) — f(z) = %(A(:chh),:chh) — (b h) = 5 (Av,2) + (b,7) =

1
= (Az = b,h) + S(Ah. )

1 1
ja a(x;h) = §(Ah’ h) < §||A||||h||2 = o(||h]]) (siin (Ah,h) ja a(x;h) on mittene-
gatiivsed).

43
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Margime veel, et (Ax,y), z,y € R", on skalaarkorrutis ruumis R", selle tagab A
stimmeetrilisus ja positiivne méadratus. Kasutatakse tdhistust (z,y)4 = (Az,y) ja
radgitakse A-skalaarkorrutisest.

Asume kirjeldama kaasgradientide meetodit ruutfunktsionaali korral. Olgu an-
tud 2o € R", leiame gy = Axo—0b (tuletis, gradient punktis z¢), zo = —go (gradiendi
vastassuund). Kui go = 0, siis £p = ¥ ja miinimumiilesanne on lahendatud. Ole-
tame, et zy, g, zr on leitud, seejuures x, on punkt, kus asutakse, g, = Ax, — b
on gradient, samuti jadkliige vorrandi Az — b lahendamisel, z; on liikkumissuund
punktist x;, viljumisel. Eeldame, et z; # 0. Leiame funktsiooni f(zy + azy) miini-
mumkoha, vaadeldes a argumendina. Arvutame

1
flog + azy) = §(A(a:k + azp), xp + azg) — (b, xp + azg) =

= %(Axk, xy) + oAz, 2zx) + %aQ(Azk, z) —
= (b,zp) — a(b, z) = p(a),
kus argumendist « soltuva funktsiooni jaoks kasutame tahist . Siis
o' () = (Azg, zx) — (b, 21) + a(Azg, 21,) =

= (Arp — b, 2) + Az, 2) =
= (gk; Zk) + oz(Azk, Zk) =0

— (g, 2
parajasti siis, kui o = M Lisaks ¢"(a) = (Azg,2) > 0, mis iitleb, et
(A,Zk, Zk)
— (g, 2
= — (9 2) on miinimumkoht. Mi#rame
(AZk, Zk)
(gk7 Zk)
Tyl = T + QR = Tjp — 70— %k;
* (AZk, Zk)
Grr1 = f(xpy1) = Az — b (gradient, jaikliige),
Zk+1 = —Gk+1 T VkZk,
Az
kus vy, = %; siin 2,1 on punktist xy,q vdljumisel liitkumissuund, mis on
Zky 2k

gradiendi vastassuuna —gy.1 korrigeeritud suund.

Ulesanne 15. Tdestada, et nullist erinevad paarikaupa ortogonaalsed vektorid on
lineaarselt soltumatud. Formaalselt: kui x; # 0, k = 1,...,n, (zg,x;) =0, k # J,
siis xx, k= 1,...,n, on lineaarselt soltumatud.

Teoreem. Kui ruutfunktsionaali korral ldhendid xj, on leitud kaasgradientide mee-
todil, siis leidub k < n nii, et x;, = z*.
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Toestus. Alustame abiarvutustega.

1) nédeme, et

(Azk‘-i-lv zk‘) - (Zk-‘rl)Azk‘) =
= (—Gr+1, Azi) + Y (2r, Azi) =

(gk—l-lu AZk)

2k, Az) =0,
(AZk,Zk) ( K k)

= _(gk+17 Azk) +

mis tahendab, et vektorid z; ja 2z, (jarjestikused liikumissuunad) on ortogonaal-
sed A-skalaarkorrutise suhtes;

2) veel saame

(Grt1, 21) = (

(A(xg + agzg) — b, zx) =

= (Axp — b, z) + ap(Azg, 21) =
( —( Gk 2k)

A =0;
(Azkyzk>< Zkvzk) )

3) kasutades jargnevas tulemust osas [2)|ja z; leidmise reeglit, teisendame

—(k,26)  —(gr, =9k + Ve—12k-1) _

o= (Azp, 2z) (Azg, 21)
_ lgnl® = -1 lgr zo1) _ llgwll?
(Azk, Zk) (Azk, Zk) ’

millest nieme, et oy > 0, kui g # 0 (iildiselt eeldasime, et z;, # 0);

4) kasutades niiiid [1)|ja samuti z; ja g, vahekorda, arvutame

(Ges1,9k) = (AT — b, gi) =

= (A(xg + arzr) — b, gx) =

= (Azy — b+ Az, gi) =

= (gr + axAzi, gr) =

= [lgull® + ar(Az, gr) =

lgkll” + an(Azy, =21 + Ye-120-1) =

= llgell* = an(Az, 21) + i1 (Azi, z5—1) = 0,

millega oleme nididanud, et naabergradiendid ehk jadkliikmed on ortogonaalsed
tavalise skalaarkorrutise suhtes;
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5) jargnevalt nditame, et (gx,q;) = 0, k # i, ja (Azy, z;) = 0, k # i, ehk punk-
tides |1)| ja [4)| saadud ortogonaalsused leiavad aset koikide erinevate indeksitega
vektorite vahel. Voime eeldada, et ¢ < k. Deklareeritud viited toestame indukt-
siooniga. Induktsiooniskeemi iseloomustab joonis

ill

(4,3)
(3.2 (4,2
21 (3,1 @1

(1,0) (2,0) (3,0) (4,0)

milles diagonaalil toodud indeksipaaride (k, k—1) korral on véited toestatud. Skee-
mis liigume veergude kaupa paremale, igas veerus iilevalt alla, kasutades eelmis-
te indeksipaaride korral toestatud ortogonaalsusi. Sisuliselt jarjestame indeksite
paarid lineaarselt liikumisskeemi kohaselt, et teostada induktsiooni. Toestame in-
deksipaari (k + 1,4) korral molema vektoripaari ortogonaalsused, seejérel liigume
jargmise indeksipaari juurde induktsiooniskeemi kohaselt.

a) arvutame (lisades vahele selgitusi eelneva vorduse kohta)

(gk+1,9:) = (gr + Az, g;) =
JOki1 = Az — b= A(xp + agzg) — b =
= Axp — b+ apAz, = g, + apAzy/
= ay(Azp, g;) =
/(9k,9:) =0 eelmises veerus/
= ap(Azp, —zi + Yi12i-1) =
/gi ja z; vahekord/
= —ay(Azk, 2;) + apvi—1(Azk, zi-1) = 0
/molemas skalaarkorrutises kasutame eelmist veergu/;

b) teise vektoripaari korral teisendame

(Azgy1, 2i) = (Zrg1, Azi) = (—Grs1 + We2n, Azi) =
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= (=grs1, Azi) + (2n, Azi) =
= _<gk+17 A’Zl)
/(2k, Az;) = 0 eelmise veeru pohjal/.

Leiame g;11 = Azj1 — b= A(x; +z;) — b= Az, — b+ a;Az; = g; + ; Az;, millest

a; # 0 korral Az; = — (941 — i), ja jitkates teisendust, saame
Q;

1
(Azky1,2) = —(Ghs1, —(Giy1 — 95)) =
1 1
= ——(gk+1, Giv1) + —(Gr+1,9:) =0
(07 a;

)

%

/(grk+1, gi+1) = 0 eelneva indeksipaari pohjal

ja (gr+1,9:) = 0 on saadud osas ba)/.

2
lgill
(A'Z’i7 Zi)
on toestatud. Kui z; = 0, siis muidugi (Azg41, 2;) = 0.

Kui aga a; = 0, siis «o; = ja z; # 0 alusel g; = 0, s.t x; = 2* ja pohiviide

Toestuse 16petab jargmine arutelu, milles tugineme iilesandele [15] Négime, et
vektorid g moodustavad paarikaupa ortogonaalse siisteemi. Seejuures ei ole voi-
malik, et g, # 0, k =0, ..., n, sest siis oleks ruumis R" n+1 lineaarselt soltumatut
elementi. Seega on olemas g, = 0, k < n, mis tdhendab, et Ax,—b = 0 ehk x;, = ™.

Teoreem on toestatud.

Ulesanne 16. Toestada, et gy # 0, ..., gr # 0 parajasti siis, kui 20 # 0, ..., 2z, #
0.

2 Uldisema funktsiooni minimiseerimine kaasgradientide mee-
todiga

Vaatleme iilesannet m]%n f(z), kus f: R" — R on diferentseeruv. Kaasgradien-
TER™

tide meetodis voetakse alglihend g, leitakse go = f'(zg) ja voetakse zg = —go.
Kui on juba leitud xzy, gr = f'(zx) # 0 ja 2z, # 0, siis leitakse az, > 0 nii, et
flz, + agz) = m>i51f(xk + azp). Seejérel leitakse xpy1 = xp + azk, Grr1 =

f'(zp11) ja midratakse zpy1 = —gry1 + Ye2k, kus

(9k+1,gk+1 - gk:)
(1)
gk lI”
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Veendume, et dsjakirjeldatud meetod iihtib ruutfunktsionaali korral eelmises
punktis analiilisitud meetodiga. Selleks piisab néidata, et vordusega méiratud
kordaja v tuleb ruutfunktsionaali korral sama, mis oli varem valitud. Arvutame

(9k+1,gk+1 - gk) _

M= ;
[l
_ (e, Ay — b — (Azy — b))
llgxlI”
_ (g1, A1 — o)) _
llgxl”
_ ak<gk+1>AZk)
lgell”

JTei1 = X + gzi/,

2
A
kuid o = M annab varem esinenud -y, = —(ng’ zk)
Uldisema funktsiooni korral on veel kasutusel meetod, kus
2
_ lgrall 5
k= 5 (2)
g

Ruutfunktsionaali korral ja iihtivad, sest teame, et sel juhul (gx41, gx) = 0.

3* Kaassuundade meetod ruutfunktsionaali korral

Vaatleme punktis 1| esinenud olukorda, kus on antud ruutfunktsionaal f(z) =
1
§(A$, x)— (b, x), r € R", ja lahendatakse iilesannet m]%n f(z). Eeldame, et ruumis
TER™
R" on antud elemendid p; # 0, ¢ = 0,...,n — 1, seejuures (Ap;,p;) = 0, kui
1 # j. Vektorid p; on ortogonaalsed A-skalaarkorrutise suhtes, 6eldakse ka, et nad
on kaasortogonaalsed, ja seepdrast nimetatakse selles punktis késitlusele tulevat
meetodit kaassuundade voi kaasortogonaalsete suundade meetodiks. Kaassuunda-
de meetodis x 1 = xp+agpr, k=0,1,... (o on alglihend), kus ay, > 0 leitakse
nii, et f(xp + agpr) = m>i£1f(:z:k + apg). Arvu oy, leidmine toimub sama aruteluga
nagu punktis [I] seega
ap = _(gkupk:)
(Apr, pr)
ja
(9%, Px)
Thi1 = Th — 75— Dk (1)
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(tegelikult piisab saamiseks ainult sellest, et pp # 0). Nagu varemgi, olgu
" selline, et Ax* = b ehk 2" on miinimumiilesande lahend. Esitame lineaarselt
soltumatu siisteemi kaudu

" —x0 = Popo+ .-+ Bn1Pn-1- (2)
Kasutades po, ..., p,_1 kaasortogonaalsust, saame abil

(A(z™ = w0), pr) = Br(Apk, pr),

millest Al
5k:( (2" = x0), px) k=0,....n—1 (3)
(Apk>Pk)
Vaadeldavas meetodis
Tk = Th—1 + Qf—1Pk—1 = ... = To + QoPo + ... + Qk—1Pk—1
ehk
T — To = QpPo + ... + Wp—1Dk—1- (4)

Vordusest saame ikka po, ..., p,_1 kaasortogonaalsust kasutades
(A(Ik_‘TO):pk):O? k=0,....,n—1 (5)

(see arvutus sobib k > 1 korral, k = 0 korral kehtib triviaalselt). Niiiid abil
ja ay avaldist arvestades

(A(z* = o), p) = (A(z” — 1), pr) + (A(z — T0), Pr)
= (b - Aﬂﬂk,pk) =
= —(gk, pr) = ar(Apr, pr).
millest
(Al — 20), pr)
(Apk, pr)

See koos vordustega annab o = B, k=10,...,n—1, ja ning pohjal
x, = x*. Muidugi v6ib esineda olukord, kus z;, = =¥, k < n, kui néiteks a,,_1 = 0.
Sellega oleme toestanud jargmise tulemuse.

. —

Teoreem. Kuip; # 0,7 =0,...,n— 1, on kaasortogonaalsed, siis kaassuundade
meetod ruutfunktsionaali minimiseerimisel annab hiljemalt k = n korral lahendi
T =1a .

On arusaadav, et kaasgradientide meetod on erijuht kaassuundade meetodist,
selles maaratakse kaasortogonaalsed liitkumissuunad kindla eeskirja kohaselt.



§6. Lineaarne planeerimine

Me poorame lineaarsele planeerimisele erilist tdhelepanu, selleks on mitmeid
pohjuseid. Lineaarsel planeerimisel on palju rakendusi mitmetetes eluvaldkonda-
des, millest maksab vilja tuua majandust. Ei saa unustada ka ajaloolist kiilge,
kus lineaarne planeeerimine on olnud optimiseerimismeetodite uurimisel esirinnas.
Paljud lineaarses planeerimises esinevad ideed, sealhulgas niiteks duaalsete iiles-
annete teooria, on leidnud viljakat arendust iildisemate iilesannete késitlemisel.
Selles paragrahvis esitame koik olulised tulemused koos iiksikasjalike pohjenduste-
ga, millest mitmed on kiill toodud abimaterjalina ja varustatud siimboliga *.

1 Lineaarse planeerimise iilesannete tahtsamad kujud

Selles paragrahvis tdhistame vektorite x,y € R" skalaarkorrutist = -y = zyy; +
...+ Z,Yy,. Lineaarse planeerimise iilesanne iildkujul on jirgmine. Antud on (li-
neaarne) sihifunktsioon f: R" — R, f(x) = ¢ - x, lubatav hulk 2 kujul

ali-xgbz-, 1€l
Q= xER"al~x:bi, 7;612 s
a’-x}bi, ZGL;

kus I, I5, I3 on paarikaupa mitteloikuvad (I;N1; = 0, kui k # j) indeksite hulgad,
iga Iy on 16plik voi tithi. On vaja leida z* €  nii, et f(z*) = miél f(z) voi
[AS

fz*) = max f(z) (konkreetses iilesandes iiks nendest nouetest).
Te

Definitsioon. Lineaarse planeerimise iilesanne kanoonilisel kujul on max c-z, kus

€
Q={zecR"|d-2=0b,icl, x>0}
Lisame selgituseks, et x > 0 tdhendab, et x; > 0, ¢ = 1,...,n. Need tingimused
on kirjutatavad e’ - x > 0, kus ¢ = (0,...,0,1,0,...,0), seepérast on kanooniline
(@)

kuju erijuht tildkujust. ‘
Olgu m = |I] (hulga I elementide arv), A m x n maatriks, mille read on a’ € R",
1 € I,b € R™ komponentidega b;,7 € I. Siis tingimused a' - x = b;, @ € I, voib

50
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kirjutada samavadirselt Az = b ning kanoonilisel kujul oleva iilesande lubatav hulk
on Q = {z € R"Az = b,z > 0}. Kasutame edaspidi ka iilesande iileskirjutust
kujul max{c-z | Axr =b, x > 0}.

Definitsioon. Lineaarse planeerimise iilesanne pohikujul on maxc -, kus
xe

Q={zxeR"| Az < b, x > 0}.

Lisame, et x,y € R" korral tdhendab kirjutis + < y, et z; < y;, e = 1,...,n.
Seda sisuliselt juba kasutasime juhul z > 0.

Lause. Igat lineaarse planeerimise tilesannet saab esitada temaga samavddrsel ka-
noonilisel voi pohikujul.

Erijuhul tdhendab see pohikujul oleva iilesande viimist samavéirsele kanoonilise-
le kujule, samuti kanoonilisel kujul oleva iilesande viimist samavéirsele pohikujule.

Toestus. Margime koigepealt, et kui on vaja minimiseerida c - x, siis see on sama-
vadrne —c - = (—c) - © maksimiseerimisega, ka (—c) - = on lineaarne sihifunkt-
sioon. Jirgnevas vaatame kitsenduste teisendamist vajalikule kujule votetega, mis
sobivad igas antud iilesandes, seepirast voib seda nimetada standardmetoodikaks.

1) Késitleme algul pohikitsenduste teisendamist kanoonilisele kujule viimisel.
Kui on antud vorratus a' -z < b;, siis votame kasutusele lisamuutuja 2z, = b; —a'- .
Vorratus a’-z < b; on siis samaviiirne sellega, et z; > 0. Samal ajal a'-x+z =b; on
vordusega antud pohikitsendus (at,...,a’ 1) (21,...,2,,2) = b;. Kui on antud
vorratus a' - & > by, siis muidugi voib seda vaadelda kujul (—a’) - 2 < —b; ja
kasutada dsjavaadeldud votet. See on aga samavidrne sellega, et lisame muutuja
2z =a"-x—b;jaa’-x > b; on samaviirne tingimusega z; > 0. Lisaks oleme joudnud
tavakujul vorduskitsenduseni a’ - 2 + (—1)z; = b;. Mérgime, et uute muutujate
lisamisel sihifunktsioon nendest ei soltu; voime kirjutada ¢-x = ¢- 7, kus ¢ =
(c1,...,60,0,...,0), T = (21,...,%p,2;,j € [1 UI3). Uute muutujate lisamisega ei
suurene maatriksi A ridade arv, ka b jadb samaks, pikenevad A read.

2) Kui algiilesandes ei ole mingi muutuja z; mittenegatiivsuse nouet, siis vota-
me kasutusele asendusmuutuja x; > 0 ja veel lisamuutuja x,1; > 0 ning teeme
muutujavahetuse x; = x; — Tyt (z; on vana muutuja, x;-, Tpy1 uued). Siin z,4q
voib olla sama koigi nende muutujate vahetamisel, kus mittenegatiivsuse nouet ei
ole. Selle kiigus teiseneb sihifunktsioon

c-r = E ;T + E CiT; =

.l’j}O CCJ‘G]R
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- Z ¢y + Z (T — Tpi1) =

x>0 z;€ER
P . . . , j— . s
= g cjri + E cjx + ( E (—¢j))Tps1 =
;20 z;€R z;€R
=cC-7,

mis on ikka lineaarne sihifunktsioon. Pohikitsendused teisenevad jargmiselt:
Ar=b & d'-z=b,icl &

n
-~ Zaijl'j = bl,Z cl &
j=1

-~ Z ;T + Z aij(x;- — xn+1) = b“Z cl &

x>0 z;€ER
=4 Z a;;Ti + Z CLijI;- + (— Z Clij)l’n_H = bZ,Z el &
;20 z;€ER z;€ER
Ty, Xj 2 0
& A ZEj,.TjE]R :b@AT:b,
Tni1

kus maatriksi A ridade arv ei muutu, aga read on iihe elemendi — Z @;j VOITa

z;ER
pikemad, T aga on osa vanade ja uute muutujate vektor, mis esines juba eespool
teisendatud sihifunktsioonis.

3) Vaatame veel pohikujule viimist. Vorratuse a' - z > b; voib kirjutada sama-
vidrsel kujul (—a’) - 2 < —b;. Vorduse a’ - x = b; saab asendada kahe vorratusega
a' -z < b, (—a') - v < —b;, mis tihendab iihtlasi kitsenduste arvu suurenemist.
Kui monel muutujal pole mittenegatiivsuse nouet, siis punktis [2)| kisitletud muu-
tujavahetus sobib ka siin, kusjuures sihifunktsioon teiseneb tépselt samamoodi,
tingimused Az < b teisenevad samaviirseteks AT < b, milles A ja T on sama
tahendusega nagu punktis

Lause on toestatud.

Lauses toodud standardmetoodika votete asemel saab kasutada teisi, moneti
lihtsamaid, mida voib nimetada 6konoomseks metoodikaks.

1) kitsendus x > dj, on erijuht iildkujust a® - x> by, kus a® = €, ja seda saab
teisendada standardmetoodikas esinenud lisamuutuja kasutuselevotuga. Siin voib
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teha muutujavahetuse x), = xp — dy, siis x;, > d;, on samavidrne sellega, et ), > 0.
Seejuures sihifunktsioon teiseneb

n n
/
C-T = CpTy + g cjr; = cp(x), + dy) + g CjT; =
j=1 j=1
J#k J#k
n
/ —
= Ty, + g c;xj + cpdy = ¢ - T + cpdy,
j=1
ik
kus vektoris T on vektoriga x vorreldes komponendi z;, asemel . Sihifunktsioo-
nidel ¢ - x ja ¢ -7 on aga samad miinimum- voi maksimumpunktid, konstantne

lildetav cpdy, neid ei mojuta. Pohikitsendused teisenevad sarnaselt nii kanoonilisele
kui pohikujule viimisel, néiteks

Az =b & d'-x=b,icl <

n
= QipTr + Zaijxj = bl,Z el &
j=1
ik
n
= azk(:v; + dk) + Zaijsvj = bl,Z cl &
j=1
ik
n
= aikx; + Z(lijl’j = bz — aikdk,i cl &
j=1
ik
& AT =0,
kus ndeme, et ei muutu maatriks A (nagu ei muutunud ka sihifunktsiooni méérav
vektor ¢), kiill aga voib muutuda vektor b. Kitsenduse z; < dj korral voetakse
x), = dj, — xy ja saadakse samaviidrne kitsendus ), > 0. Selles asenduses on mir-
gimuutus vektori ¢ iihes komponendis ja maatriksi A iihe veeru elementides, mida

néeb eespooltoodud teisendusi analiiiisides. Selles punktis ndidatud teisendustes
ei suurene muutujate arv.

2) pohikujule viimisel nigime, et pohikitsendustes esineva vorduse voib asenda-
da kahe vorratusega. Siin saab kokkuhoidu teha nii, et vordused a' -z = b;,i € I,
asendatakse vorratustega a'-x < by, i € I, ja iihe lisavorratusega Z(ai-x—bi) > 0.

iel

Viimane on samavidrne sellega, et (— Za’) cx < — Zbi' See suurendab kit-
iel
senduste arvu ainult iihe vorra terve iilesande peale.

iel
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Ulesanne 17. Viia iilesanne

To9 — T1 — min,
3x1 = 9 — B,
‘1’2’ < 2,

1 <0

kanoonilisele ja pohikujule nii standard- kui ka 6konoomse metoodikaga.

2 Lineaarse planeerimise iilesande lahendi olemasolust

2.1 Lubatava hulga omadused

Vaatleme algul kanoonilisel kujul olevat iilesannet
max{c-z | Az = b,z > 0}.

Siin lubatav hulk on Q@ = {z € R" | Az = b,z > 0} = {r € R" | d' -2 =
bi,i € I,x > 0}. Siisteemil Az = b on olemas lahend parajasti siis, kui A as-
tak vordub laiendatud maatriksi (Ab) astakuga (seda viidab Kronecker—Capelli
teoreem). Seega, kui astakud ei ole vordsed, siis pole vorrandisiisteemil Az = b
lahendeid ja 2 = () (muidugi puudub siis ka planeerimisiilesandel lahend).
Naiiteks sobib siisteem
T+ To = 1,
{ T+ To = 2.

Edaspidi vaatleme juhtu, kus astakute vordsus leiab aset. Siis voib lineaarselt sol-
tuvad vorrandid dra jitta ja eeldame, et seda on tehtud. Sel juhul on maatriksi
A read lineaarselt soltumatud ja maatriksi astak on m = |I|. Et A astak ei saa
tiletada arvu n, siis m < n, mis on iseloomulik korrastatud (lineaarselt teistest
vorranditest soltuvad vorrandid korvaldatud) kanoonilisel kujul olevale iilesandele.
Kui siisteemi Ax = b lahendite z hulgas on selliseid, et > 0, siis  # (). Juhul
m = n on siisteemil parajasti liks lahend ja kui selle komponendid on mittene-
gatiivsed, siis on see lubatava hulga () ainus element ja loomulikult ka iilesande
lahend. Sisukas kanoonilisel kujul olevas {ilesandes on m < n ja siisteemil Ax = b
lopmatu hulk lahendeid. Siis €2 voib olla tiihi, iiheelemendiline voi lopmatu hulk,
selle viite detailse pohjenduse esitame hiljem.
Vaatleme niiiid eelkoige pohikujul olevat iilesannet

max{c-z | Az < b,z > 0}.

Lubatava hulga Q = {z € R" | Az < b,x > 0} iseloomustamiseks votame kasu-
tusele moned moisted. Olgu a € R",a # 0,b € R. Hulka {x € R" | a -2 = b}
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nimetatakse hiipertasandiks. Niiteks {x € R? | a;2; + agzo = b} on sirge tasandil
R? {z € R® | a 2 +ayry +aszs = b} tasand ruumis R?. Hulka {z € R" | a-2 < b}
nimetatakse (kinniseks) poolruumiks. Tasandil R? on see vastavast sirgest iihele
poole jiiv ja sirget ennast sisaldav pooltasand, ruumis R® tasandist iihele poole
jadv ja tasandit ennast sisaldav poolruum. Seejuures

{zeR"|a-z=b}={zeR" |a-z<b}N{x eR"|(—a) x < —b},

s.t. hiipertasand on kahe poolruumi iihisosa. Lopliku hulga poolruumide iihisosa
nimetatakse poliieedriliseks hulgaks. Tokestatud poliieedrilist hulka nimetatakse
poliieedriks ehk hulktahukaks. On selge, et iga lineaarse planeerimise iilesande
lubatav hulk on poliieedriline hulk, mis voib olla tokestatud voi tokestamata.
Pohikujul oleva iilesande lubatav hulk {2 on niisiis poliieedriline hulk ja siin
voib pohikitsenduste arv m olla kuitahes suur, sest kasvoi nditeks n = 2 korral
voib hulknurga servade arv olla kuitahes suur. Esitame selle alapunkti lopetuseks
méned niited pohikujul oleva iilesande lubatavatest hulkadest tasandil R?.

X2 2
TLE al-xgbl

W 2
%\ [TITTTT] TT7779  <bh
» 11 x*
>>>\ g a’-x < by

x V1
O=0 Q= {z*}
o) T
A A
QO al -z < by
Q
» L1 »T1
() on tokestatud, lopmatu () on tokestamata

Tulles veel tagasi kanoonilisel kujul oleva iilesande lubatava hulga juurde, siis ka
see on lopliku arvu poolruumide iihisosa ehk poliieedriline hulk. Ta on aga moneti
spetsiifilise kujuga, sest silisteemi Axr = b lahendite hulk on ruumi R" alamruumi
nihe ja lubatav hulk ise alamruumi nihke {ihisosa hulgaga R = {z € R" | 2 >
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0}. Seepirast ei sobi eespool tasandil R? niidetena toodud l6pmatud hulgad
kanoonilisel kujul oleva iilesande lubatavaks hulgaks.

2.2 Lahendi olemasolust

Peatume liihidalt lineaarse planeerimise iilesande lahendi olemasolul. Vaatleme
kanoonilisel voi pohikujul olevat iilesannet, sest selliseks saab viia igat iildkujulist
iilesannet.

Mérgime, et poliieedriline hulk (seega ka lineaarse planeerimise iilesande lubatav
hulk) on alati kinnine. Kui lubatav hulk € on mittetiihi ja tokestatud, siis on
ilesandel lahend olemas Weierstrassi teoreemi pohjal. See haarab ka erijuhu 2 =
{z*}, kus Weierstrassi teoreemi tegelikult vaja ei olegi.

Kui Q on tokestamata ja sihifunktsioon on hulgas (2 iilalt tokestamata, siis
lahend puudub. Kui aga sihifunktsioon on iilalt tokestatud tokestamata hulgas €2,
siis on iilesandel lahend olemas. Viimase védite pohjendame hiljem.

3 Kumerad hulgad

Olgu V' vektorruum.

Definitsioon. Hulka X C V nimetatakse kumeraks, kui iga z,y € X, x # vy, ja
iga A € (0,1) korral Az + (1 — \)y € X.

Hulka {Az+(1—=MN)y | A € [0, 1]} nimetatakse punkte x ja y ithendavaks 16iguks,
monikord tahistatakse seda [z, y]. Hulk on kumer parajasti siis, kui ta sisaldab igat
oma kahte punkti iihendavat 16iku. Jargmisel joonisel on niha, kuidas Az+(1—\)y,
A € (0,1), on punktide x ja y vahel ja kuidas suhtuvad Az + (1 — \)y kaugused
punktidest x ja y. On selge, et 16igus [z, y| vastab arvule A = 0 punkt y ja arvule
A =1 punkt x.

1—XA:A
T dr+(1-Ny Yy

Meenutame, et hulka X C R" nimetatakse kinniseks, kui x;, € X, x;, — x korral
r e X.

Ulesanne 18. Toestada, et poolruum {z € R" | a - 2 < b} on kumer ja kinnine.

Ulesanne 19. Tdestada, et kui hulgad X, on kumerad, siis m X, on kumer.

«

On muidugi teada, et kui hulgad X, on kinnised, siis ﬂ X, on kinnine.
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Jareldus. Iga polieedriline hulk (lineaarse planeerimise tilesande lubatav hulk) on
kumer ja kinnine.

Poliieedrilise hulga kumerusest jareldub, et kui selles on vihemalt kaks erinevat
elementi, siis see hulk on lopmatu, sest kahte punkti iihendav 1oik on lopmatu hulk.
Seda viitsime juba punktis [2.1] ilma pohjenduseta.

Definitsioon. Kumera hulga tipuks nimetatakse selle hulga punkti, mis ei ole
iihegi sellesse hulka kuuluva loigu sisepunktiks.

Lahtiseletatult tdhendab see, et x € X on hulga X tipp parajasti siis, kui ei ole
voimalik esitus z = Ay + (1 — A\)z, A € (0,1),y,2 € X, y # 2.
Naideteks toome

on kolm tippu iga ringjoone punkt
on ringi tipp
Monikord nimetatakse tippu ekstremaalseks punktiks.

4 Graafiline lahendamine

Praktiliselt saab graafiliselt lahendada lineaarse planeerimise iilesannet (iildku-
jul), kui n = 2, moningatel juhtudel n = 3 korral. Enne lahendusalgoritmi esitamist
tutvume veel {ihe moistega. Vaatleme sihifunktsiooni c-x, kus ¢ # 0. Vottes a € R,
saame hiipertasandi {x € R" | ¢- 2 = o}, mida nimetatakse sihifunktsiooni nivoo-
tasandiks (juhul n = 2 nivoosirgeks). Erinevatele « viértustele vastavad erinevad
nivootasandid, mis ei loiku, olles seega paralleelsed.

Graafiline lahendamine koosneb jérgmistest etappidest (kirjeldame juhtu n = 2):

1) kantakse joonisele lubatav hulk — poliieedriline hulk (erijuhul poliieeder), see
on pooltasandite iihisosa;

2) voetakse iiks nivoosirge, médratakse néiteks sihifunktsiooni kasvamise suund
nivoosirge paralleelliikkel;

3) liigutakse nivoosirgega maksimiseerimisiilesandes kasvamise suunas, minimi-
seerimisiilesandes kahanemise suunas seni, kuni edasi minnes nivoosirge lu-
batavat hulka enam ei loika. Viimase nivoosirge ja lubatava hulga iihisosa
ongi siis lahendite hulk.
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Naide. On vaja maksimiseerida x, + x5 kitsendustel 1 — 225 <0, 221 — 29 > 0,
1+ x9 < 2.

Joonisel
Z2
t 2[L‘1 — X9 2 0
3__
>\ T, — 229 <0
2
T+ To = 0 T
{ é\x fm
Ty + T <2
on esitatud sirged 2z, — 9 = 0, x1 — 222 = 0, 1 + 22 = 2 ja nende poolt

médratud poolruumid, mille iihisosa annab viirutatud kolmnurga — lubatava hulga.
On néha, et kitsendused x1 > 0, x5 > 0 ei muudaks lubatavat hulka, seepérast on
sisuliselt tegemist pohikujul oleva iilesandega. Veel on esitatud nivoosirge x1+xy =
0 ja margitud noolega sihifunktsiooni kasvamise suund. Kui liikuda nivoosirgega
sihifunktsiooni kasvamise suunas, siis viimane iihisosa on juhul x; + zo = 2. Seega
saavutab sihifunktsioon maksimaalse viirtuse lubatavas hulgas néiteks punktis,

mis miaratakse kahe sirge 1 + o = 2 ja x1 — 2x5 = 0 16ikepunktis, selles x1 = —
4

2
ja xo = —. Samuti on lahendiks x1 = — ja x5 = —, mis on sirgete r; + x5 = 2

ja 2xy — x9 = 0 loikepunkt. Lahendiks on ka iga leitud kahte punkti {ihendava
sirgloigu punkt.
Kui jatame dra viimase kitsenduse ehk vaatame iilesannet

T1 + T — max,
r1 — 2$2 < 0,
2r1 — w9 2 0,

siis selle lubatav hulk on jargmisel joonisel
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ja sihifunktsioon x; 4+ x5 on lubatavas hulgas iilalt tokestamata, mis tdhendab, et
iilesandel lahend puudub. Kui votta sihifunktsiooniks —3z1 4+ x5 ja see maksimi-
seerida, siis joonisel on néha, et lahendiks on punkt (0,0).

Ulesanne 20. Lahendada graafiliselt

4z 4+ x5 — max
201 + 19 = 2,

xp —1xg < 1,

1 < 3,

3rs — 11 < 6.

Niiteiilesande, mis oli pohikujul, lahendamisel vois tdhele panna, et lahenditest

vihemalt iiks oli alati lubatava hulga tipus. Edaspidi ndeme, et see asjaolu ei ole
juhuslik.

Jargnevalt teeme kindlaks mitmeid lineaarse planeerimise iilesande omadusi.
Need saavad olema aluseks lahendusmeetodite uurimisel.
5 Lahendite paiknemine
Vaatleme kanoonilisel kujul olevat iilesannet
max{c-z | Ar = b,z > 0}, (1)
milles lubatav hulk on Q = {x € R" | Ax = b,z > 0}.

Teoreem. Kui tilesandel on olemas lahend, siis vihemalt iks lahenditest asub
lubatava hulga tipus.

Toestus. Kui 0 on iilesande lahend, siis 0 € Q ja tarvitseb veenduda, et 0
on siis hulga 2 tipp. Oletades vastuviiteliselt, et 0 ei ole 2 tipp, saab esitada
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O=Xx+(1-=Ny, A€ (0,1), z >0,y >0, x # y. Siis on olemas indeks ¢ nii, et
x; > 0 voi y; > 0. Niiiid 0 = Az; + (1 — A)y; > 0, mis on vastuolu.

Mirgime, et vektor 0 on alati hulga R = {x € R" | x > 0} tipp ja tegelikult
néitasime siin, et kui 0 € €2, siis 0 on ka osahulga 2 C R} tipp.

Jargnevas vaatleme juhtu, kus x # 0, = on iilesande lahend ja x ei ole hulga
Q tipp. Olgu z = Myt 4+ (1 — A\)?, o' o2 € Q, y' # 9% X € (0,1). Olgu lahendi
komponentidest & nullist erinevad (ehk positiivsed). Niitame, et on olemas iilesan-
de lahend, millel on iilimalt £ — 1 nullist erinevat komponenti. Et x on {ilesande
lahend, siis c- o > c-y' ja c-x > c-y*. Kasutades vordust x = Ay + (1 — )y,
saame

Me-y=co—1-Nc-y*Zcz—(1—Nc-x2=X-x,

millest jireldub c-y' > c-z ja seega c-y' = c-x. Analoogiliselt saame c-y* = c- z,
mistottu y* ja y* on iilesande lahendid. Olgu z = y* — ¢ Vdime eeldada,
et z mingi komponent on positiivne, sest y' # y? ja kui z kéik komponendid on
mittepositiivsed, vaatleme z = y* — y'. Olgu

. X
u:mm{—l zi>0}.
%
Lj

Siis © = — mingi j korral. Lisaks, kui z; # 0, siis z; > 0, sest kui x; = 0, siis, nagu
“j
eespoolses arutelus niigime, y; = y? = 0 ja z; = 0. Seega p > 0. Votame y = x— 2.

Niitame koigepealt, et y € Q. Kui z; <0, siis y; = x; — pz; = x; = 0. Kui z; > 0,

siis y; = x; — uz; = x; — &zi = 0. Seega y > 0. Kasutades vorduseid Ay’ = b ja
Zi
Ay? = b, saame Az = Ay' — Ay? = 0. Et aga Az = b, siis Ay = Az — pAz = b,
mistottu y € . Peale selle, c-y' = ¢4/, seepérast -2 = 0jacy = cx—pc-z = c-x,
millega oleme sanud, et y on {ilesande lahend. Seejuures, kui z; = 0, siis z; = 0
jay; = x;—pz = 0. Kuid y; = x; — pz; = x; — —L2z; = 0, samal ajal z; > 0. Niisiis
“j
on y iilesande lahend, millel saab olla iilimalt £ — 1 nullist erinevat komponenti.
Kui y on hulga € tipp, oleme saanud teoreemi viite. Kui lahend y ei ole €2 tipp,

jatkame protseduuri ja iilimalt n sammuga jouame lahendini, mis on hulga €2 tipp.
Teoreem on toestatud.

Ulesanne 21. Olgu Xy, X; kumerad hulgad ja X, C X;. Toestada, et kui xg € Xy
ja xo on hulga X tipp, siis z¢ on ka hulga X, tipp.

Jéreldus (teoreemi toestusest). Kui dlesande lubatav hulk on mittetihi, siis
lubataval hulgal on olemas tipp.

Ulesanne 22. Tdestada, et  on hulga {z € R" | Az < b,z > 0} tipp parajasti
siis, kui (z,b — Az) on hulga {(z,u) € R™" | Ax +u = b,z > 0,u > 0} tipp. Siin
A on m X n maatriks.
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Margime, et iilesandes[22|on ndidatud pohikujult kanoonilisele kujule iileminekul
saadavat lubatavat hulka.

Ulesanne 23. Téestada, et kui pohikujul oleval iilesandel on olemas lahend, siis
vihemalt iiks lahenditest asub lubatava hulga tipus. Soovitus: kasutada iilesande
viidet.

Ulesanne* 7. Olgn Q = {z € R" | d' -z < b;,i = 1,...,m}, kusjuures m > n
(holmab ka pohikujul oleva iilesande lubatavat hulka.) Toestada, et € Q2 on hulga
Q tipp parajasti siis, kui « korral on rahuldatud vihemalt n vordust a’-z = b;, mille
hulgas on n lineaarselt soltumatut (vastavad vektorid a’ on lineaarselt séltumatud).

Ei saa viita, et suvalises lineaarse planeerimise iilesandes, millel on lahend ole-
mas, leidub lahend, mis on lubatava hulga tipp. Vastav néide on joonisel

kus kahe paralleelse sirgega méaratud viirutatud osa on lubatav hulk, millel ei ole
iihtegi tippu, ja nende sirgetega paralleelne on ka nivoosirge.

6 Vorrandisiisteemi baasilahendid

Siin uurime eelkoige kanoonilisel kujul oleva lineaarse planeerimise iilesande lu-
batavat hulka Q@ = {z € R" | Az = b,z > 0}. Eeldame, et A on m x n maatriks (m
rida, n veergu) ning tema astak on m, seega m < n. Siit jareldub, et ka laiendatud
maatriksi astak siisteemis Ax = b on m. Olulisem juht on m < n, siis on siisteemil
Az = b lopmata palju lahendeid. Et maatriksi A astak on m, siis leidub m lineaar-
selt soltumatut veergu a;,,...,a;,, olgu need vilja valitud. Neid voib vaadelda
ruumi R™ baasina, sellest tuleb nimetus baasiveerud. Téhistame I = {iq,... 9},
nimetame selle elemente baasiindeksiteks, hulga J = {1,...,n} \ I elemente ni-
metame baasivilisteks indeksiteks. Vastavalt sellele olgu x;, ¢ € I, baasimuutujad,
xj, j € J, baasivilised muutujad.
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Definitsioon. Vorrandisiisteemi Az = b lahendit z, mille korral z; = 0, j € J,
nimetatakse baasilahendiks.

Kasutame termineid: baasilahendi baasikomponendid z;, ¢ € I, ja baasivilised
komponendid z;, j € J (muidugi z; = 0, j € J). Baasilahendit x nimetatakse
kidunud (kodunud, ménikord singulaarseks) baasilahendiks, kui leidub i € I nii,
et x; = 0. Vastasel juhul on baasilahend mittekidunud (moénikord nimetatakse
regulaarseks), siis ; # 0 iga ¢ € I korral. Nendest mdistetest ldhtub, et siisteemi
Az = b lahend ei saa olla kidunud baasilahend {ihe baasi suhtes ja mittekidunud
teise baasi suhtes. Kiill voib olla {ihe baasi suhtes kidunud baasilahend ka kidunud
baasilahend teise baasi suhtes.

Definitsioon. Siisteemi Ax = b baasilahendit x nimetatakse lubatavaks, kui x; >
0,7€ I, ehk x > 0.

Oluline erijuht siisteemis Ax = b on selline, kus a;;, = ey,...,a;,, = e, (e;,i =
1,...,m, on veeruvektorid, mille komponent indeksiga 7 on 1, teised komponendid
vorduvad nulliga). Sel juhul ré&gime ka iihikvektoritest koosnevatest baasivektori-
test ehk baasist. Siis siisteemi Ax = b vaatleme kujul

mi—i—Zaija:j :bi> 1€ 1. (1)
jeJ
Juhime siin tdhelepanu sellele, et baasi fikseerimisega saab iga vorrand oma indeksi

1 € I, seejuures me ei rohuta vorrandite jirjekorda. Sisuliselt on siin siisteem
lahendatud ehk on leitud siisteemi iildlahend

xi:bi—Zaijxj, ie],
j€J
kus z;, 7 € J, on vabad muutujad, suvaliselt valitavad. Kui baasivilised muutujad

xj, j € J, on vidrtuse saanud, saab baasimuutujad z;, ¢ € I, iiheselt méidrata. Kui
votame z; =0, 7 € J, siis saame x; = b;, © € I, ning kokku baasilahendi

T; = bi, 1€ [,
T; = O, j e J
Kui baasiveerud a;,,...,a;  eiole ithikvektorid, siis saab siisteemi Ax = b viia

kujule (1)) nditeks Gaussi elimineerimismeetodiga. Formaalselt, kui B = (a, ... a;,,),
mis on regulaarne m xm maatriks, siis Az = b on kirjutatav samavéirselt B~ Az =
B7'b ja selle siisteemi maatriksis on veergude hulgas iihikvektoritest baas baasi-
indeksite hulgaga I = {iy,...,i,}. Vaadeldavat iileminekut voib veel esitada kui
algse siisteemi Az = b kujul B(x;);er + C(2;)jes = b (C on sobiv maatriks) tei-
sendamist samaviirsele kujule (z;);e; + B~'C(x;)jes = B™'b.

Siin toodud arutelu ja tdhelepanekud on meil edaspidi aluseks tegelikele lahen-
dusmeetoditele ja monede tulemuste pohjendamisele.
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Naiide. Vaatleme siisteemi

1+ T3 + 2564 = 3,
) + x4 = 2.

Voime votta nditeks [ = {1,2}, siis a; = ((1]), as = <(1)> on tihikvektoritest baas,

siisteem on kujul (1)) ja esimene vorrand on indeksiga 1, teine vorrand indeksiga 2.
Voib votta I = {2, 3}, siis siisteem on ikka kujul (1)), esimene vorrand on indeksiga
3 ja teine vorrand indeksiga 2. Esimesel juhul on baasilahend 2 = (3,2, 0,0), teisel

1
juhul #? = (0,2, 3,0), molemad on lubatavad. Ka §(x1 + %) on vorrandisiisteemi

lahend, aga ta ei ole baasilahend. Ei saa votta baasiindeksite hulgaks I = {1, 3},
sest a; ja az on lineaarselt soltuvad. Kui votame I = {3,4}, siis saame baasilahendi
x = (0,0,—1,2), kuid see ei ole lubatav baasilahend (meenutame, et baasilahendi
moistes olid iildised veeruvektorid baasiks, mitte ainult ithikvektorid).

7 Seos baasilahendite ja lubatava hulga tippude vahel

Vaatleme hulka Q2 = {x € R" | Az = b,x > 0} ja teeme siisteemi Az = b kohta
samad eeldused, mis eelmises punktis, s.t. A on m x n maatriks ja tema astak on
m. Siis m < n.

Teoreem. Sisteemi Ax = b lubatavad baasilahendid Ghtivad hulga Q2 tippudega.

Toestus. 1) Olgu x siisteemi Az = b lubatav baasilahend, baasiindeksite hulk
olgu I = {iy,... ip}. Siis x; > 0,i € I, jax; = 0,7 ¢ I, muidugi « € 2. Oletame
viitevastaselt, et x ei ole hulga Q tipp. Siis leiduvad z',2% € Q, z' # 22, ja
A€ (0,1) nii, et z = Az + (1 — N\)a®. Kui z; = 0, siis ka 2} = 0 ja 27 = 0, seega
v =27 =0,i ¢ [. Et o' € Q, siis Av" = b, mille voib z} = 0, i ¢ I, tottu
kirjutada

(@i, - - @i, ) (x])icr = b.
Analoogiliselt

(i, - - 3,,) (@7 )ier = b.

Et aga maatriks (a;, ...a;,) on regulaarne, siis z; = 27, i € I, ja ' = 2, mis on
vastuolu.

2) Olgu x hulga Q tipp. Tahistame I, = {i|x; > 0}. V6ib olla, et I, = (), siis
x =0, Ar = b = 0 ja x on lubatav baasilahend iga baasi suhtes. Edaspidi olgu

L #0.
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Niitame, et A veerud a;, i € I, on lineaarselt soltumatud. Oletame vastu-
viiteliselt, et nad on lineaarselt soltuvad. Siis leiduvad o; € R,7 € I, nii, et
Z]ai] # 0 ja Zaiai = 0 . Defineerime o; = 0,5 € {1,...,n} \ I, olgu

i€l iely

a = (aq,...,0p). Vordus ZO@CM = 0 on iihtlasi Zaiai = 0 ehk Aa = 0.
i€l i=1

Tahistame g = min {ﬁ | a; # 0}, siis muidugi ¢ > 0. Moodustame vektorid
Q;

y=x+pxjaz=x—px Et Ax =0bja Aa = 0, siis Ay = b ja Az = b. Kui
a; =0,slisy; =z, =x; 2 0. Kui aga o; # 0, slis ¢ € I ja x; + poy > v — ploy| >
XT;— ’—Z’|ai| = 0. Sellega oleme nédidanud, et y > 0 ja z > 0, mistottu y, z € €. See-

Q;
1
juures y # z, sest eksisteerib «; # 0. Niitid x = =( y+z) , mis on vastuolus sellega,

et x on hulga (2 tipp. Oleme niidanud, et a;,7 € I, on lineaarselt soltumatud.

Maatriksi A veergudel on m komponenti, seepirast [I| < m. Kui |1, | = m, siis
a;,i € I, on baas ja x talle vastav lubatav baasilahend. Kui |/ | < m, siis saab
veergudele a;, © € I, lisada A veerge nii, et tulemuseks on lineaarselt soltumatu
stisteem a;, @ € I,1y C I,|I| = m (kui nii tdiendada ei saaks, siis oleks A astak
viiksem kui m). Seejuures x; = 0, i ¢ I, mistottu = on baasile a;, i € I, vastav
lubatav baasilahend.

Teoreem on toestatud.

Jareldus. Kui kanoonilisel kujul oleva tlesande lubatav hulk on mittetiihi, siis
sellel tlesandel on olemas lubatav baasilahend.

Téapsemalt 6eldes on lubatav baasilahend lubatavas hulgas esineval lineaarsel
siisteemil, aga kasutatakse ka jarelduses toodud véljendust.

Pohjenduseks méirgime, et mittetiihjal lubataval hulgal on olemas tipp (punkt ,
see on lubatav baasilahend.

Mdrkused, tihelepanekud. Kui baas a;,7 € I, on valja valitud, siis talle vastab
parajasti iiks baasilahend, sest siisteemil (a;, ...a;, )(%;)ie; = b on parajasti iiks
lahend. See baasilahend voib olla lubatav voi mitte. Teoreemi toestuses nédgime,
et kui ta on lubatav, siis ta on lubatava hulga tipp. Kui ei ole lubatav, siis ta ei
kuulu lubatavasse hulka.

Teiselt poolt, kui on valitud vélja lubatava hulga tipp, siis on see lubatav baasi-
lahend ja juhul |I,| = m on baas, millele ta vastab, itheselt méa#ratud. See on
mittekidunud ehk regulaarse lubatava baasilahendi juhtum. Kui aga |1, | < m, mis
tdhendab, et lubatava hulga tipp ehk lubatav baasilahend on kidunud ehk singu-
laarne, voib baasi saada mitmel viisil veergude a;,7¢ € I, tdiendamise teel voi on
tdiendamisvoimalusi ainult iiks. Seega lubatava hulga kidunud tipp voib vastata
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mitmele baasile voi voib vastata parajasti iihele baasile, teisiti deldes, voib olla
mitme baasi suhtes lubatav baasilahend voi parajasti ithe baasi suhtes lubatav
baasilahend.

8 Uleminek iihelt baasilt teisele

Hiljem ndeme, et lineaarse planeerimise iilesannete lahendusmeetodid kasutavad
iileminekut iihelt baasilt teisele, osa neist liiguvad lubatava hulga tipust tippu.
Baase ja jarelikult ka lubatava hulga tippe on seejuures loplik hulk.

Vaatleme kanoonilisel kujul olevat iilesannet

max{c-z | Ar = b,z > 0},

aga tegeleme algul ikka lubatava hulgaga Q = {x € R"|Az = b,z > 0}. Seejuures
A on m xn maatriks, mille astak on m. Eeldame, et on vélja valitud baasimuutujad
ehk baasiindeksite hulk 7, J = {1,...,n}\I ja oleme siisteemi Az = b viinud kujule

x; + Zaijxj = bz = Q,p, 1 € I, (1)

jed

kus votsime kasutusele tdhised a;o vabaliikmete jaoks. Meenutame, et seda saab
alati teha niiteks Gaussi meetodiga ja teoorias regulaarse maatriksiga siisteemi
molemaid pooli korrutades. Uhtlasi on teada siisteemi iildlahend

T; = Q0 — E ;5 T;j, ZEI,
jedJ

samuti baasilahend
T = a, 1€ 1,
{ Xy = 0, ] e J
Vaatame niisugust iileminekut, kus ainult iiks baasimuutuja ehk baasiindeks
asendub uuega baasiviliste hulgast, iilejddnud ei asendu. Niisiis, baasimuutuja xy,
k € I, asemele tuleb muutuja z;, [ € J. Vorrandi (1) k& € I korral kirjutame

T + apr; + E QkjT; = Ako,
jeN{t}

kusjuures eeldame, et ag; # 0. Sellest saame peale jagamist arvuga ay,

1 Qe Qo

xr+ —x + E —ij =

Qi . Qi (275
JjeI\{l}
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ehk (uus vorrand saab indeksi [)

X + Zaljxj = 6[0, (2)
jeJ
—_ b a — Ok .

kus J = (J\{l}) U{k}, au = —, a;; = —, j € J\ {l}, @ = —. Vorrandi ({2
Akl Akl Akl

voib veel kirjutada
I = alo — Zaljl’j. (3)

jeJ
Seejarel elimineeritakse x; siisteemi (1)) vorranditest @ € I\ {k} korral (z; esineb

summas Zaijxj), asendades ta H pohjal (muidugi tekib uude summasse xy).

jeJ
Selle tulemusena saadakse vorrandid

l’z‘—FZEijl’j :aio, 1 € I\{k}}
jed
Lisades siia vorrandi , jouame uue silisteemini

ZT; + Zaijffj = aio, 1 c T, (4)
jeJ

kus I = (I'\ {k}) U {l} on uus baasiindeksite hulk. Vastav baasilahend on

xi:aio, ie[,
LE]':O, ]GJ

Vaatame jirgnevas, kuidas teha praktilisi arvutusi. Eeldame algul seletusest
paremini arusaamiseks, et I = {1,...,m}, siis siisteem on

Moodustame tabeli

rT ... T ... Tm Tma+1 Xy R 7
1
aio 1 Ce 0 e 0 a1m+1 - -- aqy N AT a
0 1 0 F
aro c. ce km+1 - - - Al P ¢ ) o B
m
amo | 0 ... 0 ... 1 @mm+1r -+ Qmi .. Amn |0
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milles paremal servas on mirgitud reavektorid a’ = (a,0,...,1,...,0, Gimi1, - Cin),
kuigi neid tabelisse ei tarvitse kirjutada. Selles tabelis esimene veerg on indeksiga

0 ja veeruindeksid on loomulikus jérjestuses. Siisteemi tabel on jirgmine (me

ei muuda veergude jirjestust)

ry ... Tk . Ty Tma+1 P 17 AR %y
— — — — —1
aio 1 e Al ... 0 a1m+1 - -- 0 ... QAp a
— — — — —l
ao 0 B 71 S 0 A m+1 ce 1 N A a
— — — —m
amo | 0 .0 Gk oo 1 g1 oo 00 Lo G

Uus tabel sisaldab samuti m iihikveergu, indeksiga k veeru asemel on see niiiid
veerus indeksiga [. Rida indeksiga k& enam ei ole, selle asemel on rida indeksiga
[. Siisteemilt siisteemile ehk uuele tabelile iileminek toimub elementaartei-
sendustega. Need on jargmised:

1) rida indeksiga k jagatakse arvuga ay # 0, s.t.

a =—; (ba)

2) igast reast indeksiga i € I'\{k} lahutatakse arvuga a; korrutatud rida @ (seda
me eelnevalt valemitega ei viljendanud, aga see on z; elimineerimine siisteemi (1)
vorranditest indeksitega ¢ € I\ {k}). Selle tulemusena tekivad veergu indeksiga [
arvud 0 indeksitega i € I'\{k} ridadesse. Need teisendused véljenduvad vordustega

l

a =da —aya

=a' — Mk iel\{k) (5b)

ik

Algtabelis rida indeksiga k nimetatakse juhtreaks, veergu indeksiga [ juhtvee-
ruks, elementi ay; juhtelemendiks.

Uue tabeliga voib jitkata samamoodi: valida baasivilistest veergudest uus juht-
element (mis tihendab juhtveeru ja juhtrea valikut), teha teisendused ([5)) ja sellega
saada uus baas ja vastav baasilahend. On selge, et arvutuste alustamiseks ei pea
baasiveerud paiknema tabeli vasakpoolses servas, oluline on, et nad on valitud ja
teisendatud iihikveergudeks.
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Niide.
Ty ®y T3 Ty Ts

1|{-1 1 1 0 0|a baasilahend on
111 -1 0 1 0 |da z=(0,0,1,1,2)
2 1 0 0 1]a valime [ = 1,k =5
310 1 0 1 |@ baasilahend on
110 -2 0 1 -1la —(2,0,3,-1,0)
211 1 0 0 1 |at valime | = 2,k = 3
$1o 1 1 0 1 a baasilahend on
210 0o 1 1 o0 |a z = (1/2,3/,0,2,0)
L1 0 -1 0 Yela

Selliselt voib minna baasilt naaberbaasile ja loomulik on kiisida, millise eesmér-
giga? Seame endale kaks eesmérki:

1) saada lubatavaid baasilahendeid (s.t. z > 0). Niites ndgime, et algselt meil
juba oli selline olukord ja selle saime ka peale teist sammu;

2) minna lubatavalt baasilahendilt sellisele lubatavale baasilahendile (lubata-
va hulga tipust naabertippu), kus sihifunktsioon kasvab v6i vihemalt ei kahane.
Niites nédgime, et esimese sammuga lubatava hulga tipust teise tippu ei satutud.

9 Uleminek lubatavalt baasilahendilt lubatavale baasilahen-
dile

Jatkame eelmise punkti numeratsiooniga. Eeldamine siin, et siisteemist saa-
dud baasilahend on lubatav, s.t. a;0 = 0, ¢ € I. Seame eesmérgiks leida juhtelement
nii, et saaksime peale {ileminekut lubatava baasilahendi. Oletame, et juhtveerg (in-

. - . . .. . a
deks 1) on valitud. Vordusest 1' saame ridade esimeste liikkmete jaoks @,y = —H0
Al
A4

ja vordusest 1) Gio = a0 — —ago, ¢ € I\ {k}. Eelduse kohaselt ayg > 0. Kui
a

aro = 0, siis @ = 0 ja @0 = agp g 0,4 € I'\{k}, mis tdhendab, et uus baasilahend
on lubatav. Kui agg > 0, siis ei ole voimalik saada a;y = 0, seepérast a;y > 0 ja see
omakorda méadrab, et ag; > 0 ehk juhtelement ay; peab olema positiivne, mida me
edaspidi eeldame. Niisiis, axy > 0 korral @,y > 0. Peale selle, a;0 > 0,7 € I\ {k},

1 a;
leiab aset parajasti siis, kui a;o — —lako > 0 ehk a;p > lako, i€ I\ {k}. See
a

kl Akl
vorratus kehtib, kui a; < 0, sest a;0 > 0 eelduse kohaselt. Kui aga a; > 0, siis
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Qa; a . . . . .. . ..
saame noude — > —2 i € I\ {k}. Seega juhtrida (indeks k) piisab valida nii, et
@il Akl

ako . { aio
— =minq —
ki @il
Sonadega formuleeringuna: kui juhtveerg (indeks 1) on valitud, siis juhtrida indeksi-
ga k valitakse nii, et selles reas ja veerus indeksiga [ paiknev element (juhtelement)
oleks positiivne ja veerus indeksiga 0 paikneva elemendi suhe veerus [ oleva po-

sitiivse elemendiga oleks minimaalne. Vordust nimetame juhtelemendi valiku
reegliks.

aﬂ>0,z'ef}. (1)

Naiide. Jiatkame eelmises punktis toodud tabeliga. Juhtrea valiku reeglit rikuti
esimesel sammul, teeme selle uuesti.

T To I3 T4 Ty
1 =1 1 1 0 0 | baasilahend on x = (0,0,1,1,2) > 0, valime [ = 1,
1 1 0 1 0] siis pohjal k = 4 ehk as; = 1 on juhtelement.
2 1 1 0 0 1
2 0 0 1 1 0
1 1 -1 0 1 0
1 0 2 0 -1 1

Ulesanne 24. Valida niite algtabelis [ = 2 ja juhtrida reegli kohaselt. Teha ka tei-
ne iileminek, valides vihima voimaliku indeksiga juhtveeru ja seejirel reeglikohase
juhtrea. Molemal iileminekul nédidata indekseeritud juhtelement.

10 Simpleksmeetod

Vaatleme kanoonilisel kujul olevat lineaarse planeerimise iilesannet
max{c-x | Az = b,x > 0}. (1)

Punktis [5| ndgime, et kui iilesandel on lahend olemas, siis vihemalt iiks la-
henditest paikneb lubatava hulga tipus. Lubatava hulga tipp on siisteemi Az = b
lubatav baasilahend ja kuna baaside hulk on loplik, on loplik ka lubatava hul-
ga tippude hulk. Seega voib pohimotteliselt 14bi vaadata koik tipud, arvutada
neis vilja sihifunktsiooni viartused ja valida suurima sihifunktsiooni vaartusega
tipp lahendiks. Tegelikkuses nii teha ei saa, sest see pole 6konoomne. Me négime
eespool, et tipu x komponentide leidmiseks tuleb lahendada m x m maatriksiga
stisteem (a;, . .. a;, )(%;)icr = b. Vihegi suurema tippude arvu korral ei ole ajaliselt

voimalik seda teha koikide tippude korral. Antud n ja m korral on baaside mak-

|
simaalne arv o IS L — Kui néiteks n = 100 ja m = 50 (praktikas on
m (n—m)! m!
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vaja palju suuremamahulisi iilesandeid lahendada), siis kasutades Stirlingi valemit
n! ~ v2mn (%)n, leiame

100 (1_20)100 2~5—60 100
(50) ~ (@)50 . (@)50 = (5_§)50.(>@)50 = 2100 > 1030,

€ €

e

Hoopis maistlikum on minna jirjest naaberbaasidele (sealhulgas naabertippudele)
nii, et sihifunktsiooni véértus suureneb (v6i vihemalt ei kahane).

Asume kirjeldama simpleksmeetodit. Vaatleme {ilesannet , kus m x n maat-
riksi A astak olgu m. Eeldame (need on simpleksmeetodi eeldused), et

1° Vorrandisiisteem Ax = b on viidud kujule
xi+2aijx]~ = a;0, 1€ 1. (2)
jeJ
Meenutame, et seda saab alati teha, vaadeldes Ax = b kujul (a;, ... a;, ) (%;)ier +

B(xj)jes = b, mis on samavédrne siisteemiga (z;);er + g’lB(:cj)jeJ = A", kus

A = (a;, ...a;,) on regulaarne mxm maatriks. Praktilistes arvutustes sobib selleks
nditeks Gaussi elimineerimismeetod.

2° Baasindeksite hulgale I vastav baasilahend on lubatav, s.t. a; > 0, i € I.

3° Sihifunktsioon on (vdhemalt lubatavas hulgas) esitatud kujul

C'I:CLOO—ZCLOJ'IJ‘:JZ(), (3)

jeJ

kus votsime kasutusele uue muutuja (sihimuutuja) xo. Kujule saab sihifunkt-
siooni viia jirgmiselt:

n
c-xr= E cixizg cixi—l—g Cjxrj =
i=1

iel jed

/ asendame x;,1 € I, siisteemist /

= E C;iQio — E C; E Gmﬁ[)j‘i‘ E le'j:

iel i€l jeJ jeJ
/ kasutame vordust E i E a;;r; = g (E ciaij> z; /
il jeJ jeJ \iel

TR (z s~ ) .

icl Jje€J el
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/ votame kasutusele vastavad tdhised /

= Qg — E Qp;Ly.

jeJ

Teisenduste kiiigus nigime, et neid saab teha siisteemi Ax = b lahendite korral
(kasutasime (2))), seega ka lubatavas hulgas.

Lisame iihe tdhelepaneku siisteemi esitamisel kujul . Kui lineaarse planeeri-
mise {ilesande esialgses sonastuses on kitsendused esitatud vorratustena Az < b
(néiteks pohikujus), s.t.

anry + ... + apr, < by,
11 + ... + CnTy < by,
siis kanoonilisele kujule viimisel voetakse kasutusele unued muutujad =11, - .., Tpim,

noudes nende mittenegatiivsust, ja kitsendused tulevad

111 + ...+ QpTn + Tpta = by,
am1T1 + + AmnTn, + + Tn+m bm
Muutujad 41, . . ., £, sobivad esialgseteks baasimuutujateks, mis vastavad saa-

dud siisteemi maatriksis viimasele m veerule {ihikvektoritest kui baasile.

Vaatame sihifunktsiooni (). Baasiindeksite hulgale I vastava baasilahendi korral
c-x = ag, sest x; = 0, 7 € J. Oletame, et esituses leiab aset ag; = 0, j € J.
Votame mingi lubatava hulga elemendi z. Siis voib kasutada esitust jax >0
tottu x; > 0, j € J, seeparast

€ T = Qg — Zaoﬁj < ago,
jed
mis tdhendab, et eelduses 2% vaadeldud baasilahend z; = a0, i € I, ; =0, j € J,

on optimaalne. Sellega oleme saanud jargmise tulemuse.

Lause (optimaalsuse piisav tingimus). Kui sihifunktsioonis kujul kehtib
ap; = 0 iga j € J korral, siis baasiindeksite hulgale I vastav lubatav baasilahend
on optimaalne.

Enne simpleksmeetodi kirjelduse juurde asumist esitame veel kaks arutelu.
Siisteemi Ax = b kujul (2)) kirjutame

xi:aio—Zaijxj, ZGI (4)

jeJ
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Eeldame, et a;p > 0, i € I, s.t. baasilahend on regulaarne (mittekidunud). Vaata-
me juhtu, kus leidub ag; < 0,1 € J. Votame 2; > 0jax; =0, 5 € J\{l}. Mddrame
xi, © € I, vorduste abil, siis kiillalt viikese x; > 0 korral x; = a;o — a;z; = 0,
1 € I, mis tdhendab, et oleme saanud lubatava hulga elemendi. Selle korral on
sihifunktsiooni vidrtus agy — agr; > ago (siin ag; < 0, z; > 0), s.t. vaadeldav
baasilahend ei ole optimaalne. Niisiis, regulaarse baasilahendi korral on optimaal-
suse piisav tingimus ka tarvilik. Esitatud arutelust ndhtub, et optimaalsuse piisav
tingimus on tarvilik ka moningate kidunud baasilahendite korral. Nimelt, olgu
In={i €] ap=0} Kuia; <0igai € I, korral, siis vaadeldava baasilahendi
optimaalsuseks on tarvilik, et ag > 0.

Teises arutelus oletame, et oleme juhtveeru indeksiga [ € J vélja valinud, kus-
juures ag < 0. Vaatame juhtu, kus a; < 0 iga ¢ € [ korral, s.t. pole voimalik ra-
kendada juhtrea valiku reeglit. Siis vottes x; > 0 (suvaliselt) ja z; =0, j € J\ {l},
seejarel naiteks abil x; = a;0 — ayx;, © € I, saame lubatava hulga elemen-
di, kuid sihifunktsiooni vaédrtus agy — ag;x; on kuitahes suur, kui x; on kuitahes
suur. Seega pole sihifunktsioon lubatavas hulgas iilalt tokestatud, mis tdhendab,
et planeerimisiilesanne pole lahenduv.

Kui ldheme iile uuele baasile, siis optimaalsuse tingimuse kontrollimisel peab si-
hifunktsioon olema avaldatud uute baasiviliste muutujate kaudu. Seega tuleb uus
baasimuutuja x; sihifunktsioonist elimineerida. Seda tehakse koos iihelt baasilt tei-

sele tileminekul tehtava elimineerimissammuga, kirjutades (3)) kujul xo—l—z AojT; =

jed
ago (seda nimetatakse sihivorrandiks) ja lisades ta elimineerimistabelisse. Kui eel-
dame, et [ = {1,...,m} (tegelikult pole see vajalik), siis saame tabeli
Zo T T Tm Tm+1 X Tn
apo 1 0 e 0 .. 0 ag,m+1 e aoy .. aon, CLO
aio 0 1 R 0 .. 0 a1,m+1 ce ayy .. A1p al
k
aro | 0 0o ... 1 ... 0  armsr - |G| .. Gy | @
amo | O o ... 0 ... 1 Gmmt1 oo Gt e Gy | QT

Veergu muutujaga x ei kirjutata, sest see jaab teisenduste kiigus muutumatuks.
Rida a° nimetatakse sihifunktsiooni reaks. Tabelit nimetatakse simplekstabeliks
(ka siis, kui eeldus [2°| ei ole tdidetud ja ei leia aset I = {1,...,m}), elimineeri-
missammu (iileminekut naaberbaasile koos sihifunktsiooni avaldamisega uue baasi
suhtes baasiviliste muutujate kaudu) simplekssammuks ehk simpleksteisenduseks.

Utleme, et simplekstabel on lubatav, kui a;p > 0 iga i € I korral. Seda me
tegelikult eeldasime (eeldus . Utleme, et simplekstabel on duaalselt lubatav,
kui ag; = 0 iga j € J korral.

Kui simplekstabel on lubatav ja duaalselt lubatav, siis on tdidetud optimaalsuse
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tingimus ja leitud baasilahend on optimaalne.
Peale simplekssammu saame tabeli

T Tk T Tm+1 i Tn
— — — — —0
apo 0 PN aog PN 0 ao,m+1 .. 0 PN Qaon, a
— — — — —1
Q1o 1 PN a1k PN 0 a1 m+1 .. 0 PN QA1n a
— — — — —
ajo 0 PN ark PN 0 A1 m+1 .. 1 PN Aln a
— — — — —m
amo | 0 ... Qi --. I nmgr - 0 ... Qun

Formuleerime niiiid simpleksmeetodi algoritmi. Teeme eeldused [1°H3°

1) valime [ € J nii, et ag; < 0. Kui sellist kordajat ei leidu, on vaadeldav
baasilahend optimaalne, selle baasikomponendid a,y asuvad tabeli ridades a’, i € I,
esimesel kohal. Kui kordajaid ag; < 0, [ € J, on mitu, valitakse neist {iks, néiteks
vihima veeruindeksiga. Veerg indeksiga [ saab juhtveeruks;

2) vaadatakse, kas veerus indeksiga [ on ridades indeksitega i € [ positiiv-
seid elemente. Kui ei, siis on sihifunktsioon lubatavas hulgas iilalt tokestamata ja
planeerimisiilesandel lahend puudub. Kui on, rakendatakse juhtrea valiku reeglit:
leitakse k € I nii, et ay > 0 ja

Qg0 . { Qi

— =minq —

] ]
Kui seda tingimust rahuldavaid ridu on mitu, valitakse neist iiks, néiteks vihima
reaindeksiga. Element ay; saab juhtelemendiks;

ail>0,iel}.

3) tehakse simplekssamm

i a
g’
T =da — Lk, i (I\{k})u{ol,

Qg

millega minnakse iile uuele baasile indeksite hulgaga I = (I \ {k}) U {I}, tagades
iihtlasi selle korral eeldused

4) uue baasiga jatkatakse algoritmi etapiga

Vaatame, kuidas muutub sihifunktsiooni vaartus simplekssammul. Selle kdigus
arvutatakse uus rida
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mis tdhendab, et
— aoy
Qpo = Goo — ——Gko-
Qg
Juhtveeru valiku kohaselt ag < 0, juhtrea valiku kohaselt a;; > 0. Kui baasi-
lahend enne simplekssammu on regulaarne (mitte kidunud), siis ago > 0 (baasi-
lahendi komponendi z;, védrtus). Seega sel juhul @y > ago, s.t. sihifunktsiooni
vadrtus suureneb. Isegi kui baasilahend enne simplekssammu on singulaarne (ki-
dunud), aga ao > 0, siis ikkagi sihifunktsioon suureneb. See on véimalik, kui koigi
nende indeksite ¢ € [ korral, kus a;0 = 0, kehtib a; < 0, sest siis ei saa nende
indeksite hulgast valida juhtrea indeksit. Sihifunktsiooni viartus jadb samaks, kui
baasilahend on niiviisi singulaarne, et axy = 0 ja rida indeksiga k on juhtrida, s.t.
ag; > 0.

Jareldus. Kuzi dlesandel on lahend olemas ja ei ole tihtegi singulaarset lubata-
vat baasilahendit (lubataval hulgal ei ole ihtegi singulaarset tippu), siis suvalisest
lubatavast baasilahendist algav simpleksmeetod annab lopliku arvu sammudega op-
timaalse lahend:.

Naiaide. Antud on kitsendused

—LL’1—|—JI2+$3:1,
1‘1—$2+l’4:1,
1+ Ty + x5 = 2,

on vaja leida x1 > 0,..., x5 > 0 nii, et 1 + 225 oleks maksimaalne.

Algtabel on

1

T i) T3 T4 Iy
0j-1 -2 0 0 O
1| -1 1 0 0
111 -1 0 1 0
2] 1 1 0 0 1

Siin I = {3,4,5}, J ={1,2}, ¢-x = —(—1)x; — (—2)zy on avaldatud baasiviliste
muutujate z; ja zo kaudu; kui seda ei oleks, voiksime koik muutujate kordajad
sihifunktsioonis kanda tabelisse ja elimineerida w3, x4, x5 kordajad. Algtabel on
lubatav, ei ole duaalselt lubatav. Valime juhtveeru indeksiks [ = 2, siis juhtrea
valiku reegli kohaselt £ = 3. Simplekssammu jérel saame tabeli



10. Simpleksmeetod 75

T i) T3 Ty T

ot

2370 2 0 0
1[-1 1 1T 0 0
2/ 0 0 1 1 0
1 0 -1 0 1

Ka see tabel ei ole duaalselt lubatav, juhtveeruks saab valida ainult veeru indeksiga
[ = 1 ja seejarel on juhtrea ainuke voimalik indeks & = 5. Simplekssamm viib
tabelini

Tr1 X9 I3 Ty Ty

3l 0 0 L2 0 3f
310 1 1o 0 lh
2 |0 0 1 1 0

1 0 =1 0 1h

Saadud tabel on lubatav ja duaalselt lubatav, iilesande optimaalne lahend on z* =
(1/2,3/2,0,2,0), sihifunktsiooni maksimaalne viértus on ¢ - x* = 31/2.

Ulesanne 25. Valida koik véimalikud juhtelemendid tabelis

0jo0 1 -2 -1 0 0 0 0
213 5 2 -4 0 010
312 2 2 4 0 0 0 1
714 4 1 g8 1 0 0 0
614 4 4 8 0 1 0 0

simpleksmeetodi kohaselt. Pohjendada ja anda juhtelementide indeksid.

Ulesanne 26. Lahendada simpleksmeetodiga iilesanne

T1 + T — max,

211 + 4x9 + x5 = 8,
2x1 + 19 + 13 = 5,

— 21+ 4xe + x4 = 2,
z1 20, ..., x5=0.

Kui jouame simpleksmeetodi rakendamisel lubatava baasilahendini, kus juhtreas
leiab aset vordus ayy = 0 (see on voimalik kidunud baasilahendi korral), ja see
nahtus kordub ka jargmistel sammudel, siis voime tagasi jouda sama baasini. Sellist
olukorda nimetatakse tsiikliks. On toestatud, et

1) tsiikkel voib tegelikult tekkida;
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2) tsiikkel on viihemalt 6 sammu pikk;

3) tsiikkel saab tekkida, kui simplekstabeli veerus indeksiga 0 on vihemalt kaks
elementi a;o =0, 72 € 1.

11 Leksikograafiline simpleksmeetod

Eelmise punkti lopus markisime, et simpleksmeetodis voib tegelikult esineda
tsiikkel ja seda juhul, kui on olemas singulaarseid tippe. Tsiikli valtimiseks taius-
tatakse juhtrea valiku reeglit ja see on leksikograafilise simpleksmeetodi mote.

Defineerime hulgas R" leksikograafilise jarjestuse. Kui x = (xy,...,2,) jay =
(Y1, -+, Yn), siis z > y tdhendab, et z1 > y; V (11 = y1 Axe > y2) V...V (21 =
YIA . ATy = Yn_1 ATy > Yp). Selliselt defineeritakse range jarjestuse seos. Nii-
teks x > 0 tdhendab, et vektori x esimene nullist erinev komponent on positiivne.
Samuti voib vahekorda x > y viljendada samavéaérselt x —y > 0.

Jéarjestusseos ise méadratakse samavidrsusega r =y < x > y V r = y ja see on
lineaarne. Varem kasutatud seos > y on vaid osaline jirjestus.

Asume kirjeldama leksikograafilist simpleksmeetodit. Vaatleme kanoonilisel ku-
jul olevat iilesannet
max{c-z | Az = b,z > 0}.

Peame silmas eelmise punkti tdhistusi ja moisteid. Eeldame, et

1° Siisteem Az = b on viidud kujule

T; + E Qi T = Q4p, 1€ 1.
jed

2° Kehtib a' = 0, i € I.

3° Vihemalt lubatavas hulgas

C-T = Qop — E Qp; .

jeJ

Mérgime, et eeldus 27 tingib selle, et a;o > 0, ¢ € I, ehk simplekstabeli lubatavu-
se. Lubatavas tabelis on eeldus [2°| tdidetud, kui baasilahend on regulaarne, sest siis
a;o > 0iga ¢ € I korral. Kui baasilahend on singulaarne, siis on [2°| tdidetud n&i-
teks juhul 7 = {1,...,m}. Singulaarse baasilahendi juhul voib vajadusel veergude
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jarjekorda muuta, tostes tihikveerud (need on [1°| pohjal olemas) algtabelis vasa-
kule. See tingib simplekstabelis teistsuguse muutujate jirjestuse, mis siilitatakse
lahendamise jooksul.

Seame eesmérgiks minna uuele baasile nii, et simplekstabelis uued read (nende
hulka ei loe sihifunktsiooni rida) tuleksid leksikograafiliselt positiivsed, s.t. @ = 0,
i € I. Kui teeme simplekssammu regulaarsete baasilahenditega, siis see leiab aset.

> 0ja ay > 0 tagab, et @ = @ > 0. Ridades

QA

Igal juhul simplekssammus a

indeksitega i € I \ {k} soovime saada, et

—i ; Qi
a=d— —d"=0.
QA

Teame, et a’ > 0, a* > 0 ja kui ay < 0, siis @ > 0 leiab aset. Kui aga ay > 0, siis

R i ok
a— a0 & — - —
Qg Qj Qg
Seega piisab valida juhtrida nii, et
k 7
a . [a .
—:lexmln{— a,-l>0,zEI}. (1)
7] Qj

Selline reegel miirab juhtrea iiheselt, sest read a’,i € I, on lineaarselt soltumatud
ja seetottu on omavahel erinevad need read, millest voetakse leksikograafiliselt
minimaalne. Meenutame, et tavalises simpleksmeetodis méarati juhtrida reegliga

ako . ao
— = min<{ —
Qpl (%]
Q50

Kui (2) méadrab juhtrea iiheselt, siis kehtib — > ko iga ¢ € I\ {k} korral, kus
Qi Qg

CLil>0,’iE[}. (2)

a’ aF
ay > 0. Kuid siis — > — iga ¢ € I \ {k} korral, kus a; > 0, mis tdhendab, et
a; Qg
kehtib .
Vaatame, mida teeb tingimuse tédidetuse korral sihifunktsiooni rida. Siis
a
@ = q° — Yt ning et ag; < 0 (juhtveeru valik), ay > 0 (juhtrea valik), siis
Qg
aoy

—— > 0ja a® = 0 annavad, et @® = a°. Seega sihifunktsiooni rida kasvab leksi-
Qg

kograafiliselt. Ei saa kiill viita, et sihifunktsiooni viirtus suureneb, aga vélistatud
on joudmine juba esinenud baasile. Pohjenduseks mérgime, et baasi valikuga on
iiheselt méaratud eelduses [I°| toodud siisteemi Ax = b teisendatud kuju, mis, nagu
eespool néigime, saadakse baasiveergudest moodustatud maatriksi rakendamise-
ga. Kuid eelduses 17 saadud siisteemi abil viidi sihifunktsioon eelduses [3°| ndidatud
kujule, mis médrab valitud baasi korral iiheselt sihifunktsiooni rea simplekstabelis.
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Jareldus. Kui lineaarse planeerimise ilesandel on lahend olemas, siis leksikograa-
filine simpleksmeetod annab lopliku arvu sammudega optimaalse lahends.

Ulesanne 27. Valida iilesandes toodud tabelis koik voimalikud juhtelemen-
did leksikograafilise simpleksmeetodi kohaselt. Pohjendada ja anda juhtelementide
indeksid.

Kui vaatame iile siianiesitatud teooria, siis ndeme, et ainuke lahendamata prob-
leem suvalise lineaarse planeerimise iilesande lahendamisel on lubatava baasilahen-
di ehk lubatava hulga tipu leidmine, s.t. eelduse [2°] tdidetuse tagamine. Jargnevas
teeme veel eelt6dd, mis viib muude tulemuste korval ka selle probleemi lahenda-
miseni.

12 Duaalne simpleksmeetod

Vaatleme tilesannet
max{c-z | Az = b,z > 0}

tavaliste eeldustega maatriksi A kohta. Eeldame, et

1° Siisteem Az = b on viidud kujule

T; + E Qi T = Q4p, 1€ 1.
jed

2° Sihifunktsioon on avaldatud baasiviliste muutujate kaudu (véhemalt siis-
teemi Az = b lahendite korral)

C-T = Qoy — E Qo y.

jed
3° Kehtib ap; > 0,5 € J, s.t. simplekstabel on duaalselt lubatav.

Me ei eelda, et simplekstabel oleks lubatav, s.t. ei eelda, et a;p > 0, 7 € I. Kui
tabel on eeldustel lubatav, siis on optimaalne lahend leitud.

Asume kirjeldama duaalset simpleksmeetodit. Meenutame, et simpleksmeetodi
algoritm sisaldas etapid: 1) valiti juhtveerg; 2) valiti juhtelement; 3) tehti simp-
lekssamm. Seejirel jitkati vajadusel 1. etapiga. Duaalses simpleksmeetodis séilib
3. etapina simplekssamm

T =al — a—llak i€ (I\{k})uiol.
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Alustuseks leitakse k € I nii, et aiy < 0 (1. etapp), see méaérab juhtrea. Enne
jargmist tegevust kirjeldame eesmérki. Meenutame, et simpleksmeetodis minnak-
se naaberbaasile nii, et sdilib tabeli lubatavus. Duaalses simpleksmeetodis seame
eesmirgiks tabeli duaalse lubatavuse siilimise. Uhtlasi soovime vabaneda mitte-
lubatavuse nahtusest ayy < 0, seepirast tahame saada uue rea @ esimeseks kom-

1
ponendiks positiivset elementi. Simplekssammul arvutatakse @ = —a”, seepéi-
gl
rast peab juhtelement aj olema negatiivne, sest arpg < 0 ja ap < 0 tagavad, et
ag
apy = —k0 > 0.
Qg

Mirkus. Kui reas a” pole negatiivseid elemente peale ayo, siis on lubatav hulk tiihi:
lubatava hulga elemendi > 0 korral on vorduses

T + g Ak = ko
jeJ

vasak pool mittenegatiivne, sest x, > 0, ay; = 0,2; > 0, j € J, aga parem pool
aro < 0, mis on vastuolu.

Vaatame niiiid, millal siilib simplekstabeli duaalne lubatavus. Teame simpleks-
sammust, et

a
0 = a — “or ak7
gl
mis komponentide kaupa on
_ aoi .
Goj = agj — —arj, J cIUJu{0}. (s)
kl

a
Sellest saame ap; > 0, j € I U J, ehk ag; — —Olakj >0,7€lUJ, kuiag; >0, sest
a

ap; = 0 (duaalne lubatavus), ag, > 0 (duaalne lubatavus), ay < 0 (juhtelement).
Seejuures tingimus ax; > 0 on tdidetud j € I korral, sest ar, = 1 ja ag; = 0,
j € I\ {k}. Kui aga a;; < 0, mis saab olla ainult j € J korral, siis

a a
aoj——OZaijO <~ aoj——01|akj|>0 ~
Al |akz|
o oy Qol
lak] = ag)

& &:min{& akj<0,j€J}.
| |

Taolise reegli kohaselt valitakse juhtveerg (2. etapp duaalses simpleksmeetodis).
Nagu eespool mainitud, jargneb sellele simplekssamm ja vajadusel jatk 1. etapist.
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Sihifunktsiooni viirtuse muutumist saame naha vordusest j = 0 korral

— ao;
Qapo = Goo — ——Ako-
akl

Siin ayy < 0 (juhtrea valik), ay < 0 (juhtelement) ja ag; > 0 (duaalne lubatavus),
seepérast @gy < agg. See tdhendab, et sihifunktsiooni vidrtus vdheneb voi jadb
samaks, selle méarab, kas ag; > 0 voi ag; = 0. Selline sihifunktsiooni monotoonne
kahanemine (kuigi otsime maksimumi) ei ole millegagi vastuolus, sest asume algse
baasilahendiga véljaspool lubatavat hulka, veelgi enam, viljaspool hulka R’ =
{z € R" | x > 0}. Seejuures maksimiseerime sihifunktsiooni

C-T = Qyo + Z(—aoj)l'j,

jed

milles —ag; < 0, j € J, selle maksimaalne vdédrtus hulgas R” on punktis z = 0 ja
kui nivootasand loikab lubatavat hulka, peame maksimumi saavutamiseks litkuma
punkti = 0 ldbimise suunas. Et me asume viljaspool hulka R, peame liikuma
nivootasandiga sihifunktsiooni kahanemise suunas. Illustreeriv pilt juhul n = 2 on
naiteks

nivoosirge ja sihifunktsiooni
kasvamise suund

nivoosirge algtabeli puhul

Kui ag; > 0 igal sammul voi juhtudel ay; = 0 ei teki tsiiklit, annab duaalne
simpleksmeetod lopliku arvu sammudega optimaalse lahendi, sest me liigume mo66-
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da mittelubatavaid baasilahendeid, nende arv on loplik, l1opuks jouame lubatava
baasilahendini ehk lubtava ja duaalselt lubatava baasilahendini.

Duaalses simpleksmeetodis on samuti nagu simpleksmeetodis voimalik tsiikli
teke. Selle viltimise iiks voimalusi on leksikograafiline duaalne simpleksmeetod,
mida késitleme hiljem.

Naide. Leida x1, xo, x3 > 0 nii, et
_21'1 + X9 < 27
2!E1+$2+ 1’321,
$1—$2—2l’3<—3

ja —x9 — 3z3 oleks maksimaalne.

Viime iilesande kanoonilisele kujule, vottes kasutusele muutujad x4, x5, xg = 0
ja saades kitsendused

—2%1 + xo + Ty = 2,
—2?[)1 — T — X3 + Ty = —1,
$1—172—2$3+l‘6:—3.

Simplekstabel tuleb

T1 ) T3 X4 Iy Tg

0 0 1 30 0 O
2 | -2 1 0 1 0 O
1 0

0 1

-1]-2 -1 -1 0

=311 [-1] -2 0

ja see on duaalselt lubatav, ei ole lubatav. Valime juhtrea indeksiga k = 6 (ab-
soluutvidrtuselt suurim negatiivne ayg), seejirel juhtveeru valiku reegli kohaselt

[ = 2, sest | L 1 < = Simplekssammuga saame tabeli
Ty T2 T3 Ty Tz Tg
-3/ 1 0 1 0 0 1
-1|-1 0 (=2 1 0 1

2 | -3 0 1 0o 1 -1

3 | -1 1 2 0 0 -1

mis ei ole veel lubatav. Juhtrea indeksiks saab olla ainult k = 4, seejarel tuleb
juhtveeru indeksiks [ = 3. Simplekssammu jérel on tabel
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T To XT3 T4 Ty Tg

=32 12 0 0 1o 0 3k
1/ h 0 1 =1L 0 =1h
3 | =32 0 0 2 1 =1/

2 —2 1 0 1 0 0

lubatav ning voime vélja kirjutada lahendi z* = (0,2, 1/2,0,3/2,0) voi algiilesande
jaoks z* = (0,2,1/2). Sihifunktsiooni vddrtus on ¢ - z* = —31/2.

Ulesanne 28. Leida z > 0 nii, et 2, + 225 + 375 oleks minimaalne ja

Ty + 3333 2 3,
—r1 + T2 + 31’3 < 4,
r1 + 229 — 3x3 < —6.

13 Duaalse ja primaarse simpleksmeetodi jarjestikune raken-
damine

Kui raagitakse korraga duaalsest simpleksmeetodist ja lihtsalt simpleksmeeto-
dist, siis viimast nimetatakse primaarseks simpleksmeetodiks. Simpleksmeetod on
ka {ildnimi koigile meetoditele, mis kasutavad simplekssammu, olgu see meetod
siis primaarne voi duaalne, leksikograafiline voi mitte, erinevad on ainult juhtrea
ja -veeru ehk juhtelemendi valikud, mis eelnevad simplekssammule. Koik need mee-
todid annavad optimaalse baasilahendi juhul, kui iilesandel on lahend olemas ja ei
teki tsiiklit.

Eeldame, et lahendatakse kanoonilisel kujul olevat tilesannet, siisteem Az = b
on viidud kujule xi+z a;;T; = G, @ € I (ndgime, et seda saab alati teha), ja sihi-

jeJ
funktsioonil on kuju ¢z = agg— Z ap;x; (ka seda saab siisteemi Ax = b lahendite
jeJ
hulgas alati teha). Meenutame, et primaarse simpleksmeetodi kasutamise eelduseks
oli simplekstabeli lubatavus (a;y > 0, ¢ € I), duaalse simpleksmeetodi korral tabeli
duaalne lubatavus (ag; = 0, j € J). Oletame, et tabel ei ole lubatav ega duaal-
selt lubatav. Siis saab toimida jargnevalt. Lisame tabeli algusesse iihe rea, milles
baasiveergude kohal on arvud 0 ja suvalised mittenegatiivsed arvud baasivéliste
veergude kohal (néiteks voib lisada arvudest 0 koosneva rea). Sisuliselt kasutame
siis mingit teist fiktiivset sihifunktsiooni. Seejuures jitame tabelis alles ka oige sihi-
funktsiooni rea a°. Siis on tabel duaalselt lubatav ja duaalne simpleksmeetod raken-
datav. Selle kiiigus me ei vali rida a° juhtreaks, vaid teeme temaga simplekssammul
vajalikud elimineerimised, et avaldada sihifunktsioon uute baasiviliste muutujate
kaudu. Duaalse simpleksmeetodi loppemisel saame lubatava baasilahendi. Seejérel
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teostame 2. etapi: rakendame primaarset simpleksmeetodit oige sihifunktsiooniga,
kuni jouame optimaalse lahendini. Meetodi loplikkuse garanteerimiseks voib mole-
mas meetodis kasutada leksikograafilist varianti voi Blandi modifikatsiooni, millest
siiani oleme tuttavad vaid primaarse simpleksmeetodi leksikograafilise variandiga.
Duaalse simpleksmeetodi leksikograafilise variandi esitamiseks arendame jargnevas
veel tehnikat.

Naiide. Olgu vaja maksimiseerida x; + 3z9 kitsendustel

l‘1+l’2<1,
ﬂ?1+2$2>2,
>0

x 207 X2

Votame kasutusele uued muutujad x3 > 0, x4 > 0, nad saavad baasimuutuja-
teks, ning teisendame pohikitsendused kujule

Ty + T+ a3 =1,

—X — 2I2 + T4 = —2.

Sihifunktsioon ¢-x = —(—1)z1 — (—3)2z3 on esitatud baasiviliste muutujate z1, 2
kaudu. Simplekstabel on

T T Tr3 T4
0 -1 -3 0 0
1 1 1 1 0
—2|-1 (-2 0 1

mis ei ole lubatav ega duaalselt lubatav. Sellele on motteliselt lisatud arvudest O
koosnev fiktiivse sihifunktsiooni rida, mida ei ole vajadust vélja kirjutada. Juhtrea

indeksiks sobib ainult £ = 4. Juhtveeru indeksi valikuks on voimalused [ =1 jal =
0 0

=1 =2

2, sest fiktiivse rea korral valime nendest [ = 2. Simplekssammuga

saame tabeli
Tr1 X2 I3 T4
3112 0 0 =3k

h 0 1 |l
11 1 0 —1k

mis on lubatav, aga mitte duaalselt lubatav. Primaarses simpleksmeetodis oige
sihifunktsiooniga saab votta veeruindeksiks ainult [ = 4 ja seejirel reaindeksiks
k = 3. Simplekssamm annab tabeli
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Ty T2 T3 T4
31 2 0O 3 0
0] 1 0 2 1
111 1 1 0

mis on lubatav ja duaalselt lubatav. Sellest saame kanoonilisele kujule viidud iiles-
ande lahendi z* = (0, 1,0,0) ehk algiilesande lahendi 2™ = (0, 1). Sihifunktsiooni
vaartus optimaalsel lahendil on ¢ - 2* = 3.

Ulesanne 29. Lahendada néiteiilesanne, valides igal sammul read ja veerud mi-
nimaalse voimaliku indeksiga.

14 Simplekstabeli veeruteisendused

Siin teeme peamiselt eeltéid duaalse simpleksmeetodi leksikograafilise variandi
kasitlemiseks, kuid ndeme ka alternatiivset tehnikat simplekssammu teostamiseks.

14.1 Vihendatud simplekstabel

Vaatleme tilesannet
%‘—i-zaijfj =ay, t€{0}Ul, (1)
jeJ

kus otsitakse vorduseid rahuldavat vektorit komponentidega x; > 0, 1 € I U J,
nii, et xg oleks maksimaalne. See on lineaarse planeerimise iilesanne, mis on viidud
simplekssammu teostamiseks sobivale kujule.

Tavaliselt eeldasime alustuseks, et 7 = {1, ..., m} ja sel juhul oli simplekstabel
Tl e Xk eer Ty Tprl .- T ... Ty
0
apo 0 P 0 cen 0 a0,m+1 .. ao PN Qaon, a
1
aio 1 e 0 e 0 a1 m+1 e aqy v Q1n a
0 1 0 b
aro v . Ak m+1 e Al v Afn a
m
amo | O ... 0o ... I Gmmt1 -+ Qi oo Opp | Q

Oletame, et juhtelement ay; on valitud, selleks oleme tuttavad siiani kolme meeto-
diga. Seejérel tehakse simplekssamm

M (2)
alza’——la, ie{0}U(I\{k}).
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Selliselt teostatud simplekssammu nimetame reateisenduseks, mille kiiigus ridadelt
a',i € {0} UI, minnakse ridadele @', i € {0} U 1. Niisuguse iilemineku kiligus veerg
indeksiga [ muutub iihikveeruks ja veerg indeksiga k baasiviliseks veeruks. Arvuti
kasutamisel ei ole vajadust sdilitada iihikveerge, seepédrast neid ei programmeeritagi
ja kasutatakse vihendatud simplekstabelit

1 —Tmt1  e-- —T ... —Tp
Zo | Qoo | @om4+1 - -- aopr ... Qon,
T1 | Qo | A1m41 - ayy ... Q1n
(3)
Tk | Qko | Qkgmt1 - |QkL| -0 Okp
Tm | Amo | Omm+1 - - - Am] v Amn
Tabeli iilaserva mérgitakse baasivilised muutujad méirgiga —, vasakusse serva

baasimuutujad (ilma mérgita, mis tdhendab mérki +). Vordustest kujul

T; = Qo + Zaij(—xj), 1 € {0} U [,

jed

voib moelda nii, et tabeli vasakus servas olevad muutujad z;, i € {0} U I, vordu-
vad tabeli rea (a0, @im+1,---,ain) ja iilaservas oleva vektori (1, =41, ..., —2y)
skalaarkorrutisega.

Peale simplekssammu saame tabeli, mis kirjutatakse vihendatud kujul

1 —Tpy1 T .. =T ... —Xn

o | Goo | Qogm+1  --- GOk .- Qop

1 | o | Gimy1r ... Q1 .. Qly
(4)

x| o | Gmtr oo Gk oo Qip

Tm 6m0 5m7m+1 ce 6mk e 6mn

Tabelis oleva baasivilise veeru indeksiga [ asemele kirjutatakse uus baasivili-
ne veerg indeksiga k. See on oluline erinevus tavalise simplekstabeliga vorreldes,
sest veerud ei tarviste asetseda enam indeksite kasvamise jarjekorras. Samuti ei
pea asetsema indeksite kasvamise jarjekorras ka tabeli read, aga nii vois olla ju-
ba tavalises simplekstabelis. Muidugi voivad ka algtabelis olla baasimuutujad ja
baasivilised muutujad suvalises jarjekorras. Ndeme, et vihendatud tabelis esine-
vad parajasti need tabeli elemendid a;;, mis voivad arvutuste tulemusel muutuda
ja mida peab simplekssammu teostamise kdigus siilitama.
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Naide. On vaja minimiseerida x; + 425 4 x3 tingimustel
r1+ 2o + 223 < 2,

T1 + 229 + x3
—T1 + Ty + 223

CL’1>O,{I;2>O,$3/

N\

Y

1
L
0

ARV,

Votame kasutusele lisamuutujad x4 > 0,25 > 0,26 > 0 (need saavad baasimuu-
tujateks) ja viime iilesande kanoonilisele kujule, seejérel kirjutame vihendatud
simplekstabeli

1 —I1 —Xry —I3
zo | O 1 4 1
| 2 | 1 1 2
x5 | —1 -2 -1
e | =1 1 -1 =2

Tabel on duaalselt lubatav, aga mitte lubatav, seega on rakendatav duaalne simp-
leksmeetod. Valime juhtrea indekiks k = 5, seejirel veeruindeksiks [ = 1. Esimese
arvutusena tuleb juhtrida jagada juhtelemendiga as; = —1, selle kohale tuleb uues
tabelis a;5 = —1, sest see saadakse elemendi as5 = 1 jagamisel juhtelemendiga —1.
Ulejésinud elemendid uues tabelis tekivad tavalise elimineerimise kiligus, vaid uue
tabeli veerus indeksiga 5 tuleb silmas pidada, et tehakse tehteid algtabeli iihikvee-
ruga. Uus vidhendatud tabel on

Siin on juhtelement duaalses simpleksmeetodis {iheselt maaratud ja simpleksamm

viib tabelini

1 —xy5 —XT2 —T3
2o [—1] 1 2 0
a1 ] 1T -1 1
x| 1 | —1 2 1
Te | —2 1 -3 |3

1 —Ty5 —To —Tg
wl[=1] 1 2 0
x| Y3 A =2 1f3
x| 3| =2 1 /3
xg | 23| =1 1 —1f3

Saadud tabel on lubatav ja duaalselt lubatav, seejuures optimaalse lahendi baasi-
komponendid on veerus indeksiga 0, mille korval on nédidatud ka baasimuutujad.
Niisiis, tabelist saame z* = (1/3,0,2/3,1/3,0,0), algiilesandes x* = (1/3,0,2/3). Sihi-
funktsiooni minimaalne vaartus algiilesandes on ¢-x* = 1, sest kanoonilisele kujule
viimisel muutsime sihifunktsiooni méarki, et saada maksimiseerimisiilesannet.

Ulesanne 30. Lahendada iilesanne [28 viithendatud simplekstabeliga.
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14.2 Veeruteisendused

Vaatleme vihendatud simplekstabelit ja lisame selle ridadesse triviaalsed

vordused z; = —(—x;), j € J. Selliselt saame
1 — T4l .. —T] ... —XTp
Zo apo ag,m+1 . Qo ce aon,
T aio a1m+1 . aqy ce A1p
T Qo Ak m+1 c. c. Qlep,
T P S T S (5)
Tmy1 | O —1 .0 o0
T, 0 0 .0 L 1
Qo Am+1 c. a; c. Qp
Seda tabelit nimetame vihendatud simplekstabeli laiendiks. Veergude alla mér-
gime veeruvektrorite a; = (ag;,...,an;)", j € {0} U J, tihised. Peale simpleks-

teisendust vihendatud tabeliga paneme kirja saadud tabeli laiendi, kuid
siilitame sama ridade jéirjekorra, mis on tabelis , seega saame

1 — Tyl ee. —Tk ... —Tn

To | Goo | @om+1  ---  Qok ... Gon
1 ayp | Gigpt1 --- Qg ... Q1p

Tm amo Em7m+1 . Emk ce Emn (6)

Tmar | O | =1 ... 0 .. 0
X ap | @Gmt1r  --- Qoo Qp
Ty 0 0 c 0 R |
4  Gmi1 ... @ ... a,

Veeruteisendusteks nimetatakse iileminekut tabeli (5]) veergudelt a;, j € {0} U J,
tabeli (6) veergudele @;, j € {0} U J. Meie eesmirgiks siin on vastav eeskiri nagu
oli reateisendustes (2)). Teisendused (2)) koordinaatkujul viihendatud simplekstabeli
elementide jaoks on

Q= iam = (1), je{opuT={0}u\{HU k) (7)

7] 7]
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_ Q5] Qg
Qij = Qij — P Akj = Qij — an Qil, (8)
kl kl

i€ {0y U (I\{k}), j e {0}U(J\{l}) U {k}.

Kirjutame nendes eraldi vélja juhu j =k

= — = —— - (—1), sest aw, = 1, 7

t ik Qg (=1) Hh (7)
i 1 ,

G = L~ ie{0yU I\ {k}), (8)
Qe 75

sest a;; = 0 (viljaspool diagonaali on i # k), az, = 1. Uhendame vérdused ja
veergude kaupa, siis saame koigepealt
1

ay = —— ay, 9
g akll ()

mis tuleb vordustest ja . Selgituseks lisame, et tabeli veerus a; tuleb
tabeli () veeru @, saamiseks koponentidega, mille indeksid on i € {0}U(I\{k})U
{l}, teha tegelikke arvutusi, mujal on komponediks 0 v6i veeru a; komponent ag
jagatakse arvuga —ay,; ja tulemuseks on —1 veerus a. Lisaks saame

@ == La, E{0}UW\{D) (10)

kus ithendame ja juhul j # k. Selgitus on siin analoogiline sellega, mille
toime vorduse @D pohjendamisel, poorates tdhelepanu komponentidele indeksitega
i € {0}U(I\{k})U{l}, kusjuures ¢ = [ korral a;; = 0, sest j # [. Arutelu tulemusena
oleme toestanud jirgmise tulemuse.

Teoreem. Vihendatud simplekstabelis tehtav reateisendus (ileminek — @)
iihtib vihendatud simplekstabeli laiendis tehtava veeruteisendusega @D, (iile-

minek [{) — (6)).
Margime, et vordust voib vordust (9 arvestades esitada veel
a; = aj + ag; ag, j € {O}U(J\{l})

Vorreldes reateisendusega, kus juhtveerg teisendatakse iihikveeruks, on veeru-
teisendus selline, et juhtrida teisendatakse miinus-iihikreaks.

Ndiide. Vaatleme eelmist nédidet, kus oli vihendatud simplekstabeliga arvutamine.
Need arvutused veeruteisendustega on jargmised:
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Ty
T
o)
T3
Ty
Ts
Te

Lo
Iy
o)
T3
Ty
s
Te

Zo
Iy
T2
T3
Ty
Ts

Ze

1 —x —29 —x3
0 1 4 1
0| —1 0 0
0 0 —1 0
0 0 0 —1
2 1 1 2
~1 -2 -1
—-1] 1 -1 =2
Qo aq Qo as
1 —Xy5 —T9 —T3

—1] 1 2 0
1| -1 2 1
0 0 —1 0
0 0 0 —1
1 1 —1 1
0| —1 0 0

-2 1 -3 |-3
ay as az a3
1 —z5 —x9 —x¢

—-1] 1 2 0
s | =2/ 1 1f3
0 0 —1 0
23| =13 1 =13
g | 4z -2 1/3
0| —1 0 0
0 0 0 —1

Juhtveerg a; jagatakse juhtelemendi
vastandarvuga ehk arvuga 1, seega as
iihtib veeruga a;. Veergudest ag ja as
lahutatakse juhtveerg ay, veerust as
kahekordne juhtveerg ehk 2a;.

Siin juhtveerg as jagatakse arvuga 3, see-
jarel elimineeritakse reas indeksiga 6 tei-
sed elemendid.

Tabelist saab x* = (1/3,0,2/3,1/3,0,0),
komponendid on veerus indeksiga 0 oiges
jarjekorras. Algiilesandes z* = (1/3,0,2/3)
jac-xz*=1.
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Ulesanne 31. Lahenda selle alapunkti niiteiilesanne veeruteisendustega, vottes
algul juhtrea indeksiga 6.

15 Leksikograafiline duaalne simpleksmeetod

Eelmises punktis toodud teoreemis nagime, et veeruteisendustega tehakse simp-
lekssamm, s.t. minnakse iihelt baasilahendilt teisele. Naiteks voib primaarse ja
duaalse simpleksmeetodi teostada veeruteisendustega. Seepérast on ka veerutei-
sendustes voimalik tsiikli tekkimine. Tsiikli valtimiseks duaalses simpleksmeetodis
on voimalik kasutada leksikograafilist varianti, mida saab realiseerida veeruteisen-
dustega.
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Kasutame eelmise punkti tdhiseid. Eeldame, et tabelis on veerud a;, j € J,
leksikograafiliselt positiivsed. Sellest jareldub duaalne lubatavus. Valime juhtrea
nii, et temas element indeksiga 0 on negatiivne, s.t. axy < 0, k € I. Selliselt toimi-
sime ka duaalses simpleksmeetodis. Seejérel valiti juhtveerg (seega ka juhtelement
ar) nii, et sdiliks tabeli duaalne lubatavus. Leksikograafilises variandis valime ay
nii, et saaksime veergude a;, j € J, leksikograafilise positiivsuse. Vorduse (@ poh-
jal saame @ > 0 alati, kui ag; < 0, sest eeldasime, et a; > 0. Vordus annab,
et j € J\ {l} korral

_ Ay
a; =0 & a; — —2a; > 0.
g

. .. . - A4 .
Kui ay; > 0, siis a; > 0 ja a; > 0 tagavad ay < 0 tottu, et a; — ﬁal > 0. Kui aga
Qg
ar; < 0, siis
Qe a; a;
lagl @ @
lar;|  aw

Qe
aj— —2a =0 & aj - !
75 |sz’

See annab juhtveeru (juhtelemendi) valiku reegli:

a . { a;
—— = lexmin ¢ ——
\Clkz| |akj‘

akj<0,j€J}. (1)

Veeruteisendustega meetodit, mis kasutab juhtveeru valiku reeglit , nimetakse
leksikograafiliseks duaalseks simpleksmeetodiks.

Mairgime, et reegel médrab juhtveeru iiheselt, sest veerud a;, 7 € J, on
aj

lineaarselt soltumatud, mistottu ei saa ax; < 0, j € J, korral veergude hulgas

|y
olla kahte vordset.

Vordus juhul j = 0 annab @y = ag— %al. Meie valikutes ayo < 0 (juhtrida)
gl

ja ag < 0 (juhtelement), eelduse a; > 0 tottu siis @y < ag. See tdahendab, et veerus
ag sihifunktsiooni vadrtus (a esimene komponent) kas viheneb voi jadb samaks.
Kiill aga vaheneb leksikograafilise jarjestuse mottes veerg ise ja seda igal sammul.
Seega ei ole voimalik joudmine juba esinenud baasile.

Jareldus. Kui lineaarse planeerimise tilesandel on lahend olemas, siis leksikograa-
filine duaalne simpleksmeetod on loplik (annab lopliku arvu sammudega optimaalse

lahends).

Mdrkus. Kui vaatlesime leksikograafilist (primaarset) simpleksmeetodit, siis luba-
tava tabeli korral juhul I = {1,...,m} olid read a’, i € I, alati leksikograafi-
liselt positiivsed, iildjuhul aga saab ridade leksikograafilist positiivsust lubatavas
tabelis vajadusel saavutada muutujate jarjekorra muutmisega. Leksikograafilise
duaalse simpleksmeetodi korral ei piisa duaalsest lubatavusest, et saada leksikog-
raafiliselt positiivseid teisendatavaid veerge. Muutujate jarjestuse (s.t. ridade jar-
jestuse) muutmine ei tarvitse aidata, sest miinus-iihikridade iilespoole tdstimine ei
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tee veerge leksikograafiliselt positiivseks. Kui algtabel ei ole lubatav ega duaalselt
lubatav, siis oli voimalik alustada fiktiivse sihifunktsiooniga duaalset simpleksmee-
todit. Leksikograafilise variandi rakendamiseks voib votta fiktiivse sihifunktsiooni
c-x = Z(—xj), see tagab veergude leksikograafilise positiivsuse.
jeJ

Naéide. Kui vaadata ndidet punktis [14.2] siis algtabelis on veerud a;, j € J,
leksikograafiliselt positiivsed. Juhtrida on valitud indeksiga k = 5. Iga 5 € J korral
as; < 0 ja reegel annab juhtveeru indeksiks [ = 1, sest esimeste komponentide

a a:
vordlus on TR ST vahel, seejirel on | 11| ja | 31| vahel otsustavaks
teiste komponentide vordlus. Teisel sammul on ainult iiks voimalik juhtrida ja juba
esimeste komponentide vordlus méédrab juhtveeru iiheselt.

16 Esialgse baasilahendi leidmine

Suvalise lineaarse planeerimise iilesande lahendamiseks on meil praeguseks kiil-
laldaselt teadmisi. Selleks tuleb iildjuhul teostada 4 etappi: 1) viia iilesanne ka-
noonilisele kujule; 2) néiteks Gaussi elimineerimismeetodiga eraldada iihikvektori-
test baas; 3) duaalse simpleksmeetodiga (fiktiivse sihifunktsiooniga) jouda lubata-
va baasilahendini, kasutades vajadusel leksikograafilist varianti ja veeruteisendusi;
4) primaarse simpleksmeetodiga (vajadusel leksikograafilise variandiga) 6ige sihi-
funktsiooni juhul leida optimaalne lahend. Etappides 3) ja 4) voib kasutada ka
Blandi modifikatsiooni néiteks reateisendustes. Vaatame selles punktis iihte voi-
malust, kus voib piirduda etappidega 1) ja 4).

Vaatleme iilesannet max{c-x | Ax = b,z > 0}, kus mxn maatriksi A astak on m.
Kirjutame selle iilesande nii, et b > 0, selleks korrutame vajadusel monda siisteemi
Az = b vorrandit arvuga —1. Votame kasutusele lisamuutujad z,.1, ..., Tpim ja
moodustame (laiendatud) iilesande

..................................... (1)
Am1ZT1 + oo+ QpnTn + Tngm :bma
x; 20, 1=1,...,n+m,

c-x—M(xp1+ ...+ Tpom) — max,

kus M on (suur) positiivne arv. Kasutame tahistusi T = (21,...,Zpim), © =
(c1y. . ¢ny,—M, ..., —M) ja vorrandid kirjutame AT = b. Muutujaid =, 1, . . .,
Tptm ON sobiv vaadelda esialgsete baasimuutujatena ehk I = {n+1,...,n+ m}.

Margime, et sihifunktsioonist ¢ -z — M (2,41 + ... + Tpym) tuleb elimineerida
baasimuutujad x,.1, ..., Tyim, seda voib teha eelsammuna néiteks vorrandite
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abil. Et vorrandites (1)) x4 =b; —a' - 2,7 =1,...,m, siis

m

kus agy = —MZbi,Zaojxj = (—c— MZaz) ~x,J = {1,...,n}. Muidugi
i=1

=1 jeJ
voib seda teha ka samavéirselt laiendatud iilesande simplekstabelis.

Toestame algul moned lihtsamad tulemused algiilesande ja laiendatud iilesande
kohta.

Lause. Laiendatud iilesande lubatava lahendi T = (x1,...,Tpym) 1 esimest kom-
ponenti x = (x1,...,%,) on algilesande lubatav lahend parajasti siis, kui x,.; =
. = :En+m - 0

Téestus. Olgu T laiendatud iilesande lubatav lahend, s.t. AT =bja z > 0.

1) Eeldame, et vektori Z esimesed n komponenti z on algiilesande lubatav la-
hend. Siis Az = b ja see koos vordusega AT = b annab, et x,,.1 = ... = T = 0.

2) Olgu T komponendid sellised, et z,.1 = ... = T, = 0. Siis AT = Az ja
AZ = b annab vorduse Az = b. Lisaks Z > 0 tottu = > 0, s.t. = on algiilesande
lubatav lahend.

Lisame, et laiendatud iilesandel on lubatav lahend alati olemas, see on
z=1(0,...,0,by,...,b,) ja ta on ka lubatav baasilahend. Algiilesandel ei tarvitse
seejuures lubatavat lahendit olla, nagu ikka lineaarse planeerimise iilesandel.

Teoreem 1. Kui laiendatud tlesande optimaalses lahendis T5 = (a3, ...,z )

»Yn+m
* — — * _ - * * . .
onzxy = ...=an.,, =0, sis (z7,...,2)) on algilesande optimaalne lahend,

seejuures molema sihifunktsiooni maksimalsed vadrtused tihtivad.

Toestus. Olgu =5 = (x7,...,x,,,) laiendatud iilesande optimaalne lahend ja
ty  =...=x,, . =0.Siis lause péhjal on z* = (z7,...,z}) algiilesande lubatav

lahend. Oletame vastuviiteliselt, et z* ei ole optimaalne. Siis leidub algiilesande
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lubatav lahend x nii, et ¢-x > ¢-2*. Niiid T = (z,0,...,0) on laiendatud iilesande
lubatav lahend ja¢-T = c-x > c-x* = ¢-T*, aga see on vastuolus T* optimaalsusega.
On selge, et ¢-T° =c- x™.

Teoreem 2. Kui algiilesandel on lahend olemas, siis eksisteerib My > 0 nii, et iga
M > My korral on laiendatud tilesanne lahenduv ja tema 1ga optimaalne lahend
—% * — O.

_ * . * . . *
5= (x7,...,2y,,,) on selline, et x, = ... =), .

Toestuse esitame punktis

Teoreemist 2| jareldub, et kui votta M kiillalt suur, siis voib algiilesande ase-
mel lahendada laiendatud iilesande. Sellist meetodit nimetatakse kunstliku baasi
meetodiks ja oluline on, et kanoonilisel kujul oleva iilesande korral saab piirduda
ainult simpleksmeetodi voi selle leksikograafilise variandiga, sest laiendatud {iles-
ande algtabel on alati lubatav. Selle punkti algul toodud neljast etapist jadb dra
kaks: iihikvektoritest baasi eraldamine ja duaalne simpleksmeetod lubatava baasi-
lahendi leidmiseks. Praktikas tdhendab kunstliku baasi meetodi kasutamine, et kui
valitud M korral joutakse optimaalse lahendini, kus mingi k£ > 1 korral z},, # 0,
siis tuleb arvu M suurendada ja laiendatud iilesanne uuesti lahendada.

Ei ole praktiliselt kasutatavat algoritmi arvu M, leidmiseks ja seetottu ei ole
selge, kui palju tuleb arvu M suurendada. Voib juhtuda, et ei ole teada, kas alg-
iilesandel on lahend olemas. Kui ei ole, siis arvu M suurendamine ei vii sihile,
sest siis kuitahes suure M korral on laiendatud iilesande igas optimaalses lahendis
mingi k > 1 korral z;, . # 0.

Vaatame veel iihte meetodit algiilesande lubatava baasilahendi leidmiseks, mis
iihtlasi annab monikord voimaluse kindlaks teha, kas algiilesanne on lahenduv voi
mitte. Kasutame sihifunktsiooni ¢-Z7 = — (2, 41+ . .+ %, 1m) ja vaatleme iilesannnet

max{c-T | AT = b,T > 0}, (2)
kus eeldame nagu eelnevas, et b > 0. Ndgime, et selle {ilesande lubatav baasilahend
onT=(0,...,0,b1,...,by), kui valida I = {n+1,...,n+m}. Et ilesande (2) si-
hifunktsioon on lubatavas hulgas iilalt tokestatud (arvuga 0), siis on iilesandel

lahend olemas (selle toestame punktis [17.3]). Simpleksmeetodiga (vajadusel leksi-
kograafilise variandiga) saame leida optimaalse lahendi T* ja see on iihtlasi baasila-

hend. On kaks voimalust: 1) ¢-Z* = 0; 2) ¢-7" < 0. Juhul 1) on 7* = (7, ..., 2} ,,,)
korral ., = ... =x), . = 0 (sest % > 0) ja 2" = (a,...,x,) on algiilesande

(lubatav) baasilahend. Péhjenduseks mérgime, et juhul kui vektori " kui baasi-
lahendi koik baasiindeksid kuuluvad hulka {1,...,n}, on need ka baasiindeksid
algiilesandes. Kui aga hulka {1,... ,n} kuulub vaid osa T* baasiindekseid, saame
neile vastavat maatriksi A veergude hulka laiendada baasiks, millele baasilahed z*

o

siis vastab. Juhul 2) on algiilesande lubatav hulk tiihi, sest kui 2° = (z7,...,z))

oleks algiilesande lubatav lahend, siis 7° = (z7,...,x,,0,...,0) oleks iilesande

) n’
lubatav lahend, kuid ¢-7° < ¢-Z" < 0 annab ¢-7° = 0 tottu vastuolu.
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17 Lineaarse planeerimise iilesannete duaalsus

17.1 Duaalsete iilesannete moiste
Definitsioon. Pohikujul oleva iilesande

max{c -z | Az < b,z > 0} (1)
duaalseks iilesandeks nimetatakse iilesannet

min{b-y | ATy > c,y > 0}. (2)

Oeldakse ka, et (2)) on iilesandega (T)) duaalne iilesanne. Meenutame, et pohikujul
olevas iilesandes A on mxn maatriks, b € R™, ¢ € R" jax € R", seejuures m,n € N
on suvalised. Ulesandes tiahistab AT transponeeritud maatriksit, see on n x m
maatriks.

Lause. Ulesande duaalseks tlesandeks on tlesanne , s.t. duaalsus on vas-
tastikune.

Toestus. Paneme téihele, et iilesanne ei ole pohikujul ja rangelt vottes ei saa
talle definitsiooni rakendada. Siin moeldakse seda, et iilesanne viiakse stan-
dardmetoodikaga ekvivalentsele pohikujule ja siis kasutatakse duaalse iilesande
moistet. Ulesanne on samavadrne iilesandega

- max{(—b) "y | _ATy < -Gy = 0}7 (3)

kus — max néitab, et —b - y maksimiseerimise jarel tuleb sihifunktsiooni vairtus
votta vastandmargiga. Ulesande duaalne iilesanne on

—min{(—c) x| (=A") 'z > —b, 2 > 0}

ehk
max{c -z | Az < b, z > 0}.

Toome veel vilja duaalsuse juures esinevad vastavused:
1) iiks on maksimiseerimisiilesanne, teine minimiseerimisiilesanne;
2) pohikitsendustes on iihes <, teises >;

3) vabaliikmete vektor ja sihifunktsiooni vektor ldhevad vastastikku iile, seega
vahetavad kohad ka pohikitsenduste arv ja muutujate arv;
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4) pohikitsenduste maatriksid on vastastikku transponeeritud.
Naiide. Antud on iilesanne

35E1 + X9 < 3,
T — 229 = —4, (<:> —x1 + 2249 < 4),
x1 20, 29 20,

T+ 9 — max.

.. (3 1. . (3 -1 y
Siin A = (_1 2) ja Al = (1 9 ), duaalne iilesanne on

n 2 07 Yo 2 Oa
3y; + 4y, — min.

Ulesanne 32. Viia iilesanne

2%1—1’2—1’34‘1’4:7,
£E1+7£C2+2£L'3+233’4 g 16,
5E220, 93'320,

—bxy +4x9 — 3 + x4 — max
pohikujule ja esitada duaalne iilesanne.
Ulesanne* 8. Niidata, et iilesande max{c- 2 | Az = b,z > 0} duaalne iilesanne
on min{b-y | ATy > c}.
17.2 Duaalsete iilesannete peamised omadused
Vaatleme iilesandeid (I)) ja (2).

Lause 1. Kui x ja y on vastavalt tilesannete ja lubatavad lahendid, siis
c-xr<b-y.

Toestus. Kehtib

c-x<(ATy) -z =y Az <y-b,
milles esimene vorratus jireldub sellest, et ¢ < ATy ja « > 0, teine vorratus aga
sellest, et Ax < bjay > 0.

Lause 2. Ku tlesannete ja lubatavad lahendid x* ja y* rahuldavad vordust
c-x*=b-y*, siis " jay" on nende tlesannete optimaalsed lahendid.
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Toestus. Kui z on {ilesande lubatav lahend, siis Lauset 1 ja eeldust kasutades
saame
c-x<b-y"'=c-a¥,

mis tdhendab, et x* on iilesande optimaalne lahend. Analoogiliselt, kui y on
iilesande (2)) lubatav lahend, siis eeldust ja Lauset [1] kasutades

b-y" " =c-x*<b-y,
mistottu y* on iilesande (2)) optimaalne lahend.

Lause 3. Kui dlesande (1) sihifunktsioon on lubatavas hulgas ilalt tokestamata,
suis tlesande lubatav hulk on tihi; kui idlesande (2) sihifunktsioon on lubatavas
hulgas alt tokestamata, siis tilesande lubatav hulk on tihs.

Téestus. Olgu iilesande (1) sihifunktsioon iilalt tokestamata hulgas Q = {z € R" |
Az < b,x > 0}. Siis on olemas jada 8 € Q nii, et ¢ 2*¥ — oco. Kui oletada, et
iilesandel on olemas lubatav lahend y, siis Lause [1| pohjal ¢ - z¥ < b -y, mis on
vastuolu. Lause |3 teise osa toestus on analoogiline.

Ulesanne* 9. Téestada, et duaalne simpleksmeetod algiilesande lahendamisel iih-
tib simpleksmeetodiga duaalse iilesande lahendamisel.

Mirkus. Ulesandes*™ @peetakse silmas, et iilesanne (1| viiakse standardmetoodika-
ga kanoonilisele kujule ja seejarel rakendatakse duaalset simpleksmeetodit, milleks
vajalikud eeldused on tdidetud. Sarnaselt toimitakse ka simpleksmeetodi rakenda-
misel duaalses iilesandes.

17.3 Lineaarse planeerimise pohiteoreemid

Need teoreemid puudutavad nagu eelmise alapunkti viited duaalsete iilesannete
paare, seepdrast nimetatakse neid veel duaalsuse teoreemideks.

Teoreem 1. Kui iihel duaalsetest iilesannetest on olemas optimaalne lahend, siis
on optimaalne lahend olemas ka teisel ja sihifunktsioonide ekstremaalsed vadrtused
tihtivad.

Toestus. Oletame, et iilesandel on olemas optimaalne lahend (kui on iilesandel
[2), siis saab kasutada duaalsust). Ulesanne on samavadrne kanoonilisel kujul
oleva iilesandega

max{c-z | Az + 2" =b,xz > 0,2' >0}, (4)

kus ' = (241, .. ,:cn+m)T on vorratustelt vordustele iileminekul lisatavad muu-
tujad. Ulesande (4) lihtetabel on
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milles I,,, tahistab mxm iihikmaatriksit. Ulesanne (] lahendatakse iildjuhul duaal-
se ja primaarse simpleksmeetodi jirjestikuse rakendamisena, tulemusena saadakse
optimaalne baasilahend (lubatava hulga tipp), mis vastaku baasiindeksite hulgale
I c{1,...,n+m}, seejuures |I| = m. Siisteem Ax+z’ = bon Mx;+ Bx; = b, kus
xy on indeksite hulgale I vastavate baasimuutujate vektor, J = {1,...,n+m} \ I,
|J| = n ja x; on baasivilistele indeksitele vastavate muutujate vektor. Maat-
riks M koosneb baasiveergudest ja on seepérast pdoratav. Lahendamise kiigus
tehtavad teisendused siisteemiga Ax + 2’ = b on samaviirsed maatriksi M !
rakendamisega sellele siisteemile, s.t. saadakse M 'Ax + M ~'2’ = M~ 'b ehk
x;+ M 'Bx; = M'b.
Ulesande () voib kirjutada samaviirselt

max{c-x — (M ' Ax+M"'2’ — M~'b) - ¢; | )
M "Az + M2 = M~'b,2 > 0,2' > 0},

kus ¢; € R™ on suvaline, sest kordajate vektor M 1Az + M2’ — M~ = 0
lubatavas hulgas. Votame (cr); = ¢;, kuii € {1,...,n} NI, (¢;); = 0 mujal. Pane-
me tihele, et sellise ¢; valikuga saab sihifunktsiooni esituse baasivéliste muutujate
kaudu, sest M tAz + M 'z’ — M~'b on tegelikult z; + M ' Bx; — M~'b ja kui
ie{l,...,n}N1,siis x; kordaja sihifunktsioonis tuleb ¢; — ¢; = 0 (esimene ¢; liik-
mest c-x, teine ¢; litkkmest z;-c;), agakuii € I jai > n, siis ¢; vastav komponent on
0. Niisiis on sellise c; valiku korral iilesande sihifunktsioon ja vorrandisiisteem
sellisel kujul, mida eeldatakse simplekstabelis. Simplekstabel aga vastab optimaal-
sele lahendile. Seepédrast on sihifunktsioonis muutujate kordajad mittepositiivsed
(tabelis mittenegatiivsed, sest sihifunktsioon on kujul agy — Zaojxj ja ag; = 0,

jeJ
j € J). Teisendame sihifunktsiooni

cox— (M 7Ar+ M2 — M) - c; =
—c-x— (M ''Ale; o — (M YHep-a' + (M YHTe;-b.

Siin puuduvad baasimuutujad, baasilahendil on baasivdlised muutujad z; = 0,
j € J, seepédrast on sihifunktsiooni maksimaalne vdartus b - (M ’1)Tcl. Lisaks on
x kordajate vektor ¢ — (M ~'A) ¢c; < 0 ehk ¢ < AT(M )T ¢;, 2’ kordajate vektor
—(MHT¢; < 0 ehk (MY e; > 0. Defineerime y = (M~ ')%¢;, siis y > 0 ja
ATy > ¢, mis tidhendab, et y on duaalse iilesande lubatav lahend. Néeme veel,
et iilesande sihifunktsiooni viartus lubataval lahendil y on

b-y=0b-(M "¢, (6)

mis toestuse pohjal iihtib algiilesande sihifunktsiooni vidrtusega optimaalsel
lahendil. Lause [2| pohjal on y iilesande optimaalne lahend.
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Toestuse kiigus saime ka sihifunktsioonide ekstremaalsete véirtuste iihtimise,
mida viljendas vordus ().
Teoreem [1] on toestatud.

Jareldus 1. Selleks, et tilesannete 76 lubatavad lahendid x ja vy oleksid

optimaalsed, on tarvilik ja piisav, et c-x =05 -y.

Pohjenduseks mirgime, et kui vordus ¢ - x = b - y kehtib, siis z ja y on op-
timaalsed Lause [2| pohjal, kui aga = ja y on optimaalsed, siis Teoreemi [I| pohjal
kehtib vordus c-x =0 - y.

Jireldus 2. Ulesande (1) optimaalsele baasilahendile vastavas simplekstabelis on
sthifunktsiooni reas lisamuutujate ' kordajate vektor duaalse tilesande lahend.

Toestus. Teoreemi |l| toestuses toodud tilesande lahtetabel teiseneb vaadeldava
lahenduse kidigus kujule

b- (M1 ‘ (M*A)c; —c (MY e
M7 | MT'A M

ja nagu nigime, on (M ~1)7¢; duaalse iilesande lahend.

Ulesanne 33. Antud on iilesanne

T + 2x9 — max,
— 21 +x9 < 1,
T1 — Ty < 2,
r1+ 1wy < 2,

1 20,29 2 0.

Esitada duaalne iilesanne. LLahendada algiilesanne ja leida saadud simplekstabelist
duaalse iilesande lahend.

Enne jérgmist teoreemi toome iihe abitulemuse, mille toestame hiljem punktis

Lemma (lemma lubatava hulga esitusest). Hulk Q = {x € R"|Ax < b,z > 0}
koosneb elementidest kujul

p q p
x:Z)\ixi—i—Zujej, i =0, Z)‘izl’ pj =0, (7)

i=1 j=1 i=1
kus .. .., 2P on hulga Q tipud, €', ... e? hulga Q tokestamata servade sihivekto-

rid.
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Mirkus. Kui Q # 0, siis punktis |5 toodud Jérelduse ja Ulesande pohjal on
hulgal 2 vihemalt iiks tipp olemas.

Jareldus. Kui dlesande (1)) sihifunktsioon on lubatavas hulgas  ilalt tokestatud,
sus tlesandel on olemas optimaalne lahend.

Toestus. Tugineme esitlusele . Siisiga j = 1,...,qkorral c-¢/ < 0, sest kui oleks
mingi j, korral c-e > 0, siis vottes i, > 0 kuitahes suure, p1; = 0, j # jo, A1 = 1,
A =0, # 1, saame hulga Q elemendi z = 2! + p;,e”° korral -z = c-x' + jc- e
kuitahes suure, mis on vastuolus iilesande sihifunktsiooni {ilalt tokestatusega
hulgas €2 .

Votame suvaliselt x € €2, mille esitame abil. Siis

P q p
C.IZZ/\,L‘<C'I'Z>+ZMJ‘(C'€]) < Z Ai(e - ).
i=1 j=1 i=1

Valime sellise tipu z*, et
¢-z¥ = max ¢z’

1<i<p
Niitd
p ' p
c-x < Z)\i(c-xl) < Z)\i(c-xk) =c- 2"
i=1 i=1

p

kus kasutasime seda, et \; > 0,7 =1,...,p, ja Z/\i = 1. See aga tdhendab, et
i=1

lubatava hulga Q element (tipp) 2" on iilesande () optimaalne lahend.

Teoreem 2. Lineaarse planeerimise tlesandel on olemas optimaalne lahend
parajasti siis, kui temal ja temaga duaalsel ilesandel on olemas lubatav lahend.

Toestus. Tarvilikkus. Kui iilesandel (1)) on olemas optimaalne lahend, siis Teoreemi
[[]pohjal on optimaalne lahend olemas ka iilesandel (2)) ja need on iihtlasi lubatavad
lahendid.

Piisavus. Eeldame, et iilesannetel (1)) ja (2) on olemas lubatavad lahendid vas-
tavalt 2° ja y°. Siis Lause [I| pohjal ¢- 2 < b- ¢ iilesande lubatava hulga Q # ()
iga elemendi x korral. Seega on iilesande sihifunktsioon lubatavas hulgas 2
iilalt tokestatud. Teoreemile eelneva jarelduse pohjal on iilesandel optimaalne
lahend olemas.

Teoreem 3. Ulesannete ja lubatavad lahendid x* ja y* on optimaalsed
parajasti siis, kui

(Az* —=b)-y* =0 ja (ATy*—c)-2*=0
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(ortogonaalsuse tingimused) ehk

kus a' on m x n maatriksi A read ja a; on A" read ehk A veerud.

Toestus. Oletame, et ortogonaalsuse tingimused on rahuldatud. Siis
c-axt=ATy* " =y* - Ax* = by,

millest Lause [2| pohjal jareldub z* ja y* optimaalsus.

Teisipidi, eeldame, et z* ja y* on optimaalsed. Teoreemi [1| (voi Jérelduse
pohjal kehtib vordus ¢ - z* = b - y*. Teame, et z* > 0, y* > 0,b — Az™ > 0 (sest
Az* < b), ATy* —c >0 (sest ATy* > ¢). Siis

(b—Az")-y* >0 ja (ATy*—c)-2* >0,
seeparast

0< (b—Az") -y + (ATy* —¢) - 2" =
by —c-a*— Ax* -yt + ATy aF =0,

millest jareldub ortogonaalsuse tingimuste rahuldatus.

On selge, et vordustest jarelduvad ortogonaalsuse tingimused. Tingimused
Az* —b < 0 jay* > 0 tihendavad, et o' - 2* —b; < Ojay > 0,4 =1,...,n,
seepérast (a' - x* — b;)yF < 0,4 = 1,...,n. Kui ortogonaalsuse tingimused on

n

rahuldatud, siis (Az* —b)-y* = Z (a"-x* —b;)y; = 0, mis on voimalik ainult siis,
i=1
kui (a'- 2" — b))y = 0,4 =1,...,n. Analoogiliselt ndidatakse tingimuste (8] teise
osa tdidetust.
Teoreem B on toestatud.

Tingimustest saame jargmised tulemused.

Jareldus 3. Kui tlesande V01 optimaalse lahendi mingt komponent on
rangelt posititune, siis sama indeksiga pohikitsendus teises tlesandes on rahuldatud
vordusena. Formaalselt: ©7 > 0= a;-y* =c¢; jay; >0=a"-2" =1b;,.

Jareldus 4. Kui dilesandes V01 on optimaalse lahends korral mingi pohikit-
sendus rahuldatud range vorratusena, sis teise ulesande optimaalse lahendi sama
indeksiga komponent on 0. Formaalselt: o' - 2" < b; = y; =0 ja a; - y* > ¢; =
x: =0.

j
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Niide. Algiilesanne on

21}1 + Zo —|—2$3 <
4y + 229 + w3 < 2,
x1>07 x2>07 13320,

xr1 + T9 + r3 — max.

2,
2

Selle iilesande duaalne iilesanne on

291 +4ys 2 1,
Y1+ 2y2 2 1,
200ty 21
y1 20, y2 20,
2y1 + 2y, — min .

Y

Lahendame algiilesande simpleksmeetodiga, mille tabelid on

0j-1 -1 -1 0 0
2 2 1 2 1 0
2 | 4 1 0 1
11 0 = 0 —1lp
110 0 [%] 1 —ij
12 1 1k 0 1/
i3 1 0 0 3 1f3
231 0 0 1 2f3  —1/3
231 2 1 0 -1 25

Sellest saame leida laiendatud (kanoonilisele kujule viidud) iilesande lahendi 2* =
(0,2/3,2/3,0,0), algiilesande lahendi z* = (0,2/3,2/3) ja duaalse iilesande lahendi
y = (13,1/3).

On néha, et c-z* = b-y*. Analiiiisime kitsendusi. Algiilesandes 2x]+x5+2x5 = 2
(jareldub ka tingimusest y; > 0), samuti 427 + 225 + 25 = 2 (sest y5 > 0). Duaalses
tilesandes 2y; + 4y; = 2 > 1 (sellest jaeldub ka, et 2] = 0), yi + 2y5 = 1 (sest
x5 > 0), 2y; +y3 = 1 (sest x5 > 0).

Ulesanne 34. Leida jirgmise iilesande ja temaga duaalse iilesande optimaalne

lahend:

8x1 + 120x9 + 11423 — min,
T+ Txe + 323 = 4,
T+ 51’2 + 5]73 = 5,
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T +3ZL’2 + 101’3 2 9,
T+ 229 + 1523 > 11
120, 2220, x32=0.

Y

On teada, et optimaalses lahendis ] > 0, 25 > 0 ja duaalse iilesande optimaalses
lahendis y; = y; = 0. Kasutada Teoreemi |3| ja jareldusi temast.

18 Blandi modifikatsioon tsiikli valtimiseks

Simpleksmeetodi kisitlemisel ndgime, et iiks voimalus tsiikli viltimiseks on lek-
sikograafiline variant, milles kasutatakse tdpsemat juhtrea valiku reeglit (mitme
voimaluse korral simpleksmeetodis méaérab leksikograafiline variant juhtrea iihe-
selt). Selles punktis tutvume teise voimalusega juhtelemendi médramiseks, mida
nimetatakse Blandi modifikatsiooniks voi Blandi strateegiaks.

Vaatleme iilesannet max{c-x | Az = b,z > 0}, milles teeme tavalised simpleks-
meetodi alustamise eeldused:

1° Az = b on kujul z; + Zaijxj = Q, 1 € 1,

jed

2° aiOEO,iEI,

3° C-X = Qoo — E Qo ;-

jed

Siin A on mxn maatriks, I on baasiindeksite hulk, J = {1,...,n}\I on baasiviliste

indeksite hulk. Teame, et eelduses [1°| toodud kuju saab alati saavutada ja esitust

siisteemi Az = b lahendite hulgas samuti.

Blandi strateegia simpleksmeetodis seisneb selles, et mitme voimaluse korral

valitakse alati minimaalse indeksiga veerg ja rida, seega veeruindeks [ = min{j €
Qa a; .

J | ag; < 0}, seejérel reaindeks k = min{p e I | 2 — min 2,4y >0,i €T,
Qpl 0%)

Simplekssamm reateisendustes on (ridade t&histused on samad, mis olid eespool)

1
a = —ak,
77
ad=a— ek e {0} U\ {k}).
Qg

Teoreem. Blandi strateegia kasutamisel simpleksmeetodis tsiklit ei teku.

Toestus*. Simplekssammu analiiiisil nfigime, et kui axo > 0 (see leiab aset alati, kui
asume lubatava hulga Q2 = {z € R" | Az = b,z > 0} regulaarses tipus ehk 1&htume
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regulaarsest lubatavast baasilahendist), siis sihifunktsiooni viértus kasvab rangelt
ja sellesse tippu hiljem tagasi ei jouta. Selline simplekssamm viib teise tippu, sest
algselt x; = 0 (I € J), aga simplekssammu jérel z; = —ago > 0. Kui tehakse

Qg
simplekssamm singulaarses tipus ja seejuures apg = 0, siis @ = 0, a;0 = ajo,

i € I\{k}, mis on tipu baasikomponendid peale simplekssammu ja nad olid sellised
ka enne simplekssammu, sest x; = 0 (I € J). Baasivilised komponendid z; =
0,7 € J\{l}, olid sama viértusega ka enne simplekssammu, lisaks uus baasiviline
komponent x;, = 0, millel oli ka sama viartus apg = 0 enne simplekssammu.
Seega juhul ayy = 0 jddme samasse tippu ja muidugi ei muutu ka sihifunktsiooni
vadrtus. Sellest analiiiisist saame jareldada, et tsiikli puhul asume kogu aeg samas
(singulaarses) tipus, kuigi baasiindeksite hulk muutub igal sammul.

Vaatame siisteemi Az = b, kus oleme vilja toonud baasiindeksite hulga I, |I| =
m, ja baasiviliste indeksite hulga J, |J| = n —m. Olgu x = x; + z;, kus voetakse
vastavad komponendid ja voib vajadusel vaadelda x; € R™, z; € R"™ ™, aga voime
neid vektoreid tiiendada komponentidega 0, siis x7, x; € R". Voime kirjutada

Ar=b & A[[E1+AJZEJ:b,

kus A; on m x m maatriks, A; on (n — m) X m maatriks ja nad koosnevad A
vastavatest veergudest. Siis

Ar=b & x4+ A;lijj = A;lb (1)

Sihifunktsioonis vaatleme esitust c-z = c¢;-xr+cy-x5, kusc; € R™, ¢; e R
ja nendes voetakse ¢ vastavad komponendid. Ka siin voib neid vektoreid tdiendada
vajadusel komponentidega 0 ja siis c7,c; € R". Niiiid abil

c-r=cr-ryt+cy-ry=
=cy- (Al_lb—AI_IAJl'J)+CJ'xJ —
:C[‘A;lb—C['AflAJxJ+CJ'$J:
=Cr- A;lb — (A;lAJ)TC] “Tyt+cyrxry =
=Cy- A;lb — ((A;lAJ)TC] — CJ) Xy,

mis on meile tuttav esitus ¢z = agp — Z apjr;. Tahistame
jeJ
ey = (AT A er — ¢, (2)
mis on kordajate ap;,j € J, vektor. Voime kirjutada ka

C'SL’:C['Aflb—EJ'SL’J:(A;1>TC['b—EJ'SEJ.
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Vordusest saame

EJ = A?;(AI_I)TC[ — Cj = (A — A])T(Al_l)TC] — Cj =
=AT(A Y ep—cp—c;=ATN — ¢,

kus tdahistasime \ = (A;l)TcI, ja sellest ¢ = AT\ —¢;. Mérgime, et siin tiiendame
maatriksit A; O-veergudega, et vaadelda m x n maatriksit A — A;. Niiiid siisteemi
Az = b lahendi x korral

cox=(ATN) - 2—Cx=A-Ar—Cj-x=\-b—0;-x.

Kui Z on hulga €2 tipp ehk lubatav baasilahend indeksite hulkadega I ja J, siis
T;=0jac-T=MA-b,sest ¢;-T = 0. Seega

c-r=c¢-T—¢Cj-x, (3)

kus x on suvaline siisteemi Az = b lahend ja T tipp, mis vastab indeksihulkadele
I ja J. Peale sellist tehnilist ettevalmistust voime niilid otsesemalt asuda teoreemi
véaidet toestama. Oletame vastuvéiteliselt, et Blandi strateegiaga tekib tsiikkel.
Selles on baasiindeksite hulgad Iy, I1,...,I; = Iy. Kui vaja, siis olgu I;,, = I;,
1 =1,2,.... Tahistame

K = {i | eksisteeribj € {1,...,s}nii, eti € I;, ja
eksisteeribk € {1,...,s}nii, et i ¢ I;}.

Hulk K niisiis koikide indeksite hulk, mis tsiikli jooksul saavad baasiindeksiks ja
valjuvad tsiikli jooksul baasiindeksite hulgast.

Olgu | = max{i | i € K}. Indeks [ peab esinema mingi simplekstabeli korral,
mis vastaku indeksihulkadele I, J,, a € {1,..., s}, baasiviliste indeksite hulgas
Jo (st 1l € Jy), aga l & Joyq ehk [ € I,y (hulkadele I, ja J, vastavas tabelis
on [ juhtveeru indeks). Siis selles tabelis ag < 0 (sest ei ole duaalset lubatavust),
ap; = 0, kui j <1, j € J, (Blandi strateegia tottu). Tsiikli kiigus tuleb hiljem tabel
(vastaku indeksite hulkadele I ja Js, B € {1,...,s}), kus [ véljub baasiindeksite
hulgast, mis tdhendab, et [ € I3, | ¢ I5.. Indeksi [ asemele tuleb baasiindeksite
hulka r € gy, seejuures r ¢ Iz, samuti r € Jg, v ¢ Jzi1 (Ig, Jz tabelis on
r juhtveeru indeks). Tabelis indeksite hulkadega I3, Jz on a;o = 0 (I on juhtrea
indeks ja toimetame sobivas singulaarses tipus), a; > 0 (juhtelement), ag. < 0
(juhtveeru valik). Et kasutame Blandi strateegiat, siis ¢ € Iz korral, kui i < [ ja
a;p = 0, siis ei saa olla a;; > 0 (on a; < 0). Samuti ag; > 0, kui j € Jg, j <r
(Blandi strateegia valib minimaalse voimaliku indeksiga r juhtveeru).

Vaatame indeksihulkadele vastavas Ig, Js vastavas tabelis veergu indeksiga r
(teame, et r € Jz), olgu selle veeru elemendid a;,, i € Ig (kui Ig = {1,..., m}, siis



18. Blandi modifikatsioon tsiikli valtimiseks 105

on see veerg (@i, . ..am,)" ). Defineerime vektori y € R™ jargmiselt:

1, kuii=r(r¢ls sestre Jpg),
Y, = _dira kuiz € Iﬁ,
0 mujal.

Vaadeldavas tabelis (vastab hulkadele I3, J3) olgu baasiindeksitele hulgast I vas-
tavad A veerud m x m maatriks Ag (eespool toodud téhistes A;,). Siis eksisteerib

Agl, olgu Ag = AglA. Maatriksi Ag veerud, mille indeksid on hulgast I, on
iihikveerud. Saame Agy = 0, seejuures niiteks I3 = {1,...,m} korral

a1y

Agy=\| 1T ... ... ... y=1 i =0,

dmr
aga lildisemalt on vektoril Zgy m komponenti ja need on —a;, +a;, -1 =0, 7 € Ig.

Et Agy = 0 ehk AglAy = 0 siis Ay = 0. Siisteemi Az = b iga lahendi x korral
Az +y) = 0. Kasutades vordust (3)), saame

c-(T+y)=c-xT—70),-(THy =c-T—20y, "y,
c-(T+y =c-T—Cp - (THy) =c-T—Cyyy,

sest €y, T =¢Cy, T =0 (T; =0, kui j € J, v0i j € Js, sest T on baasilahend
molemal juhul). Niitid

Cry Y = Z(EJ5>iyi + Z(EJB)jyj = (Cyy)ryr <0,

i€lg Jj€J8

sest (Cy,)i = 0, i € I, ja (¢j;)r < 0 (juhtveeru valik, tuleb kasutada esitust (2)) ja
sellele eelnevat ¢ - x esitust), y, = 1. Samal ajal

Clo Y= Z(EJa)iyi + Z(EJa)jyj =

i€l JEJn
= (€1 )rYr + (€5 )10 > 0,

sest < [ (I valik hulgas K) ja (¢, ), = 0 (Blandi strateegia valis [ juhtveeruks I,,
Jo tabelis); (€7,); < 0 (juhtveeru valik) ja v, < 0 (I € I ja y; = —ay,, seejuures
i > 0 kui juhtelement). Sellega oleme saanud ¢ - (T + y) kaks erinevat viartust,
mis on vastuolu.

Teoreem on toestatud.
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19* Lubatava hulga esitusest

Uhe duaalsuse teoreemi (teoreempunktis 17.3) toestamisel kasutasime lemmat
lubatava hulga esitusest: hulk Q = {x € R" | Ax < b, x > 0} koosneb elementidest
kujul

p q p
x:ZAixi—i—Zujej, A =0, Z)\izl, i =0, (1)

i=1 j=1 i=1
kus x',..., 2" on hulga € tipud, €', ..., e? hulga Q) tékestamata servade sihivekto-

rid. Esitame siin selle viite toestuse.

Alustame {ildisemate moistetega. Paljud neist on kasutatavad suvalises vektor-
ruumis, aga piirdume siin ruumiga R".

Vektoralamruumi Y C R" nihe on hulk x +Y = {z +y | y € Y}, seda nimeta-
takse ka affiinseks ruumiks ja lineaarseks muutkonnaks. Hulga x+Y dimensiooniks
loetakse alamuumi Y dimensiooni. Varem vaadeldud hulkadest on hiiperasend af-
fiinne ruum dimensiooniga n — 1, punkt dimensiooniga 0.

Lause 1. Iga affitnne ruum X C R", X # R", on parajasti lopliku hulga hiperta-
sandite ihisosa.

Toestus. Olgu X = 2 +Y C R™, kus Y on vektoralamruum ruumis R", Y # R™.
Ruumil Y on olemas iihelt médratud ortogonaalne téiend Z, seejuures dimY +
dim Z = n. Votame ruumis Z baasi a’, i € I (a' on lineaarselt soltumatud ja
| =dimZ2). Siis Y ={z €R" |’ =0,i € [} ehk Y = [z € R" | ' -z = 0}.
iel
Téhistame a' - 2° = b, i € L. Siis X =2"+Y =z eR" [ a' -2 =b;} (2" +V
iel
on siisteemi a’ - x = b;, i € I, kdigi lahendite hulk).
Teisipidi, vaatleme hulka X = ﬂ{x € R" | a' - x = b;}, mille juures eeldame,
iel
et X # 0 ja I on 16plik hulk. Homogeense siisteemi a’ - 2 = 0, i € ],_lahendid
moodustavad vektoralamruumi Y C R". Mittehomogeensel siisteemil a' - x = b;,
i € I, (see on tegelikult homogeenne siisteem, kui b; = 0 iga i € I korral) on
olemas lahend z°, sest X # (). Selle siisteemi kéik lahendid moodustavad hulga
2% +Y ehk oleme saanud vorduse X = z° 4+ Y, millega on lause [1 testatud.

Mdrkus. Lause [1] toestuses niagime, et affiinse ruumi esitusel hiipertasandite iihis-
osana voib eeldada, et hiipertasandite mésratluses olevad vektorid a’ on lineaarselt
soltumatud ning sel juhul nende arvu ja affiinse ruumi dimensiooni summa on n
(kasutatud tahistuses |I| + dimY = n).

Kumera hulga X C R" dimesioon on ¢, kui on olemas affiinne ruum dimensiooni-
ga ¢, milles X on osahulk, kuid X ei sisaldu iiheski affiinses ruumis dimensiooniga

q— 1.
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Poliieedrilise hulga X C R"™ osahulka G C X nimetatakse ¢-mootmeliseks raja-
hulgaks, kui on tiidetud tingimused:

1) G dimensioon on g;
2) kui z =Mz + (1 - N)a2? € G, A € (0,1), 2", 2% € X, xy # 1y, siis o', 2% € G.

Tingimus [I)|sisaldab varjatult nouet, et G' on kumer hulk, tingimus [2)| aga seda,
et ¢-mootmelise rajahulga G hulgast G erinevat kumerat hulga G osahulka, mis
on ¢g-mootmeline, me ei loe g-mootmeliseks rajahulgaks. Tingimus tadhendab
veel seda, et G asub hulga X ,dires”, olles seejuures, nagu eelmises lauses 6eldud,
sisalduvuse mottes maksimaalne. Juhul ¢ = 0 on rajahulk hulga X tipp, ¢ = 1
puhul (ithem6o6tmeline) serv, mis on sirge suumis R™ voi sirge iihisosa hulgaga X.
Kui hulga X dimensioon on ¢, siis X on iseenda g-dimensionaalne rajahulk.

Tlustratsiooniks toome tasandil R? paikneva tokestamata hulga X, mida nieme
jargneval joonisel.

Hulk X on kahedimensionaalne, tal on kolm iihedimensionaalset rajahulka G, G,
G, kusjuures G ja G5 on tokestamata servad (kiired), G, aga 16ik. Nende korral
on tingimus 2)| tdidetud. Hulk G (kiir) on iithedimensionaalne ja ta ei ole hulga X
iihegi iihedimensionaalse osahulga péarisosahulk. Kuid G ei asu hulga X | ddres™
tingimust hulk G ei rahulda, mistottu G ei ole hulga X iihedimensionaalne
rajahulk.

Meenutame, et poliieedriline hulk on {z € R" | a' - o < b;, i € I}, kus I on
16plik hulk (kui I = 0, siis oleks R", aga meie esitatava teooria seisukohalt ei ole
see oluline juht).

Lause 2. Kui G on poliieedrilise hulga X rajahulk ja Go on polieedrilise hulga G
rajahulk, siis Go on hulga X rajohulk.

Toestus. On selge, et hulga Gy dimensioon ei soltu sellest, kas vaatame teda hulga
G v6i hulga X osahulgana. Kui z = Az' + (1 — \)2® € Gy, A € (0,1), 2", 2% € X,
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xt # 2?, siis sama esitusega on sisalduvus z € G. Et G on hulga X rajahulk, siis
z!', 2% € G. Kasutades niiiid asjaolu, et G on hulga G rajahulk, saame 2!, 22 € Gy,

mis lopetab toestuse.

Lause 3. Poliieedrilise hulga X = {x € R" | a' -2 < b;, i € I} q-dimensionaalne
osahulk G on hulga X q-dimensionaalne rajahulk parajasti siis, kui hulga G koik
elemendid rahuldavad n — q vordust a' -« = b;, i € Iy C I, kus a',i € Iy, on
lineaarselt soltumatud.

Toestus. 1. Olgu G vaadeldava hulga X ¢-dimensionaalne rajahulk. Defineerime
Io={icl|a z=bigaxc G korral}. Vaatleme hulka G' = {z € X |a' -2 =
bi,i € Ig}, millest on selge, et G C G'. Niitame esmalt, et G' C G. Juhul G = X
(siis I = I) see sisalduvus muidugi leiab aset. Seepérast vaatleme juhtu G # X.
Vétame suvaliselt 2 € G'. Olgu 2° € G selline, et a'-2° = b;, i € I, ja a*-2° < b,
i € I'\ I (tipsustuseks lisame, et G # X tttu on iga j € I\ I korral olemas z7
nii, et o/ - 27 < b; ja a' -1l =b, i € Ig, a' -7 < b, i €1\ Ig. Seejirel votame
7¥ = ! Z w/, kus r = |I'\ Ig|). Vaatame elementi 2/ = 2° 4+ ¢(2° — 2),e > 0.
" jel\lg

Siis a' -2’ = by, i € Ig, iga € korral ja a' -2’ < b, i € I\ I, kui € on piisavalt viike.
Seega piisavalt viikese ¢ korral 2’ € G’. Niisiis 2,2’ € G' C X, 2° € G, kusjuures

— 1x'—|— c
 1+4e 1+¢

x.

Et G on rajahulk, siis 2/, x € G, s.t. suvaline hulga G’ element x on hulgas G, mis
tahendab, et G’ C G. Seega G = G’ ja jiidb niidata, et vektorite a’,i € I, hulgas
on n — ¢ lineaarselt soltumatut.

Nieme, et G = G’ C ﬂ {x € R" | a" -z = b;} ehk G sisaldub hiipertasandite
ielg

iihisosas, mis on (n — p)-dimensionaalne affiinne ruum, kui vektorite a’,i € Ig,

hulgas on parajasti p lineaarselt soltumatut. Kuna G on ¢-dimensionaalne, siis

gsn—p
Kui I = I (ehk G = X)), siis G = ﬂ{xeR”\ai-x:bi}jaq:n—p,mis

i€lg
tahendab, et @', i € I, hulgas on p = n — ¢ lineaarselt séltumatut (siin tugineme
Lause téestusele jargnenud Mérkusele). Seeparast' jadb analiiisida juhtu I¢ # 1.
Siis iga j € I\ I korral on olemas ¢’ € G nii, et o/ - ¢/ <bjjaa’ -y’ =b;, i€ Ig.
1 . ,
Olgu y° = - Z v, kus r = I\ Ig|. Sel juhul ¢/ -y < bj, j € I\ Ig, ning y° € G
r

J€NIg
hulga G kumeruse tottu.
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Vaatleme vorrandisiisteemi a' -z = 0, ¢ € I, mille kohta teame, et siisteemi
maatriksi astak on p. Sellel siisteemil on n — p lineaarselt séltumatut lahendit 27,
j=1,....,n—p. Kui e > 0 on kiillalt viike, siis iga j € {1,...,n — p} korral
a' - (y° +ex?) = by, i € Ig, jaa - (y° +ex?) < by, i € 1\ Ig, mis tihendab, et
y° +e2? € G. Oletame, et hulk G sisaldub mingis affiinses ruumis 2° 4+ Y. Lause
pohjal 2 +Y = ﬂ{x € R"|@ -z =b;}, kus @, i € I, on lineaarselt séltumatud.

iel
Hulka 2° +Y kuuluvad 3° ja 3° +e27,5 € {1,...,n — p}, sest nad kuuluvad hulka
G. Niiiid

1, o 1 - - »

a' - a’ :g(az- (yo—i—ng) —al-yo) :g(bi_bi) =0, je{l,...,n—p},
mis tihendab, et homogeensel siisteemil @ -2 = 0, i € I, on n — p lineaarselt
soltumatut lahendit 27, j € {1,...,n — p}. Seepirast dimY > n — p. Hulk G
on ¢-dimensionaalne ja voime valida hulga 2° + Y, milles G sisaldub, samuti ¢-
dimensionaalse, s.t. dimY = ¢. Seega ¢ > n—p ja eelnevas saadud {ildiselt kehtivat
g < n—p arvestades ¢ = n—p ehk p = n— ¢, mis tdhendab, et vektorite a’, i € I,
hulgas on n — ¢ lineaarselt soltumatut.

2. Olgu G kirjeldatud kui hulk {z € X | a"-2 = b;,i € Ig}, kus I C I, Iy C Ig,
|Iy| = n — q ja vektorid a’, i € I, on lineaarselt sdltumatud (sellest tuleneb, et
G dimensioon ei iileta arvu ¢, sest ta sisaldub ¢-dimensionaalses affiinses ruumis
{r € R" | @' -2 = b, i € Iy}, kuid jérgnevas arutelus ei ole G dimensioon
oluline). Vaatleme elementi 2 = Az' + (1 — \)z? € G, kus A € (0,1), o', 2% € X,
x' # 2? Siis o' - 2! < by jaa’ -2 < by iga i € I korral. Olgu ¢ € Ig. Siis
a'-x=M\a" 2"+ (1 —Na'-z* = b;, millest

a2t =(a"-x—(1—=Nad-2?%) >

; (b — (1= \)b) = b,

> =

kus kasutasime vorratust a’ - 2° < b;. Seega a' - ' = b;. Samal ajal o' - 2! < b;,
i € I\ Ig, mistéttu ' € G. Analoogiliselt saame z? € G. Jirelikult on hulk G
hulga X rajahulk, millelt me eeldasime g-dimensionaalsust.

Lause Bl on toestatud.

Meenutame, et Ulesande Véide sisaldub Lauses juhul q = 0, kus on tegemist
poliieedrilise hulga tipuga.

Lause (3] elementaarne jéreldus on, et poliieedrilise hulga iga rajahulk on ise
poliieedriline hulk, sest ta on poolruumide ja hiipertasandite iihisosa, kuid iga
hiipertasand on kahe poolruumi iihisosa.

Sirge S ruumis R” on méiratud kahe punktiga ', 2% € S, 2! # 22, kusjuures iga
x € S on esitatav kujul z = 2' + A(2? —2') = Aa* + (1 —\)z', A € R. Kui vaatleme
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poliieedrilist hulka Q@ = {z € R" | Az < b,x > 0}, siis sirge ithedimensionaalne
ithisosa hulgaga €2 saab olla 16ik voi kiir. Tokestamata serv on ithedimensionaalne
rajahulk £ = {z € R" | 2° + Ae, A > 0} C Q, kus 2° on hulga Q tipp ja e # 0,
mida nimetatakse tokestamata serva E sihivektoriks. Niiteks juba tuttaval joonisel
juhul n = 2, kus viirutusega on nédidatud hulk €2, on kujutatud kahte tippu, kahte
tokestamata serva ja nende sihivektoreid.

Lause 4. Kui e on hulga Q = {z € R" | Ax < b,z > 0} tokestamata serva
sthivektor, siis Ae < 0 jae > 0.

Toestus. Olgu E = {x € R" | z = 2° + Xe, A > 0} C ) tdkestamata serv. Siis iga
x € E korral x € Q, s.t. Az < b ja x > 0. Seepérast Az’ + \Ae < b iga A >0
korral. Kui oletada vastuviiteliselt, et ei kehti Ae < 0, siis mingi 7 korral a’-e > 0.
Siis aga a’-2°+ Xa'- e < b; on vastuolu, kui A > 0 on kiillalt suur. Kui veel oletada,
et ei kehti e > 0, siis mingi 7 korral ¢; < 0. Kuid 2¥ + Ae; > 0 on vastuolu, kui
A > 0 on kiillalt suur.

Esituslemma toestus. Piisavus. Olgu x € R" esitatud kujul , soovime néidata,
et v € (). Arvestades, et iga = on hulga  tipp, seetottu x* € (2, ja Lause péhjal
Ae’ < 0 iga j korral, saame

Ax = i N Az + i ujAej < i Aib = 0.
i=1 j=1 i=1

Lisaks kehtib 2 > 0 ja Lause {4 pohjal e/ > 0 iga 4 ja j korral, mistottu > 0.

Tarvilikkus. Toestame viite induktsiooniga hulga ) dimensiooni jargi. Kui €2
dimensioon on 1, siis Q on 16ik voi kiir. Esimesel juhul Q@ = {z € R" | x =
At + (1 — N2 X € [0,1]}, kus 2* ja 2% on 16igu otspunktid ehk © tipud. Teisel
juhul @ = {z € R" | x = 2" + Xe', A > 0}, kus 2’ on kiire otspunkt ehk Q tipp ja
e! tokestamata serva sihivektor.
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Vaatleme niiiid hulka €2, mille dimensioon olgu ¢. Voib lugeda, et ¢ > 2, sest
g = 1 korral on vajalik esitus saadud. Koiki €2 kitsendusi vaatleme komplektina
kujul a' -z < b;, i € I. Hulk © on iseenda ¢-dimensionaalne rajahulk. Vaatleme
suvalist elementi 2° € Q, loeme ta fikseerituks. Lause [3| pohjal on vorratustest
a2 < b, i €I, n— q tididetud vordustena a' - 2° = b;, i € Iy C I, kus d',
i € Iy, on lineaarselt sdltumatud. Vaadeldava hulga € korral on vektorite a’, i € I,
hulgas olemas n lineaarselt séltumatut, seepiirast on olemas vektorid a™, a™ nii, et
stisteem a’, i € Iy U {i1,is}, on lineaarselt soltumatu.

Paneme téhele, et kui nditeks a" -2° = b;,, siis 2° rahuldab n—q+1 =n—(¢—1)
vordust a'- 2" = b;, i € IyU {4, }, ning on seepirast Lause [3| pohjal hulga Q (¢—1)-
dimensionaalse rajahulga punkt. See (¢ — 1)-dimensionaalne rajahulk on iihtlasi
poliieedriline hulk, mille dimensioon on ¢ — 1. Jérelikult on sel juhul 2° esitatav
induktsioonieelduse pohjal kujul , kusjuures tugineme veel Lausele et esituses
oleksid 2 tipud ja €2 tokestamata servade sihivektorid.

Jaib analiiiisida juhtu, kus o™ - 2° < b;, ja a” - 2° < by,. Votame e nii, et
a'e=—1,a"-e=1,a"-e=0,i€ I Olgu z(\) = 2° + Xe. Niitame, et z()\)
rahuldab vérratusi a’ - z(\) < b;,4 € I, parajasti siis, kui A\; < A < Ao mingite
AL, A ER, N 7& Ao korral.

Kui i € I, siis a' - 2° = b; jaa’ - e = 0 tottu a' - x(\) = a' - 2 + N’ - e = b; iga
A € R korral. Analiiiisime juhte i € I\ Iy. Kui mingi i € I \ I, korral a’ - e = 0,
siis muidugi @’ - z(\) < b; iga A € R korral. Kui a’ - e < 0, siis

0

a'-z(\)=d 1"+ A e<b &

o Mate<b—a -2’

b, —a' -2

=

S A
a®-e

Me voime siin piirduda juhtudega, kus a’ - 2° < b;, sest kui on olemas i; € I\ I,
nii, et a” - e < 0, siis vektorid a',i € Iy U {41}, on lineaarselt soltumatud (just
sellepiirast, et a' - e = 0,7 € Iy, ja a™* - e < 0), ja kui sellega kaasneb a” - 2° = by,
siis eespool toodud arutelu annab 2 esituse kujul (D). Seega koigil juhtudel, kus
a'-e<0jaa -2’ <bona - x()\)<b tiidetud parajasti siis, kui

b —al-x
AZ> max ——— = )y,
a*-e<0 a'-e
at-x0<b;

kus votsime kasutusele A;. Seejuures A\; < 0. Analoogiliselt a' - ¢ > 0 korral

) bi_ i, 0
ar(\)<bh o A2
at-e
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ning koigil juhtudel, kus a’-e > 0 ja a’-2° < b;, on a’ - x()\) < b; tdidetud parajasti
siis, kui

bz'_ i, .0
A< min 2T ), >0,
at-e>0 a*-e
a1»10<bi
Olguxlzx()\)ﬁ:x()\)u:i,u: —A Siis i1, pg > 0
' 1) 2/, M1 )\2—A1, 2 )\2_>\1' 1, M2 9
p+ e =1 ja
' + por® = 2 (2% + \e) — Al (2° + Nge) = 2°.
A2 — A1 A2 — A1

Arvude A\ ja Ay defineerimisel toodud maksimum ja miinimum saavutatakse, see-
pérast on olemas ki, ky € I\ I nii, et

br, —a* - 20 b, — a*? - 20
)\1 = k ) >\2 = Lk
a™ - e a2 - e
Selle pohjal Aja™ - e + a* - 2° = by, ja o™ - 2! = ™ 2% + N\ e = by,

Analoogiliselt a™ - 22 = by,. Samal ajal a** - e # 0, a™ - e # 0, seepirast on a’,
i € IpU{k}, lineaarselt soltumatu siisteem, samuti on lineaarselt soltumatud
vektorid a, i € Iy U {ky}. Arvestades veel, et a' - 2! = b; ja a’ - 2* = b;,i € I, (iga
A € R korral oli @' - #(\) = by, i € I), voib Lausele 3 tuginedes viita, et z' ja 2°
kuuluvad vastavalt rajahulkadesse €2; ja €25, mis on iilimalt ¢ — 1 dimensionaalsed.
Induktsioonieelduse pohjal saame esitused

p1 q1
1 E 1z E 15
r = o + Hi€ ],
i=1 j=1
p2 q2
2 21 27
xr = E Oégl'.flfz"— E /L2j€‘7
i=1 j=1

koos vastavate tingimustega ov;, oy, fi15, plo; kohta. Lause p6hjal on k&ik 2%,
hulga € tipud, samuti kdik '/, e* hulga (2 tokestamata servade sihivektorid, sest
hulkades 2 ja Q5 olevad tokestamata servad (ithedimensionaalsed rajahulgad) on
iihtlasi tokestamata servad (iihedimensionaalsed rajahulgad) hulgas Q. Seega

24

p1

p2 q1 q2
¥ = ' + per’® = Z progzt + Z oo r + Z M1M1j€1j =+ Z M2M2j€2]7

i—1 i—1 =1 =1
P1 D2

kus piaq; = 0, poa; = 0, Zﬂlau + ZNQOQi =1, pip; = 0, popre; = 0.
i—1 i—1

Lemma on toestatud.
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20* Kunstliku baasi meetodist

Punktis [16] jai toestamata Teoreem [2] mis véitis, et kui algiilesandel on lahend
olemas, siis iga kiillalt suure arvu M korral on laiendatud iilesanne lahenduv ja
iga optimaalse lahendi lisakomponendid vorduvad nulliga. Selles punktis esitame
mainitud teoreemi toestuse.

Vaatleme tilesannet

max{c -z | Ar = b,x > 0}, (1)

kus eeldame, et A on m x n maatriksis ja A astak on m, lisaks b > 0. Laiendatud
iilesanne on

A1 T1 + - oo+ Ty + Totm = b,y

z; 20, i=1,...,n+m, (2)
n m

Cyp T = E cixi—Man+j—>maX.
i=1 j=1

Lemma 1. Kus dilesandel on lahend olemas, siis on olemas My > 0 nii, et iga
M > M; korral on tlesandel lahend olemas.

Toestus. Teame, et kui pohikujul oleval iilesandel on lahend olemas, siis on lahend
olemas ka temaga duaalsel iilesandel. Samuti teame, et pohikujul oleval {ilesandel
on lahend olemas parajasti siis, kui tema ja duaalse iilesande lubatavad hulgad on
mittetiihjad. Ulesanne (1)) pohikujul on

max{c-z | Az < b,(—A)x < =b,z > 0} =
—max{c-z | Az < b,z >0}, kus A= ( _AA ) b= ( _bb )
Selle duaalne iilesanne on
min{b-y | Ay > ¢,y > 0}, (3)

kus y € R¥™, AT = (AT —AT). Eelduse kohaselt on iilesandel ja seega ka
iilesandel ([3) lahend olemas. Ulesanne (2)) pohikujul on

max{cy -7 | Az < b, 7 > 0},

A I,

— n+m :_
kus 7 € R ’A_(—A—Im

). Selle duaalses iilesandes huvitab meid

eelkoige lubatav hulk )
{yeR™| Ay > cury > 0}, (4)
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= T —_— T = ~
Siin AT = ( 1;.1 _1;1 ) ja tingimus ATy > ¢y tihendab, et ATy > ¢ ja y; —

Ymei = —M,i = 1,...,m, kusjuures 4y, ..., Yom = / O Teame, et iilesandel (3) on
lahend (téhistame y) olemas ¢ kuulub iilesande (3)) lubatavasse hulka {y € R*" |
ATy > ¢, y > 0}. Sama § kuulub ka hulka ( @, ku1 M = M; > 0 valida kiillalt
suur. Muidugi kuulub ¢ hulka (4]) ka arvust M; suuremate arvude M korral. Oleme
naidanud, et iilesande duaalse iilesande lubatav hulk on mittetiihi (kiillalt
suure M korral), iilesandel ({2) endal on aga lubatav lahend (toime isegi lubatava
baaslahendi) olemas.
Lemma [[] on toestatud.

Lemma 2. Kui dlesande lubatav hulk on mittetihi, sits on olemas My = 0
nii, et 1ga M > My korral on dlesande 19a lubatava hulga tipuks olev lahend

(o . ‘ . =
z _(xl,...,xn+m) selline, et x, ,;, =0,i=1,...,m

Téestus. Olgu Q = {x € R" | Az = b,z > 0} # (). Siis hulgal Q on olemas
tipp ehk iilesande (I)) lubatav baasilahend z° = (m?, ey n) (lisame, et 2° ei soltu
sihifunktsioonist ehk on sama koéikvoimalike sihifunktsioonide korral).

Oletame Vastuvaltehselt et eksisteerib jada My — oo nii, et iga M, korral

*

on iilesandel (2) olemas lubatava hulga tipuks olev lahend z* = (:L’l, T, +m)
(soltub arvust Mk) nii, et mingi ¢ € {1,...,m} korral z},,, # 0 (i voib soltuda
arvust My). Juhime tihelepanu sellele, et Lemma 2 sonastus ei eelda iilesande (@)
lahendi olemasolu, kuid iseloomustab tipuks olevat lahendit, kui iilesanne on

lahenduv. Defineerime

m
M =min {Z Tnyi | T = (21,...,Tpm) on iilesande (2)

=1

lubatav baasilahend, milles Z Tnii 7 0 (tegelikult > 0)} :

=1

Paneme tahele, et iilesande lubatavate baasilahendite hulk ei soltu arvust M.
Vastuviite kohaselt on M korrektselt defineeritud, seejuures M > 0. Olgu

n

M = max {Z cjz; | T = (21,...,ZTpym)on ililesande (2)) lubatav baasilahend} :

j=1

Arv M ei soltu samuti arvust M {ilesandes . Kehtib M > ¢ - xo, sest 70 =
(x?, o120, ,0) on iilesande lubatav baasilahend. Maarame

M —c-2°

MQZ M
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Votame M € {]V[k | k€ N} , M > M, ja vaatame arvule M vastavat vastuviites
toodud iilesande (2) tipulahendit * = (27, ...,2},,,), kus 2}, # 0 mingi ¢ korral.

) Un+m

Siis szﬂ > M. Samal ajal Z ¢;x; < M. Niiiid
i=1

=1
n m
—k * * s
cM-m—E cjxj—ME Ty <K M—MM.
j=1 i=1

Et T on iilesande lahend, siis
c-a’=cy - <y T <M - MM,

millest

mis on vastuolu.
Lemma Pl on toestatud.

Lemmade [1] ja [2| alusel saab viita, et kui iilesandel on lahend olemas, siis
vottes M > max {M;, M5}, saab laiendatud iilesande lahendamisel simpleks-
meetodiga lahendi, mille n esimest komponenti on iilesande lahend. Jargnev
tulemus viidab enamat.

Teoreem. Kui ilesandel on lahend olemas, siis eksisteerib My > 0 nii, et
iga M > My korral on laiendatud dlesanne lahenduv ja tema iga optimaalne

—% __ * * . * _ _ * _
lahend T = (:El, o ,xn+m) on selline, et v, , =...=x, . =0.

Toestus. Eeldame, et iilesandel on lahend olemas. Olgu M, > max {M;, Ms},
kus M; ja M, on péarit Lemmadest ja Valime M > M. Lemma (1| pohjal
on iilesandel lahend olemas. Teame varasemast, et iilesandel on olemas
tipulahend, s.o. selline optimaalne lahend, mis on lubatava hulga tipp. Lemma
alusel on koik iilesande tipulahendid sellised, et nende m viimast komponenti
on nullid. Vaatleme iilesande (2)) suvalist optimaalset lahendit z* = (z7,..., 2} ,,).
Ta on optimaalne lahend ka iilesandes pohikujul

max{cy -7 | AT < 0,7 > 0}, (5)

mis esines Lemma 1 tdestuses. Esitame T* kujul

p q
=) NT 4 Y e, (6)
i=1 j=1
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kus 7', ..., 7" on iilesande lubatava hulga tipud ja &', ..., &’ tokestamata ser-
p
vade sihivektorid. Voime eeldada, et \; > 0,2 =1,...,p, Z)‘i =1, ja pu; > 0,

J =1,...,q, sest vastasel juhul jdtame nulliga vorduvad lilidiatavad ara. Punktis
néitasime, et cpy @ <0 ja & > 0 koikide tokestamata servade sihivektorite
korral, kusjuures kasutasime sihifunktsiooni iilalt tokestatust lubatavas hulgas, mis
praegu leiab aset iilesande (2)) lahenduvuse tottu. Vordusest (6)) saame

p
CM'E*: E )\Z'CM'EZ—FE ,U/jCM'Ejg
=1

j=1
p ‘ p
< hew T D N ew T =y - T
i=1 i=1
millest jareldub, et ¢y - T = cpr - T, @ = 1,...,p, ehk lahendi T* esituses @
olevad tipud 7' on samuti iilesande lahendid. Lisaks saame sellest vorratuste
ahelast, et ¢y - @ = 0 nende sihivektorite € korral, mis on esituses @ Kui
e =(e],...,€ ), siis cpr - € = 0 tdhendab, et
c-(el,...,el) = M(e  +...+ehn) =0. (7)

Vaatleme iilesande lubatava hulga koikide tokestamata servade sihivektorite
hulka {&’,j € J}, see ei soltu arvust M. Kui & esineb kahe erineva M > M korral
iilesande (7)) lahendi esituses (6), siis (7) pohjal €/, = ... = el ,,, = 0 ja loeme
indeksi j € J kuuluvaks hulka Jy. Kui aga €’ esineb vaid tthe M = M; > M,
korral iilesande lahendi esituses (6] voi ei esine iihegi M > M, korral iihegi
lahendi esituses (sel juhul olgu M; = M), siis loeme j kuuluvaks hulka .J;. Niisiis
J = JyUJy, JoNJy = (. Muidugi voib olla, et Jy = () voi J; = 0 ja isegi J = ()
(siis iilesande (b)) lubatav hulk on tokestatud).

Méirame My = max{M;,j € J;} + 1 ja juhul J; = () olgu My = M,. Siis M >
M korral saavad iilesande ([f) iga lahendi T* esituses olla vaid sihivektorid &, j €
Jo. Esituses @ on koikide Z* ja @ viimased m komponenti nullid ja seepirast

. = 0.

_ _ *
Tpy1 = = Tpym
Teoreem on toestatud.
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Olgu E vektorruum. Meenutame, et hulka X C E nimetatakse kumeraks, kui
x1, 9 € X, x1 # 29, A € (0, 1) korral Az;+(1—\)zy € X. Hulga kumerus tdhendab,
et iga temasse kuuluva kahe punkti korral kuuluvad hulka ka vahepealsed punktid
neid kahte punkti iihendaval sirgel. Olukorda illustreerib jirgmine joonis:

T — A)T2

1 Kumerad funktsioonid

Olgu F vektorruum, X C E kumer hulk.

Definitsioon. Funktsiooni f: X — R nimetatakse kumeraks, kui iga =,y € X,
x # vy, jaiga A € (0,1) korral

fOz+ (1= Ny) < Af(@) + (1= f(y)
Kumera funktsiooni moiste oli meil esitatud varem juhul X = R".
Lause 1. Kui f,g: X — R on kumerad, siis f + g ja cf, c = 0, on kumerad.
Ulesanne 35. Toestada lause [1]

Lause 2. Funktsioon f: X — R on kumer parajasti siis, kui iga v,y € X, x # vy,
korral funktsioon g(t) = f(tx + (1 —t)y), t € [0, 1], on kumer.

Téestus. 1) Olgu f: X — R kumer. Votame x,y € X,z # y, ja moodustame
funktsiooni ¢ : [0,1] — R vordusega g(t) = f(tx + (1 — t)y). Olgu t,s € [0, 1],
t #s. Iga A e (0,1) korral
gAM+ (1 =XN)s)=f(M+1=Ns)z+(1— N+ (1-N)s))y) =
/ ithendame liilkmed kordajaga A, samuti kordajaga 1 — \ /
= f(Atr —ty) + (1 = A)(sz — sy) +y) =

117
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/ kirjutame viimase liidetava y = Ay + (1 — \)y /
=f(Atz+(1—-t)y)+ (1= N)(sz+(1—5)
/ kasutame funktsiooni f kumerust /
SAM(tz+ (1 =t)y) + (1 =N f(sz+ (1= s)y) =
= Ag(t) + (1= Ng(s),

millega on toestatud funktsiooni g kumerus.

y)) <

2) Olgu x,y € X,z # v, ja funktsioon ¢: [0,1] — R, mis on defineeritud vordu-
sega g(t) = f(tx + (1 — t)y), kumer. Siis iga A € (0,1) korral

fOr+ (1 =Ny) =gA) =g(A-1+(1-X)-0) <
/ kasutame funktsiooni g kumerust /
<Ag(1) + (1 =XN)g(0) = Af(z) + (1 = N f(y),

mis tdhendab funktsiooni f kumerust.
Lause 2 on toestatud.

Lause 3. Kui X C R" on kumer hulk, siis diferentseeruv funktsioon f: X — R
on kumer parajasti siis, kui iga x,y € X, v # vy, korral

f'(y) - (x—y) < flz) = fy). (1)

Toestus. Olgu X kumer ja f: X — R diferentseeruv. Mérgime, et varjatult té-
hendab see eeldus, et X C X;, X; C R" on lahtine hulk ja f: X; — R on
diferentseeruv igas punktis x € X.

1) Eeldame, et f on kumer. Votame z,y € X, x # y, loeme nad fikseerituks.
Siis iga A € (0,1) korral

fOz+ (1 =Ny) <AM(x)+1=Nfy) =
AMf(x) = f(y) + fy),

millest vordust Az + (1 — A\)y = y + A(z — y) ja A positiivsust kasutades saame

fly+ Az —y) - fly)
)

< flx) = f(y).

Votame selles vorratuses vasakul piirvddartuse A — 0. Et f on diferentseeruv
(Fréchet” mottes diferentseeruv), siis on ta diferentseeruv igas suunas (Gateaux’
mottes diferentseeruv), seepirast saame piiril

f'y) - (x—y) < flz) = f(y).
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2) Eeldame, et igasuguste x,y € X, x # y, korral kehtib vordus . Votame
suvaliselt z,y € X, = # y, A € (0,1), olgu z = Az + (1 — \)y. Siis hulga X
kumeruse tottu z € X ning z # z,z # y (kuigi need mittevordumised ei ole
olulised). Kasutades vorratust (1)), saame

f'(2) - (x—2) < f(z) = f(2),
f'(2)-(y—2) < fly) — f(2).

Korrutame need vorratused vastavalt (positiivsete) arvudega A ja 1 — A ning liida-
me, tulemusena

)Mz =2)+ Q= Ny —2) SAf(2) = f(2) + L =N(fy) - f(2) =
= Af(@) + (1= Nf(y) - f(2).

Selle vorratuse vasakul poolel on skalaarkorrutise teine tegur Az + (1 —\)y—z = 0.
Pidades veel silmas vordust f(z) = f(Ax + (1 — \)y), saame vorratuse

fOz+ (1= Ny) < Af(x)+ (1= Nf(y),
mis tdhendab, et f on kumer.

Lause Bl on toestatud.

[llustreerime vorratust jargmise joonisega juhul n = 1:

f'(y) =tana = , sellest d = f'(y)(z —y) < f(x) — f(y).

r—y

Ulesanne* 10. Téestada, et kui X C R”™ on kumer, siis diferentseeruv funktsioon
f: X — R on kumer parajasti siis, kui iga x,y € X, = # y, korral

(f'(x) = f'(y) - (. —y) 2 0.
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Lisame korvalmérkusena, et taolist vorratust rahuldavat funktsiooni f': X —
R™ nimetatakse monotoonseks. Seega iilesande pohjal on diferentseeruv funktsioon
kumer parajasti siis, kui tema tuletis on monotoonne.

Lause 4. Kui X C R" on kumer, lahtine ja f: X — R on kaks korda diferentsee-
ruv, siis [ on kumer parajasti sis, kui iga v € X korral f"(x) on positiivne, s.t.

(f"(x)h,h) = 0 iga h € R" korral.

Toestus. 1) Olgu iga z € X korral f”(x) positiivne. Iga x € X ja iga h € R"
korral, kus x + h € X, kehtib Taylori valem

F"(z + AR)

fla+h) = fla)+ f(@) b+

R%, X € (0,1),

siin A soltub elementidest x ja h. Jadkliilkmeks oleva kirjutise tdhendust seletab
f"(x)h? = f"(x)h - h = (f"(z)h, h). Votame suvalised x,y € X, x # y, ja seejirel
h =y —x, millega y = z + h € X. Toodud Taylori valem votab kuju

f"(x+ My — 1))
2

fy)=flx)+ fl(x) (y —x)+ 2,

Seejuures ndeme, et  + Ay — ) = Ay + (1 — M)z € X hulga X kumeruse tottu.
Tegelikult juba eespool kasutasime Taylori valemis seda, et f” argument z + \h =
=M+ (1 =Nz+Ah=XNz+h)+(1-NzecX.Etf'(x+\y—2))h* >0, siis
fly) =2 f@) + fi(z) - (y — @)
ehk
f@) - (y—z) < fly) — flo),

mis lause |3 pohjal toestab funktsiooni f kumeruse.

2) Eeldame, et funktsioon f on kumer. Kasutame seekord juhul z, x + h € X
Taylori arendist kujul

f”(l’)hQ
2!

fle+h) = f(z)+ fi(z) h+ +a(z;h),

kus a(x; h) = o(||h||*). Oletame vastuviiteliselt, et f” ei ole positiivne, s.t. leiduvad
r € X ja h € R" nii, et f’(x)h? < 0. Siin h # 0. Kiillalt viiikese ¢ # 0 korral
x4+ th € X, sest hulk X on lahtine, ja Taylori arendises saame

flx+th) = f(z)+ f'(x) - (th) + w + a(x;th).
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Kiillalt véikese t # 0 korral

FUEE | — <f"<x>h2 O

2 2 12
sest
w = HhHQ% — 0,kuit — 0,t #0.
Siis
f(x+th) = f(z) = f'(x) - (th) <0
ehk

f(x+th) = fx) < f(x) - (th),

mis on vastuolus funktsiooni f kumerusega, sest tarvitseb votta y = x+th € X ja
panna tihele, et th = y — z ja vorratus (1) annab f'(z) - (th) < f(x +th) — f(x).
Lause 4] on toestatud.

Ulesanne 36. Teha kindlaks, kas funktsioon
flz,y) =e" +e¥ + 2% — 2uy 4+ 4y* + 22 + 3y — 8, (z,y) € R?,
on kumer. Soovitus: kasutada lauset [4l

Ulesanne 37. Milliste arvude a,b, ¢ € R korral on funktsioon f(z,y) = az® +
bry + cy?, (x,y) € R?, kumer?

2 Kumerate hulkade eraldamine

Vaatleme tasandil kahte kumerat kinnist hulka, mis ei loiku. Siis saab nad eral-
dada sirgega nii, et iiks hulk jadb iihele poole sirget, teine teisele poole:

Kui hulgad on kumerad, ei ole kinnised, aga ei 1oiku, siis on pilt jirgmine:
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Niisugune idee ongi aluseks selle punkti pohilistele tulemustele.
Lause. Normeeritud ruumi kumera osahulga sulund on kumer.
Ulesanne 38. Tdestada lause.

Teoreem 1. Olgu X C R" kumer ningy ¢ X (X tihistab hulga X sulundit). Siis
lerdub a € R™ nii, et
wlg)f{ a-xr>a-y.

Paneme tihele, et ei saa olla a = 0. Meenutame, et a € R"\ {0} ja ¢ € R korral
on hulk {z € R" | a -z = ¢} hiipertasand ja {x € R" | a -2 > ¢} poolruum.
Teoreem [1| viiidab, et hulk X asub hiipertasandist {x € R" | a - = = a - y} rangelt
iihel pool. Illustreeriv joonis juhul n = 2 on

Teoreemi toestus. Voib eeldada, et X # (), sest X = () korral sobib iga a € R™\ {0},
kuna inf ) = +o00. Vaatleme funktsiooni f(z) = |z — y||,z € R". Néiitame, et
leidub z* € X nii, et f(2*) = inf f(x) (siis inf f(z) = inf f(x) = min f(z)).
zeX zeX r€X z€X
Votame minimiseeriva jada z, € X nii, et f(zy) — ;g)f(f(:c) = f. (kasutame sellist
tahistust; seejuures f, > 0, sest f(x) > 0 iga x € X korral). Siis [|zx — y|| — fs
Niitid [|zg|| = ||z — v + yll < ||z — yll + |ly|| < const, mis tdhendab, et x; on
tokestatud jada ruumis R" ja seetottu kompaktne. Eraldame koonduva osajada



2. Kumerate hulkade eraldamine 123

T, k € NN CN, 2, — 2% kui k € N'. Et 2, € X, siis * € X. Funktsiooni f
pidevuse tottu f(zx) — f(z*), k € N, seega f(2*) = f.. Eeldasime, et y ¢ X,
seepérast y # z* ja ||y — z*|| > 0.

Olgu z € X, fikseerime selle punkti ja vaatleme arve A € (0, 1). Siis

Az + (1= Nz* =z*+ Mz —2%) € X,
sest lause pohjal on kumera hulga X sulund X kumer. Seega
2" + Mz —2%) =yl = [lz" — ]|

ehk
l2* =y + Mz — 2)|]> > [|2* — y>.

Senini vois arutelus norm ruumis R" olla suvaline, edaspidi vaatleme eukleidilist
ehk 2-normi, siis ||z||* = x - ¥ iga x € R" korral. Seda silmas pidades teisendame
viimati saadud vorratuse vasakut poolt ja saame

lz* =yl + 2A(z" = y) - (z — 2") + N[Jw = 2"[* > [|]2" — y|”
ehk
22" —y) - (x —2*) + Nz — 2*[]* > 0
iga A € (0,1) korral. Seepérast
(2" —y)-(z—-2") 20

(vastasel juhul oleks kiillalt viikese A > 0 korral eelneva vorratuse vasak pool
negatiivne; voib ka vaadelda piirprotsessi A — 0,). Saadud vorratuse kirjutame

(@ —y) x> (" —y) 2"

Olgu a = x* — y, siis a # 0. Paneme téhele, et a ei soltu elemendist x. Viimane
vorratus on

millest jareldub iihtlasi

infa-z>a-z".
reX

Lisaks ||2* — y||* > 0 tihendab, et (z* —y) - (z* —y) > 0 ehk a- (z* —y) > 0 ehk
a-z* > a-y, mis lopuks annab

infa-z>a-y.
zeX

Teoreem [1] on toestatud.
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Hiipertasandis {zr € R" |a -z =a-y} = {z € R" | a- (z — y) = 0} tédhendab
vektor a € R™\ {0} hiipertasandi normaali. Tasandil R? on pilt jirgmine (a = *—y
on ristsirge):

Mérgime, et vektor a teoreemis[I]ei ole iiheselt méératud, sest kui sobib a, siis sobib
ka va, kus v > 0 on valitav. Teoreem [I| tGestuse kdigus leidsime vektori a = z* —y,
mis on ortogonaalne hiipertasandiga. Kasvoi viimast joonist vaadates voib niha,
et voime elementi y ldbivat hiipertasandit (joonisel sirget) natuke poorata (see
tahendab normaalvektori pooramist), ikkagi hiipertasand voib kumerat hulka X
mitte 1oigata. Moningatel juhtudel on kiill @ kordaja tdpsuseni médratud, néiteks
toome joonise

oy

Ulesanne* 11. Toestada, et kui X C R" on kumer ja y € 0X (0X on hulga X
raja), siis y € 0X. Leida néide, kus mittekumera hulga X korral viide ei kehti.

Jareldus. Kui X C R" on kumer ningy ¢ X° (X° on hulga X sisepunktide hulk),
siis eksisteerib a € R, a # 0, nii, et

inffa-x>a-y.
rzeX

Nlustreeriv joonis juhul n = 2 on jargmine:
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Téoestus. Kui y ¢ X°, siis y on kas hulga X rajapunkt (y € 9X) voi y ¢ X.
Viimasel juhul on viide toodud teoreemis [I. Kui y € 90X, siis hulga X kumeruse
tottu y € 0X ja saab leida jada y;, ¢ X nii, et y, — v (rajapunkti mdiste kohaselt
on elemendi y igas iimbruses temast erinevaid hulga tidiendi punkte). Teoreemile
tuginedes leiame jada a; € R", a; # 0, nii, et iga z € X korral

ag + T 2 ag - Y-

Voime eeldada, et |lag|| = 1. Siis leidub osajada ag, k € N' C N, nii, et ax — a,
k € N'. Seejuures ||a|]| = 1. Niiid k¥ € N', k — oo puhul saame skalaarkorrutise
pidevust kasutades iga z € X korral

a-xr=a-y,
mis annab

infa-x>a-vy.
zeX

Teoreem 2. Olgu hulgad X, Y C R" kumerad, X° # 0, Y° # 0, X°NY° = (.
Siis eksisteerib a € R", a # 0, nii, et

a-x>a-y Vee X,VyeY.
Toestus. Moodustame hulga
Z=X-Y={z—ylreX yecY}

Niitame, et Z on kumer. Olgu 21,25 € Z, 21 # 29. Sils 21 = x1 — Y1, 22 = To — Yo,
T1, T2 € X, Y1, Yo €Y. Niid X € (O, 1) korral

/\2’1 + (]_ — /\)22 = )\(Zlfl — yl) + (]_ — /\)(1}2 — yg) =
=1+ (1= XN)ag — (A + (1= Nye) € Z,
sest Az + (1 —AN)axe € X jady, + (1 =Ny € Y.

Néitame, et 0 ¢ Z°. Kui 0 ¢ Z, siis muidugi 0 ¢ Z°, sest Z° C Z. Olgu 0 € Z,
st.0=r—yeX-Y, ze X, yeY, seega x =y. Toestame vahetulemusena
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Lemma. Kui X on kumer, o € X°, y € X, siis iga A € (0,1) korral Az +
(I1-Nye X°.

Toestus. Valime suvaliselt A € (0,1) ja olgu z = Azg + (1 — N)y. Et 2o € X°, siis
leidub B(xg,¢) C X (siin B(a,r) = {z | ||z —a|| < r}). Nditame, et B(z, \e) C X.

[lustreeriv joonis n = 2 korral on jargmine

/'}e;

Votame x € B(z, Ae), s.t. ||z — z|| < Ae. Tahame niidata, et x € X. Selleks piisab
1
leida 2’ € X nii, et 2 = Ax’+(1—\)y. Defineerime 2’ vordusega 2’ = X(m—(l—)\)y).

Siis

, 1
o = aoll = | 2 = (1= )5) =

1 1
— — — < — )\ =g,
)\Hx 2| E=¢

- H%(x—(l—A)y—Mo) A

mis tdhendab, et 2’ € B(xg,e) C X. Sellega on niidatud, et z € X, iihtlasi on
saadud, et B(z,Ae) C X ehk z € X°.
Lemma on toestatud.

Valime suvaliselt 6 > 0. Kuna X° # (), siis leidub zy € X°. Lemmale tuginedes
saame iga A € (0,1) korral, et 71 = Axg + (1 — Nz € X° Kui A — 0, siis

r1—x = Mxo—z) — 0 ja kiillalt viikese A korral ||z —z| < 7 Analoogiliselt leiame

o .. o . _
y1 € Y°nii, et |ly; —y|| < 3" Siis x = y tottu ||[y1 — x| = |11 —y — (1 —2)|| <O
ehk y; —x; € B(0,0).

Néitame jargnevalt, et y; —x; ¢ Z = X — Y. Kui oleks y; — 21 € X — Y, siis
T+ T2ty

2
€ X°, analoogiliselt

Y1 —T1 = To — Yo, T2 € X, Yo € Y ning y; +y2 = o1 + 2, seega

. T+
Kasutades veel lemmat, saame x1 € X°, x5 € X tottu ! 2

Y1+ Y2
2

€ Y°, mis on vastuolus sellega, et X° NY° = (). Niisiis on toestatud, et
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y1 —x & Z jay, —x; € B(0,0). Me oleme toestanud, et kui 0 € Z, siis leidub
elemendile 0 kuitahes ldhedal punkt y; — x1 ¢ Z. Seepérast ei saa 0 olla hulga Z
sisepunkt, sest kui 0 € Z°, siis mingi d9 > 0 korral B(0,dp) C Z ning 6 < Jp korral
saame y; —x1 € B(0,0) C B(0,00) C Z ja y; — x1 ¢ Z, mis on vastuolu.
Teoreemi [2] toestuse lopetamiseks kasutame jireldust teoreemist [1} Et 0 ¢ Z°,
siis eksisteerib a € R", a # 0, nii, et a- 2z > a-0 = 0 iga z € Z korral ehk
a-(r—y)>=20,st.a-x>a-yigaxr € X jaigay €Y korral.

Jareldus. Teoreemi 2 eeldusel kehtib
a-r>a-y Ve X,VyeyY

voi
infa-x >supa-vy,
rzeX yG?
mis tihendab, et eraldatakse (mitterangelt) hulkade X ja Y sulundid.

Margime, et teoreemi [2| viide ei kehti, kui vihemalt iihel hulkadest lubada sise-
punktide puudumist. Naiteks sobib X = R" ja Y on hiipertasand, siis Y° = 0.

3 Kumera planeerimise pohiteoreem

Olgu X hulk, antud on funktsioonid f, fi,..., fi.: X — R, moodustame hulga
Q={zxe X | fi(x) <0,i=1,...,m} ning vaatleme iilesannet

min f(x). (1)

e

Siin f: X — R on sihifunktsioon, fi,..., fn: X — R tokkefunktsioonid. Ules-
annet nimetame {ildiilesandeks (see ei ole iildlevinud terminoloogia). Voime
vaadelda funktsiooni F': X — R™, F(z) = (fi(x),..., fm(x)), siis @ = {z € X |
F(z) < 0}.

Kuionantud f, f1,..., fr: R® = RjamidrataQ = {x e R" | F(x) < 0,2 > 0},
siis iilesannet

min f(z) (2)

e

nimetame pohiiilesandeks. Pohiiilesanne on erijuht iildiilesandest, kui votta X =
{z € R" | x > 0} = R"}. Teine voimalus vaadata pohiiilesannet iildiilesandena on

kirjutada z > 0 samaviérselt —z; < 0,7 =1,...,n, ja votta fi(z) = —x;_, <0,
t=m+1,...,m+n, aga me eelistame esimest voimalust.
Néiteks iilesanne, kus f(z) = —c-z, F(x) = Az — b, on pohikujul olev lineaarse

planeerimise iilesanne ja see on erijuht pohiiilesandest.
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Jirgnevas esitame paljud tulemused iildiilesande jaoks. Uldiilesande Lagran-
ge’i funktsiooniks nimetatakse funktsiooni £: X x R} — R, mis defineeritakse

L(z,y) = f(z) +Zyifi($) =f@)+y - Fz), reX, yeRL

Definitsioon. Punkti (z*, y*) € X xR nimetatakse funktsiooni £ sadulpunktiks,
kui
L(z%y) < L(z"y") < L(z,y") Vre X, VyeRL

[lustreerime sadulpunktiga funktsiooni £ kiitumist, kus X =R, Y =R, :

Za
/v\paralleelne (z,x)-
tasandiga
N/ L y)

7

paralleelne
\Q/(y, z)-tasandiga
\\\\ ,

Sadulpunkti tingimus néuab funktsioonilt teatud kiditumist ristsirgetel (z*,y) ja
(z,y"), mujal mingeid piiranguid funktsiooni vértustele ei ole.

Teoreem. Kui (x*,y*) on dldilesande Lagrange’i funktsiooni sadulpunkt, siis
x* on tlesande lahend.

Toestus. Olgu (z*,y*) € X xR’ Lagrange’i funktsiooni sadulpunkt, mis tdhendab,
et

f@)+y - F(z*) < f(a")+y" - F(z") < f(z) +y" - F(z) Vze X,VyeRT}.
Vasakpoolsest vorratusest saame

y-Fla) <y -Fle") VyeRT (ehk y > 0). 3)
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Vottes selles y = ce’, ¢ — o0, €' = (0,...,0, (1), 0,...,0) € RT, saame

ce' - F(z*) = cf;(z*) < y* - F(2*) = const,

mis on voimalik vaid siis, kui f;(2*) < 0,7 = 1,...,m (ehk F(2*) < 0). Sellega
oleme saanud, et z* € Q. Et y* > 0 ja F(2*) <0, siis y* - F(z*) < 0. Teiselt poolt,
vottes vorratuses (3) y = 0, saame y* - F/(z*) > 0 ja kokkuvottes y* - F\(z*) = 0.

Votame suvalise x € ), siis F(z) < 0. Kuna y* > 0, siis y* - F(z) < 0. Niitid
saame sadulpunkti parempoolset vorratust kasutades

f@) = fa) +y* - F(a") < fo) +y7 - Flo) < f(o),

mis tdhendab, et ¥ on iilesande optimaalne lahend.
Teoreem toestatud.

Teoreemi pohjal voib 6elda, et kui Lagrange’i funktsiooni sadulpunkt on leitud,
siis on minimiseerimisiilesanne lahendatud. Loomulik on kiisida, kas igat iilesan-
net (2) saab taandada tema Lagrange’i funktsiooni sadulpunkti leidmisele ehk kui
tilesandel on olemas lahend z* | kas siis leidub y* > 0 nii, et (z*,y") on iiles-
ande Lagrange’i funktsiooni sadulpunkt? Vastus on siin eitav ja seda juba
pohiiilesandes.

Naide. Vaatleme ulesannet

n
min ¢ — E T;
i=1

n
fo éO,x}O}.
i=1

Siin f: R" = R, f(z) = — in, m=1f:R"—=R, fi(z)= fo, tegemist on

i=1 i=1
pohiiilesandega. Nieme, et Q = {0}, * = 0 on ainus optimaalne lahend. Ulesande
Lagrange’i funktsioon on

Llr,y)==Y wi+yy o], z€R}], yeR,.
=1 =1

Néitame, et ei leidu sadulpunkti (0,y"), kus y* > 0. Oletame vastuviiteliselt, et
see siiski on olemas. Vasakpoolne sadulpunkti vorratus kehtib isegi iga y, y* € R
korral, sest f(z*) = f(0) =0 ja F(z*) = F(0) =0, seega L(z",y) = L(z*,y") = 0.
Parempoolne sadulpunkti vorratus tidhendab, et

Llxy)==Y zi+y" Y 27 >0 (4)
=1 =1
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iga x > 0 korral. Kui y* = 0, siis x > 0, x # 0 korral —in < 0 ning
i=1
ei leia aset. Kui y* > 0 (praegu y* € R, ), siis votame € nii, et 0 < ¢ < — ja
y*

1
xr = (—*—6,0,...,0).Siisx20ja
Y
1 1 ?
L(x,y*):—(—*—5>+y* (—*—5> =
Y Y

ning jalle ei kehti (4)).

Ulesanne* 12. Toestada, et kui z* on pohikujul oleva lineaarse planeerimise iiles-
ande
max{c-z | Az < b,z > 0}

ehk
min{(—c) -z | Az —b< 0,z > 0}

lahend, siis on olemas y* € R"" (A on m x n maatriks) nii, et (z*, y*) on Lagrange’i
funktsiooni

L(z,y)=(—c)-x+y-(Az-b), z€R}, yeRT,
sadulpunkt.

Lause. Kui funktsioonid f; on kumerad (X C E on kumer, E vektorruum), siis
tlesande lubatav hulk Q on kumer; kui funktsioonid f; on pidevad (X C E, E

normeeritud ruum), siis Q on kinnine.
Ulesanne 39. Toestada lause.

Teoreem (Kuhn-Tuckeri teoreem, kumera planeerimise pohiteoreem, 1951). Olgu
tldiilesandes funktsioonid f, f1, ..., fm kumerad (seega on hulk X C E kumer,
E vektorruum) ning eksisteerigu T € X nii, et F(T) < 0 (s.t. f;(T) < 0, i =
1,...,m). Kui x* on ilesande lahend, siis on olemas y* € R nii, et (z*,y")
on tlesande Lagrange’s funktsioont sadulpunkt.

Tingimust F(Z) < 0 mingi T € X korral nimetatakse Slateri ehk regulaarsu-
se tingimuseks. Fespool toodud néide on iilesandest, mis ei rahulda regulaarsuse
tingimust.
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Teoreemi toestus. Olgu x* ilesande lahend. Moodustame hulgad

U={u=(u;)"y € R"™ | 3z € X nii, et u > (f(z), F(z))},
V={v=(u)iZ € R"™ | vg < f(a"), (v, < 0}.

Mérgime, et iga € X korral (f(z), F(z)) € U; kui votta 0 > 0, siis leiab aset
(f(z*)—=46,0,...,0) € V.

Niitame hulkade U ja V kumerust. Olgu u',u* € U, u' # u?, siis leiduvad
ot r? € X nii, et u' = (f(a'), F(zh)), v* > (f(z?), F(2*)). Votame X\ € (0,1).
Kasutades f ja F' komponentfunktsioonide kumerust, saame

(z1), F(z')) + (1 = N)(f(2*), F(2?)) =
Af(@) + (1 =N f@@*), AF(zh) + (1 = N F(2%)) >
> (f(a! + (1= N)a?), F(Az' + (1 = A)a?)),

seejuures Az’ + (1 — \)z? € X ja seepiirast Au' + (1 — \)u® € U. Olgu v',v* € V,
o' £ 0% A € (0,1). Kirjutame v* = (v§,2"), v* = (v3,7%). Kuna v < f(z%) ja
vy < f(x*), siis Mo + (1 — Nvg < Af(z%) + (1 = \) f(2*) = f(z*). Lisaks, v' <0,
7% < 0 annavad \o" +(1—\)2” < 0, millega oleme niiidanud, et Av'+(1—\)v* € V.

Hulga U sisepunktiks on iga z € X korral (f(z), F(z)) + (§,...,0) € R™,
kus 0 > 0. Seeparast U° # (). Hulga V sisepunktiks on 6 > 0 korral (f(z*) —
6, —0,...,—0) = (f(z%),0) = (5,...,8) € R™ seega V° # ).

Niitame, et U NV = () (sellest jireldub, et U’ N'V° = @). Kui u € U NV, siis
u € U tottu eksisteerib z € X nii, et f(z) < ug, aga u € V tottu ug < f(z*),
mis kokku tdhendab, et f(z) < f(x). Lisaks annab u € U, et F(x) < (u;)!4,
aga u € V tingib selle, et (u;)"; < 0, seega F(z) < 0jaz € Q. Kuid z € Q2 ja
f(x) < f(z*) on vastuolus lahendi z* tdhendusega.

[lustreerime hulkade U ja V' paiknemist joonisega juhul m = 1 (iildiselt f;(z*) < 0,
joonisel fi(z*) =0)
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1. komponent

0. komponent

Oleme niidanud, et hulgad U ja V rahuldavad koiki eelmise punkti Teoreemi
eelduseid. Selle teoreemi jarelduse pdhjal on olemas a € R™™, a # 0, nii, et

a-uza-v YuelUVveV. (5)

Néitame, et a > 0. Kui leiduks a; < 0, siis fikseerime u € U, votame vy < f(z"),
v; =0,75€{1,...,m}\{i}, ning v; = —oo (kui i = 0, votame vy — —o0, v; =0,
jeA{l,...,m}). Siis a - v — o0, sest a;u; — 00, mis annab vastuolu vorratusega
(B). Téhistades a = (ag,a), u = (ug, ), v = (vo, V), kirjutame kujul

ol +a-u = agvg +a-v YueU, YveV, (57)

Iga z € X korral u = (f(z), F(z)) € U ning v = (f(z*),0) € V, seega jireldub
vorratusest
aof(z)+a- F(z) > aof(z") Vo e X. (6)
Kui oleks ag = 0, siis (6) annaks, et @ - F(z) > 0 iga @ € X korral. Slateri
tingimuse tdidetuse tottu eksisteerib T € X nii, et F(T) < 0, agaa > 0, a # 0,
tottu @ - F(T) < 0. Seepérast tegelikult ag > 0. Tahistame y* = —a, siis y* > 0.
a

0
Vorratus (@ on peale jagamist arvuga ag

fl@)+y" F(x) =2 f(a*) VeelX (7)
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Kui siin votta x = z*, siis y* - F(2*) > 0. Kuid y* > 0 ja F(2*) < 0 annavad

y* - F(2") < 0. Seega y* - F(z*) = 0. Asume néitama sadulpunkti vorratuste
taidetust. Vorratust kasutades saame iga x € X korral

L(z,y") = f(x)+y - Flz) > f(z") =
=f(@") +y" - F(a") = L(2",y").

Teiseks, kui y € R} (ehk y > 0), siis F'(z*) < 0 tottu y - F(2") <0 ja
L(x*y") = f(z*) = f(z")+y- F(z¥) = L(z",y).
Teoreem on toestatud.

Ulesanne 40. Teha hulki U ja V kujutav joonis koos vektoriga a juhul m = 1,
kui fl([E*) < 0.

Elementaarse jareldusena margime Kuhn-Tuckeri teoreemi kehtivust pohiiile-
sande jaoks.

Sadulpunkti vorratused ei ole lokaalsed tingimused, sest nad seavad piirangud
Lagrange’i funktsiooni kditumisele punktides, mis ei piirdu sadulpunkti iimbrusega.
Pohitilesandes saab diferentseeruvate kumerate funktsioonide juhul anda lokaalsed
tingimused sadulpunkti iseloomustamiseks. Eeldades funktsioonide f, f; : R — R

oL oL
vastavate osatuletiste olemasolu, olgu L, (z,y) = (—(x,y), o —(az,y)), sa-

(9.1'1 ’ aiL’m
g_yﬁl(x’y)’ N O_E(x’ y)), seejuures L, defineerimisel ei vajata

Oy
eeldusi funktsioonide f, f; kohta.

muti £,(z,y) =

Teoreem. Olgu f, f; : R" — R,i = 1,...,m, kumerad ja diferentseeruvad. Siis
(z*,y*) € R™™ on pohiilesande Lagrange’s funktsioont sadulpunkt parajasti
sus, kui

Lo(z%,y") 20, Ly(z",y") <O,
. - ®)

Yy
- Lo(z*,y") y - Ly(z",y*) =0.

Toestus. Tingimuste tarvilikkus. Olgu (z*,y") Lagrange’i funktsiooni £ sadul-
punkt hulgas R, Vahetu arvutamisega saame, et L, (z,y) = (fi(z), ..., fm(z))
F(z). Punkti 3 esimese teoreemi toestamisel ndgime, et sadulpunkti (z*, y*) korral
F(z*) <0jay"- F(z") = 0. Nende saamisel kasutasime sadulpunkti vasakpoolset
vorratust.

Votame suvaliselt i € {1,...,n} ja defineerime funktsiooni o(t) = L(x*+te’, y*),
teR. Bt 2* >0, siis 2* + te’ > 0 iga t > 0 korral. Siis sadulpunkti parempoolne
vorratus
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L(z*,y") < L(z,y") Yz eRY

annab, et ¢(t) = ¢(0), kui ¢t > 0. Funktsioon ¢ on diferentseeruv, sest funktsioonid

fy fi,i=1,..., m, on diferentseeruvad. Veendume selles, et ©'(0) > 0.
Arvutame
t) — (0 t) — (0
s0,(()):1irI190() 2(0) _ 1y, #O =) -
t—0 t t—0 t
40 >0

kus esimene piirvadrtus margib tuletise definitsiooni ja teine piirviaartus on iiks
voimalus selle leidmiseks, milles kasutame veel vorratust ¢(t) > ¢(0), ¢t > 0 korral.

‘C’ * 7 *
oy, (2" ey,

(*,y*) =2 0. Et i € {1,...,n} oli suvaline, siis oleme saanud,

Teiselt poolt, arvutades liitfunktsiooni tuletist, saame ¢'(t)

: , oL
millest ¢'(0) = o
et L.(z*,y*) = 0.

Defineerime veel funktsiooni ¢(t) = L((1 + t)z*,y*) = L((1 + t)z], ..., (1 +
t)xy,y*), t € R. Siis p(t) = ¢(0), kui t > —1, ikka sadulpunkti parempoolse vorra-
tuse tottu. Ka siin on funktsioon ¢ diferentseeruv. Leiame () > ¢(0) kasutades

p(t) — ¢(0)

/ N
¢'(0) = lim ; >0
t>0
ja
v p(t) = 9(0)
©'(0) = }tg%f <0,
t<0

mistottu ¢’ (0) = 0. Praegusel juhul

/ - a£ * * * * * *
Q'(t) = Zax,((lﬂ)x N )xy = a - Lo ((1+t)a", y)
i=1 ¢
ja
¢'(0) =a" - Ly(z",y") =0,

millega on saadud koik tingimused ().
Tingimuste piisavus. Eeldame, et tingimused on rahuldatud. Vaatleme

funktsiooni g(z) = L(z,y*) = f(z) + Zy;‘j}(x), mis on kumer, sest y* > 0 ja
i=1

funktsioonid f, f; on kumerad. Lisaks saarme g'(z) = L,(z,y*). Punktis[1] tdestatud
Lause [3] pohjal
g (@) (z—2") <g(x) —g(z") VreR]. (9)
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Iga = € R} korral, kasutades vorratust (9) ja tingimusi (8), saame

L(z*,y") = g(z") < g(x) +4'(z7) - (2" —x) =
= g(x) + 2" ¢ (z") =z ¢'(¢") < g(z) = L(z,97),

sest o* - g (") = 2" - L (25, y*) =0, 2 > 0 ja ¢'(z%) = L(x*,y") > 0 tottu aga
z-¢'(xz*) > 0. Peale selle, iga y € R} korral, kasutades tingimustest iilejaanud
0sa, saame

L(z*y) = fa") +y- F") < f(2") =
= [@") +y" - Fa") = L(2%,y7),
sest y > 0 ja F(z*) = L,(z",y") < 0 annavad y - F(z*) < 0, aga y* - F(2") =

y* - Ly(z*,y") = 0.
Teoreem on toestatud.

Markus. Tingimuste (8] tarvilikkuse toestamisel ei kasutata funktsioonide f, f; ku-
merust. Piisavuse toestamisel voib piirduda funktsioonide f, f; kumeruse néudega
hulgas R}, eeldades kiill diferentseeruvust néiteks hulgas R".

Selgitame viimatitoestatud teoreemi kasutamist. Kui funktsioonid f, f; on dife-
rentseeruvad ja kumerad ning tingimused on taidetud, siis (z*,y") on Lagran-
ge’i funktsiooni £ sadulpunkt ja x* on iilesande lahend. Teisipidi, kui kumerate
diferentseeruvate funktsioonide f, f; korral z* € R’} on selline, et ei leidu elemen-
ti y* € R nii, et (8) oleks taidetud, siis ei ole (z*,y") iihegi y* € R korral
funktsiooni £ sadulpunkt ning Kuhn—Tuckeri teoreemi pohjal, kui iilesandes
on regulaarsuse tingimus taidetud, ei ole z* iilesande lahend. Seega tingimuste
mittetdidetuse korral (mitte iithegi y* € R’} korral) tuleb viiteks, et 2™ ei ole
lahend, ndidata iilesandes regulaarsuse tingimuse taidetust.

Ulesanne 41. Teha kindlaks kas (0,1, 1) on iilesande

min{z +y* + 42> |z +y— 2> -2,
(x—1)2+2(y -2+ (2—-3)?2<7, z,y,2 >0}

lahend. Funktsioonide kumerust ja diferentseeruvust toestada ei ole vaja.

Ulesanne* 13. Olgu iildiilesandes funktsioonid f, f; kumerad ja diferentsee-
ruvad Fréchet’ mottes, hulk X lahtine (X C E, E normeeritud ruum), kehtigu
regulaarsuse tingimus. Testada, et z* € Q = {x € X | F/(z) < 0} on iilesande (1)
lahend parajasti siis, kui eksisteerib y* € R’} nii, et

L.(z*y)=0, y"-F(z*)=0

m

(siin Lo(z,y) = f(z) + > wifi(x)).

=1
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Selles iilesandes toodud viite kasutamisel on peamine puudus eeldus, et hulk X
on lahtine. Kuid lahtises hulgas on toodud tingimustele tuginemine efektiivne.

Analiiiisime pohiiilesannet puudutavaid tingimusi . Ulesandes oli lubatav
hulk @ = {z e R" | F/(z) <0,z > 0}. Olgu z € ©, y € R". Esitame

Lo(wy)=f'(@)+ Y wifl(x) =2= ze, (10)

kus e/ on iihikvektorid nagu eelnevates aruteludes. Siis L,(x,y) > 0 on samavéiirne
tingimusega

2,20, j=1...,n (11a)
Tingimus L,(z,y) = F(z) < 0 on tdidetud z € € tottu. Olgu M = {i €
{1,...,m} | filx) =0} ja N = {j € {1,...,n} | z; = 0}, vastavate indeksi-
tega kitsendusi nimetame aktiivseteks. Tingimus y - L,(z,y) = 0 on samaviérne
tingimusega y - F'(x) = 0 ja y > 0 ning F(z) < 0 tottu veel samavéirne sellega, et
yifi(x) =0,1=1,...,m. Seega y - L,(x,y) = 0 on samavéérne sellega, et

yi=0, i¢ M. (11b)
Analoogiliselt, x - L£,(z,y) = 0 on eeldusel L,(x,y) > 0 samaviirne sellega, et

.fl]ij:O,jzl,...,n, ehk
2=0, jéN. (11Lc)

Oleme néidanud, et kehtib

Lause. Tingimused on rahuldatud x € Q) ja y > 0 korral parajasti sis, kui

kehtivad @ ehk

220,y,=0 1i¢ M korral, z; =0 j ¢ N korral. (11)

Kirjutame vordusest tulenevalt —f'(z) = Zylfl’(:c) + sz(—ej), mille
i=1

— =1
saame esitada parajasti tingimuste () voi tiidetuse korral kujul

—f'(@) =Y wifi(x) + ) z(=¢).
€M JEN
Arvestades veel eelnevaid arutelusid, oleme toestanud jargmise tulemuse.

Teoreem (koonuse kriteerium). Regulaarse kumerate diferentseeruvate funktsioo-
nidega ilesande (2) lubatav lahend x on optimaalne parajasti siis, kui mingite
A >0, u >0 korral

—f(x) =D Nfi@)+ > pi(—e).

ieM jEN
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Maérgime, et tingimuste kontrollimisel on vaja leida vektor y*, mis oleks
sadulpunkti teine komponent, koonuse kriteeriumi kasutamisel seevastu méérata,
kas eksisteerivad koonuse moodustajate kordajad A ja p.

Lisame selgituseks, et vektorruumis E nimetatakse koonuseks hulka C' C F,
mille puhul iga z1,25 € C ja iga A, As > 0 korral Az + \oxy € C. Naiteks
joonisel

X1

T2

kuulub viirutatud osa koonusesse. Hulka

C(fl’b e 7xm) = {Z HiZq
i=1

nimetatakse vektorite x1, ..., z,, € E poolt moodustatud (poliieedriliseks) koonu-
seks. Niiteks R? = C(e', ... e").

Paneme tahele, et kui M = () ja N = (), siis z on lubatava hulga € sisepunkt
(x € Q°), sest sils fi(z) <0,i=1,...,m,jaxz; >0, j=1,...,n, jaiga punkt
kiillalt viikesest punkti x timbrusest kuulub samuti hulka Q (piisab eeldada funkt-
sioonide f; pidevust, see jiareldub néiteks nende diferentseeruvusest, aga ka ainult
kumerusest).

On selge, et kui z € Q°, siis N = ().

/LiQO,izl,...,m}

Ulesanne 42. Téestada, et kui kumeras regulaarses iilesandes x € €°, siis

M={ie{l,....m}| fi(x) =0} = 0.
Eelneva aruteluga oleme toestanud jargmise tulemuse.

Lause. Kui kumeras tlesandes (2) z* € Q korral fi(z*) < 0,7 =1,...,m, ja
x;>0,7=1,...,n, siis " on oplimaalne lahend parajasti siis, ku f(x*)=0.

Maérgime, et eeldused =* kohta tdhendavad, et iilesanne on regulaarne.

Esitame illustreeriva joonise koonuse kriteeriumi kohta juhul n = 2.
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fy(z) = © N 74(@) 1
flo) = (@)

Lisame jargmised selgitused joonise kohta. Lubatav hulk on méaéiratud kitsen-
dustega f;(z) < 0,7 =1,2,3, z; > 0, j = 1,2. Joonisel on kujutatud kumerate
funktsioonidega f; miiratud koveraid {r € R? | fi(z) = 0}, i = 1,2, 3. Et saada
aru, kus asuvad tingimust f(z) < 0 rahuldavad punktid kumera funktsiooni f

korral, vaatleme joonist :
{r eR?| f(z) = f(2)}
i

f'(2)
A+ (1= Ny

Y
milles f Az + (1 —=N)y) < Af(z) + (1 —=XN) f(y) = f(z). Tuletis f'(z) on kovera

valisnormaali suunaline, sest see néditab funktsiooni kiireima kasvu suunda.

Jatkame selgitustega optimiseerimisiilesannet illustreeriva joonise kohta. Punk-
tis ¥ on M = {2,3} ja N = (), —f'(z*) kuulub vektorite fj(z*) ja f5(x*) poolt
médratud koonusesse ja z* on seepirast optimaalne lahend. Punktis 7 on M = {3}
ja N = {2}, kuid —f'(z) ¢ C (f3(T), —€®), seega ei ole T optimaalne lahend.
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Ulesanne 43. On vaja minimiseerida f(z) = x5 kitsendustel

fi(z) = 2% + 22129 + 225 — 20 — 29 — w3 + 1 <0,
fo(z) = 22 + 23 — 21 + 29 — 23 < 0,
f3(z) = 27 + 21 — day — 23+ 6 <0,
T 2 07‘T2 2 0,1'3 2 0.
Toestada, et see on kumer planeerimisiilesanne, kitsendused rahuldavad regulaar-

suse tingimust ja tema optimaalne lahend on z* = (0, 1, 2). Kasutada z* optimaal-
suse kindlakstegemisel koonuse kriteeriumit.



	Eessõna
	Sissejuhatus
	Põhimõisteid
	Ühe muutuja funktsioonide ekstreemumülesannete lahendamine
	Diferentseeruvuse kasutamine
	Lõigu poolitamise meetod
	Kuldlõike meetod

	Mitme muutuja funktsioonide ekstreemumkohtade leidmine klassikaliste meetoditega
	Üldised probleemid ja kitsendusteta ülesanded
	Kitsendustega ülesanded
	Tarvilikest tingimustest kitsendustega ülesannete lahendamisel

	Gradientmeetodid
	Kaasgradientide meetod
	Ruutfunktsionaali minimiseerimine kaasgradientide meetodiga
	Üldisema funktsiooni minimiseerimine kaasgradientide meetodiga
	Kaassuundade meetod ruutfunktsionaali korral

	Lineaarne planeerimine
	Lineaarse planeerimise ülesannete tähtsamad kujud
	Lineaarse planeerimise ülesande lahendi olemasolust
	Lubatava hulga omadused
	Lahendi olemasolust

	Kumerad hulgad
	Graafiline lahendamine
	Lahendite paiknemine
	Võrrandisüsteemi baasilahendid
	Seos baasilahendite ja lubatava hulga tippude vahel
	Üleminek ühelt baasilt teisele
	Üleminek lubatavalt baasilahendilt lubatavale baasilahendile
	Simpleksmeetod
	Leksikograafiline simpleksmeetod
	Duaalne simpleksmeetod
	Duaalse ja primaarse simpleksmeetodi järjestikune rakendamine
	Simplekstabeli veeruteisendused
	Vähendatud simplekstabel
	Veeruteisendused

	Leksikograafiline duaalne simpleksmeetod
	Esialgse baasilahendi leidmine
	Lineaarse planeerimise ülesannete duaalsus
	Duaalsete ülesannete mõiste
	Duaalsete ülesannete peamised omadused
	Lineaarse planeerimise põhiteoreemid

	Blandi modifikatsioon tsükli vältimiseks
	Lubatava hulga esitusest
	Kunstliku baasi meetodist

	Kumer planeerimine
	Kumerad funktsioonid
	Kumerate hulkade eraldamine
	Kumera planeerimise põhiteoreem


