Monda projektiivsest geomeetriast

Selles peatiikis vaatleme projektiivset ruumi ja projektiivseid teisendusi. Kogu
késitlus toimub aksiomaatiliselt.

Liahtepunktina peab jille olema ette antud mingi vektorruum V # 0 (pohiliselt
vaatleme vektorruume iile reaalarvude korpuse).

Projektiivse ruumi moiste

Definitsioon 1. Mittetiihja hulka P nimetatakse projektiivseks ruumiks, kui lei-
dub vektorruum V (iile korpuse K) ja kujutus 7: V' — P, kus V' := V \ {0},
millel on omadused

1° (V') =P (7 on siirjektiivne),

2° mistahes vektorite ¥, € V' korral (%) = n(y) & IN € K : §= L.
Projektiivse ruumi P elemente A, B, ..., X, Y, ... nimetatakse punktideks.

On ilmne, et tingimuses 2° arv X ei vordu nulliga. (Nimelt Z # 0 ja i # 0.) Seega
on ka ilmne, et tingimus 2° on korrektne: kui m(Z) = w(y), siis ¥ = AZ, millest
r = A1y, seega 7(¥) = 7(T).

Lause 1. Mistahes punkti X € P korral hulk
Y X)U{0} ={Z e V:n(¥) = X} U{0}

on vektorruumi V dhemodtmeline alamruum.

Téestus. Olgu X € P ning valime suvalise 7y € 7 *(X) C V. (Selline & leidub,
sest 7 on siirjektsioon.) Lause toestamiseks veendume, et (7o) = 7~ '(X) U {0}.

Olgu 7 € 7 1(X), siis 7(%) = X = 7(¥). Aksioomi 2° kohaselt leidub \ nii, et
T = \i. Siit jireldub, et 77 1(X) C ().

Teiselt poolt, olgu Z = A\iy. Kui A # 0, siis aksioomi 2° kohaselt # € 7 '(X). O

Definitsioon 2. Kui projektiivse ruumiga P seotud vektorruumi V moodde on
n + 1, siis projektiivse ruumi maotmeks nimetatakse n. (Seega lubame ka null-
mootmelist projektiivset ruumi.) Kui vektorruum V on 16pmatumdotmeline, siis
nimetatakse projektiivset ruumi P lopmatumootmeliseks. n-modtmelist projek-
tiivset ruumi tdhistame P asemel P,, abil.



Definitsioon 3. Projektiivse ruumi P mittetiihja alamhulka Q nimetatakse P
alamruumiks, kui 7~(Q) U {0} on vektorruumi V alamruum.

Definitsioon iitleb, et projektiivse ruumi P alamruumid on koik kujul (M), kus
M on vektorruumi V alamruum. (Nimelt, lihtne hulgateooria kontroll néitab, et
kirjutised 7(M') = Q ja 77 '(Q) = M’ on samaviiirsed.)

Teoreem 2. Projektitvse ruums iga alamruum on projektitone ruum.

Téestus. Olgu Q projektiivse ruumi P alamruum. Siis M := 7 5(Q) U {0} on V
alamruum, M’ := V\ {0} = 771(Q). J#b kontrollida, et ahend 7|py: M’ — Q de-
fineerib projektiivse ruumi struktuuri hulgas Q. Pealekujutus: 7(M’') = (7 *(Q)) =
Q. Aksioom 2° kehtib suuremas hulgas V', seega ka vaiksemas M. O

Paneme téhele, et kui dim P < oo, siis alamruumi @ maode on dim (7T_1(Q) U {6}) —
1.

Definitsioon 4. Projektiivse ruumi ithemootmelist ja kahemodtmelist alamruumi
nimetatakse vastavalt projektiivseks sirgeks ja projektiivseks tasandiks.

Lause 3. Projektiivse ruumi P nullmootmeline alamruum Qg koosneb iihest punk-
tist.

Téestus. Olgu meil vektorruumi V ithemootmeline alamruum M; = (#;) (kus
Ty # 0) nii, et 7(M}) = Qp. Seega Q, on mittetiihi. Vaatleme suvalist punkti X €
Qy, siis 7 siirjektiivsuse tottu leidub ¥ € M} omadusega 7(7) = X. Kuna 7 = A\,
mingi A korral (kus A # 0, muidu @ ¢ M), siis X = 7(Z) = 7(zo) =: Xo. Saime,
et hulga Qg koik punktid langevad kokku elemendiga Xj. Seega Q = {X,}. O

Jargnevalt toome néiteid projektiivsetest ruumidest.

Niide 1. Olgu antud suvaline vektorruum V # {0} iile korpuse K. Defineerime
hulgas V' = V' \ {0} ekvivalentsusseose jargmiselt: & ~ i parajasti siis, kui leidub
A € K omadusega ¢ = AZ. (Vahetu kontroll nditab, et seos ~ on toepoolest
ekvivalentsusseos.) Seose ~ jirgi moodustub faktorhulk P(V) := V'/~, mille
elemendid (ekvivalentsiklassid) antakse valemiga

7] = {\T: X € K\ {0}}.

Tahistanud kujutuse 7: V' — P(V), kus 7 (&) = [7], saab kergesti kontrollida, et
aksioomid 1° ja 2° on tédidetud.



Niide 2. Olgu antud kolmemo6dtmeline afiinne ruum Az sihiruumiga Vj (iile
R). Fikseerime temas mingi punkti O. Tahistame

SO)={{0+ - NeR}: Z eV} = {0+ (Z): ¥ € V5}.

Hulka S(O) nimetame afiinse ruumi Az sirgesidumiks keskpunktiga O. Osutub, et
S(O) on projektiivne ruum, kui anname kujutuse 7: Vi — S(O) jargmiselt:

7(@) = {0+ \F: AR}, eV,

Aksioom 1° ilmselt kehtib. Aksioomi 2° kontrollimiseks vaatleme vektorite &,y €
V3 jaoks olukorda m(Z) = 7(y) ehk

{O+XZ: X eR}={O0+ uy: p € R} (1)

Viimasest vordusest jareldub, et O + v = O + A7 mingi A korral. Afiinse ruumi
teise aksioomi kohaselt i = \Z.

Teiselt poolt, kui 5 = A\Z, on vorduse (1) kehtivus vahetult néha.

Kuna dim S(O) = 2, siis saadud sirgesidum on projektiivne tasand. Projektiivse
tasandi ithemootmeline alamruum (projektiivne sirge) saadakse vektorruumi Vi
suvalise kahemootmelise alamruumi My kaudu, leides m(M5) € S(O). Hulk 7(Mj)
koosneb tasandil O + M, asuvatest sirgetest. Seega projektiivne sirge koosneb
sidumi keskpunkti libivatest samal tasandil paiknevatest sirgetest.

Naiide 3. Olgu eukleidilises ruumis & sihiruumiga E3 voetud sfaédr Sy keskpunk-
tiga O ja raadiusega r # 0. Moodustame sirgesidumi S(O). Iga vektori Z € Eg
korral tdhistame X := (O + (Z)) N Sz. Tépsemalt, X = (X1, X), kus X; ja X5 on
sirge O + (¥) ja sfaéri Sy 16ikepunktid. (Me loeme (X7, X5) = (X3, X7).)

Oleme saanud punktide hulga
Sy = {(O+ (D)) NSy: O+ (T) € S(O)} = {(O+ ()N Sy: T € By}
Defineerime kujutuse m: Ej — S seosega
m(Z) = (0O + (Z)) NSy = (X1, Xa), 7 € Ej.

[lmselt 7 on siirjektiivne. Kui 7(Z) = 7(y), siis (O + (Z)) N Sy = (O + () N Ss.
Et kaks punkti médravad afiinses ruumis sirge, annab (X7, X3) = (Y1, Y2) meile, et
O + (Z) = O + (y), millest juba iilal saime, et ¥ = AZ mingi A korral. Aksioomide
1° ja 2° kehtivus on niidatud, jérelikult Sy on projektiivne ruum (projektiivne
tasand).

Analoogiliselt eelmise niitega voib kontrollida, et projektiivse sirge moodustavad
sfadri S punktipaarid, mis asuvad iihel ja samal punkti O sisaldaval tasandil (ehk
sfadri Sy mingil suurringjoonel).



Niide 4. Olgu meil afiinne ruum A3 sihiruumiga Vs. Olgu S(O) sirgesidum
keskpunktiga O ning olgu A, fikseeritud tasand noudega O ¢ A, sihiruumiga M.

Iga vektori Z € Vj korral saame sidumi sirge X := O + (). Kui Z ¢ M, siis sirge
X 16ikab tasandit A, tépselt ithes punktis X.

Meie eesmérk on defineerida kujutus = méadramispiirkonnaga V3, kus 7(7) = X
iga ¥ € Vj korral. Praeguseks on veel defineerimata vektorite  kujutised, kui
T € M, Selliste kujutiste 7(Z) defineerimiseks teostame jirgmise konstruktsiooni.

Lisame tasandile A, iga sirge O + (Z), kus & € Mj, jaoks uue elemendi (kdik selli-
sed elemendid peavad olema erinevad ning erinevad ka A, ,vanadest® punktidest).
Selliseid uusi elemente nimetame ebapunktideks (ehk ,Jopmata kaugeteks punkti-
deks”). Olgu 7 (&) vektorile ¥ vastav ebapunkt. Olgu Ay hulk, mis on saadud Aj
punktide ja koigi ebapunktide iihendina. Kokkuvottes oleme saanud siirjektsiooni
T Vi — As.

Konstruktsiooni tottu tahendab kirjutis 7(Z) = 7 (¢), et punktid (voi ebapunktid)
X = 7(¥) ja Y = 7(y) on midratud sama sirge poolt (sirge midratakse &ra
kahe punktiga), seega O + (¥) = O + (¢), mis afiinse ruumi omaduste tottu on
samavairne sellega, et mingi A € R korral i = \%.

Oleme saanud projektiivse tasandi As,.

Vaatleme A, projektiivseid sirgeid. Selleks tuleb votta mistahes alamruum Q, C
V3 ja saame alamruumi 7(Q)) C Ap. Valides Qy = My, saame sirge 7(Mj) =
As \ Ay ehk koik ebapunktid. Seega koik ebapunktid moodustavad projektiivse
sirge. Nimetame seda sirget ebasirgeks. Kui aga Qa # Ma, siis 7(Q5) on tasandi
Aj sirge, millele tuleb lisada iiks ebapunkt (%), kus ¥ € Q, N M,,. Siit ndeme, et
projektiivne sirge on kinnine. (NB! Lopmatu kauge punkt on tasandi A iga sirge

jaoks iiksainus, seega justkui ,sirge molemas otsas® olev 16pmatuspunkt on ,iiheks
kokku kleebitud®.)

Projektiivse ruumi projektiivne reeper. Punkti koordinaadid

Meenutame, et afiinse ruumi ja tema sihiruumi vaheline kujutus on bijektiivne.
Selle bijektsiooni abil saab kergesti defineerida punkti koordinaadid tema koha-
vektori koordinaatidena (olles enne fikseerinud afiinses ruumis mingi punkti O).
Ent projektiivset ruumi P ja vektorruumi V siduv kujutus 7 on ainult siirjektiiv-
ne. Teine aksioom kiill selgitab, et injektiivsust ,Jiheb kaduma™ {ihe mootme jagu.
Siiski projektiivsete koordinaatide defineerimine on monevorra keerukam vorreldes
afiinse ruumi juhuga.

Definitsioon 5. Projektiivse ruumi P punktisiisteemi Aq, As, ..., A,, nimetame
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projektiivselt soltumatuks (projektiivselt soltuvaks), kui vektorsiisteem dy, s, . . . , Gy,
kus @, € 7 *(Ag), k =1,...,m, on lineaarselt soltumatu (lineaarselt sdltuv).

Kontroll néitab, et projektiivse soltumatuse definitsioon on korrektne. Nimelt, kui
valida esindajate @y, ds, ..., d,, asemel @;’,dy’, ..., d,,’, siis mingite nullist erine-
vate kordajate )\, korral kehtivad seosed d;,’ = A\ydy, K = 1,...,m. Seega siisteem
dy,ds, . .., dy, on lineaarselt soltumatu parajasti siis, kui siisteem a;’, d>’, ..., dpm’
on lineaarselt soltumatu.

Lause 4. Olgu Ay, Ay € P. Punktististeem Ay, Ay on projektiivselt soltuv parajasti
sits, kui Ay = As.

Téestus. Siisteemi A;, Ay on projektiivne soltuvus on samavéiiirne sellega, et (su-
valiste) esindajate @ € 7 '(4;) ja @ € 7 '(Ay) korral kehtib @, = pd; min-
gi p € K jaoks. See on omakorda samavidrne sellega, et m(d;) = m(ds) ehk
A = A, O

Kuna vektorruumis V,,1; lin-soltumatu vektorsiisteem saab koosneda iilimalt n+1
vektorist, siis projektiivse ruumi P,, projektiivselt soltumatu punktisiisteem saab
koosneda ka iilimalt n+1 punktist. Jarelikult koik punktisiisteemid Ay, Ao, ..., A,,,
kus m > n + 1, on projektiivselt soltuvad.

Defineerime niiiid projektiivse reeperi moiste.

Definitsioon 6. Oeldakse, et projektiivse ruumi P, n+2 punkti Ey, B+, ..., E,, E
on tldasendis, kui mistahes iihe punkti viljajatmisel nende punktide seast saadakse
projektiivselt soltumatu punktide siisteem.

Definitsioon 7. Oeldakse, et vektorsiisteem €y, €1, ..., €,, € on normeeritud, kui
E=éy+e +...+¢é,.

Lause 5. Olgu antud projektiivse ruumi P, dldasendis punktid Ey, Fr, ..., E,, E.

Siis saab leida esindajad €; € 7 (E;), i =0,...,n, ja € = 7 *(E) nii, et vektor-
stisteem €y, €1, . . . , €y, € 0n normeeritud.
Téestus. Valime vektorid €,” € 7 '(Ey), k = 0,...,n. Kuna &/,é,’,...,€," on
n
ruumi V,,, 1 baas, siis leiame kordajad &, k =0, ..., n, nii, et €= g &6 Tlmselt
k=0

koik kordajad & on nullist erinevad. (Kui néiiteks oletada, et & = 0, siis leiaksime
mittetriviaalse lahendi vektorvorrandile n,€, " +. . .4+ n,€" +né = 0, nimelt 7, = &,

oy Mn = &n, n = —1. Niisiis oleks slisteem Fy, Es, ..., F,, E projektiivselt soltuv,
vastuolu iildasendis olemisega.)

On jddnud tdhistada €y = &ep’, ..., €, = .80 O



Jargmine lause néitab, et antud iildasendis punktikogumile vastavaid normeeritud
vektorsiisteeme polegi eriti palju: nad erinevad iiksteisest ainult kordaja tdpsuseni.

Lause 6. Olgu antud projektiivse ruumi P, dldasendis punktid Fy, B, ..., E,, E.
Kui meil on kaks normeeritud vektorsiisteemi €y, €, ...,€,,€ja ¢y’ ,e1’, ..., e, e,
kus €y, é,' € m N (Ey), k=0,...,n, é ¢ €n Y(E), siis leidub konstant A € K nii,

et e, =Ny, k=0,....n, jae = \é.

Toestus. Olgu €,” = M\pér, kus k= 0,1,...,n, ja ¢’ = A&, kusjuures koik kordajad
on nullist erinevad. Normeerituse tingimused annavad, et

iAkgk == A (ié}) = Y A€E.
k=0 k=0

k=0

Siit jéreldub siisteemi €y, €y, ..., €, lin-soltumatuse tottu, et A\, = X\ koigi k =
0,1,...,n korral. ]

Definitsioon 8. Projektiivse ruumi P, iildasendis punktisiisteemi { Ey, E, . .., E,; E'}
(lithidalt, {Ex; E}) nimetatakse projektiivse ruumi P, projektiivseks reeperiks.
Punkte E, nimetatakse baasipunktideks ja punkti E dhikpunktiks.

Definitsioon 9. Punkti X € P, projektiivseteks koordinaatideks (ehk lihtsalt
koordinaatideks) projektiivses reeperis {Ey; E} nimetatakse vektori © € 7 '(X)
koordinaate baasil €y, €1, ..., &, kus €, € 7~ '(E}), € € 7 '(E) ning vektorsiisteem
€0, €1, - -, €n, € on normeeritud. Projektiivseid koordinaate nimetatakse sageli ka
homogeenseteks koordinaatideks.

Punkti X € P, koordinaate tihistatakse X (Az*), A € R\ {0}, voi X (2 : 2 :...:
Paneme néiteks téhele, et Fo(1:0:...:0) ehk Eg(A:0:...:0), A € R\ {0}.
Analoogiliselt £1(0:1:0:...:0), ..., E,(0:0:...:0:1)jaE(1:1:...:1).

[lmselt punkti koordinaadid ei ole iiheselt maédratud, kuna esindajavektoreid voib
valida paljudel viisidel. Me saame jargmised tahelepanekud.

1. Uhegi punkti X € P, koordinaadid ei saa olla korraga nullid. Téepoolest,
T=06+0e +...+0e,=0¢ V"

2. Punkti X € P, koordinaadid on méiratud kordaja tdpsuseni. Veendume sel-
les.



Normeeritud vektorsiisteemid erinevad iiksteisest kordaja tdpsuseni. Olgu niisiis
punkti X, kus 7(%) = n(Z') = X ja @' = u&, p # 0, koordinaadid antud kahel

viisil:
n
FoSta, @ —zf
k=0

kus €, = \é,, A # 0. Saame, et

n n

Z/ k)\ek Z/ k—»/:f/:uf: quké»k,

k=0 k=0
millest ‘zF\ = pz® ehk ‘2% = % .2* k = 0,1,...,n. Saime, et koordinaadid
20 2t . ... 2" on koordinaatidest 2 : 2! : ... : 2" saadud konstandiga %

korrutamise teel.

Koordinaatide vahele koolonite panemine ongi kombeks seetottu, et rohutada: te-
gelik tdhtsus on koordinaatide suhetel.

3. Kui punkti X koordinaadid reeperi {E; E} suhtes on 2° : ' : ... : 2" ja
reeperi { Fy; F'} suhtes on y°yt ... y", siis saab anda harjumuspirased teisen-
dusvalemid

Yy’ = Mooz + Aozt 4 .. 4 Aegnz”,
vt = Aepor® + denzt + .+ Aoz,

Y = Aenox’ + Aemal + .4 Az,

kus A on suvaline mittenulline kordaja. Sealjuures reeperiteisenduse {Ey; E} —
{Fy; F'} maatriks

Coo Cor --- Con

Cio €11 --- Cin
AC = :

Cho Cpl .. Cpn

on (n+1)x(n+1) kordaja tdpsuseni maaratud regulaarne maatriks. Kordaja tipsu-
seni médratust voib lithemalt iiles kirjutada kuulumisena faktorrithma (maatriksite
korrutamise suhtes)

AC € GL(n+ 1, K)/H,

kus H = {AE,11: A € K\ {0}}, kus E,;; on (n+ 1) x (n + 1) ithikmaatriks.
Siimbol / tahistab siin faktorriihma votmist (ekvivalentsusseoseks on C; ~ Co
parajasti juhul, kui ¢} = ACy mingi A # 0 korral; ekvivalentsiklasside vaheline
tehe defineeritakse esindajaviisi [C4] - [Cy] = [C1CY)).

7



4.

Saab néidata, et
)\En 1
o {E; E} == {Ew; E};
. AC . AC1
o kui {Ey; E} ——={Fj; F}, siis {Fy; F} —{Ey; E};

o kui {Ey; B} 2B {Fy; F}jakui {Fy; F} 23{G; G}, siis kui {Ey; B} 25 {G; G-

Praktikas lisatakse ménikord projektiivsetele koordinaatidele kitsendus, et z° +

' +.. .+ 2" = 1. Sedasi on punkti koordinaadid kiill iiheselt m#dratud, aga sellise

kitsendusega koiki punkte ,normeerida“ ei saa — nimelt ei saa nii teha punktidega,
mille korral z° + 2! 4+ ... + 2" = 0. Osutub, et ruumis A, on sellisteks punktideks
parajasti ebapunktid.

Toome jargnevas kaks praktikas kasutatavat ndidet projektiivsete koordinaatide
kohta.

Bariitsentrilised koordinaadid. Vaatleme eelmise alapeatiiki naidet 4. Fik-
seerime tasandil A, lisaks kolm erinevat punkti Fy, E7, Fy, mis ei asu iihel sirgel.
Need punktid moodustavad (mittekidunud) kolmnurga. Olgu E selle kolmnurga
mediaanide loikepunkt.

Kuna koigile neile neljale punktile vastavad sirged (ja seega ka sihivektorite sihid)
on erinevad ning iikski kolm punkti ei asu iihel sirgel (st. iikski sirgekolmik ei
asu samal tasandil — ehk iikski esindajavektorite kolmik pole komplanaarne ehk
lin-soltuv), siis on tegemist iildasendis punktidega.

Projektiivse ruumi A, punktide koordinaate projektiivse reeperi {FEy, Ey, Eo; E}
nimetatakse baritsentrilisteks koordinaatideks.

Bariitsentrilisi koordinaate on kerge iildistada ka projektiivsesse ruumi Asj, seal-

juures iihikpunktiks E sobib tetraeedri raskuskese.

Paneme tahele, et

e punkt asub kolmnurga sisepiirkonnas parajasti siis, kui koik koordinaadid on
rangelt themérgilised;

e punkt asub kiiljel (mitte tipus) parajasti siis, kui tépselt iiks koordinaat on
null;

e punkt on iiks kolmnurga tippudest parajasti siis, kui tapselt kaks koordinaati
on nullid;



e punkt on ebapunkt parajasti siis, kui tema koordinaatide summa on 0.

Kui afiinse ruumi A, sihiruum on eukleidiline ruum, kolmnurga FyF s kiiljepik-
kused on vastavalt a = |E1 Ey|, b = |EqFy| ja ¢ = |EgE1| ning nurgad on o« = £ FEj,
B =ZFE jay = ZF,, saab kolmnurgas olulised punktid anda jargmiselt:

e mediaanide 16ikepunkt ongi ithikpunkt E(1:1: 1);

e nurgapoolitajate 16ikepunkt I(a : b : ¢);

e korguste 16ikepunkt H(tana : tan 5 : tan+y);

o keskristsirgete 1oikepunkt O(sin 2« : sin 2 : sin 2).

Parast lineaari moiste ja tema koordinaatidega tutvumist saab teha jargmised
(duaalsed) téhelepanekud ka sirge vorrandi kohta:

e sirge asub kolmnurgast viljaspool parajasti siis, kui koik koordinaadid on
rangelt lihemérgilised;

e sirge ldbib tippu (aga pole kiilg) parajasti siis, kui tapselt iiks koordinaat on
null;

e sirge on iiks kolmnurga kiiljesirgetest parajasti siis, kui tipselt kaks koordi-
naati on nullid;

e sirge on ebasirge parajasti siis, kui tema koordinaadid on vordsed.

e sirge labib iihikpunkti parajasti siis, kui koordinaatide summa on 0.
Téahelepaneliku lugeja jaoks on tekkinud teatav duaalne vastavus

e chapunkt <> iihikpunkti labiv sirge;

e iihikpunkt <+ ebasirge;

e kolmnurga tipp <> vastaskiilje sirge;

e kiiljel asuv punkt <> vastastippu labiv sirge;

e sisepiirkonna punkt <> kolmnurka mitteldbiv sirge.

Taoline duaalsus pole sugugi juhuslik; teatavat aimu selle kohta saab jargmises
alapeatiikis. Pohjalikuks teooriaarenduseks pole siinkohal piisavalt mahti.
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Trilineaarsed koordinaadid. Koik korraldatakse samal viisil nagu bariitsent-
riliste koordinaatide juures, selle vahega, et iihikpunktiks F valitakse nurgapooli-
tajate 1oikepunkt /. Koik ,projektiivse iseloomuga“ (st. suhetega tegelevad) tiahe-
lepanekud punktide ja sirgete kohta kehtivad samuti nagu bariitsentriliste koor-
dinaatide juhul. Kolmnurgas tédhtsad punktid antakse siinkohal jargmiste koordi-
naatidega:

1 1 1
mediaanide loikepunkt M ( );

sina ~sinf " sinvy

e nurgapoolitajate 1oikepunkt 7(1:1:1);

1 1 1
korguste loikepunkt H < : );

cosa  cosf3  cosvy

keskristsirgete 16ikepunkt O(cosa : cos 5 : cos7y).

Projektiivse ruumi hiipertasand ehk lineaar

Olgu antud projektiivne ruum P, ning vastav kujutus 7: V, ; — P,.

Definitsioon 10. Projektiivse ruumi P, alamruumi, mille moode on iihe vorra
viaiksem kui tema enda moode, nimetatakse hipertasandiks ehk lineaariks.

Niiteks projektiivse ruumi A, lineaarideks on 1-méétmelised alamruumid ehk pro-
jektiivsed sirged.

Lineaar méaératakse vektorruumi V,,.; mingi n-mootmelise alamruumi M,, kau-
du. Alamruum on antud, kui on teada tema suvalised n lineaarselt soltumatut
moodustajat. Seega on lineaar antud, kui on teada suvalised n projektiivselt sol-
tumatut punkti. Muuseas tuleb projektiivse sirge madramiseks ette anda temalt
kaks projektiivselt soltumatut punkti ehk kaks erinevat punkti.

Saab néidata, et projektiivse ruumi P,, koik lineaarid on parajasti hulgad kujul

[ag:ar:...ia,) :={(" 2" ... 2") € Pp: apz’ + a1z’ + ... + a,2" = 0},
kus kordajad ag, aq, ..., a, on mairatud konstandiga korrutamise tipsuseni.
Definitsioon 11. Kui punkt A(a’ : @' :...:a") ja lineaar Ulug : uy : ... : u,] on
seoses

upa’ + upat + ...+ una® =0,

siis Oeldakse, et punkt ja lineaar on intsidentsed.
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Moiste .intsidentsed“ voimaldab asendada sonad ,asetseb®,  kuulub®, ,sisaldab®,
Labib“ jne. Niisiis edaspidi iitleme ruumis A, ,,punkt asub sirgel“ asemel punkt ja
sirge on intsidentsed.

Pohjus, miks punkti koordinaatidele on indeksid kombeks panna iiles, lineaari koor-
dinaatidele aga alla, peitub Finsteini summeerimiskokkuleppes. Kokkuleppe sisuks
on: kui iiks ja sama indeks on iiksliikme iihes teguris paigutatud alla, teises aga
iiles, tuleb sellist iiksliiget moista kui iiksliikmete summat, kus indeks saab koik
lubatavad vadrtused. Naiteks

ukak

tahendab (eeldusel, et antud kirjatiikis jargitakse Einsteini summeerimiskokkule-

pet) avaldist
Z UL ak .
k=0

Niisiis saab punkti A(a”:a':...:a") ja lineaari Ulug : uy : ... : u,] intsidentsuse
panna kirja kui
ura® = 0.

Teoreem 7. Projektitvse ruumi m: V;H-l — P, lineaaride hulk 11, on samuti
projektitune ruum 7: V,_ — IL,. Seejuures dimII, = dim P,.

Teoreemi toestuse sisuks on bijektsiooni f: P, — II,, konstrueerimine. See tehakse
jargmiselt. Suvalisel punktil A € P, tekivad koordinaadid (a° : a* : ... : a™).
Tahistame

f(A) =[a’:a":...:a"].

Saab kontrollida, et kujutus f on korrektselt defineeritud: kui punkti koordinaadid
korrutada konstandiga, korrutub ka vorrand konstandiga ja saadakse lineaarina
sama hulk. Osutub ka, et f on bijektsioon.

Kujutus 7: V,,; — II,, defineeritakse seosega ™ = f o .

Taolist loomulikku bijektsiooni ,punkt <+ lineaar ei saa korraldada afiinses ega
eukleidilises geomeetrias. Néiteks ruumis Ay on punkti médramiseks tarvis kaht
koordinaati, sirge médramiseks aga kolme parameetrit. Sealjuures sirgete puhul
tuleb parameetritele seada ka kitsendusi (nditeks normaalvorrandi kordajatena ei
tohi normaalvektor olla nullvektor), aga punktide koordinaatidele pole mingeid kit-
sendusi. Seevastu projektiivses ruumis A, antakse nii punkt kui sirge (ehk lineaar)
kolme projektiivse koordinaadiga, millele molemale on siimmeetriliselt kitsendus:
koordinaadid ei tohi olla korraga nullid.

Samasugused probleemid tekivad ruumis 43 punktide ja tasandite (ning ka sir-
gete) vastavusse seadmisel. Ruumis A3 on iga punkt antav kolme koordinaadi,
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tasand antav nelja, sirge aga kuue parameetriga (sealjuures esinevad ebasiimmeet-
rilised kitsendused). Seevastu projektiivses ruumis Az (see on saadav ruumi A,
konstruktsiooni loomuliku iildistusena, lisades ruumile A3 ebapunktid, ebasirged
ning ebatasandi, millel asuvad koik ebasirged ja ebapunktid) on nii punkt kui
tasand (ehk lineaar) antav nelja projektiivse koordinaadiga, millele molemale on
siimmeetriliselt kitsendus: koordinaadid ei tohi olla korraga nullid.

Mirgime, et lisaks tilaltoodud punkti-lineaari vastavusel on projektiivses ruumis
tootamisel muidki paremusi. Uurides kvadrikuid projektiivses ruumis Ay (vt. nédide

2 2
4) selgub, et afiinses ruumis A, nii iga ellipsi (kanooniline vorrand — + —2 = 1),
ay a3

parabooli (kanooniline vorrand x5 = 2pz;) kui ka hiiperbooli (kanooniline vorrand
2 2

x x _

—; — —g = 1) jaoks, vaadelduna projektiivses ruumis As, saab anda nn. kanoo-

ay a3

nilise (tdpsemalt, autopolaarse) projektiivse reeperi, milles kvadriku vorrandiks

(nn. normaalvérrandiks) on (x')? + (2%)? — (2*)® = 0. (Projektiivses geomeetrias

nimetatakse sellise vorrandiga kvadrikut ovaalkvadrikuks.)

Sealjuuﬁs ruumi ellipsid A, on parajasti ovaalkvadrikud, millel pole iihiseid punkte
ruumi A, ebasirgega. Paraboolid on parajasti ovaalkvadrikud, mis puutuvad eba-
sirget. Hiiperboolid on parajasti ovaalkvadrikud, millel on ebasirgega kaks iihist
punkti.

Analoogilised kvadrikutiiiipide ,iihitumised” leiavad aset ka projektiivses ruumis
As, kui ta on moodustatud lihtudes afiinsest ruumist Ajs néite 4 konstruktsiooni
analoogi kasutades (st. lisades ruumile ebapunktid, mis kokku moodustavad eba-
tasandi). Nii tekivad ruumis A3 niliteks jirgmised kvadrikud (loetelu pole tiielik,
korvale on jéetud tasandite paarid ja imaginaarset tiitipi kvadrikud):

e ovaalkvadrik (z%)* + (2%)? + (2#*)® — (2*)* = 0 — afiinses ruumis reaalne
ellipsoid, elliptiline paraboloid, kahekattene hiiperboloid;

e rongaskvadrik (z')* 4 (22)? — (2%)® — (2*)* = 0 - afiinses ruumis iihekattene
hiiperboloid, hiiperboolne paraboloid;

e kooniline kvadrik (z')* + (2*)? — (2°)*® = 0 — afiinses ruumis reaalne koonus,
elliptiline silinder, paraboolne silinder ja hiiperboolne silinder.

Niisiis, ,Jopmata kaugete punktide” késitlemine samavdérselt ruumi teiste punk-
tidega voimaldab mitmeid hulki ja nendega seotud tulemusi uurida iihekorraga
viisil, mis afiinses geomeetrias on voimatu.
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Projektiivse ruumi sidumid. Duaalsusprintsiip

Definitsioon 12. Projektiivse ruumi P,, m-mootmelise alamruumi P, poolt maa-
ratud lineaaride hulka

f(Pm) =1f(A): A€ Pp} 1L,
nimetatakse lineaaride m-sidumiks.
Lineaaride m-sidumisse f(P,,) kuuluvate lineaaride iihiste punktide hulka
T(Pn):= ) f(4)
AEPm

nimetatakse m-sidumi f(P,,) tuumaks T(P,).

Saab niidata, et kui alamruum P,, anda m + 1 projektiivselt soltumatu punkti

Ao(ad cal:...:af), Ai(al:ai:...:a}), .., An(ad :al ;... :a") kaudu, siis

T(Pn) = {(xo:xl s Za%xk:O, Za}g:ck:(], e Zaquk:()}.
k=0 k=0 k=0

See omakorda néitab, et m-sidumi tuum 7'(P,,) on (n —m — 1)-mootmeline alam-
ruum projektiivses ruumis P,,.

Teoreem 8 (Duaalsusprintsiip). Olgu P, ja Ps projektiivse ruumi P, alamruumid.
Kehtib implikatsioon

P-CPs = T(Ps) CT(Pr)

Toestus. Anname P, ja P,, kus P, C P,, projektiivselt soltumatute punktide
/40,/41,...,147,...,/48 abiL kus

Ao(Aak), Ar(Aab), .. A(Adb), .., A (Aab).

1.

Siis tuumade muutuv punkt X (2° : z : 2") rahuldab vastavalt vorrandistis-

teeme

n

T(Ps) zn:algxk =0,..., Zafzk =0,..., zn:afjmk =0
k=0 k=0 k=0

ning
n

T(P) Zalgmk:Q e Zaka:().
k=0 k=0

Kuna esimese siisteemi iga lahend on teise siisteemi lahend (esimeses siisteemis on
koik teise siisteemi vorrandid ja voib-olla moned veel), siis T'(P,,) C T(P)). O
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Duaalsusprintsiibi rakendamise niiteid. Valime kaks erinevat punkti A ja
B projektiivses ruumis P,. Nagu lineaari defineerimisel arutlesime, siis punktid A
ja B on intsidentsed tapselt iihe projektiivse sirgega Pi.

Duaalsusprintsiip iitleb, et kuna P; on projektiivne sirge, mille korral A € P; ja
B € Py, siis T(Py) € T(A) ja T(P1) € T(B). Niisiis T(P1) € T(A) NT(B). Kuna
Py on ainus selline sirge, et A € Py ja B € Py, siis T(P;) on iihisosa ainus element.
Kuna T'(A) on projektiivse sirge iildkuju, siis saime, et kaks erinevat projektiivset
sirget on intsidentsed tapselt ihe punktiga.

Duaalsusprintsiip lubab vahetada sonad ,lineaar” (ruumis P, ,sirge”, ruumis Ps
3 37 J

wtasand®) ja ,punkt” viidetes, mis on kirja pandud intsidentsuse terminites.

Niiteks ruumis P, saab kirja panna jargmised duaalsete viidete paarid.

Iga kaks erinevat punkti on intsidentsed
tépselt lihe sirgega.

Punktidega A(a' : a*: a*) ja

B(b' : b* : b*) intsidentse sirge vor-

b 2?28
rand on | a' @®> & | =0.
vtov:

(Pappos-Pascal) Kuus antud punkti
kuuluvad tasandi P, regulaarsele voi
kaheks loikuvaks sirgeks laguvale kvad-
rikule parajasti siis, kui nende punkti-
dega méadratud lihtsa kuustipu vastas-
kiilgede loikepunktid asetsevad iihel sir-
gel.

Iga kaks erinevat sirget on intsidentsed
tapselt ihe punktiga.
Sirgetega S[s1 : s2: s3] ja Tty : ta : t3]
intsidentse punkti vorrand on

Uy Uz U3

S1 S2 83

tl t2 tg
(Brianchon) Kuus antud sirget, millest
iikski kolm ei ole iihes kimbus, on ta-
sandi P, regulaarse kvadriku puutuja-
teks parajasti siis, kui nende sirgetega
méadratud lihtsa kuuskiilje vastastippe
iithendavad sirged loikuvad iihes punk-
tis.

=0.

Ruumis P; saab kirja panna néiteks jirgmised duaalsete viidete paarid.

Iga kaks erinevat punkti on intsidentsed
tapselt iihe sirgega.

Iga kolm punkti, mis ei ole intsidentsed
iihe sirgega, on intsidentsed tapselt iihe
tasandiga.
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Iga kaks erinevat tasandit on intsident-
sed tépselt iihe sirgega.

Iga kolm tasandit, mis ei ole intsident-
sed iihe sirgega, on intsidentsed tapselt
iihe punktiga.



