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FEessona

Ulikoolis dpetatava algebra voib suures plaanis jagada kaheks: lineaaralgebra ja abstrakt-
ne algebra. Esimene neist on viga paljude teiste ainete “alustalaks” funktsionaalanaliiiis,
algebraline arvuteooria, diferentsiaal- ja integraalvorrandite lahendamine, matemaatiline
statistika, arvutigraafika jpt. Kéesolevas kursuses késitletakse abstraktset ehk tildalgeb-
rat, mis uurib niinimetatud algebralisi struktuure. Erinevate konkreetsete struktuuride
uurimine hélmab endas tervet rida omaette matemaatilisi uurimisvaldkondi (rithmateoo-
ria, ringiteooria, poolriihmateooria, universaalalgebra jt.) ja on samas aluseks teistele nii
teoreetilistele kui praktilistele uurimisvaldkondadele. Kursuse peamine eesmérk on tutvus-
tada erinevaid algebra osasid sedavord, et edaspidi vastavat teooriat voi selle rakendusi
kohates oleks voimalik neis vihemalt minimaalselt orienteeruda. Lisaks sellele soovime
igas peatiikis anda ka véhemalt iihe mittetriviaalse (ja enamasti klassikalise) teoreemi
toestuse.

Kursuse jooksul eeldame, et iiliopilane on tuttav pohiliste moistete ja tulemustega
hulgateooriast (tehted hulkadega, kujutused, ekvivalentsiseosed), lineaaralgebrast (maat-
riksid, vektorruumid ja lineaarteisendused) ja abstraktsest algebrast (rithmad, ringid, po-
liinoomid).

Loengukonspekt tugineb peamiselt raamatutele 2] ja [1]. Lause toestus on périt,
Hendrik Vijalt. Soovin tdnada ka Simmo Saani, kes leidis konspektist mitmeid vigu.



FEessona



Peatukk 1

Vektorruum

Algebraline struktuur on hulk, millel on defineeritud mingid tehted, mis rahuldavad tea-
tud tingimusi. Algebraliste struktuuridega kédivad kaasas sellised moisted nagu alamstruk-
tuur, homomorfism, isomorfism, faktorstruktuur. Selles peatiikis vaatleme esialgu koiki
neid moisteid iildisest vaatepunktist ja siis uurime, mida need tdhendavad konkreetsel ju-
hul vektorruumide jaoks. Loodetavasti on lugeja vektorruumi moistega kokku puutunud
mones varasemas kursuses.

1.1 Algebraline tehe

Definitsioon 1.1 Olgu n mittenegatiivne tdisarv. n-kohaline (ehk n-aarne) algebra-
line tehe hulgal A on kujutus hulgast A™ hulka A.

Markus 1.2 Rohutame seda, et meie “algebralise tehte” definitsioonis kuulub tehte tulemus
samuti hulka A. Pohimotteliselt voib vaadelda ka tehteid A™ — B, kus B # A. Néiteks kolme-
mootmelise ruumi vabavektorite liitmine on kahekohaline algebraline tehe Eg x E3 — Eg, aga
skalaarkorrutamine E3 x [E5 — R, ei ole meie definitsiooni pohjal algebraline tehe.

Niisiis n-kohaline tehe hulgal A seab A elementide jarjestatud jadale (ay,...,a,) vas-
tavusse hulga A elemendi.

Koige levinumad on kahekohalised algebralised tehted. Kahekohalisest tehtest raski-
des kirjutatakse tehtemérk harilikult hulga elementide vahele. Seega kahekohalise tehte
x: A x A — A korral kirjutatakse *((a, b)) asemel harilikult a x b ja voib Gelda, et tehe
seab paarile (a,b) vastavusse hulga A elemendi a * b. Uhekohalised algebralised tehted on
kujutused A — A. Nullkohalised algebralised tehted on kujutused A° — A. Kuna A° on
hulk, milles on iiks element, siis kujutuse A — A defineerimine tihendab sisuliselt iihe
konkreetse elemendi viiljavalimist (fikseerimist) hulgast A. Kui w: A° — A on nullkoha-
line tehe, siis selle tehte poolt véljavalitud hulga A elementi tdhistame stimboliga 0, voi
04 (kui tahame rohutada, et see element kuulub hulka A).

Selleks, et ragkida algebralistest struktuuridest iildiselt, on kasulik teha vahet tehetel
kui konkreetsetel kujutustel A™ — A ja tehtemérkidel kui siimbolitel. Selleks kasutatakse
tiitibi moistet. Tiiilipi moistame kui tehtemérkide hulka.
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8 PEATUKK 1. VEKTORRUUM

Definitsioon 1.3 Hulka €2 koos tiikeldusega

Q= El Q,
n=0

alamhulkade ,, (mis voivad olla ka tiihjad) l6ikumatuks {ihendiks nimetame tiitibiks
ehk signatuuriks. Iga w € €2, korral loeme, et tehtemérgi w aarsus on n.

Definitsioon 1.4 Olgu € tiilip ja A hulk. Kui iga arvu n € NU {0} korral vastab igale
tehtemirgile w € €, iiks konkreetne n-kohaline algebraline tehe w?: A™ — A, siis iitleme,
et paar (A, {w? | w € Q}) on Q-algebra.

Niide 1.5 Olgu meil fikseeritud signatuur Q = Qy = {+,-} koos kahe kahekohalise
tehtemérgiga (siin Q,, = () iga n € NU{0}, n # 2 korral). Siis voime hulka Z vaadelda -
algebrana téisarvude hariliku liitmise ja korrutamise suhtes. Aga voime ka néiteks hulka
N vaadelda -algebrana, kus tehtemérgile + vastab maksimumi votmise tehe max ja
tehtemargile - vastab miinimumi votmise tehe min.

Algebras huvitavad meid harilikult mitte suvalised tehted, vaid sellised, millel on min-
geid héid omadusi (assotsiatiivsus, kommutatiivsus, distributiivsus jne.). Algebralise
struktuuri all peetakse harilikult silmas (2-algebrat, mille tehted rahuldavad teatud tin-
gimusi (monikord kutsutakse neid aksioomideks).

Uheks oluliseks algebraliseks struktuuriks, millega lugeja on kindlasti juba kokku puu-
tunud, on vektorruumid. Tuletame meelde, kuidas harilikult defineeritakse vektorruum
tile korpuse K. (Selles kursuses eeldame, et korpuse korrutamine on kommutatiivne.)

Definitsioon 1.6 Hulka V nimetatakse vektorruumiks ehk lineaarseks ruumiks iile
korpuse K, kui on defineeritud kujutused

VxV =V (ab)—a+b,
KxV =V, (ka)w— ka

nii, et
VRI1. (a+b)+c=a+ (b+c)igaa,b,ceV korral;
VR2. leidub element 0 € V nii, et iga a € V korral a + 0 =a =0+ a;
VR3. iga elemendi a € V korral leidub element —a € V nii, et a + (—a) = 0 = (—a) + a;
VR4. a+b=0b+aiga a,b €V korral;
VRS5. k(a+b) =ka+kbigaa,beV jak e K korral;
VR6. (k+1)a=ka+laigaa€V jak,l € K korral;
VRT7. (kl)a = k(la) igaa € V ja k,l € K korral;
VRS8. la =aiga a € V korral.
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Vektorruumi V' elemente on tavaks nimetada vektoriteks ja korpuse K elemente
skalaarideks. Elementi a + b € V nimetatakse vektorite a ja b summaks ning elementi
ka € V skalaari k ja vektori a korrutiseks. Elementi 0 € V' tingimuses VR2 nimetatakse
nullvektoriks ja elementi —a € V' tingimuses VR3 nimetatakse vektori a vastandvek-
toriks.

On selge, et vektorruumis on olemas iiks kahekohaline algebraline tehe — liitmine.
Aga varjatumalt on selles struktuuris veel rida teisi tehteid. Niisiis vektorruumi tehted on
jargmised:

kahekohaline tehe liitmine, (a,b) — a + b,

nullkohaline tehe, mis fikseerib vektorruumi nullelemendi,

iithekohaline tehe vastandelemendi votmine, a — —a,

iga skalaari k € K jaoks on olemas iihekohaline tehe a +— ka (selle skalaariga
korrutamine).

Seega voime vektorruumi vaadelda (2-algebrana, kus

€9 = {0},
Q= {—( )}U{k | ke K},
Qp = {+},

Q,=0 igan >3 korral.

Nagu naha, mingil algebralisel struktuuril voib pohimotteliselt olla lopmata palju teh-
teid. Nii on see néaiteks vektorruumi korral iile lopmatu korpuse.

Lisaks definitsioonis sisalduvatele tehetele (neid kutsutakse algebralise struktuuri pohi-
teheteks) voib algebralisel struktuuril defineerida veel uusi tehteid (nn. tuletatud tehteid).
Niiteks vektorruumi puhul on kasulik lisaks pohitehetele vaadelda veel kahekohalist la-
hutamistehet, mis defineeritakse pohitehete abil jargmiselt:

a—b=a+ (-b).

Definitsiooni kasutades on lihtne naidata, et vektorruumis kehtib veel terve rida omadusi,
mis aitavad arvutusi holbustada. Selles kursuses loeme, et N = {1,2,3,...}.

Lause 1.7 Olgu V' vektorruum le korpuse K.
1. k(a1 +...+a,) =kay+ ...+ ka, igan €N, k € K jaay,...,a, €V korral.
(k1+...+kpa=ka+...+kpaigan €N, ky,.... k, € K jaa €V korral.

lga a,b,c € V korral, kut a +b = ¢, siisa = c —b.

O0a = 0 iga a € V korral. (Selle vorduse vasakul poolel olev O téihistab korpuse K
nullelementi ja paremal poolel olev 0 vektorruumi V' nullelementsi.)

5. k0 =0 iga k € K korral. (Selles vorduses on molemad 0-d V' elemendid.)
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6. (—1)a = —aigaa €V korral. (Siin —1 on korpuse K thikelemendi vastandelement.)
7. (=k)a = k(—a) = —(ka) iga k € K ja a € V korral.

8. k(a—0b)=ka—kbigak € K jaa,beV korral.

9. (k—Da=ka—laigak,leK joaaecV korral.

Mairkus 1.8 Kuigi enamasti uuritakse algebras struktuure, mille aarsus on 0, 1 voi 2, on olemas
siiski ka loomulikke néiteid struktuuridest, millel leidub suurema aarsusega tehteid.
Vaatleme vektorruumil Mat,, ,,(R) (iile korpuse R) kolmekohalist algebralist tehet

Matyy, 1 (R) X Mat,, n(R) X Maty, »(R) = Mat,, »(R), (A, B,C)~ ABTC'.

Selline algebraline struktuur on erijuhuks struktuuridest, mida kutsutakse Hestenesi algebra-
teks. Kolmekohalist algebralist tehet omavad ka Lie kolmiksiisteemid (Lie triple system), mida
kasutatakse diferentsiaalgeomeetrias.

Hulgateooriast teame, et on voimalik vaadelda alamhulki, faktorhulki ja kujutusi hul-
kade vahel. Pohimotteliselt voib hulgast moelda kui algebralisest struktuurist, kus on
defineeritud null algebralist tehet. Uldisemalt voib mistahes algebraliste struktuuride pu-
hul radkida alamstruktuuridest, faktorstruktuuridest ja homomorfismidest. Jérgnevates
paragrahvides uurimegi neid moisteid.

1.2 Alamstruktuurid

Definitsioon 1.9 Q-algebra A alamhulka A’ nimetatakse alamalgebraks, kui A’ on
kinnine koigi tehete w?,w € Q suhtes. See tihendab, et

1. w4 (ay,ay,...,a,) € A'igan € N, igaw € Q, ja mistahes elementide a1, as, . .., a, €
A’ korral,

2. 04 € A iga w € Q korral.
Vektorruumide alamalgebraid kutsutakse alamruumideks.

Lause 1.10 Vektorruum: V' mittetihi alamhulk V' on alamruum parajasti siis, kui

AR1 iga a,b € V' korral a+b e V' (s.t. V' on kinnine liitmise suhtes);

AR2 iga a € V' ja k € K korral ka € V' (s.t. V' on kinnine skalaariga korrutamiste
suhtes).

TOESTUS. TARVILIKKUS. See on ilmne.
Piisavus. Eeldame, et kehtivad AR1 ja AR2. Vastavalt definitsioonile [1.9] peame veel
nditama, et V' sisaldab vektorruumi V' nullelementi ja on kinnine vastandelemendi votmise
suhtes.

Kuna V’ on mittetiihi, siis leidub mingi a € V’. Tingimuse AR2 ja lause [1.7(4) tottu
0=0a € V'. Kuia € V, siis lause[L.7] pohjal voib delda, et (—1)a = —a. Kuna AR2 tottu
(—1)a € V', siis ka —a € V’. Seega on V"’ koigi tehete suhtes kinnine. a
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Lause 1.11 Vektorruum: V' iga alamruum on ise ka vektorruum tehete suhtes, mis on
defineeritud samamoodi nagu vektorruumi V tehted.

TOEsTUS. Olgu V' vektorruumi V' alamruum. Alamruumi definitsioon iitleb seda, et
defineerides tehted hulgal V' samamoodi nagu nad on defineeritud hulgal V' saame al-
gebralised tehted hulgal V’. Kuna tingimused VR1-VRS8 on taidetud koigi V' elementide
jaoks, siis on nad rahuldatud ka V' elementide jaoks. Seega on V' vektorruum. a

Harjutused 1.12 Kui on soovi moisteid harjutada, voib l1dbi moelda jargmised vaited.

1. Iga Q-algebra A alamalgebrate iihisosa on alamalgebra. Kui 2 sisaldab ainult unaarseid
(ehk 1-aarseid) tehteméirke, on A alamalgebrate thend samuti alamalgebra.

2. Suvalise Q-algebra A koikide alamalgebrate iihisosa on algebra A viikseim alamalgebra.
Mis on maksimaalne arv elemente, mis vihimas alamalgebras voib sisalduda? (Vastus sol-
tub signatuurist €2.)

1.3 Homomorfismid

Definitsioon 1.13 Olgu A ja B Q-algebrad. Kujutust f: A — B nimetatakse homo-
morfismiks, kui f séilitab koik nendel struktuuridel defineeritud tehted. See tdhendab,
et

L flwt(ar,as,...,a)) = wB(f(ar), flaz),..., f(ay)) iga n € N, iga w € 2, ja mista-
hes elementide ay, as,...,a, € A Kkorral,

2. f(02) =08 iga w € Qp korral.
Kahekohalise tehte * korral votab tingimus 1 eelmises definitsioonis kuju
flar*az) = fa1) = f(az).

Uhekohalise tehte w séilitamine tdhendab seda, et

iga a € A korral.

Definitsioon 1.14 Homomorfismi A — A, Q-algebrast A iseendasse, nimetatakse €2-
algebra A endomorfismiks.

Koigi homomorfismide A — B hulka -algebrast A ()-algebrasse B téahistatakse
stimboliga Hom(A, B). Q-algebra A koigi endomorfismide hulka téhistatakse siimboliga
End(A).

Lause 1.15 Olgu V' ja U wvektorruumid ile korpuse K. Kujutus f:V — U on vektor-
ruumide homomorfism parajasti sis, kui
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LK1. f(a+b) = f(a)+ f(b) iga a,b € V korral (s.t. [ sdilitab liitmist);
LK2. f(ka) =kf(a) igaa €V jak € K korral (s.t. [ sdilitab skalaaridega korrutamisi).

TOESTUS. TARVILIKKUS. See on ilmne.
Piisavus. Kehtigu LK1 ja LK2. Peame néitama, et f siilitab nullelemendi ja vastande-
lemendi votmise.

Tingimuse LK1 pohjal f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0). Liites selle vorduse molemale
poolele — f(0) saame vorduse 0 = f(0).

Tingimuse LK2 tottu f(—a) = f((—1)a) = (=1)f(a) = —f(a) iga a € V korral. O

Definitsioon 1.16 Vektorruumide homomorfisme nimetatakse lineaarkujutusteks ja
vektorruumide endomorfisme nimetatakse lineaarteisendusteks.

Meenutame niitid hulgateooriast kujutise moistet.

Definitsioon 1.17 Kui f: A — B on kujutus hulgast A hulka B, siis f kujutiseks
nimetatakse hulka

Im f={beB|(3BacA) fla) =b} ={f(a) |]a€ A} C B.

Lause 1.18 Kui f: A — B on Q-algebrate homomorfism, siis Im f on Q-algebra B
alamalgebra.

TOESTUS. Kontrollime alamstruktuuri definitsiooni tingimusi.
1. Olgun € N, w € Q, jaby,...,b, € Im f. Siis leiduvad elemendid a,...,a, nii, et

fla;) =b;igai e {1,...,n} korral. Kuna f on homomorfism, siis
WB(by, ... by) = WP (f(ar), ..., flan)) = f(way,...,a)),
kust nieme, et w?(by,...,b,) € Im f.
2. Kui w € Qo, siis 05 = f (02) ja seega 05 € Im f. 0

Kui f: A— B jag: B — C on kujutused, siis on voimalik vaadelda nende kujutuste
korrutist gf: A — C' (monikord kirjutatakse g o f: A — ('), mis defineeritakse nende
kujutuste jarjestrakendamise abil: kui a € A, siis

(9./)(a) = g(f(a)).
Lause 1.19 Q-algebrate homomorfismide korrutis on Q-algebrate homomorfism.

TOEsTUS. Olgu A, B ja C' Q-algebrad ning olgu f: A — Bja ¢g: B — C homomorfismid.
Néitame, et gf: A — C' on homomorfism.
1.Olguw € Q, (neN)jaay,...,a, € A. Siis
(9N (w(ar, ... an) = g(f(@ar, .., an))) = 9w (f(ar),. .., f(an)))
— W g(f (@), - g(F(an)) = C () @) - () (@)

2. Kui w € Q, siis
(9.0)(05) = g(£(05)) = g(07) = 07 .
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Lause 1.20 Q-algebra A endomorfismide hulk End(A) on monoid kujutuste korrutamise
suhtes.

TOESTUS. Lause tottu on kujutuste korrutamine algebraline tehe hulgal End(A).
Hulgateooriast on teada, et see tehe on alati assotsiatiivne, ja samasusteisendus 1, on
ilmselt homomorfism, kusjuures 14f = f = f1,4 iga f € End(A) korral. O

Harjutused 1.21 Kui on soovi moisteid harjutada, voib ldbi moelda jargmised vaited.

1. Kui f: A — A on Q-algebra A endomorfism mis rahuldab tingimust f o f = f, siis Im f
koosneb parajasti nendest elementidest, mille f paigale jatab (s.t. need elemendid a € A,
mille korral f(a) = a).

2. Olgu A selline Q-algebra, et koik funktsioonid A — A on homomorfismid. Mida saame
Oelda algebra A kohta?

1.4 Isomorfismid

Definitsioon 1.22 Bijektiivseid 2-algebrate homomorfisme nimetatakse isomorfismi-
deks. Q-algebraid A ja B nimetatakse isomorfseteks, kui leidub isomorfism f: A — B.
Sellisel juhul kirjutatakse A = B.

Definitsioon 1.23 Isomorfismi 2-algebrast iseendasse nimetatakse automorfismiks.
-algebra A kdigi automorfismide hulka tdhistatakse siimboliga Aut(A).

Néiide 1.24 Vektorruumid Maty(R) ja R* (iile korpuse R) on isomorfsed. Isomorfismiks
sobib niiteks kujutus f: Maty(R) — R?*, mis on defineeritud vordusega

f<(ac 2)) = (a,b, ¢, d).

Isomorfsetel €2-algebratel on samasugused algebralised omadused. Naiteks kui A ja
B on isomorfsed (2-algebrad, millel on {iks kahekohaline tehe ja algebral A on see tehe
kommutatiivne, siis ka algebral B on see tehe kommutatiivne. Voi kui A ja B on isomorf-
sed ()-algebrad ja algebral A on kolmteist alamalgebrat, siis ka algebral B on kolmteist
alamalgebrat.

Kuna algebralises mottes ei ole isomorfsetel (2-algebratel olulist vahet (vahe seisneb
ainult selles, kuidas me elemente ja tehteid téhistame, aga mitte selles, kuidas me tehteid
teeme), siis algebras tihti isomorfsed 2-algebrad samastatakse.

Toestame moned lihtsamad isomorfismide omadused.

Lause 1.25 Isomorfismide korrutis on isomorfism.

TOESTUS. Hulgateooriast teame, et bijektiivsete kujutuste korrutis on bijektiivne. Lau-
se [[.19 pohjal on ka homomorfismide korrutis homomorfism. O

Hulgateooriast teame, et iga bijektiivse kujutuse f: A — B jaoks leidub péordkujutus
f~': B — A nii, et
ffh=1p ja f'f=1a
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Lause 1.26 Isomorfismi poordkujutus on isomorfism.

TOErsTUS. Olgu f: A — B Q-algebrate isomorfism. Kuna f on bijektiivne, siis tal leidub
poordkujutus f~1: B — A, kusjuures see poordkujutus defineeritakse iga b € B korral
vordusega

() = a,
kus a € A on selline element, et f(a) = b (see a leidub ténu kujutuse f siirjektiivsusele).
Hulgateooriast teame, et kujutus f~! on bijektiivne. Seega jaib veel niidata, et f~! on
kooskélas tehetega (s.t. homomorfism).
1. Olgu w € Q, (n € N) ja by,...,b, € B. Téanu f siirjektiivsusele leiduvad elemendid
a,...,a, € Anii, et f(a;) =b;igai € {1,...,n} korral. Siis

FHOP b)) = FHOP (flar), - flan) = [, an)))
= ([T ) ar, ... an) = La(w(ay, ..., ap))
= way,...,a,) = w01, ..., fHDL)).

2. Kui w € Qy, siis

FHOEY = FHF00) = (f 1 H)(05) = 14(05) = 05

Osutub, et isomorfismiseos on refleksiivne, siimmeetriline ja transitiivne.
Lause 1.27 Olgu A, B ja C' Q-algebrad. Siis

1. A= A;

2. kwi A= B, siis B = A;

3. kui A= B ja B=C, sits A= C.

TOEsTUS. 1. Kuna samasusteisendus 14: A — A on isomorfism, siis A = A.

2. Kui A = B, siis leidub isomorfism f: A — B. Téanu lausele [1.26| on ka kujutus
f~': B — A isomorfism ja seega B = A.

3. Olgu A = B ja B = (. Siis leiduvad isomorfismid f: A — B ja g: B — C.
Lause pohjal on ka gf: A — C isomorfism, mis tdhendab, et A = C. O

Algebraliste struktuuride uurimisel on iiheks pohiliseks kiisimuseks: kirjeldada koik
teatud omadustega struktuurid. Sellise kirjeldamise all moeldakse enamasti just kirjelda-
mist isomorfismi tdpsuseni. See tdhendab, et iiritatakse vélja selgitada, millised on ekviva-
lentsiklassid isomorfsusseose jargi ja voimaluse korral leida igast klassist iiks voimalikult
lihtne esindaja. Néiteks voib kiisida: kui palju on (isomorfismi tépsuseni) neljaelemendilisi
rithmi?

Monedest sellist tiitipi kirjeldustest on lugeja toendoliselt juba kuulnud. Néiteks on
teada, et iga n-mootmeline vektorruum iile korpuse K on isomorfne vektorruumiga K"
ja iga loplik Abeli rithm on isomorfne jadgiklassirithmade otsesummaga. Selle kursuse
jooksul anname veel mitmete algebraliste struktuuride klasside kirjeldused isomorfismi
tapsuseni.
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Harjutused 1.28 Kui on soovi moisteid harjutada, voib ldbi moelda jargmised vaited.
1. Koosnegu signatuur €2 = 9 ainult iihest binaarsest tehtestimbolist. Siis Q2-algebrad

e (R,+), ehk reaalarvud koos liitmisega, ning

e ((0,00),-), ehk positiivsed reaalarvud koos korrutamisega
on isomorfsed ning suvalise hulga X korral on Q-algebrad

e (P(X),N), ehk hulga X alamhulkade hulk koos hulkade iihisosa operatsiooniga, ning
e (P(X),U), ehk hulga X alamhulkade hulk koos hulkade ithendi operatsiooniga,

isomorfsed.

2. Kui Q-algebrad A ja B on isomorfsed, on ka nende endomorfismide monoidid isomorfsed.

1.5 Faktorstruktuurid

Kui hulkade faktorhulkade konstrueerimiseks on vaja ekvivalentsiseoseid, siis faktoralgeb-
raid moodustatakse kongruentside jargi.

Definitsioon 1.29 (-algebra A kongruents on selline ekvivalentsiseos p hulgal A, mis
on kooskolas tehetega. See tdhendab, et

ay pby Naspby N...Na,pb, — wA(al,ag, ceeyp) pr(bl,bg, ooy bp)
igan € N, iga w € (), ja mistahes elementide aq, as,...,ay,,by,bs,...,b, € A korral.
Kooskola kahekohalise tehtega x tdhendab seda, et
a;pby Naspby = (aj *az)p(by *by).

Naiide 1.30 Vaatleme poolrithma (N, ) (siin Q = Qy = {-}). Lihtne on veenduda, et seos
p, mis on defineeritud eeskirjaga

apb <= a ja b on paarisarvud,
on kongruents poolrithmal (N; ).

Kuna kongruents on ekvivalentsiseos, siis voib vaadelda ekvivalentsiklasse selle seose
jargi. Tahistame elemendi a ekvivalentsiklassi kongruentsi p jérgi kas @, voi lithemalt @,
kui segaduse tekkimise ohtu ei ole. Teised levinud téhistused on [a], ja a/p. Niisiis

a=1{beAlapb}.
Koigi ekvivalentsiklasside hulka nimetatakse faktorhulgaks seose p jéargi ja tdhistatakse
Alp={a|ac A}.

Tuleb vélja, et vektorruumi kongruentse saab kirjeldada alamruumide abil.
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Lause 1.31 Olgu V vektorruum le korpuse K. Binaarne seos p CV XV on vektorruums
V' kongruents paragjasti siis, kui leidub vektorruumi V' alamruum V' nii, et mistahes a,b €
V' korral

apb <= a—-beV. (1.1)

TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu p vektorruumi V' kongruents. Téahistame nullelemendi
ekvivalentsiklassi stimboliga V’, s.t.

Vi=0={aeV|ap0} CV.

Naitame, et V’/ on vektorruumi V' alamruum.

Kuna refleksiivsuse tottu 0p0, siis 0 € V' ja V' on mittetiihi. Olgu niiid a,b € V.
Siis a p0 ja bp0. Kuna p on kongruents, siis a +bp0+ 0 = 0. Seega a + b € V'. Kui veel
k € K, siis ka pk0 = 0, mis tdhendab, et ka € V'. Kuna V' rahuldab tingimusi AR1 ja
AR2, siis lause pohjal on V'’ alamruum.

Oletame, et apb. Kuna ka —bp — b, siis kasutades p kooskola liitmisega saame, et
a—bpb—b=0. Jarelikult a — b € V’. Vastupidi, kui a —b € V', siis a — bp0. Kuna bpb,
siis saame, et a — b+ bp0+ b, kust apb.

P1isavus. Oletame, et leidub V mingi alamruum V"’ nii, et kehtib . Néitame, et p on
kongruents. Koigepaalt veendume, et p on ekvivalentsiseos.

Kunaa—a =0 € V' igaa € V korral, siis seos p on refleksiivne. Olgu a pb. Siisa—b €
V', aga kuna V' on kinnine vastandelemendi votmise suhtes, siis kab—a = —(a—b) € V.
Seega bpa ning p on siimmeetriline. Transitiivsuse néitamiseks eeldame, et apb ja bpc
ehk a —bb—ce V'. Siiskaa—c= (a—0)+ (b—c) € V' ehk apec. Jarelikult p on
transitiivne ning me oleme ndidanud, et ta on ekvivalentsiseos.

Veendume niitid, et p on kooskolas tehetega. Kui a; pby ja as pbo, siis a; — by, a0 — by €
V’. Kuna V' on kinnine liitmise suhtes, siis

(a1+CL2)—(b1+bg):(Z1—|—0J2—b1—62:(al—b1)+(a2—b2)Evl.

Jarelikult (a; + ag) p (by + bs). Sellega on nédidatud, et p on kooskdlas liitmisega.

Olgu niiiid apb ja k € K. Siis a — b € V' ning samuti ka — kb = k(a — b) € V'. Ténu
seosele voime oelda, et ka p kb. Vottes k = —1 saame, et (—a) p (—b). Seega on p
kooskolas ka koigi iihekohaliste tehetega. a

Olgu p mingi kongruents (2-algebral A. Vaatleme faktorhulka
Alp={a|ae A}

Iga w € , jaoks defineerime ka hulgal A/p n-kohalise tehte w*/? vordusega

CL)A/p(a_l’CL_Q, Ce 7a_n) = WA(a,l,CLQ, . ,an).

Kongruentsi kooskdla tehtega w” iitleb téipselt seda, et see definitsioon on korrektne (s.t. ei
soltu ekvivalentsiklasside esindajate valikust). Iga nullkohalise tehte w korral defineerime

0P .= 04,
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Nii saame faktoralgebra A/p, mis on esialgse algebraga A sama tiilipi.
Vaatleme vektorruumi V' (iile korpuse K) kongruentsi p, mille korral 0 = V. Siis

a={beV]bpat={beV]|b—acV'}

Naitame, et
a=a+ V',

kus a+ V' :={a+wv |v e V'}. Téepoolest, kui b € @, siisb=a+ (b—a) € a+ V"' ja seega
a C a+ V' Vastupidi, kui v € V' siis (a+v) —a =v € V| jarelikult a 4+ v € @ ning seega
a+V' Ca.

Lause [1.31] iitleb muuhulgas, et iga alamruum V” tekitab iihe kongruentsi vektorruumil
V', kusjuures ekvivalentsiklassid selle kongruentsi jargi on hulgad a + V', a € V. Hulka
a + V' nimetatakse korvalklassiks alamruumi V'’ jargi esindajaga a. On selge, et

a+V =b+V <= a=0b < apb <= a—-belV.
Faktorhulka sellise kongruentsi jérgi tahistatakse
VIVi={a+V'|aceV}={a|aecV}.

Vastavalt eespooldeldule defineeritakse faktorhulgal V/V' tehted jargmiselt:

a+b= a——l—b,
ka = ka,
—a = —a,

oV =0=V

Lause 1.32 Kui V' on vektorruumi V' (ile korpuse K ) alamruum, siis faktorhulk V/V'
on ka vektorruum tle korpuse K eelpool defineeritud tehete suhtes.

TOESTUS. Nagu juba nidgime, tehete definitsioonid on korrektsed.
VRI1. Olgu a,b,c € V. Siis

@+b)+c=a+b+c=(a+b)+c=a+0b+c)=a+b+c=a+ (b+7).

VR2. Mistahes a € V korral

a+0=a+0=a=0+a=0+a.

Ulejadnud tingimuste kontroll on analoogiline. a

Lause 1.33 Olgu V' vektorruumi V' (ile korpuse K ) alamruum. Kujutus
T V=V/V a—a

on stirjektitone lineaarkujutus.
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TOESTUS. Kujutuse 7 siirjektiivsus on ilmne. Ta on lineaarkujutus, sest mistahes a,b € V'
ja k € K korral

H
_l’_
|
Q|
_l’_
SN
|
A
s
_l’_
3
=

m(a+b)
m(ka) = ka = ka = kn(a).
O

Lauses defineeritud kujutust 7m nimetatakse vektorruumi V' loomulikuks pro-
jektsiooniks faktorruumile V/V".

Néiide 1.34 Vaatleme vektorruumi V := R? iile R ja selle alamruumi V' := {(2,0) | z €
R}. Siis korvalklassid V7 jargi on kujul

(a,0) + V' ={(a+¢,b) | ce R} ={(d,b) | ¢ € R}

(soltumata a valikust kehtib vordus {a + ¢ | ¢ € R} = R). Uheks selle korvalklassi esin-
dajaks on reaalarvupaar (0,b). Kuna korvalklassid on kongruentsiklassid, siis korvalklassi
esindajaks voib votta suvalise selle korvalklassi esindaja. Seega

(a,b) + V' = (0,b) + V' = (0,0).

Fikseerides tasandil ristkoordinaadistiku ja samastades reaalarvupaari (a,b) punktiga,
mille koordinaatideks on (a,b), voime 6elda, et

e V' on x-telg,
e korvalklassid on z-teljega paralleelsed sirged,
e faktorruum V/V' koosneb koigist z-teljega paralleelsetest sirgetest.

Tehted faktorruumil on defineeritud korvalklasside esindajate abil:

(0,b) + (0,¥) = (0,6 + 1),
k(0,0) = (0, k),
—(0,8) = (0, -b),
0"V =(0,0)=V

Harjutused 1.35 Kui on soovi moisteid harjutada, voib ldbi moelda jargmised vaited.
1. Kui p ja o on kongruentsid Q-algebral A, siis on nende iihisosa p N ¢ kongruents.
27 Kui Q-algebra A kongruentsid p ja o kommuteeruvad selles mottes, et kompositsioon
poog={(a,c) e AxA|Ie A (a,b)epA(bc)ecoc}
on vordne kompositsiooniga o o p, siis p o o on kongruents 2-algebral A.

37 Kui Q sisaldab ainult unaarseid tehtemérke, leidub Q-algebral A vihim kongruents mille
koik ekvivalentsiklassid on alamalgebrad. (S.t. vihim selle omadusega kongruents.) Mille
poolest on selle kongruentsi jargi voetud faktoralgebra omapéarane?
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1.6 Homomorfismiteoreem

Selles paragrahvis toestame homomorfismiteoreemi vektorruumide jaoks. See iitleb, et
iga lineaarkujutuse saab esitada injektiivse lineaarkujutuse ja siirjektiivse lineaarkujutuse
korrutisena.

Definitsioon 1.36 Olgu V ja U vektorruumid iile korpuse K. Lineaarkujutuse
f:V —= U tuum Ker f defineeritakse jargmiselt:

Ker f={a€ V| f(a) =0}.
Lihtne on veenduda, et kehtivad jargmised tulemused tuumade kohta.

Lause 1.37 ([1], lemma 4.1.8) Kui f: V — U on lineaarkujutus, siis Ker f on vek-
torruume V- alamruum.

Lause 1.38 ([1], lause 4.1.10) Lineaarkujutus f: V — U on iksihene parajasti siis,
kui Ker f = {0}.

Teoreem 1.39 (Homomorfismiteoreem) Olgu f: V — U lineaarkujutus. Siis leidub
tiksiihene lineaarkujutus g: V/Ker f — U nii, et f = gm, kus m: V. — V/Ker f on
loomulik projektsioon.

1% d U
1
/
u //g
V/Ker f
TOESTUS. Defineerime kujutuse g: V/ Ker f — U vordusega
g(@) = f(a),

a € V. Esimese asjana peame néitama, et selline definitsioon on korrektne, s.t. et ta ei
soltu korvalklassi esindaja valikust. Paneme téhele, et mistahes a,b € V' korral

G=be=a—beKer f <= fla—b) =0+ f(a)— f(b) = 0 < f(a) = f(b).

Sellega on toestatud nii definitsiooni korrektsus kui ¢ iiksiihesus. Kuna f on lineaarkuju-
tus, siis

9(@+0) =gla+b) = fla+b) = fla) + f(b) = g(@) + g(b),
g(ka) = g(ka) = f(ka) = kf(a) = kg(a)

iga a,b €V ja k € K korral, s.t. et g on lineaarkujutus. Lopuks méargime, et

(9m)(a) = g(n(a)) = g(a) = f(a)

iga a € V korral ja seega gm = f. O
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Jareldus 1.40 Kui lineaarkujutus f: V — U on strjektiivne, siis V/ Ker f =2 U.

TOESTUS. Néitame, et lineaarkujutus g: V/Ker f — U on siirjektiivne (siis ta ongi
isomorfism). Kui u € U, siis f siirjektiivsuse tottu leidub selline a € V', et f(a) = u.
Jarelikult ka g(a) = u. O

1.7 Baasi olemasolu

Vektorruumi nimetatakse mittetriviaalseks, kui temas on rohkem kui iiks element. Kur-
suses “Algebra I” toestatakse harilikult jargmine teoreem.

Teoreem 1.41 ([1], teoreem 3.2.3) Kui mittetriviaalses vektorruumis on olemas loplik
moodustajate stisteem, siis selles vektorruumis leidub baas.

Kaesolevas paragrahvis on meie eesmargiks naidata, et baas on olemas tegelikult su-
valises mittetriviaalses vektorruumis. Selleks tuleb meil appi votta Zorni lemma. Sellega
seoses meenutame moningaid jarjestatud hulkadega seotud moisteid.

Definitsioon 1.42 Osaliselt jarjestatud hulk on hulk, millel on antud osalise jérjes-
tuse seos, s.t. binaarne seos, mis on refleksiivne, antisiimmeetriline ja transitiivne.

Kui (P, <) on osaliselt jarjestatud hulk, siis hulgal P v6ib vaadelda nn. range jérjestuse
seost <, mis defineeritakse jargmiselt:

a<b<=a<bjaa#h.

Definitsioon 1.43 Ahel ehk lineaarselt jarjestatud hulk on selline osaliselt jirjesta-
tud hulk (P, <), kus iga a,b € P korral a < b voi b < a (s.t. mistahes kaks elementi on
vorreldavad).

Lopliku ahela korral saab selle elemendid iiles kirjutada kujul p; < ps < ... < pa.
Lopmatu ahela korral seda nii teha ei saa.

Naiide 1.44 Hulk Q on ahel osaliselt jarjestatud hulgas (R, <). Samuti hulk, mis koosneb
elementidest —5 < —1 <2 < 13.

Definitsioon 1.45 Olgu A osaliselt jéarjestatud jarjestatud hulga (P, <) alamhulk. Ele-
menti v € P nimetatakse hulga A tilemiseks tokkeks, kui a < u iga a € A korral.

Definitsioon 1.46 Oeldakse, et element m € P on osaliselt jirjestatud jirjestatud hulga
(P, <) maksimaalne element, kui ei leidu sellist elementi p € P, et m < p.

Lemma 1.47 (Zorni lemma) Kui mittetihja osaliselt jirjestatud hulga igal ahelal lei-
dub tilemine toke, siis selles hulgas leidub maksimaalne element.

Meenutame niitid moningaid baasidega seotud moisteid.
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Definitsioon 1.48 Olgu V vektorruum iile korpuse K ja aq,...,as € V, kus s € N.
Mistahes avaldist

k:lal + k’QCLQ + ...+ k:sas, (12)
kus kq, ..., ks € K, aga ka selle avaldise poolt maaratud V' elementi, nimetatakse vektorite
ai,...,as lineaarkombinatsiooniks. Skalaare k1, ..., k, nimetatakse selle lineaarkom-

binatsiooni kordajateks.

Kuna kéiesolevas paragrahvis ei ole meil vaja vaadelda vektorite siisteeme, kus vektorid
korduvad ja kus vektorite jarjekord on fikseeritud, siis siin me réadgime vektorite hulkadest
(vektorite siisteemide asemel) ja kasutame vastavat stimboolikat.

Definitsioon 1.49 Vektorruumi V' (mis on antud iile korpuse K') 16plikku vektorite hulka
{a1,as,...,as}, s € N, nimetatakse lineaarselt s6ltumatuks, kui mistahes skalaaride
ki, ko, ..., ks € K korral vordusest

k1a1+k2&2+...+k3a320

jareldub, et
ki =k =...=ks;=0.

Lisaks sellele loeme ka tiihja vektorite hulga lineaarselt soltumatuks. Lopmatut vektorite
hulka nimetatakse lineaarselt soltumatuks, kui tema iga 16plik alamhulk on lineaarselt
soltumatu.

Definitsioon 1.50 Vektorite hulka nimetatakse lineaarselt soltuvaks, kui ta ei ole
lineaarselt soltumatu

Jargmised kolm lauset on tuttavad kursusest Algebra I.

Lause 1.51 ([1], lause 3.1.3) Uhestainsast vektorist a koosnev hulk on lineaarselt sol-
tumatu parajasti siis, kui a # 0.

Lause 1.52 ([1], lause 3.1.4) Lineaarselt soltumatu vektorite hulga iga alamhulk on ka
lineaarselt soltumatu.

Lause 1.53 ([1], lause 3.1.6) Nullist erinevate vektorite loplik hulk, mis sisaldab vihe-
malt kahte vektorit, on lineaarselt soltuv parajasti siis, kui selle hulga vektorite mistahes
jarjestuse korral leidub vektor, mis avaldub eelnevate vektorite lineaarkombinatsioonina.

Definitsioon 1.54 Vektorruumi V' vektorite hulka B nimetatakse baasiks, kui
1. hulk B on lineaarselt soltumatu,

2. vektorruumi V iga nullist erinev vektor avaldub hulka B kuuluvate vektorite lineaar-
kombinatsioonina.
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Naiide 1.55 Vaatleme reaalarvuliste kordajatega polinoomide vektorruumi R[X]. Selles
vektorruumis on iiheks baasiks hulk
{1, X, X% X% ...},
Selles vektorruumis ei leidu loplikku baasi.
Toestame niitid selle paragrahvi pohitulemuse.

Teoreem 1.56 Igas mittetriviaalses vektorruumais leidub baas.

TOEsTUS. Olgu V' # {0} vektorruum iile korpuse K. Toestuse idee on néidata, et V'
sisaldab maksimaalset lineaarselt soltumatut alamhulka, mis osutubki baasiks.
Olgu P hulga V koigi lineaarselt soltumatute alamhulkade hulk, s.t.

P ={ACV | A on lineaarselt soltumatu}.

Vaatleme hulka P osaliselt jarjestatud hulgana sisalduvusseose C suhtes ja nditame, et
ta rahuldab Zorni lemma eeldusi. Olgu a € V' \ {0}. Siis lause tottu on hulk {a}
lineaarselt soltumatu. Seega {a} € P ja P # ().

Olgu niitid {A, | @ € I} mingi ahel osaliselt jarjestatud hulgas (P, C). Vaatleme hulka

A=JA cV
acl
ja néitame, et see hulk on lineaarselt soltumatu. Olgu {a4, ..., as} hulga A suvaline 16plik

alamhulk. Siis leiduvad indeksid s, ...,a € I nii, et a; € A,, igai € {1,...,s} korral.
Kuna hulgad A,, moodustavad lopliku ahela, siis sisaldab iiks neist hulkadest, olgu see
néiteks A,,, koiki iilejadnud hulki ning seega aq,...,as € A,,. Kuna A,, € P, siis on
ta lineaarselt soltumatu ja seega ka tema alamhulk {ay,...,as} on lineaarselt soltumatu
tanu lausele Sellega on naidatud, et A on lineaarselt soltumatu, millest jareldub, et
A e P.Et A, C Aiga a € I korral, siis A on ahela {4, | a € I} tlemine toke osali-
selt jarjestatud hulgas P. Sellega oleme néidanud, et Zorni lemma eeldused on taidetud.
Lemmat rakendades saame jareldada, et hulgas P leidub maksimaalne element.

Olgu iiheks hulga P maksimaalseks elemendiks B. Néiitame, et B on vektorruumi V'
baas. Kuna B € P, siis B on lineaarselt soltumatu. Naitame, et V iga nullist erinev
vektor avaldub B elementide lineaarkombinatsioonina. Olgu a € V' \ {0}. Kui a € B, siis
a avaldub B elementide lineaarkombinatsioonina: a = la. Eeldame edasises, et a ¢ B.
Kuna B C BU {a} ja B on maksimaalne lineaarselt soltumatu vektorite hulk, siis hulk
BU{a} peab olema lineaarselt soltuv. Seega hulgal BU{a} peab leiduma 16plik lineaarselt
soltuv alamhulk S. Kuna B on lineaarselt soltumatu, siis ei ole voimalik, et S C B.
Seega S peab sisaldama vektorit a. Jarjestame hulga S vektorid nii, et ¢ on viimane. Siis
lause pohjal avaldub mingi hulga S vektor eelnevate lineaarkombinatsioonina. Kuna
B on lineaarselt soltumatu, siis saab see olla vaid vektor a. Seega vektor a avaldub hulka
B kuuluvate vektorite lineaarkombinatsioonina, mida oligi tarvis toestada. a

Markus 1.57 Kuna me lugesime tiihja vektorite hulga lineaarselt soltumatuks, siis vas-
tavalt definitsioonile on () triviaalse vektorruumi V' = {0} baas.
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Motisklemiseks 1.58 Mida teoreemi toestuses muuta, et saaks toestatud jargmine véide?

e Vektorruumi alamruumi baasi saab laiendada (s.t. elemente lisada) kogu vektorruumi
baasiks.

Vektorruumi V' baasi voimsust téhistatakse dim(V') ja nimetatakse vektorruumi moot-
meks. See, et mootme moiste on korrektselt defineeritud tuleneb jargmisest lausest, mille
esitame toestuseta.

Lause 1.59 Iga kaks vektorruumi baasi on sama voimsusega.

Kirjeldame pogusalt ka alternatiivset pohjendust baasi olemasolule, laiendades 16pliku juhu
toestuse transfiniitselt 16pmatule juhule. Esmalt, kui A on vektorruumi V' alamhulk, tdhistagu

span(A) = {kia1 + ... + ksas | s € {0,1,...}; k1,..., ks € K; a1,...,a5 € A}

hulga A lineaarkatet, ehk hulka A kuuluvate vektorite koikide lineaarkombinatsioonide kogumit.
Toome vilja moned lineaarkatte omadused.

Lause 1.60 Olgu V' wvektorruum. Siis
1. kut A CV on hulk, on span(A) vektorrumi V alamruum ning A C span(A);

2. kui hulk A CV on vektorruumis V' lineaarselt soltumatu, on hulk A vektorruumi span(A)
baasiks;

3. kui A C B CV, kehtib span(A) C span(B);

4. kui A CV on hulk ja a € V' \ span(A), kehtib span(A) C span(A U {a}), ning AU {a} on

lineaarselt soltumatu kui A on lineaarselt soltumatu.

TOEesTUS. Punktide (1), (2) ja (3) pohjendamise jatame lugejale harjutuseks ning pohjendame
siin punkti (4). Esmalt, kehtib span(A) C span(A U {a}), kuna element a sisaldub parempoolses
hulgas, aga mitte vasakpoolses.

Teiseks, oletame, et A lineaarselt soltumatu ning meil on antud a € V'\ span(A). Kuna teame
juba, et A on lineaarselt soltumatu, on hulga A U {a} lineaarse soltumatuse néitamiseks piisav
vaadata vektorit a sisaldavaid lineaarkombinatsioone. Seega oletame, et

kiay + keao + ...+ ksas + ka =0,

kus ki,...,ks € K ning ay,...,as € A. Kui oleks k # 0, saaksime avaldada

k1 ko ks
a=——a— —ay—...— —a
A 1 k 2 L Sy
mis annaks vastuolu sellega, et a € V \ span(A). Seega peab olema k& = 0, mistottu saame
k1,...,ks = 0 hulga A lineaarse soltumatuse tottu. See iitleb meile, et hulk AU {a} on samuti
lineaarselt soltumatu. O

Eelnevat lauset kasutades voib proovida vektorruumile V' baasi konstrueerida alustades tiih-
jast hulgast Ay = (0 (mille lineaarkate on {0}), ning siis elementhaaval kasvatada lineaarselt
soltumatut alamhulka, defineerides

An+1 = An U {an—H} s
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kus ap4+1 suvaliselt valitud hulgast V' \ span(A,). Kui mingi n korral on hulk V'\ span(A4,,) tiihi,
siis span(A,,) =V, ning A,, ongi vektorruumi V' baas. Kuid, kuna |A4,,| = n, saame nonda leida
baasi ainult juhul, kui vektorruumil V' leidub 16plik baas.

Seda ldhenemist on siiski voimalik rakendada ka 16pmatu baasi leidmiseks, aga meil on tarvis
hulkade A,, konstruktsiooni jatkata transfiniitselt, ehk defineerida defineerida hulgad A, C V
lopmatute indeksite « korral.

Téapsemalt, hulkade A, indeksitena vaatame ordinaalarve «, mida saab kasutada suvalise
voimsusega hulkade loendamiseks. Ordinaalarvude tédpne olemus pole meile téhtis, nii et kesken-
dume sellele, mida need meil teha voimaldavad. Esmalt, ordinaalarvudest voib moelda kui (koos
nulliga) naturaalarvude tildistusest, kuna ordinaalarvudel on jargnevad omadused:

1. arv 0 on ordinaalarv;
2. kui « on ordinaalarv, leidub sellele vahetult jargnev ordinaalarv a + 1;

3. ordinaalarvud on lineaarselt jirjestatud, s.t. @ < o/ voi a > o' suvalise erinevate ordinaal-
arvude paari « # o korral;

4. kui O on mingi hulk ordinaalarve, leidub ordinaalarvude seas selle hulga {ilemine raja
sup(O) (see on peamine erinevus naturaalarvudest).

Iga naturaalarvu saab vaadata ordinaalarvuna kujul 0 + 1+ ...+ 1, aga ka sup{0,1,2,...}
on ordinaalarv, mida kutsutakse vihimaks loenduvaks ordinaalarvuks (ning klassikaliselt téhis-
tatakse stimboliga w; mitte segamini ajada tehtesiimboliga w signatuuris 2).

Lisaks, iga ordinaalarvu « korral on tosi parajasti iiks jargmistest voimalustest:

e kas a =0,
e vOi a = 8+ 1 mingi ordinaalarvu § < « jaoks,
e voi a =sup{ | < a (8 on ordinaalarv)}.

Eelnev omadus tdhendab seda, et kui tahame iga ordinaalarvu jaoks defineerida hulga A, piisab
sellest, kui

e defineerime hulga A,
e kui o = 3 + 1, defineerime hulga A, hulga Az kaudu,
e kui o = sup{ | § < a}, defineerime hulga A, hulkade Ag, kus 8 < «, kaudu.

Sellist konstruktsiooni nimetatakse transfiniitseks rekursiooniks. Seega, et laiendada konstrukt-
siooni A,, naturaalarvudelt n ordinaalarvudele «, piisab konstruktsioonile {ihe juhu lisamiseks,
et kirjeldada, mida teha supreemumite korral. Analoogiliselt saab laiendada induktsiooni moistet
naturaalarvudelt ordinaalarvudele.

Tulles tagasi baasi konstrueerimise probleemile, defineerime A, jargmiselt:

Ag=10 (juht a =0)
Agy1 = AgU{a} (kus a € V' \ span(Agp), kui leidub) (juht « =5 +1)
Asup5<aﬁ = U AB . (juht o = Supﬁ<a ﬁ)
[B<a
Kui mingi ordinaalarvu « korral span(4,) = V, siis protsess peatub, vastasel juhul jatkub.

Paneme téhele jargmist.
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e Hulgad A, moodustavad rangelt kasvava jada — s.t., kui protsess jatkub indeksiteni o, o’
ning kehtib o < o/, siis Ay C Ay

e Protsess peab mingi « korral peatuma, sest vastasel juhul moodustaksid hulgad A, koikide
ordinaalarvude poolt indekseeritud hulga V' alamhulkade rangelt kasvava jada. Kuna ordi-
naalarve on rohkem kui tiheski hulgas alamhulki (votame hetkel teadmiseks, et ordinaalarve
on rohkem, kui tiheski hulgas elemente), pole selline rangelt kasvav jada voimalik.

Seega, mingi ordinaalarvu «g korral span(A4,,) = V, nii et kui lisaks néditame selle hulga Ay,
lineaarset soltumatust, olemegi niidanud, et A,, on vektorruumi V' baas.

Néitame transfiniitse induktsiooniga, et koik hulgad A, on lineaarselt soltumatud. Indukt-
siooni alusjuhu « = 0 korral on Ay = (), mis on lineaarselt soltumatu, ning induktsiooni sammu
a = f+1 jaoks annab lineaarse soltumatuse lausepunkt . Jaab veel késitleda transfiniitse
induktsiooni samm « = supg,, 5.

Seega, eeldame, et iga ordinaalarvu 8 < o korral on Ag lineaarselt soltumatu, ning néitame,
et sel juhul A, peab samuti olema lineaarselt séltumatu. Kehtigu

kiay + ksas + ...+ ksas =0,

kus ki,...,ks € K ja ai,...,as € A,. Siis, iga i € {1,..., s} korral, kuna a; € Ay = Ug<aAg,
peab hulkade iithendi definitsiooni pohjal leiduma ordinaalarv ; < « nii, et a; € Ag,.

Kuna ordinaalarvud on lineaarselt jérjestatud, leidub indeks j € {1,...,s} nii, et ; on
ordinaalarvude B, B2, ..., Bs seas suurim. Siis on ka hulk Ag, hulkade Ag,, ..., Ag, seas suurim.
Seega, iga i € {1,...,s} korral a; € Ap, C Ag,. Kuna 3; < a, on hulk Ag. induktsiooni eelduse
pohjal lineaarselt soltumatu, mistottu saame ki, ..., ks = 0, mida oligi tarvis hulga A, lineaarse
soltumatuse nditamiseks. Seega, vektorruumil V' toepoolest leidub baas.

Harjutused 1.61 Kui on soovi moisteid harjutada, voib 1dbi moelda jargmised vaited.
1. Kui U ja V on vektorruumid {ile korpuse K ning

e f:V — U on siirjektiivne lineaarkujutus, siis dim V' > dim U,

e f:V — U on injektiivne lineaarkujutus, siis dimV < dim U.

2" Kui f: V — U on lineaarkujutus, siis dim V' = dim(Ker f) + dim(Im f).

1.8 Otsekorrutised ja otsesummad

Tuletame meelde hulkade otsekorrutisega seotud moisted.

Olgu I mingi indeksite hulk (see voib olla ka 16pmatu) ja vaatame hulki X;, i € I (s.t.
iga indeksi ¢ € [ jaoks on fikseeritud iiks hulk X;, kusjuures need hulgad ei pruugi olla
erinevad). Hulkade X, i € I otsekorrutis on hulk

[[x = {:c: I—Jx;

i€l iel

(Viel)z(i) e Xi}.

Téhistame kujutuse x: I — J,c; X; korral z; = x(i). Sellist kujutust kirjutame iiles
kujul x = (z;);c; ja kutsume pereks, mis on indekseeritud hulga I jargi. Elementi
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x; kutsume pere (z;);c; i-ndaks komponendiks. Niisiis otsekorrutis koosneb kdigist
peredest (z;);er, kus z; € X, iga ¢ € I korral. Peresid (x;);cr ja (y;)ier loeme vordseteks,
kui nende vastavad komponendid on vordsed, s.t.

(@i)icr = Wi)ier = Vi€ ) x; = y;.

Juhul kui indeksite hulk I = N, siis titleme pere (x;);cny kohta jada ja kasutame ka
kirjaviisi (z1, Zg, 23, . ..). Otsekorrutist téhistatakse sel juhul ka [[;2; X;.
Kui I on I6plik, siis harilikult loetakse, et I = {1,2,...,n} ja (%;)icq12,...n} asemel

kirjutatakse (x1, 2, ..., x,). Selliseid peresid kutsutakse jarjenditeks ehk korteezideks
ehk loplikeks jadadeks. Loplikku otsekorrutist tahistatakse enamasti X; x Xo x ... x X,,.
Kui X; = Xy =... =X, = X, siis vastavat otsekorrutist nimetatakse hulga X n-ndaks

otseastmeks ja tahistatakse X".
Vaatleme niiiid Q-algebraid X, ¢ € I. Defineerime hulkade otsekorrutisel X =[]
tehted n.6. komponenthaaval:

W ((@3)ien (@ier, - (@)ier) = (W™ (25,27, al))

kui w € Q, (n € N) ja

ZEI

X . X;
0 <0 )zGI )
kui w € €. Nii tehes saame (2-algebra, mida nimetatakse esialgsete algebrate otsekor-
rutiseks.

Lause 1.62 Ule korpuse K vaadeldavate vektorruumide otsekorrutis on vektorruum ile
K.

TOEsTUS. Olgu V;, i € I vektorruumid iile sama korpuse K. Vaatleme hulka V' := [[.., Vi
ja sellel hulgal komponenthaaval defineeritud tehteid. N&itame néiteks, et liitmine on
kommutatiivne. Toepoolest, kui (z})ier, (23)ier € [1;c; Vi, siis

(@7 )ier + (27)ier = (2 + af)ier = (27 + 27)ier = (27 )ier + (7 )ier -
Ulejésinud tingimuste kontroll on analoogiline. a

Vaatleme niitid vektorruumide V;, ¢ € I korral otsekorrutise alamhulka

@ZV { T; ’LGIEHV

peres (x;);er on 16plik arv nullist erinevaid komponente}
i€l el

Lihtne on veenduda, et see hulk on otsekorrutise [],., V; alamruum. Seega lause m
pohjal on @ ) .., Vi ise ka vektorruum komponenthaaval defineeritud tehete suhtes. Seda
vektorruumi nimetatakse vektorruumide V;, 7 € [ valiseks otsesummaks.

Kui I ={1,2,...,n}, siis vektorruumide Vi, V5, ...V, vilist otsesummat téhistatakse
harilikult V1 @ Vo & ... ® V,. On selge, et
VieVed...aV,=VixVex...xV,. (1.3)

Meenutame, et korpust K saab loomulikul viisil vaadelda vektorruumina iile iseenda,
kui liitmiseks votta selle korpuse liitmine ja skalaariga k korrutamine defineerida korpuse
korrutamistehte abil. Jargmine teoreem kirjeldab isomorfismi tdpsuseni dra koik vektor-
ruumid tile korpuse K.
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Teoreem 1.63 Iga mittetriviaalse vektorruumi V' korral (ile korpuse K ) leidub selline

hulk I, et
Ve v,
iel

kus V; = K.

TOESTUS. Teoreemi pohjal leidub vektorruumis V' baas. Indekseerime selle baasi
vektorid dra mingi hulga I elementidega, s.t. olgu see baas {e; | i € I'}. Votame iga i € [
korral V; := K. Defineerime kujutuse f: &, , V; = V vordusega

[ ((ki)ier) = Z kie;.

il

Kuna (k;)icr € @) _,;c; Vi, siis selles peres on 16plik arv nullist erinevaid elemente. Seega ka
vektorite k;e;, 7 € I hulgas on loplik arv nullist erinevaid. Nende nullist erinevate vektorite
summat téhistamegi tahisega » ., kie;. Kui k; = 0 iga i € I korral, siis moistame summa
> icq kie; all nullvektorit. Toestame, et f on bijektiivne homomorfism (s.t. isomorfism).

Veendume, et f on lineaarkujutus. Toepoolest, mistahes (k;)ier, (li)ier € D, Vi ja
k € K korral

f (Rdier + (ier) = f (ki + Lier) = Y (ks + L)es = Y (kies + Lie)

=D kieit D liei = f (Kier) + f (()ier)
[ (k(ki)icr) = f ((kki)ier) = Z(’%)GL = Z k(kie;) = kiz kie; = kf ((ki)ier) -

Néitame niiiid, et f on pealekujutus. Olgu a € V. Kuna {¢; | i € I} on baas, siis
leidub naturaalarv n, indeksid 4, ...,%, € I ja skalaarid k; ,...,k;, € K nii, et

a = k:ileil + ...+ kznezn

Vottes k; == 0igai € I\ {i1,...,1,} korral saame pere (k;)ic; € ® ), ; Vi, mille korral

[ ((Ki)ier) = a.
Kujutuse f iiksiihesuse kontrollimiseks kasutame lauset [1.38] Oletame, et

0= f((ki)ic1) = Z kie;.

el

Kuna hulk {e; | ¢ € I} on lineaarselt soltumatu, siis k; = 0 iga i € I korral. Sellega on
niidatud, et Ker f = {0} ning jarelikult f on tiksiihene. 0

Jareldus 1.64 Kui n on naturaalarv ja V' on n-mootmeline vektorruum dle korpuse K,
siis V= K™,

TOESTUS. See jéareldub teoreemist ja vordusest (|1.3)). O
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Harjutused 1.65 Kui on soovi moisteid harjutada, voib ldbi moelda jargmised vaited.

1. Ekvivalentsiseos p C A x A on kongruents Q2-algebral A parajasti siis, kui see on algebrate
korrutise A x A alamalgebra.

2. Kui A ja B on Q-algebrad, siis leidub algebral A x B kongruents p nii, et (A x B)/p = A.

3. Kui V ja U on vektorruumid iile korpuse K ning dimU = dim V/, siis U 2 V.



Peatikk 2

Rihm

2.1 Riihm, alamrihm
Traditsiooniliselt antakse rithma definitsioon jargmisel kujul.

Definitsioon 2.1 Riihm on hulk G koos kahekohalise algebralise tehtega *, mis rahuldab
jargmisi tingimusi:

Gl. (axb)*xc=ax*(bx*c)igaa,b,c € G korral;
G2. leidub element e € GG nii, et a*x e =a = e xa iga a € G korral;
G3. iga a € G korral leidub element b € G nii, et axb=e =bxa.

Elementi e tingimuses G2 nimetatakse selle riithma tihikelemendiks. Elementi b tingi-

muses G3 nimetatakse elemendi a podrdelemendiks ja tihistatakse siimboliga a=!.

Rithma iihikelementi tdhistatakse tihti ka stimboliga 1. Nii iihikelement kui iga ele-
mendi poordelement rithmas on iiheselt madratud. Rithma tehet % kutsutakse harilikult
korrutamiseks ja a % b asemel kirjutatakse ab. Seda teeme edasises ka meie. Meenutame
veel, et riithma G mistahes elementide a, b korral

(a_l)_l =a ja (ab)'=b"ta"t
Niisiis rithm on algebraline struktuur, millel on kolm algebralist tehet:
e kahekohaline tehe (a,b) — ab (korrutamine),

e iihekohaline tehe a — a™! (poordelemendi votmine),

e nullkohaline tehe (ithikelemendi fikseerimine).

Naide 2.2 1. Iga n > 2 korral on Z, riihm liitmise suhtes.

2. Iga hulga M korral on S(M) = {f: M — M | f on bijektiivne} rithm teisenduste
jarjestrakendamise suhtes.

29



30 PEATUKK 2. RUHM

3. Iga n € N korral on
GL,(R) = {A € Mat,(R) | det(A) # 0} ja SL,(R)={A € Mat,(R) | det(A) =1}
rihmad maatriksite korrutamise suhtes.

Naiide 2.3 Fikseeritud (mitte tingimata algebralise) matemaatilise struktuuri A auto-
morfismide hulk Aut(A) on iildjuhul rithm.

Naide 2.4 Praktikas tulevad riihmad ette tihti mingi objekti simmeetriate rihmana.
Néiteks, kui (mingis geomeetrilises kontekstis) on ruumis A antud kujund (alamhulk) X
saaksime kujundi X slimmeetriateks nimetada hulga {f € Aut(A) | f(X) = X} elemente.
[lmselt moodustavad need Aut(A) alamrithma.

Lihtne on veenduda, et kehtib jargmine tulemus.

Lause 2.5 Rihma G mittetihi alamhulk H on alamrihm parajasti sits, kut H on kinnine
korrutamise ja péordelemendi votmise suhtes.

Kui H on riihma G alamriihm, siis kirjutatakse H < G.
Definitsioon 2.6 Olgu H rithma G alamriihm ja a € G. Hulka
aH ={ah | h € H}

(Ha = {ha | h € H}) nimetatakse rithma G vasakpoolseks (parempoolseks) korval-
klassiks alamriihma H jargi esindajaga a.

Lause 2.7 Olgu G rihm, H < G ja a,b € G. Siis jargmised vdited on samavddrsed.
1. aH = bH.
2. a'be H.
3. blac H.

TOESTUS. 1 = 2. Olgu aH = bH. Kuna b € bH = aH, siis leidub selline h € H, et
b = ah. Jirelikult a='b=h € H.

2 = 1. Oletame, et a~'b = h € H. Siis b = ah, millest jareldub, et bH C aH. Kuna
b = ah, siis a = bh™' € bH, millest jireldub sisalduvus aH C bH. Kokkuvottes oleme
toestanud vorduse aH = bH.

Viidete 1 ja 3 samavaarsuse saab toestada analoogiliselt. O

Jareldus 2.8 Kui H on rihma G alamrihm ja b € G, sits H = bH parajasti siis, kui
be H.

Lause 2.9 Olgu H rihma G alamrihm. Siis vasakpoolsed korvalklassid aH, a € G teki-
tavad hulga G tikelduse.
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TOESTUS. Kuna a € aH iga a € G korral, siis hulgad aH on mittetithjad. Samuti on
selge, et
G= U aH.

Veendume, et kui hulgad aH ja bH loikuvad, siis on nad sama hulk. Selleks oletame,
et leidub element g = ah; = bhy € aH NbH. Siis hy = a"'bhy ja a™'b = hhy' € H.
Lause pohjal aH = bH. Sellega oleme niidanud, et tegemist on tiikeldusega. O

Jargmine lause iitleb, et koik korvalklassid riihmas on sama voimsusega.
Lause 2.10 Olgu G rihm ja H < G. Siis iga a € G korral |aH| = |H|.

TOESTUS. Defineerime kujutuse f: H — aH vordusega

f(h) = ah,
h € H. On selge, et f on siirjektiivne. Kui ah = ah’, h,h' € H, siis korrutades selle

vorduse molemaid pooli vasakult elemendiga a~! saame h = h/. See tihendab, et f on
injektiivne. Jérelikult f on bijektiivne ja |H| = |aH]|. O

Definitsioon 2.11 Lopliku riihma jarguks nimetatakse tema elementide arvu.

Teoreem 2.12 (Lagrange’i teoreem) Lopliku rihma iga alamrihma jark jagab rihma
jarku.

TOESTUS. Lause pohjal teame, et koik vasakpoolsed korvalklassid on sama voimsu-
sega (voimsusega |H|). Samuti teame, et korvalklassid tekitavad hulga G tiikelduse. Seega
kui neid korvalklasse on m tiikki, siis |G| = m - |H| ehk |H| jagab arvu |G|. O

Harjutused 2.13 Kui on soovi moisteid harjutada, voib ldbi moelda jargmised vaited.

1. Kui H; ja Hy on rithma G 16plikud alamrithmad ning |H;| ja |Haz| on tihisteguriteta, siis
HiNHy, = {1}

2. Olgu G rithm, kus on rohkem kui tiks element. Siis rithmal G' X G on vihemalt 5 alamrithma.
3. Iga algarvulise voimsusega rithm on tsiikliline. (Rithma G kutsutakse tsiikliliseks, kui see

on iihe elemendi poolt moodustatud. See tdhendab, et leidub element g € G, mille korral
iga x € G puhul x = ¢" mingi n € {0,1,2,...} jaoks.)
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2.2 Normaaljagaja, faktorrithm

Definitsioon 2.14 Riihma G alamriihma H nimetatakse normaalseks alamriithmaks
ehk normaaljagajaks, kui iga g € G korral gH = Hyg.

Kui H on riihma G normaaljagaja, siis kirjutatakse H < G.

Lause 2.15 Riilhma G alamrihm H on normaaljagaja parajasti siis, kui iga g € G ja
h € H korral g~ *hg € H.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Eeldame, et gH = Hg iga g € G korral. Kui h € H, siis
hg € gH ja seega leidub selline i/ € H, et gh’ = hg. Jarelikult g 'hg =1 € H.

P11savus. Eeldame, et iga g € G ja h € H korral g thg € H. Kui g € G ja h € H,
siis gh = (¢g71)"thg™t - g € Hg, sest (g7')"thg™' € H. Seega gH C Hg. Samuti hg =
g-g thg € gH ja seega Hg C gH. Kokkuvottes gH = Hg iga g € G korral. a

Niide 2.16 Iga rithma G korral on alamrithmad G ja {1} normaalsed. Neid normaalja-
gajaid nimetatakse triviaalseteks.

Naide 2.17 Kommutatiivse rithma koik alamriihmad on normaaljagajad.
Naiide 2.18 Rithma GL,(R) alamrithm SL,(R) on normaaljagaja.

Mirkus 2.19 Uldiselt ei pruugi gH ja Hg vordsed olla. Selle kohta v&ib niite leida
raamatust [1| (ndide 6.1.8).

Analoogiliselt lausega [1.15] saab toestada jargmise tulemuse.
Lause 2.20 Olgu G ja G’ rihmad. Kujutus f: G — G’ on rihmade homomorfism para-
jasty suis, kui
f(ab) = f(a)f(b)

1ga a,b € G korral.

Definitsioon 2.21 Olgu f: G — G’ rithmade homomorfism. Hulka
Ker f={a€eG]| fla) =1}
nimetatakse homomorfismi f tuumaks.

Lause 2.22 Riihmade homomorfismi tuum on normaaljagaja.

TOEsTUS. Olgu f: G — G’ rithmade homomorfism, a € Ker f ja g € G. Siis

flgtag) = flg ") f(a)flg)=Fflg7")-1-f(9) = flg 'g) = f(1) =1,
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s.t. g7 tag € Ker f. Jarelikult Ker f < G lause pohjal. O

Saab naidata, et analoogiliselt vektorruumidega on rithma kongruentsid iiksiiheses
vastavuses normaaljagajatega, kusjuures kongruentsiklassideks on korvalklassid selle nor-
maaljagaja jargi. Tanu normaaljagaja definitsioonile ei ole siin vahet, kas vaatleme vasak-
poolseid voi parempoolseid korvalklasse.

Olgu H rithma G normaaljagaja. Defineerime korvalklasside hulgal

G/H = {aH | a € G}

korrutamise vordusega
(aH)(bH) == (ab)H.

Osutub, et nii saame rithma, mille ihikelement on 1H = H ja kus elemendi aH p&or-
delemendiks on korvalklass a !H. Seda rithma nimetatakse riithma G faktorriihmaks
normaaljagaja H jargi.

Saab néidata, et kujutus 7: G — G/H,a — aH on rithmade homomorfism. Seda
kujutust nimetatakse loomulikuks projektsiooniks faktorrithmale G/H.

Analoogiliselt teoreemiga [1.39] saab néidata, et kehtib jairgmine teoreem.

Teoreem 2.23 (Homomorfismiteoreem) Olgu f: G — G’ rihmade homomorfism.
Siis leidub tksihene homomorfism g: G/Ker f — G’ nii, et f = grn, kus 7: G —
G/ Ker f on loomulik projektsioon.

Jareldus 2.24 Kui f: G — G’ on sirjektiivne rihmade homomorfism, siis G' = G/ Ker f.
Naide 2.25 Kujutus
det: GL,(R) — R\ {0}, A+ det(A)

on multiplikatiivsete rithmade homomorfism (Miks?), kusjuures Ker (det) = SL,(R). See
homomorfism on siirjektiivne, sest iga reaalarvu r € R\ {0} jaoks leidub n-ndat jarku
ruutmaatriks (Milline?), mille determinant on r. Jérelduse pohjal voime Gelda, et

GL,(R)/SL,(R) = R\ {0}.

Harjutused 2.26 Kui on soovi moisteid harjutada, voib ldbi moelda jargmised vaited.

1. Kui f: G — H on homomorfism rithmast G rithma H ning n € {1,2,...} korral element
a € G rahuldab tingimust a™ = 1, siis ka f(a) rahuldab tingimust f(a)" = 1.

2. Kui loplike rithmade G ja H voimsused on iihistegurita, siis ainus homomorfism G — H
on konstantne kujutus iihikelemendile. Kas vastupidine implikatsioon kehtib?

3. Olgu G ja H loplikud rithmad, kusjuures G on tstikliline. Siis homomorfisme G — H leidub
tlimalt |H| tikki.

4. Kui N on (normaalne) alamrithm reaalarvude aditiivses rithmas R ja faktorrithm R/N on
mittetriviaalne, on R/N l6pmatu.
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2.3 Isomorfismiteoreemid

Selles paragrahvis toestame kolm klassikalist teoreemi, mis kdivad isomorfismide kohta
teatud faktorriithmade vahel.
Kui H ja K on riithma G mingid alamhulgad siis tdhistatakse

HK ={hk|he Hke K} CG.

Kui H ja K on G alamriihmad, siis H K ei pruugi veel olla G alamriihm. Kiill aga saame
alamriihma siis, kui vihemalt iiks alamriihmadest H ja K on normaalne.

Lemma 2.27 Kui G on rihm, H < G ja K < G, siis HK < (.

TOEsTUS. Kontrollime lause tingimusi. Kuna 1 =11 € HK, siis HK # 0.
Olgu hlk’l,hgkg € HK, kus hl,hQ e H ja ]{?1,]{32 € K. Kuna kihy € Khy = ho K, siis
leidub selline k& € K, et k1hy = hok. Jarelikult
(hlkl)(thg) - hl(klhg)kz = hl(hgl{?)kg = (hlhg)(k?kQ) S HK
Kui hk € HK, siis
(k)™ =k'nt = (R 'R)ER = RN (WY TR TR € HK,

sest At € H ja (hY) 'k 'h !t e K. O

Lemma 2.28 Kui G on rihm, K <G ja K C H <G, siis K I H.

TOESTUS. On selge, et K on alamriithm rithmas H. Kuna gK = Kg iga g € G korral, siis
ka hK = Kh iga h € H korral. See tdhendab, et K < H. O

Teoreem 2.29 (Esimene isomorfismiteoreem) Olgu G rihm, H < G ja K < G. Siis
H/(HNK)=® HK/K.

TOESTUS. Lemma pohjal HK < G. Kuna K < G ja K C HK, siis lemma tottu
K < HK ja faktorriihm HK /K on olemas.
Defineerime kujutuse f: H — HK/K vordusega

f(z) = 2K
iga x € H korral. Kuna f = 7|y, kus 7: HK — HK/K on loomulik projektsioon, siis f
on homomorfism. Kui (hk)K € HK/K,siis f(h) = hK = h(kK) = (hk)K, mis tdhendab,
et f on pealekujutus. Kasutades jareldust voime Oelda, et

H/Ker f =~ HK/K.
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H ! HK/K
Nl
Kuna
re€Kerf «<— rzeHANf(r)=K < rz€e HNzK=K
— reHNrxe K < rx€ HNK,
siis Ker f=HNK. O

Markus 2.30 Eelmises teoreemis esinevate alamrihmade vahelisi sisalduvusseoseid il-
lustreerib jargmine diagramm (suuremad alamrithmad on iilevalpool):

G

+
H/ \K.
N

HNK

Teoreem 2.31 (Teine isomorfismiteoreem) Olgu G rihm, H < G, K < G ja K C
H. Siis
(G/K)/(H/K) = G/H.

TOEsTUS. Kuna K < G, siis ka K < H. Seega on faktorrihmad G/K, H/K ja G/H
olemas. Veendume, et H/K < G/K. On selge, et H/K C G/K. Olgu hK, 'K € H/K.
Kuna h,h' € H ja h™' € H, siis ka hh'K,h 'K € H/K ja seega on H/K alamriihm. Kui
g € G, siis g thg € H, sest H < G. Jarelikult

(7' K)(hK)(9K) = (9" 'hg)K € H/K

ja me oleme ndidanud, et H/K on normaaljagaja rithmas G/ K.
Defineerime niiiid kujutuse f: G/K — G/H vordusega

f(gK) = gH,

g € G. Oletame, et g; K = ¢, K. Siis g, 'g1 € K C H. Lausepéhjal g1H = goH, mis
naitab, et f on korrektselt defineeritud. Lihtne on ndha, et f on siirjektiivne homomorfism.

Jérelduse pohjal
(G/K)/Ker f=G/H.
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G/K G/H

N

(G/K)/Ker f
Kuna mistahes korvalklassi K € G/ K korral
gK €eKer f<= f(yK)=H <= gH =H <= g€ H<= gK € H/K,
siis Ker f = H/K (need hulgad koosnevad samadest elementidest). Sellega on noutud
isomorfism toestatud. a
Teoreem 2.32 (Kolmas isomorfismiteoreem) Olgu G rihm, H < G, 7: G - G/H
loomulik projektsioon, N A G/H ja M = 7~ *(N). Siis M < G ja
G/M = (G/H)/N .
TOESTUS. Kuna M on hulga N originaal kujutuse 7 suhtes, siis
M=7'N)={zeG|n(x)e N} ={xr € G|zH € N}.

Et N on normaaljagaja faktorrithmas G/H, siis ta peab sisaldama faktorrithma iihikele-
menti H, s.t. H € N. Kuna hH = H € N iga h € H korral, siis H C M C G.

Néitame, et M < G. Olgu z,y € M, s.t. zH,yH € N. Kuna N on G/H alamriihm,
siis (zy)H = (zH)(yH) € N jax 'H = (zH)™! € N. Jarelikult zy,z™' € M ja M on
alamrithm.

Veendume, et M < G. Olgu g € Gjax e M. Siis tH € N ja

(9~ wg)H = (gH)"'(«H)(gH) € N,

sest N on normaaljagaja. Jirelikult g~'zg € M ja M < G.
Kuna H <G ja H C M, siis H < M. Veelgi enam,

M/H={zH |xe M}={xH |z € G,2zH € N} = N.
Teise isomorfismiteoreemi pohjal
(G/H)/N = (G/H)/(M/H) = G/M.
O

Mairkus 2.33 Seoseid eelmises teoreemis esinevate alamrithmade vahel illustreerib jarg-

nev diagramm:
H < M < G

Lo

a(M)= N < G/H

Teoreem véljendab seda, et faktorriihma faktorrithmad on isomorfsed esialgse rithma fak-
torrithmadega.

Harjutus 2.34 Toestada teine isomorfismiteoreem kolmanda kaudu.
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2.4 Lihtsad ruhmad

Definitsioon 2.35 Mittetriviaalset rithma nimetatakse lihtsaks, kui tal ei ole mittetri-
viaalseid normaaljagajaid.

Ulesanne 2.36 Niidake, et kui p on algarv, siis riihm (Z,, +) on lihtne.

Selles paragrahvis on meie eesmérgiks néidata, et teatud substitutsioonide rithmad on
lihtsad.

Meenutame, et substitutsioon n elemendist on hulga {1,2,...,n} bijektiivne teisen-
dus. Substitutsioone voib kirja panna kaherealiste tabelitena:

B 1 2 ... n
T\ o) o2 ... on) )’
kusjuures jarjend (o(1),0(2),...,0(n)) peab olema permutatsioon arvudest 1,2, ... n,

s.t. nende arvude mingi iimberjarjestus. Sellist tabelit kutsume substitutsiooni o nor-
maalkujuks. Substitutsiooni
o 1 2 ...n
“\1 2 ...n

nimetatakse tihiksubstitutsiooniks.

Substitutsiooni ¢ nimetatakse paarissubstitutsiooniks, kui inversioonide arv per-
mutatsioonis (o(1),0(2),...,0(n)) on paarisarv. Vastasel korral on tegemist paaritu
substitutsiooniga. Koigi substitutsioonide hulka n elemendist tédhistame stimboliga S5,
ja koigi paarissubstitutsioonide hulka stimboliga A,,. Algebra pohikursusest on teada, et
S,, on rihm substitutsioonide korrutamise suhtes.

Definitsioon 2.37 Substitutsiooni nimetatakse tsiikliks, kui ta paigutab mingeid ele-
mente tsiikliliselt {imber ning jatab iilejaanud elemendid paigale. Tsiiklit o, mis paigutab
iimber elemente i1, 29, ..., % nii, et

O'(’h) = ’ig, O'(iz) = ig, ceey O'(’L'kfl) = ik, O'(’lk> = il,
tahistame lihidalt
(11,99, -+, 1k).

Arvu k nimetame tsiikli (i1, o, . .., 1) pikkuseks.

Definitsioon 2.38 Tsiikleid (i1, 7o, . . ., i) ja (J1, J2, - - - , ji) nimetatakse soltumatuteks,
kui {i17i27 s 7Zk} N {j17j27 s 7jl} = @

Substitutsioonide korrutamisel on {ildiselt tdhtis, millises jarjekorras me neid korruta-
me. Kui aga on tegemist kahe soltumatu tsiikliga, siis nende korrutamisel ei ole tegurite
jarjekord oluline, s.t. soltumatud tsiiklid kommuteeruvad.

Lihtne on aru saada, et kehtib jargmine lause.

Lause 2.39 Iga substitutsiooni saab esitada soltumatute tsiklite korrutisena.
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Naiide 2.40 Rithmas Sg saame esitada

(s

Definitsioon 2.41 Transpositsioon on tsiikkel pikkusega 2.

3456789
9 7 421 8 3)—(1’5%7)(2,6)(3,9).

DN

Algebra pohikursuses toestatakse harilikult jargmine tulemus.
Lause 2.42 ([1], lause 4.3.15) Transpositsioon on paaritu substitutsioon.

Lause 2.43 Olgu n > 2. Iga paarissubstitutsioon n elemendist on esitatav paarisarvu
transpositsioonide korrutisena. Iga paaritu substitutsioon n elemendist on esitatav paaritu
arvu transpositsioonide korrutisena.

TOESTUS. Paneme téahele, et

( 1 ... i ... § ... n >(. .)_( | U A n)
o1)...0() ... 0()) ... o(n) b= o1)...0(j) ...00() ...a(n) )"
Seega normaalkujul oleva substitutsiooni o korrutamisel transpositsiooniga (i, 7) saame
substitutsiooni ¢/, mille normaalkuju erineb ¢ normaalkujust selle poolest, et alumises
permutatsioonis on i-s ja j-s element &dra vahetatud. Algebra pohikursusest teame, et
kahe elemendi dravahetamine permutatsioonis muudab permutatsiooni paarsust (vt. [1],
lause 4.3.7). Jérelikult ¢ ja ¢’ on erineva paarsusega.

Koik permutatsioonid n elemendist on voimalik jarjestada nii, et esimene on loomulik
permutatsioon ja iga jirgmine on saadud eelmisest kahe elemendi vahetamisel (vt. [1], lau-

se 4.3.2). Moodustame nende permutatsioonide abil normaalkujul olevad substitutsioonid.
Saame substitutsioonide jarjestuse

&£ =00,01,092,...,0p1_1,

kusjuures iga k € {1,2,...,n!—1} korral o on iihiksubstitutsiooni ¢ ja k transpositsiooni
korrutis. Kuna e-ga korrutamine midagi ei muuda, siis iga o} on k transpositsiooni korru-
tis. Et o9 on paarissubstitutsioon, siis o; on paaritu, o, paaris jne. See tdhendab, et kui
0 on paarissubstitutsioon siis, ta on paarisarvu transpositsioonide korrutis ja kui o} on
paaritu substitutsioon siis, ta on paaritu arvu transpositsioonide korrutis. O

Kuna n! on paarisarv, kui n > 2, siis eelmise lause toestusest jareldub jargmine fakt.

Jareldus 2.44 Olgu n > 2. Siuis on paaris- ja paarituid substitutsioone n elemendist
tihepalju.

Lause 2.45 Olgu substitutsioon o esitatav k transpositsiooni korrutisena. Siis o on paa-
rissubstitutsioon parajasti siis, kui k on paarisarv.
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TOESTUS. Toestame lause induktsiooniga transpositsioonide arvu k jargi.
Kui k£ = 1, siis ¢ on transpositsioon ja seega lause pohjal paaritu substitutsioon.
Oletame, et k > 1 ja véide kehtib k — 1 korral. Olgu o = 779 ... 7,1 - Tx, kus 7;-d on
transpositsioonid. Induktsiooni eelduse pohjal on 77, . . . 7,1 paarsus sama, mis k—1 paar-
sus. Transpositsiooniga 75 korrutamine vahetab substitutsiooni 775 ... 7;_; normaalkuju
alumises reas kaks elementi dra. Seega 77y ... Tx_1 ja 1 T2 . . . TL_1T} ON erineva paarsusega,
nagu ka k£ — 1 ja k. Jarelikult 775 ... 7,_17% paarsus on sama, mis k paarsus. O

Jareldus 2.46 Substitutsioonid o ja o~ on sama paarsusega.

TOESTUS. Lause toestuses ndgime, et iga substitutsiooni saab esitada transposit-
sioonide korrutisena. Olgu o esitatud k transpositsiooni korrutisena ja o~! [ transposit-
siooni korrutisena. Kuna ¢ = oco~! on paarissubstitutsioon, siis lause pohjal on k41
paarisarv. Jirelikult on k ja [ sama paarsusega, millest jiareldub, et o ja ¢~! on sama

paarsusega. O

Lause 2.47 Tsikli (iy,12,...,1i;) paarsus on vordne arvu k — 1 paarsusega.
TOESTUS. Paneme téhele, et selle tsiikli saab esitada & — 1 transpositsiooni korrutisena:
(i1, 89, - -y ix) = (91, k) (G0, ik—1) - - - (i1, 83) (41, 92).

Lause pohjal on tstikkel (iy,1s,...,4) ja arv k — 1 sama paarsusega. O

Lause 2.48 Paarissubstitutsioonide hulk A,, on rihma S, normaaljagaja.

TOESTUS. Niitame, et A, < S,,. Kuna ¢ € A, siis A, # 0.

Olgu o,7 € A,. Lause pohjal saab o ja 7 esitada paarisarvu transpositsioonide
korrutisena. Siis ka o7 on paarisarvu transpositsioonide korrutis. Téanu lausele [2.45[on o7
paarissubstitutsioon. Kuna podérdsubstitutsiooni paarsus on sama, mis esialgse oma, siis
on A, kinnine ka péordelemendi votmise suhtes.

Olgu niiid ¢ € S,, ja 7 € A,,, kusjuures ¢ on k transpositsiooni korrutis ja 7 on 2[
transpositsiooni korrutis. Kui ¢=! on m transpositsiooni korrutis, siis & ja m on sama
paarsusega. Substitutsioon c~'ro on m + 2] + k = 2l + m + k transpositsiooni korrutis,
kus m + k on paarisarv. Seega o~ !7o on paarissubstitutsioon ehk o170 € A,,. O

Jareldus 2.49 Kuin > 3, siis S, ei ole lihtne.

TOESTUS. Kui n > 3, siis S5, sisaldab mittetriviaalset normaaljagajat A,,. O

Ulesanne 2.50 Millise hastituntud rithmaga on isomorfne faktorrithm S, /A, 7

Teoreem 2.51 Kuin > 5, siis A, on lihtne rihm.
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TOESTUS. Olgu N rithma A, normaaljagaja, kusjuures n > 5 ja N sisaldab rohkem kui
ithte elementi. Naitame, et sellisel juhul N = A,,. Kuna sisalduvus N C A,, on ilmne, siis
peame veenduma, et A,, C N. Toestus jaguneb kolme ossa.

Esiteks néitame, et normaaljagaja N sisaldab viahemalt iihte 3-elemendilist tsiiklit.
Selleks votame iihe substitutsiooni ¢ € N \ {€}. Siis ka ¢! € N ning iga ¢ € A,, korral

vl = () e p € N.

Olgu ¢ esitatud soltumatute tsiiklite korrutisena. Selle tsiikliteks lahutuse puhul on jarg-
mised voimalused.
1) Lahutuses leidub tsiikkel, mille pikkus on vdhemalt 4:

@:(il,ig,...,is)-...,

kus s > 4. Votame ¢ = (iy, 49, 13) € S,,. Ténu lausele on 3-elemendilised tsiiklid paa-
rissubstitutsioonid, seega v € A,. Jarelikult o ~11y~tp € N . Arvutame vilja korrutise
o~ tpLp. Selleks peame arvudele 1,2,...,n rakendama jirjest teisendusi ¢, =1
ja ¥ (just selles jarjekorras). Paneme tdhele, et kdik need teisendused jatavad arvud
Je{1,2,...,n}\ {i1,i2,...,is} paigale, s.t. (Y~ 1p)(j) = j. Vaatame, kuidas need
teisendused teisendavad arve ii,1is,...,17s. Selleks koostame tabeli, kus iga rida néitab,
kuidas vastav teisendus teisendab eelmises reas olevaid elemente:

i1 g 13 T4 ... g1 I
(2 ’ig ’ig i4 i5 ’is ’il
ol dy iy da g ... i s
@71 g 11 13 %4 ... lg_1 19
W iy iy i1 G4 ... Ge1 i3

Vorreldes tabeli esimest ja viimast rida, nideme, et Yo 1 ™1p = (iy,i,13). Antud tabel
vastab olukorrale, kus s > 4. Samamoodi saab niidata, et ka juhul s = 4 on Y=ty =
(11,15, 13). Jarelikult N sisaldab tsiiklit (i1, s, 43) pikkusega 3.

2) Lahutuses leidub vihemalt kaks 3-elemendilist tsiiklit:

¥ = (,L.lv i?a i3)(j1aj27j3) e
Olgu ¢ = (i3, j1, j2) € A,. Analoogiliselt eelmise juhtumiga saame arvutada, et
Yo W o = (ia, ja, i3, j1,j3) - .. € N.

Sellega oleme vaadeldava olukorra taandanud juhule 1).
3) Lahutuses on iiks 3-elemendiline tsiikkel ja tilejadnud tsiiklid on 2-elemendilised:

¥ = (2.172.277:3)(‘]'17].2) ..

Kuna iga transpositsiooni ruut on ¢, siis ¢? = (iy, i3,42) € N.
4) Lahutuses on koik tsiiklid 2-elemendilised, kusjuures neid on vahemalt neli tiikki:

v = (i,7)(k,D)(a,b)(c,d) - ....
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Olgu ¢ == (I,a)(b,c) € A,. Sellisel juhul p? = ¢, ¥? = ¢ ja

W o = Yo = (k,e,b)(l,a,d) - ... € N.

Sellega on olukord taandatud juhule 2).
5) ¢ = (4,7)(k,1). Kuna n > 5, siis leidub elementidest i, j, k, [ erinev element m. Olgu
¢ = (i,j,m) € A,. Siis
Yo~ T g = (i,m, j) € N.
Sellega oleme néidanud, et N peab sisaldama mingit 3-elemendilist tsiiklit (i, 7, k).

Teiseks niitame, et N sisaldab kdiki 3-elemendilisi tsiikleid. Olgugi (', 5/, k') suvaline
kolmest elemendist koosnev tsiikkel. Kuna n > 5, siis saab vaadelda paarissubstitutsiooni

NN N
U_<z‘ ikl om ...>€A"

(see, et n > 5, lubab vajaduse korral [ ja m &ra vahetada, et saada oige paarsus). Kuna
N on normaaljagaja ja (i,7,k) € N, siis 07 - (i, 5, k) -0 € N ehk

goaon (7 kL m ... . X L U (77 Y
(/L7j7k>_(2’/ j/ k/ l/ m/ ..>(/L7‘]7k)(2 j k l m L. EN'

Seega N sisaldab koiki 3-elemendilisi tsiikleid.
Toestuse lopetamiseks naitame, et A, C N. Olgu ¢ € A, suvaline paarissubstitut-
sioon. Lause pohjal on 1 esitatav paarisarvu transpositsioonide korrutisena:

?/J = T17T273T4 - . - T25—172s,

kus koik tegurid on transpositsioonid. Jagame need transpositsioonid jarjest paarideks.
Kui paaris on transpositsioonid kujul (4, ) ja (4, k), siis (¢, j)(i, k) = (i, k, 7). Kui paaris on
soltumatud transpositsioonid (i, 5) ja (k,1), siis (i, 7)(k,1) = (i, k, j)(k,[,7). Seega saame
1 esitada 3-elemendiliste tsiiklite korrutisena. Kuna koik need tsiiklid kuuluvad N-i, siis
ka 1) € N. O

Mairkus 2.52 Saab niidata, et Ay ja A3 on lihtsad rithmad, aga Ay ei ole.

Harjutused 2.53 Kui on soovi moisteid harjutada, voib ldbi moelda jargmised vaited.
1. Tga mittetriviaalne rithm sisaldab lihtsat alamriihma.
2. Kui rithmade G ja H korrutis G x H on lihtne, siis kas G = {1} voi H = {1}.

3. Lihtne Abeli riithm peab olema 16plik.
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Peatukk 3
Abeli ruhm

3.1 Pohimoisted

Liithidalt 6eldes on Abeli rithm selline rithm, mille tehe on kommutatiivne. Kuna Abeli
rithmade puhul kasutatakse enamasti aditiivset siimboolikat ja terminoloogiat (radgitakse
summast, nullelemendist, vastandelemendist), siis toome siin definitsiooni &ra ka téispik-
kuses.

Definitsioon 3.1 Abeli riithm on hulk A koos kahekohalise algebralise tehtega +, mis
rahuldab jargmisi tingimusi:

AGl. (a+b)+c=a+ (b+c)igaa,b,c € A korral;

AG2. leidub element 0 € A nii, et a +0=a =0+ a iga a € A korral;

AG3. iga a € A korral leidub element —a € A nii, et a + (—a) = 0 = (—a) + a;
AG4. a+b=b+aigaa,b e A korral.

Naide 3.2 1. Iga vektorruum on muuhulgas Abeli rithm.
2. Iga n > 2 korral on (Z,,+) Abeli rithm.
3. Iga n > 3 korral S,, on rithm, mis ei ole Abeli rithm.

Abeli rithma korral radgitakse ka elementide a ja b vahest, mis defineeritakse vordu-
sega
a—b:=a+ (-b).

Tingimuse AG3 pohjal on selge, et iga a korral
a—a=0.
Kui (A, +) on Abeli rithm, siis voib defineerida naturaalarvu n ja elemendi a korrutise:
naea=a+a+...+a,

kus liidetavaid on n tiikki. Lisaks sellele loetakse, et
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kus samuti on n liidetavat, ja et 0a = 0. Sellega on defineeritud korrutis za iga z € Z
jaoks. Selliste korrutiste jaoks kehivad muuhulgas jargmised omadused: iga z,w € Z ja
a,b € A korral

(zw)a = z(wa),
(z+w)a = za + wa,
z(a +b) = za + zb,
Abeli rithma iga alamriithm on normaaljagaja, seega faktorrithmi saab moodustada
koigi alamrithmade jérgi.
Abeli rihmade otsekorrutised ja vélised otsesummad defineeritakse nii nagu vektor-
ruumide otsekorrutised ja vélised otsesummad.

Harjutused 3.3 Kui on soovi moisteid harjutada, voib 14bi moelda jargmised vaited.

1. Kui A ja B on Abeli rithmad, siis homomorfismide A — B hulk Hom(A, B) on Abeli rithm
punktiviisiliste tehete suhtes.

* . I . .. .o . . .o .
2. Kui N on rithma G normaalne alamriithm, siis G/N on kommutatiivne parajasti siis, kui
iga a,b € A korral aba='b~! € N.

3.2 Jaguvate Abeli rihmade lihtsamad omadused

Hakkame uurima Abeli rithmade klassi iihte olulist alamklassi — jaguvaid Abeli riithmi.

Definitsioon 3.4 Abeli riithma A nimetatakse jaguvaks, kui iga elemendi a € A ja iga
naturaalarvu n korral leidub selline b € A, et nb = a. Elementi b nimetatakse elemendi a
ja naturaalarvu n jagatiseks.

Naiide 3.5 1. Rihma (Z, +) ei ole jaguv.
2. Rithm (Q, +) on jaguv.

Lemma 3.6 Abeli riihm A on jaguv parajasti siis, kui iga elemendi a € A ja iga algarvu
p korral leidub selline b € A, et pb = a.

TOESTUS. TARVILIKKUS. See on ilmne.

Piisavus. Olgu a € A ja n > 1 naturaalarv. Aritmeetika pohiteoreemi abil saab arvu
n esitada kujul n = pyps...ps, kus py,po,...,ps on algarvud. Eelduse pohjal leiduvad
elemendid by, ...,bs € A nii, et

a = piby, by = paba, ..., bs_1 = psbs,

kust a = p;...psbs = nbs. a

Me fiitleme, et Abeli rithm B on Abeli rithma A homomorfne kujutis, kui leidub
siirjektiivne homomorfism f: A — B.
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Lemma 3.7 Jaguva Abeli rithma homomorfne kujutis on jaguv.

TOESTUS. Vt. [2, lemma 2.3]. O

Lemma 3.8 Jaguvate Abeli riihmade otsekorrutis ja viline otsesumma on jaguvad.

TOESTUS. Vt. [2, lemma 2.4]. O

Defineerime niitid Abeli rithma alamriithmade summa ja sisemise otsesumma.

Definitsioon 3.9 Olgu A Abeli rithm ja A;,7 € I tema alamrithmad. Nende alamriihma-
de summaks nimetatakse alamrithma » ,_, A;, mis koosneb koigist 16plikest summadest,
kus liidetavateks on paarikaupa erinevate indeksitega alamriihmade elemendid, s.t.

ZA,- ={acA|la=a; +...+a;,,k €Niy,... i€l on paarikaupa erinevad,
el
(7% EAil, c. ,ClikEAik}.

Lopliku indeksite hulga I = {iy,...,i,} korral kirjutatakse ) ., A; asemel A; +...+A;,
ja kehtib vordus

Ai1+...+A,~n:{a1—|—...+an|a1€Ai1,...,an€Ain}.

Definitsioon 3.10 Abeli riihma A alamrithmade A;,i € I summat ) ., A; nimetatakse
sisemiseks otsesummaks, kui iga 16pliku alamhulga {ig,1,...,7,} C I korral

Kui alamrithmade A;,7 € I summa on sisemine otsesumma, siis kirjutatakse
Sa=Y A
iel iel

Mérgime, et siin antud definitsioon erineb raamatus [1| antud definitsioonist 3.5.9, kuid
on tollega samavadrne.

Naiide 3.11 Abeli rithm (C, +) on oma alamrithmade R ja Ri = {bi | b € R} otsesumma,
C=R+Risest C={a+0bi|abeR}jaRNRi={0}.

Teoreem 3.12 ([1], teoreem 2.7.13) Olgu A Abeli rihm ja A;,i € I tema alamrih-
mad. Kui nende alamrihmade sisemine otsesumma on olemas, siis on sisemine ja valine
otsesumma isomorfsed.

Kui tegemist on kahe alamrithmaga B ja C| siis kasutatakse summa ja sisemise otse-
summa, jaoks tahistusi B + C ja B + C.

Lause 3.13 Abeli riihma A alamrihmade B ja C' summa B+ C' on sisemine otsesumma
parajasti siis, kui iga b,b' € B ja ¢, € C korral

b+c=0V+d = b=V ja c=¢
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TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu B+ C = B+ C ja oletame, et b+c¢ = b+, kus b, b’ € B
jac,d € C.Slisb—b =c —ce BNC ={0}. Jarelikult ¥ —b=0=¢ —cehk b=10 ja
c=c.

P1isavus. Oletame, et a € BN C'. Siis vordusest a + 0 = 0 + a jareldub eelduse tottu, et
a=0.Seega BNC ={0}jaB+C=B+C. 0

Lause 3.14 Olgu B Abeli riihm, A < B ja olgu f: A — D mingi homomorfism, kusjuures
D on jaguv Abeli riihm. Siis leidub homomorfism g: B — D nii, et gla = f.

A < B
/
s
s
! ne
s
yZ
D

TOESTUS. Kasutame toestuseks Zorni lemmat. Vaatleme paaride hulka
P={(X,h) | A< X <B,h€hom(X,D),hls= [}
Kuna (A, f) € P, siis P ei ole tiihi. Defineerime seose < hulgal P jargmiselt:
(X1, h) < (Xo,ho) <= X1 C Xy ja halx, = hy.

Lihtne on kontrollida, et see seos on jarjestusseos.
Saab néidata, et jarjestatud hulk (P, <) rahuldab Zorni lemma eeldusi. Zorni lemma
pohjal leidub hulgas P maksimaalne element. Olgu selleks paar (C, g).
A < C < B

D

On kaks voimalust.

a) C'= B. Sellisel juhul on meil teoreem toestatud.

b) A < C < B. Niitame, et sellisel juhul tekib vastuolu.

Kuna C C B, siis leidub b € B\ C. Vaatleme alamrithma Zb = {zb | z € Z} < B.
Siis C' < C' + Zb < B. Vastuolu (C, g) maksimaalsusega saame, kui onnestub defineerida
homomorfism ¢': C'+Zb — D nii, et ¢'|c = g, sest siis ka ¢’'|4 = f. Tuleb vaadelda kahte
juhtumit.

1) Kui C + Zb = C + Zb, siis voib defineerida

g'(c+2b) = g(c),

ceC, z € Z Lause tottu on see definitsioon korrektne. Lihtne on néha, et ¢’ on
homomorfism ja ¢'|c = g.
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A < C < C+7Zb < B

2) Oletame, et C' + Zb ei ole alamrithmade C' ja Zb otsesumma. Siis C' N Zb # {0}.
Olgu n véhim naturaalarv, mille korral nb € C (selline peab kindlasti leiduma). Kuna
g(nb) € D ja D on jaguv, siis leidub d € D nii, et nd = g(nb). Kasutades seda elementi d
defineerime kujutuse ¢’': C'+ Zb — D vordusega

g (c+ 2b) = g(c) + zd

iga ¢ € C'ja z € Z korral. Veendume, et ¢’ on korrektselt defineeritud. Selleks oletame, et
c1 + Zlb = Cy + Zgb. Siis
(Zl — Zg)b =C — (1 € C.

Jagame taisarvu z; — 2z, jadgiga naturaalarvuga n:
z71—2z=qn+r, 0<r<n, qrez.

Siis (21 — 22)b = gqnb + rb. Et nb € C, siis ka gnb € C. Kuna (21 — 22)b, qnb € C ja C on
alamrithm, siis ka b = (21 — 22)b — gnb € C, kust n valiku tottu saame, et r = 0 ehk
21 — 29 = qn. Jarelikult (z; — 22)b = gnb ja

g(c2) —g(e1) = g2 — 1) = g((21 — 22)b) = g(gnb)
=q-g(nb) = qnd = (21 — z3)d = z1d — zad,

kust
g(c1) + z1d = g(c2) + zod.
Sellega oleme toestanud, et ¢’ definitsioon on korrektne.

Naitame, et ¢’ on homomorfism. Kui ¢; + 210, ¢ + 290 € C + Zb, siis

9'((c1 + 210) + (c2 + 220)) = g'((c1 + €2) + (21 + 22)b) = gle1 + ¢2) + (21 + 22)d
= g(c1) + g(c2) + z1d + 22d = g(c1) + 21d + g(ca) + 22d
= g'(c1 + 21b) + g'(ca + 20b).

On selge, et ¢'|c = g. Kokkuvottes olemegi saanud vastuolu sellega, et paar (C, g) on
maksimaalne element hulgas P. O

Osutub, et jaguvad alamrithmad Abeli rithmades on otseliidetavad.

Lause 3.15 Kui jaguv Abeli riihm D on Abeli riihma A alamrihm, siis leidub rihma A
alamriihm B nii, et A= D + B.
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TOESTUS. Lause pohjal leidub homomorfism g: A — D nii, et g|p = 1p.

D < A
/
/
/
lD //g
/
¥
D

Siis Ker (¢g) on rithma A alamrithm. Néaitame, et
A= D +Ker(g).
Mistahes elemendi a € A voib esitada summana
a = g(a) + (a = g(a)),
kus g(a) € D ja a — g(a) € Ker(g), sest
gla—g(a)) = g(a) = g(g(a)) = g(a) — 1p(g(a)) = g(a) = g(a) = 0.

Seega A = D + Ker (g). Oletame, et d € D N Ker(g). Kuna d € D, siis g(d) = d. Et aga
d € Ker (g), siis g(d) = 0. Jarelikult d = 0 ja me oleme toestanud, et D N Ker (g) = {0}.
Seega A on alamriihmade D ja Ker (g) otsesumma. O

Harjutused 3.16 Olgu A ning A1, ..., A, Abeli riihmad. Néidata jargnevat.
17 Skeem @(f1,..., fn) = (a— (fi(a),..., fn(a))) defineerib Abeli rithmade isomorfismi

EBZHOHI(A, A;) % Hom (A, @ Z/L) .

i=1 i=1

2" Saab defineerida Abeli rithmade isomorfismi

@ZHOIH(ATj,A) s Hom <@ZA7:7A> .

i=1 i=1

3.3 Elementide jarkudest

Meenutame Abeli rithma elemendi jargu maoistet.

Definitsioon 3.17 Olgu a Abeli rithma A element ja n € N. Oeldakse, et elemendi a
jark on n, kui na = 0 ja n on vihim naturaalarv, mille korral selline vordus kehtib. Kui
na # 0 iihegi naturaalarvu n korral, siis Geldakse, et element a on lopmatut jarku.
Elemendi a jarku téhistatakse stimboliga ord(a).

On selge, et
ord(a) =1 <= a=0.
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Lemma 3.18 Kui A on Abeli riihm, a € A jam € N, siis
ma =0 <= ord(a) | m.
TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu ma = 0 ja n = ord(a). Jagame jadgiga:
m=nqg+r, 0<r<n, qrez.
Siis
0 =ma = (ng+r)a =nga+ra=qna+ra=q0+ra=ra.

Kui r # 0, siis saaksime vastuolu sellega, et n = ord(a). Jarelikult » = 0 ehk ng = m ehk
n|m.

Prisavus. Oletame, et n = ord(a) | m. Siis leidub selline ¢ € N, et ng = m. Jarelikult
ma = nqa = qna = q0 = 0. O

Definitsioon 3.19 Abeli rithma perioodiline osa on tema alamhulk, mis koosneb tema
koigist 1oplikku jarku elementidest. Abeli riihma nimetatakse perioodiliseks, kui koik
tema elemendid on loplikku jarku.

Definitsioon 3.20 Kui A on Abeli rithm ja p on algarv, siis hulka
A,={a € A|ord(a) on p aste} C A

nimetatakse rithma A p-komponendiks. Saab ndidata, et A, on A alamriihm (vt. [1],
lemma 11.2.3). Kui A = A,, siis 6eldakse, et A on p-rithm.

Lemma 3.21 Iga mittetriviaalne Abeli p-riihm sisaldab elementi, mille jark on p.

TOESTUS. Olgu A mittetriviaalne Abeli p-rithm. Siis leidub nullist erinev element a € A.
Olgu ord(a) = p¥, kus k € N. Siis p(p*~'a) = 0. Olgu n = ord(p*~'a). Siis lemma [3.1§]
pohjal n | p. Kuna p on algarv, siis on kaks voimalust. Kui oletaksime, et n = 1, siis
pF~la = 0, mis on vastuolus sellega, et ord(a) = p*. Jéirelikult n = p, mis tihendab, et

otsitavaks p-ndat jirku elemendiks sobib p*~la. O

Tahistame stimboliga P koigi algarvude hulka.
Teoreem 3.22 Perioodiline Abeli riihm on oma p-komponentide sisemine otsesumma.

TOEsTUS. Naitame, et

A=>"4,.

pEP

Selleks toestame, et A C > 5 A, (vastupidine sisalduvus on ilmne). Olgu a € A suvaline
element ja olgu tema jark n. Kuin = 1,siis a = 0 jaa € > A, Kuln # 1, siis

p

peP
aritmeetika pohiteoreemi pohjal n = p]fl ...p% kus pi,...,ps on paarikaupa erinevad
algarvud ja ki,..., ks on naturaalarvud. Téhistame n; = . Siis SUT(n4,...,n,) = 1.
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Arvuteooriast on teada, et sellises olukorras leiduvad wy,...,u, € Z nii, et uyny + ...+
usng = 1. Jarelikult

a=1-a=(uni+...+umng)a =unia+ ...+ ugna.

Kunaigai € {1,...,s} korral p¥ (u;n;a) = (pFumni)a = (umn)a = us(na) = 0, siis elemendi
u;n;a jark on pf jagaja, seega p; aste. Jarelikult iga ¢ korral w;n;a € A, ja a € EpEIP’ A,p.

Veel tuleb néidata, et riihma A alamrithmade A,, p € P, summa on otsesumma. Olgu
¢, D1, - .,Ps erinevad algarvud ja oletame, et a € A, N (A4, +...+A4,,). Et a € A, siis
ord(a) = ¢* mingi k € NU{0} korral. Teisest kiiljest a € A,, + ...+ A,, ja seega leiduvad
elemendid ay,,...,a,, € Ajaarvud ky,...,k; € NU {0} nii, et

a = Qp + ...+ ap,

ja ord(a,,) = pf Olgu n = pi* ... pks. Siis na = nay, + ...+ nap, = 0. Lemmast |3.18
jireldub, et ¢* = ord(a) | n. Aritmeetika pohiteoreemi tottu on see voimalik vaid siis, kui
k = 0. Jérelikult ord(a) = ¢° = 1 ehk a = 0. Sellega oleme niidanud, et A, N (A, +
...+ A,,) = {0}. Definitsiooni [3.10] pchjal on A oma alamrithmade A4,, p € P, sisemine
otsesumma. O

Niide 3.23 Vaatleme jadgiklassirithma A = (Z;3, +). Kuna 12 = 22.3 ja selle riihma ele-
mentide jargud peavad jagama arvu 12, siis on selles rithmas olemas ainult mittetriviaalne
2-komponent ja 3-komponent. Seega A = A, + Az, kus

AQ = {6737 éa g} ja’ A3 = {6717 g}

3.4 Vaandeta jaguvad rithmad
Selles paragrahvis anname viadndeta jaguvate Abeli rithmade kirjelduse (vt. teoreemi|3.29)).

Definitsioon 3.24 Oeldakse, et Abeli rithm on visindeta, kui koik tema nullist erinevad
elemendid on lopmatut jarku.

Niide 3.25 Rithmad (Z,+) ja (Q,+) on vééndeta.

Lemma 3.26 Olgu B vddindeta Abeli riihm. Siis
1. (Vb,c € B)(Vx € Z\ {0})(xb=2c = b=1c),
2. (VWbe B\{0})(Vx € Z)(xb=0= 2 =0),
3. (Vb e B\ {0})(Vz,y € Z)(2b = yb = x =y).

TOrsTUS. 1. Olgu xb = xc. Siis x(b — ¢) = 0. Seega element b — ¢ on 16plikku jarku. Et
B on vaindeta, siis b — ¢ =0 ehk b = c.

2. Kui x > 0, siis vordus zb = 0 tdhendaks vastuolu sellega, et ord(b) = oo. Kui z < 0
ja xb =0, siis ka 0 = —(xb) = (—x)b, kus —z > 0, ning jéillegi oleks tegemist vastuoluga.
Seega peab kehtima vordus x = 0.
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3. Kui b = yb, siis (r — y)b = b — yb = 0. Eelmise osa tottu x — y = 0 ehk x = y. O

Olgu B jaguv vadndeta Abeli rithm. Siis on iga ¢ € B ja n € N korral elemendi ¢
ja arvu n jagatis iiheselt madratud. Toepoolest, kui nd; = ¢ = nds, kus dy,ds € B, siis
lemma |3.26| esimese osa pohjal d; = dy. Me tdhistame seda iiheselt méaratud jagatist
stimboliga ¢/n. Niisiis

(Ve,d € B)(Yn € N)(¢/n =d < nd = c).

Lemma 3.27 Olgu B vddndeta jaguv Abeli rihm. Siis iga ¢,d € B, x € Z ja m,n € N
korral

1. z(¢/n) = (xzc)/n;
2. ¢/n+d/n=(c+d)/n;

3. (mc)/mn = c¢/n.

TOrsTUS. 1. Téhistame d = ¢/n ja e = (xzc)/n. Siis nd = ¢ ja ne = zc. Jéarelikult
ne = xc = xnd = nxd, kust lemma[3.26|(1) abil saame, et e = zd, mida oligi vaja niidata.
2. Téhistame ¢; = ¢/n, di = d/n ja e = (c+ d)/n. Siis nc; = ¢, ndy = d ja
ne = c+d =nc; +nd; = n(c; + dy). Jarelikult e = ¢; + d;.
3. Olgu d = (mc)/mn. Siis mnd = me, kust nd = c. Jarelikult d = ¢/n. O

Lause 3.28 Mittetriviaalne vddndeta jaguv rihm sisaldab rihmaga Q isomorfset alam-
rihma.

TOESTUS. Olgu B # {0} vdéndeta jaguv rithm. Siis leidub mingi nullist erinev element
b € B. Vaatleme hulka

Qb) ={(zb)/n | x € Z,n € N} C B.

Defineerime kujutuse f: Q — B vordusega

x
) = (b
7 (%) = @bym
r € Z, n € N. Kuna mistahes z,y € Z, n,m € N korral

oY ez = ny (hulgas Z
n m

)
= (mx)b = (ny)b (ri B)
<= m(xb) = nyb (rithmas B)
<= (nyb)/m = zb (rithmas B)
< n-(yb)/m = xb (rithmas B)

(ril )

<= (xb)/n = (yb)/m

siis ndeme, et f on korrektselt defineeritud ja injektiivne.
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Et mistahes x,y € Z ja m,n € N korral

f (% + %) — f (mn—:;bw) = (mx —|—ny)b/nm = (mxb—l—nyb)/nm

_ _ —r(Z Y

= (mab)/rm + (nyb) /nm = (wb)/n+ (yb)/m = f (=) + £ (Z),
siis f on rithmade homomorfism. Lause pohjal on Im f = Q(b) rithma B alamriihm.
Kuna kujutus Q — Q(b), £ — (zb)/n on isomorfism, siis Q(b) = Q ja B sisaldab riihmaga
Q isomorfset alamriihma. O

Teoreem 3.29 Mittetriviaalne vddndeta jaguv rihm on rihmaga Q isomorfsete alam-
rihmade otsesumma.

TOESTUS. Olgu B mittetriviaalne vaandeta jaguv rithm. Vétame hulga P, mille elemen-
tideks on sellised riihma B alamriihmade hulgad, millesse kuuluvad alamriihmad on iso-
morfsed rithmaga @Q ja millesse kuuluvate alamriithmade summa on otsesumma. Vaatleme
hulka P osaliselt jarjestatud hulgana sisalduvusseose suhtes ja néitame, et ta rahuldab
Zorni lemma eeldusi.

Ténu lausele sisaldab hulk P iiheelemendilist hulka {Q(b)} ja on seega mittetiihi.
Vaatleme P elementide ahelat {X; | i € I}. Olgu X = U;e;X;. Siis X on rithmaga Q
isomorfsete B alamriihmade mingi hulk. Kasutades definitsiooni naitame, et hulka X
kuuluvate alamrithmade summa on otsesumma (siis X on vaadeldava ahela iilemine toke

hulgas P).
Peame néitama, et suvaliste Q,Q1,...,Q, € X korral Q N (Q1 + ...+ @Q,) = {0}.
Teame, et Q,Q4,...,Q, on B alamrithmad, mis on isomorfsed rithmaga Q. Lisaks selle-

le leiduvad indeksid 49, %1,...,%, € [ nii, et Q € X;,, ¢1 € X;,,...,Q, € X;,. Kuna
{X; | i € I} on ahel, siis leidub indeks r € {ig, 41, ...,4,} nii, et X;;, X;,,...,X;, C X,.
Seega ), Q1,...,Q, € X,. Et hulka X, kuuluvate B alamrithmade summa on sisemine
otsesumma, siis

Zorni lemma pohjal leidub hulgas P maksimaalne element. Seega riithmas B leidub
alamrithm D, mis on riihmaga Q isomorfsete alamrithmade otsesumma ning iihegi alam-
rihma Q =2 @ < B, Q € D korral summa D + () ei ole otsesumma. Kuna QQ on jaguv
ja jaguvate riithmade otsesumma on ka jaguv, siis lause pohjal D on jaguv. Vastavalt
lausele leidub alamrithm C' < B nii, et

B=D+C.

Kuna C on jaguva rithma B homomorfne kujutis (voib vaadelda stirjektiivset homomor-
fismi B — C, d+ ¢ — ¢), siis C' on jaguv tédnu lemmale Olles vadndeta riithma B
alamrithm on ka C' védndeta. Kui C' # {0}, siis ta peaks lause tottu sisaldama min-
git alamrithma (), mis on isomorfne riithmaga Q. Siis aga D + ) oleks otsesumma, mis
annab vastuolu. Jérelikult C'= {0} ning B = D on rithmaga Q isomorfsete alamrithmade
otsesumma. O
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Naiide 3.30 Rithm Q x Q (komponenthaaval defineeritud liitmise suhtes) on védndeta
jaguv rithm, sest ta on rithmaga Q isomorfsete alamrithmade

Q1 ={(a,0)[acQ} ja Q={(0,b)[beQ}

sisemine otsesumma, Q x Q = Q1 + Q».



o4

PEATUKK 3. ABELI RUHM



Peatukk 4
Ringid

4.1 Pohimoisted

Definitsioon 4.1 Hulka R koos kahe kahekohalise algebralise tehtega + ja - nimetatakse
(ithikelemendiga assotsiatiivseks) ringiks, kui

R1. (a+b)+c=a+ (b+c)igaa,b,c € R korral;

R2. leidub element 0 € R nii, et a + 0 =a =0+ a iga a € R korral,

R3. iga a € R korral leidub element —a € R nii, et a 4+ (—a) =0 = (—a) + a;
R4. a+b=0b+ aiga a,b € R korral,

R5. (a-b)-c=a-(b-c)igaa,b,c € R korral;

R6. leidub element 1 € Rnii,et a-1=a=1-aiga a € R korral;

R7. a-(b+c¢)=a-b+a-cigaa,b,ce R korral;

R8. (a+0b)-c=a-c+0b-cigaa,b,c€ R korral.

Niisiis ringidel on kaks kahekohalist tehet, {iks iihekohaline tehe ja kaks nullkohalist
tehet (mis fikseerivad elemendid 0 ja 1).

Harilikult kirjutatakse ringi puhul a - b asemel lithemalt ab. Definitsiooni tingimustest
R1-R4 ndeme, et (R, +) on Abeli rithm ja (R, -) on monoid. Tingimusi R7 ja R8 kutsutakse
distributiivsuse seadusteks.

Definitsioon 4.2 Ringi (R, +,-) nimetatakse
e jagamisega ringiks, kui (R \ {0},-) on rithm;
e korpuseks, kui (R \ {0},-) on Abeli rithm.

Lihtne on kontrollida, et kehtib jargmine lause.

Lause 4.3 Mistahes ringis R kehtivad jargmised arvutusreeglid:

25
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1. iga a,b,c € R korral kui a +b = ¢, siisa = c—b;
2. 0a =0 =a0 1ga a € R korral;

3. (—a)b = a(—b) = —(ab) iga a,b € R korral;

4. a(b—c) =ab—ac iga a,b,c € R korral;

5. (a —b)e=ac—be iga a,b,c € R korral.

Mairkus 4.4 Ringi puhul on voimalik, et 1 = 0. Sellisel juhul see ring koosnebki ainult
iihest elemendist, sest mistahes elemendi a korral a = al = a0 = 0. Jarelikult, kui ringis
on vihemalt kaks elementi, siis selles ringis 1 # 0. Muuhulgas korpuses on alati 1 # 0.

Lause 4.5 Olgu Ry ja Ry ringid. Kujutus f: Ry — Ry on ringide homomorfism parajasti
si1s, kui

1. fla+0b) = f(a)+ f(b) iga a,b € Ry korral;
2. f(ab) = f(a)f(b) iga a,b € Ry korral;
3. f(1)=1.

TOEsTUS. Nii nagu lause toestuses saab ka siin naidata, et liitmise sailitamisest
jareldub nullelemendi ja vastandelemendi séilitamine. a

Definitsioon 4.6 Ringide homomorfismi f: R; — Ry tuumaks nimetatakse hulka
Ker (f) ={a € Ry | f(a) = 0}.
Nii nagu vektorruumidegi korral saab ndidata, et kehtib jargmine tulemus.

Lause 4.7 Ringide homomorfism f: Ry — Ry on iksiihene parajasti siis, kui Ker (f) =

{0}

Definitsioon 4.8 Ringi R mittetiihja alamhulka /I nimetatakse parempoolseks (va-
sakpoolseks) ideaaliks, kui

1. a+beligaa,be I korral;
2. arel (rael)igaac ! jar e R korral.

Parempoolset ideaali, mis on samaaegselt ka vasakpoolne ideaal, nimetatakse ideaaliks.

Mistahes ringi R korral on R ise ja {0} ideaalid. Neid ideaale nimetatakse triviaal-
seteks.
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Naiide 4.9 Vaatame ringis R = Mat,,(5), kus S on mingi ring, alamhulka 7, mis koosneb
sellistest ruutmaatriksitest, kus nullist erinevad elemendid voivad esineda ainult esimeses
reas. Seega

ayy ... QAip
I = 0 0 ’a'llv"'7aln€S
0 ... 0

Lihtne on veenduda, et I on ringi R parempoolne ideaal.
Lause 4.10 Ringide homomorfismi tuum on ideaal.

TOESTUS. Selle jatame labimotlemiseks lugejale. a

Lemma 4.11 Olgu R ring ja a € R. Siis

1. hulk
aR = {ar|r € R}

on ringi R parempoolne ideaal,

2. hulk
Ra = {ra|r € R}

on ringt R vasakpoolne ideaal,

3. hulk

RaR = {Zajiayl- |neN, x;,y € R}

i=1
on ringt R ideaal.
TOESTUS. Toestame neist viidetest ainult kolmanda (teiste toestus on sarnane). On selge,

et hulk RaR on kinnine liitmise suhtes. Kui n € N, x1,...,2,,y1,...,Yn,” € R, siis
distributiivsuse ja assotsiatiivsuse tottu ka

r <i xiayl-> = i(m’i)ayi € RaR ja (i xiayi) r= ixia(yﬁ) € RaR.
i=1 i=1 i=1 i=1

Seega rahuldab RaR ka definitsiooni teist tingimust ja on ideaal. a

Definitsioon 4.12 Ideaale aR, Ra ja RaR nimetatakse vastavalt ringi R elemendi a
poolt tekitatud parempoolseks peaideaaliks, vasakpoolseks peaideaaliks ja (ka-
hepoolseks) peaideaaliks.

Lihtne on veenduda, et kehtib jargmine tulemus.

Lemma 4.13 Ringi parempoolsete ideaalide (vasakpoolsete ideaalide, ideaalide) tihisosa
on samuti parempoolne ideaal (vasakpoolne ideaal, ideaal).
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Lause 4.14 Ringis, mis sisaldab vihemalt kahte elementi, ei ole mittetriviaalseid parem-
poolseid ideaale parajasti siis, kui see ring on jagamisega ring.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Eeldame, et ringi R ainsad parempoolsed ideaalid on {0} ja
R. Kui a € R\ {0}, siis hulk aR = {ar | € R} on parempoolne ideaal ja aR # {0}.
Jarelikult aR = R. Muuhulgas leidub element b € R nii, et ab = 1. Me néitasime, et ringi
R koik nullist erinevad elemendid on paremalt péoratavad.

Olgu niitid « € R\ {0} suvaline. Siis leidub y € R nii, et xy = 1. Kuna 0 # 1, siis
y # 0. Jarelikult leidub z € R nii, et yz = 1. Seega

r=zl=ux(yz) =(xy)z =1z =z

ehk z on elemendi y poordelement. Jérelikult ka y on x podrdelement ehk x on poéoratav.
Seega R on jagamisega ring.
Prisavus. Oletame, et {0} # I on ringi R parempoolne ideaal. Néditame, et I = R. Selleks
peame veenduma, et R C [.

Olgu a € T\ {0}. Kuna ring on jagamisega, siis leidub a=' € R. Et I on parempoolne
ideaal, siis 1 = aa~! € I ja seega ka r = 1r € I iga r € R korral. Olemegi niidanud, et
RCI. O

Definitsioon 4.15 Ringi nimetatakse lihtsaks, kui temas ei ole mittetriviaalseid ideaale.

On selge, et kui ringis ei ole mittetriviaalseid parempoolseid ideaale, siis ei ole temas
ka mittetriviaalseid ideaale, s.t. ta on lihtne. Vastupidine ei pruugi kehtida: lihtsas ringis
voib leiduda mittetriviaalseid parempoolseid ideaale.

Lause 4.16 Olgu D jagamisega ring ja n € N. Siis ring Mat,,(D) on lihtne.

TOESTUS. Olgu [ ringi Mat, (D) nullist erinev ideaal. Peame néitama, et I = Mat,, (D).
Selleks votame suvalise maatriksi B = (b;;) € Mat, (D) ja néitame, et B € I.

Kuna I # {0}, siis leidub maatriks A = (a;;) € I, mis ei ole nullmaatriks. Jéarelikult
leiduvad sellised indeksid & ja [, et ay # 0. Tahistame stimboliga F;; n-ndat jarku ruut-
maatriksi, kus kohal (4, 7) on ringi D iihikelement 1 ja {ilejadnud elemendid on nullid. Siis
E; A € I, kus nullist erinevad elemendid on vaid i-ndas reas, ja

M; == (B, A)(a' Ey) € 1,

kusjuures M; on maatriks, milles kohal (i,7) on 1 ja koik tilejadanud elemendid on nullid.
Jarelikult ka

E=M+My+...+M,€el ja B=BF el



4.2. LIHTSAD MINIMAALSE PAREMPOOLSE IDEAALIGA RINGID 59

4.2 Lihtsad minimaalse parempoolse ideaaliga ringid

Definitsioon 4.17 Ringi R parempoolset ideaali I nimetatakse minimaalseks parem-
poolseks ideaaliks, kui / on minimaalne element ringi R nullist erinevate parempoolsete
ideaalide hulgas.

Seega parempoolne ideaal I on minimaalne, kui mistahes parempoolse ideaali J korral
J#{0} ja JCI = J=1.

Lause 4.18 Olgu D jagamisega ring ja n € N. Siis ring Mat, (D) sisaldab minimaalset
parempoolset ideaal.

TOEsTUS. Olgu I selliste maatriksite hulk, milles nullist erinevad elemendid esinevad
ainult esimeses reas. Nagu mainisime niites on I ringi Mat,, (D) parempoolne ideaal.

Néitame, et I on minimaalne. Selleks vaatleme parempoolset ideaali {0} # J C I.
Tahistame stimboliga E;;(c) maatriksit ringist Mat,, (D), kus kohal (4, j) on element ¢ ja
koik iilejaénud elemendid on nullid. Kuna J # {0}, siis leidub selline maatriks A = (a;;) €
J, mis ei ole nullmaatriks. Seega peab tema esimeses reas leiduma mingi nullist erinev
element, olgu see a,;. Siis

AEji(al_jl) = Eh(l) eJ
iga i € {1,...,n} korral. Vottes suvalise maatriksi B = (b;;) € I nédeme, et
B - Ell(l) . bllE + Elg(l) . b12E + ...+ Eln(l) : blnE € J,
sest J on parempoolne ideaal. Seega I C J, kust I = J. a
Ulesanne 4.19 Kas ringis Mat,, (D) vo6ib olla mitu erinevat minimaalset parempoolset

ideaali? Kui jah, siis tooge ndide monest sellisest minimaalsest parempoolsest ideaalist,
mis erineb lause [L.1§] toestuses antust.

Tuleb vilja, et maatriksringid iile jagamisega ringide ongi ainsad lihtsad ringid, mis
sisaldavad vahemalt {ihte minimaalset parempoolset ideaali.

Teoreem 4.20 Ring R on lihtne minimaalset parempoolset ideaali sisaldav ring parajasti
sus, kut leidub jagamisega ring D ja naturaalarv n ni, et

R = Mat,, (D).

TOESTUS. PIISAVUS. See jareldub lausest [4.16] ja lausest [4.18]

TARVILIKKUS. Olgu R lihtne ring, mis sisaldab minimaalset parempoolset ideaali M. Siis
M # {0} ja seega leidub mingi element x € M \ {0}. Et 0 # 121 € RzR ja RxR on
ideaal, siis lihtsuse tottu Rz R = R. Muuhulgas 1 € RxR ja seega

t
1= szwyz (4.1)
i=1
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mingite t € N, z;,y; € R korral. Et
t
0#x= le'i$yia
i=1

siis leidub mingi k& € {1,...,t} nii, et liidetav xziay, # 0. Tahistades a = xxy, € M ja
b = xyr € M oleme saanud sellised elemendid a,b € M, et ab # 0. Jarelikult

aM = {am | m e M} # {0}.

Hulk aM C R on ilmselt kinnine liitmise suhtes. Kui am € aM ja r € R, siis mr € M
(sest M on parempoolne ideaal) ja seega (am)r = a(mr) € aM. Jarelikult aM on ringi
R parempoolne ideaal. Kuna a € M ja M on parempoolne ideaal, siis ka am € M iga
m € M korral, s.t. aM C M. Et M on minimaalne parempoolne ideaal, siis

M = abMl.

Vaatleme hulka
I={reR|ar=0} CR.

Kui ry,ry € I, siis a(ry +1r9) = ary + arg = 0+ 0 = 0. Jarelikult 7y + 7, € 1. Kui r € I,
siis iga s € R korral a(rs) = (ar)s = 0s = 0 ja seega rs € I. Jarelikult I on ringi R
parempoolne ideaal.
Naitame, et
M nI={0}.

Oletame vastuviiteliselt, et M/ NI # {0}. Ténu lemmale[d.13Jon M NI ringi R parempoolne
ideaal. Kuna {0} € M NI C M ja M on minimaalne, siis M NI = M ehk M C I. Siis
aga am = 0 iga m € M korral, mis on vastuolus sellega, et ab # 0, kus b € M. Seega
MnI={0}.

Kuna M = aM, siis elemendi a € M jaoks leidub selline e € M, et a = ae. Siis aga

a(e? —e) = ae* — ae = (ae)e — ae = ae — ae = 0,

kust ndeme, et e?—e € . Jarelikult e?—e € MNI = {0} ehk e? = e. (Sellist elementi, mille
ruut vordub selle elemendi endaga, nimetatakse idempotendiks.) Seega e on idempotent.
Kuna a # 0 ja a = ae, siis ka e # 0. Seega {0} C eR C M, kust M minimaalsuse
tottu jareldub, et
M = eR.

Kui m € M, siis leidub selline r € R, et m = er. Siis aga em = e(er) = er = m. See
tahendab, et
(Vm € M)(em =m).

Olgu
D :=c¢Re={ere|xz€ R} CR.
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Veendume, et D on ring tehete suhtes, mis on defineeritud samamoodi nagu ringi R tehted.
Kui 21,25 € R, siis

erie + exgse = e(r1e + x9e) = e(xy + x3)e € D,
(exqe)(exqe) = e(xiexg)e € D,

—erje =e(—x1)e € D,

0=-elee D,

e=cee€D.

Seega liitmine ja korrutamine on algebralised tehted hulgal D, 0 on liitmise suhtes nullele-
ment ja igal elemendil hulgast D leidub hulgas D vastandelement liitmise suhtes. On selge,
et liitmine on assotsiatiivne ja kommutatiivne hulgal D, korrutamine on assotsiatiivne ja
kehtivad distributiivsuse seadused. Kuna e(exe) = exe = (exe)e iga x € R korral, siis
e on iithikelement korrutamise suhtes. Niisiis D on toepoolest ring. Veendume, et ta on
jagamisega ring.

Olgu 0 # exe € D. Kuna M = eR, siis exe € M ja {0} C (exe)R C M, kust M
minimaalsuse tottu saame, et M = (exe)R. Jérelikult leidub selline y € R, et e = (exe)y.
Siis aga

e = e* = exeye = ex(ee)ye = (exe)(eye).

Paneme téhele, et eye # 0, sest muidu oleks e = 0. Analoogilise mottekiiguga saame eye
jaoks leida sellise eze € D, et (eye)(eze) = e. Siis aga

ere = exee = (exe)((eye)(eze)) = ((exe)(eye))(eze) = eeze = eze.

Kuna (exe)(eye) = e ja (eye)(exe) = e, siis eye on elemendi exe poérdelement ringis D.
Seega D on jagamisega ring.

Osutub, et me voime hulka M = eR vaadelda vektorruumina iile jagamisega ringi
D = eRe. Liitmistehtena vaatleme ringis R defineeritud liitmist ning skalaari exe ja
vektori er korrutise defineerime vordusega

(exe)(er) = exer € M.

Lihtne on aru saada, et koik vektorruumi tingimused on taidetud.

Uurime niitid vektorruumi M koéigi lineaarteisenduste ringi Endp(M). Lineaarteisen-
duse ¢: M — M rakendamise tulemust vektorile m € M téhistame stimboliga mp. Antud
tahistustega tdhendab lineaarteisenduseks olemine seda, et

(m+m')p =me +m'p,
(dm)p = d(myp)

iga m,m’ € M ja d € D korral. Hulgal Endp(M) defineerime liitmise ja korrutamistehte
e jargmiselt:

m(p + 1) =myp +my,
m(p e 1) = (myp)y
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mistahes ¢, 9 € Endp(M) ja m € M korral. Juhime téhelepanu, et teisenduste liitmine
siin kéib nii nagu harilikult, aga teisenduste korrutamine erineb harilikust korrutamisest,
mis on defineeritud vordusega

(Yo p)(m) = Y (p(m)).
Tépsemalt Geldes, m(p @ ¥) = (1 o ¢)(m) iga m € M korral ehk

pe) =10

Saab néidata, et (Endp (M), +, e) on ring, kusjuures tema iihikelemendiks on samasustei-
sendus 1.

Meie eesmirk on néidata, et ring R on isomorfne ringiga (Endp(M),+,e). Selleks
defineerime kujutuse

g: R — Endp(M)
vordusega
9(r) = pr,
kus
pr: M — M, m— mr.

Kuna M on parempoolne ideaal, siis mr € M iga m € M ja r € R korral. Lihtne on
veenduda, et p, on vektorruumi M lineaarteisendus. Naitame, et g on ringide isomorfism.
1) Olgu 1,72 € R. Siis iga m € M korral

mg(ry +1r9) = Mpy,1ry, = m(ry +r2) = mry +mry = mp,, + mp,,

=mg(r1) +mg(ra) = m(g(r1) + g(r2)),

kust g(ry + r2) = g(r1) + g(ra).
2) Olgu ry, 75 € R. Siis iga m € M korral

mg(rira) = mpyr, = m(riry) = (mry)ry = (mri)py,

= (mpﬁ)prz = m(pm b prz) = m(g(ﬁ) i 9(7’2)),

kust g(rire) = g(r1) e g(r2).
3) Kuna

mg(l) =mp; =ml =m=mly

iga m € M korral, siis g(1) = 1,,. Sellega on néaidatud, et g on ringide homomorfism.

4) Néitame, et g on iiksiihene. Selleks oletame vastuviiteliselt, et Ker (¢g) # {0}. Kuna
Ker (g) on ringi R ideaal ja R on lihtne, siis peab Ker (¢g) = R. Sel juhul g(r) = 0 (g(r)
on vektorruumi M nullteisendus) iga r € R korral. Muuhulgas e = ep; = eg(1) = €0 = 0,
mis on vastuolu.

5) Veendume, et g on pealekujutus. Votame suvalise ¢ € Endp(M). Vorduses
voime elemendi = asendada korrutisega ex, sest © € M. Seega

t
1= Z:viexyi. (4.2)
i=1
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Olgu

t

roi= Z(wie)((exyi)w) € R.

i=1

Eespool niagime, et m = em iga m € M korral. Saame arvutada:

mp, = mr (p, def.)
=m (Z(m&)((emyﬁgp)) (r def.)

¢
= Z(mxie)((exyi)np) (R distributiivsus ja assotsiatiivsus)

= Z(emwie)((ew%)w) (m = em)

t
= Z((emxie)(exyi))w (o on lineaarteisendus, LK2)
i=1
t
= Z(emxm)(exyﬂ) © (¢ on lineaarteisendus, LK1)
i=1
t
= Z m:z:iea:yi> © (m = em, e* = e, R assotsiatiivsus)
i=1
t
=|m (Z :Biexy,)) © (R distributiivsus)
i=1

= (ml)y (vordus (4.2))

=my. (1 on iihikelement)

Seega ¢ = p, = ¢g(r) ja g on pealekujutus. Oleme tdestanud, et g on ringide isomorfism.

Niid on kaks voimalust.

a) M on lopmatumodtmeline vektorruum iile D. Kuna R on lihtne, siis on ka Endp (M)
lihtne ring. Vaatleme hulka

I ={p € Endp(M) | dim(Im (¢)) < oo}.

On selge, et {0} € I C Endp(M). Konstrueerime vastuolu lihtsusega néidates, et I on
mittetriviaalne ideaal ringis Endp(M).

Kuna Im (1)) = M on lopmatumootmeline, siis 1, € I ja seega [ # Endp(M). Olgu
{ex | K € K}, kus K on mingi indeksite hulk, vektorruumi M baas. Eelduse tottu peab
see baas olema lopmatu. Fikseerime selles iihe vektori e;, [ € K. Iga vektor m € M peab
iiheselt avalduma kujul

m =diex, + ...+ dpeg,,
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kusv e N, dy,...,d, € D jaey,,...,e, on paarikaupa erinevad baasivektorid. Defineeri-
me teisenduse ¢: M — M vordusega

_ | djey;, kuileidub j € {1,...,v} nii, et k; = [,
plm) = { 0, vastasel juhul.

Saab néidata, et ¢ on lineaarteisendus, kusjuures Im (¢) = De; = {de; | d € D} ja seega
dim(Im (¢)) = 1. Jérelikult ¢ € I. Kuna ¢ ei ole nullkujutus, siis I # {0}.

Néitame, et [ on ringi Endp(M) ideaal. Veendume, et I on kinnine liitmise suhtes.
Olgu ¢, v € I, s.t. Im (¢) ja Im (¢)) on 16plikumootmelised. Siis on ka nende alamruumide
summa Im () + Im (¢)) 16plikumootmeline. Samas

Im (¢ +¢) € Tm () + Im (¢)),

sest igam € M korral m(p+1) = mp+map. Jarelikult ka Im (p+1) on 16plikumootmeline
ehk o+ € 1.

Olgu niitid ¢ € I ja ¢ € Endp(M). Siis alamruumis Im (¢) leidub mingi 16plik baas
{e},...,¢e,}. Olgu m € Im (p ®1)). Siis leidub m’ € M nii, et m = (m'¢)y. Kuna m'p €
Im (), siis leiduvad d; . ..,d, € D nii, et m'¢ = die} + ...+ d,e,. Jarelikult

m = (die] + ...+ dye.) = di(e)) + ... + du(e ).

Siit néeme, et alamruumil Im (¢ e ¢)) leidub 16plik moodustajate siisteem €}, ..., e,
seega leidub tal ka 16plik baas (16plikust moodustajate siisteemist saab alati 16pliku baasi
vilja eraldada). Jarelikult @1 € I. Kuna Im (¢ ep) C Im (), siis ka alamruum Im (¢ ey)
on loplikumdootmeline. Jérelikult ¢ € I. Sellega on toestatud, et I on ringi R ideaal ja
kuna ta on mittetriviaalne, siis oleme saanud vastuolu.

b) M on l6plikumdotmeline vektorruum iile D. Siis on temas olemas mingi 16plik
baas B = {e,...,e,}. Iga lineaarteisenduse ¢ € Endp(M) korral voib vaadelda selle
teisenduse maatriksit Ag baasi B suhtes. See on n-ndat jarku ruutmaatriks tile D, mille
i-ndas veerus on vektori ¢(e;) koordinaadid baasi B suhtes. Defineerime kujutuse

f: Endp(M) — Mat, (D)
vordusega

flp) = (AB)"

Lineaaralgebrast teame, et

AB 1 AB = AP

B B 4B B
oo Agoy = Ap Ay, Ay, =E,

kui o, 1 € Endp(M). Jérelikult
flo+v) = (AZ,)" = (AZ+AD)" = (AD)" + (AD)" = f(o) + f(v),
w (%) <A5W>T (ABAZ) = (42)" (4 ) f< (),
= (4p,) =FT=F,
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s.t. f on ringide homomorfism.

Kui ¢ € Ker (f), siis (A2 )T on nullmaatriks, kust jéreldub, et ka AZ on nullmaatriks,
ning seega ¢ on nullteisendus. Jarelikult Ker (f) = {0} ja f on iiksiihene.

Niitame lopuks, et f on pealekujutus. Olgu X € Mat,, (D). Siis ka X7 € Mat, (D).
Lineaaralgebrast on teada, et leidub lineaarkujutus ¢ € Endp (M) nii, et X7 = Ag . Siis
aga . .

flo)=(47) = (X7)" =X,

Sellega oleme toestanud, et f on isomorfism ja

R = Endp(M) = Mat, (D).
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Peatukk 5
Moodulid

5.1 Mooduli definitsioon

Mooduli definitsioon néeb vélja tdpselt samasugune nagu vektorruumi definitsioon, ainult
et korpuse asemel on ring R.

Definitsioon 5.1 Hulka A nimetatakse mooduliks iile ringi R, kui on defineeritud ku-
jutused

AxA— A (a,b)—a+b,
RxA— A, (ka)— ka

nii, et

M1. (a+b)+c=a+ (b+c¢) iga a,b,c € A korral;

M2. leidub element 0 € A nii, et iga a € A korral a+0=a =0+ a;

Ma3. iga elemendi a € A korral leidub element —a € A nii, et a + (—a) =0 = (—a) + a;
M4. a+b=0b+ aiga a,b € A korral;

M5. k(a+b) = ka+ kb iga a,b € A ja k € R korral;

M6. (k+1l)a=ka+laigaa € Ajak,l € R korral;

M7. (kl)a = k(la) iga a € A ja k,l € R korral;

MS8. la =aiga a € A korral.

Selliseid mooduleid, nagu me siin defineerisime, nimetatakse harilikult vasakpoolse-
teks mooduliteks iile ringi R (sest R elementidega korrutamine toimub vasakult) ehk
vasakpoolseteks R-mooduliteks ja tdhistatakse rA. Analoogiliselt saab defineerida pa-
rempoolsed moodulid. Selles kursuses vaatleme ainult vasakpoolseid mooduleid ja jatame
sona ‘“‘vasakpoolne” harilikult &ra.

67
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Alammoodul, moodulite homomorfism, moodulite véiline otsesumma jm. moisted defi-
neeritakse sarnaselt vastavate moistetega vektorruumide korral. Mooduli A alammooduli-
te B;, ¢ € I, summa ja sisemine otsesumma langevad kokku Abeli riithma A alamriihmade
B;, 1 € I, summa ja sisemise otsesummaga.

Naiide 5.2 1. Iga vektorruum iile korpuse on moodul iile selle korpuse.

2. Otsekorrutis Z™ on vasakpoolne Z-moodul, kui tehted defineerida komponenthaaval.
Kuna Z ei ole korpus, siis see moodul ei ole vektorruum.

3. Iga Abeli rithma A saab loomulikul viisil vaadelda moodulina iile ringi Z, kui kor-
rutised za, kus z € Z ja a € A, defineerida nii nagu paragrahvis 3.1.

4. Ringi R iga vasakpoolne ideaal I on moodul iile ringi R. Muuhulgas ka R on vasak-
poolne moodul iile R.

5. Olgu R = Mat,,(D), kus D on jagamisega ring. Siis hulk A = Mat,, ,(D) on va-
sakpoolne moodul moodul iile R, kui liitmiseks on maatriksite liitmine ja kujutus
R x A — A on defineeritud maatriksite korrutamise abil.

5.2 Tapsed jadad

Selles paragrahvis on koik vaadeldavad moodulid vasakpoolsed moodulid iile fikseeritud
ringi R.
Olgu meil antud alljargnev jada moodulitest A, ning nendevahelistest homomorfismi-
dest fu:
fa—1 Ja Ja+1 (5.1)

Ly P Ly SN

See jada voib olla loplik, aga ka iihes voi isegi molemas suunas lopmatu.
Sarnaselt vektorruumide juhuga voib veenduda, et moodulite homomorfismi tuum ja
kujutis on alammoodulid.

Definitsioon 5.3 Moodulite jada kujul (5.1)) nimetatakse tdpseks kohal «a, kui
Ker (fo) = Im (fo_1)-
Sellist jada, mis on tdpne igal kohal, nimetatakse tapseks.

Jada tapsusest kohal « jéreldub otseselt, et f,fo_1 = 0, ehk tépsel kohal kahe homo-
morfismi jarjestikune rakendamine annab tulemuseks nullhomomorfismi.

Naiide 5.4 Vaatleme Abeli rithmi Z ja Zy moodulitena iile ringi Z. Siis leidub tépne jada
7z l.1 27,

kus homomorfismid f ja g on defineeritud vordustega
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Téapsed jadad on iiks oluline t&0riist moodulite teoorias, sest nende abil saab kirjeldada
homomorfismide ja moodulite mitmeid omadusi. Jargnevas tekstis tdhistame stimboliga 0
nii mooduli nullelementi, iiheelemendilist moodulit kui ka nullhomomorfismi. Loodetavasti
on kontekstist selge, mida parasjagu silmas peetakse.

Lemma 5.5 Moodulite jada
.05 AL-Bon tapne parajasti siis kui f on injektiivne;
2. A1-B 0o tipne parajasti siis kui f on stirjektiione;
3.0 AL-B50om tdpne parajasti siis kui f on bijektiivne.
TOESTUS. 1. Paneme téihele, et on olemas tapselt iiks homomorfism 0 — A, see peab viima

nullelemendi nullelemendiks. Harilikult selle homomorfismi téhist joonisele ei kanta. Selle
homomorfismi kujutis on {0}. Niitid

0+ A-L~B on tipne <= ker(f) ={0} <= f on injektiivne.

2. Ainuke homomorfism B — 0 on nullhomomorfism, mille tuum on B. Seega

AL-B 0 on tipne <= Im(f) =B <= f on siirjektiivne.

3. See jareldub vahetult osadest 1 ja 2. a

Definitsioon 5.6 Tépset jada kujul

0—=A-tsB 2 0—0

nimetatakse lithikeseks tipseks jadaks.

Suvalise lithikese tépse jada kohta saab teha jargmised tédhelepanekud:
1. f on injektiivne;
2. g on siirjektiivne;
3. C 2 B/Ker(g) = B/Im (f) tdnu jarelduse analoogile moodulite jaoks;

4. kui samastada A ja sellega isomorfne B alammoodul Im (f), siis voiks tinglikult
kirjutada C' = B/A.

Jargmine teoreem késitleb selliseid liihikesi tépseid jadasid, kus iiks keskel asuvatest
homomorfismidest on iihelt poolt pooratav.
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Teoreem 5.7 Olgu
0 A—~B-"~C 0

lihike tipne jada. Siis jargmised vdited on samavddrsed.

(i) Leidub homomorfism p: B — A nii, et o = 14.

(i) Leidub endomorfism f: B — B nii, et f>= f jaIm (f) =TIm (1).
(iii) Leidub mooduli B alammoodul H nii, et B =1Tm 4+ H.

(iv) Leidub homomorfism ¢: C — B nii, et mp = 1¢.

TOESTUS. (ii) = (iii) Veendume, et viide kehtib, kui votta H = Ker (f), s.t. B =
Im (¢) + Ker (f). Néitame esmalt, et B = Im (¢) + Ker (f). Selleks paneme téhele, et
iga b € B korral b — f(b) € B ning

f(b— f(b)) = f(b) = f2(b) = f(b) — f(b) =0,
s.t. b— f(b) € Ker (f) ja seega

b= f(b)+ (b— f(b)) € Im(f)+ Ker (f) =Im(¢) + Ker (f).

Olgu niiiid b € Im (f) N Ker (f), s.t. f(b) = 0ja b= f(b') mingi i’ € B korral. Siis
b= f(b) = f2(@) = f(f(¥)) = f(b) = 0. Jarelikult kehtibki B = Im (1) + Ker (f), s.t.
moodul B on oma alammoodulite Im (¢) ja ker(f) otsesumma.

(i) = (i) Olgu B = Im ¢+ H, kus H on mooduli B mingi alammoodul. Siis iga b € B
esitub iheselt kujul b = v(x) +y, kus x € A, y € H. Ténu ¢ injektiivsusele on iithene mitte
ainult ¢(x), vaid isegi x. Seega saame defineerida kujutuse ¢: B — A vordusega

p(b) = pu(z) +y) ==,

Ei ole raske kontrollida, et ¢ on moodulite homomorfism. Lisaks sellele, iga a € A korral

(pe)(a) = p(i(a) +0) = a = 14(a).

Sellega olemegi naidanud, et pr = 14.
(i) = (iv) Kujutuse ¢: C' — B defineerime vordusega

() =b— () (b),

kus b € B on iiks neist elementidest, mille korral 7(b) = ¢ (meenutame, et 7 on siirjek-
tilvne). Kontrollime, et eelnev definitsioon ei soltu elemendi b valikust. Olgu ka V' € B
selline, et (V') = c. Siisw(b—b') =0jab— 0 € Ker (r) = Im (¢). Jérelikult leidub a € A
nii, et b — b’ = 1(a). Niiiid

(1) (b) — (wp) (V)

(1) (b= V')

(1) (e(a))
= (lpr))(a) =

(t14)(a)
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mistottu
Ple) =b—(1p)(b) =V — (Lp)(V).

Sellega on kujutuse v korrektsus toestatud. Ei ole jélle raske veenduda, et ¢ on homo-
morfism.
Viimaks ndeme, et iga ¢ € C' korral

(m)(c) = m(b = (1p)(b)) = 7(b) = (m)(p(b)) = 7(b) = 0 = ¢ =1c(c) .

Seega toesti T = 1¢.
(iv) = (ii) Defineerime kujutuse f: B — B vordusega

f=1p—9ym.

Kuna f on mooduli B endomorfismide 15 ja 17 vahe, siis on ta B endomorfism. Lisaks
sellele

f? = (p—ym)(1p—ym) = lpg—¢pr—ym+ip(np)m = Lp—pm—ym+ip(le)m = lg—ipm = f .

Jaab veel veenduda, et Im (:) = Im (f). Iga a € A korral

f((a)) = (1p=¢m)(e(a)) = 15(c(a)) = (@) ((a) = t(a)=P((me)(a)) = t(a) = (0) = u(a),

kust on ndha, et Im (¢:) C Im (f). Teisipidi, kui b € B, siis

m(f(b)) = m(b— (4m)(b)) = 7(b) — (7m)(b) = 7(b) — (1om)(b) = 0,

mistottu f(b) € Ker (7) = Im (¢), kust Im (f) C Im (¢) ja kokkuvottes Im (f) =Im (). O

Niide 5.8 Vaatleme vasakpoolsete Z-moodulite homomorfisme v: Z — ZXZ, a — (a,0),
jam: Z x 7 — 7, (a,b) — b. Siis

0 2Z—ZxXZ—">7—0

on lihike tépne jada, sest ¢ on injektiivne, m on siirjektiivne ja lisaks sellele Im (1) =
{(a,0) | a € Z} = ker(m). See jada rahuldab ka teoreemi tingimusi, sest voime votta
0: ZXZ—7Z, (a,b) — a.

Algebras vaadeldakse tihti diagramme, mille tippudeks on algebralised struktuurid ja
noolteks tippude vahel on homomorfismid. Sellisteks diagrammideks on naiteks homomor-
fismiteoreemi kolmnurk voi tdpne jada. Me voime sellist diagrammi vaadelda suunatud
graafina. Diagrammi nimetatakse kommutatiivseks, kui selles suunatud graafis mista-
hes kahe tipu vahel mistahes kahe suunatud ahela servadeks olevaid homomorfisme jarjest
rakendades saame sama tulemuse. Uks natuke suuremat sorti kommutatiivne diagramm
esineb meil jargmises teoreemis.
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Teoreem 5.9 (4-lemma) Kui kommutatiivse diagrammi

At . p 9 o . p

AI B/ OI D/

r s t
read on tdpsed jadad, m ja p on injektiivsed ja | on sirjektiivne, siis n on injektiivne.

TOEsTUS. Kujutuse n injektiivsuse néitamiseks piisab, kui toestame, et Ker (n) = {0}.
e Olgu c € Ker (n), s.t. n(c) = 0.
e Siis t(n(c)) =0.
e Kommutatiivsuse tottu p(h(c)) = 0 ehk h(c) € Ker (p).
e Kuna p on injektiivne, siis h(c) = 0 ehk ¢ € Ker (k) = Im (g).
e Kuna ¢ € Im (g), siis leidub b € B nii, et g(b) = c.

e Kasutades kommutatiivsust saame, et s(m(b)) = n(g(b)) = n(c) = 0 ehk m(b) €
Ker (s) = Im (r).

e Kuna m(b) € Im (r), siis leidub o’ € A nii, et r(a") = m(b).
e Et [ on siirjektiivne, siis leidub a € A nii, et (a) = a'.
e Kommutatiivsuse pohjal m(f(a)) = r(l(a)) = r(a’) = m(b).

e Kuna m on injektiivne, siis f(a) = b.

e Seega ¢ = g(f(a)).
e Kuna gf =0, siis ¢ = 0.

e Jirelikult Ker (n) = {0} ja n on injektiivne.

Mairkus 5.10 Toestatud teoreemi tuntakse inglise keeles nime all “four lemma”. Tegeli-
kult on 4-lemmasid kaks tiikki, siin toestasime neist iihe.

Sedalaadi diagramme kasutatakse palju selles algebra osas, mida kutsutakse homoloo-
giliseks algebraks. Toestustehnika, mida antud teoreemi toestamiseks kasutasime, kannab
inglise keeles nime “diagram chasing”. Eestikeelseks vasteks on prof. Mati Kilp pakkunud
“diagrammis tuhnimine”.
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5.3 Projektiivsed moodulid

Definitsioon 5.11 Moodulit z P nimetatakse projektiivseks, kui iga siirjektiivse moo-
dulite homomorfismi 7: gkA — gB ja iga moodulite homomorfismi f: kP — rB korral
leidub moodulite homomorfism ¢g: gk P — gA nii, et f = mg.

Definitsioon 5.12 Moodulit nimetatakse vabaks kui temas leidub baas, s.t. lineaarselt
soltumatu moodustajate slisteem.

Lineaarselt soltumatud siisteemid ja moodustajate siisteemid defineeritakse moodulite
korral samamoodi nagu vektorruumide korral.

Lause 5.13 Vasakpoolne R-moodul F' on vaba parajasti siis, kui ta on isomorfne vilise
otsesummaga sellistest moodulitest A;, kus A; = rR iga t© € I korral:

F%@ZAi.

el

TOESTUS. Selle lause toestust me kiesolevas kursuses ei anna. O

Naide 5.14 Naiteks Z X Z X 7Z = Z & Z & 7Z on vaba Z-moodul, kusjuures iiheks tema
baasiks on {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.

Lause 5.15 Iga vaba moodul F' on projektiivne.

TOESTUS. Olgu F' vaba vasakpoolne R-moodul baasiga {e; | i € I}. Néitame, et F' on
projektiivne. Olgu A, B moodulid, f: F — B homomorfism ja 7: A — B siirjektiivne
homomorfism. Tahistame b; .= f(e;) iga ¢ € I korral. Et 7 on siirjektiivne, siis iga i € [
jaoks saame valida mingi elemendi a; € A nii, et w(a;) = b;.

Defineerime niitid kujutuse g: F' — A. Iga nullist erineva element x € F' esitub iiheselt
lineaarkombinatsioonina

n

r=rye, ...+ 1,6, = E T3, Cip s
k=1

kusn € Njar,,...,r;, € R. Me defineerime

n

g(z) = Z Ti, iy

k=1
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ja g(a) == 0. Ténu esituse tihesusele on g korrektselt defineeritud. Lihtne on veenduda, et
g on moodulite homomorfism.
Toestuse lopetamiseks veendume, et kolmnurk

on kommutatiivne. On selge, et (7g)(0) = 0 = f(0). Kui z € F \ {0} on selline nagu
eespool, siis

(rg)(z) == (Z Tikaik> (g definitsioon)

- Z 7,7 (ai,) (7 on homomorfism)
=2 rabs (w(as,) = by
ZZTz‘kf(ez‘k) (f(eik) :bz’k)

(Z i, €ik> (f on homomorfism)

Seega mg = f. O
Me iitleme, et moodul A on mooduli B homomorfne kujutis, kui leidub siirjektiivne

homomorfism B — A. Sellisel juhul on B tdnu homomorfismiteoreemile isomorfne mooduli
B faktormooduliga.

Lause 5.16 Iga moodul on vaba mooduli homomorfne kujutis (faktormoodul).

TOESTUS. Olgu A vasakpoolne R-moodul. Vaatleme hulka A indeksite hulgana, definee-
rime M, = gR ja vaatleme moodulite M,, a € A, vélist otsesummat F = @ZaeA M,.
Lause pohjal on F' vaba moodul. Elemendi = = (2,)4eca € F korral defineerime

f(x) = Z Tal .

a€A

Paneme téihele, et see summa on 16plik, sest peres (z,).ec4 on 16plik arv nullist erinevaid
elemente. Seega meil tekib kujutus f: FF — A. Lihtne on veenduda, et see on moodulite

homomorfism.
Olgu niiiid e, € F' selline pere, mille a-komponent on ringi R {ihikelement ja koik
tilejadnud komponendid on nullid. Siis f(e,) = 1-a = a, mis tdhendab, et f on siirjektiivne.
O
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Jareldus 5.17 Iga moodul on projektiivse mooduli homomorfne kujutis (faktormoodul).

Lause 5.18 Kui P ja Q) on R-moodulid ja moodul P& () on projektiivne, siis ka P ja Q)
on projektiivsed.

TOESTUS. Tdestame, et P on projektiivne (@) jaoks on téestus analoogiline). Vaatleme
diagrammi

P

A B

kus f ja m on homomorfismid ja 7 on siirjektiivne. Meenutame, et P ® Q) = P X @), sest
tegemist on lopliku arvu moodulite vélise otsesummaga. Lihtne on néha, et ka kujutus

[ PxQ— B, (p,q)— f(p)

on homomorfism. Eelduse tottu leidub homomorfism ¢': P x Q — A nii, et 7g’ = f'.

PxQ

Vaatleme veel moodulite homomorfismi
tp: P— PxQ, p— (p,0)
ja defineerime homomorfismi g: P — A korrutisena g := ¢'tp. Siis
(mg)(p) = (7g'vp)(p) = (f'p)(p) = f'(p,0) = f(p)

iga p € P korral. Jarelikult mg = f. a

Teoreem 5.19 Jargmised vdited R-mooduli P kohta on samavdidrsed.
(i) Moodul P on projektiivne.
(ii) Iga lihikese tapse jada

0—A——B—"-=P—0

korral leidub homomorfism y: P — B nii, et mp = 1p.

(iii) Leidub vaba moodul F nii, et F = A+ B, kusjuures iiks otseliidetavatest on isomorfne
mooduliga P.
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TOESTUS. (i) = (ii) Rakendame P projektiivsust homomorfismidele 7: B — Pjalp: P —
P. Siis leidub selline homomorfism ¢: P — B, et my) = 1p, mida oligi tarvis toestada.

(ii) = (iii) Lause tottu leidub meil lithike tédpne jada

0—Ker(r) ——=F—"—=P 0,

kus F' on vaba moodul ja ¢ on sisestus. Eelduse (ii) kohaselt leidub homomorfism ¢: P —
F nii, et ) = 1p, mis teoreemist [5.7] tulenevalt annab meile, et F' = Im (¢) + B mingi F
alammooduli B korral. Kujutus

f:F— B, ta)+b—b

on siirjektiivne homomorfism, mille tuum on Im (:). Homomorfismiteoreemi tottu B =
F/Im (¢). Homomorfismiteoreemi ja jada tépsuse tottu kehtib

P~ F/Ker(r)=F/Im () ¥ B.

(iii) = (i) Vaba moodul FF = A+ P = A® P = A x P on projektiivne lause
tottu. Lause [5.18) annabki niitid, et nii A kui P on projektiivsed. O

5.4 Injektiivsed moodulid

Definitsioon 5.20 Moodulit zr@Q) nimetatakse injektiivseks, kui iga injektiivse homo-
morfismi t: gRA — rB ja iga homomorfismi f: gRA — g@Q korral leidub homomorfism

g: rB — rQ nii, et f = gt.

A . B
/
/
/
! Re
/s
¥
Q

Lause 5.21 Moodul rQ on injektiivne parajasti siis, kui iga mooduli g B, selle mistahes
alammooduli gC' ja iga homomorfismi f: rC' — rQ korral leidub homomorfism g: gB —

rQ nii, et glc = f.
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¢ <C B
/
s/
/
f//g
v/
¥
Q

TOESTUS. TARVILIKKUS. Sisestuskujutus ¢: C'— B on moodulite injektiivne homomor-
fism. Seega leidub homomorfism ¢g: B — @ nii, et g¢ = f. Jarelikult iga ¢ € C korral

9(c) = g(u(c)) = f(c) ehk g|c = f.
P1isavus. Vaatleme homomorfismi f: A — @ ja injektiivset homomorfismi ¢: A — B.
Siis ¢(A) on mooduli B alammoodul ja

[ u(A) = Q, u(a) = f(a)

on moodulite homomorfism. Eelduse pohjal leidub homomorfism g: B — @ nii, et g,a) =
f'. Jarelikult
(9)(a) = g(u(a)) = ['(¢(a)) = f(a)

iga a € A korral, s.t. g. = f.

O

Mooduli zR alammoodulid on parajasti ringi R vasakpoolsed ideaalid. Zorni lemma
abil saab toestada (kuigi selles kursuses me seda toestust ei anna), et kehtib jargmine
teoreem.

Teoreem 5.22 Moodul rQ) on injektitvne parajasti siis, kut ringi R iga vasakpoolse ideaals
I ja iga homomorfismi f: rI — rQ korral leidub homomorfism g: rRR — rQ nii, et

glr=f.

Lause 5.23 Abeli rihm vaadelduna vasakpoolse Z-moodulina on injektiivne parajasti siis
kui see Abeli riihm on jaguv.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu (Q Abeli rithm, mis on Z-moodulina injektiivne. Toestame,
et ta on jaguv. Olgu ¢ € @ ja n € N suvalised. Siis nZ = {na | a € Z} on ringi Z
kahepoolne ideaal. Defineerime kujutuse f: nZ — () vordusega

f(na) == aq.

Kuna
na=nb = a=b = aq = bq,
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siis f on korrektselt defineeritud. Lihtne on néha, et f on Z-moodulite homomorfism.

n?Z, C Z
7/
7/
/
f //g
7/
}
Q

Eelduse tottu leidub Z-moodulite homomorfism g: Z — @ nii, et g|,z = f. Niiiid
g=1lg=f(n-1)=gn)=g(l+...+1)=g(1)+... +9(1)) = ng(1),

kus ¢g(1) € Q. Seega toesti ) on jaguv.
PIISAVUS. See on toestatud lauses [3.14] a

Niisiis néiteks moodul zQ on injektiivne Z-moodul.



Peatukk 6

Poolrihmad

6.1 Pohidefinitsioonid

Definitsioon 6.1 Poolriihmaks nimetatakse hulka S koos sellel defineeritud kahekoha-
lise algebralise tehtega -, mis on assotsiatiivne, ehk rahuldab mistahes a,b,c € S korral
tingimust (a-b) - ¢ = a - (b- ¢). Harilikult kirjutatakse a - b asemel lihtsalt ab.

Definitsioon 6.2 Poolriihma S nimetatakse monoidiks, kui temas leidub tihikelement,
s.t. selline element e, et iga a € S korral ea = a = ae.

Poolrithma iithikelement (kui ta leidub) on tiheselt méératud ja harilikult téhistatakse
teda siimboliga 1.

Naide 6.3 1. (N, +) on poolrithm, mis ei ole monoid.
2. (N, ) on monoid iihikelemendiga 1.
3. Kordarvude hulk on poolriihm korrutamise suhtes.

4. Hulga X koigi teisenduste hulk 7(X) on monoid teisenduste jérjestrakendamise
suhtes. Selle monoidi {ihikelement on hulga X samasusteisendus 1x.

5. Olgu X suvaline hulk. Defineerides
Ty ==

iga x,y € X korral saame poolriihma, mida nimetatakse vasakpoolsete nullide pool-
rithmaks.

6. Tiihi hulk () on poolrithm unikaalse funktsiooni @ x () — @) suhtes.

Definitsioon 6.4 Olgu S ja T poolrithmad. Kujutust f: S — T nimetatakse pool-
riihmade homomorfismiks, kui

flzy) = f(x)f(y)

iga x,y € S korral. Kui S ja T" on monoidid ja f: S — T rahuldab lisaks iilaltoodule
tingimust f(1) = 1, iitleme, et f on monoidide homomorfism.

79
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Definitsioon 6.5 Poolriihmade isomorfismiks nimetatakse homomorfismi, mis on bi-
jektiivne.

Definitsioon 6.6 Poolrithma S alamhulka U nimetatakse alampoolriihmaks, kui ta
on kinnine korrutamise suhtes.

Definitsioon 6.7 Monoidi S alamhulka U nimetatakse alammonoidiks, kui ta on kin-
nine korrutamise suhtes ja sisaldab monoidi S iihikelementi.

Niide 6.8 Paarisarvude hulk 2N on poolrithma (N, -) alampoolrithm, aga ta ei ole mo-
noidi (N, -) alammonoid, sest ei sisalda selle iihikelementi 1.

Nii nagu ringiteooriaski, on ka poolriithmateoorias oluline roll ideaalidel.

Definitsioon 6.9 Alamhulka [ poolriihmas S nimetatakse poolrithma S parempool-
seks (vasakpoolseks) ideaaliks, kui

as € I (sael)

mistahes a € I, s € S korral. Poolrithma S ideaaliks nimetatakse parempoolset ideaali
I, mis on samal ajal ka vasakpoolne ideaal.

Markus 6.10

e Definitsiooni jargi loeme ka poolrithma tiihja alamhulga ideaaliks.
e On selge, et poolriithma ideaal on alampoolrithm. Vastupidine iildjuhul ei kehti.

Niide 6.11 Vaatleme poolrithma S = (N,-). Siis paaritute naturaalarvude hulk U on
selle poolrithma alampoolrithm, kuid ei ole ideaal, sest nditeks 3 € U, 2 € Sja3d-2 & U.

Poolrithmade teoorias méngivad ideaalid erinevat rolli, kui ringide puhul. Ringi R
kongruentsid on iiksiiheses vastavuses ringi R ideaalidega (ideaalid on “samad”, kui kong-
ruentside nullelemendi ekvivalentsiklassid), kuid poolrithmade puhul sellist kena vastavust
ideaalide ja kongruentside vahel ei leidu. Kiill saame me aga mittetiihjale ideaalile vasta-
vusse seada kongruentsi.

Markus 6.12 Kui / on mittetiihi ideaal poolrithmas S, on seos

x,y €l voi

Tpry = {
T =1.

kongruents poolrithmal S. Seose p; jargi voetud faktorpoolriihma tahistatakse
S/1% 5/ps

ning nimetatakse poolrithma S Reesi faktorpoolriihmaks ideaali I jargi. Faktorpool-
rithmas S/I on koik hulga I elemendid kokku samastatud iitheks punktiks, ning tihtegi
teist elemendipaari z,y,, kus z # y, ei samastata. Seega, faktorpoolrithm S/I on isomorf-
ne poolrithmaga (S\ ) U0, kus 0 on véliselt lisatud nullelement (s.t. 0z = 20 = 0) ja
muud korrutised toimuvad nagu ikka poolrithmas S.
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Poolrithma S kéigi ideaalide hulka Id(.S) voib vaadelda jérjestatud hulgana sisalduvus-
seose suhtes. Selle jirjestatud hulga vahim element on ) ja suurim element on S.

Definitsioon 6.13 Poolrithma S ideaali I nimetatakse minimaalseks ideaaliks, kui

1. I#0

2. iga ideaali J korral
J#£D ja JCI=J=1.

Analoogiliselt saab defineerida minimaalsed vasak- ja parempoolsed ideaalid.

Definitsioon 6.14 Olgu S poolrithm, olgu 1 mingi element, mis ei kuulu hulka S ja
St=Su{1}.

Defineerime hulgal S!' korrutamise nii, et poolrithma S elementide omavahelisi korrutisi
ei muudeta, 1-1 =1 ja

ls=s1l=s

iga s € S korral. Ilmselt on S' monoid iihikelemendiga 1. Oeldakse, et monoid S* on
saadud poolriihmast S iihikelemendi vilisel lisamisel.

Mirkus 6.15 Ilmselt on poolriihm S poolriihma S! alampoolriihm.

Naide 6.16 Lopliku poolriihma korrutamistehe antakse sageli tabeli abil, mida kutsutak-
se Cayley tabeliks (voi lihtsalt korrutustabeliks). Sellises tabelis on elemendiga a mérgis-
tatud rea ja elemendiga b méargistatud veeru loikekohas korrutis ab. Naiteks voib vaadelda
poolriithma

S: {e7a7f7b}7
mille Cayley tabel on

D O D
o O O

= 2 O |
o o o o o

e S

Vilise iihikelemendi lisamisel saame poolriihma S* = {e, a, f,b, 1}, mille Cayley tabel on

i =alhe NI ST

O T O Ol0
QL TN OO O
oo O O
_ N 2 =

T 2O
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Mistahes poolrithma S ja elemendi a € S korral tdhistame

Sa={sa|seS},
aS ={as|s e S},
SaS = {sat | s,t € S}.

Siis

S'a = Sau{a},
aS' = aS U {a},
StaS' = SaS U SauUaS U {a}.

Lihtne on veenduda, et kehtib jargmine lemma.
Lemma 6.17 Olgu S poolrihm ja a € S. Siis
1. Sta on vihim vasakpoolne ideaal, mis sisaldab elementi a,

2. aS' on vihim parempoolne ideaal, mis sisaldab elementi a,

3. StaSt on wvihim ideaal, mis sisaldab elementi a.

Definitsioon 6.18 Oeldakse, et S'a (aS', S'aS') on poolrithma S elemendi a poolt
tekitatud vasakpoolne peaideaal (vastavalt parempoolne peaideaal, peaideaal).

Harjutused 6.19
1. Tuua néide poolrithmast, millel minimaalset ideaali ei leidu.
2. Néidata, et seos pr Reesi faktorpoolrithma definitsioonis on toepoolest kongruents.

3. Tuua néide poolrithmast S ja kongruentsist o poolrithmal S, mis ei oleks vordne kong-
ruentsiga py ithegi poolriihma S ideaali jaoks.

6.2 Lihtsad poolriihmad

Definitsioon 6.20 Poolrithma S ideaali I nimetatakse parisideaaliks, kui I # S.

Definitsioon 6.21 Poolriihma S nimetatakse lihtsaks, kui ta ei sisalda mittetiihje pa-
risideaale.

Seega poolrithm on lihtne parajasti siis, kui tema ainsad ideaalid on ) ja S.

Lause 6.22 Poolriihm S on lihtne parajasti siis, kut SaS = S iga a € S korral.
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TOESTUS. TARVILIKKUS. Oletame, et S on lihtne poolriihm ja olgu a € S suvaline. Kui
sat € Sal ja u € S siis

u(sat) = (us)at € SaS, (sat)u = sa(tu) € SasS.

Seega SaS on ideaal. See ideaal on mittetiihi, sest aaa € SaS. Kuna S on lihtne, siis
SaS = S.

P1isavus. Oletame, et SaS = S iga a € S korral ja olgu I poolrithma S mittetiihi
ideaal. On vaja niidata, et S C I. Votame s € S. Kuna I # () siis leidub mingi element
a € I. Eelduse pohjal SaS = S. Jarelikult leiduvad x,y € S nii, et s = zay. Kuna [
on vasakpoolne ideaal poolrithmas S, siis xa € [. Et ta on ka parempoolne ideaal, siis
s=uzay € I. Seega I = S ning S on lihtne poolrithm. a

Kui A ja B on poolrithma S alamhulgad, siis kasutatakse téhistust
AB ={ab|a € A,be B}.
Muuhulgas A = B = S korral kirjutatakse SS = S2.

Definitsioon 6.23 Poolriihma S nimetatakse faktoriseeruvaks, kui S? = S.

Teiste sonadega: poolrithm on faktoriseeruv, kui selle iga element on esitatav kahe
elemendi korrutisena. On selge, et iga monoid S on faktoriseeruv, sest s = sl iga s € S
korral. Poolrithm ({2,3,4,5,...},+) aga ei ole faktoriseeruv, sest néiteks elementi 2 ei saa
esitada kahe elemendi korrutisena.

Lause 6.24 Lihtne poolriihm on faktoriseeruv.

TOESTUS. Tiihja poolrithma korral vordus S? = S ilmselt kehtib. Olgu S lihtne mittetiihi
poolriihm. Kerge on niha, et S? on poolrithma S mittetiihi ideaal. Jirelikult S? = S. O

Lause 6.25 Kui M on minimaalne ideaal poolrihmas S, sits M on ise lthtne poolrihm.

TOESTUS. Olgu M minimaalne ideaal poolrithmas S. Siis ka hulk M? = {mn | m,n € M}
on ideaal poolrithmas S ja M? C M. Tdnu M minimaalsusele peab kehtima vordus
M? = M. Kuid siis ka M = M3,

Niitame, et M on lihtne poolrithm. Kui a € M, siis S'aS! on poolrithma S ideaal ja
StaSY C M. Ténu M minimaalsusele kehtib vordus M = S'aS!. Jarelikult

MaM C S'aS' = M = M? = M(S'aS" )M = (MS")a(S*M) C MaM,
kust jareldub, et MaM = M. Lause [6.22] pohjal on M lihtne poolrithm. O

Harjutused 6.26 Kui on soovi moisteid harjutada, voib ldbi moelda jargmised vaited.
1. Iga rithm, vaadatuna poolriithmana, on lihtne poolriihm.

2. Kui L ja L' on poolrithma S kaks minimaalset ideaali, siis need kas langevad kokku (L = L')
voi on loikumatud (LN L' = ().
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6.3 Greeni seosed

Poolrihmade struktuuri uurimisel on suureks abiks teatud ideaalide abil defineeritud seo-
sed, mida kutsutakse nende defineerija jirgi Greeni'| seosteks.

Definitsioon 6.27 Olgu J, L , R, H ja D seosed poolrithmal S, mis on defineeritud
jargmiselt:
aJb <= S'aS' = S'bS!

aRb <= aS* = bS"'
alb <= S'a = S"
H=LNR
D=LoR
mistahes a,b € S korral. Seoseid J, £, R, H ja D nimetatakse Greeni seosteks pool-

rihmal S.

Markus 6.28 Lihtne on aru saada, et R, £ ja J on ekvivalentsiseosed hulgal S. Saab
naidata, et H = L AR ja D = L V'R, kus alumine ja iilemine raja R ja L vahel leitakse
hulga S koigi ekvivalentsiseoste hulgas, mis on jérjestatud hulk sisalduvusseose suhtes.
Stimbol o tdhistab binaarsete seoste korrutamist. Saab néidata, et D C 7. On selge, et
HCLCDjaH CR CD. Seega Greeni seoste vahelisi sisalduvusi voib kirjeldada
jargmise diagrammi abil:

Elemendi a € S L-klassi (R-klassi, H-klassi, D-klassi ja J-klassi) tdhistatakse L,
(vastavalt R,, H,, D, ja J,). Lihtne on veenduda, et kehtib jargmine lause.

Lause 6.29 Mistahes poolriihma S ja elementide a,b € S korral

aRb <= (Fu,v € S")(a = bu A b= av);

alb <= (Ju,v € S*)(a = ub A b = va);

aJb <= (3u,v,s,t € S*)(a = ubv A b = sat).
! James Alexander Green (1926-2014) — briti matemaatik
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Markus 6.30 Kui on antud mingi hulk X siis iga ekvivalentsiseos p sellel hulgal annab
hulga X tiikelduse ekvivalentsiklassideks. Kui ¢ on mingi teine ekvivalentsiseos hulgal X
ning o C p, siis annab ¢ peenema tiikelduse selles mottes, et iga p-klass esitub o-klasside
loikumatu iihendina.

Greeni seoste puhul, kuna R C D, siis voib meil tekkida naiteks pilt

R-klass
D-klass | = | R-klass
R-klass

bl

kus iiks D-klass esitub kolme R-klassi 16ikumatu ihendina. Kuna samuti £ C D, siis voib
sama D-klass esituda erineval viisil néiteks nelja £-klassi loikumatu iihendina:

D-klass | =

SS’B[}{-j
SS’B[}{-’:]
SSep[-7
sse-7

Neid pilte iihendades saame pildi

D-klass | =

kus viikesed ruudud on (£ N R)-klassid, ehk H-klassid. Méargime, et sama poolrithma
suvaline teine D-klass voib jaguneda erineva arvu R-klasside ning L-klasside {ihendiks.

Naiide 6.31 Mistahes hulkade A ja X korral on hulk S = A x X poolrithm korrutamise
(a,z)(d,2") == (a,z")

suhtes. Vaatleme olukorda, kus A = {a,b} ja X = {z,y, z}. Otsekorrutise Ax X elemendid
voib kirjutada {iles tabelina

(a,2) | (a,y) | (a,2)
(b,z) | (by) | (b2)
On voimalik néidata, et selle tabeli read on poolriithma A x X R-klassid ja veerud on

L-klassid. Seega H-klassid on iiheelemendilised ja poolrithmal on iiksainus D-klass, mis
koosneb koigist tema elementidest.

Lisaks kongruentsidele radgitakse poolrithmade puhul ka iihepoolsetest kongruentsi-
dest.

Lause 6.32 Seos R on wvasakpoolne kongruents poolrihmal S ja seos L on parempoolne
kongruents poolriihmal S, see tihendab, et iga a,b,c € S korral

aRb = caRcb,
alb = acLbc.
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TOESTUS. Olgu a,b,c € S ja olgu aRb. Siis aS' = bS*. Tinu lausele leiduvad
elemendid u,v € S* nii, et a = bu ja b = av. Kuid siis kehtivad ka vordused ca = cbu ja
cb = cav. Jallegi Lause [6.29| pohjal voime Oelda, et caRcb.

Analoogiliselt saab naidata, et £ on parempoolne kongruents. a

Definitsioon 6.33 Poolriihma S elementi e nimetatakse idempotendiks, kui ¢? = e.
Poolrithma S koigi idempotentide hulka tdhistatakse E(S).

Lihtne on veenduda, et kehtib jargmine vaide.
Lemma 6.34 Kui S on rihm, siis selles leidub tapselt iiks idempotent.

Naiide 6.35 Poolrithmas (Z,-) on kaks idempotenti: 0 ja 1. Vasakpoolsete nullide pool-
rithmas (vt. niidet on koik elemendid idempotendid.

6.4 Taiesti lihtsad poolriithmad

Ei ole voimalik kirjeldada dra koiki lihtsaid poolriihmi. Kiill aga on voimalik dra kirjeldada
lihtsate poolrithmade klassi iiks alamklass — téiesti lihtsate poolrithmade klass.

Definitsioon 6.36 Poolriihma S idempotenti e nimetatakse primitiivseks, kui iga f €
E(S) korral:

ef=fe=f = e=Ff.

Definitsioon 6.37 Lihtsat poolrithma S, mis sisaldab primitiivset idempotenti, nimeta-
takse taiesti lihtsaks.

Uks voimalik lihenemisviis téiesti lihtsatele poolrithmadele on kasutada minimaalseid
tihepoolseid ideaale. Need defineeritakse sarnaselt minimaalsete ideaalidega (vt. definit-

siooni [6.13]).

Lemma 6.38 Poolrihma iga minimaalne vasakpoolne (parempoolne) ideaal on selle pool-
rihma L-klass (R-klass).

TOESTUS. Teeme 14bi toestuse minimaalse vasakpoolse ideaali korral. Olgu L poolrithma
S minimaalne vasakpoolne ideaal ja x € L suvaline element. Siis S'z C L ja tinu L
minimaalsusele S'z = L. Fikseerides mingi elemendi a € L nieme, et iga x € L korral
Sly = L = S'a. Jirelikult La ehk x € L,. Seega L C L,.

Kui aga ¢ € L,, siis ¢ € S'c = S'a = L. See tihendab, et L, C L. Kokkuvottes oleme
naidanud, et L = L,, s.t. L on elemendi a L-klass. O

Lause 6.39 Olgu S poolriihm.
1. Kui L on poolriihma S minimaalne vasakpoolne ideaal, siis L = Sa iga a € L korral.

2. Kui R on poolrihma S minimaalne parempoolne ideaal, siis R = aS iga a € R
korral.
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TOESTUS. Hulk Sa on vasakpoolne ideaal poolriihma S jaoks ning Sa C L. Kuna L on
minimaalne vasakpoolne ideaal, siis Sa = L.
Lause teise poole toestus on analoogiline. a

Jargmiseks toestame iihe piisava tingimuse selleks, et poolrithm oleks oma minimaal-
sete vasakpoolsete (parempoolsete) ideaalide ithend.

Lause 6.40 Kui S on lihtne poolrihm ja sisaldab minimaalset vasakpoolset ideaali L
(minimaalset parempoolset ideaali R), siis S on oma minimaalsete vasakpoolsete (parem-
poolsete) ideaalide iihend.

TOESTUS. Olgu S lihtne poolrithm ja olgu L minimaalne vasakpoolne ideaal. Olgu s €
S, téhistame Ls = {as | a € L}. Siis hulk Ls on vasakpoolne ideaal poolrithmas S.
Néitame, et Ls on minimaalne vasakpoolne ideaal. Oletame, et B # () on vasakpoolne
ideaal poolrithmas S ja B C Ls. Siis hulk

A={a€eL|ase B} CL

on vasakpoolne ideaal poolrithmas S. Tanu L minimaalsusele kehtib vordus A = L. Teiste
sonadega: iga a € L korral as € B ehk Ls C B. Seega B = Ls. Niiiid olgu

M:Um.

Siis kindlasti M on vasakpoolne ideaal. See on tegelikult ideaal, sest kui m € Ls C M,
siis mt € L(st) C M igat € S korral. Siit jareldub S lihtsuse tottu, et M = S, ning oleme
nididanud, et S on minimaalsete vasakpoolsete ideaalide Ls iithend.

Lause teise poole toestus on analoogiline. O

Jéargmine tulemus on erijuhuks niinimetatud Greeni lemmast. Greeni lemma sonastuse
ja toestuse iildjuhul voib leida raamatust [2] (lemma 6.8.2).

Lemma 6.41 Olgu S poolrihm, a,b € S ja bHab. Tdhistame H = H, = Hy. Siis
kujutus
AN H— H, v+ ax

on bijektiivne.

TOESTUS. Viite toestamiseks néitame, et a) eeskiri  +— ax on kujutus H — H ja et b)
sellel kujutusel leidub poordkujutus.
Kuna abH b, siis ab L b. Lause pohjal leidub selline element v € S, et vab = b.
Olgu v € H = H, = H,, Siis xR b ja seega v = bs mingi elemendi s € S* korral.
Jarelikult
var = vabs = bs = x. (6.1)

Kuna R on vasakpoolne kongruents, siis ax R ab. Et vax = =z, siis ax Lx. Kuna x L ab
(sest x H ab), siis transitiivsuse tottu ax L ab. Sellega oleme ndidanud, et ax H ab ehk
axr € H,, = H. Jarelikult A\, on toepoolest kujutus H — H.
Veendume, et ka
Mt H—H, y— oy
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on kujutus. Kui y € H = H,, = H,, siis y R ab, seega y = abt mingi t € S! korral ja
avy = av(abt) = a(vab)t = abt = y. (6.2)

Kuna R on vasakpoolne kongruents, siis vy R vab = b. Et avy = vy, siis vy Ly. Kuna y L b
(sest y H b), siis transitiivsuse tottu vy £ b ning seega vy H b ehk vy € H, = H. Jérelikult
Ay on kujutus H — H.

Vordustest ja nieme, et \, ja A\, on teineteise poordkujutused, seega bijek-
tiivsed. a

Lemma 6.42 Mittetiihi poolrihm S on rihm parajasti siis, kut aS = S ja Sa = S iga
a € S korral.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Seda on lihtne kontrollida.

Piisavus. Fikseerime mingi elemendi a € S. Siis S = S. Muuhulgas leidub selline
element e € S, et a = ae. Kui s € § = Sa, siis s = ua mingi u € S korral ja seega
se = uae = ua = s. Niisiis se = s iga s € S korral. Analoogiliselt saab leida elemendi
f €S nii, et fs =siga s € S korral. Jarelikult

f=tfe=c

ja S on monoid tihikelemendiga e.
Kui s € S, siis vordustest S = sS ja S = Ss jareldub, et e = su ja e = vs mingite
u,v € S korral. Siis aga

v =ve =v(su) = (v$)u = eu = u,

s.t. u on elemendi s poordelement. a

Uldiselt poolriihma #H-klassid (£-klassid, R-klassid, D-klassid, J-klassid) ei pruugi
olla alampoolrithmad. Vaatleme iihte olukorda, kus H-klassid on alampoolriihmad.

Lause 6.43 Jdrgmised vdited poolrihma S H-klassi H kohta on samavdidrsed.
1. Leidub e = e € H.
2. Leiduvad a,b € H nui, et ab € H.

3. H on poolriithma S alampoolrihm, mis on rihm.

TOESTUS. 1. = 2. Votame a = b = e.
2. = 3. Olgu a,b € H sellised, et ab € H. Lemma pohjal on kujutus

AN H— H, v+ ax

bijektiivne. Kuna A, on kujutus, siis ac € H iga ¢ € H korral ning kuna ), on siirjektiivne,
siis H = aH. Niitid iga ¢ € H korral a H ac jaseega H = H, = H,.. Lemmagal[6.41]duaalne

tulemus (mille toestus on taiesti analoogiline) iitleb, et ka

pe: H— H, x+— xC
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on bijektiivne kujutus. Seega Hc = H iga ¢ € H korral. Kuna dc € H mistahes d,c € H
korral, siis H on kinnine korrutamise suhtes, s.t. alampoolriihm. Muuhulgas cc € H iga
c € H korral. Vottes a ja b ossa ¢ ja kasutades toestuse alguse mottekdiku ndeme, et ka
H = cH iga ¢ € H korral Kokkuvottes cH = H = Hc iga ¢ € H korral. Me oleme juba
ndidanud, et H on S alampoolrithm, jéarelikult ka ise poolriihm. Et a € H, siis H on
mittetiihi. Lemma [6.42] kohaselt on H riihm.

3. = 1. Idempotendiks e sobib rithma H {ihikelement. a

Lause 6.44 Tduesti lihtsa poolrihma koik H-klassid on rihmad.

TOESTUS. Olgu S téiesti lihtne poolrithm ja e tema primitiivne idempotent. Niitame, et
Se on minimaalne vasakpoolne ideaal. Selleks oletame, et I # () on vasakpoolne ideaal ja
I C Se. Votame mingi elemendi a € I. Kuna a € Se, siis leidub selline s € S, et a = se.
Jarelikult ae = see = se = a. Et S on lihtne, siis S'aS* = S ning seega e = uav mingite
u,v € S korral. Téhistame f := eveua. Kasutades vordusi ae = a ja uav = e saame, et

f? = (eveua)(eveua) = (eveu)(ae)(veua) = (eveu)a(veua) = (eve)(uav)(eua)
= eveeeua = eveua = f,
ef = eeveua = eveua = f,

fe = eveuae = eveua = f.

Kuna e on primitiivne idempotent, siis ¢ = f ehk e = eveua € I, sest a € I ja [
on vasakpoolne ideaal. Seega iga t € S korral te = teveua € I. Jarelikult Se C [
ning kokkuvottes oleme saanud, et I = Se. Sellega on néaidatud, et Se on minimaalne
vasakpoolne ideaal.

Lause [6.40| pohjal on S on oma minimaalsete vasakpoolsete ideaalide iihend. Olgu
a € S. Siis leidub minimaalne vasakpoolne ideaal L nii, et a € L. Siis ka a? € L. Lemma
pohjal on L poolrithma S L-klass, seega aLa?. Analoogiliselt saab niidata, et aRa?.
Jirelikult aHa? ehk a® € H,. Ténu lausele [6.43) on H, rithm. a

Jérgnev lause annab piisava tingimuse selleks, et poolriithm oleks téiesti lihtne.

Lause 6.45 Olgu S lihtne poolrihm, mis sisaldab vihemalt tihte minimaalset vasakpool-
set ideaali ning vihemalt ihte minimaalset parempoolset ideaali. Siis poolriihma S iga
minimaalse vasakpoolse ideaali L ja 1ga minimaalse parempoolse ideaalt R korral kehtivad
tingimused:

1. LR=S5;

2. RL on rihm;

3. rihma RL thikelement e on primititune idempotent.

Seega S on taiesti lihtne.
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TOESTUS. 1. Olgu L poolriithma S minimaalne vasakpoolne ideaal ja R minimaalne pa-
rempoolne ideaal. Siis on hulk LR = {zy | € L,y € R} ideaal ja seega poolrithma S
lihtsuse tottu LR = S.

2. Paneme téahele, et RL C R N L. Néaitamaks, et see on rithm, peavad iga a € RL
korral kehtima vordused RLa = RL = aRL (vt. lemmat [6.42). Kuna L on vasakpoolne
ideaal, siis ka hulk La = {za | * € L} on vasakpoolne ideaal. Samas La C L, sest
a € RL C L. Siit L minimaalsuse tottu La = L, millest jareldub vordus RLa = RL.
Vorduse aRL = RL toestus on analoogiline.

3. Olgu e rithma RL iihikelement ja eeldame, et f on poolriithma S idempotent, mille
korral ef = fe = f. Niitid kuna e € RN L, siis lause [6.39 pohjal R = eS ning L = Se.
Jarelikult

[ =2 = (ef)(fe) € (€S)(Se) = RL.
Kuna riithmas leidub tépselt liks idempotent, siis e = f. Seega e on primitiivne idempotent
poolrithmas S. O

Kaéesoleva paragrahvi pohitulemus on jargmine teoreem.

Teoreem 6.46 Olgu S lihtne poolrihm. Siis jargmised vdited on samavddrsed:

1. S on tdiesti lihtne;
2. S on rihmade tihend;
3. S koik vasakpoolsed ja parempoolsed peaideaalid on minimaalsed;

4. S sisaldab vihemalt diihte minimaalset vasakpoolset ideaali ja vihemalt thte mini-
maalset parempoolset ideaals.

TOESTUS. 1. = 2. See jareldub lausest sest S on oma H-klasside loikumatu tihend
ja koik H-klassid on rithmad.

2. = 3. Eeldame, et S on rithmade iihend. Vaatame vasakpoolset peaideaali S'b, kus
be S.Olgu I C S'b mingi mittetiihi vasakpoolne ideaal ja a € I. Siis S'a C I C S'b. Kui
niitame, et Sta = S1b, siis ka S'b = I ja seega S'b on minimaalne vasakpoolne ideaal.

Niisiis, on vaja néidata, et

Sty C Sta.
Selleks piisab, kui toestame, et b € S'a. Kuna a € S'b, siis leidub selline v € S*, et
a = ub. Lihtsuse tottu leiduvad poolrithmas S* elemendid x,y nii, et b = zay. Seega

b= (zu)by.

Eelduse pohjal kuulub element ¢ = xu € S mingisse alampoolrithma G, mis on rithm.
Olgu G iihikelement e. Selles alamriihmas G leidub elemendil g péordelement g~
Siis

b= gby =egby = eb= g 'gb= g ' (zu)b= g 'x(ub) = g 'xa,

mis tihendab, et b € S'a. Seda oligi vaja.

Analoogiliselt on koik S parempoolsed peaideaalid minimaalsed.
3. = 4. See on ilmne.

4. = 1. See jareldub lausest [6.45] O
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Jareldus 6.47 Loplik poolriihm on tdiesti lihtne parajasti siis, kui ta on lihtne.

TOESTUS. Loplik poolrithm peab sisaldama minimaalset vasakpoolset ideaali ja mini-
maalset parempoolset ideaali. O

6.5 Reesi maatrikspoolriithmad

Osutub, et téiesti lihtsad poolrithmad on voimalik saada suhteliselt lihtsa konstruktsiooni
abil rithmadest. Seda konstruktsiooni kirjeldas esimesena David Reeg?|

Olgu G rithm tihikelemendiga 1 ning olgu I, A mittetiihjad hulgad. Votame ithe (A x I)-
maatriksi P = (py;), mille elemendid kuuluvad rithma G. Sellist maatriksit voib vaadelda,
kujutusena A x I — G, (N, 1) — py;.

Olgu S = I xG x A ja defineerime hulka S kuuluvate jarjestatud kolmikute korrutamise
jargmiselt:

(i7 g, )\)(], ha M) = (i, gp)\jha ,u),

(i,9,A), (J, h, u) € S. Mérgime, et korrutis gpy;h leitakse rithmas G.
Lemma 6.48 S on poolrihm.

TOESTUS. Kontrollime kas hulgal S defineeritud korrutamine on assotsiatiivne. Toepoo-
lest:

i, gprir g’ s N) (1", g" ')
(gprir g )pring” N

(4,9, M@, g", )", 9", ') = (3,
(4,
(4, gpri (g Dxing"), N")
(4,
(4,

i,9, (@', g'ping”, \')
i, . (@, g, N) (@, ", A7)

([
Niimoodi konstrueeritud poolrithma téhistatakse M[G; I, A; P| ja nimetatakse [ x A

Reesi maatrikspoolriihmaks iile rithma G “séndvitSmaatriksiga” P.

Ulesanne 6.49 Olgu I = {i,j}, A = {\, u} ja G = (Zy,+). Anname kujutuse P: A x
I — G maatriksiga

Kirjutage vélja Reesi maatrikspoolrithma M|G; I, A; P] korrutamistehte Cayley tabel.

Lause 6.50 Poolrihm M = M|G; I, \; P] on tdiesti lihtne.

2David Rees (1918-2013) — briti matemaatik
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TOESTUS. Kontrollimaks, et poolrithm M on lihtne, voib tidhele panna, et poolrithma M
iga kahe elemendi (i,a, \) ja (4,0, 1) korral

(j> ailp;ila )‘) (27 a, )\) (27 p;\zlba M) = (]7 ailp;\ilp)\iap)\ip;ilba ,u) = (]7 bv ,u)
Lause pohjal on poolrithm M lihtne.
Néitame, et M on téiesti lihtne poolrithm, see tdhendab, et temas leidub primitiivne
idempotent. Selleks vaatame elementi (i,a, \) € M. Paneme téhele, et
(i,a,\) € E(M) <= (i,a,\)(i,a,\) = (i,a,\)
< (i, apna, \) = (i,a, \)
= apra=a
<~ D)0 = 1
= a=p;.
Seega poolriithma M idempotentide hulk
E(M) = {(i,p5;,\) | i € [N € A}.
Votame kaks idempotenti e = (i, 3., ) ja f = (j,p;jl, @) ning oletame, et ef = fe =e
ehk
(s D PADy; 1) = (05 P Puibxi » A) = (05057 A,
Siis j =4 ja A = p, kust jareldub, et e = f, sest ka px; = p,; ja p;il = p;jl. Seega ndeme,
et koik idempotendid on primitiivsed. Jarelikult on poolrithm M taiesti lihtne. O

Teoreem 6.51 (Reesi teoreem) Poolriihm on tdiesti lihtne siis ja ainult siis, kui ta on
1somorfne Reest maatrikspoolriihmaga tile rihma.

TOESTUS. P1savus. Jireldub lausest [6.500
TARVILIKKUS. Seda toestust me kiesolevas kursuses anda ei joua. O

6.6 Regulaarsed ja inverssed poolrithmad

Definitsioon 6.52 Poolrithma S nimetatakse regulaarseks, kui
(Va € S)(3x € S) a = aza.

Kui a ja x on sellised elemendid, et a = azxa, siis ax = axaxr ja ra = raxa, mis
tdhendab, et ax ja xa on idempotendid. Seega regulaarsetes poolrithmades on iildiselt
“palju” idempotente.

Naide 6.53 1. Kui poolriihma koik elemendid on idempotendid, siis see poolriihm on
regulaarne.

2. Kui X on mittetiihi hulk, siis tema teisenduste poolrithm 7 (X) on regulaarne.
Kui f € T(X), siis defineerime teisenduse g € 7 (X) nii, et ta viib iga elemendi hulgast
Im (f) mingiks selle elemendi originaaliks f suhtes, ja koigil teistel X elementidel on g
defineeritud suvaliselt. Siis f = fgf.

3. Poolriihm (Mat,(K),-), kus K on korpus, on regulaarne. Ruutmaatriksi A Moore'i-
Penrose’i poordmaatriks AT rahuldab muuhulgas vordust AATA = A.
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Definitsioon 6.54 Poolriihma S elementi ¢’ nimetatakse elemendi a inversseks ele-
mendiks, kui a = ad’a ja o’ = d'ad’.

Lause 6.55 Regulaarse poolriihma igal elemendil leidub vahemalt tiks inversne element.

TOESTUS. Olgu S regulaarne poolriihm ja a € S. Siis leidub z € S nii, et a = aza.
Téahistame o' := xax. Siis

aa'a = a(zax)a = (axa)ra = axa = a

ja
d'ad = (rax)a(raz) = r(axa)rar = x(ara)r = vax = da'.

O

Definitsioon 6.56 Poolriihma nimetatakse inversseks, kui tema igal elemendil leidub
tapselt iiks inversne element.

Edaspidi tahistame inversse poolriihma elemendi a tiheselt méaratud inversset elementi
stimboliga a’. Definitsioonist jareldub, et (a’)’ = a. Kuna iga idempotent e on iseenda
inversne element, siis inversses poolrithmas ¢’ = e.

Naiide 6.57 Iga riihm on inversne poolriihm, kus ¢’ = a™ .

On selge, et iga inversne poolriihm on regulaarne. Jargmine tulemus {itleb, millised
regulaarsed poolrithmad on inverssed.

Teoreem 6.58 Regulaarne poolrihm on inversne parajasti siis, kui tema idempotendid
kommuteeruvad.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu S inversne poolriihm ja olgu e, f € S idempotendid. Siis
korrutise ef inversne element x rahuldab vordusi

efref =ef ja xefr =ux.

Kuna
(fze)(fze) = f(zefzr)e = fze,

siis fre on idempotent ja seega iseenda inversne element. Naitame, et ka ef on fxe
inversne element. Toepoolest,

effreef =efxef =ef
ja
freef fre = frefre = fxe.

Kuna S on inversne poolrithm, siis ef = fxe. Siit jareldub, et fef = ef ja efe = ef.
Vahetades dra e ja f rollid saame, et peavad kehtima ka vordused

efe=fe ja fef = fe.
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Jarelikult ef = fe.

P1isavus. Olgu S regulaarne poolrithm, mille idempotendid kommuteeruvad ja olgu a € .S
suvaline. Oletame, et a’,a” € S on molemad elemendi a inverssed elemendid. Siis

a=ada, a =dad, a=ad"a, o =a"ad”
ning aa’, aa”,d'a,a”a on idempotendid. Jarelikult
" "

aa' = (aa"a)d’ = (aa")(aad") = (ad)(aa") = (ad'a)a” = aa".

Analoogiliselt saab naidata, et a’a = a”a. Neid vordusi kasutades saame, et

a/:a/aa/: (ala)al: (a//a)al:a//(aa/) :a//(aa//) :al/aa//l:al/‘

O

Naide 6.59 Kommutatiivne poolriihm, mille koik elemendid on idempotendid, on invers-
ne. Néiteks (Z, min) on selline poolrithm.



Peatukk 7

Poliugoonid

7.1 Pohimoisted

Poliigoone on voimalik vaadelda nii iile poolrithmade kui monoidide. Selles kursuses vaat-
leme ainult poliigoone iile monoidide ja selle paragrahvi jooksul eeldame koikjal, et S on
monoid iihikelemendiga 1.

Definitsioon 7.1 Hulka A nimetatakse parempoolseks poliigooniks iile monoidi S
ehk parempoolseks S-poliigooniks, kui on antud kujutus A x S — A, (a, s) — as, nii,
et

1. (as)t = a(st),
2. al =a

mistahes a € A ja s,t € S korral. Kujutust A x S — A nimetatakse ka monoidi S
(parempoolseks) toimeks hulgal A.

Parempoolset S-poliigooni téhistatakse harilikult nii: Ag. Analoogiliselt saab defi-
neerida vasakpoolsed S-poliigoonid. Selles kursuses vaatleme enamasti parempoolseid S-
poliigoone.

Naide 7.2 1. Olgu (R, +,-) ring. Siis iga parempoolne R-moodul on poliigoon iile
selle ringi multiplikatiivse monoidi (R, -).

2. Olgu S monoid. Siis S on poliigoon iile iseenda, kui toime defineerida monoidi S
korrutamise abil. Seda poliigooni téhistatakse Sg.

3. Olgu A mittetiihi hulk ja 7 selle hulga koigi teisenduste monoid jarjestrakendamise
suhtes. Defineerides vasakpoolse toime 7 x A — A vordusega

a € A, f €T, saame vasakpoolse poliigooni 7A.

95
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4. Automaatide teoorias vaadeldavad automaadid on poliigoonid. Selles teoorias tol-
gendatakse hulka A kui automaadi olekute hulka, hulka S kui sisendite hulka ja
toimet moistetakse nii, et olekus a oleva automaadi mojutamisel sisendiga s laheb
see automaat iile uude olekusse as. Automaatide teoorias voetakse monoidiks S tihti
moni vaba monoid.

5. Geomeetriast tuntud afiinsed ruumid on poliigoonid. Afiinne ruum on punktide
hulk, millele saab liita mingist vektorruumist V' périt vektoreid nii, et tulemuseks
on punkt. See poliigoon on iile vektorruumi aditiivse monoidi (V,+).

Poliigoonid on 2-algebrad, kus leiduvad ainult unaarsed tehted. Nagu ikka (2-algebrate
korral, saame poliigoonide jaoks vélja kirjutada alamalgebra ning homomorfismi moisted.

Definitsioon 7.3 Alamhulka B nimetatakse poliigooni Ag alampoliigooniks (ja kirju-
tatakse B < Ag), kui iga b € B ja s € S korral bs € B.

Naide 7.4 Olgu S monoid. Siis S iga parempoolne ideaal on poliigooni Sg alampoliigoon.
Muuhulgas parempoolsed peaideaalid ¢S, kus t € S, on poliigooni Sg alampoliigoonid.
Mistahes S-poliigoonil Ag on olemas triviaalsed alampoliigoonid ) ja A.

Definitsioon 7.5 Utleme, et poliigoon Ag on alamhulga X C A poolt tekitatud (ehk
moodustatud), kui iga element a € A esitub kujul ¢ = s mingi * € X ning s € S
jaoks. Kui on antud mingi alamhulk X C A, saame konstrueerida alamhulga

{zs |z e X,se S},

mis on viahim hulka X sisaldav poliigooni Ag alampoliigoon. Seda alampoliigooni kutsume
hulga X poolt tekitatud (ehk moodustatud) alampoliigooniks.

Definitsioon 7.6 Kujutust f: As — Bg nimetatakse poliigoonide homomorfismiks,
kui ta sailitab monoidi toime, s.t.

flas) = f(a)s
iga a € A ja s € S korral. Isomorfism on bijektiivne homomorfism.
Definitsioon 7.7 Utleme, et poliigoon Bg on poliigooni Ag homomorfne kujutis, kui
leidub siirjektiivne homomorfism f: Ag — Bg.
7.2 Lahutumatud poliigoonid

Definitsioon 7.8 Mittetiihja poliigooni nimetatakse lahutumatuks, kui teda ei saa esi-
tada kahe mittetiihja 1oikumatu alampoliigooni iihendina.

Markus 7.9 Mittetiihja poliigooni lahutumatus tdhendab parajasti seda, et kui Ag on
esitatud 16ikumatu iithendina A = C' U D, kus C, D < Ag, siis on téapselt kaks voimalust:
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e C' = A (ning seega D = ()) voi
e D = A (ning seega C' = ).

Lause 7.10 Olgu Ag iihe elemendi a € A poolt moodustatud S-poliigoon. Siis Ag on
lahutumatu.

TOESTUS. Oletame, et elemendi a poolt moodustatud poliigoon Ag on esitatud loikumatu
tthendina C'U D, kus C, D < Ag. Siis element a sisaldub parajasti iihes hulkadest C' ja
D. Kui oletame, et a € C, on ka iga s € S korral as € C (sest C' < A). Seega

A={as|se S} CC.

Kuna A = C'U D tottu C C A, saamegi, et A = C. Analoogiliselt, a € D puhul saame
jareldada, et A = D. Seega, Ag on lahutumatu poliigoon. a

Naide 7.11 Kui S on monoid, siis poliigoon Sg on lahutumatu, kuna on monoidi ithiku
1 € Sg poolt moodustatud. Samuti, kui ¢ € Sg on suvaline element, siis selle elemendi
poolt moodustatud alampoliigoon ¢S = {ts | s € S} on lahutumatu.

Niide 7.12 Olgu S suvaline monoid ja A = {a, ..., a,} mingi hulk. Defineerime S-toime
jargmiselt:

a;s ‘= a;
igai € {1,...,n} jaiga s € S korral. On selge, et nii saame parempoolse S-poliigooni,
kus iga alamhulk on alampoliigoon. Kui n > 2, saame Ag esitada mittetiihjade alampo-
liigoonide loikumatu iihendina

Ag ={a1} U{as,...,a,},
mistottu Ag on lahutuv.

Lemma 7.13 Kui C;, i € I on parempoolse S-poliigooni Ag lahutumatute alampoliigoo-
nide pere ning (,c; Ci # 0, on dhend |J,c; C; poliigooni Ag lahutumatu alampoliigoon.

TOESTUS. Eelduse (),.; C; # 0 pohjal leidub selline z € A, et € C; iga i € I korral.
Oletame niiiid, et | J;.; C; esitub l6ikumatu {ihendina

Jci=vuv
el
mingite alampoliigoonide U ja V jaoks. Siis x kuulub parajasti iihte hulkadest U voi V.

Vaatame juhtu, kus x € U. Niiiid, suvalise ¢ € [ korral saame, et C; esitub alampolii-
goonide loikumatu iithendina

C;i=(CinU)U(C;NV).

Kuna C; on lahutumatu ja x € C; N U, siis C; = C; N U, ehk C; C U. Kuna ¢ € I oli
valitud suvaliselt, siis ka (J,.; C; € U, millest | J,.; C; = U UV tottu saame | J,.; C; = U.

Analoogiliselt, juhul # € V' saaksime |J,.; C; = V. Seega, J,; C; on lahutumatu. O



98 PEATUKK 7. POLUGOONID

Markus 7.14 Lemma tdhendab, et a € Ag korral leidub suurim elementi a sisaldav
lahutumatu alampoliigoon C, C Ag, mille saame konstrueerida hulgana

C,= U{C’ |a € C' < Ag, Cs on lahutumatu} .
Naitame, et Ag esitub kujul C, alampoliigoonide l6ikumatu ithendina.
Lause 7.15 Iga poliigoon on esitatav lahutumatute alampoliigoonide lotkumatu ihendina.

TOESTUS. Kuna lause pohjal on suvalise elemendi a € A poolt moodustatud alam-
poliigoon lahutumatu, sisaldub iga element a € A mingis lahutumatus alampoliigoonis,
ning seega ka a € C,, kus C; on suurim elementi a sisaldav lahutumatu alampoliigoon.
Seetottu A = (J,c4 Ca-

Loikumatu tihendi saamiseks piisab, kui veendume, et iga a,b € A korral alampolii-
goonid C, ja Cy kas langevad kokku, voi on loikumatud. Kui hulgad C, ja Cj 16ikuvad, siis
lemma [7.13| pohjal on C, U C}, lahutumatu alampoliigoon, mis sisaldab elemente a ning b.
Kuna C, ja ()} olid maksimaalsed lahutumatud alampoliigoonid, mis vastavalt elemente
a ning b sisaldasid, saame

Co=0C,UC, =00y,

mistottu C, ning G langevad kokku. Seega saame iihendis A = | J,. 4 C, sobivalt indekseid
a € A valides l6ikumatu iithendi A = | |, ., C,. O

Poliigooni Ag maksimaalseid lahutumatuid alampoliigoone C, kutsume poliigooni Ag
lahutumatuteks komponentideks.

Mirkus 7.16 Lause [7.15 poolt antud poliigooni esitust lahutumatute komponentide 16i-
kumatu iithendina voime nimetata poliigooni lahutuseks lahutumatuteks komponentideks.
Voib téahele panna, et poliigoonil leidub parajasti iiks lahutus lahutumatuteks komponen-

tideks.

Naide 7.17 Kui X on suvaline hulk ja S on monoid, saame hulka X x S vaadata parem-
poolse S-poliigoonina, defineerides (z,s) € X x S ning t € S jaoks

(z,s)t ;== (x,st).

Poliigooni X x S lahutumatuteks komponentideks on alampoliigoonid {(z,s) | s € S},
kus x € X. Toepoolest, meil on

Xx8=||{(x,s)|seS}=]||{z} xS (7.1)

zeX zeX

ning voime téhele panna, et alampoliigoon {x} x S on isomorfne poliigooniga Sg, mis
on lahutumatu (néide [7.11]). Seega ongi 16ikumatu tihend (7.1)) poliigooni X x S lahutus
lahutumatuteks komponentideks.

Lahutumatuteks komponentideks lahutuse rakendamisel on kasulik tdhele panna, et
poliigoonide homomorfismid séilitavad teatud mottes lahutumatust.
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Lause 7.18 Lahutumatu poliigooni homomorfne kujutis on lahutumatu.

ToOEsTUS. Kui f: As — Bs on homomorfism ning B = C U D, kus C,D < B on
mittetiihjad, siis ka A = f~1(C)U f~1(D) ning f~1(C), f~1(C) < A on mittetiihjad. O

Jareldus 7.19 Kui f: As — Bg on poliigoonide homomorfism ning C' < A on lahutu-
matu komponent, siis f(C) C B sisaldub mingis poliigooni Bs lahutumatus komponendis.

Samuti, poliigoonide vahel isomorfismi leidmiseks on piisav ja tarvilik, kui seame nende
lahutumatud komponendid isomorfismidega vastavusse.

Lause 7.20 Kui Ag = | |,.; C; ning Bs = |_|j€J D; on wvastavalt poligoonide Ag ning
Bg lahutused lahutumatuteks komponentideks, kehtib As = Bg parajasti siis, kui leidub
bijektsioon p: I — J nii, et C; = D) iga i € I korral.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Kui f: As — Bg on isomorfism, siis jarelduse [7.19| pohjal
leidub iga i € I korral indeks ¢(i) € J nii, et f(C;) € Dy;). Nonda konstrueerime
kujutuse ¢: I — J ning saame iga ¢ € [ korral vaadata ahendit

Do
fle?: Ci = Dy -

Tehes sama isomorfismi f~!: Bg — Ag jaoks, saame kujutuse .JJ — I, mis on ¢ poordku-
jutus. Kujutuse f~! ahendid annavad meile kujutuste C; — D,,;) poordkujutused.

P1isavus. Kui meil on antud bijektsioon ¢: I — J ning iga ¢ korral isomorfism f;: C; —
D), saame defineerida homomorfismi f: Ag — Bg, defineerides a € C; korral f(a) =
fi(a). Analoogiliselt saame defineerida kujutuste f; ! kaudu f jaoks poordkujutuse. O

Harjutused 7.21
1. Veenduda, et igal poliigoonil leidub parajasti iiks lahutus lahutumatuteks komponentideks.
2. Mis on néites toodud poliigooni lahutumatud komponendid?

37 Leida niide lahutumatust poliigoonist Ag, millel leiduvad 16ikumatud mittetiihjad alam-
poliigoonid By, By < Ag, B1 N By = 0.

7.3 Vabad poliigoonid

Definitsioon 7.22 Poliigooni Ag alamhulka X nimetatakse baasiks, kui iga a € A
korral leiduvad iiheselt méaratud = € X ja s € S nii, et a = xs.

Definitsioon 7.23 Poliigooni nimetatakse vabaks, kui temas leidub baas.

Naiide 7.24 Poliigoon Ss on vaba, tema baas on {1}.
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Naide 7.25 Tuletame meelde niites suvalise hulga X abil konstrueeritud poliigooni
X x S parempoolse S-toimega (z, s)t := (z, st). Poliigoon X x S on vaba ja selle baasiks
on {(z,1) |z € X}.

Lause 7.26 Kui As on parempoolne S-poliigoon ning X C A, siis

1. kujutus
r: XxS—A, (x,s)—axs

parempoolsete S-poliigoonide homomorfism,
2. kujutus r on strjektiivne parajasti siis, kui X moodustab poliigooni Ag ning

3. kugutus r on bijektiivne (ning seega S-poliigoonide isomorfism) parajasti siis, kui X
on poliigooni As baasiks.

TOESTUS. (1) Homomorfismiks olemist ndeme x € X ning s,t € S korral arvutades
r(z, )t = (zs)t = x(st) = r(x, st) = r((z,s)t).

, Paneme téhele, et moodustamise ning baasiks olemise definitsioonid vastavad
tapselt kujutuse (x, s) — xs stirjektiivsusele ning bijektiivsusele. O

Markus 7.27 Lause [7.26] pohjal on kujutus
r:AxS—A, (a,s)+—as

iga poliigooni Ag korral siirjektiivne homomorfism, mistottu on iga poliigoon Ag vaba
poliigooni A x S homomorfne kujutis.

Anname vabade poliigoonide kirjelduse. See on mingis mottes sarnane teoreemis [1.63
antud vektorruumide kirjeldusega.

Teoreem 7.28 Poliigoon Fs on vaba parajasti sits, kui leidub hulk I nii, et

F=||F.

el
kus F; =2 Sg iga v € I korral.

TOESTUS. Paneme tédhele, et kui lahutuses F' = UigFi kehtib iga ¢ € [ korral F; =
Sg, on tegu lahutusega lahutumatuteks komponentideks, kuna poliigoonid F; = Sg on
lahutumatud (néide [7.11]).

Seega, lause valguses leidub selline lahutus parajasti siis, kui F' = [ x S (néi-
de [7.17)), kuna [ x S lahutumatud komponendid on {i} x S = Sg. Sellest jdreldubki
teoreemi sonastus, kuna I x S on vaba (niide ning iga vaba poliigoon on lause m
pohjal isomorfne poliigooniga kujul X x S. a

Sellest teoreemist on niha, et poliigoonide vabadus on viga tugev omadus, s.t. selliseid
poliigoone on viga véihe.
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7.4 Projektiivsed poliigoonid

Selles paragrahvis vaatleme poliigoonide projektiivsuse omadust. Osutub, et see on mo-
nevorra norgem kui vabaduse omadus.

Definitsioon 7.29 Poliigooni Ps nimetatakse projektiivseks, kui iga siirjektiivse ho-
momorfismi 7: Ag — Bg ja iga homomorfismi f: Ps — Bg korral leidub homomorfism
g: Ps — Ag nii, et mg = f, s.t. jirgmine diagramm on kommutatiivne:

Bgs

Niide 7.30 Tiihi poliigoon (g on projektiivne, sest ainuke homomorfism g — Bg on
tiihi kujutus ja seega g rolli sobib tiihi kujutus.

Edasises kirjeldame ara projektiivsed S-poliigoonid. Esmalt paneme téahele, et tiikel-
datud poliigooni puhul taandub projektiivsuse kiisimus tiikkide projektiivsusele.

Lause 7.31 Olgu poliigoon Ps oma mittetihjade alampoliigoonide P;, i € I, loikumatu
iihend, s.t. Ps = | |,c; Pi. Poliigoon Ps on projektiivne parajasti siis, kwi iga i € I korral
on poliigoon P; projektiivne.

TOESTUS. Esmalt paneme tihele, et kui I = (), siis vaide kehtib triviaalselt. Seega, edasises
oletame, et I # ().

TARVILIKKUS. Olgu Ps projektiivne ning j € I. Naitame, et P; on projektiivne. Olgu
f: Pj = Bg homomorfism ja m: Ag — Bg siirjektiivne homomorfism. Vaatleme diagram-

mi
Pg

f/

Agu@S ? BsL]@S

kus ©g = {f} on iiheelemendiline poliigoon (s.t. 0s = 0 iga s € S korral) ja kujutused
7', ' on defineeritud vordustega

iy | om(x), kulxe A,
”(5”)_{9, kui z = 6,

/ o f(y)7 kUiyEP'a
') { 0, kui y € P]\Pj.
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Lihtne on aru saada, et 7’ ja f’ on homomorfismid ning 7’ on siirjektiivne. Kuna Ps on
projektiivne, siis leidub homomorfism ¢': Ps — Ag LI ©g nii, et 7'g’ = f'.

Pg
f/
Asu@g 7- BglIOg

Olgu y € P;. Kui oletaksime, et ¢'(y) = 6, siis
fly)=rfy) =7'(d(y) =='(6) =0,

mis el ole voimalik. Seega ¢'(y) € A. See lubab meil defineerida kujutuse ¢g: P; — A
vordusega

9(y) =4d'(y)
[lmselt g on homomorfism.
b
R
/
¥
As Bs

Iga y € P; korral
(mg)(y) = 7(g'(y)) = 7'(d' (W) = f'(y) = ().

Jarelikult mg = f, nagu vaja.

P1isavus. Eeldame, et koik alampoliigoonid P;, ¢ € I, on projektiivsed. Vaatleme diag-
rammi

Pg

Ag Bg

™

kus 7w on siirjektiivne. Siis iga ¢ € [ korral leidub homomorfism ¢;: P, — Ag nii, et
diagramm
P;

flp;

Ag Bg

™

on kommutatiivne. Defineerime kujutuse g: P — A vordusega

g9(z) = gi(z),
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kus x € P; (iga * € P peab kuuluma mingisse alampoliigooni F;). Siis iga i € [ ja iga
x € P; korral

m(g(x)) = 7(gi(x)) = flp.(x) = f(z)
ehk diagramm

Ps

f

Ag Bg

on kommutatiivne. O

Miérgime, et kui e € S on idempotent, siis eS = {es | s € S} on poliigooni Sg alam-
poliigoon (vt. naidet ja seega ise ka parempoolne S-poliigoon. Naitame, et kujul eS
poliigoonid on parajasti lahutumatud projektiivsed poliigoonid. Selleks toestame esmalt
paar lemmat.

Lemma 7.32 Kui S on monoid, on kujutus
A S — End(Sg, Ss), s (t— st)
monoidide isomorfism péordkujutusega

evi: End(Ss,55) = S, f— f(1).

TOESTUS. Esmalt, on selge, et iga s € S korral on A(s): t — st poliigoonide homo-
morfism Sg — Ss (kuna t,z € S korral A\(s)(tz) = stz = A(s)(t)z). Veendumaks, et
f € End(Ss, Ss) puhul A(evi(f)) = f, néditame, et A(evy(f))(t) = f(t) iga t € Sg jaoks
arvutusega

Alevi () () = A(F(D)(1) = fF(1)t = (1) = f(1).-

Seega Aoevy = lgnd(sg,ss)- Lugejale jatame rutiinseks arvutuseks kontrollimise, et evio\ =
1s ning et A on monoidide homomorfism. O

Lemma 7.33 Olgur: X =Y ningi: Y — X funktsioonid hulkade X ja 'Y wvahel nii, et
rog=1y.

T

iorCX YDly:ro’i

Suis kehtiwad jargmised vdited:
1. kujutus v:'Y — X on injektiivne,
2. ITm (i) =Im (i o r) ning

3. kujutusior: X — X on idempotentne (s.t. (ior)o(ior)=ior).
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TOESTUS. Kui y,9' € Y puhul i(y) = i(y/), siis

Kuna r o7 = 1y, saame arvutada
Im(i)=Im(iol)=Im(ioroi) CIm(ior) C Im (i),

mistottu on koéik sisalduvused vordused ning Im (i o ) = Im (7).

(3)

(tor)o(ior)=io(roi)or=iolyor=ior.

O

Lemma 7.34 Lahutumatu poliigoon Ps on projektiivne parajasti siis, kui leidub idempo-
tent e € S nii, et P = eS, kus eS on vaadatud poliigooni Ss alampoliigoonina.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Lause pohjal on homomorfism
r:PxS—P, (as8)— as

siirjektiivne. Seega poliigooni Pg projektiivsuse tottu leidub homomorfism i': Pg — P xS,
mis paneb kolmnurga

2
PXS%PS

kommuteeruma, ehk " o ¢ = 1p. Kuna Ps on lahutumatu, siis Im (i) sisaldub mingis
P x S lahutumatus komponendis (jdreldus [7.19), ehk Im (/) C {a} x S = Sg (nii-
de . Seega saame homomorfismi ' sihthulka kitsendada, mis annab meile homomor-
fismi i’ [{919: Py — {a} x S. Kui lisaks homomorfismi 7’ lihtehulka ahendame, saame
pildi

™ |{ayxs

Ss = {a} x S Ps _D1p

il I{a}xS ?

kusjuures ' |{qyxs 0¥’ [{a}xS= 15, Neile homomorfismidele isomorfismi Sg — {a} xS ning

selle poordkujutuse vasakule poole komponeerides, saame homomorfismid r: Sg — Pg
ning i: Ps — Sg nii, et roi = 1p.

Lemma [7.33] pohjal on homomorfism i: Ps — Sg injektiivne, ning seda injektiivset
homomorfismi oma kujutisele ahendades saame isomorfismi Ps = Im (7). Lisaks, lem-
mat kasutades ndeme, et idempotentne endomorfism 7 o r: S5 — Sg peab olema
kujul i o7 = A(e): t +— et mingi idempotentse elemendi e € S jaoks. Kokkuvotteks,

PS%Im(i)@Im(ior):Im(/\(e)):{et|t65}:eS.
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Prisavus. Poliigoon kujul eS on lahutumatu (néide , nii et jadb veel veenduda
selle projektiivsuses. Vaatleme homomorfismi f: eS — Bg ja siirjektiivset poliigoonide
homomorfismi 7: Ag — Bg. Olgu b := f(e) € B. Siirjektiivsuse tottu saame valida a € A
nii, et w(a) = b. Defineerime kujutuse g: eS — A vordusega

g(es) = aes.

Bs

™

Siis g on korrektselt defineeritud homomorfism ja
m(g(es)) = m(aes) = w(a)es = bes = f(e)es = f(ees) = f(es)

iga s € S korral. Jarelikult mg = f. O
Kasutades poliigooni lahutust lahutumatuteks komponentideks, saame lemma [7.34]

laiendada suvalise projektiivse poliigooni kirjelduseks.

Teoreem 7.35 Poliigoon Ps on projektiivne parajasti siis, kui
pP=||P,
iel
kusjuures iga i € I korral leidub idempotent e; € S nii, et P; = e;S.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu Ps projektiivne poliigoon. Kasutades lauset saab
poliigooni Pg esitada mittetiihjade lahutumatute alampoliigoonide P;, i € I, loikumatu
ihendina. Vastavalt lausele [7.31] on poliigoonid P; projektiivsed. Kuna poliigoonid P; on
lisaks ka lahutumatud, on lemma [7.34] jargi igaiiks neist isomorfne poliigooniga kujul eS,
kus e € S on mingi idempotent.

Prisavus. Kuna poliigoonid eS, kus e on idempotent, on projektiivsed (lause , siis
lause pohjal on ka Pg projektiivne. O

Jareldus 7.36 Vaba poliigoon on projektiivne.

TOESTUS. See jareldub teoreemidest ja|7.35| sest Sg = 1S5 ja 1 on idempotent. O
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Peatukk 8

Loplikud korpused

Selles peatiikis uurime loplikke korpusi. Koige lihtsamaks néiteks 1oplikest korpustest on
jaagiklassikorpused Z,, kuid osutub, et on ka teisi loplikke korpusi. Loplikud korpused on
viga olulised tooriistad teoreetilises informaatikas, eelkoige kodeerimisteoorias ja kriip-
tograafias. Samuti on neil tihedad seosed arvuteooria ja lineaaralgebraga (muuhulgas po-
liinoomidega).

8.1 Loplike korpuste ehitus

Definitsioon 8.1 Korpus on kommutatiivne ring, mille nullist erinevad elemendid moo-
dustavad korrutamise suhtes rithma.

Korpuse K iihikelementi tdhistame 1 ja nullelementi 0. Me tdhistame ka K* := K\ {0}
ja titleme, et (K*,-) on korpuse K multiplikatiivne rithm.

Tuletame meelde, et iga Abeli rithma on voimalik vaadelda Z-moodulina (vt. parag-
rahvi 3.1). Muuhulgas ka (K, +) on Z-moodul, kui defineerida mistahes naturaalarvu m
ja elemendi a € K korral

ma=a+a+...+a,

m lii(fgtavat

0a = 0 ning (—m)a = —(ma). Lihtne on kontrollida, et lisaks mooduli omadustele keh-
tivad

o (VYm € Z)(Va,b € K)(m(ab) = (ma)b);
o (Vm,k € Z)(Va,b € K)((ma)(kb) = (mk)(ab)).

Kuna hulk K on 1oplik, siis (K, +) on 16plik rithm ja seega peavad koik tema elemendid
olema loplikku jarku. Olgu p thikelemendi 1 € K jirk aditiivses rithmas (K, +), s.t.
vahim selline naturaalarv p, et p1 = 0. Siis Oeldakse, et korpuse K karakteristika on
p ja tahistatakse char K = p. Definitsioonist jéreldub, et kui charK = p, siis iga a € K
korral pa = 0, sest

pa=p(l-a)=(pl)a=0a=0.

Lause 8.2 Lopliku korpuse karakteristika on algarv.

107



108 PEATUKK 8. LOPLIKUD KORPUSED

TOESTUS. Olgu p elemendi 1 € K jark rithmas (K, +). Néitame, et p on algarv. Selleks
oletame vastuviiteliselt, et p = kl, kus 1 < k,[ < p. Siis k1 # 0 ja [1 # 0, kuid

(k1) (11) = (kl)(1-1) = (k)1 = p1 = 0.

Korrutades selle vorduse pooli elemendiga (k1)~! saame vastuolu {1 = 0. Seega p on

algarv. a

Definitsioon 8.3 Korpuse L alamringi K nimetatakse alamkorpuseks, kui a=! € K
iga a € K\ {0} korral.

Definitsioon 8.4 Kui korpus K on korpuse L alamkorpus, siis 6eldakse, et korpus L on
korpuse K laiend.

Niiteks korpused R ja C on korpuse Q laiendid.
Lause 8.5 Korpuse iga laiendi karakteristika on vordne selle korpuse karakteristikaga.

TOEsTUS. Olgu L korpuse K laiend ja char K = p. Siis K kui korpuse L alamkorpus peab
sisaldama korpuse L iihikelementi 1, mis on seega ka K iihikelemendiks. Kuna elemendi
1 jark rithmas (K, +) on p, siis tema jark rithmas (L, +) on samuti p ja seega charL = p.

([

Lause 8.6 Korpuse K iga latendit L voib vaadelda vektorruumina vle korpuse K. Kui L
on loplik ja |K| = q, siis |L| = ¢™, kus m € N.

TOESTUS. Vaatleme hulka L vektorruumina, kus liitmine on korpuse L liitmine ning vek-
tori a € L ja skalaari o € K korrutis on lihtsalt nende elementide korrutis aa korpuses L.
Vektorruumi aksioomide taidetus jareldub kohe korrutamise assotsiatiivsusest ja distribu-
tiivsuse seadustest korpuses L. Kui L on loplik, siis on ta loplikumootmeline vektorruum
tile korpuse K ning seega, nagu hésti teada, omab 16plikku baasi (|1], teoreem 3.2.3). Olgu
€1,..., €y baas vektorruumis L iile korpuse K. Siis iga a € L esitub iiheselt lineaarkom-
binatsioonina a = e + ... + apen, kus aq, ..., o, € K. Et iga kordaja «; valikuks on
q voimalust, siis selliseid lineaarkombinatsioone on ¢™ tiikki, s.t. |L| = ¢™. O

Teoreem 8.7 Lopliku korpuse elementide arv on algarvu aste.
TOESTUS. Olgu K loplik korpus, mille karakteristika on p. Vaatleme hulka
P={1,1+1,141+1,...,(p—1)1,p1 =0} C K.
Iga taisarvu m korral leiduvad ¢,r € Z nii, et m = pqg+r ja 0 < r < p. Seega
ml=(pg)l +r1l=¢q(pl)+r1l=q¢0+r1l=rl

ja P ={ml | m € Z}. Me néeme, et P on korpuse K alamkorpus, sest mistahes k,l €
{1,...,p} korral
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o k1+11=(k+0)1€ P,
o —(k1)=(p—k)1eP,
o (k1)-(I11) = (kD)1 € P,
e kui k # p, siis (k1) = ul € P, kus ku =1 (mod p) (ehk @ = £ korpuses Z,).

Miérgime, et korpus P on isomorfne korpusega Z,, kusjuures isomorfismi realiseerib kuju-
tus f: P — Zy, B
f(k1) = k.

Lause pohjal leidub selline naturaalarv n, et |K| = p". O
Selle teoreemi toestuse kidigus naitasime, et kehtib jargmine vaide.

Jareldus 8.8 Kui korpuse K karakteristika on p, sits see korpus sisaldab jadgiklassi-
korpusega Z, isomorfset alamkorpust.

Edasises laheb meil vaja jargmisi abitulemusi.
Lemma 8.9 Kui korpuse K karakteristika on p, siis iga a,b € K jan € N korral
(a+b)" =a” + ",
TOESTUS. Tdestame viite induktsiooniga n jargi. Olgu n = 1. Kuna K korrutamine on

kommutatiivne, siis
p
p o
a+b)F = | aPtn.
@ =3 (7)

i=0
Olgui e {1,...,p—1}. Kuna

<p> _pp=)- i)

? 2!

)
siis
)

p-@—1y.“4p—¢+n::63-d

Et p jagab viimase vorduse vasakut poolt, aga ei jaga arvu i! (sest selle algtegurite hulgas
ei esine p), siis p | (i.’), s.t. leidub selline k; € N, et k;p = (f) Jarelikult iga i € {1,...,p—1}
korral

(@ﬁww:uwmw%qzm@mpW»:mo:m

seega (a + b)? = aP + b” ning induktsiooni alus on toestatud.
Oletame niiiid, et (a + b)*" = a?" + b". Kasutades asjatGestatut saame

(a+ b = <(a + b)f"“)p = (apk + b”k)p = (a”'jp + (bpk)p ="

Jargmise lemma iiheks erijuhuks on Fermat’ viike teoreem.
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Lemma 8.10 Kui K on loplik korpus ning |K| = q, siis
1. iga a € K* korral a?' =1,

2. 1ga a € K korral a? = a.

TOEsTUS. 1. Olgu m elemendi a jirk korpuse K multiplikatiivses rithmas K*. Siis m |
q — 1 =|K*| ehk mk = ¢ — 1 mingi naturaalarvu k korral. Jérelikult

att = g™ = (g™ = 1% =1,

2. Vordus a? = a kehtib nii nullelemendi kui nullist erinevate elementide korral. O

Loplikud korpused konstrueeritakse enamasti poliinoomide ringide faktorringidena.
Vaatleme seda konstruktsiooni lahemalt.

Olgu K korpus ja vaatleme poliinoomide ringi K [x]. See poliinoomide ring on kommu-
tatiivne. Kui p(z) € Klz| on mingi poliinoom iile korpuse K, siis selle poliinoomi poolt
tekitatud peaideaal

p(e) K] = {p(x)h(x) | h(z) € K[z]}

koosneb koigist poliinoomidest ringis K |[x], mis jaguvad poliinoomiga p(x). Korvalklass
esindajaga f(z) € K|z] ideaali p(x)K[z] jargi on hulk

[f(@)] = f(x) + p(2)Klz] = {f(z) + p(x)h(z) | h(x) € K[z]}.

Muuhulgas [0] = p(z)K[z]. Saab néidata, et

[f(@)] = lg(2)] <= f(x) — g(x) € p(z)K[x] <= p(x) | f(z) — g(x). (8.1)

Niiteks [p(x)] = [0], sest p(x) | p(x). Kui korvalklasside hulgal defineerida tehted esinda-
jate abil, s.t.
@) +9(x)] = [f(x)+g(@)],
[f(@)]-lg(0)] = [f(z)g(x)],

saame ringi, mida nimetatakse ringi K[z] faktorringiks ideaali p(x)K[x] jargi (vt. [1],
def. 6.5.11) ning mida téhistatakse

Kla]/p(x)Klz] = {[f(2)] | f(z) € K[z]}.

Definitsioon 8.11 Mittekonstantset poliinoomi p(z) € K[z| nimetatakse taanduma-
tuks, kui teda ei saa esitada kahe mittekonstantse poliinoomi korrutisena, s.t. kui vordu-
sest p(x) = f(x)g(x) jareldub, et kas poliinoom f(x) on konstantne voi g(z) on konstantne.

Lause 8.12 Olgu K korpus ja p(x) € K[z] taandumatu polinoom, mille aste d > 2. Siis
faktorring L = K[z|/p(x)K[x] on korpus, mis sisaldab korpusega K isomorfset alamkor-
pust ning milles poliinoomil p(x) on olemas juur. Kui |K| = p™, siis |L| = p™.
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TOEsTUS. Olgu
= Klz]/p(z)K[z] = {[f(2)] | f(z) € K[z]}

ringi K[x] faktorring ideaali p(x)K[x] jargi. Esimene viide on toestatud raamatus [1]
lausena 7.3.1. Meenutame, et elemendi [0] # [f(z)] € L pooratavus jareldub sellest, et p(x)
ei jaga poliinoomi f(x) ja p(z) on taandumatu (seega SUT(p(z), f(z)) = 1), korpusega K
isomorfseks alamkorpuseks korpuses L on konstantsete poliinoomide korvalklasside hulk

K' = {[k] | k € K} ning poliinoomi p(x) iitheks juureks korpuses L on lineaarpoliinoomi
x korvalklass [z] (s.t. p([z]) = [0]).
Niitame veel, et korpuses L on p™? elementi. Selleks toestame, et

Klz]/p(x)K[z] = {[f(@)] | f(x) € K[z], deg f(x) < d}.

Tuleb veenduda, et

{F@)] ] f(x) € Klal} S{[f ()] | f(2) € K[2], deg f(z) < d}

(vastupidine sisalduvus on ilmne). Véttes g(z) € K|x] vOime selle poliinoomi jagada
jadgiga poliinoomiga p(x), s.t. leida sellised ¢(x),r(x) € Klz|, e

9(x) = p(x)g(x) + 7(z) ja degr(z) < degp(r) = d.

Jarelikult

l9(2)] = [p(@)][q(2)] + [r(x)] = [0]lg(2)] + [r(2)]
= [r(@)] e {lf(@)] | f(x) € Klz],deg f(z) < d}.

Seega iga korvalklassi esindajaks saab valida sellise poliinoomi, mille aste on véiksem kui
d:
L= {[kd_ll'd_l + ...+ kx+ k‘o] | k)g, ey kg1 € K} (82)

Erinevaid selliseid poliinoome on |K|¢ tiikki ning erinevatele sellistele poliinoomidele vas-
tavad erinevad korvalklassid, sest kui f(x),g(x) € Klz|, f(x) # g(x),deg f(x) < d ja
degg(z) < d, siis f(x) — g(x) # 0, deg(f(z) — g(x)) < d, mistottu p(z) ei jaga po-
linoomi f(z) — g(z) ja seega pohjal [f(z)] # [g(x)]. Sellega oleme toestanud, et
L] = [K|* = p™. O

Lauset [8.12] kasutades saab toestada jargmise teoreemi.

Teoreem 8.13 ([1], teoreem 7.3.3) Olgu f(z) € K [x] poliinoom kordajatega korpusest
K ning olgu f(x) aste n > 1. Siis leidub korpuse K selline laiend L, milles poliinoomil
f(z) onn juurt.

Kui need teoreemis mainitud juured on ay,...,a, € L, siis f(x) lahutub lineaar-
tegurite korrutiseks iile korpuse L: f(x) = b(z —aq)...(x — a,), kus b € K on x™ kordaja
poliinoomis f(x).
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Definitsioon 8.14 Korpuse K laiendit L nimetatakse poliinoomi f(z) € K|z| lahutus-
korpuseks, kui f(z) lahutub lineaartegurite korrutiseks tile L,

flz)=bx —ay)...(x —ay),

kus aq,...,a,,b € L, ning korpuse L iga alamkorpuse M korral, mis sisaldab korpust K
ja elemente ay, ..., a,, kehtib vordus M = L.

Teoreem iitleb, et igal mittekonstantsel poliinoomil iile korpuse K on lahutuskor-
pus olemas. Kui K on 16plik, siis ka f(z) lahutuskorpus L on 16plik. Veelgi enam, kehtib
jargmine teoreem, mida me siinkohal ei toesta.

Teoreem 8.15 Poliinoomi lahutuskorpus on isomorfismi tdapsuseni tiheselt mddratud.

Teoreem vaitis, et lopliku korpuse elementide arv on algarvu aste. Jargnevalt veen-
dume, et kehtib ka selle teoreemi poordteoreem.

Teoreem 8.16 Iga algarvu p ja naturaalarvu n korral leidub korpus, milles on p™ ele-
menti. See korpus on isomorfismi tapsuseni theselt mdadratud.

TOESTUS. Olgu ¢ = p". Vaatleme poliinoomi z? — = € Z, [z]. Olgu L poliinoomi z¢ — x
lahutuskorpus ning olgu
! —r=(r—a)...(r—a,),

kus ay,...,a, € L. Kuna Z, C L on alamkorpus, siis lause pohjal on korpuse L
karakteristika p, s.t. p1 = 0 ja seega ka g1 = 0. Jarelikult

(27 —2) = qla?' —1=—1¢€ L]
ning seega poliinoomi z? — x ja tema tuletise suurim thistegur ringis L[z] on
SUT((2? — z), (27 — x)) = SUT((2? — z), 1) = 1.

Néitame, et sellest jareldub, et poliinoomil 27 — x ei ole kordseid juuri. Oletame vastuvai-
teliselt, et @ € L on poliinoomi z? — x kordne juur, s.t.

Fg(x),

! —x=(x—a)
kus k > 2 ja g(z) € L|[z]. Siis korrutise tuletise leidmise reegli pohjal
(87— = K1(z—a)* " g(2)+(1-0)*¢'(z) = (1—a) (k1(z — ) "2g(z) + (= — 0)*"1¢'(2)) .
Kunaz—al|z?—zjax—a| (z9—z), siis

(x —a) | SUT((2? — 2), (27 —2)) =1

ringis L[z]. Lineaarpoliinoom ei saa jagada konstantset poliinoomi, seega oleme saanud
vastuolu. Jarelikult toesti poltinoomil 29 — x pole kordseid juuri, s.t. elemendid a4, ..., a,
on erinevad.
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Vaatleme g-elemendilist alamhulka
K ={a,...,a,} C L.

Paneme tahele, et

K={aeL|a’=a}.

Toepoolest, kuna ay, ..., a, on poliinoomi x¢ — x juured, siis nad peavad kuuluma hulka
{a € L'|a? = a}. Kui aga a? = a, siis a on poliinoomi z¢ — z juur. Kuna ¢-nda astme
poliinoomil ei saa olla rohkem kui ¢ juurt, siis @ € {ay,...,a,}.

Néitame, et K on korpuse L alamkorpus. Selleks néditame, et K on kinnine tehete
suhtes. Olgu a,b € K, s.t. a? = a ja b? = b.

e Lemma [8.9 pohjal
(a+b)?=(a+bP" =a + 0" =a?+b"=a+Db,
st.a+be K.

e Kuip=2,siisa+a=0ehk —a=a¢c K. Kui aga p > 2, siis ¢ on paaritu ja

st. —a € K.
e Korrutamise kommutatiivsuse tottu ka (ab)? = a%? = ab, s.t. ab € K.
e Olgua #0. Siis (a )= (a?) ' =a!,st.at € K.

Seega K on alamkorpus. Lisaks sellele Z,, C K, sest iga ¢ € Z,, korral

n—1

7 =@)P =" =... =t

Kuna L on korpuse L vahim alamkorpus, mis sisaldab korpust Z, ja elemente a4, . . ., a,,
siis L = K, jarelikult |L| = |K| = q.

Uhesuse niitamiseks paneme tihele, et mistahes g-elemendilise korpuse L’ korral on
lemmatéttu koik tema elemendid poliinoomi x9 —x € Z,[z] juured. Kuna sellel poli-
noomil ei saa olla iile ¢ juure, siis on L’ selle poliinoomi lahutuskorpus. Kuna poliinoomi
mistahes kaks lahutuskorpust on isomorfsed, siis on ka korpus L’ isomorfne korpusega, L.

O

Korpust, milles on ¢ = p™ elementi, tihistatakse tihti kas F, voi GF(q) (GF=Galois
field). Sellise korpuse konstrueerimiseks on otstarbekas kasutada lauset Votame nai-
teks korpuse Z,, leiame mingi n-nda astme taandumatu poliinoomi iile Z, ning moodus-
tame faktorringi Z,[z]/p(x)Z,[z]. Tulemus on p™-elemendiline korpus, mis tdnu teoreemi-

le ongi [F,.



114 PEATUKK 8. LOPLIKUD KORPUSED

8.2 Multiplikatiivse rithma tsiiklilisus

Definitsioon 8.17 Riihma G nimetatakse tsiikliliseks, kui leidub element g € G nii,
et koik G elemendid on esitatavad elemendi g astmetena. Sellisel juhul Geldakse, et g on
rithma G tekitaja voi moodustaja ja kirjutatakse G = (g).

Kui |G| = n ja g on selle rithma tekitaja, siis

G={g,9%....9" " g" =1}

Teiste sonadega voib 6elda, et n-elemendiline rithm on tsiikliline parajasti siis, kui temas
leidub element, mille jark on n.
Arvuteooria konspektist voib leida jargmise teoreemi toestuse.

Teoreem 8.18 Lopliku korpuse multiplikatisune rihm on tsikliline.

Lopliku korpuse multiplikatiivse rithma tekitajaid nimetatakse selle korpuse primi-
tiivseteks elementideks. Korpuse Z, (p on algarv) primitiivseid elemente nimetatakse
algjuurteks mooduli p jargi.

8.3 Aritmeetika loplikes korpustes

Lopliku korpuse elementide esitamiseks on mitmeid voimalusi. Uks viis on kasutada fak-
torringi Z,|x]/p(x)Zy|x], kus p(x) on taandumatu poliinoom iile Z,. Teine voimalus on
kasutada fakti, et riithm [ on tsiikliline ja seega tema elemendid on esitatavad tekitaja
(primitiivse elemendi) astmetena. On selge, et liita on lihtsam elemente, mis on esita-
tud poliinoomidena ning korrutada on lihtsam rithma moodustaja astmeid. Osutub, et
neid kahte viisi saab omavahel kombineerida, mis annab voimaluse aritmeetiliste tehete
efektiivseks sooritamiseks 16plikus korpuses.

Niide 8.19 Vaatleme loplikku korpust i kui korpuse Fy = Zy = {0,1} (0 ja 1 asemel
kirjutame 0 jal) laiendit.

Niitame, et poliinoom p(x) = 2+ x+1 on taandumatu iile Fy. Selleks paneme téhele,
et kui p(z) oleks taanduv, siis ta peaks omama kas lineaar- voi ruuttegurit. Kuna p(0) # 0
ja p(1) # 0, siis poliinoomil p(z) pole lineaartegureid. Veendumaks, et poliinoom p(x) ei
jagu iihegi ruutpoliinoomiga, mérgime, et iile Fy on tépselt neli erinevat ruutpoliinoomi

22, 2241, P+, P+l
ning vahetu kontroll niitab, et neid poliinoome omavahel korrutades me ei saa poliinoomi
p().
Kuna poliinoomi p(x) aste on 4, siis lause pohjal

]FQ[ZL’]/([E4 +x + 1)F2[$] = ]Flﬁ.
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Tahistame a = [x] ning samastame korvalklassid [0] ja [1] esindajatega 0 ja 1. Kui vaatleme
poliinoomile p(z) vastavat poliinoomi p(y) = y* +y+ 1 € Fig[y|, siis a on poliinoomi p(y)
juur, sest

pla)=a* +a+1=[a]" +[z]+[1] = " + 2+ 1] = [0].

Ténu vordusele (8.2]) voib korpuse Fi¢ elemente esitada kui tilimalt kolmanda astme po-
liinoome a suhtes:

konstantsed 0,1,

lineaarsed a,a+1,

ruutpoliinoomid  a? a?+1,a®> +a,a®> +a+1
kuuppoliinoomid a3, a® + 1,a® + a,a® + a%,a® + a + 1,

ad+a’+1,a>+a®+a,a®+a®>+a+1.

Sellisel kujul elementide liitmine on lihtne, sest see on lihtsalt poliinoomide liitmine.
Korrutamine nouab taandamist “mooduli p(x) jérgi”, s.o. jadgiga jagamist poliinoomi-
ga x* + z + 1, kuid voib kasutada ka seost a* +a + 1 = 0 ehk a* = a + 1. Niiteks

at = (aM)a?=(a+ 1P’ =(a®+a*+a+1)a*> =ad°+a*+ a® + a®
= (a+Da+a+1+a*+a*=d*+a+a+1+a*+a*>=da*>+1.

Kuna a # 0, siis a € [Fjg. Samuti @ # 1. Elemendi a jark multiplikatiivses rithmas Fj,
peab olema rithma jirgu (s.t. arvu 15 jagaja). Seega ord(a) € {3,5,15}. Et a® # 1 ja
a’® =a®+a # 1, siis ord(a) = 15, s.t. element a on rithma F, tekitaja. Seega

Fis = {0,1,a,d?, ..., a"}.

Sellisel viisil esitatud elementide korrutamine on lihtne, kuid liitmine on tiilikas.

Need kaks esitust saab omavahel siduda, kui arvutada valja tabel, mis naitab, kuidas
element a® esitub iilimalt kolmanda astme poliinoomina a suhtes. Kasutades seost a* =
a + 1 saame

at=a+1,
a®=a-a*=ala+1)=d>+a,
ab=a-a® = a®+a?
a"=a-ad=a*+ad=a*+a+1

ja nii edasi. Tulemused votame kokku alljirgneva tabelina, kus elemendi a* asemel kirju-
tame lihtsalt & ning poliinoomi ksa® + koa® + kia + ko asemel kirjutame tema kordajate
jada kgk?gk?lk‘o.
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0 0001
1 0010
2 0100
3 1000
4 0011
5 0110
6 1100
7 1011
8 0101
9 1010
10 0111
11 1110
12 1111
13 1101
14 1001

Selle tabeli ning seose a'® = 1 abil voime niiiid niiteks arvutada

(a® +a* + 1)(a® + a) = (0101 + 0011 + 0001)(1000 + 0010) = (0111)(1010)

=a -’ =ad=da*=a+1.

Seega arvutamiseks (liitmiseks ja korrutamiseks) 16plikus korpuses on kasulik teada
tema multiplikatiivse rithma moodustajat koos mingi taandumatu poliinoomiga, mille
juureks ta on. Uldjuhul pole taandumatu poliinoomi leidmine lihtne. Siiski on paljude
konkreetsete korpuste jaoks leitud taandumatud poliinoomid ja tabelid.



Peatukk 9
Vored

9.1 Kaks vaatenurka voredele

Voret on voimalik defineerida kahel erineval viisil, {iks neist on jarjestusteoreetiline ja
teine puhtalt algebraline. Osutub, et need kaks definitsiooni on samavéairsed. Alustame
jérjestusteoreetilisest definitsioonist.

Definitsioon 9.1 Osaliselt jérjestatud hulga (P, <) elementi ¢ nimetatakse elementide
a ja b iilemiseks tokkeks, kui a < ¢ ja b < c. Elementide a ja b ililemine raja on
nende elementide viahim tilemine toke. Analoogiliselt saab defineerida alumised tokked ja
alumised rajad. Ulemist raja tihistatakse a V b ja alumist raja a A b.

Definitsioon 9.2 Vore on osaliselt jarjestatud hulk, mille igal kahel elemendil leidub
ilemine ja alumine raja.

Niide 9.3 1. Hulga A koigi alamhulkade hulk P(A) koos sisalduvusseosega C on vore.
Selles vores on A alamhulkade X ja Y alumiseks rajaks ithisosa X NY ja iilemiseks
rajaks ithend X UY.

2. Oecldakse, et osaliselt jirjestatud hulk on lineaarselt jirjestatud, kui mistahes
kahe elemendi a ja b korral kas a < b voi b < a. Iga lineaarselt jarjestatud hulk
on vore, kus a A b = min(a,b) ja a V b = max(a,b). Néiteks hulk Z on lineaarselt
jarjestatud.

3. Naturaalarvude hulk, mida vaatleme osaliselt jérjestatud hulgana jaguvusseose |
suhtes, on vore, kus alumine raja on SUT ja {ilemine raja on VUK.

4. Vektorruumi V' koigi alamruumide hulk Sub(V') on vore, kus alamruumide V; ja Vs
alumine raja on V) N V5 ja iilemine raja on V; + V5.

Naide 9.4 Loplike osaliselt jarjestatud hulkade (muuhulgas 16plike vorede) kujutamiseks
kasutatakse tihti teatud graafe, kus punktid (tipud) mérgivad hulga elemente ja kaks
punkti on ithendatud joonega (servaga) kui iiks elementidest on teisest véiiksem ja nende
kahe vahel ei ole jarjestusseose mottes kolmandaid elemente. Kokkuleppeliselt asuvad
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suuremas elemendid joonisel korgemal (sellisel juhul Geldakse ka, et iiks element katab
teist). Néiteks on voimalik vaadelda 7-elemendilist voret

1

0

Selles vores néiteks a < d ja d < 1, aga ka a < 1. Jooniselt on néha, et naiteks a V b = ¢,
aVe=1jadANc=a.

Voret voib defineerida ka kui kahe kahekohalise algebralise tehtega struktuuri.

Definitsioon 9.5 Vore on mittetiihi hulk L, millel on defineeritud kaks algebralist tehet
+ ja - (liitmine ja korrutamine) nii, et mistahes a, b, c € L korral

(a+b)+c = a+(b+¢) (ab)e = a(bc) (assotsiatiivsus)

a+b = b+a ab = ba (kommutatiivsus)
at+a = a ae = a (idempotentsus)
(a+ba = a ab+a = a (neelduvus).

On lihtne aru saada, et esimese tulba omadused on duaalsed teise tulba omadega
selles mottes, et kui liitmine asendada korrutamisega ja vastupidi, siis saame esimese
tulba omadusest samas reas asuva teise tulba omaduse.

Lause 9.6 Olgu (L,+,-) vore deﬁmtsioom mottes. Siis mistahes a,b € L korral
a=ab <= b=a+0b.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Kui a = ab, siis kommutatiivsuse ja neelduvuse tottu a + b =
ab+b=ba+b=">.
Prisavus. Kui b = a + b, siis ab = a(a +b) = (a + b)a = a. O

Teoreem 9.7 1. Kui (L, <) on vére deﬁnitsioom’ mottes ja defineerime kahekohalised
tehted + ja - vordustega

a+b=aVhb,
ab:=aAb,

siis (L, +,-) on vore definitsiooni mottes.
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2. Kui (L,+,-) on vore deﬁm’tsz’ooni mottes ja defineerime seose < jargmaiselt:
a<b<= a=ab,

stis (L, <) on vore definitsiooni[9.9 mottes. Selles vores
a<b = ac<bc ja a+c<b+c (9.1)

mistahes a, b, c € L korral.

TOESTUS. 1. Néitame, et kehtivad definitsiooni parempoolses tulbas toodud samasu-
sed. Vasakpoolse tulba omaduste kontroll on sarnane.

Assotsiatiivsus. Veendume, et (ab)c = a(bc) ehk (a Ab) Ac = a A (b A c¢). Téhistame
d=(aNb)ANcjae:=aN(bAc). Siisd <aAbjad<c, jarelikult ka d < a ja d < b.
Seega d < b A ¢ ning koos vorratusega d < a saame, et d < a A (b A ¢) = e. Vorratuse
e < d toestus on analoogiline. Jarjestusseose antisiimmeetria pohjal e = d.

Kommutatiivsus. On selge, et a Ab=0bA a.

Idempotentsus. On ilmne, et a A a = a.

Neelduvus. Toestame vorduse a = ab+a ehk a = (a Ab) Va. Kuna aAb < ajaa <a,
siis a on elementide a A b ja a iilemine toke. Olgu niitid a Ab < x ja a < x. Vorratus a < x
iitleb kohe, et a on viiksem voi vordne elementide a A b ja a iga iilemise tokkega. Seega a
on elementide a A b ja a lilemine raja, a = (a Ab) V a.

2. Veendume, et < on osaline jarjestus hulgal L.

Refleksiivsus. Kuna aa = a, siis a < a.

Antistimmeetria. Olgu a < bja b < a. Siis a = ab ja b = ba. Jarelikult a = ab = ba = b.

Transitiivsus. Olgu a < b ja b < ¢. Siis a = ab ja b = be. Jarelikult a = ab = a(bc) =
(ab)e = ac, kust a < c.

Toestame niitid, et a A b = ab, s.t. et ab on elementide a ja b alumine raja. Kasutame
selleks alumise raja definitsiooni.

1) Kuna (ab)a = a(ba) = a(ab) = (aa)b = ab, siis ab < a. Et (ab)b = a(bb) = ab, siis
ab < b.

2) Oletame, et = < a jax < b. Siis © = xa ja x = xb. Jarelikult z(ab) = (za)b = zb =z
ehk = < ab. Sellega on néidatud, et a A b = ab.

Kasutades seda, et a < b parajasti siis, kui b = a + b (vt. lauset , saab toestada,
et a Vb = a+b. Kuna mistahes kahel elemendil leidub nii alumine kui iilemine raja, siis
(L, <) on vore definitsiooni [9.2| mottes.

Toestuse lopetamiseks nditame, et kehtib implikatsioon . Olgu a < b. Siis a = ab,
kust (ac)(bc) = abce = ac ehk ac < be.

Vorratusest a < b jareldub ka, et b = a+0b, kust (a+c¢)+(b+¢) =a+b+c+c=b+c
ehka+c<b+ec. O

Jargnevas tutvume pogusalt kolme olulise vorede klassiga, need on téielikud vored,
modulaarsed vored ja distributiivsed vored.
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9.2 Taielikud vored

Definitsioon 9.8 Osaliselt jarjestatud hulka L nimetatakse taielikuks voreks, kui selle
mistahes alamhulgal on olemas nii iilemine kui alumine raja.

Definitsiooni jérgi peab leiduma ka tiihja alamhulga alumine ja iilemine raja. Kui
a = A{, siis iga element b € L on tiihja hulga alumine toke ja seega b < a. See tihendab, et
a on jarjestatud hulga L suurim element. Analoogiliselt saab naidata, et V() on jarjestatud
hulga L vihim element. Seega igas tédielikus vores peab leiduma suurim element (seda
tahistatakse siimboliga 1) ja vahim element (t&histatakse siimboliga 0). Muuhulgas 1 =
VL ja 0= AL.

Naide 9.9 1. Koik loplikud vored on taielikud.
2. Hulga X alamhulkade vore (P(X),U,N) on taielik.

3. Naturaalarvude hulk SUT ja VUK votmise suhtes on vore, mis ei ole tiielik, sest
puudub suurim element.

4. Reaalarvude jarjestatud hulk [0, 1] on téielik vore.

5. Ratsionaalarvude hulk Q ei ole tiielik vore. Néiiteks hulgal {a € Q | 2 < a?} on
lopmata palju alumisi tokkeid, aga puudub suurim alumine toke ehk alumine raja.

6. Abeli rithma A koigi alamrithmade hulk on téielik vore alamrithmade summa (iile-
mine raja) ja iihisosa (alumine raja) suhtes.

7. Topoloogia (lahtiste hulkade hulk) (J ja (N)° suhtes, kus ° tdhistab sisepunktide
hulga votmist.

8. Poolriihma koigi ideaalide hulk on tiielik vore N ja U suhtes.

9. Ringi koigi ideaalide hulk on téielik vore N ja + suhtes.

Lause 9.10 Osaliselt jarjestatud hulga L korral on jirgmised vdited samavddrsed.
1. L on tdielik vore.
2. Hulga L igal alamhulgal on olemas alumine raja.

3. Hulga L igal mittetihjal alamhulgal on olemas alumine raja ning hulk L sisaldab
suurimat elementi.

TOESTUS. 1 = 2 = 3. See on ilmne.

3 = 1. Peame néitama, et mistahes alamhulgal leidub iilemine raja. Olgu A C L ja
vaatleme selle hulga koigi iilemiste tokete hulka A®. Kuna 1 € L, siis A% # 0 ja sellel
hulgal peab leiduma alumine raja. Olgu x = AA® € L. Niitame, et x = VA. Selleks
kasutame iilemise raja definitsiooni.
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Kui a € A, siis iga d € A® korral a < d. Seega a on hulga A® alumine toke. Jirelikult
a < z, sest z on alumine raja hulgale A”. Kuna see vorratus kehtib iga a € A korral, siis
r on hulga A iilemine toke ja z € A®.

Teisest kiiljest z < d iga d € A” korral. Seega oleme toestanud, et x = VA. O

Toestatud lause on viga kasulik, sest tihti on tingimust 3 lihtsam kontrollida kui
tingimust 1.

Teoreem 9.11 Tidieliku vore L ja mistahes jarjestust sdilitava teisenduse f: L — L
korral leidub element xo € L nii, et f(xg) = xo.

TOESTUS. Vaatleme hulka
P={zxelL|z< f(x)}CL.
Olgu zg = \/ P. Kuna f séilitab jarjestust, siis iga = € P korral
r<xzy = f(x) < flxg) = =< flxo).

See tiahendab, et f(x() on hulga P iilemine toke. Ulemise raja definitsiooni kohaselt niiiid
xo < f(x) ja veelkord kujutust f rakendades ka f(zo) < f(f(z0)). Seega f(xo) € P ja
kokkuvottes f(xg) <V P =z < f(xg), kust f(xg) = zo. O

Elementi zy nimetatakse teisenduse f piisipunktiks.

9.3 Modulaarsed vored

Lause 9.12 Mistahes vore L ja elementide a,b,c € L korral
1. a+bec<(a+b)(a+c)
2. kui a < c, siis a+bc < (a+b)c.

TOESTUS. 1. Tdhistame u = (a + b)(a 4+ ¢). Kunaa < a+bjaa < a+c, siis a < u. Et
b<a+bjac<a+c,siis bec < (a+b)ec < (a+b)(a+ c) =u. Seega u on elementide a ja
bc iilemine toke. Jarelikult

a+bc<u=(a+b)(a+c).

2. See jareldub eelmisest véitest, sest kui a < ¢, siis a + ¢ = c. O

Kui lause [9.12] viimase vorratuse asemel kehtib vordus, siis kutsutakse voret modu-
laarseks.

Definitsioon 9.13 Voret L nimetatakse modulaarseks, kui mistahes a, b, c € L korral
a<c=(a+b)c=a+bc.

Naide 9.14 1. Saab niidata, et rithma koigi normaaljagajate vore tehete - ja N suhtes
on modulaarne.
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2. Viieelemendiline vore

o

u

ei ole modulaarne. T6epoolest, selles vores a < ¢, (a + b)c = ve = ¢ ja a + bc =
a+u = a, seega (a + b)c # a + be. Seda voret tdhistatakse stimboliga Nj.

Lause 9.15 Mooduli My (R on ring) alammoodulite vore (Sub(M), +,N) on modulaarne.
TOESTUS. Olgu A, B,C € Sub(M) ja A C C. Peame néitama, et
(A+ By)nC=A+BnC.

Votame elemendi ¢ € (A + B) N C. Siis leiduvad a € A ja b € B nii, et ¢ = a + b. Siis
aceCjab=c—aeC.Seegabe BNCjace A+ BNC.

Oletame niitid, et x € A+ BN C. Siis leiduvad a € A jay € BNC nii, et © = a + .
Kunay € B,siisz € A+B.Eta€ ACCjaye C,siiskaz € C.Seegax € (A+B)NC.

O
Teoreem 9.16 Vore L jaoks on jdargmised vaited samavddrsed.
1. L on modulaarne.
2. Kuia,bce L,a>b,a+c=0b+c jaac=bc, sits a =b.
3. L et sisalda vorega Ny isomorfset alamvoret.
TOESTUS. 2. = 1. Olgu a,b,c € L ja a < c. Siis
a+b=(a+bla+b<(a+bc+b<(a+b)c+ (a+b) =a-+b,
be = (a + be)be < (a+be)b < (¢ + be)b = cb = be.
Téanu jarjestusseose antisiimmeetriale saame vordused
(a+b)c+b=a-+b,
(a + be)b = be.
Lisaks sellele
(a+bc) +b=a+ (bc+b)=a+0,
(a+b)eb = (a+ b)be = ((a + b)b)c = be.
Seega
(a+b)c+b = (a+bc)+b, (9.2)

(a+bc)b = (a+b)ch.
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Lause [9.12(2) iitleb, et a + bc < (a + b)c. Rakendades niiiid tingimust 2 vordustele ((9.2))
ja (0.3) saame jireldada, et (a + b)c = a + be.

1. = 3. Kui vore L sisaldaks vorega N5 isomorfset alamvoret, siis ta ei saaks olla
modulaarne.

3. = 2. Oletame vastuviiteliselt, et leiduvad elemendid a,b,c € L nii, et a > b,
a+c = b+ cja ac = be. Vaatleme elemente a,b,c,a + c,ac € L. Kui nad oleksid
paarikaupa erinevad, siis L sisaldaks vorega N5 isomorfset alamvoret

a—+c
[ ]

ac

Seega toestuse lopetamiseks piisab néidata, et tehtud eeldustel peavad need 5 elementi
olema paarikaupa erinevad.

e Kuna a > b, siis a # b.

e Oletame, et a = c¢. Siis ¢ = cc = ac = be, kust ¢ < b ehk a < b, mis on vastuolus
vorratusega a > b. Seega a # c.

e Oletame, et a = a + c. Siis
c<a = c=ac=bc = ¢c<b = b=b+c=a+c=a,
mis on vastuolus vorratusega a > b.

e Oletame, et a = ac. Siis vorratustest b < a ja a < c jareldub, et b < c. Seega
b = bc = ac = a, vastuolu.

e Oletame, et b=c. Siisa+c=b+c=c+ c=cehk a < c. Jarelikult a = ac ja me
saame vastuolu sarnaselt eelneva juhuga.

e Ka iilejadnud juhtudel tekib vastuolu. Jatame selle labimotlemiseks lugejale.

9.4 Daistributiivsed vored

Definitsioon 9.17 Voret L nimetatakse distributiivseks, kui mistahes a, b, ¢ € L kor-
ral
(a+b)c = ac+ be.

Lemma 9.18 Iga distributiivne vore on modulaarne.
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TOEsTUS. Olgu L distributiivne vore ja a < ¢, a,b,c € L. Siis

(a+b)c=ac+bc=a+bc.

Naide 9.19 1. Hulga X alamhulkade vore (P(X),U,N) on distributiivne.

2.

Naturaalarvude hulk suurima iihisteguri ja véhima iihiskordse votmise suhtes on
distributiivne vore.

Ahelad on distributiivsed vored.

. Vore

ei ole distributiivne, sest
(a+b)c=vc=c#u=u+u=ac+ bc.
Seda voret tahistatakse lithidalt siimboliga Ms;.

. Vektorruumi V' alamruumide vore (Sub(V'),4,N) ei ole iildjuhul distributiivne. Vaat-

leme naiteks tasandi vabavektorite vektorruumis Es kolme mittekollineaarset vek-
torit @, b, ¢ ja nende poolt tekitatud alamruume A, B, C'. Siis

ANB=ANC=BnC = {0}
ja
A+ B=A+C=B+(C =E.,.
Seega [Eo alamruumide vore sisaldab vorega M3 isomorfset alamvoret

[y

{0}

ja ei saa olla distributiivne.

Jargmise kahe teoreemi toestust me kéiesolevas kursuses anda ei joua.

Teoreem 9.20 Vore L on distributisvne parajasti siis, kui ta ei sisalda voredega Ny ja
M3 isomorfseid alamvoresid.

Teoreem 9.21 Vore on distributitvne parajasti siis, kui ta on isomorfne mingi hulga X
koigi alamhulkade vore (P(X),U,N) mingi alamvorega.



Peatukk 10

Universaalalgebrad ja nende
muutkonnad

10.1 Universaalalgebrad

Definitsioon 10.1 Universaalalgebraks nimetatakse kolmikut (A, Q, ), kus A on

hulk, Q = | | ©,, onloenduva arvu (voib-olla tiithjade) hulkade l6ikumatu ithend (universaal-
n=0
algebra signatuur) ja ¢ on selline kujutus

v Q= {f: A" > A|neNU{0}},
et kui w € Q,,, siis ¢(w) on n-aarne algebraline tehe hulgal A (vt ka definitsiooni [L.1)).

Hulka A nimetatakse universaalalgebra kandjaks, pohihulgaks v6i ka universumiks.
Universaalalgebrat ennast tdhistatakse tavaliselt siimboliga A, et teda oma kandjast eris-
tada. Traditsiooniliselt loetakse universaalalgebratest rédkides, et pohihulk on mittetiihi.
Selles kursuses me sellist kitsendust ei tee.

Seda algebra osa, mis tegeleb universaalalgebrate ja nende omaduste uurimisega iildi-
selt vaatekohalt (st noudes a priori ainult teatava hulga tehete olemasolu ilma neile lisakit-
sendusi seadmata), nimetatakse samuti universaalalgebraks. Traditsiooniliselt kutsutakse
universaalalgebraid sellises iildises kontekstis lihtsalt algebrateks. Loengukonspektis on
seni tarvitatud terminit “algebraline struktuur”, aga edaspidi kasutame samuti nimetust
“algebra” voi “(-algebra”.

Algebra signatuurist voib méelda kui koigi sellel antud tehete jaoks kasutatavate tehte-
mirkide hulgast. Oeldakse, et universaalalgebrad on sama tiitipi, kui nende signatuurid
on vordsed. Kui w € Q,, siis n-aarset algebralist tehet ¢ (w) tihistame siimboliga w” voi
lihtsalt w, kui hulk A on kontekstist selge. Sama tiiiipi algebrate A ja B korral voib stim-
bol w seetottu tdhistada korraga nii tehtemérki hulgast €2,,, kujutust A™ — A ja kujutust
B™ — B, mis on {ildiselt koik erinevad.

Naide 10.2 Toome moned naited eri tiilipi algebratest.
1. Iga hulk on algebra signatuuriga Q = 0.

125
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2. Rithmoidid ja poolrithmad on algebrad signatuuriga Q = s, kus Qy = {-} (korru-
tamine).

3. Abeli rithmad on algebrad signatuuriga €2 = QLI LI, kus 5 = {0} (nullelemendi
fikseerimine), 2; = {-} (vastandelemendi votmine) ja Qy = {+} (liitmine).

4. Ringid on algebrad signatuuriga €2 = Qy U €y U s, kus €2y ja €2; on samad, mis
Abeli rithmade korral ning Qs = {+, -} (lisandub korrutamine).

5. Parempoolsed moodulid iile ringi R on algebrad signatuuriga €2 = €y LIy LIy, kus
Qo ja s on samad, mis Abeli rithmade korral ning Q; = {-}U{-r | r € R} (lisandub
|R| korrutamistehet ringi R elementidega).

6. Vored on algebrad signatuuriga 2 = Q5 = {A, V} (alumise ja iilemise raja votmine).

Universaalalgebrate alamalgebrad, homomorfismid, isomorfismid, kongruentsid, fak-
toralgebrad ja korrutised on 1. peatiikis juba sisuliselt defineeritud (vt definitsioone ,

[1.13}1.22} [1.29] lausele jargnevat ja lausele eelnevat 16iku). Defineerime tildisemal
kujul homomorfismi tuuma moiste.

Definitsioon 10.3 Olgu A ja B sama tiiiipi algebrad. Homomorfismi f: A — B tuum
Ker f on binaarne seos

Ker f = {(a,a) € Ax A| f(a) = f(a)}.

On lihtne veenduda, et homomorfismi tuum on alati kongruents. Algebrate jaoks kehtivad
jargmised teoreemi ja jarelduse analoogid, mille toestus on praktiliselt sama.

Teoreem 10.4 (Homomorfismiteoreem) Olgu f: A — B sama tiipi algebrate ho-
momorfism. Sis leidub iiksiihene homomorfism g: A/ Ker f — B nii, et f = gn, kus
m: A — A/Ker f on loomulik projektsioon.

A/Ker f
Jareldus 10.5 Kui homomorfism f: A — B on strjektiivne, siis A/ Ker f = B.

Universaalalgebra on tihedalt seotud voreteooriaga. Naiteks algebra A koigi alamal-
gebrate hulk Sub(A) on vore, kus alumiseks rajaks on tihisosa votmine ja iilemiseks rajaks
on vihima molemat alamalgebrat sisaldava alamalgebra leidmine. Teatud juhtudel saab
vore Sub(A) struktuurist vélja lugeda informatsiooni algebra A omaduste kohta.

Mistahes algebra koigi kongruentside hulk Con(A) on samuti vore. Kongruentside p ja
7 alumine raja p A 7 defineeritakse seosega

a(pAT)d <= (apd)A(aTd)
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(s.t. p AT = pN7) ning iilemine raja p V 7 seosega
a(pVT)d < Jay,...,apn € A: (apar) N(ay T ax) A... A (a1 pay) A (a, T d'),

mistahes a,a’ € A jaoks. Neile tehetele vastav jarjestusseos < hulgal Con(A) on sisaldu-
vusseos C ehk
p<1<= (Va,d € A)(apd =aTd).

Kongruentside vored on algebrate uurimisel viga olulised abivahendid ja annavad tavali-
selt algebra kohta tunduvalt rohkem informatsiooni kui alamalgebrate vored.
Sama tiilipi algebrate otsekorrutised on defineeritud alapeatiikis [I.8
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10.2 Muutkonnad

Olgu Q2 = |_| Q, signatuur ja X hulgaga () loikumatu hulk. Me motleme X elementidest

kui muutujatest (selles tdhenduses nagu muutuja esineb poliinoomi definitsioonis), vahel
itleme nende kohta ka “taht”.

Definitsioon 10.6 ({2, X)-termid defineeritakse jargmiste kolme tingimuse abil.
1. Hulga QU X elemendid on 0-astme (€2, X)-termid.

2. Kuin,m e Nyw € Q,jaty,...,t,oniilimalt (m—1)-astme (2, X)-termid, kusjuures
vihemalt tiks neist on tépselt (m — 1)-astme (€, X)-term, siis “sona” w(ty,...,t,)
on m-astme (€2, X)-term.

3. Rohkem (2, X')-terme ei ole.

Termid on seega teatud reeglite abil tahestikus QU X U {(} U {)} U {,} kirja pandud
sonad ehk siimbolite jarjendid.

Mirkus 10.7 Iga (€, X)-term definitsiooni mottes on term ka kursuse “Diskreetne
matemaatika I” mottes. Nimelt
e hulga ) elemente saame tolgendada konstantsiimbolitena,

e hulga | | 2, elemendid loeme funktsionaalsiimboliteks,
n=1

e predikaatsiimbolid meil praegu signatuuris puuduvad.

Koigi (€2, X)-termide hulka téhistame siimboliga F'(X) (kasutusel on ka T(X) ja
T(Q,X)). Hulga F(X) saab muuta -algebraks, kui defineerida iga w € € jaoks

WwfX) =y e F(X)
ning mistahes w € ,, n € Njaty,...,t, € F(X) korral votta
wF(X)(tl,...,tn) =w(ty,...,t,) € F(X). (10.1)

Saadud algebrat F(X) nimetatakse termide algebraks voi absoluutselt vabaks algeb-
raks baasiga X ja signatuuriga 2. Hulka X nimetatakse tihti selle algebra tdhestikuks
ning tema elemente tahtedeks.

Naide 10.8 Olgu Q iithikuga ringi signatuur, s.t. Q = {0, 1} U{-}U{+,}, ja X = {x,y}.
Siis F'(X) elemendid on niiteks

(@ +y)- @+ D))+ (=(y+2), z+y, y+

Isegi kui me vaatleksime ainult kommutatiivseid ringe, on kaks viimast F'(X) elementi eri-
nevad. Formaalselt peaksime definitsiooni m jargides r+y asemel kirjutama +(z, y), aga
iildlevinud kokkuleppe kohaselt kirjutatakse kahekohaline tehteméark argumentide vahele.
0-astme termid on 0,1, z,y, esimese astme termiks on néiteks y + x ja teise astme
termiks —(y + z).
Algebras F(X) on néiteks elementide = + y ja y + x korrutiseks term (z +y) - (y + ).
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Konkreetse termi ¢t € F(X) korral on tihti otstarbekas vilja tuua need téhed, mis
selles termis esineda voivad. Edaspidi kirjutame ¢ = t(xy, ..., z,), kui tdhed hulgast X \
{z1,...,x,} termis ¢ kindlasti ei esine. Téhed z1, ..., x, voivad, aga ei pea seal esinema.
Niiteks saame iihikuga ringi signatuuris kirjutada, et

ti(r,y,2) = ta(z,y) = (x+y) - (@ + 1)) + (=(y +2)).

Kui termis ¢ on iilimalt n tahte, siis seda termi nimetatakse n-aarseks. Margime, et
nullaarsed termid on olemas ainult siis, kui Qg # 0.

Kui A on Q-algebra, siis iga n-aarne (2, X)-term tekitab loomulikul viisil ihe n-aarse
funktsiooni A™ — A. Kuna termid defineeriti induktiivselt, tuleb siin samamoodi teha.

Definitsioon 10.9 Kui ¢ = t(z1,...,2,) € F(X) = T(Q,X) ja A on Q-algebra, siis
n-aarne funktsioon t4: A™ — A defineeritakse jargmiselt:

1. kui t = w € €, siis mistahes aq,...,a, € A korral tA(al, Ce Q) = Oﬁ, kus Of on
nullaarse tehte w poolt fikseeritud element hulgas A,

2. kuit =2 € X, siis ¢ = x; mingi i € {1...,n} korral, ja mistahes a,...,a, € A
jaoks saame votta funktsiooniks t* projektsiooni i-ndale komponendile, s.t.

tA(al,...,an) = a;,

3. kui t = w(ty,...,ts) € F(X) on m-astme term, s.t. ty,...,t; on iilimalt (m — 1)
astme termid ja w € €, siis mistahes aq,...,a, € A korral

tYay, ... a,) =wr(tMar, ... an),. ..t ay, ... a,)).

Paneme siin tdhele, et eelmises 16igus sisse toodud “fiktiivsete” muutujate lisamine
voimaldab meil muuta termid ¢,¢4,...,t; sama aarsusega n ja samade tdhtedega
x1,..., T, termideks, sest termides ¢; ei tohi esineda tahti hulgast X \ {z1,...,2,}.

Edaspidi kirjutame jillegi t*(ay, ..., a,) asemel lihtsalt t(a;, ..., a,). Funktsioone t* ni-
metatakse termfunktsioonideks algebral A. Koigi termfunktsioonide hulka algebral A
tahistatakse siimboliga 7.

Markus 10.10 Termfunktsioonide kohta saab teha jargmised tdhelepanekud:

1. Kuna igas termis saab sisalduda vaid 16plik arv tihti, siis 74 sisaldab juba loenduva
tahestiku X korral koiki voimalikke termfunktsioone.

2. Koik algebra A tehted ja koik projektsioonid on termfunktsioonid.

3. Kui vaatleme muutujat € X unaarse termina ¢t = x, siis tema poolt tekitatud
unaarne termfunktsioon (projektsioon) on samasusteisendus, z(a) = a iga a € A
korral.

4. Termfunktsioonide hulk on kinnine (mitmemuutuja) funktsioonide kompositsiooni
suhtes.
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Naiide 10.11 Vaatleme téisarvude ringi Z Q-algebrana signatuuris 2 = {0,1} U {-} U
{+.-}. Olgu X = {x1, 22, 73}

1. Term t; = ((1+1) + 1) - (21 - #1) tekitab unaarse termfunktsiooni

t5 7 — 7, ars 3a*.

2. Term ty = x1 + x5 tekitab binaarse termfunktsiooni
t2 X7 —17Z, (a,b)—a+b.
See termfunktsioon langeb kujutusena kokku ringi Z liitmistehtega.
3. Term t3(xq, x9, x3) = xo tekitab ternaarse termfunktsiooni
2 ZLxTxZ— 7, (a,b,c) b
(see on projektsioon teisele komponendile).

4. Erinevatele termidele vastavad termfunktsioonid voivad olla vordsed. Niiteks ¢4 =
tZ, kus
by =1+ T, t5 =22+ 17,

sest taisarvude liitmine on kommutatiivne. Sellisel juhul saame radkida samasusest,
s.t. algebra Z rahuldab samasust x; + x9 = x5 + x1 (vt definitsiooni [10.13]).

Lause 10.12 Iga algebra on isomorfne mingi sama titipi absoluutselt vaba algebra fak-
toralgebraga.

TOESTUS. Vaatleme Q-algebrat A. Votame mingi hulga X, mille voimsus ei ole véik-
sem kui A voimsus. (Selliseid hulki kindlasti leidub, niiteks voib votta X = A.) Siis
leidub siirjektiivne kujutus p: X — A. Olgu F(X) absoluutselt vaba Q-algebra baasiga
X. Defineerime kujutuse f: F(X) — A jargmiselt:

ft(zy, ... z5)) =t p(x1), ..., p(zs)) € A

iga termi t(xq,...,z,) € F(X) korral. See kujutus on siirjektiivne, sest iga a € A korral
leidub z € X nii, et

a = p(z) = 2" (p(x)) = f(),
kus kasutasime seda, et termi t = x poolt tekitatud termfunktsioon z4: A — A on
samasusteisendus (vt. mérkust [10.10)).

Niitame, et kujutus f on -algebrate homomorfism. Esiteks, iga w € €0y korral

wfX) =w e F(X) ja

fw) = f(w) = wh =07,

seega f siilitab null-aarseid tehteid. Olgu niiid n € N, w € Q,, ja ty,...,t, € F(X).
Eelneva kokkuleppe kohaselt voib termi aarsust alati suurendada. Seega kui {z1,...,xs}
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on koik tdhed, mis esinevad vahemalt {ihes termidest ¢q,...,t,, siis saame kirjutada, et
ti =ti(z1,...,x5), 9= 1,...,n, ning jarelikult
FWF () = Flwlty, .. 1)) ((T0-1))
= At (p(1), - p(4))s o (o), pls) (f def)
=N f(t(zr, .. xs), s fta(zy, .., x))) (f def.)
=W (f(t),- s f(ta)

Seega [ siilitab ka n-aarseid tehteid ja on homomorfism. Jarelduse [10.5] pohjal A =
F(X)/Ker f. O

Defineerime niilid samasused ja muutkonnad. Muutkondade uurimine on universaalal-
gebra iiks kesksemaid probleeme.

Definitsioon 10.13 Olgu {2 signatuur ja u,v € F(X) = T(Q, X), kus X = {x1,29,...}
on loenduv hulk. Oeldakse, et Q-algebral A kehtib samasus u = v, kui termidele u ja v

vastavad termfunktsioonid on vordsed, s.t. u? = v4.

Formaalselt on samasus tegelikult termide paar (u,v), aga sisulise arusaamise lihtsus-
tamiseks kirjutame selle iiles kujul v = v. Paneme veel tédhele, et termfunktsioonide vor-
duseks peavad termide u ja v aarsused kokku langema. Kui nad seda ei tee, siis me voime
vastavalt varasemale kokkuleppele viiksema aarsusega termi aarsust sobivalt suurenda-
da, lisades vajaliku arvu “fiktiivseid” muutujaid x;. Siit on ka ndha, miks me noudsime
loenduvat tdhtede arvu: me tahame, et oleks voimalik mistahes lopliku aarsusega terme
ja termfunktsioone vorrelda.

Definitsioon 10.14 (2-algebrate klassi K nimetatakse muutkonnaks, kui leidub selline
samasuste hulk S, et klassi L kuuluvad need ja ainult need algebrad, mis rahuldavad koiki
hulka S kuuluvaid samasusi.

Paljud varem kursuses kasitletud algebralised struktuurid moodustavad muutkonna
(vt tabelit jargmisel lehel). Samas nii mitmedki tuntud struktuurid ei moodusta (iildiselt)
muutkonda, naiteks loplikud, jaguvad ja lahenduvad riithmad, korpused, injektiivsed ja
projektiivsed moodulid.

Muutkonnaks olek on teatud mottes formaalne, sest see soltub vaadeldavast signatuu-
rist. Niiteks moodustavad koik rithmad muutkonna signatuuris Q = {1} U{"*}U{-}, aga
nad ei moodusta koigi monoidide muutkonna alammuutkonda signatuuris ' = {1} U{-}.
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Muutkond Signatuur Samasused
Poolrithmad o =1} 1 (o - x3) = (21 - 12) - 3
Inverssed 0 ={} (xg x3) = ( Ig) - T3
poolrithmad Q =1} x-rx=x,2 x- -2 =1
Monoidid QO = {1} (J]Q I3 ( ZL’Q) - T3
QQZ{} 1 r1 =21, Tq - 1—$1
Rithmad Qo = {1} 21 (29 23) = (11 - X2) - X3
0 ={"} 1oy =21, 211 =2
Qo ={} vyt =10 =1

Abeli rithmad | Qp = {0} 1+ (22 + 23) = (21 + 22) + 3
le{—} O—i‘l’l:l’l,l'l—i‘():.’ﬁl
QQ = {+} x|+ (—33'1) = O, (—.Tl) +x = 0
X1+ To =29+ T
ngld Qo = {0, 1} T+ (LUQ + $3) = (371 + LUQ) + 23
le{—} 0+l’1:l’1,$1+0:l’1
Qy={+,} z1+ (—21) =0, (—21) + 21 =0
XT1+ T9g =29+ T
Iy - (l’g $3) ($1 .Z'Q) - T3
l-xy=21,21-1 =124
I - (I2+l’3) =1 -To+ T1" T3
([E1—|—I2> c T3 = T 'J]3+ZE2'.173
Vored QQ = {/\, \/} x1 VvV (I'Q V (L’g) = ((L’l V Ig) V T3

ZEl\/ZL‘Q:ZL‘Q\/lEl

1 VI =2
(331\/1'2)/\1}1:1}1
IlA(.CEQALCg):(LEl/\IQ)/\.’Eg
ZE1A$2:Z‘2/\1’1
ZEl/\Ilsz'l
(l‘l/\ﬂfg)\/l‘l:l‘l

S-poliigoonid | Q; ={-s|s€ S} | (x1-5) -t =ux1-(st) (|S|* samasust)
Iy - 1= T

R-moodulid N ={r|reR} | xv1+(va+a3) = (x14+22)+23

Q2:{+} 0+ZU1:ZE1,$1—|—O:ZB1

T+ (—.’L'l) = 0, —x1+x = 0
X1+ To = X9+ 27
re(z+a)=r-x+ 720 (|R| samasust)
(r+s)-z1=r-x1+s- 11 (|R|* samasust)
r-(s-my)=(rs) x; (|R|* samasust)
121 =2

Uheelemendi- | T1 = Xy

lised algebrad

Koik algebrad | 2 T =T

signatuuriga 2
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Jargmine teoreem on universaalalgebra iiks olulisemaid tulemusi, mis iitleb, et muut-
kondi voib defineerida kahel samavéérsel viisil:

e samasuste abil,
e kinnisuse abil teatavate operatsioonide suhtes.

Margime, et 2-algebrate klassi nimetatakse triviaalseks, kui see koosneb ainult tri-
viaalsetest algebratest, s.t. iiheelemendilistest algebratest ja tiihjast algebrast.

Teoreem 10.15 (Birkhoff) Mittetriviaalne Q-algebrate klass on muutkond parajasti siis,
kui see on kinnine alamalgebrate, homomorfsete kujutiste ja (mistahes voimsusega) otse-
korrutiste votmise suhtes.

Birkhoffi teoreemi kutsutakse operatsioonide nimede jargi monikord ka H S P-teoree-
miks (need tihed tulevad terminitest homomorphic image, subalgebra, direct product).

Mistahes Q-algebra A puhul leidub vihim Q-algebrate muutkond Var (A), mis seda
algebrat sisaldab. On voimalik ndidata, et

Var (A) = HSP(A),

s.t. see muutkond koosneb A otseastmete alamalgebrate homomorfsetest kujutistest (fak-
toralgebratest).
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Peatukk 11

Kategooriad

11.1 Kategooria moiste

11.1.1 Objektid ja morfismid

Kategooria koosneb kahte sorti asjadest: objektidest ja nendevahelistest morfismidest,
mida saab teatud juhtudel korrutada. Objektid voivad olla nt. (teatud struktuuriga, nt.
algebralise, topoloogilise vm.) hulgad ja morfismideks kujutused (mis on kooskdlas struk-
tuuriga). Formaalne definitsioon on jargmine.

Definitsioon 11.1 Kategooria C koosneb jérgmistest komponentidest:

1.

2.

klass Cy, mille elemente kutsume selle kategooria objektideks;

iga objektipaari (A, B) jaoks on olemas hulk C(A, B), mille elemente nimetame
morfismideks objektist A objekti B;

iga objektikolmiku (A, B, C) jaoks on olemas kujutus (komponeerimine ehk kor-
rutamine)

C(A,B) xC(B,C) — C(A,C);

paari (f, g) kujutist (morfismide f ja ¢ kompositsiooni ehk korrutist) téhistame
g o f voi lihidalt ¢ f;

. iga objekti A jaoks on olemas morfism 14 € C(A, A), mida kutsutakse objekti A

tihikmorfismiks.

Need andmed peavad rahuldama jargmisi aksioome.

1.

2.

Kui (4, B) # (A, B'), siis C(A, B) N C(A", B') = 0.

Assotsiatiivsuse aksioom: mistahes morfismide f € C(A, B), g € C(B,C), h €
C(C, D) korral kehtib vordus

hgf) = (hg)f

iihiku aksioom: mistahes morfismide f € C(A, B), g € C(B,C) korral kehtivad
vordused 1gf = f ja gl = g.

135
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Morfismi f € C(A, B) jaoks kasutatakse tihti tahistusi f: A — B ja A . B; iihe-
selt méédratud objekti A kutsutakse morfismi f ldhteobjektiks ehk domeeniks (téhistus:
dom f) ning objekti B kutsutakse f sihtobjektiks ehk kodomeeniks (téhistus: cod f).
Morfismi f: A — A nimetatakse objekti A endomorfismiks ja hulka End(A) = C(A, A)
nimetatakse objekti A endomorfismide hulgaks. On selge, et (End(A), o) on monoid. Ka-
tegooria C objektide klassi téhistatakse ka Ob(C) voi |C|, morfismide klassi aga Mor(C)
voi C;. Morfismide hulka objektist A objekti B tahistatakse veel ka siimboliga Mor(A, B)
voi hom(A, B).

Markused 11.2 1. Osutub, et 14 on objekti A ainus {ihikmorfism, sest kui iy €
C(A, A) on veel mingi morfism, mis rahuldab ithiku aksioomi, siis 14 = 1414 = i4.

2. Samamoodi nagu poolrithmade korral jareldub assotsiatiivsuse aksioomist, et lopliku
arvu morfismide komponeerimisel voib sulge paigutada mistahes (mottekal) viisil ja
seega voib nad iildse dra jatta.

Definitsioon 11.3 Kategooria on véike kui tema objektide klass on hulk, vastasel korral
kutsutakse kategooriat suureks.

Naide 11.4 Paljud matemaatilised struktuurid ja nendevahelised kujutused voi homo-
morfismid moodustavad kategooria. Jargnevas tabelis on toodud moned selliste kategoo-
riate néited.

Tahis objektid morfismid
Set hulgad kujutused
Rel hulgad binaarsed seosed hulkade vahel
Mon monoidid monoidide homomorfismid
Gr rithmad rithmade homomorfismid
Ab Abeli rithmad rithmade homomorfismid
Rng assotsiatiivsed ringid ringide homomorfismid
Vecg vektorruumid iile reaalarvude lineaarkujutused
Modp parempoolsed moodulid iile rin- | moodulite homomorfismid
gi R
Ban, Banachi ruumid iile reaalarvude | tokestatud lineaarkujutused
Ban; Banachi ruumid iile reaalarvude | ahendavad lineaarkujutused
Top topoloogilised ruumid pidevad kujutused
Pos jarjestatud hulgad jarjestust sailitavad kujutused
Lat vored vorede homomorfismid
Graph graafid graafide homomorfismid
Sgraph | graafid tugevad graafide homomorfis-
mid
0 ei ole ei ole
1 A 1a
2 A B A— B, 14,1p

Enamasti on morfismide komponeerimiseks tavaline kujutuste komponeerimine (jérjes-
trakendamine) ja ithikmorfismid on samasusteisendused. Kategoorias Rel on seoste kom-
positsiooniks nende korrutis ja iithikmorfism on vordusseos. Kategooriat 0 nimetatakse
tiihjaks kategooriaks.
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Naide 11.5 1. Kategooria, kus objektid on naturaalarvud, morfismid m-st n-i on koik

maatriksid (iile fikseeritud korpuse), millel on m rida ja n veergu, morfismide kompo-
neerimine on maatriksite korrutamine ja iithikmorfismideks on vastavat jérku iihik-
maatriksid.

. Osaliselt jérjestatud hulka (P, <) voib vaadelda kategooriana P, mille objektide hulk
on P. Kui z,y € P, siis hulk P(z,y) koosneb tépselt tthest morfismist, kui x < v,
ning on tiithi vastasel juhul. (Tegelikult piisab kategooria saamiseks sellest, et < on
eeljérjestus, s.t. refleksiivne ja transitiivne seos hulgal P.)

. Iga hulka voib vaadelda kui diskreetset kategooriat, s.t. kui kategooriat, mille
objektid on selle hulga elemendid ja ainsad morfismid on tihikmorfismid.

. Iga monoid (M,-) tekitab kategooria M, kus My = {x}, ja M(x*,%) = M; mor-
fismide komponeerimine on monoidi M korrutamine - ja objekti * ithikmorfism on
monoidi ihikelement 1. Ka vastupidi: iga iiheobjektilise kategooria koigi morfismide

hulk on monoid.

11.1.2 Alam- ja korrutiskategooriad

Olemasolevatest kategooriatest saab teatud konstruktsioonide abil luua uusi.

Definitsioon 11.6 Kategooria .4 alamkategooria koosneb

1. kategooria A objektide klassi A alamklassist By;

2. iga objektipaari (B, B') € By x By jaoks leiduvast hulgast B(B, B’) C A(B, B’), nii

et

(a) kui f € B(B,B’) jag e B(B',B"),siis gf € B(B,B"),
(b) 15 € B(B, B) iga B € By korral.

Definitsioon 11.7 Kategooria A alamkategooriat B nimetatakse taielikuks alamka-

tegooriaks, kui
B,B' € By = B(B,B') = A(B, B),

s.t. B sisaldab koos iga kahe objektiga koik nende objektide vahel kategoorias A leiduvad

morfismid.

Naiide 11.8 1. Kategooria Ab on kategooria Gr téielik alamkategooria.
2. Gr on Mon taielik alamkategooria.
3. Mon on poolrithmade kategooria Sgr alamkategooria, mis ei ole téielik.
4. Kategooria Ban,, on Vecg alamkategooria, kuid mitte téaielik alamkategooria.
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11.2 Morfismide liigid.

Nii nagu hulkade korral on téhtsal kohal iiksiihesed kujutused ja pealekujutused, nii ka
kategooriates voib vaadelda teatud eriomadustega morfisme.

Definitsioon 11.9 Morfismi f: A — B kategoorias C nimetatakse

e monomorfismiks, kui ta on vasakult taandatav, s.t. iga morfismide paari g, h: C' —
A korral

fg=fh = g=h;

e koretraktsiooniks (voi 16ikeks), kui ta on vasakult pooratav, s.t. leidub selline
morfism ¢g: B — A, et gf = 14. Sellisel juhul nimetatakse objekti A objekti B
retraktiks.

Lause 11.10 Kategoorias C
1. 1ga koretraktsioon on monomorfism;
2. iga thikmorfism on koretraktsioon;
3. kahe monomorfismi (koretraktsiooni) korrutis on monomorfism (koretraktsioon);

4. kui kahe morfismi korrutis kf monomorfism (koretraktsioon), siis f on monomor-
fism (koretraktsioon).

TOESTUS. 1. Oletame, et kf =14 ja fg= fhkus f: A= B, k: B— Ajag,h: C — A.
Siis
9=1ag = (kf)g = k(fg) = k(fh) = (kf)h = 1ah = h.
2. Iga A € Cy korral 14 = 1414.
3. Eeldame, et k: B — D ja f: A — B on monomorfismid ja oletame, et (kf)g =
(kf)h, kus g, h: C — A. Olukorda iseloomustab jargmine diagramm:

C==a-t-B-"-p.
Siis k(fg) = k(fh) ja seega fg = fh, sest k on monomorfism. Kuna f on monomorfism,
siis viimasest vordusest jareldub g = h. Sellega oleme néidanud, et kf on monomorfism.

Kui k: B — D ja f: A — B on koretraktsioonid, s.t. sk = 1 ja tf = 14 mingite
s: D — Bjat: B— A korral, siis vorduste ahel

(ts)(kf) = t(sk) f = t15f = tf = 14

naitab, et kf on koretraktsioon.

A:BéD
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4. Oletame, et kf on monomorfism ja fg = fh, kus f: A - B, k: B — D ja
g,h: C — A. Siis
(kf)g = k(fg) = k(fh) = (kf)h,

millest jéreldub vordus g = h. Seega f on monomorfism.

Kui kf on koretraktsioon, s.t. s(kf) = 14 mingi s: D — A korral, siis (sk)f = 14
tahendab seda, et ka f on koretraktsioon. O
Definitsioon 11.11 Morfismi f: A — B kategoorias C nimetatakse

e epimorfismiks kui ta on paremalt taandatav, s.t. iga morfismipaari g,h: B — C
korral

gf =hf = g="nh
e retraktsiooniks, kui ta on paremalt podratav, s.t. leidub g: B — A nii, et fg = 15.
Analoogiliselt lausega [I1.10] saab toestada jargmise lause.

Lause 11.12 Kategoorias C
1. 1ga retraktsioon on epimorfism;
2. 1ga thikmorfism on retraktsioon;
3. kahe epimorfismi (retraktsiooni) korrutis on epimorfism (retraktsioon);

4. kui kahe morfismi korrutis kf on epimorfism (retraktsioon), siis k on epimorfism
(retraktsioon).

Naide 11.13 Hulkade kategoorias Set on monomorfismideks parajasti injektiivsed kuju-
tused ja epimorfismideks siirjektiivsed kujutused. Veelgi enam, iga siirjektiivne kujutus
on retraktsioon.

Naide 11.14 Kategooriates Gr ja Ab on monomorfismideks parajasti injektiivsed rithma-
de homomorfismid.

Definitsioon 11.15 Morfismi nimetatakse bimorfismiks, kui ta on nii monomorfism
kui ka epimorfism, s.t. kui ta on taandatav.

Definitsioon 11.16 Morfismi nimetatakse isomorfismiks, kui ta on nii koretraktsioon
kui ka retraktsioon, s.t. kui ta on podratav. Kategooria C objektid A ja B on isomorfsed
kui leidub isomorfism f: A — B. Objektide A ja B isomorfsust téhistatakse A = B.

Lause 11.17 Kategoorias C
1. 1ga 1somorfism on bimorfism;
2. iga thikmorfism on isomorfism;

3. kahe bimorfismi (isomorfismi) korrutis on bimorfism (isomorfism,).
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TOESTUS. See jareldub lausest [11.10] ja lausest [11.12] O

Jareldus 11.18 Objektide isomorfsusseos on ekvivalentsiseos.
Lause 11.19 Kui epimorfism on koretraktsioon, siis on ta isomorfism.

TOESTUS. Jatame lugejale labimotlemiseks. O

Naiide 11.20 Kategoorias Set on isomorfismideks bijektiivsed kujutused.

Naide 11.21 Kategooriates Gr, Ab ja Rng on isomorfismideks bijektiivsed homomorfis-
mid.

Naide 11.22 Kategoorias Vecg on isomorfismideks bijektiivsed lineaarkujutused.

Naide 11.23 Iga rithma voib vaadelda kui iitheobjektilist kategooriat, kus koik morfismid
on isomorfismid.

Niide 11.24 Meenutame, et iga jarjestatud hulka voib vaadelda kategooriana (vaata
néidet [11.5]). Sellises kategoorias on iga morfism bimorfism, sest mistahes kahe objekti
vahel leidub {iilimalt iiks morfism. Isomorfismid on aga ainult tihikmorfismid.

11.3 Objektide liigid

Nii nagu kategooriates saab vaadelda eri tiilipi morfisme, on voimalik uurida ka erinevate
omadustega objekte.

Definitsioon 11.25 Kategooria C objekti 1 nimetatakse loppobjektiks, kui C igast
objektist C' leidub tdpselt iiks morfism objekti 1. Kategooria C objekt 0 on algobjekt,
kui objektist 0 leidub tépselt iiks morfism C igasse objekti. Objekt on nullobjekt, kui ta
on korraga nii lopp- kui algobjekt.

Lause 11.26 Kategooria mistahes kaks lopp-(alg-, null-)objekti on isomorfsed.

TOEsTUS. Kui C,C" € Cy on 1oppobjektid, siis C(C,C) = {1¢} ja C(C',C") = {1¢}.
Samuti leiduvad morfismid f: C — C’ ja g: ¢" — C. Kuna gf: C — C, siis gf = 1¢ ja
samamoodi fg = 1¢r. Seega C' = C’. Alg- ja nullobjektide jaoks on toestus analoogiline.

O

Naide 11.27 Kategoorias Set on tiithi hulk algobjekt ja iiheelemendilised hulgad on
loppobjektid. Sama kehtib kategooria Top korral.

Naiide 11.28 Kategooriates Ab, Vecg ja Ban; on {0} nii alg- kui ka l6ppobjekt, seega
nullobjekt.
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Niide 11.29 Uhikuga assotsiatiivsete ringide kategoorias Ring on {0} 16ppobjekt ja Z
algobjekt.

Definitsioon 11.30 Kategooria C objekti P nimetatakse projektiivseks, kui iga epi-
morfismi g: B — C ja iga morfismi f: P — C jaoks leidub selline morfism h: P — B, et

gh = f.

C

Lause 11.31 Projektiivse objekti retrakt on projektiivne.

TOESTUS. Jargmises diagrammis olgu P projektiivne ja olgu A tema retrakt, s.t. i = 14
mingite r: P — A jai: A — P korral (vt. definitsiooni [11.9)).

A

Kui f: A — C, siis P projektiivsuse tottu leidub selline h: P — B, et gh = fr. Seega
ghiIfTi:flA:f. O

Definitsioon 11.32 Kategooria C objekti A nimetatakse injektiivseks, kui iga mono-
morfismi g: B — C' ja iga morfismi f: B — A korral leidub selline morfism h: C' — A,
et hg=f.

Naide 11.33 Kategooria Set iga objekt on projektiivne. Kasutades fakti, et iga epimor-
fism on retraktsioon kategoorias Set ja definitsiooni [11.30] tdhistusi saame leida sellise
p: C— B, et gp = 1¢. Vottes h = pf saame, et gh = gpf = f.

Naiide 11.34 Abeli rithm on injektiivne parajasti siis, kui ta on jaguv (vt. lauset [5.23)).

Naide 11.35 Projektiivsed ja injektiivsed objektid méngivad tdhtsat rolli moodulite
teoorias (iile ringi). Saab néidata, et moodul projektiivne parajasti siis, kui ta on va-
ba mooduli otseliidetav (vt. teoreemi [5.19)).
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11.4 Korrutised ja kokorrutised

Hulkade otsekorrutise projektsioonide omadustest on motiveeritud jargmine iildine defi-
nitsioon.

Definitsioon 11.36 Kategooria C objektide A, B korrutis on kolmik (P, p4,pg), kus
P € Cyjapa: P — A pg: P — B on morfismid kategoorias C (mida nimetatakse
projektsioonideks), mis rahuldavad tingimust, et kui () € Cy on objekt ja f: Q@ — A,
g: () — B on morfismid, siis leidub iiheselt maaratud morfism m: () — P nii, et jirgmine
diagramm kommuteerub:

“
f i) g
|
y
A PA P PB B

Harilikult kirjutatakse P asemel A x B. Uheselt méiratud m leidumise omadust kut-
sutakse tihti korrutiste universaalomaduseks.

Korrutise definitsiooni dualiseerimisel saadakse kokorrutise moiste, mis tldistab hul-
kade loikumatu iihendi konstruktsiooni.

Definitsioon 11.37 Kategooria C objektide A ja B kokorrutis (ehk summa) on jér-
jestatud kolmik (P, ua,up), kus P € Cy ja us: A — P, ug: B — P on kategooria C
morfismid (mida nimetatakse sisestusteks), mis rahuldavad tingimust, et kui Q € C
on mistahes objekt ja f: A — @, g: B — () on morfismid, siis leidub iiheselt méaratud
morfism m: P — @ nii, et jargmine diagramm kommuteerub:

Q

A
!
T
!
A P B

uA up

Harilikult kirjutatakse P asemel A[] B.
Korrutiste ja kokorrutiste definitsiooni voib iildistada mistahes arvu objektide jaoks.

Harilikult kirjutatakse P asemel siis vastavalt [[ C; ja [] C..
il i€l
Toestame korrutiste moned omadused.

Lause 11.38 Kui (P, (p;)icr) on kategooria C objektide siisteemi (C;);er korrutis ja h,k: C —
P on sellised morfismid, et iga i € I korral p;h = p;k, siis h = k.

TOEsTUS. Nii A kui ka k& muudavad koik kolmnurgad
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kommutatiivseks, seega peavad nad korrutise universaalomaduse pohjal vordsed olema. O

Lause [11.38] vdidet voib sonastada ka nii, et korrutise projektsioonid on korraga vasa-
kult taandatavad.

Lause 11.39 Kui (P, (p:i)ier) ja (P’ (p)ier) on kategooria C objektide siisteemi (C;)icr
korrutised, siis P ja P’ on isomorfsed.

TOESTUS. Kuna P ja P’ on objektide C;, ¢ € I, korrutised siis leiduvad morfismid ¢ ja
1, mis muudavad nii tilemise kui alumise kolmnurga diagrammis

P/
|
| P
@ !
|
\ )
_|P DPi C,L
|
Y|
| P}
y
PI

kommutatiivseks iga i € I korral. Sellest, et
/ / /
pilp = p; = pip = P,
pilp = pi = pib = pipy,
iga i € I korral, jareldub lause [11.38 pohjal, et ¥ = 1p/ ja 1) = 1p. Seega P = P'. O

Oeldakse, et kategoorias C on (ko)korrutised, kui igal C objektide siisteemil (C;);e;
on olemas (ko)korrutis. Kategoorias C on loplikud (ko)korrutised, kui igal 16plikul
objektide siisteemil on olemas (ko)korrutis.

On lihtne néha, et tiithja objektide siisteemi korrutis on loppobjekt ja (A,14) on
iihestainsast objektist A koosneva siisteemi korrutis.

Lause 11.40 Kategoorias on loplikud korrutised parajasti siis, kui temas on binaarsed
korrutised ja loppobjekt.

Toome moned korrutiste naited.

Naide 11.41 Kategoorias Set on siisteemi (C;);e; korrutiseks otsekorrutis

[1C:i = {(ies | 2 € C}

i€l

koos projektsioonidega py ((x;)icr) = zx, k € 1.
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Naiide 11.42 Algebraliste struktuuride kategooriates (nt. rithmad, Abeli rithmad, ringid,
moodulid, vektorruumid, vored jne.) on objektide siisteemi korrutis nende otsekorrutis,
mis on varustatud komponenthaavaliste tehetega.

Niide 11.43 Kui me vaatleme jirjestatud hulka (P, <) kategooriana (vt. néidet [11.5)),
siis korrutised (kui nad leiduvad) on tapselt alumised rajad.

Vaatleme kokorrutiste naiteid.

Naiide 11.44 Kategoorias Set on siisteemi (C});e; kokorrutis sinna kuuluvate hulkade
16ikumatu iithend. Selle loikumatu {ihendi voib konstrueerida kui hulga

| |Ci =@ x {i}) = {(z,i) | i €I, z € Ci}.

il el

Sisestused u;: C; — | |,.; C; on defineeritud vordusega u;(x) == (z,i), x € C;.

iel
Naiide 11.45 Kategoorias Ab on siisteemi (A;);er kokorrutiseks Abeli rithmade otsesum-
ma

[T 4 = {(xi)ier | 2 € A;, hulk {i € I|z; #0} onloplik } <[] 4,

iel icl
kus liitmine on defineeritud komponenthaaval. Sisestused wuy: A, — Hie ;A on defi-
neeritud vordusega uy(z) = (x;)ier, kus xx = x ja koik teised komponendid on nul-
lid. Kui B on teine Abeli rithm ja ¢;: A; — B, i € I, on rithmade homomorfismide
siisteem, siis iiheselt médratud kujutused m: [[,., A; — B on defineeritud vordusega
m((z;)ier) = >_;c; ¢(xi), kus viimases summas on 16pliku arv nullist erinevaid liidetavaid
ja me summeerime neid.

Niide 11.46 Kui vaatleme jirjestatud hulka (P, <) kategooriana (vt. naidet , siis
kokorrutised (kui nad leiduvad) on iilemised rajad.

Korrutise konstruktsioon on erijuhuks iihest iildisemast kategoorsest konstruktsioonist,
mida kutsutakse piiri leidmiseks. On ka teisi loomulikke piiride néiteid, nagu vordsusta-
jad, tagasitombajad ja muud, aga neid me siin kursuses ei kisitle. Piiridega duaalsed on
kopiirid.

Nii kategooriateooria kui universaalalgebra on iildised teooriad, mis voimaldavad meil
vaadelda suuri algebraliste struktuuride kogumeid tervikuna. Néiteks voime vaadelda nii
koigi rithmade kategooriat kui ka muutkonda. Kui universaalalgebra vaatepunktist huvi-
tab meid tihti algebralise struktuuri siseehitus (millised on tema alamalgebrad ja kong-
ruentsid, milliseid samasusi tema elemendid rahuldavad), siis kategooriateoorias objekti
sisse ei vaadata, oluline on see, kuidas kdituvad objektidevahelised morfismid, muuhul-
gas on viga oluline roll kommutatiivsetel diagrammidel. Ukskoik milliste konkreetsete
algebraliste struktuuride uurimisel on kasulik molemast ildisest teooriast iiht-teist tea-
da. Kategooriateooria pohimoistete tundmine tuleb kasuks ka koigile neile, kes tegelevad
funktsionaalanaliiiisi, topoloogia voi diferentsiaalgeomeetriaga.



Vaike eesti-inglise algebrasonastik

Abeli rithm — abelian group

ahel — chain

alamalgebra — subalgebra

alampoliigoon — subact

alamruum — subspace

algebra — algebra

algebraline struktuur — algebraic structure
algebraline tehe — algebraic operaion
algobjekt — wnitial object

alumine raja — meet

automorfism — automorphism

baas — basis

bimorfism — bimorphism

distributiivne vore — distributive lattice
distributiivsus — distributivity

duaalne kategooria — opposite category
endomorfism — endomorphism

epimorfism — epimorphism

homomorfne kujutis — homomorphic image
faktorhulk — quotient set

faktoriseeruv — factorisable

faktorrrithm — quotient group, factor group
Greeni seosed — Green’s relations
homomorfism — homomorphism
homomorfismiteoreem — homomorphism theorem
ideaal — ideal

idempotent — dempotent

injektiivne — injective

isomorfism — isomorphism
isomorfismiteoreem — isomorphism theorem
jada — sequence

jagamisega ring — division ring

jagatis — quotient

jaguv — divisible

juur — root

jarjend — tuple

jark — order

kategooria — category

kokorrutis — coproduct

kommutatiivne diagramm — commutative diagram
kongruents — congruence

kordaja — coefficient
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koretratktsioon — coretraction

korpus — field

korrutis — product

kujutis — image

korvalklass — coset

lahutumatu — ndecomposable
lahutuskorpus — splitting field

lihtne — simple

lineaarkombinatsioon — linear combination
lineaarkujutus — linear mapping
lineaarselt jarjestatud hulk — linearly ordered set
lineaarselt soltumatu — linearly independent
lineaarselt soltuv — linearly dependent
lineaarteisendus — linear transformation
loomulik projektsioon — natural projection
16plik korpus — finite field

loppobjekt — terminal object

lithike tapne jada — short exact sequence
maksimaalne element — mazimal element
minimaalne ideaal — minimal ideal
modulaarne vore — modular lattice

monoid — monoid

monomorfism — monomorphism

moodul — module

morfism — morphism

muutkond — wariety

n-kohaline tehe — n-ary operation
normaaljagaja — normal subgroup
nullelement — zero element

nullobjekt — zero object

nullvektor — null vector

objekt — object

osaliselt jarjestatud hulk — partially ordered set, poset
otseaste — direct power

otsekorrutis — direct product

otsesumma — direct sum

peaideaal — principal ideal

pere — family

perioodiline osa — torsion subgroup
perioodiline rithm — periodic group
permutatsioon — permutation

poliigoon — act

poolrithm — semigroup

primitiivne idempotent — primitive idempotent
projektiivne — projective
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périsideaal — proper ideal

poordelement — inverse element
piisipunkt — fized point

Reesi maatrikspoolrithm — Rees matrix semigroup
retraktsioon — retraction

ring — ring

rihm — group

samasus — identity

signatuur — signature

sisemine otsesumma — internal direct sum
skalaar — scalar

substitutsioon — permutation

soltumatud tsiiklid — independent cycles
tehe — operation

term — term

termfunktsioon — term function

termide algebra — term algebra

toime — action

transpositsioon — transposition

tsiikkel — cycle

tuum — kernel

toke — bound

taielik alamkategooria — full subcategory
taielikult lihtne poolrithm — completely simple semigroup
taielik vore — complete lattice

tapne — exact

tapne jada — ezxact sequence

tilip — type

universaalalgebra — universal algebra
vaba — free

vastandelement — additive inverse

vektor — wvector

vektorruum — vector space, linear space
vore — lattice

véline otsesumma — (external) direct sum
viadndeta Abeli rithm — torsion-free abelian grouo
ithikelement — udentity element
ithiksubstitutsioon — identity permutation
iilemine raja — join

iillemine toke — wupper bound
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