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Algebralised tehted

Olgu n mittenegatiivne tdisarv. n-kohaline (ehk n-aarne)
algebraline tehe hulgal A on kujutus A” — A, hulgast A" hulka
A.

Arvu n nimetatakse tehte A" —= A aarsuseks.

Nullaarsed tehted A° = {x} —= A hulgal A on 1-1-vastavuses

hulga A elementidega. Seega mdtleme unaarsest tehtest, kui hulga
A fikseeritud elemendist.
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Algebralised struktuurid

Hulka € koos tiikeldusega

Q= El Q,
n=0

alamhulkade Q, (mis vdivad olla ka tiihjad) 18ikumatuks iihendiks
nimetame tiiiibiks ehk signatuuriks. Iga w € Q, korral loeme, et
tehtemargi w aarsus on n.

Olgu Q tiitip ja A hulk. Kui iga arvu n € NU {0} korral vastab igale
tehtemargile w € Q,, iiks konkreetne n-kohaline algebraline tehe

wh A" — A, siis iitleme, et paar (A, {w” | w € Q}) on Q-algebra.
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Olgu A ja B Q-algebrad. Kujutust f : A — B nimetatakse
homomorfismiks, kui f sdilitab k&ik nendel struktuuridel
defineeritud tehted. See tahendab, et

@ f(wA(a1, 22, ., an) = wE(F(a1), F(a2), .., F(an)) iga n €N,
iga w € Q, ja mistahes elementide a1, as, ..., a, € A korral,

Q 7(04) =08 iga w € Qo korral.

Nullaarne juht (2) on homomorfismi definitsioonis eraldiseisev

seetSttu, et mugavuse mottes vaatame nullaarseid tehteid
elementidena, mitte kujutustena.
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Homomorfismide omadused

Lause

Q-algebrate homomorfismide korrutis on Q-algebrate homomorfism.

Homomorfismi A— A, Q-algebrast A iseendasse, nimetatakse

Q-algebra A endomorfismiks.

Kdigi homomorfismide A— B hulka Q-algebrast A Q-algebrasse
B t3histatakse siimboliga Hom(A, B). Q-algebra A kaigi
endomorfismide hulka tahistatakse siimboliga End(A).

Lause

Q-algebra A endomorfismide hulk End(A) on monoid kujutuste
korrutamise suhtes.
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Isomorfismid ja bijektiivsed homomorfismid

Definitsioon

Bijektiivseid Q-algebrate homomorfisme nimetatakse
isomorfismideks. Q-algebraid A ja B nimetatakse isomorfseteks,
kui leidub isomorfism f : A — B. Sellisel juhul kirjutatakse A = B.

Paneme niiid tihele, et bijektiivse homomorfismi péordkujutus on
samuti homomorfism.

Lause

Isomorfismi péérdkujutus on isomorfism.

See omadus on mdningati algebrale spetsiifiline, kuna naiteks
jarjestust sailitava bijektsiooni péordkujutus ei pruugi jarjestust
sailitada.
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Alamalgebrad ja injektiivsed homomorfismid

Q-algebra A alamhulka A" nimetatakse alamalgebraks, kui A’ on
kinnine kdigi tehete w”, w € Q suhtes. See tihendab, et

Q@ w’(a1,a2,...,a,) € AigancN, igaw € Q, ja mistahes
elementide a1, a,...,a, € A’ korral,

Q 04 € Aliga w € Qq korral.
Kujutuse f: A— B kujutiseks nimetatakse hulka

Im f={be B|(3acA)f(a)=b} = {f(a)| a€ A} C B.

Lause

Kui f : A — B on Q-algebrate homomorfism, siis Tm f on
Q-algebra B alamalgebra.
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Alamalgebrad ja injektiivsed homomorfismid

Lause
Q-algebra A alamalgebrat A’ saame vaadata Q-algebrana
ahendatud tehete suhtes.

Saame ka minna teistpidi.

Lause

Kui A’ on Q-algebra A alamalgebra, siis alamhulga sisestus
A" —= A on injektiivne homomorfism.

Algebratele on omaparane omadus, et iga injektiivne homomorfism
on isomorfismi tapsuseni alamalgebra sisestus.
Osaliselt jarjestatud hulkade jaoks selline vaide naiteks ei kehti.
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Faktoralgebrad ja siirjektiivsed homomorfismid

Injektiivseid homomorfisme saime kirjeldada kasutades
alamalgebraid. Siirjektiivsete homomorfismide kirjeldamiseks saab
kasutada faktoralgebra mdistet.

Selleks, et faktorhulk A/p oleks loomulikul viisil algebra, peame
ndudma ekvivalentsiseoselt p enamat.

Definitsioon
Q-algebra A kongruents on selline ekvivalentsiseos p hulgal A, mis
on kooskdlas tehetega. See tahendab, et

aipbr Naxpby A...Nappby
=>wA(al,ag,...,a,,)pr(bl,bz,...,b,,)

iganeN, igaw e Q, ja mistahes elementide
ai,as,...,an, b1, b, ..., b, € A korral.
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Kui p on kongruents Q-algebral A, siis saame hulga A/p peal
Q-algebra struktuuri, kui defineerime w € €2, korral

wAP(a,...,3) = wAlaL,, ..., an).

Ekvivalentsiseose p kongruentsiks olemise tingimus iitleb tapselt
seda, et p definitsioon on korrektne, ehk seda, et definitsiooni
parem pool ei s6ltu vorduse vasakul poolel olevate
ekvivalentsiklasside esindajate valikust.

Faktoralgebra A/p ja algebra A on seotud siirjektiivse
homomorfismiga
T A—A/p, ara,

mida kutsutakse loomulikuks projektsiooniks.
Seega, kongruentsile vastab iiks siirjektiivne kujutus. Vaatame

niitid, kuidas saab (mitte ilmtingimata siirjektiivsele) kujutusele
saab seada vastavusse kongruentsi.
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Faktoralgebrad ja siirjektiivsed homomorfismid

Q-algebrate homomorfismi f: A— A’ tuumaks nimetatakse
binaarset seost

Ker f = {(a,d') e Ax A| f(a) = f(a)}.

Lause

Q-algebrate homomorfismi f: A—= A’ tuum on kongruents
algebral A.

Teoreem (Homomorfismiteoreem)

Olgu f : A — B homomorfism 2-algebrate vahel. Siis leidub
liksiihene homomorfism g : A/ Ker f — B nii, et f = gn, kus
m:A— A/Ker f on loomulik projektsioon.
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Riihmade juht

Traditsiooniliselt antakse riihma definitsioon jargmisel kujul.

Definitsioon

Rithm on hulk G koos kahekohalise algebralise tehtega *, mis
rahuldab jargmisi tingimusi:

Gl. (axb)xc=ax(bxc)igaa,b,c € G korral;

G2. leidub element e € G nii, et axe = a=exaiga a € G korral;
G3. iga a € G korral leidub element b € G nii, et axb=e = bx*a.

Elementi e tingimuses G2 nimetatakse selle riihma
tihikelemendiks. Elementi b tingimuses G3 nimetatakse elemendi

a poordelemendiks ja tihistatakse siimboliga a=*.

Riihma iihikelementi tdhistatakse tihti ka siimboliga 1. Nii
tihikelement kui iga elemendi péordelement riihmas on iiheselt
mé&aratud.
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Riihmade juht

Definitsioon

Rithm on hulk G koos kahekohalise algebralise tehtega *, mis
rahuldab jargmisi tingimusi:

Gl. (axb)xc=ax(bxc)iga a,b,c € G korral;

G2. leidub element e € G nii, et axe = a=exaiga a € G korral;
G3. iga a € G korral leidub element b € G nii, et axb=e = bx*a.
Uhikelement ei esine otseselt sellises riihma definitsioonis

konstandina 1 ning samuti péordelemendi vStmise operatsioon ei
eksisteeri sellises rithma definitsioonis eraldi operatsioonina.

See tdhendab, et sellise definitsiooni juures ei ole iihik ja elemendi
podramine osa struktuurist, vaid on omadused.
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Riihmade juht

Et riihmad paremini Q-algebrate kontekstiga iihilduks, peaksime
lisama rithma definitsioonile konstandi 1 ning podramise tehte

O

Definitsioon

Riihm on hulk G koos konstandiga 1, unaarse tehtega ()~ ja
kahekohalise tehtega *, mis rahuldavad jargmisi tingimusi:

Gl. (axb)xc=ax(bxc)igaa,b,c € G korral;

G2. axl=a=1xaigaa€ G korral;

1 1

G3. igaac Gkorral axa - =e=a " *xa.

Selle definitsiooni vahe eelmisega on see, et Q-algebrate kontekstis
ei pruugi eelmise definitsiooni p&hjal rithma alamstruktuur olla
rithm.
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Riihmade juht

Lause

Riihma G mittetiihi alamhulk H on alamriihm parajasti siis, kui H
on kinnine korrutamise ja pédrdelemendi vétmise suhtes.

Margime, et tavaliselt kasutame riihma iihiku jaoks tahist 1 siis,
kui 1 on signatuuris antud siimbol, ning tahist e, kui rithma ihik
on antud omadusega, nagu esimeses definitsioonis.
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Riihmade juht

Igale kongruentsile p rilhmal G saame seada vastavusse
iihikelemendi 1 ekvivalentsiklassi. On lihtne veenduda, et 1 on
rihma G alamrihm.

Lause

Kui H on riihma G alamriihm, siis hulgad iga a,b € G korral
@ hulgad aH ja bH kas iihtivad véi on I6ikumatud;
o aH = bH parajasti siis, kui a=*b € H.

Lausest ndeme, et iga alamriihm tekitab riihmal ekvivalentsiseose.
Uldjuhul ei pruugi aga see seos olla kongruents.

Et tekitatud seos oleks kongruents, on piisav ja tarvilik tingimus, et
alamriihm oleks normaalne, ehk rahuldaks tingimust, et iga a € G
korral a~1Ha = H.
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Hulkade otsekorrutised

Hulkade X;, i € | otsekorrutis on hulk

Hx;:{x I— X | (

icl i€l

(Viel) ()eX,-}.

Tahistame kujutuse x : | — (J;c; Xi korral x; := x(i). Sellist
kujutust kirjutame iles kujul x = (x;);c/ ja kutsume pereks, mis
on indekseeritud hulga / jargi. Elementi x; kutsume pere (x;)ic/
i-ndaks komponendiks. Niisiis otsekorrutis koosneb kgigist
peredest (x;j)ies, kus x; € Xj iga i € | korral. Peresid (x;)ic/ ja
(vi)ier loeme vdrdseteks, kui nende vastavad komponendid on
vordsed, s.t.

(xi)ier = i)ier = (Vi€ l) x; = y;.
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Algebrate otsekorrutised

Vaatleme niiiid Q-algebraid X;, i € I. Defineerime hulkade
otsekorrutisel X = H,-e,X,- tehted n.6. komponenthaaval:

X (O iens OPViets -, Oier) = (M0 xf))

kuiw € Q, (n€N) ja

of = ()
i€l

kui w € Q. Nii tehes saame Q-algebra, mida nimetatakse
esialgsete algebrate otsekorrutiseks.
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VRL. (a+b)+c=a+(b+c)igaa,b,c € V korral;

VR2. leidub element 0 € V nii, et iga a € V korral
at+0=a=0+g4

VR3. iga elemendi a € V korral leidub element —a € V nii, et
a+(—a)=0=(—a)+a

VR4. a+b=>b+ aiga a,be V korral;

VRS5. k(a+ b) = ka+ kbiga a,b € V ja k € K korral;

VR6. (k+/)a=ka+ laiga ac V jak,| € K korral;

VR7. (kl)a = k(la) iga a € V ja k,| € K korral;

VR8. la=aiga a € V korral.
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Vektorruumid

Vektorruumide alamalgebraid kutsutakse alamruumideks.

Lause

Vektorruumi V' mittetiihi alamhulk V' on alamruum parajasti siis,
kui
AR1 igaa,be V' korral a+ b e V' (s.t. V' on kinnine liitmise
suhtes);
AR2 igaac V' jak € K korral kae V' (s.t. V' on kinnine
skalaariga korrutamiste suhtes).
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Lineaarkombinatsioonid

Definitsioon

Olgu V vektorruum iile korpuse K ja aj,...,as € V, kus s € N.
Mistahes avaldist

kiai + koap + ... + ksas, (1)

kus ki, ..., ks € K, aga ka selle avaldise poolt maaratud V
elementi, nimetatakse vektorite as, ..., as
lineaarkombinatsiooniks. Skalaare ki, ..., ks nimetatakse selle
lineaarkombinatsiooni kordajateks.
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Lineaarne soltumatus vektorruumis

Definitsioon
Vektorruumi V' (mis on antud iile korpuse K) 18plikku vektorite
hulka {a1,az,...,as}, s € N, nimetatakse lineaarselt
soltumatuks, kui mistahes skalaaride ki, ks, ..., ks € K korral
vordusest

kiai + kpao + ... + ksas =0
jareldub, et

ki=k =...= ks =0.

Lisaks sellele loeme ka tiihja vektorite hulga lineaarselt
soltumatuks. Lépmatut vektorite hulka nimetatakse lineaarselt
sOltumatuks, kui tema iga 16plik alamhulk on lineaarselt
sGltumatu.
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Vektorruumi baas

Vektorruumi V vektorite hulka B nimetatakse baasiks, kui

@ hulk B on lineaarselt séltumatu,

@ vektorruumi V iga nullist erinev vektor avaldub hulka B
kuuluvate vektorite lineaarkombinatsioonina.

Teoreem

Igas mittetriviaalses vektorruumis leidub baas.

Teoreem

Iga mittetriviaalse vektorruumi V' korral (iile korpuse K) leidub

selline hulk I, et
Vee) Vv,
i€l
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Rihmade isomorfismiteoreemid

Teoreem (Esimene isomorfismiteoreem)

Olgu G riihm, H < G ja K < G. Siis

H/(HN K) 2 HK/K.

Teoreem (Teine isomorfismiteoreem)

Olgu G riihm, H < G, K < G ja K C H. Siis

(G/K)/(H/K) = G/H.

Teoreem (Kolmas isomorfismiteoreem)

Olgu G riihm, H < G, 7w : G — G/H loomulik projektsioon,
N < G/H jaM=7n"YN). Siis M < G ja

G/M = (G/H)/N.



Definitsioon

Substitutsiooni nimetatakse tsiikliks, kui ta paigutab mingeid
elemente tsiikliliselt imber ning jatab iilejadnud elemendid paigale.
Tsiiklit o, mis paigutab timber elemente i1, i, .. ., ik nii, et

o(h) =i, o(h)=1i, ..., o(ik_1) = ix, o(ix) = i,

tahistame lihidalt

(s 2y ey i)

Arvu k nimetame tsiikli (i1, i, . .., ix) pikkuseks.

Definitsioon
Tsiikleid (il, Dy, Ik) ja (jl,_jg, ce ,_j/) nimetatakse
soltumatuteks, kui {il, Dy ..., ik} N {jl,jz, a0 ¢ ,j/} = 0.
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Lause

Iga substitutsiooni saab esitada séltumatute tsiiklite korrutisena.

Riihmas Sg saame esitada
6 7
2 1

4 5
7 4

8 9
8 3

) =(1,5,4,7)(2,6)(3,9).

Transpositsioon on tsiikkel pikkusega 2.

Lause

Transpositsioon on paaritu substitutsioon.
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Lause

Olgu n > 2. Iga paarissubstitutsioon n elemendist on esitatav
paarisarvu transpositsioonide korrutisena. Iga paaritu substitutsioon
n elemendist on esitatav paaritu arvu transpositsioonide
korrutisena.

Olgu n > 2. Siis on paaris- ja paarituid substitutsioone n
elemendist iihepalju.

Lause

Olgu substitutsioon o esitatav k transpositsiooni korrutisena. Siis
0 on paarissubstitutsioon parajasti siis, kui k on paarisarv.

Substitutsioonid o ja 0~ on sama paarsusega.
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Lause

Tsiikli (i1, i2, - . ., ix) paarsus on vdérdne arvu k — 1 paarsusega.

Lause

Paarissubstitutsioonide hulk A, on riihma S, normaaljagaja.

Teoreem

Kui n > 5, siis A, on lihtne riihm.

Saab naidata, et Ay ja A3 on lihtsad rilhmad, aga A4 ei ole.
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Valine otsesumma

Definitsioon
Olgu A;, i € | hulga I poolt indekseeritud Abeli riihmade pere.
Nende Abeli riihmade valiseks otsesummaks nimetatakse Abeli

riihmade A; otsekorrutise [[;., A; alamriihma

iel
®Y Ar={(ai)ies € [J A | card{i € I | 3 # 0} < 0.}
iel i€l

Kui I ={1,2,...,n}, siis Abeli riihmade A;, Az, ..., A, valist
otsesummat tihistatakse harilikult A1 @ Ay D ... D A,.
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Sisemine summa

Definitsioon

Olgu A Abeli riithm ja A;,i € | tema alamriihmad. Nende
alamriihmade summaks nimetatakse alamriihma > ;; A;, mis
koosneb kdigist |10plikest summadest, kus liidetavateks on
paarikaupa erinevate indeksitega alamriihmade elemendid, s.t.

ZA,-:{aEA] a=aj+...+a,keN,
icl
it,...,ik €l on paarikaupa erinevad, aj €A;,...,a; €A }.

L&pliku indeksite hulga | = {i1,..., iy} korral kirjutatakse )
asemel A; + ...+ A; ja kehtib vordus

IGI

A,-l—i—...—i—A,-n:{al—i—...—i—a,,|a1€A,-1,...,a,,eA,-n}.
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Sisemine otsesumma

Definitsioon

Abeli riihma A alamriihmade A;,i € | summat ) ., A;
nimetatakse sisemiseks otsesummaks, kui iga I6pliku alamhulga
{ioy i1y --,in} C I korral

A,'Oﬁ(A,'1 +---+Ai,,) = {0}
Kui alamriihmade A;, i € | summa on sisemine otsesumma, siis

ZA,-:ZA,-.

i€l i€l

kirjutatakse
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Teoreem

Olgu A Abeli riihm ja A;,i € | tema alamriihmad. Kui nende
alamriihmade sisemine otsesumma on olemas, siis on sisemine ja
vdline otsesumma isomorfsed.

Lause

Abeli riihma A alamriihmade B ja C summa B + C on sisemine
otsesumma parajasti siis, kui iga b,b' € B ja c,c’ € C korral

b+c=b+c = b=b jac=(
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Olgu a Abeli riithma A element ja n € N. Oeldakse, et elemendi a
jark on n, kui na =0 ja n on vdhim naturaalarv, mille korral selline
vordus kehtib. Kui na # 0 lihegi naturaalarvu n korral, siis
Oeldakse, et element a on I6pmatut jarku. Elemendi a jarku
tahistatakse siimboliga ord(a).

Definitsioon

Abeli riihma perioodiline osa on tema alamhulk, mis koosneb
tema kaigist I6plikku jarku elementidest. Abeli rilhma nimetatakse
perioodiliseks, kui kdik tema elemendid on I6plikku jarku.
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Kui A on Abeli riihm ja p on algarv, siis hulka
A, ={a€ A|ord(a) on p aste} C A

nimetatakse rilhma A p-komponendiks. Saab nididata, et A, on A
alamriihm Kui A = A,, siis deldakse, et A on p-riihm.

Iga mittetriviaalne Abeli p-riihm sisaldab elementi, mille jark on p.
Kui A on Abeli rilhm, a € A jam € N, siis
ma = 0 < ord(a) | m.

Teoreem

Perioodiline Abeli riihm on oma p-komponentide sisemine otsesumma.
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Abeli riihma A nimetatakse jaguvaks, kui iga elemendi a € A ja
iga naturaalarvu n korral leidub selline b € A, et nb = a. Elementi
b nimetatakse elemendi a ja naturaalarvu n jagatiseks.

1. Riihma (Z, +) ei ole jaguv.
2. Rihm (Q, +) on jaguv.

Lause

Abeli rilhm A on jaguv parajasti siis, kui iga elemendi a € A ja iga
algarvu p korral leidub selline b € A, et pb = a.
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Me iitleme, et Abeli riihm B on Abeli riihma A homomorfne
kujutis, kui leidub siirjektiivne homomorfism f : A — B.

Lause

Jaguva Abeli riihma homomorfne kujutis on jaguv.

Lause

Jaguvate Abeli riihmade otsekorrutis ja valine otsesumma on
Jjaguvad.

Lause

Olgu B Abeli riihm, A < B ja olgu f : A — D mingi homomorfism,
kusjuures D on jaguv Abeli riihm. Siis leidub homomorfism
g:B—Dnii,etgla=".
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Oeldakse, et Abeli riihm on vaandeta, kui kdik tema nullist
erinevad elemendid on I6pmatut jarku.

Rihmad (Z,+) ja (Q,+) on vdandeta.

Lause

Mittetriviaalne vadndeta jaguv riihm sisaldab riihmaga Q
isomorfset alamriihma.

Vaatleme hulka
Q(b) ={(xb)/n | x € Z,ne N} C B.

Defineerime kujutuse f : Q — B v&rdusega

f (i) := (xb)/n.

n
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Ringid

Definitsioon
Hulka R koos kahe kahekohalise algebralise tehtega + ja -

nimetatakse (iihikelemendiga assotsiatiivseks) ringiks, kui

R1. (a+b)+c=a+(b+c)igaa,b,c € R korral;

R2. leidub element 0 € R nii,eta+0=a=0+aigaac R
korral;

R3. iga a € R korral leidub element —a € R nii, et
a+(—a)=0=(-a)+a;

R4. a+b=b+aiga a,b e R korral;

R5. (a-b)-c=a-(b-c)igaa,b,c € R korral;

R6. leidub element 1 € R nii, et a-1=a=1-aiga a € R korral;

R7. a-(b+c)=a-b+a-cigaa,b,c € R korral;

R8. (a+b)-c=a-c+b-cigaa,b,ce R korral.
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Ringi (R, +, ) nimetatakse
e jagamisega ringiks, kui (R \ {0}, ) on riihm;
o korpuseks, kui (R \ {0},-) on Abeli riihm.

Ringi puhul on vdimalik, et 1 = 0. Sellisel juhul see ring koosnebki
ainult iihest elemendist, sest mistahes elemendi a korral

a = al = a0 = 0. Jarelikult, kui ringis on vahemalt kaks elementi,
siis selles ringis 1 # 0. Muuhulgas korpuses on alati 1 # 0.
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Ringide homomorfismid

Lause

Olgu Ry ja R> ringid. Kujutus f: Ry — R on ringide homomorfism

parajasti siis, kui
Q f(a+ b)=1"f(a)+ f(b) iga a,b € Ry korral;
@ f(ab) = f(a)f(b) iga a,b € Ry korral;
Q f(1)=1.

Ringide homomorfismi f: Ry — R, tuumaks nimetatakse hulka
Ker(f) ={ae Ry | f(a) =0}.

Lause

Ringide homomorfism f: Ry — R» on iiksiihene parajasti siis, kui
Ker (f) = {0}.



Ringide ideaalid

Ringi R mittetiihja alamhulka / nimetatakse parempoolseks
(vasakpoolseks) ideaaliks, kui

Q@ a+beligaa,bel korral;
@ arcl(racl)igaacljare R korral

Parempoolset ideaali, mis on samaaegselt ka vasakpoolne ideaal,
nimetatakse ideaaliks.

Mistahes ringi R korral on R ise ja {0} ideaalid. Neid ideaale
nimetatakse triviaalseteks.

Lause

Ringide homomorfismi tuum on ideaal.
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Ringi peaideaalid

Olgu R ring ja a € R. Siis
Q hulk
aR={ar|reR}
on ringi R parempoolne ideaal,
Q hulk
Ra={ra|re R}
on ringi R vasakpoolne ideaal,
Q hulk
RaR = {Zx,-ay,- |neN,x;,y € R}
i=1

on ringi R ideaal.
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Ringi peaideaalid

Ideaale aR, Ra ja RaR nimetatakse vastavalt ringi R elemendi a
poolt tekitatud parempoolseks peaideaaliks, vasakpoolseks
peaideaaliks ja (kahepoolseks) peaideaaliks.

Ringi parempoolsete ideaalide (vasakpoolsete ideaalide, ideaalide)

lihisosa on samuti parempoolne ideaal (vasakpoolne ideaal, ideaal).

Lause

Ringis, mis sisaldab vahemalt kahte elementi, ei ole
mittetriviaalseid parempoolseid ideaale parajasti siis, kui see ring
on jagamisega ring.
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Lihtsad ringid

Ringi nimetatakse lihtsaks, kui temas ei ole mittetriviaalseid
ideaale.

Lause

Olgu D jagamisega ring ja n € N. Siis ring Mat,(D) on lihtne.
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Minimaalsed ideaalid

Ringi R parempoolset ideaali / nimetatakse minimaalseks

parempoolseks ideaaliks, kui / on minimaalne element ringi R
nullist erinevate parempoolsete ideaalide hulgas.

Lause

Olgu D jagamisega ring ja n € N. Siis ring Mat,(D) sisaldab
minimaalset parempoolset ideaali.

Teoreem

Ring R on lihtne minimaalset parempoolset ideaali sisaldav ring
parajasti siis, kui leidub jagamisega ring D ja naturaalarv n nii, et

R = Mat,(D).
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Moodulid

Hulka A koos kujutustega + : AXA—Aja-:RxA—= A
nimetatakse (vasakpoolseks) mooduliks iile ringi R, kui

M1. (a+b)+c=a+ (b+c)iga a,b,c € A korral;

M2. leidub element O € A nii, et iga a € A korral a+0=a =0+ a;

M3. iga elemendi a € A korral leidub element —a € A nii, et
at+(—-a)=0=(-a)+a;

M4. a+ b= b+ aiga a,be Akorral;

M5. k(a+ b) = ka+ kb iga a,b € A ja k € R korral;

M6. (k+/)a=ka+laiga ac Ajak,| € R korral;

M7. (kl)a = k(la) iga a € A ja k,I € R korral;

M8. la = aiga a € A korral.
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Tapsed jadad

Olgu meil jada vasakpoolsetest R-moodulitest A, ning
nendevahelistest homomorfismidest f,:

fo A f,
PNy S Ry S o SO (2)

Definitsioon
Moodulite jada kujul (2) nimetatakse tapseks kohal «, kui

Ker (f,) = Im (fy—1) .

Sellist jada, mis on tdpne igal kohal, nimetatakse tapseks.

Jada tapsusest kohal « jareldub otseselt, et f,f,—1 = 0, ehk tapsel
kohal kahe homomorfismi jarjestikune rakendamine annab
tulemuseks nullhomomorfismi.
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Liihikesed tapsed jadad

Moodulite jada

Q@0 A—'~Bon tdpne parajasti siis kui f on injektiivne;
Q A—L-B500n tapne parajasti siis kui f on siirjektiivne;
Q0 A . B—0on tdpne parajasti siis kui f on bijektiivne.

Tapset jada kujul

0 A-f-B & C 0

nimetatakse liihikeseks tapseks jadaks.

Kui liihikeses tapses jadas samastada A ja sellega isomorfne B
alammoodul Im (f), siis v8iks tinglikult kirjutada C = B/A.



Teoreem

Olgu
0 A—-~B-"~C 0

liihike tdpne jada. Siis jargmised vdited on samavdarsed.
(i) Leidub homomorfism ¢: B — A nii, et o = 14.
(ii) Leidub endomorfism f: B — B nii, et f> = f ja
Im (f) = Im (¢).
(iii) Leidub mooduli B alammoodul H nii, et B =TIm ¢+ H.
(iv) Leidub homomorfism : C — B nii, et m) = 1¢.

Sissejuhatus algebra struktuuridesse



Teoreem (4-lemma)

Kui kommutatiivse diagrammi

read on tipsed jadad, m ja p on injektiivsed ja | on siirjektiivne,
siis n on injektiivne.
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Vabad moodulid

Moodulit nimetatakse vabaks kui temas leidub baas, s.t.

lineaarselt sGltumatu moodustajate siisteem.

Lause

Vasakpoolne R-moodul F on vaba parajasti siis, kui ta on
isomorfne valise otsesummaga sellistest moodulitest A;, kus
Ai = rR igai €| korral:

F%@ZA,-.

iel

Lause

Iga moodul on vaba mooduli homomorfne kujutis (faktormoodul).
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Projektiivsed moodulid

Moodulit P nimetatakse projektiivseks, kui iga siirjektiivse
moodulite homomorfismi 7: RA — gB ja iga moodulite

homomorfismi f: rP — rB korral leidub moodulite homomorfism
g: RP — rANIi, et f = 7g.

Lause

Iga vaba moodul F on projektiivne.

Lause

Kui P ja Q on R-moodulid ja moodul P & Q on projektiivne, siis
ka P ja Q on projektiivsed.
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Projektiivsed moodulid

Teoreem

Jargmised véited R-mooduli P kohta on samavaarsed.
@ Moodul P on projektiivne.
@ /ga liihikese tapse jada

0—A—>B—">P—0

korral leidub homomorfism 1: P — B nii, et m) = 1p.

© Leidub vaba moodul F nii, et F = A+ B, kusjuures iiks
otseliidetavatest on isomorfne mooduliga P.
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Poolriihmad

Poolriihmaks nimetatakse hulka S koos sellel defineeritud
kahekohalise algebralise tehtega -, mis on assotsiatiivne, see
tahendab, et mistahes a, b,c € S korral (a-b)-c=a-(b-c).
Harilikult kirjutatakse a - b asemel lihtsalt ab.

Olgu S ja T poolriihmad. Kujutust f: S — T nimetatakse
poolrithmade homomorfismiks, kui

fxy) = f(x)f(y)

iga x,y € S korral.

Sissejuhatus algebra struktuuridesse



Poolriihmade naited

Niide

1. (N, +) on poolrithm, mis ei ole monoid.

2. (N, ) on monoid iihikelemendiga 1.

3. Kordarvude hulk on poolriihm korrutamise suhtes.

4. Mittetiihja hulga X kaigi teisenduste hulk 7/(X) on monoid
teisenduste jarjestrakendamise suhtes. Selle monoidi {ihikelement
on hulga X samasusteisendus 1x.

5. Olgu X suvaline mittetiihi hulk. Defineerides

Xy ‘= X

iga x,y € X korral saame poolriihma, mida nimetatakse
vasakpoolsete nullide poolriihmaks.
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Loplikud poolriihmad

Naide

LSpliku poolriihma korrutamistehe antakse sageli tabeli abil, mida
kutsutakse Cayley tabeliks (v&i lihtsalt korrutamistabeliks). Sellises
tabelis on elemendiga a margistatud rea ja elemendiga b
margistatud veeru IGikekohas korrutis ab. Naiteks voib vaadelda

poolriihma
5 = {e7 a? f’ b} b
mille Cayley tabel on
e a f b
ele e e b
ale e a b .
fle e f b
bl|b b b e
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Definitsioon

Alamhulka / poolriihmas S nimetatakse poolrithma S
parempoolseks (vasakpoolseks) ideaaliks, kui

asel (sael)

mistahes a € I, s € S korral. Poolriihma S ideaaliks nimetatakse
parempoolset ideaali /, mis on samal ajal ka vasakpoolne ideaal.

Definitsiooni jargi loeme ka poolriihma tiihja alamhulga ideaaliks.
On selge, et poolriihma ideaal on alampoolrithm. Vastupidine
ildjuhul ei kehti.

Definitsioon

Poolriihma S ideaali / nimetatakse minimaalseks ideaaliks, kui
Q/#£0
Q igaideaali Jkorral J# 0 ja JCI=J=1.
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Ideaalid vs. kongruentsid

Ringide puhul olid ideaalid iiksiiheses vastavuses ringi
kongruentsidega. Paraku aga suvalise poolriihma S kaiki
kongruentse ainult poolrilhma S ideaale vaadates kirjeldada ei
onnestu.

Kuigi igale kongruentsile ei vasta ideaal, saab siiski ideaali p&hjal
jargmisel viisil kongruentsi defineerida.

Reesi faktorpoolriihm ideaali jargi
Kui I on mittetiihi ideaal poolriihmas S, saame defineerida
poolriihmal S kongruentsi p; seosega

x,y € Vvoi
Xpry <=
X =y.

Selle kongruentsi jargi faktorpoolriihma tihistatakse S// def S/pr.
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Lause

Kui poolriihmas S leidub iihikelement (s.t. element e € S, mille
korral ex = x = xe iga x € S jaoks), on see poolriihmas ainus

tihikelement.

Seega saame poolriithma iihikelemendist (kui ta leidub) mdelda, kui
fikseeritud elemendist 1.

Monoidiks nimetatakse poolriihma koos fikseeritud
ihikelemendiga 1 (s.t. on antud selline element 1, et iga 1 € S
korral 1a = a = al).
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Monoidide homomorfism vs poolriihmade homomorfism

Kui kui S ja T on monoidid ning f: S— T on poolriihmade
homomorfism, ei pruugi see iihikelementi sdilitada. Kuna iihikut
vaatame osana monoidi struktuurist, peaksime monoidide
homomorfismilt néudma iihiku sailitamist.

Definitsioon
Olgu S ja T monoidid. Kujutust f: S — T nimetatakse
monoidide homomorfismiks, kui

ning

iga x,y € S korral.
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Poolriihma monoidiks muutmine thiku valisel lisamisel

Definitsioon
Olgu S poolriihm, olgu 1 mingi element, mis ei kuulu hulka S ja

st=su{1}.

Defineerime hulgal S* korrutamise nii, et poolriihma S elementide
omavabhelisi korrutisi ei muudeta, 1-1=1 ja

ls=s1l=s5s

iga s € S korral. limselt on S monoid iihikelemendiga 1. Oeldakse,
et monoid S! on saadud poolriihmast S iihikelemendi vilisel
lisamisel.
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Mistahes poolriihma S ja elemendi a € S korral tdhistame
Sa={sal|seS},
aS ={as|seS},
SaS = {sat | s,t € S}.
Siis
Sla=Sau{a},
aS! = aSu{a},
S'aSt = SaSU SaUaS U {a}.

Lemma

Olgu S poolriihm ja a € S. Siis
@ S'a on vihim vasakpoolne ideaal, mis sisaldab elementi a,
@ aS! on vahim parempoolne ideaal, mis sisaldab elementi a,
@ S'aS! on vihim ideaal, mis sisaldab elementi a.
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Lemma

Olgu S poolriihm ja a € S. Siis
@ S'a on vihim vasakpoolne ideaal, mis sisaldab elementi a,
@ aS! on vahim parempoolne ideaal, mis sisaldab elementi a,

© S'aS! on vahim ideaal, mis sisaldab elementi a.

Definitsioon

Oeldakse, et Sla (a51, 51a51) on poolrilhma S elemendi a poolt
tekitatud vasakpoolne peaideaal (vastavalt parempoolne
peaideaal, peaideaal).
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Lihtsad poolriihmad

Poolrithma S ideaali / nimetatakse parisideaaliks, kui / # S.

Mittetiihja poolrilhma S nimetatakse lihtsaks, kui ta ei sisalda
mittetiihje parisideaale.

Seega poolriihm on lihtne parajasti siis, kui tal on t3pselt kaks
ideaali: ) ja S.

Lause

Poolriihm S on lihtne parajasti siis, kui SaS = S iga a € S korral.
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Lihtsad poolriihmad

Poolrithma S ideaali / nimetatakse parisideaaliks, kui / # S.

Mittetiihja poolrilhma S nimetatakse lihtsaks, kui ta ei sisalda
mittetiihje parisideaale.

Seega poolriihm on lihtne parajasti siis, kui tal on t3pselt kaks
ideaali: ) ja S.

Lause

Poolriihm S on lihtne parajasti siis, kui SaS = S iga a € S korral.

Sissejuhatus algebra struktuuridesse



Kui A ja B on poolriihma S alamhulgad, siis kasutatakse tahistust
AB ={ab|a€ A bec B}.

Muuhulgas A = B = S korral kirjutatakse SS = S2.

Poolriihma S nimetatakse faktoriseeruvaks, kui S2 = S.

Teiste sGnadega: poolriihm on faktoriseeruv, kui selle iga element
on esitatav kahe elemendi korrutisena.

Lause

Lihtne poolriihm on faktoriseeruv.

Lause

Kui M on minimaalne ideaal poolriihmas S, siis M on ise lihtne
poolriihm.
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Greeni seosed

Olgu J, L, R, H ja D seosed poolriihmal S, mis on defineeritud
jargmiselt:
aJb <= Slas! = slpst

aRb <= aS! = bS?

alb < S'a=Sb
H=LNR
D=LoR

mistahes a, b € S korral. Seoseid 7, £, R, H ja D nimetatakse
Greeni seosteks poolrilhmal S.

Seosed R, L ja J on ekvivalentsiseosed hulgal S.
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Saab nididata, et H = L AR ja D = LV R, kus alumine ja
iilemine raja R ja L vahel leitakse hulga S kdigi ekvivalentsiseoste
hulgas, mis on jarjestatud hulk sisalduvusseose suhtes. Siimbol o
tahistab binaarsete seoste korrutamist. Saab nididata, et D C 7.
Onselge, et HCLCDjaHCRCD.

J

H
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Mistahes hulkade A ja X korral on hulk S = A x X poolriihm
korrutamise

(a,x)(@,x") :== (a,x)

suhtes. Vaatleme olukorda, kus A = {a, b} ja X = {x,y, z}.
Otsekorrutise A x X elemendid vdib kirjutada iiles tabelina

(a,x) | (ay) | (a,2)
(b,x) | (b,y) | (b,2)

On vdimalik n3idata, et selle tabeli read on poolriihma A x X

R-klassid ja veerud on L-klassid. Seega #-klassid on
tiheelemendilised ja poolriihmal on iiksainus D-klass, mis koosneb
kGigist tema elementidest.
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Lause

Seos R on vasakpoolne kongruents poolriihmal S ja seos L on
parempoolne kongruents poolriihmal S, see tahendab, et iga
a,b,c €S korral

aRb —> caRcb,
alb— acLbc.
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Poolriihma S elementi e nimetatakse idempotendiks, kui e? =e.
Poolriihma S kdigi idempotentide hulka tahistatakse E(S).

Lemma

Kui S on riihm, siis selles leidub tidpselt iiks idempotent.

Poolriihma S idempotenti e nimetatakse primitiivseks, kui iga
f € E(S) korral:
ef =fe=f = e=f

Lihtsat poolriihma S, mis sisaldab primitiivset idempotenti,
nimetatakse taiesti lihtsaks.
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Lemma

Poolriihma iga minimaalne vasakpoolne (parempoolne) ideaal on
selle poolriihma L-klass (R-klass).

Lause

Olgu S poolriihm.

© Kui L on poolriihma S minimaalne vasakpoolne ideaal, siis
L= Saiga aé€ L korral.

@ Kui R on poolriihma S minimaalne parempoolne ideaal, siis
R = a$ iga a € R korral.

Lause

Kui S on lihtne poolriihm ja sisaldab minimaalset vasakpoolset
ideaali L (minimaalset parempoolset ideaali R), siis S on oma
minimaalsete vasakpoolsete (parempoolsete) ideaalide iihend.
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Lemma

Olgu S poolriihm, a,b € S ja bH ab. Tahistame H := Hp = H,p.
Siis kujutus
Aa:H— H, x— ax

on bijektiivne.

Lemma

Mittetiihi poolriihm S on riihm parajasti siis, kui aS = S ja Sa= S
igaa€s$S korral.
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Lause

Jargmised viited poolriihma S H-klassi H kohta on samavdarsed.
Q Leidub e® = e c H.
© Leiduvad a,b € H nii, et ab € H.

© H on poolriihma S alampoolriihm, mis on riihm.

Lause

Téiesti lihtsa poolriihma kbik H-klassid on riihmad.
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Lause

Olgu S lihtne poolriihm, mis sisaldab vdhemalt iihte minimaalset
vasakpoolset ideaali ning vahemalt iihte minimaalset parempoolset
ideaali. Siis poolriihma S iga minimaalse vasakpoolse ideaali L ja
iga minimaalse parempoolse ideaali R korral kehtivad tingimused:

Q@ LR=S;
@ RL on riihm;
© riihma RL iihikelement e on primitiivne idempotent.

Seega S on téiesti lihtne.

Definitsioon

Poolriihma S idempotenti e nimetatakse primitiivseks, kui iga
f € E(S) korral:
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Teoreem

Olgu S lihtne poolriihm. Siis jargmised viited on samavaarsed:
@ S on tiiesti lihtne;
@ S on rithmade lihend;

© S kéik vasakpoolsed ja parempoolsed peaideaalid on
minimaalsed;

Q S sisaldab vihemalt iihte minimaalset vasakpoolset ideaali ja
vdhemalt iihte minimaalset parempoolset ideaali.

Jareldus

Léplik poolriihm on tdiesti lihtne parajasti siis, kui ta on lihtne.
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Definitsioon
Poolrithma S nimetatakse regulaarseks, kui

(Vae S)(3x € S) a= axa.

Kui a ja x on sellised elemendid, et a = axa, siis ax = axax ja
xa = xaxa, mis tdhendab, et ax ja xa on idempotendid. Seega
regulaarsetes poolriihmades on iildiselt “palju” idempotente.

Naide

1. Kui X on mittetiihi hulk, siis tema teisenduste poolriihm 7 (X)
on regulaarne. Kui f € T(X), siis defineerime teisenduse g € T (X)
nii, et ta viib iga elemendi hulgast Im (f) mingiks selle elemendi

originaaliks f suhtes, ja kdigil teistel X elementidel on g
defineeritud suvaliselt. Siis f = fgf.

2. Poolriihm (Mat,(K), ), kus K on korpus, on regulaarne.
Ruutmaatriksi A Moore'i-Penrose’i pédrdmaatriks AT rahuldab
muuhulgas vérdust AATA = A.
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Poolriihma S elementi a’ nimetatakse elemendi a inversseks
elemendiks, kui a = ad’a ja a/ = 3'ad’.

Lause

Regulaarse poolriihma igal elemendil leidub vihemalt iiks inversne
element.

Poolriihma nimetatakse inversseks, kui tema igal elemendil leidub
tapselt iiks inversne element.
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Poolriihma nimetatakse inversseks, kui tema igal elemendil leidub
tapselt iiks inversne element.

Edaspidi tahistame inversse poolriihma elemendi a iiheselt
mairatud inversset elementi siimboliga a’. Definitsioonist jareldub,
et (a')’ = a. Kuna iga idempotent e on iseenda inversne element,
siis inversses poolriihmas ¢’ = e.

Iga riihm on inversne poolriihm, kus a’ = a~!.

Iga inversne poolriihm on regulaarne. Jargmine tulemus iitleb,
millised regulaarsed poolriihmad on inverssed.

Teoreem

Regulaarne poolriihm on inversne parajasti siis, kui tema
idempotendid kommuteeruvad.
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Poliigoonid

Poliigoonide teema juures eeldame kdikjal, et S on monoid
ihikelemendiga 1.

Hulka A nimetatakse parempoolseks poliigooniks iile monoidi S
ehk parempoolseks S-poliigooniks, kui on antud kujutus
r: AxS — A (a,s)— as, nii, et

Q (as)t = a(st),
Q al=a2a

mistahes a € A ja s, t € S korral. Kujutust r: Ax S — A
nimetatakse ka monoidi S (parempoolseks) toimeks hulgal A.

Alamhulka B nimetatakse poliigooni As alampoliigooniks, kui iga
b€ BjaseS korral bs € B.
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Polligoonide naited

@ Olgu (R, +, ") ring. Siis iga parempoolne R-moodul on poliigoon iile
selle ringi multiplikatiivse monoidi (R, -).

@ Olgu S monoid. Siis S on poliigoon iile iseenda, kui toime

defineerida monoidi S korrutamise abil. Seda poliigooni tahistatakse
Ss.

© Olgu A mittetiihi hulk ja 7 selle hulga kdigi teisenduste monoid
jarjestrakendamise suhtes. Defineerides vasakpoolse toime
T x A— A vdrdusega
fa:= f(a)

a€ A, f €T, saame vasakpoolse poliigooni A.

© Olgu S monoid. Siis S iga parempoolne ideaal on poliigooni Ss
alampoliigoon. Muuhulgas parempoolsed peaideaalid sS, kus s € S,
on poliigooni Ss alampoliigoonid.
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Lahutumatud poliigoonid

Poliigooni nimetatakse lahutumatuks, kui teda ei saa esitada kahe

mittetiihja [dikumatu alampoliigooni iihendina.

Utleme et poliigoon As on alamhulga X C A poolt tekitatud (ehk
moodustatud), kui iga element a € A esitub kujul a = xs mingi
x € X ning s € S jaoks.

Lause

Olgu As iihe elemendi a € A poolt moodustatud S-poliigoon. Siis
As on lahutumatu.

Olgu S monoid ning s € S. Siis sS on lahutumatu parempoolne
S-poliigoon.
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Lahutus lahutumatute poliigoonide iihendiks

Lemma

Kui C;, i € | on parempoolse S-poliigooni As Iahutumatute
ics Ci # 0, on iihend | J;
poliigooni As lahutumatu alampoliigoon.

Lause

Iga mittetiihi poliigoon on esitatav mittetiihjade lahutumatute

alampoliigoonide pere ning ic1 G

alampoliigoonide I6ikumatu (ihendina.
Kui poliigoon Ag avaldub lahutumatute alampoliigoonide C;
A=| |G,

iel
vGime nimetada poliigoone C; poliigooni A lahutumatuteks

[6ikumatu iGthendina

komponentideks (v&i sidususkomponentideks).
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Kui poliigoon As avaldub lahutumatute alampoliigoonide C;

A=| |G,

i€l

[6ikumatu Ghendina

vdime nimetada poliigoone C; poliigooni A lahutumatuteks
komponentideks (v3i sidususkomponentideks).

Naide

Kui X on suvaline hulk ja S on monoid, saame hulka X x S
vaadata parempoolse S-poliigoonina, defineerides (x,s) € X x S
ning t € S jaoks

(x,s)t := (x,st).

Siis poliigooni X x S lahutumatuteks komponentideks on
alampoliigoonid {(x,s) | s € S}, kus x € X, kuna

XxS=|]{(xs)seSt=| |[{x}xS.

xeX xeX
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Vabad poliigoonid

Poliigooni As alamhulka X nimetatakse baasiks, kui iga a € A
korral leiduvad iiheselt maaratud x € X ja s € S nii, et a = xs.

Poliigooni nimetatakse vabaks, kui temas leidub baas.

Kui X on suvaline hulk ja S on monoid, saame hulka X x S
vaadata parempoolse S-poliigoonina, defineerides (x,s) € X x S
ning t € S jaoks

(x,s)t == (x, st).

Siis poliigoon X x S on vaba ja selle baasiks on {(x,1) | x € X}.
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Definitsioon
Poliigooni As alamhulka X nimetatakse baasiks, kui iga a € A
korral leiduvad iiheselt m3aratud x € X ja s € S nii, et a = xs.

X x S on parempoolne S-poliigoon toimega
(x,s)t := (x, st).

Siis poliigoon X x S on vaba ja selle baasiks on {(x,1) | x € X}.

Lause
Kui As on parempoolne S-poliigoon ning X C A, siis
Q kujutus
r:XxS—A, (x,s)— xs
parempoolsete S-poliigoonide homomorfism ning

@ kujutus r on bijektiivne (ning seega S-poliigoonide
isomorfism) parajasti siis, kui X on poliigooni As baasiks.
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Naide

Kui X on suvaline hulk ja S on monoid, saame hulka X x S
vaadata parempoolse S-poliigoonina, defineerides (x,s) € X x S
ning t € S jaoks

(x,s)t := (x, st).

Siis poliigoon X x S on vaba ja selle baasiks on {(x,1) | x € X}.
Kujutus
r:AxS—A, (a,s)— as

parempoolsete S-poliigoonide homomorfism.

Lause

Iga poliigoon on vaba poliigooni homomorfne kujutis.
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Kui X C A, siis kujutus
r:XxS—A, (x,s)—xs

on bijektiivne (ning seega S-poliigoonide isomorfism) parajasti siis,
kui X on poliigooni As baasiks.

Teoreem

Poliigooni Fs jaoks on jargmised vaited samavaarsed:
© poliigoon Fs on vaba,
© Fs esitub I6ikumatu iihendina

F=||F,

i€l

kus F; = Ss iga i € | korral.
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Projektiivsed poliigoonid

Poliigooni Ps nimetatakse projektiivseks, kui iga siirjektiivse

homomorfismi 7 : As — Bs ja iga homomorfismi f : Ps — Bg
korral leidub homomorfism g : Ps — Ag nii, et mg = f, s.t.
jargmine diagramm on kommutatiivne:

A547T>BS

Tiihi poliigoon (s on projektiivne, sest ainuke homomorfism
()s —= Bs on tiihi kujutus ja seega ka g ossa sobib tiihi kujutus.
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Lemma

Kui S on monoid, on kujutus

A: Ss — End(Ss,Ss), s+ (t— st)
monoidide isomorfism péordkujutusega

evi: End(Ss,Ss) — Ss, f— f(1).

Lemma

Olgur: X — Y ning i: Y — X funktsioonid hulkade X ja Y vahel
nii, et ro i = 1y. Siis kehtivad jargmised véited:

© kujutus i: Y — X on injektiivne,
@ Im (/) =Im(ior) ning

© kujutus ior: X — X on idempotentne
(s.t. (ior)o(ior)=ior).
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Lause

Olgu poliigoon Ps oma mittetiihjade alampoliigoonide P;, i € I,
l6ikumatu iihend, s.t. Ps = | |;, P;. Poliigoon Ps on projektiivne
parajasti siis, kui iga i € | korral poliigoon P; on projektiivne.

Lemma

Lahutumatu poliigoon Ps on projektiivne parajasti siis, kui leidub
idempotent e € S nii, et P = eS, kus eS on vaadatud poliigooni
Ss alampoliigoonina.

Teoreem

Poliigoon Ps on projektiivne parajasti siis, kui
P=||P
icl
kusjuures iga i € | korral leidub idempotent e; € S nii, et P; = ¢;S.
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Loplikud korpused

Definitsioon

Korpus on kommutatiivne ring, mille nullist erinevad elemendid
moodustavad korrutamise suhtes riihma.

Korpuse K iihikelementi tdhistame 1 ja nullelementi 0. Me
tahistame ka K* := K \ {0} ja iitleme, et (K*,-) on korpuse K
multiplikatiivne riihm.

Korpuses K saame m € Z ning a € K korral vaadata elementi kujul
ma=a+a+...+ a,
~—_———
m liidetavat

Kujutus
Z—K, m— ml

on ringide homomorfism.
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Korpuse L alamringi K nimetatakse alamkorpuseks, kui a=! € K
iga aec K\ {0} korral.

Olgu p iihikelemendi 1 € K jark aditiivses riihmas (K, +), s.t.
vahim selline naturaalarv p, et p1 = 0. Siis 6eldakse, et korpuse K

karakteristika on p ja t3histatakse charK = p. Definitsioonist
jareldub, et kui charK = p, siis iga a € K korral pa = 0, sest

pa=p(l-a)=(pl)a=0a=0.

Lause

Lépliku korpuse karakteristika on algarv.

Lause

Kui korpuse K karakteristika on p, siis see korpus sisaldab
Jaagiklassikorpusega 7, isomorfset alamkorpust.
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Kui korpus K on korpuse L alamkorpus, siis 6eldakse, et korpus L
on korpuse K laiend.

Lause

Korpuse K iga laiendit L véib vaadelda vektorruumina iile korpuse
K. Kui L on Iplik ja |K| = q, siis |L| = q™, kus m € N.

Teoreem

Lépliku korpuse elementide arv on algarvu aste.
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Lemma

Kui korpuse K karakteristika on p, siis iga a,b € K ja n € N korral
(a+ b)P" = a"" + bP".

Lemma

Kui K on I8plik korpus ning |K| = q, siis
Q igaac K* korral a9 1 =1,
Q iga a € K korral a9 = a.
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Kui p(x) € K[x] on mingi poliinoom iile korpuse K, siis selle
poliinoomi poolt tekitatud peaideaal

P(x)K[x] = {p(x)h(x) | h(x) € K[x]}
koosneb kdigist poliinoomidest ringis K[x], mis jaguvad

poliinoomiga p(x). Kdrvalklass esindajaga f(x) € K|[x] ideaali
p(x)K|[x] jargi on hulk

[F()] = £(x) + p(x)KIx] = {£(x) + p(x)h(x) | h(x) € K[x]}.
Muuhulgas [0] = p(x)K|[x]. Saab nididata, et
[F()] = [g(X)] <= f(x)—g(x) € p(x)K[x] <= p(x) | f(x)—g(x).

Lause

Olgu K korpus ja p(x) € K[x]| taandumatu poliinoom, mille aste
d > 2. Siis faktorring L = K|[x]/p(x)K[x] on korpus, mis sisaldab
korpusega K isomorfset alamkorpust ning milles poliinoomil p(x)
on olemas juur. Kui |K| = p™, siis |L| = p™.
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Lause

Olgu K korpus ja p(x) € K[x| taandumatu poliinoom, mille aste
d > 2. Siis faktorring L = K[x]/p(x)K[x] on korpus, mis sisaldab
korpusega K isomorfset alamkorpust ning milles poliinoomil p(x)
on olemas juur. Kui |K| = p™, siis |L| = p™.

Teoreem

Olgu f(x) € K [x] poliinoom kordajatega korpusest K ning olgu
f(x) aste n > 1. Siis leidub korpuse K selline laiend L, milles
poliinoomil f(x) on n juurt.
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Definitsioon

Korpuse K laiendit L nimetatakse poliinoomi f(x) € K[x]
lahutuskorpuseks, kui f(x) lahutub lineaartegurite korrutiseks iile

LI

f(x)=b(x —a1)...(x — an),
kus a1, ...,an, b € L, ning korpuse L iga alamkorpuse M korral, mis
sisaldab korpust K ja elemente a1, ..., an, kehtib vérdus M = L.

Kui K on I8plik, siis ka f(x) lahutuskorpus L on 18plik. Kehtib
jargmine teoreem, mida me siinkohal ei tdesta.

Teoreem (tBestuseta)

Poliinoomi lahutuskorpus on isomorfismi tapsuseni iiheselt
maaratud.
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Teoreem

Iga algarvu p ja naturaalarvu n korral leidub korpus, milles on p"
elementi. See korpus on isomorfismi tipsuseni iiheselt mdaratud.
TOESTUS.

@ Olgu L poliinoomi x9 — x lahutuskorpus.

@ Olgux9 —x=(x—a1)...(x—aq), kus a1,...,aq € L.

@ x9 — x ei oma kordseid juuri, kuna

SUT((x9 — x),(x9 — x)") =SUT((x9 — x),-1) =1
o K={a1,...,aq} ={a€ L|a%=a} C L on alamkorpus.
@ Kuna kuna Z, C K, siis K = L.

o Uhesus tuleb lahutuskorpuse iihesusest, kuna g elemendilises
korpuses L’ iga a € L’ korral a9 = a.

O
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Vére osaliselt jarjestatud hulgana

Osaliselt jarjestatud hulga (P, <) elementi ¢ nimetatakse
elementide a ja b iilemiseks tokkeks, kui a < c ja b < c.
Elementide a ja b iilemine raja on nende elementide vihim
iilemine tdke. Analoogiliselt saab defineerida alumised tdkked ja
alumised rajad. Ulemist raja t3histatakse a\/ b ja alumist raja a A b.

Vore on jarjestatud hulk, mille igal kahel elemendil leidub iilemine
ja alumine raja.
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Vére algebralise struktuurina

Vére on mittetiihi hulk L, millel on defineeritud kaks algebralist
tehet + ja - (liitmine ja korrutamine) nii, et mistahes a, b,c € L

korral

(a+b)+c = a+(b+c) (ab)c = a(bc)

a+b = b+a ab = ba
ata = a aa =
(a+b)a = a ab+a

Lause

Olgu (L, +,-) vore algebralise definitsiooni méttes. Siis mistahes
a,b € L korral
a=ab < b=a+b
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Vaatepunktide samavaarsus

Teoreem

Kui (L, <) on vére jirjestusteoreetilises méttes ja defineerime
kahekohalised tehted + ja - vordustega

a+b:=aVvh,
ab:=aAb,

siis (L, +, -) on vore algebralises méttes.
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Vaatepunktide samavaarsus

Teoreem

Kui (L,+,-) on vdre algebralises méttes ja defineerime seose <
Jjargmiselt:
a< b<= a= ab,

siis (L, <) on vére jarjestusteoreetilises méttes. Selles véres
a<b = ac<bc ja atc<b+c (3)

mistahes a, b, c € L korral.
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Taielikud vored

Osaliselt jarjestatud hulka L nimetatakse tadielikuks voreks, kui

selle mistahes alamhulgal on olemas nii lilemine kui alumine raja.

Definitsiooni jargi peab leiduma ka tiihja alamhulga alumine ja
iilemine raja.

© Kaoik 16plikud vored on taielikud.

@ Hulga X alamhulkade vdre (P(X),U,N) on taielik.

© Naturaalarvude hulk SUT ja VUK vtmise suhtes on vre, mis
ei ole taielik, sest puudub suurim element.

@ Ratsionaalarvude hulk Q ei ole taielik vdre. Kui r on
irratsionaalarv, siis hulgal {a € Q| r < a} on I&pmata palju
alumisi tokkeid, aga puudub alumine raja.

Sissejuhatus algebra struktuuridesse



Taielikud vored

Lause

Osaliselt jarjestatud hulga L korral on jargmised vaited

samavaarsed.
Q L on tiielik vore.
@ Hulga L igal alamhulgal on olemas alumine raja.

© Hulga L igal mittetiihjal alamhulgal on olemas alumine raja
ning hulk L sisaldab suurimat elementi.

Teoreem (Knaster—Tarski teoreem)

Taieliku vére L ja mistahes jarjestust sdilitava teisenduse f: L — L
korral leidub element xo € L nii, et f(xp) = Xo.
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Modulaarsed vored

Lause

Mistahes vére L ja elementide a, b, c € L korral
Q@ at+bc<(a+b)a+c),
@ kuia<c, siisa+ bc < (a+ b)c.

Voret L nimetatakse modulaarseks, kui mistahes a, b, ¢ € L korral

a<c==a+bc=(a+b)c.

Saab néidata, et rilhma kdigi normaaljagajate v&re tehete - ja N
suhtes on modulaarne.
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Naide

Viieelemendiline vdre

o<

u

ei ole modulaarne. Seda véret tdhistatakse siimboliga Ns.

Lause

Mooduli Mg (R on ring) alammoodulite vére (Sub(M),+,N) on
modulaarne.
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Modulaarsusega samavaarsed tingimused

Teoreem

Vére L jaoks on jargmised vdited samavaarsed.

© L on modulaarne.
Q@ Kuia,b,cel,a>b,a+c= b+ c jaac= bc, siisa=b.

© L ei sisalda vérega N5 isomorfset alamvéret.
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Distributiivsed vored

Voret L nimetatakse distributiivseks, kui mistahes a, b,c € L

korral
(a+ b)c = ac + bc.

Lemma

Iga distributiivne vére on modulaarne.

@ Hulga X alamhulkade vdre (P(X),U,N) on distributiivne.

@ Naturaalarvude hulk suurima iihisteguri ja vahima iihiskordse
votmise suhtes on distributiivne vére.

© Ahelad on distributiivsed vored.
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Distributiivsed vored

Naide
Vore

u

ei ole distributiivne. Selle v&re tahistuseks on Mj.

Teoreem (tBestuseta)

Viére L on distributiivne parajasti siis, kui ta ei sisalda voredega N5
Jja Ms isomorfseid alamvéresid.
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Universaalalgebra

Tuletame meelde Q-algebra definitsiooni.

Hulka € koos tiikeldusega

Q= D Q,
n=0

alamhulkade Q,, (mis vdivad olla ka tiihjad) I8ikumatuks iihendiks
nimetame tiiiibiks ehk signatuuriks. Iga w € Q, korral loeme, et
tehtemargi w aarsus on n.

Olgu Q tiitip ja A hulk. Kui iga arvu n € NU {0} korral vastab igale
tehtemargile w € Q, iiks konkreetne n-kohaline algebraline tehe
wA: A" — A, siis iitleme, et paar (A, {w? | w € Q}) on Q-algebra.
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Universaalalgebra

Universaalalgebra uurib Q-algebraid iildkujul.

Nagu me oleme juba ndinud, saab 2-algebrate puhul rdikida
homomorfismidest, alamalgebratest, kongruentsidest ja
faktoralgebratest. Neid mdisted seob Q-algebrate
homomorfismiteoreem.

Teoreem (Homomorfismiteoreem)

Olgu f : A — B homomorfism 2-algebrate vahel. Siis leidub
iiksiihene homomorfism g : A/ Ker f — B nii, et f = gm, kus
m:A— A/Ker f on loomulik projektsioon.

Algebras ei uurita tavaliselt ainult hulki koos suvaliste tehetega,
vaid ndutakse ka tehetelt teatud vdrduste rahuldamist (n&iteks
X +y =y+x v6i xx t =1). Et universaalalgebra kontekstis

sellistest vordustest iildjuhul radkida, toome sisse termi mdiste.
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[ee]

Olgu Q = | | Q, signatuur ja X hulgaga Q |8ikumatu hulk. Me
n=0

mdtleme X elementidest kui muutujatest (selles tihenduses nagu

muutuja esineb poliinoomi definitsioonis), vahel iitleme nende
kohta ka “tdht”.

Definitsioon

(Q, X)-termid defineeritakse jargmiste kolme tingimuse abil.
@ Hulga Qo U X elemendid on 0-astme (€2, X)-termid.
Q@ KuinmeN, weQ,jat,...,t, on dlimalt (m— 1)-astme
(22, X)-termid, kusjuures vahemalt iiks neist on tapselt
(m — 1)-astme (£, X)-term, siis “séna” w(t1,...,t,) on
m-astme (€, X)-term.

© Rohkem (£, X)-terme ei ole.
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(Q, X)-termide algebra

Kaikide (€2, X)-termide hulk F(X) on Q-algebra, kui defineerida
iga w € Qp jaoks
WwfX) =y e F(X)

ning mistahes w € Q,, n € Nja ty,...,t, € F(X) korral v&tta
WXy, ) = w(ty, ..., ta) € F(X).

Saadud algebrat F(X) nimetatakse termide algebraks v&i
absoluutselt vabaks algebraks baasiga X ja signatuuriga Q.
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Kui t = t(x1,...,xn) € F(X) = T(Q,X) ja A on Q-algebra, siis
n-aarne funktsioon t*: A" — A defineeritakse jirgmiselt:

Q kui t = w € Qq, siis mistahes a1, ..., a, € A korral
t4(a1,...,an) = 02, kus 02 on nullaarse tehte w poolt
fikseeritud element hulgas A,

@ kui t =x € X, siis x = x; mingi i € {1...,n} korral, ja
mistahes ay, . ..,a, € A jaoks saame vdtta funktsiooniks t*
projektsiooni /-ndale komponendile, s.t.

tA(al,...,a,,):a,-,

Q kui t =w(t1,...,ts) € F(X) on m-astme term, s.t. t1,...,1ts
on ilimalt (m — 1) astme termid ja w € Qs, siis mistahes
ai,...,an € A korral

tY(a1,...,an) = Wt a1, ..., an), ..., (a1, ..., an)).
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Olgu Q signatuur ja u,v € F(X) = T(Q, X), kus X = {x1,x2,...}
on loenduv hulk. Oeldakse, et Q-algebral A kehtib samasus v = v,
kui termidele v ja v vastavad termfunktsioonid on vdrdsed, s.t.

UA = VA.

Formaalselt on samasus termide paar (u, v), aga sisulise
arusaamise lihtsustamiseks kirjutame selle iiles kujul u = v.

Q-algebrate klassi I nimetatakse muutkonnaks, kui leidub selline
samasuste hulk S, et klassi I kuuluvad need ja ainult need
algebrad, mis rahuldavad kaiki hulka S kuuluvaid samasusi.

Muutkondadena on kirjeldatavad naiteks ringide klass ning
vektorruumide klass, aga mitte korpuste klass.
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Miks muutkondadest hoolime?

See, et algebrate klass on muutkond, ehk on esitatav samasuste
kaudu, annab meile automaatselt mitmed head omadused. N&iteks,
muutkond on kinnine

@ alamalgebrate v&tmise suhtes,

@ faktoralgebrate v&tmise suhtes ning

© korrutiste v8tmise suhtes.
Tuleb valja, et kehtib ka vastupidine. Iga eelneva kolme
operatsiooni suhtes kinnine Q-algebrate klass on samasuste kaudu
kirjeldatav.
Teoreem (Birkhoff)

Mittetriviaalne Q2-algebrate klass on muutkond parajasti siis, kui

see on kinnine alamalgebrate, homomorfsete kujutiste ja (mistahes
vBimsusega) otsekorrutiste vétmise suhtes.
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Q-algebrate ning muutkondade kontekstis saab arendada suurt osa
algebrast. Siiski, mdned vaadeldud struktuurid, naiteks taielikud
vired, ei ole kenasti kirjeldatavad Q-algebrate keeles. Uks v&imalus
on ildistada muutkonna mdiste kategooria mdistele. Idee on
jargmine:
@ meil on mingi matemaatiliste struktuuride klass (n&iteks
riihmad v8i meetrilised ruumid),

o struktuuride klassiga kdib kaasa struktuuri sdilitava kujutuse
mdiste (rihmade homomorfism, kaugust ahendav kujutus).

Tuleb valja, et ainult neid kahte asja teades on vdimalik suhteliselt
palju teooriat arendada, teadmata midagi konkreetset struktuuride
enda kohta .
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Kategooria definitsioon

Kategooria C koosneb jargmistest komponentidest:

©Q Kklass Cp, mille elemente kutsume selle kategooria objektideks;

@ iga objektipaari (A, B) jaoks on olemas hulk C(A, B), mille
elemente nimetame morfismideks objektist A objekti B;

© iga objektikolmiku (A, B, C) jaoks on olemas kujutus
(komponeerimine ehk korrutamine)

C(A, B) x C(B, C) —» C(A, C);

paari (f, g) kujutist (morfismide f ja g kompositsiooni ehk
korrutist) tahistame g o f v&i liihidalt gf;

© iga objekti A jaoks on olemas morfism 14 € C(A, A), mida
kutsutakse objekti A Gthikmorfismiks.
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Kategooria definitsioon (jatk)

Kategooria andmed peavad lisaks rahuldama jargmiseid tingimusi:
@ Kui (A, B) # (A, B'), siis C(A,B)NC(A,B") = 0.
@ Assotsiatiivsuse aksioom: mistahes morfismide f € C(A, B),
g €C(B,C), heC(C,D) korral kehtib vdrdus

h(gf) = (hg)f.

@ iihiku aksioom: mistahes morfismide f € C(A, B),
g € C(B, C) korral kehtivad vérdused 1gf = f ja glg = g.

Kui mingi 2-algebra endomorfismid moodustavad monoidi, siis
ildisemalt iga Q-algebrate klass (naiteks mingi muutkond)
moodustab kategooria, mille objektide klassiks on antud algebrate
klass ning mille morfismideks on Q-algebrate homomorfismid.
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Kategooriate naited

Kui mingite matemaatiliste struktuuride vahel leidub struktuuri
sdilitava kujutuse mdiste, siis saame neist tavaliselt moodustada
kategooria. Vastavat kategooriat tahistatakse tavaliselt kas
lihendiga struktuuri nimest vdi morfismi nimest.

Tahis objektid morfismid

Set hulgad kujutused

Rel hulgad binaarsed seosed hulkade vahel
Mon monoidid monoidide homomorfismid

Gr riihmad rithmade homomorfismid

Ab Abeli rithmad rithmade homomorfismid
Veck vektorruumid iile K lineaarkujutused

Top topoloogilised ruumid pidevad kujutused

Graph graafid graafide homomorfismid
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Definitsioon

Kategooria C objektide A, B korrutis on kolmik (P, 7, 7g), kus
PeCyjama: P— A mg: P — B on morfismid kategoorias C
(mida nimetatakse projektsioonideks), mis rahuldavad tingimust,
et kui Q@ € Cp on objekt ja f: Q@ — A, g: Q — B on morfismid,
siis leidub tiheselt maaratud morfism m: Q@ — P nii, et jargmine
diagramm kommuteerub:

Q
|
f EI!lm £
|
A
A P B
TA B

Tihtipeale kirjutatakse m asemel (f,g). Uheselt maaratud m
leidumise omadust kutsutakse tihti korrutiste
universaalomaduseks.

Sissejuhatus algebra struktuuridesse



Korrutised hulkade kategoorias

Olgu A ja B objektid kategoorias Set, ehk siis hulgad. Nende objektide
korrutis kategoorias Set on kolmik (P, 7, mg), mida saab illustreerida
hulkade ning funktsioonide diagrammiga

AsE P B.

Funktsioonid m4 ning mg vGimaldavad meil igale elemendile p € P seada
vastavusse paari (a, b) := (ma(p), 78(p)) € A x B. Korrutise
universaalomadus viljendab seda, et iga paari (a, b) € A x B jaoks leidub
unikaalne p € P, mis sellele paarile vastab.

Selle nigemiseks vdtame universaalomaduses @ := {x} ja esitame
suvalise hulga X elemente funktsioonidega {*} — X.

{*}

|

[
31(a,b)

[

y
A P B

TA B
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