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I peatiikk.
Mooduga ruumid

§ 1. Sissejuhatus

Hulkasid, mille elementideks on mingi etteantud hulga alamhulgad, nimetame edas-
pidi ((alam)hulkade) kogumiteks. Hulga X koigi alamhulkade kogumit téhistame
stimboliga P(X). Funktsioone, mille mééramispiirkonnaks on mingi alamhulkade
kogum, nimetame hulgafunktsioonideks.

1.1. Hulkade “mootmine”

Maooduteooria (ja integraaliteooria) teke oli motiveeritud vajadusega “mdodta” ette-
antud hulga alamhulki. Toome moéned esimesena pahetulevad néited niisuguse “moot-
mise” kohta:

e tasandilise kujundi pindala leidmine — hulga R? alamhulkade “md&otmine”;
e ruumilise keha ruumala leidmine — hulga R? alamhulkade “mootmine”;
e ruumilise keha massi leidmine — hulga R? alamhulkade “m&dtmine”;

e antud juhusliku katse puhul mingi siindmuse toenédosuse leidmine — selle ju-
husliku katse elementaarsiindmuste hulga alamhulkade “m&otmine”.

Koigi néitena toodud “modtmiste” puhul tuleb meil lahendada kaks tilesannet.
Kui meil on vaja “moota” hulga X alamhulki, siis me peame

(1) defineerima, mida antud kontekstis “mootmine” tdhendab, s.t eraldama vilja
teatava alamhulkade kogumi 21 C P(X) — niisuguste alamhulkade kogumi,
mida me oskame “moota” (nn. “moéodtuvate” alamhulkade kogumi) — ning
defineerima hulgafunktsiooni p: 24 — [0, 0o], mis seab igale alamhulgale A € 2
vastavusse tema “moodu” p(A);

(2) leidma tohusad vahendid “mootuvate” alamhulkade “mootude” véljarehkenda-
miseks konkreetsetel juhtudel.
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Stindmuste kéigust ette rutates olgu 6eldud, et esimene iilesanne sunnib meid sisse
tooma maoodu moiste, teine aga integraali moiste.

[lustreerime kirjeldatud kahest etapist koosnevat “mdotmisprotseduuri” tasandi-
lise kujundi pindala leidmise iilesande varal.

1.1.1. Tasandilise kujundi pindala madiste

Meenutame, kuidas matemaatilise analiiiisi kursuses defineeritakse tasandilise kujun-
di pindala. Maisteid “tasand” ja “ruum R?”, samuti moisteid “tasandiline kujund”
ja “ruumi R? alamhulk” kasutame me jérgnevas siinoniiiimidena.

Definitsioon 1.1. Hulkkiilikuks nimetatakse kinnist lihtsat murdjoont. Hulknur-
gaks nimetatakse tasandi osa, mida piirab hulkkiilik. Hulknurksummaks nimetatakse
lopliku arvu hulknurkade iihendit.

Hulknurksumma pindala saab defineerida loomulikul viisil: hulknurksumma on
esitatav lopliku arvu paarikaupa loikumatute sisemustega kolmnurkade iihendina,
tema pindala defineeritakse kui nende kolmnurkade pindalade summa. (Kolmnurga
pindala defineeritakse nagu elementaargeomeetrias: “alus korda kdrgus jagatud kahe-
ga”.) Hulknurksumma @) C R? pindala tihistame me siimboliga S(Q).

Tasandilise kujundi pindala defineeritakse hulknurksumma pindala kaudu.

Definitsioon 1.2. Olgu K C R? tokestatud hulk. Arvu
S(K) =inf {S(Q): Q on hulknurksumma, Q D> K}

nimetatatakse kujundi K Jordan{l] vilismooduks. Arvu

S(K) = sup{S(Q): () on hulknurksumma, ) C K}, kui K° # ();
= o, kui K° = (),

nimetatakse kujundi K Jordani sisemodduks. (Siimbol K° téhistab hulga K sise-
must. Mérgime, et K° # () parajasti siis, kui leidub hulknurksumma, mis sisaldub
hulgas K.)

Mirkus 1.1. Alternatiivne véimalus Jordani sise- ja vilisméodu defineerimiseks on asendada de-
finitsioonis hulknurksummad koordinaatristkiiliksummadega (koordinaatristkiiliksumma on nii-
suguste ristkiilikute 16plik ithend, mille kiiljed on paralleelsed koordinaattelgedega) voi diaadiliste
ruutude 10oplike tihenditega. Jordani sise- ja vilismo6du moistete sisu jadb seejuures samaks.

Kui S(K) = S(K), siis 6eldakse, et kujund K on Jordani méttes mootuv. Arvu
S(K) = S(K) = S(K)
nimetatakse sel juhul kujundi K pindalaks ehk Jordani mooduks.

Jordani moodu moistel on iiks oluline puudus: Jordani mottes mootuvaid hulki on
litga vihe. Vajadus omistada pindala ka Jordani mottes mittemdotuvatele hulkadele
motiveerib meid Jordani moodu moistet iildistama.

'Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922) — prantsuse matemaatik.
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Mirkus 1.2. Jordani moést ruumi R™ (m € N) alamhulkade jaoks defineeritakse analoogiliselt
juhuga m = 2. Seejuures voib Jordani sise- ja vdlimoddu definitsiooni iildistuses juhu m € N
jaoks kasutada hulktahuksummasid (hulktahuksumma on hulknurksumma loomulik {ildistus juhu
m > 2 jaoks), koordinaatristtahuksummasid (koordinaatristtahuksumma on koordinaatristkiilik-
summa loomulik iildistus juhu m € N jaoks) voi diaadiliste kuupide ithendeid (vt. § II1.4).

1.1.2. Riemann integraali moiste

Vajadus rehkendada konkreetsetel juhtudel vélja tasandilise kujundi pindala viib
meid Riemanni integraali mobisteni. Riemanni integraal on tdohus matemaatiline
tooriist kovertrapetsi pindala arvutamiseks. Meenutame, et kui f on 1digus [a, d]
méaratud mittenegatiivne funktsioon, siis tasandi punktihulka

{(z,9): a<z<b0<y < fa)}

nimetatakse kovertrapetsiks.

Meenutame, kuidas defineeritakse Riemanni integraal.

Olgu f: [a,b] — R tokestatud funktsioon. Téhistame stimboliga T 16igu |a, b]
jaotusviisi punktidega

a=20<T1 <Py < <Tp1<z,=0b (n€EN)

ning
M; =sup{f(2): z € [zj_1,7j]}, j=1,...,n, S(T) = ZMj(xj — T 1),
j=1
m; =inf{f(2): z € [zj_1, 3]}, j=1,....n, s(T) = ij(xj — Tj_1).
j=1

Summasid S(7') ja s(T) nimetatakse (16igu [a,b] jaotusviisile T vastavateks)
funktsiooni f Darbouxﬁ tilemsummaks ja funktsiooni f Darboux’ alamsummaks.

Matemaatilise analiiiisi kursusest teame, et
e 10igu [a, b] mis tahes jaotusviiside T ja T” korral
S(T) = s(1"),
s.t dikski Darboux’ tilemsumma pole vdiksem dihestki Darboux’ alamsummast.
Siit jareldub, et

e funktsiooni f koikvoimalike Darboux’ iilemsummade hulk 16igus [a, b] on alt
tokestatud (alumiseks tokkeks on funktsiooni f suvaline Darboux’ alamsumma
selles 16igus);

2Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) — saksa matemaatik.
3Jean Gaston Darboux (1842-1917) — prantsuse matemaatik.
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e funktsiooni f koikvoimalike Darboux’ alamsummade hulk 16igus [a, b] on tilalt
tokestatud (iilemiseks tokkeks on funktsiooni f suvaline Darboux’ iilemsumma
selles 16igus).

Definitsioon 1.3. Téhistame
— b . .. : ..
D- [ f:=inf{S(T): T on I5igu [a,b] jaotusviis},
D- fo := sup{s(T): T on Idigu [a, ] jaotusviis}.
Mairkus 1.3. Rohutame, et pidevuse aksioomi pohjal on need inf ja sup 16plikud.

Arvusid D- / Z fiaD-[ Z f nimetatakse vastavalt Darboux’ ilemiseks integraaliks ja
Darbouz’ alumiseks integraaliks funktsioonist f (iile 16igu [a, b]).

Niisiis,

e Darboux’ iilemine integraal funktsioonist f iile 16igu [a,b] on funktsiooni f
koikvoimalike (16igu [a, b] jaotusviisidele vastavate) Darboux’ iilemsummade
hulga alumine raja;

e Darboux’ alumine integraal funktsioonist f iile 16igu [a,b] on funktsiooni f
koikvoimalike (16igu [a, b] jaotusviisidele vastavate) Darboux’ alamsummade
hulga iilemine raja.

On ilmne, et ldigu [a,b] mis tahes jaotusviisi T' korral
S(T)2D-['f > D-['f > s(T).

Definitsioon 1.4. Kui D- fo = D- fo, siis 6eldakse, et funktsioon f on Rieman-

ni mottes integreeruv 16igus |a,b]. Darboux’ integraalide D- i Z fjaD-[ Z f iihist
védrtust nimetatakse sel juhul Riemanni integraaliks funktsioonist f (iile 16igu [a, b])
ja tahistatakse siimboliga

b b b b
R—/ f(z)dz vai R—/ f voi lihtsalt /f(x)dx Vol /f

Niisiis, kui funktsioon f on Riemanni méottes integreeruv 16igus [a, b], siis

b
R—/ f=D-'r=D-['f

Lihtne on veenduda, et

e kui funktsioon f on mittenegatiione loigus [a,b], siis f on Riemanni maottes
integreeruv loigus |a, b] parajasti siis, kui kovertrapets

D:{(m,y): aéxéb,ogygf(x)}

on Jordani mottes mootuv. Sellisel juhul R—fabf = S(D), s.t R—fabf on kone-
aluse kovertrapetsi pindala.
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Riemanni integraalil on kaks olulist puudust.

e Riemanni mdttes integreeruvaid funktsioone on liiga vihe — Riemanni in-
tegraal on defineeritud vaid 1oigus tokestatud funktsioonide jaoks. Samas lei-
dub ka loigus tokestatud funktsioone, mis pole Riemanni mottes integreeruvad
selles 16igus. (Klassikaline néide niisugusest funktsioonist on Dirichletﬁ funk-
tsioon.)

e Riemanni integraal kiitub piirvidrtuste suhtes ebastabiilselt. Uldjuhul, isegi

siis, kui piirvédrtus lim R- [’ f, ja piirfunktsioon lim f,, eksisteerivad
’ n—00 a n—00 ’

n—oo

b b
lim R- | f,# R- / lim f,
a a n—oo

s.t iildjuhul me ei saa Riemanni integraalis piirviirtusega integraali mérgi alla
minna.

Mirkus 1.4. Kui me oskaksime “moistlikul viisil” defineerida iga alamhulga F C R jaoks tema
“pikkuse” A(E), s.t me oskaksime defineerida hulgafunktsiooni A\: P(R) — [0, oc], mis rahuldab
tingimust

Ei,....E,CR (neN), EiNE; =0,i#j, = )\(O Ej) :i)\(Ej),
=1 1

siis saaksime me defineerida 16igus [a, b] tokestatud funktsiooni f Darboux’ summad mitte ainult
selle 16igu jaotusviiside jaoks osaldikudeks, vaid 16igu [a,b] mis tahes jaotusviisi jaoks: kui T on
16igu [a, b] jaotusviis (suvalisteks) alamhulkadeks E1, ..., E, C [a,b] (n € N) (s.t E1,..., E, C [a, b
on paarikaupa ldikumatud alamhulgad, mille ithend on [a, b]), siis saaksime defineerida “Darboux’

summad”
n n

S<T>=Zzsggf<z> AE;) ja s(T)=Z;€nEfjf<z> A(E;).-

j=1 Jj=

“Darboux’ integraalid” ja funktsiooni f “integreeruvuse” defineeriksime siis analoogiliselt traditsiooni-
lise juhuga:

:=inf{S(T): T on Ibigu [a,b] jaotusviis (suvalisteks alamhulkadeks)},

sup{s(T): T on 1igu [a,b] jaotusviis (suvalisteks alamhulkadeks)};

funktsiooni f loeksime “integreeruvaks”, kui D- [ Z f=D-f Z f; “integraali” funktsioonist f iile
16igu [a, b] defineeriksime sel juhul kui tema “Darboux’ integraalide” iihise vidrtuse. (Et niisugusel
“integraalil” oleks vihegi moistlik geomeetriline sisu, tuleks “hulga pikkus” A defineerida nii, et
iga 16igu [a, 8] C R korral A([a, f]) = B — «).

Pseudoteoreem. Iga loigus [a,b] tokestatud funktsioon on mirkuses defineeritud integreeruvuse
mottes integreeruv.

Moraal eelnevast pseudoteoreemist on jéirgmine: mida rohkem hulga R alamhulki me oskame
moistlikul viisil “mo6ota”, seda paremate omadustega integraali me saaksime defineerida.

4Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) — prantsuse matemaatik.
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Miks me kasutame siin eesliidet “pseudo”? Aga sellepérast, et selle teoreemi iiks oluline eel-
dus — voimalikkus defineerida “mdistlikul viisil” reaalarvude alamhulkade “pikkust” — on meil
toestamata. Kuigi selline hulga “pikkuse” “moistlik” defineerimine on véimalik (sellel kiisimusel
peatume pdgusalt kiiesoleva peatiiki paragrahvis 5), ei kasutata Riemanni integraali iildistamisel
eespool kirjeldatud skeemi. PShjus on siin selles, et soovitav oleks saada integraali defineerimiseks
skeem, mille loomulik {ildistus voimaldaks defineerida integraali ka ruumides R™, kus m > 2. Juhul
m = 2 iilaltoodud skeem rakendub — hulga pindala on voimalik “piisavalt moéistlikul viisil” definee-
rida kéigi alamhulkade E C R? jaoks; niisiis saab loomulikul viisil defineerida ka tasandi tokestatud
alamhulgal méa#ratud tokestatud funktsiooni “Darboux’ summad” ning seega ka integraal — juhul
m > 3 see skeem aga enam ei rakendu: m > 3 korral pole ruumi R alamhulkade “ruumala”
voimalik “piisavalt moistlikul viisil” defineerida (see jéireldub kiesoleva paragrahvi teoreemist
— Banach—Tarski paradoksist).

PSEUDOTEOREEMI TOESTUS. Olgu f: [a,b] — R tdkestatud funktsioon. Lihtne on veenduda,
et D- fo > D- fo (“Darboux’ integraalid” D- fl;f ja D- fo on siin defineeritud nii, nagu
mérkuses.)

Ulesanne 1.1. Veenduda, et D- fo > D- fo

Seega jddb funktsiooni f integreeruvuseks niidata, et D- [ Z [ <D-f Z f. Selleks valime arvud
m, M € R selliselt, et iga = € [a,b] korral m < f(x) < M. Defineerime iga n € N korral hulgad

B} = {z €la,b]: m+(j—1) M—m <f(x)<m+jM*m}, ji=1,...,n,

n n

ning tidhistame siimboliga T, 16igu [a, b] jaotusviisi hulkadeks E7, ..., E". Siis mis tahes n € N ja
je{l,...,n} korral

D-[of = D-[0f < S(T) = 5(T) =3 supf(2) E}) = 3 inf £() ME})
J=1%5% j=1"""7

j=1 j=1 Jj=1
M—-m M —-m
= A b)) = b—
n ([a’ ]) n ( a)7
millest protsessis n — oo jireldub, et D- fo — D- fo < 0, nagu soovitud. O

1.2. Jordani moodu moiste laiendamise mittevoimalikkus
ruumi R koigile alamhulkadele

Olgum € N. Selles punktis seame endale eesmérgiks iildistada Jordani moddu moiste
ruumi R™ koigile alamhulkadele. Margime, et

e juhul m = 1 tdhendab see hulga “pikkuse” moiste iildistamist sirge koigile
alamhulkadele;

e juhul m = 2 tdhendab see kujundi pindala méiste iildistamist koigile tasandi-
listele kujunditele;
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e juhul m = 3 tdhendab see keha ruumala maéiste iildistamist koigile ruumilistele
kehadele.

Teisisonu, meie eesmérk on defineerida hulgafunktsioon p: P(R™) — [0, oo selliselt,
et

(1) iga Jordani mottes mootuva hulga £ C R™ korral oleks p(F) hulga E Jordani
moot (s.t p on Jordani moodu jatk koigi alamhulkade kogumile P(R™));

(2) hulgafunktsiooni p omadused vastaksid voimalikult tdpselt meie eelmatemaati-
lisele ettekujutusele hulga “pikkuse” /pindala/ruumala omadustest.

Milline on meie eelmatemaatiline ettekujutus neist omadustest? Igati loomulik on
nouda, et hulgafunktsioon p rahuldaks jargmisi tingimusi:

1° p on loenduvalt aditisone (ehk o-aditiivne), s.t

J=1 Jj=1

2° p on invariantne nihete, pddrete ja peegelduste suhtes, s.t
E,FCR" E=2F = wbFE)=uF)

(siin valem E = F tdhendab, et hulgad E ja F' on kongruentsed, s.t hulk E on
teisendatav hulgaks F' nihete, poorete ja peegelduste abil);

3 u([O,l) XX [0,12) ~ 1

~
m tegurit

m tegurit

Mirkus 1.5. Poollahtine dihikkuup [0,1) x - -+ x [0,1) on Jordani m&ttes mddtuv, kusjuures tema
Jordani médt on 1; niisiis, kui p: P(R™) — [0, 00] on Jordani mdddu jétk, siis kehtib 3°. Teiselt
poolt, pole raske tdestada, et kui p: P(R™) — [0, 00| rahuldab tingimusi 1° ja 3° ning on nihke
suhtes invariantne (s.t rahuldab teoreemi tingimust 2°°), siis x4 on Jordani mdddu jétk.

Unistada on tore, aga elu on karm. Jérgnev teoreem purustab meie unelmad.

Teoreem 1.1. Ei eksisteeri niisugust hulgafunktsiooni p: P(R™) — [0, 00|, mis
rahuldab tingimusi 1°, 3° ja

2°° u on invariantne nihete suhtes, s.t

w(E+x) = p(E) mis tahes E CR™ ja x € R™ korral.

Meenutame, et kui £ C R™ ja x € R™, siis hulga £ nihe £ + x on defineeritud
vordusega F +x:={z+x: z € E} CR™.
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TroREEMI [L.1] TOESTUS. Jilgitavuse huvides esitame teoreemi tdestuse vaid juhu
m = 1 jaoks. Juhtudel m > 2 on tdestus analoogiline.
Defineerime hulgas [0, 1) ekvivalentsiseose ~ jargmiselt:

T~y = x—-yeQ (a:,ye[O,l)).

Ulesanne 1.2. Téestada, et ~ on ekvivalentsiseos hulgas [0, 1).

Vaatleme faktorhulka [0,1)/ ~. Olgu N C [0,1) mingi selline hulk, mis sisaldab
faktorhulga [0, 1)/~ igast ekvivalentsiklassist iihe ja ainult iihe elemendi (mérgime,
et valikuaksioomi pohjal niisugune hulk N eksisteerib). Téhistame iga ¢ € [0,1)NQ
korral

Nq:{.r—i—q: xeNﬂ[O,l—q)}U{x+q—1: xENﬂ[l—q,l)}.

(Piltlikult véljendudes saame hulga N, jirgmiselt: koigepealt nihutame hulga N
arvteljel ¢ iithiku vorra paremale; seejirel aga nihutame selle osa hulgast N, mis
esialgse nihutamise jarel jii viljapoole poolldiku [0, 1), iihe iithiku vorra vasakule
tagasi.) Paneme téhele, et

W U N=01)

g€[0,1)NQ
(2) ¢,r€0,1)NQ,q#¢r = N,NN,=0.

Ulesanne 1.3. Taestada viited (1) ja (2).

Oletame niitid vastuviiteliselt, et eksisteerib funktsioon p: P(R) — [0, 00], mis
rahuldab tingimusi 1°, 2°° ja 3°. Paneme téhele, et sel juhul

u(Ny) = p(N) iga g€ [0,1) NQ korral.

Toepoolest, mis tahes ¢ € [0,1) N Q korral

,u(Nq):,u({x—i—q: xGNﬂ[O,l—q)}U{x—l—q—l: xENﬂ[l—q,l)}U@U@U--~>
:,u<{x+q: xENﬂ[O,l—q)})—l—u({x—i—q—l: xENﬂ[l—q,l)})

+p(0) + p(0) +---
:M<Nﬂ[0,1—q)>—f—,u(Nﬂ[l—q,l))—|—M(®)+M(@)+...

(Nﬂ[ovl—@)U(Nﬂ[l—q,l))uwuwu--->

Ulesanne 1.4. Toestada, et () = 0. (Mirgime, et kiesoleva toestuse seisukohalt on see iilesanne
tarbetu.)
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Seega
0, kui u(N) = 0;
q€[0,1)NQ ¢€[0,1)NQ o0, ul i
Saadud vastuolu toestab teoreemi. 0

Niisiis, meie maksimuprogramm — defineerida tingimusi 1°-3° rahuldav Jordani
moodu jatk p: P(R™) — [0, 00] — jadb (objektiivsetel asjaoludel) tditmata. Kuna
Jordani méodu voimaliku jatku p: P(R™) — [0, oo] puhul me omadustest 2° ja 3°
loobuda ei raatsi, siis ei jad meil ilmselt muud {ile, kui norgendada tingimust 1°,
néiteks noudes, et see jatk rahuldaks jargmist tingimust:

1°° u on aditiivne, s.t

E,FCR™ ENF=0 = wEUF)=uE)+ uF).

Mairkus 1.6. Jargmises peatiikis integraali omadusi uurides moistame, et idee asen-
dada siin tingimus 1° norgema tingimusega 1°° pole eriti hea — selle arvelt kanna-
taksid integraali omadused. See on iiks pohjusi, miks me selle idee varsti hiilgame.

Osutub, et juhtudel m = 1 ja m = 2 niisugune Jordani moodu jatk p: P(R™) —
[0, 0o, mis rahuldab tingimusi 1°°; 2° ja 3°, tdepoolest eksisteerib (pogusalt peatu-
me me sel teemal kéiesoleva peatiiki paragrahvis 5), kuid, nagu jareldub jérgnevast
teoreemist, juhtudel m > 3 mitte.

Teoreem 1.2 (Banachﬂ»TarskiE] paradoks, 1924). Olgu m > 3 ning olgu tokestatud
hulgad A, B C R™ sellised, et A°, B # () (s.t hulkadel A ja B leidub sisepunkte).
Siis leiduvad naturaalarv n € N ja alamhulgad

Ay,..., A, CA ja B,...,B,CB
selliselt, et
(1) AinA;=0,i#37, U, Aj=4;
(2) BN B, =0, i#j, U, B, =B;
(3) A; =B, j=1,...,n (s.t hulgad A; ja B; on omavahel kongruentsed).

BANACH-TARSKI PARADOKSI TOESTUS on siin esitamiseks liiga pikk ja algebraline.
O

Banach-Tarski paradoksi sobib iseloomustama sona kontraintuitiivne. Naiteks,
kui votta A rolli mingi viike kera ja B rolli mingi suur kera ruumis R?, siis teoreem
iitleb, et me saame lohkuda A — véikese kera — 1oplikuks arvuks tiikkideks,

millest (vajaduse korral asendades méone tiiki tema peegeldusega) on voimalik kokku

5Stefan Banach (1892-1945) — poola matemaatik.
6 Alfred Tarski (1902-1983) — poola matemaatik.
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laduda B — suur kera! Vastuolu meie eelmatemaatiliste ootustega ruumi R3 struk-
tuuri suhtes tekib siin ilmselt sellest, et viikese kera tiikkidest suurt kera kokku
ladudes tekiks meile justkui ei tea kust ruumala juurde. Tegelikult siin aga mingit
vastuolu ei ole: osal tiikkidest ei tarvitse ruumala olla. Nimelt, ruumala pole mitte
ruumi R3 alamhulkade meist séltumatult eksisteeriv omadus, vaid hulgafunktsioon
ruumi R? alamhulkadel, mille me ise peame defineerima. Banach-Tarski paradoks
iitleb meile, et sellise hulgafunktsiooni, mis vastaks meie ootustele ruumala oma-
duste suhtes, midramispiirkond ei saa olla ruumi R?® kaigi alamhulkade kogum: kui
me tahame, et ruumala omadused vastaksid meie eelmatemaatilistele ootustele, siis
tuleb osa ruumi R? alamhulki jéitta ilma ruumalata.

Ulesanne 1.5. Jireldada teoreemist et kui m > 3, siis ei eksisteeri niisugust Jordani méédu
jatku p: P(R™) — [0, o0], mis rahuldab tingimusi 1°°, 2°° ja 3°.

Olukord tekitab noutust. Mida teha? Ei jad muud iile, kui

e tuleb loobuda noudest, et tingimusi 1°-3° rahuldav Jordani moodu jatk oleks
defineeritud ruumi R™ kéigi alamhulkade kogumil P(R™) ning piirduda Jor-
dani moodu jatkamisega kogumi P(R™) mingile alamkogumile, mis sisaldaks
olulisemaid praktikas ettetulevaid ruume R™ alamhulks.

Selliselt piisitatud eesmérgini me ka jouame. Kéesoleva loengukursuse I peatiikis
konstrueerime Jordani moéodu soovitud omadustega jatku kogumi P(R™) kiillalt
suurele alamkogumile juhul m = 1, III peatiikis konstrueerime ta juhul m > 2.
Seejuures holmab meie teooriaarendus hoopis laiemat konteksti kui ruum R™ — me
vaatleme hulgafunktsioone abstraktsetel hulkadel (seda eelkdige toendosusteooria,
aga ka mitmete teiste matemaatika valdkondade, néiteks funktsionaalanaliiiisi vaja-
dusi silmas pidades). Loengukursuse II peatiikis defineerime Riemanni integraali
tildistuse (samuti hoopis laiemas kontekstis kui ruum R™) — Lebesgue’ﬂ integraali,
mille omadused on oluliselt paremad, kui Riemanni integraalil.

"Henri Léon Lebesgue (1875-1941) — prantsuse matemaatik.



§ 2. o-algebrad

Selles paragrahvis tutvume teatavat tiitipi kogumitega — algebrate ja o-algebratega.
Miérgime, et meie teooriaarenduses alates jargmisest paragrahvist keskset rolli mangi-
vate hulgafunktsioonide — maddtude — médramispiirkonnaks on just nimelt seda
tiilipi kogumid.

2.1. o-algebra moiste
Olgu X mingi hulk.

Definitsioon 2.1. Oeldakse, et kogum 2 C P(X) on (hulga X alamhulkade) algeb-
ra, kui

Al° 0, X e «;
A2° Aed = AeX
A3° A, Bel —= AUBel

Jargnevalt loetleme moned algebrate pohiomadused.
Olgu 2 C P(X) algebra. Siis

A ABeld — ANBeX,

A5 ABed — A\ BeX;

A6° Ay, A ef (neN) = Ui 4 €, N A4 el

Omaduste A4° ja A5° toestuseks mirgime, et De Morganif| valemite pohjal
ANB=((ANB)°) = (A°UB°)° ja A\B=ANB"

Omadus A6° jareldub omadustest A3° ja A4° induktsiooni teel.

Definitsioon 2.2. Oeldakse, et kogum 21 C P(X) on (hulga X alamhulkade)
o-algebra, kui

Al° 0, X e«
A2° Aed = A e,
A3® Aje, j=1,2,... = U2 Ae

Ulesanne 2.1. Toestada, et iga o-algebra on algebra.

Olgu 24 C P(X) o-algebra. Kuna iga o-algebra on algebra, siis rahuldab 2
tingimusi A4°-A6°. Lisaks sellele

8 Augustus De Morgan (1806-1871) — inglise matemaatik.

11



12 I. Moéoduga ruumid
A6°° Aj eA,1=12,... = ﬂ;ozlAj e

Omaduse A6°° toestuseks mérgime, et De Morgani valemite pohjal

(@] -0

Ulesanne 2.2. Olgu 2 algebra. Tdestada, et

C

(a) kui kehtib implikatisoon

o0
Aje, j=12..., AnA=0i#j = [J4€,

j=1
siis % on o-algebra;
(b) kui kehtib implikatisoon
AjEQ[,jZl,Q,...,A1CA2CA3C"' — UAJ*EQ[,

J=1

siis % on o-algebra.

Definitsioon 2.3. Paari (X,2l), kus X on mingi hulk ning kogum 20 C P(X) on
o-algebra, nimetatakse mootuvaks ruumiks. o-algebra 2l hulki nimetatakse 2(-mootu-

vateks hulkadeks (voi, kui o-algebra 2 roll on kontekstist selge, ka lihtsalt madtuvateks
hulkadeks).

Jargnevalt toome moned lihtsad niited algebratest ja o-algebratest.
Naide 2.1. Olgu X mingi hulk. Siis
(a) kogum {0, X} on hulga X alamhulkade o-algebra;
(b) kogum P(X) on hulga X alamhulkade o-algebra,;
(c) hulga X kaigi loplike ja kooldplike alamhulkade kogum
F(X)={AeP(X): Aon loplik voi A° on loplik}
on hulga X alamhulkade algebra.

Ulesanne 2.3. Tdestada, et hulga X 15plike ja kooldplike alamhulkade kogum F(X) on o-algebra
parajasti siis, kui hulk X on loplik.

NAPUNAIDE. Iga I6pmatu hulk sisaldab loenduva alamhulga.
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2.2. Alamhulkade kogumi poolt genereeritud o-algebra

Olgu X mingi hulk ning olgu £ C P(X).

Definitsioon 2.4. Vihimat hulga X alamhulkade o-algebrat, mis sisaldab kogu-
mit &£, nimetatakse kogumi € poolt genereeritud o-algebraks.

Kogumi & poolt genereeritud o-algebrat tdhistame edaspidi siimboliga o(E).

Siinkohal kerkib loomulik kiisimus o-algebra definitsiooni korrektsusest. Tépse-
malt:

(1) Kas niisuguseid hulga X alamhulkade o-algebraid, mis sisaldavad kogumit &,
iiletildse leidub?

(2) Kas kogumit & sisaldavate hulga X alamhulkade o-algebrate hulgas on olemas
vahim, s.t. niisugune, mis sisaldub igas kogumit £ sisaldavas o-algebras?

Vastus neile molemale kiisimusele on jaatav:
(1) Hulga X koigi alamhulkade kogum P(X) on o-algebra, kusjuures £ C P(X).

(2) Koigi kogumit £ sisaldavate hulga X alamhulkade o-algebrate iihisosa on o-
algebra, mis sisaldab kogumit £. See iihisosa on vdhim kogumit & sisaldav
o-algebra, sest ta sisaldub igas kogumit & sisaldavas hulga X alamhulkade
o-algebras.

Ulesanne 2.4. Tdestada, et koigi kogumit & sisaldavate hulga X alamhulkade o-algebrate iihisosa
on o-algebra, mis sisaldab kogumit £.
Niisiis,

&)= (&

2 on c-algebra
ECACP(X)

Edasises kasutame me korduvalt jargmist lihtsat lemmat.

Lemma 2.1. Olgu X mingi hulk ning olgu A hulga X alamhulkade o-algebra. Kui
kogum & C P(X) rahuldab tingimust £ C A, siis ka o(E) C 2.

TOESTUS. Olgu & C P(X) selline, et £ C A. Kuna 2 on o-algebra, siis o() = 2,
seega 0(&) C o(A) = A. O
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2.3. Boreliﬂ o-algebra

Definitsioon 2.5. Topoloogilise ruumi X lahtiste hulkade kogumi poolt genereeri-
tud o-algebrat nimetatakse ruumi X Boreli o-algebraks. Ruumi X Boreli o-algebra
hulki nimetatakse selle ruumi Boreli hulkadeks.

Ruumi X Boreli o-algebrat téhistame edaspidi stimboliga Bx. Ruumi X koigi
lahtiste hulkade kogumit tdhistame edaspidi stimboliga 7x; niisiis definitsiooni ko-
haselt Bx = o(7x).

Ulesanne 2.5. Taestada, et topoloogilise ruumi X kinniste alamhulkade kogum Fx genereerib
ruumi X Boreli o-algebra, s.t. o(Fx) = Bx.

Jargnevalt tutvustame topoloogilise ruumi Boreli hulkade hierarhiat kirjeldavat
terminoloogiat.

Definitsioon 2.6. Olgu X topoloogiline ruum.

Oeldakse, et hulk A € P(X) on hulk tiiipi Gs (ehk Gs-titipi hulk ehk lihtsalt
Gs), kui ta on esitatav ruumi X lahtiste alamhulkade loenduva iihisosana, s.t.

A= ﬂ U;, kus U; € P(X), j € N, on ruumi X lahtised alamhulgad.
j=1

Oeldakse, et hulk A € P(X) on hulk tidipi F, (ehk F,-tiiipi hulk ehk lihtsalt

F,), kui ta on esitatav ruumi X kinniste alamhulkade loenduva iihendina, s.t.
A= U H;j, kus H; € P(X), j € N, on ruumi X kinnised alamhulgad.
j=1

Mairkus 2.1. Terminid Gy ja F,, vottis kasutusele juba Hausdorﬁm tdhtedega “G” ja “F” téahis-
tas ta vastavalt lahtiseid ja kinniseid hulki (tdhed “G” ja “F” tulenevad vastavalt saksakeelsest

[P

terminist “Gebiet” (piirkond) ja prantsuskeelsest terminist “fermé” (kinnine)); indeksid “6” ja “o
aga viitavad vastavalt saksakeelsetele terminitele “Durchschnitt” (ithisosa) ja “Summe” (summa).

Boreli hulkade edasine klassifikatsioon jérgib sama printsiipi:

Gso on Gs-de loenduv iithend,

F,5 on F,-de loenduv {iihisosa jne.
Rohutame, et see klassifikatsioon ei ole ammendav.

Selles punktis kirjeldame me ruumi R Boreli o-algebrat. Selleks on aga otstar-
bekas esmalt oppida veidi paremini tundma ruumi R lahtiste hulkade struktuuri.

Edasises moistame me moiste “vahemik” all lisaks tokestatud vahemikele ka
tokestamata vahemikke, s.t vahemikeks nimetame me hulkasid

(a,b), (c,0), (—o0,d), (—o00,00), kus a,b,c,d € R, a < b.

Teoreem 2.2. Ruumi R mis tahes mittetiihi lahtine hulk esitub paarikaupa loiku-
matute vahemike tilimalt loenduva thendina.

9Félix Edouard Justin Emile Borel (1871-1956) — prantsuse matemaatik.
0Felix Hausdorff (1868-1942) — saksa matemaatik.
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Kuna iga vahemik on esitatav tokestatud vahemike loenduva iithendina, siis jarel-
dub teoreemist 2.2]

Jareldus 2.3. Ruumi R mis tahes mittetiihi lahtine hulk esitub tokestatud vahemike
loenduva tihendina.

TEOREEMI 2.2l TOESTUS. Olgu 4 C R mittetiihi lahtine hulk. Defineerime iga
x € U korral

am:inf{aeR: (a,x]CU} ja bxzsup{bER: [m,b)CU}.

Maérgime, et a, ja b, on korrektselt defineeeritud, sest niisugused a,b € R, a < z < b, mille
korral (a,b) C U, eksisteerivad (tdepoolest, hulga U lahtisuse tottu on x hulga U sisepunkt ning
seega leidub ¢ > 0 selliselt, et (z — e,z +¢) C U). Seejuures voib juhtuda, et a, = —oo ja/voi
by = 0.

Paneme téhele, et iga x € U korral
(1) (ag,b,) C U;

(2) (ag,b;) on suurim punkti = sisaldav vahemik, mis sisaldub hulgas U.
Ulesanne 2.6. Taestada, viited (1) ja (2).

Téhistame I, = (a,,b,), © € U. Paneme tihele, et mis tahes x,y € U korral kas
I =1,voi ,N1I,=0.

Taepoolest, olgu z,y € U sellised, et I, # I,. Oletame vastuviiteliselt, et I, NI, # (). Siis
kehtib vahemalt iiks jargmistest rangetest sisalduvustest:

Iw;LnUIy voi Iyglmuly.
Kuna I, UI, kui loikuvate vahemike {ihend on vahemik, siis esimesel juhul poleks I, suurim punkti

x sisaldav hulgas U sisalduv vahemik, teisel juhul aga poleks I, suurim punkti y sisaldav hulgas U/
sisalduv vahemik.

Kuna iga x € U korral sisaldab vahemik 7, mingi ratsionaalarvu, siis
u=Jrn={J L
zeu TeUnQ

Defineerime hulgas U N Q ekvivalentsiseose p jargmiselt:
rTpy == Ix:Iy7 r,y eUNQ.
Ulesanne 2.7. Tdestada, et p on ekvivalentsiseos hulgas U N Q.

Olgu N C U N Q mingi selline hulk, mis sisaldab faktorhulga (U N Q)/p igast
ekvivalentsiklassist iihe ja ainult iihe elemendi (mérgime, et valikuaksioomi pohjal
niisugune hulk N eksisteerib). Siis

U= U I, = U I,.
zeUNQ zeN

Olemegi esitanud hulga U/ paarikaupa l6ikumatute vahemike iilimalt loenduva ithen-
dina (sest kogumi {/,: x € N} vahemikud on paarikaupa loikumatud ja hulga N
voimsus on iilimalt loenduv). O
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*Ulesanne 2.8. Tdestada, et separaablis meetrilises ruumis on iga mittetiihi lahtine hulk esitatav
lahtiste kerade iilimalt loenduva {ihendina.

Teoreem 2.4. Igaiiks jargmistest ruumi R alamhulkade kogumitest genereerib ruu-
mi R Boreli o-algebra By :

& ={(a,b): —c0<a<b<ool;
E={la,b): —o0<a<b<oo};
E={[a,b]: —c0<a<b<oo};
Er={(a,b]: —o0o<a<b<oo};
& = {(—o00,b]: beR};

& = {(—00,b): be R};

& ={la,0): a € R};

& ={(a,0): a € R}

Teoreemi [2.4] toestus tugineb jireldusele 2.3 ja lemmale
TEOREEMI 2.4] TOESTUSEKS piisab niidata, et

(1) (2) (3) (4) (5) (6) 6) (8)
Br Co(&) Co(&) Ca(&s) Ca(€y) Ca(&s) Ca(&s) Coa(Er) Ca(&s) c Brg.

(1). Kuna jarelduse pohjal on ruumi R iga mittetiihi lahtine hulk esitatav
tokestatud vahemike loenduva ithendina, siis 7 C 0(&;) (stimbol 7r téhistab ruumi
R lahtiste alamhulkade kogumit) ning jérelikult lemma pohjal ka Bg = o(7g) C
o(&).

(2). Lemma pohjal piisab sisalduvuse (2) toestuseks nédidata, et £ C o(&).
Viimane sisalduvus aga kehtib, sest mis tahes a,b € R, a < b, korral

U E 0'(52>

(4). Lemma pohjal piisab sisalduvuse (4) toestuseks nédidata, et & C o (&y).
Viimane sisalduvus aga kehtib, sest mis tahes a,b € R, a < b, korral

ﬂ E 0'(54>

(5). Lemma pohjal piisab sisalduvuse (5) toestuseks néidata, et £, C (&;).
Viimane sisalduvus aga kehtib, sest mis tahes a,b € R, a < b, korral

(a,b] = (—00,b] \ (—o0,a] € d(&).

Ulesanne 2.9. Toestada sisalduvused (3) ja (6)—(9).
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2.4. Uks edasise teooriaarenduse seisukohalt oluline niide
ithest ruumi R alamhulkade algebrast

Kéesoleva paragrahvi 16petame néitega iithest ruumi R alamhulkade algebrast, mis
etendab olulist osa meie edasises teooriaarenduses.

Naide 2.2. Tahistame

H= {@, [a,b), [¢,00), (=00, d), (—00,00) : a,b,c,d €R, a < b} c P(R)

ning
B:{UA] nEN, Al,...,AnEH, AlmA]:@,Z#]} CP(R),
j=1

s.t B on kogumi H paarikaupa mitteldikuvate hulkade loplike iihendite kogum.

Néitame, et B on algebra. Seda voib teha algebra aksioomide A1°-A3° vahetu
kontrollimise teel, mis on aga kiillaltki tiilikas (kuigi lihtne). Seepédrast on otstarbe-
kam toestada eelnevalt iiks abitulemus, mida me vajame ka kiesoleva konspekti 111
peatiikis.

Definitsioon 2.7. Olgu X mingi hulk ning olgu G C P(X).
Oeldakse, et kogum G on poolalgebra, kui

SAl° ) € G;
SA2° ABeG—=— ANBEG;

SA3° iga A € G korral leiduvad paarikaupa loikumatud hulgad By,...,B, € G
(n € N) selliselt, et

n

AC:UB]

j=1
s.t kogumi G iga hulga téiend esitub kogumi G paarikaupa l6ikumatute hulkade
lopliku iithendina.

Lihtne on veenduda, et kogum H on poolalgebra.

Teoreem 2.5. Olgu X mingi hulk ning olgu kogum G C P(X) poolalgebra. Siis
kogum

j=1

on algebra.
Teisisonu, poolalgebra paarikaupa loikumatute hulkade loplike iihendite kogum on
algebra.

Kuna kogum # on poolalgebra, siis jéreldub teoreemist 2.5 et kogum B on
algebra. Seejuures o(B) = Bg.
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TEOREEMI [2.5] TOESTUS.
Ulesanne 2.10. Toestada teoreem
NAPUNAIDE. Koigepealt veenduda, et kui A, B € A, siis ka AN B € A.

2.5. Harjutusiilesandeid
Ulesanne 2.11. Olgu X,Y # @ ning olgu f: X =Y.
[A] Olgu B,B; C Y, j=1,2,.... Toestada, et
(a) f7HB) = (F71(B)"
(b) (Ui By) = Ui, £(B)):
[B]
(a) Olgu kogumid 2 C P(X) ja B C P(Y) o-algebrad. Toestada, et kogumid
C:={f"'B]: BeE®B} ja D:={BeB: f'[B e}

on o-algebrad;

(b) Olgu F C P(Y). Tahistame
E:={f"B]: BEF} ja C:={f'[B]: BEa(F)}.

Toestada, et o(£) = C.

Uks VEIDI ULDISEM NAPUNAIDE 0SA [B], (b), SISALDUVUSE C C ¢(€) TOESTUSEKS. Sageli on
meil vaja néidata, et igal hulgal mingist (mingi hulga Y alamhulkade) o-algebrast & on teatav
omadus (P), s.t. téhistades D := {B € &: hulgal B on omadus (P)}, on vaja niidata, et & C D.
Selleks piisab néidata, et

(1) kogum D on (hulga Y alamhulkade) o-algebra;

(2) leidub alamkogum F C D nii, et o(F) = & (s.t. kogum D sisaldab mingi o-algebrat &
genereeriva alamkogumi F),

sest viidete (1) ja (2) kehtides & = o(F) C D. (Loomulikult sobib kirjeldatud tdestusskeem
ainult viga spetsiifiliste olukordade jaoks, sest iildjuhul ei tarvitse vaadeldud iilesandepiistituses ei
tingimus (1) ega ka tingimus (2) kehtida.)

Kuidas rakendada eelnevat tdestusskeemi iilesande [B], (b), sisalduvuse C C o (&) tdes-
tuseks? Aga, nimelt, sisalduvuse C C o(€) toestuseks tuleb niidata, et iga B € o(F) korral
f7Y[B] € 0(€), s.t. tihistades D := {B € o(F): f~1[B] € 0(€)}, tuleb niidata, et o(F) C D.

Ulesanne 2.12. Olgu X mingi hulk ning olgu Y C X.
(a) Olgu kogumid 2f C P(X) ja B C P(Y) o-algebrad. Toestada, et kogumid

C:={AeA: ANY eB}CP(X) ja D:={ANY: AecA}CPY)

on o-algebrad.

(b) Olgu & C P(X). Tahistame
F={ANY: Ac&}CPY) ja D:={ANY: A€o(£)}CPY).

Tdestada, et o(F) = D.
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Ulesanne 2.13. Olgu (X, 7x) topoloogiline ruum ning olgu Y ¢ X. Uldise topoloogia kursusest
teame, et siis Y on topoloogine ruum nn. alamruumi topoloogia

v ={UNY: Uerx}

suhtes. Toestada, et
By ={ENY: FE € Bx}.

(Sttmbolid Bx ja By téhistavad vastavalt ruumide X ja Y Boreli o-algebraid, s.t. Bx = o(7x) ja
By = o(1y)).
NAPUNAIDE. Kasutada iilesannet (b).

Ulesanne 2.14. Olgu X ja Y mingid hulgad. Meenutame, et hulkade X ja Y otsekorrutis X x Y

on defineeritud vérdusega
XxY = {(x7y): zeX, yEY}7

s.t. X x Y on koéikvoimalike jirjestatud paaride (z,y) hulk, kus z € X jay € Y.
Kui F € P(X xY) jax € X, siis hulga F z-16ige E, on defineeritud vordusega

E,={yeY: (z,y) e E} CPY).

[A] Olgu E,E; € P(X xY), j=1,2,..., ning olgu € X. Toestada, et

o0

Eyr=@). o (UE) =UE.
=1 j=1

Jj=
[B] Olgu z € X.
(a) Olgu kogumid € C P(X xY) ja B C P(Y) o-algebrad. Tdestada, et kogumid
G={FEe€C: E,eB}CPXxY) ja D:={E,: E€¢}CP®Y)

on o-algebrad.

(b) Olgu & C P(X x Y). Téhistame
F={E,: E€E}CPY) ja D:={E,: E€o(E)} CPY).
Tdestada, et o(F) =D.

Ulesanne 2.15. Olgu A C R ning olgu r € R. Meenutame, et hulga A nihe A + 7 ja kordne rA
on defineeritud vastavalt vordustega

A+r:={a+r:ac A} ja rA:={ra: ac A}.
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[A] Olgu A, A; CR, j=1,2,..., ning olgu r € R. Toestada, et

(a)
(A+7’)C:AC+7’ ja (UAJ>+7’U(A]+7’)

(NAPUNAIDE: & € A + r parajasti siis, kui ¢ — r € A);
(b) kui r # 0, siis

(rA)=rA° ja r(U Aj> = U(rAj)
j=1 j=1

(NAPUNAIDE: r # 0 korral € rA parajasti siis, kui = € A).
[B] Toestada, et ruumis R iga Boreli hulga nihe ja kordne on Boreli hulgad.

NAPUNAIDE. Veenduda, et kogum €& = {E € Br: E+1r € Br jarE € Bg iga r € R korral} on
o-algebra, kusjuures £ sisaldab o-algebrat Bg genereeriva kogumi & = {(a,b): a,b € R,a < b}.



§ 3. Moodud

3.1. Moodu moiste ja pohiomadused

Olgu X mingi hulk ning olgu 2 C P(X) algebra.

Definitsioon 3.1. Oecldakse, et hulgafunktsioon pu: A — [0, 00| on aditiivne, kui
M1° A, BeA, ANB=0 = p(AUB)=u(A)+ u(B).

Aditiivse hulgafunktsiooni olulisemad omadused on formuleeritud jargnevas teo-
reemis.

Teoreem 3.1. Olgu p: A — [0, 00] adititvne hulgafunktsioon. Siis

MO°  kui leidub hulk A € A selliselt, et p(A) < oo (s.t. u ei ole samaselt vordne
lopmatusega), siis
p(@) = 0;
vastasel korral
p(0) = o0;

M1°" kui hulgad Ay, ..., A, € A (n € N) on paarikaupa loikumatud, siis

p (U Aj) = > u(4y);

MZ2° i on monotoonne, s.t.
ABed, ACB = u(A) <u(B);
M3° pu on subtraktiivne, s.t.
ABEA ACB pAd) <o — u(B\A)=u(B)— u(A);

M4° p on subaditiivne, s.t.
A, AyeA(neN) = pu (UA]) <> u(4y).
j=1

TOESTUS. MO0°. Eksisteerigu hulk A € 2, mille korral p(A) < oco. Kuna hulgafunk-
tsioon p on aditiivne, siis

((A) = p(AU D) = p(A) + (),

millest vorratuse pu(A) < oo tdttu jireldub, et u() = 0.
Omadus M1°" jareldub hulgafunktsiooni p aditiivsusest induktsiooni teel.

21
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M2°. Olgu A, B € 2, A C B. Siis

H(A) < p(A) + p(B\ A) = p(AU (B\ 4)) = u(B).
M3°. Olgu A, B €A, A C B, u(A) < oo. Siis

w(A) + u(B\ A) = p(AU(B\ A)) = u(B),
jéarelikult
u(B\ A) = u(B) — u(A).
M4°. Olgu Ay, ..., A, € A (n € N). Téhistame

j—1
Blel ja B]:AJ\<UAk>,j:2,,TL

k=1

Siis Uj_, 4; = Uj_, Bj, kusjuures hulgad By,..., B, on paarikaupa loikumatud
ning B; C A;, 7 =1,...,n. Seega

f (U Aj) = p <U Bj) =D _u(Bj) < ZM(AJ‘)-

]

Ulesanne 3.1. Tdestada, et kui hulgafunktsioon p: 2 — [0,00] on aditiivne ning paarikaupa
l6ikumatud hulgad A; € A, j =1,2,..., on sellised, et U]Oi1 Aj € 2, siis

p ( Aj) > pu(4)).

j=1

Definitsioon 3.2. Ocldakse, et hulgafunktsioon : 2 — [0, 0] on o-aditiivne (ehk
loenduvalt aditiivne), kui

M1 A; € j=1,2,..., AnA; =0,i#j, | JA4 e = u(UA]) => u(4)).
j=1

j=1 j=1

Mérgime, et kui algebra 2l on o-algebra, siis tdhendab tingimus “u on o-aditiivne”,
et kehtib implikatsioon

oo oo

j=1 j=1
sest sel juhul mis tahes A; € 2, j =1,2,..., korral alati U;’;l Aj e
Ulesanne 3.2. Toestada, et o-aditiivne hulgafunktsioon on aditiivne.

Kuna c-aditiivne hulgafunktsioon on aditiivne, siis on o-aditiivsel hulgafunk-
tsioonil p aditiivse hulgafunktsiooni omadused M0°-M4°. Ulejéaéanud o-aditiivse hul-
gafunktsiooni olulisemad omadused on formuleeritud jérgnevas teoreemis.
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Teoreem 3.2. Olgu hulgafunktsioon p: A — [0, 00| o-aditiivne. Siis

M4°° 1 on loenduvalt subaditiivne, s.%.

AjGQl,jzl,Q,...,DAjEQl — M(GAJ><iILL(AJ)
j=1

j=1 =1

M5°  kui hulgad A; € A, j =1,2,..., on sellised, et

A1CA2CA3C"' j(l UA]'EQ[, (31)
5118
u <U Aj) = lim pu(Ay,); (3.2)
j=1
M6°  kui hulgad A; € A, j =1,2,..., on sellised, et
p(A) <oo, ADADA;D-- ja ()4 €, (3.3)
5118
uOﬁ&)zﬁgyM@- (3.4)
j=1

ToesTus. M4*°. Olgu hulgad A; € A, j = 1,2,..., sellised, et [J;2, A; € 2

Tahistame
j—1
B =A, ja Bj=A;\ <UAk> L j=23,....

k=1
Siis U2, A; = Uj2, By, kusjuures hulgad By, j = 1,2, .., on paarikaupa l6ikumatud
ning B; C A;, 7 =1,2,.... Seega

m (UAJ) = p (UBy) Zu
j=1 j=1
M5°. Rahuldagu hulgad A;, j = 1,2, ..., tingimusi (3.1 3.1. Téahistame
IQ ja BJ:AJ\A],l,jzl,Z,

|Mg

Siis U2, A; = U2, By, kusjuures hulgad By, j = 1,2, ..., on paarikaupa l6ikumatud,;
seega

I (UAj) = p (U Bj) = ZM(BJ‘) = JL”JOZ“(B = lim p (UB )
= lim u(A,).

n—oo

M6°. Rahuldagu hulgad A;, j =1,2,..., eeldusi (3.3). Kuna
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(1) De Morgani valemite pohjal u(A; \ (72, A;) = p(UZ, (A1 \ 47));

(2) sisalduvuste A; D Ay D A3 D -+ tottu A; \ A C A\ Ay C Ay \ A3 C ---
ning jarelikult omaduse M5° pohjal p (U;’il Ap\ Aj> = lim,, 00 (A1 \ 4,),

p <ﬂ Aj) = (Al \ (A1 \ DAJ‘)) = pu(A1) — p (Al \ nAa)
= (A1) — p (U(Al \ Aj)) = p(Ar) — lim p(Ar\ A,)
= () = Tim (A1) = p(A4n)) = (A1) = (p(Ar) = lim p(A,)
= o, Hda).

]

Mirkus 3.1. On ilmne, et vordus (3.4)) jaéb kehtima, kui asendada eeldustes ([3.3))
tingimus “p(A;) < o00” norgema tingimusega “mingi jo € N korral p(A4,,) < oo”.
Kaéesoleva punkti viimasest iilesandest nédeme, et selle tingimuse mitte kehtides ei
tarvitse enam kehtida ka vordus (3.4).
Ulesanne 3.3. Olgu pu: 2 — [0, 00] aditiivne hulgafunktsioon. Toestada, et

(a) kui g rahuldab tingimust M5°, siis p on o-aditiivne;

(b) kui p on 16plik ja rahuldab tingimust M6°, siis p on o-aditiivne;

(¢) kui p on 1oplik ja rahuldab tingimust

M6°° A} D Ay D A3 D -, ﬂ(;ilAj =) = u(An) — 0.

n—oo
siis p on o-aditiivne;
Mairkus 3.2. Kui aditiivne hulgafunktsioon p: 2 — [0, 0] on 16plik, siis tingimusest M6° jéreldub

tingimus M6°°, seega jéreldub iilesande viitest (c) tema véide (b) (ning iihtlasi on tingimused M6°
ja M6°° samavéérsed).

Definitsioon 3.3. Hulgafunktsiooni p: 2 — [0, oo] nimetatakse mddduks, kui
MO0 1u(0) = 0
M1°° u on o-aditiivne.

Definitsioon 3.4. Kolmikut (X, 2, ), kus X on mingi hulk, 2 C P(X) on al-
gebra ning p: A — [0,00] on modt, nimetatakse eelmodduga ruumiks. Modtu
nimetatakse seejuures ka eelmooduks.

Kolmikut (X, 2L, 1), kus X on mingi hulk, 2 C P(X) on o-algebra ning p: A —
[0, 00] on moot, nimetatakse maodduga ruumiks.

Kui pu(X) = 1, siis nimetatakse mooduga ruumi (X, 2, p) toendosusruumiks.
Mootu g nimetatakse sel juhul téendosusmooduks.
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Kui u(X) < oo, siis deldakse, et (eel)mdoduga ruum (X, 2, i) on loplik. Sel juhul
oeldakse ka, et moot p on loplik.
Oeldakse, et (eel)modduga ruum (X, A, i) on o-loplik, kui hulk X on esitatav
kujul
X=[J4;, kusAjeUAjap(A;) <oo,j=12,. ...
j=1

Sel juhul 6eldakse ka, et méot p on o-loplik.

Ulesanne 3.4. Olgu (X, 2, 1) o-1oplik eelmddduga ruum. Toestada, et
(a) leiduvad hulgad A; € A, p(Aj) < o0, j=1,2,..., A;NA; =0,i#j,nii, et X =2, Ay;
(b) leiduvad hulgad A; € 2, u(4;) <o00,j=1,2,..., A1 C Ay C A3 C ---,nil,et X = U;’il A,

Ulesanne 3.5. Tuua niide mé6duga ruumist (X, 2, ) ning hulkadest A; € A, j =1,2,..., mis
rahuldavad tingimusi 41 D A2 D A3 D -+ ja();2; A; € 2, kuid mitte tingimust 1)

NAPUNAIDE. Tutvuda koigepealt niitega 3.1}

3.2. Naiiteid mooduga ruumidest

Niide 3.1. Olgu (X, ) mootuv ruum.
Defineeerime hulgafunktsiooni ¢: 2 — [0, oo seosega

0, kui A = (;
c(A) = < hulga A elementide arv, kui hulk A on 16plik; Aed
00, kui hulk A on lopmatu,

Lihtne on kontrollida, et ¢ on moot.

Ulesanne 3.6. Toestada, et hulgafunktsioon ¢ on modt.
Maootu ¢ nimetatakse loendamismodduks.

Niide 3.2. Olgu (X,2l) moédtuv ruum ning olgu x € X.
Defineeerime hulgafunktsiooni d,: 2 — [0, oo] seosega

1 kui A;
S (A) = SUEEA e
0, kui x € A,

Lihtne on kontrollida, et §, on mdot.
Ulesanne 3.7. Toestada, et hulgafunktsioon &, on modt.
Modtu &, nimetatakse Dirac{l| mooduks (punktis x) voi ka punktmassiks (punk-

tis x).

Jargnev néide, mis méngib tahtsat rolli ka edasises teooriaarenduses, on eelmis-
test juba oluliselt sisukam.

1Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984) — inglise matemaatik.



26 I. Mooduga ruumid

Niide 3.3. Tahistame (nagu ka néites
H = {(Z), [a,b), [c,0), (—o0,d), (—00,00) : a,b,c,d €R, a< b} C P(R)

ning
j=1

s.t. B on kogumi H paarikaupa mitteldikuvate hulkade 1oplike ithendite kogum. Né&i-
tes [2.2] toestasime, et B on algebra.

Olgu F': R — R mittekahanev vasakult pidev funktsioon.
Selles néites konstrueerime ithe méodu pp: B — [0, 00| selliselt, et

pr(la, b)) = F(b) — F(a) mis tahes a,b € R, a < b, korral. (3.5)
Niisiis, kui defineerida funktsioon F seosega F(z) = z, x € R, siis
nr([a,b)) =b—a.
Paneme téhele, et, tdhistades

F(oo) = lim F(z) ja F(—o0)= lim F(x)

T—00 T—r—00

(mérgime, et funktsiooni F' monotoonsuse tottu need piirvaartused eksisteerivad),
peab tingimust (3.5 rahuldav moot upr rahuldama tingimusi

pr(0) =0,
pr(la,b)) = F(b) — F(a), a,beR, a<b,
pr([c,00)) = F(oo) — F(c), c€R, (3.6)
MF((_Ooad)) = F(d) - F(_OO)7 de R,
) (

Ulesanne 3.8. Taestada, et kui up on mdot algebral B, mis rahuldab tingmust (3.5), siis kehtivad
tingimused ((3.6)).

Defineerimegi koigepealt hulgafunktsiooni pp védrtused kogumi H hulkadel vordus-
tega (3.6).

Ulesanne 3.9. Toestada, et kui paarikaupa loikumatud hulgad Ai,..., A, € H (n € N) on
sellised, et U;-lzl A; € H, siis

KF (U Aj) = ZuF(Aj)-

Jatkame hulgafunktsiooni pup algebrale B (ja tdhistame selle jatku samuti simboli-
ga pr), defineerides A € B korral

pr(A) = Z e (Aj),
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kus paarikaupa loikumatud hulgad Ay,...; A, € H (n € N) on sellised, et A =
U?:l A;j. Hulgafunktsiooni pp definitsiooni korrektsus ja pp aditiivsus jareldub va-
hetult jargnevast iilesandest. Veelgi enam, sealt jéareldub ka, et pr on ainus tingimust

(3.5) rahuldav aditiivne hulgafunktsioon algebral .

Ulesanne 3.10. Olgu S (mingi hulga X alamhulkade) poolalgebra ning rahuldagu hulgafunk-
tsioon v: & — [0, o0] tingimust

A, A, €S (neN), Aind;=0,i#j |48 = V<UAj)=Zu(Aj).
j=1

j=1 j=1

Olgu A poolalgebra S paarikaupa loikumatute hulkade 16plike {ihendite algebra, s.t.
A= {UA] TLGN, Al,...,AnGS, AlﬂAJ @,Z#]} CP(X)
j=1

Defineerime hulgafunktsiooni p: A — [0, 0o seosega
u(A) :zn:u(Aj), A= OAj €A (neN Ay,..., 4, €S, AinA;=0,i+#j).
j=1 j=1
(I) Toestada, et
(a) w on korrektselt defineeritud;
(b) p on aditiivne;
c¢) p on ainus aditiivne hulgafunktsioon algebral A, mille puhul u(A) = v(A) iga A € S korral.

(
(IT) Toestada, et kui

j=1

Aj€8,j=1,2,..., AinA;=0,i#j, [ JA eSS = V(UA]-) :Zy(Aj),

siis ¢ on o-aditiivne.
Teoreem 3.3. Hulgafunktsioon pr on moot.

Teoreemi toestus toetub oluliselt moddu regulaarsuse moistele; me esitame
ta kdesoleva paragrahvi jargmises punktis.

Definitsioon 3.5. Olgu X mingi hulk ning olgu kogumid 2,8 C P(X) sellised, et
2A C‘B.
Oeldakse, et hulgafunktsioon v: 8 — R on hulgafunktsiooni pu: A — R jditk
(kogumile B ), kui
v(A) = p(A) iga A € A korral.

Sel juhul 6eldakse ka, et hulgafunktsioon p: 2 — R on hulgafunktsiooni v: B — R
ahend (kogumile ).

Hulgafunktsiooni v ahendit kogumile 2( téhistatakse siimboliga v|y. Niisiis, kui
hulgafunktsioon v on hulgafunktsiooni p: 21 — R jitk, siis kirjutatakse v|y = p.
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Jargmises paragrahvis esitame skeemi, kuidas jatkata moot p algebral 2 teata-
vaks mooduks selle algebra poolt genereeritud o-algebral o(21). Mida see meile an-
nab? Néites lahtudes mittekahanevast vasakult pidevast funktsioonist F': R —
R, konstrueerisime teataval algebral B C P(R) mdddu pp, mis rahuldab tingimust
(3-5). Kui me oskame jitkata moddu pp mingiks modduks algebra B poolt gene-
reeritud o-algebrale o(B) = Bk, siis, tahistades selle jatku samuti siimboliga up,
saame mdodu pp: Bg — [0,00], mis rahuldab tingimust (3.5]). Niisiis, kui de-
fineerida funktsioon G: R — R vordusega G(z) = z, z € R, ning tédhistada
m = ug: Br — [0, 00], siis m on md6t ruumi R Boreli o-algebral Bg, mis rahuldab
tingimust

m([a, b)) =b—a mis tahes a,b € R, a < b korral.

Pole paha, mis?

3.3. Moodu regulaarsus

Definitsioon 3.6. Olgu X topoloogiline ruum ning olgu & C P(X). Oecldakse, et
monotoonne hulgafunktsioon p: £ — [0, 00| on

e vdiljast requlaarne hulgal E € £, kui
p(E) = inf{p(D): hulga D € & sisemus D° D E}

(sel juhul Geldakse ka, et hulk F on (hulgafunktsiooni p suhtes) wviljast regu-
laarne ehk vdljast p-regulaarne);

o seest requlaarne hulgal E € £, kui
p(E) = sup{p(C): hulga C € & sulund C on kompaktne ja C' C E}

(sel juhul 6eldakse ka, et hulk £ on (hulgafunktsiooni p suhtes) seest requlaarne
ehk seest p-requlaarne);

e requlaarne hulgal E € &, kui ta on hulgal £ nii véljast kui ka seest regulaarne
(sel juhul Geldakse ka, et hulk F on (hulgafunktsiooni p suhtes) regulaarne ehk
p-requlaarne);

e requlaarne, kui ta on regulaarne kogumi £ koikidel hulkadel.

Mairkus 3.3. Kompaktne hulk K Hausdorffi topoloogilises ruumis on kinnine; niisiis
K = K on Boreli hulk. Siit jireldub, et kui X on Hausdorffi topoloogiline ruum ning
kogum £ C P(X) sisaldab ruumi X Boreli o-algebrat (s.t. £ D By), siis monotoonne
hulgafunktsioon p: €& — [0, c0] on

(a) véljast regulaarne hulgal F € £ parajasti siis, kui

p(E) =inf{p(U): hulk U € £ on lahtine ja U D E};
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(b) seest regulaarne hulgal E € £ parajasti siis, kui

p(E) = sup{p(K): hulk K € £ on kompaktne ja K C E}.

Mérgime, et iga meetriline ruum on Hausdorffi topoloogiline ruum.
Teoreem jareldub vahetult jargnevast teoreemist.

Teoreem 3.4. Olgu X topoloogiline ruum, olgu A C P(X) algebra ning olgu jr: A —
[0, 0] aditiivne hulgafunktsioon. Kui hulgafunktsioon u on regulaarne, siis ta on o-
aditiivne.

TOESTUS.

*Ulesanne 3.11. Toestada teoreem
]

Jéreldamaks teoreemist[3.4] et hulgafunktsioon pp néites[3.3] (ja ka teoreemis

on moot, jaab vaid veenduda, et pupr on regulaarne.

Ulesanne 3.12. Téestada, et hulgafunktsioon uz: B — [0, 00| niites on regulaarne.

3.4. Mooduga ruumi tiield
Olgu (X, 2, 1) mooduga ruum.

Definitsioon 3.7. Oeldakse, et hulk N € P(X) on p-hiiljatav, kui leidub hulk
F € A selliselt, et u(F)=0ja N C F.

Kui moddu p roll on kontekstist selge, siis deldakse p-hiiljatava hulga kohta ka
lihtsalt hiljatav hulk.

Ruumi X p-hiiljatavate hulkade kogumit téhistame siimboliga N (u) voi, kui
moodu p roll on kontekstist selge, siis ka lihtsalt A. Niisiis

N =N(u)={NeP(X): leidub hulk F € 2, u(F) =0, nii, et N C F}.

Definitsiooni kohaselt hulk on hiiljatav parajasti siis, kui ta on mingi nullmooduga
hulga alamhulk. Seega on ka iga nullmodduga hulk hiiljatav. Juhime tédhelepanu, et
hulga hiiljatavus ei tdhenda tldjuhul, et tema maoot on null, sest iildjuhul ei tarvitse
p-hiiljatav hulk kuuluda moddu o madramispiirkonda 2. Kiill aga jareldub méodu
monotoonsusest, et iga mootuva (s.t. o-algebrasse A kuuluva) hiiljatava hulga moaot
on null. Niisiis, hiiljatava hulga maoot kas ei ole mddratud voi on null.

Ulesanne 3.13. Toestada, et hiiljatavate hulkade iilimalt loenduv iithend on hiiljatay hulk.

Definitsioon 3.8. Oeldakse, et méoduga ruum (X, 2, ;1) on tdielik, kui N'(p) C A
(s.t. koik p-hiiljatavad hulgad kuuluvad o-algebrasse 2). Sel juhul Geldakse ka, et
moot p on taielik.

On ilmne, et kui ruum (X, 2, 1) on tdielik, siis hulga N C X hiiljatavus tihendab,
et f(N) = 0.
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Teoreem 3.5. Olgu (X, 2, 1) mooduga ruum ning olgu N = N'(u) (s.t. N on hulga
X koikide p-hiljatavate alamhulkade kogum). Tdhistame

A={AUN: AeA NeN}
ning defineerime hulgafunktsiooni fi: 2A — [0, 00] seosega
a(E)=u(A), EeA E=AUN,AcA NecN.
Siis
(a) kogum A on o-algebra,

(b) o-algebra A on vihim o-algebra, mis sisaldab nii o-algebrat A kui ka kogumit N

(teisisonu, A = c(AUN));
(¢) hulgafunktsioon . on maoot;
(d) méot @ moddu p ainus jitk o-algebrale 2A;
(e) mooduga ruum (X, A, 71) on tdielik.

Definitsioon 3.9. Méoduga ruumi (X ,2A,71) teoreemist nimetatakse mooduga
ruumi (X, 2, p) taieldiks. o-algebrat 20 nimetatakse seejuures o-algebra 2 tdieldiks
(moodu p suhtes) ning mootu @ moddu o taieldiks.

Teisisonu, médduga ruumi (X, A, p) téieldiks nimetatakse modduga ruumi (X, A, 71)
kus

)

(1) 2 on vihim hulga X alamhulkade o-algebra, mis sisaldab nii o-algebrat 21 kui
ka ruumi X koiki p-hiiljatavaid alamhulki;

(2) modt I on moddu p jitk o-algebrale 2A (mirgime, et teoreemi pohjal on
niisugune moot i iiheselt maaratud).

TEOREEMI [3.5] TOESTUS. (a). Kodigepealt paneme téhele, et () € A (sest ) = 0 U 0,
kusjuures ) € A ja ) € N) ning X € A (sest X = X U, kusjuures X € 2 ja
DeN).

Niitame niiiid, et suvalise F € 2 korral ka E¢ € 2.

Olgu E € . Siis leiduvad hulgad A € A ja N € N selliselt, et £ = AU N.
Kuna hulk N on p-hiiljatav, siis leidub hulk F' € 2, u(F) = 0, selliselt, et N C F.

Paneme téhele, et
E‘=(AUN) = (AUF)°U(F\E).
Mairkus 3.4. Viimase vorduse kirjapanekul on abiks joonise tegemine.
Ulesanne 3.14. Veenduda, et (AU N)° = (AUF)°U(F\ E).
Kuna (AUF)® € 2 ja F\E € N (sest F'\ E on nullm6oduga hulga F' € 2 alamhulk),
siis F°¢ € 2.
Viite (a) toestuseks jaib niidata, et kui B; € A, j = 1,2,.. ., siiska U;’;l E; e .
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Ulesanne 3.15. Veenduda selles.

(b).

Ulesanne 3.16. Toestada, et A = o(AUN).

(c). Veendume koigepealt, et hulgafunktsioon 7z on korrektselt defineeritud, s.t.
7i(E) ei soltu hulga £ € A esitusest kujul E = AUN, kus A € A ja N € N. Selleks
peame veenduma, et kui A;, Ay € A ja Ny, Ny € N on sellised, et A;UN; = Ay UN,,
siis u(Ay) = pu(As).

Olgu A;, Ay € A ja Ny, Ny € N sellised, et A; UN; = Ay U N,. Siis leiduvad
hulgad Fi, Fy € 2, selliselt, et u(Fy) = p(Fy) = 0 ning Ny C Fy ja Ny C F,. Kuna

Al CATUN; = A3 U Ny CAQUFQ,
siis moodu 1 monotoonsuse ja subaditiivsuse tottu

1(Ar) < p(A2 U F) < p(As) + (k) = p(Aq).

Analoogiliselt saame, et ka p(As) < p(Ap) ning seega pu(A;) = p(As).
Ulesanne 3.17. Téestada, et hulgafunktsioon 77 on moat.
(d).
Ulesanne 3.18. Téestada, et 77 on mdddu p jitk o-algebrale 2.
Ulesanne 3.19. Taoestada, et 7i on moodu g ainus jitk o-algebrale 2.
(e).

Ulesanne 3.20. Tdestada, et N = N (f), s.t. hulk N € P(X) on f-hiiljatav parajasti siis, kui ta
on p-hiljatav.

Ulesanne 3.21. Toestada, et mooduga ruum (X, 21, 77) on tiielik.

3.5. Harjutusiilesandeid

Ulesanne 3.22. Olgu (X,2l) méotuv ruum ning olgu pi1, pa: A — [0, c0] moddud. Toestada, et
(a) p1+pe: A A pr(A) + pa(A) € [0, 00] on mddt;
(b) p1 + po on o-16plik parajasti siis, kui p; ja pe on o-16plikud.

Ulesanne 3.23. Olgu (X, 2L, ) mooduga ruum ning olgu A;, B; € 2, j = 1,2,.... Toestada, et
(a) p((A1UA2)\ (Bi1UBs)) < (A1 \ By) + p(As \ Ba);

() 1 (Ui 4) \ (Ui By)) < 52 (4 \ By):
(¢) p((ArNA2)\ (BiNBs)) < p(Ar\ Br) + p(A2 \ B);
(@ w1 (52 A4\ (N2 B))) < 52 (4, )\ By).

Ulesanne 3.24. Olgu (X,2) modtuv ruum, kus X on Hausdorffi topoloogiline ruum, ning olgu
1, o A — [0, 00] 16plikud mdddud. Tdestada, et py + po on regulaarne parajasti siis, kui pq ja
Lo on regulaarsed.

Lahendamisel v6ib piirduda juhuga, kus 2l O By, s.t. 2 sisaldab ruumi X Boreli o-algebrat.
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Ulesanne 3.25. Olgu (X, 2, 1) 16pliku modduga ruum, kus X on Hausdorffi topoloogiline ruum,
ning olgu E € 2. Tdestada, et

(a) kui g on hulgal E seest regulaarne, siis p on tiiendil E¢ véljast regulaarne;

(b) kui X on kompaktne ja p on hulgal E viljast regulaarne, siis x4 on tdiendil E€ seest regu-
laarne;

(b’) kui p on hulgal X seest regulaarne ja hulgal E viljast regulaarne, siis p on tédiendil E€ seest
regulaarne.

Lahendamisel v6ib piirduda juhuga, kus 2l O By, s.t. 2 sisaldab ruumi X Boreli o-algebrat.

Ulesanne 3.26. Olgu (X, 2, ;1) 1opliku modduga ruum, kus X on Hausdorffi topoloogiline ruum,
ning olgu A, B € . Toestada, et

(a) kui p on hulkadel A ja B viljast regulaarne, siis p on ka iithendil AU B ja iihisosal AN B
véljast regulaarne;

(b) kui g on hulkadel A ja B seest regulaarne, siis 4 on ka iithendil AU B ja iihisosal AN B seest
regulaarne.

Lahendamisel voib piirduda juhuga, kus 2 D Bx, s.t. 2 sisaldab ruumi X Boreli o-algebrat.

Ulesanne 3.27. Olgu (X, 2, p) modduga ruum, kus X on o-kompaktne Hausdorffi topoloogiline
ruum (s.t. Hausdorfli topoloogiline ruum, mis esitub kompaktsete hulkade loenduva iihendina) ning
A D Byx. Toestada, et kui p on viljast regulaarne ning 16plik ruumi X kompaktsetel hulkadel, siis
1 on regulaarne.

NAPUNAIDE. Ko&igepealt veenduda, et kui K, E € 2, kus K on kompaktne, siis p on hulgal K N E
seest regulaarne. Selleks kasutada moodu p valjast regulaarsust hulgal K N E°.

Ulesanne 3.28. Olgu (X, 2, ;) 16pliku modduga ruum, kus X on Hausdorffi topoloogiline ruum.
Toestada, et

(a) kui p on hulgal X seest regulaarne, siis
R :={A e A: pon hulgal A regulaarne}

on o-algebra (selle viite tdestamisel voib piirduda juhuga, kus 2 D By, s.t. 2 sisaldab
ruumi X Boreli o-algebrat);

(b) kui 2 = By (s.t. p# on 1oplik Boreli moot) ja g on ruumi X igal lahtisel hulgal seest
regulaarne, siis p on regulaarne.

*Ulesanne 3.29. Toestada, et iga 1oplik Boreli maot tiielikus separaablis meetrilises ruumis on
regulaarne.

NAPUNAIDE. Ulesande pohjal piisab niidata, et 16plik Boreli moot téielikus separaablis meet-
rilises ruumis on igal lahtisel hulgal seest regulaarne. Selleks kasutada Hausdorfli teoreemi.

Ulesanne 3.30. Olgu (X, 2, 77) mooduga ruumi (X, A, u) tiield. Toestada, et jirgmised viited on
samavéarsed:

(i) Eeq;

(i) E=AUN;, kus Ae®A, Ny e N, AN Ny = {;

(iii) £ =B\ Ny, kus B e A, Ny € N

(iv) E=B\ N3, kus Be®, N3 e N, N3 C B;

(v) leiduvad A, B € 2 nii, et AC E C Bjau(B\A) =0.

Ulesanne 3.31. Téestada, et méoduga ruum on o-16plik parajasti siis, kui tema tiield on o-15plik.



§ 3. MOODUD 33

Ulesanne 3.32. Olgu (X, 2, ) mé6duga ruum ning olgu X D Y € 2. Tihistame

B:={ANY: AcA}CPY) ja v=puls,

s.t. 1/( ) = u(B), B € B. Ulesandest [2.12] teame, et B on o-algebra, seega v on maoot. Olgu
(X,20,71) ja (Y,B,7) vastavalt mododuga ruumlde (X, 2, 1) ja (Y,B,v) tiieldid. Tdestada, et

(a) N(p) ={NNY: NeN(u}

(b) B={ENY: EeA};

(c) 7 =Tl

Ulesanne 3.33. Olgu (X, 2, ) mddduga ruum, kus X on Hausdorffi topoloogiline ruum. Tdestada,
et p on regulaarne parajasti siis, kui tema téield r on regulaarne.

Lahendamisel voib piirduda juhuga, kus 2 D By, s.t. 2 sisaldab ruumi X Boreli o-algebrat.



§ 4. Vialismoodud
Koikjal selles paragrahvis olgu X mingi hulk.

Definitsioon 4.1. Olgu pg moot algebral 20 C P(X) ning olgu algebra B C P(X)
selline, et 2 C *B.

Oeldakse, et moot p: B — [0, 00] on moddu g jatk algebrale B ja kirjutatakse
o = po (loetakse: p ahend algebrale 2 on pyg), kui

n(A) = po(A) iga A € A korral.

Selles paragrahvis esitame skeemi, kuidas jédtkata algebral defineeritud moot sel-
le algebra poolt genereeritud o-algebrale. Selleks toome sisse jargneva moistete-
aparatuuri.

Definitsioon 4.2. Hulgafunktsiooni A\: P(X) — [0, co] nimetatakse vdlismooduks,
kui

OM1° A(0) = 0;
OM2° X on monotoonne, s.t.

A BeP(X), AC B = AA) < \B);

OM3° X on loenduvalt subaditiivne, s.t.
A (U Ej> <SNE), E eP(X), j=12....
j=1 j=1

Lemma 4.1. Olgu kogum & C P(X) ja hulgafunktsioon p: € — [0, 00] sellised, et
0, Xe& ja p)=0.

Siis hulgafunktsioon p*: P(X) — [0, 00], mis on defineeritud seosega
p*(E) = inf{Zp(Aj): A;je€ j=12,..., EC UAj}’ E € P(X),
=1 =1

on valismoot.

ToOrsTuS. Koigepealt méargime, et hulgafunktsiooni p* definitsioon on korrektne,
sest iga I € P(X) korral leiduvad hulgad A; € €, j = 1,2,..., nii, et £ C U2, 4;.
(Me voime votta nditeks A; = X, j=1,2,....)

Vahetult on konrollitav, et p*() = 0 ning p* on monotoonne.

Ulesanne 4.1. Toestada, et p*(0) = 0 ning p* on monotoonne.

34
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Olgu E; € P(X), j=1,2,.... Teoreemi toestuseks jdéb néidata, et
P (U Ej> <Y (E)
j=1 j=1

Selleks aga piisab néidata, et iga ¢ > 0 korral

7 (Un) <o e

=1 j=1

Fikseerime vabalt ¢ > 0. Valime iga j € N korral hulgad Af e & i=1,2...,
selliselt, et

o0 . [e'¢) ' . c

EicU4l ja D op(a) <p'(B) + 5
i=1 i=1

Imselt U2, F; < UjZ, Uiz, Al = Urj1 A ning seega

0" (ij;) :inf{Zp(Ak): A€ & k=1,2,..., UE C UAk}

j=1 keN keN

<§:p(f1?)=iip i( )

=1

@
&
Il
-
<.
Il
—-
-.
Il
—_
<.

j=1 J=1
= Z p(Ej) +e
j=1

Olgu \: P(X) — [0, oo] vilismoot.

Definitsioon 4.3. Oecldakse, et hulk A € P(X) on A-mddtuv (ehk vilismoodu A
suhtes mootuv), kui

AME)=AMENA) +MNENA®) iga E € P(X) korral.
On selge, et hulk A € P(X) on A\-mddtuv parajasti siis, kui
MENA)+AMENA)KANE) idga E € P(X), M(F) < o0, korral

(sest vastupidine vorratus kehtib vélismoodu subaditiivsuse tottu alati ning juhul,
kui A(E) = oo, kehtib see vorratus triviaalselt).

Hulga X koigi A-moodtuvate alamhulkade kogumit tahistame edaspidi siimboliga

M),
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Teoreem 4.2 (Carathéodory? teoreem). Olgu A\: P(X) — [0, oc] vilismoot. Siis
(a) M(N) on o-algebra (s.t. koigi \-mootuvate hulkade kogum on o-algebra);
(b) Amny (5.t vilismoodu X ahend koigi \-moctuvate hulkade o-algebrale M(X))
on tdielik moot.
TOESTUS. (a). Toestamaks, et M(A) on o-algebra, piisab nédidata, et
(al) M(A) on algebra;

(a2) kui hulgad A; € M(}), j =1,2,..., on paarikaupa loikumatud, siis (J;2, 4; €
M(N).

(al). Koigepealt paneme tihele, et ) € M(X) ning kui A € M(X), siis ka A° €
M(N).
Ulesanne 4.2. Toestada, et
(1) 0 e M(N);
(2) kui A € M()), siis ka A° € M()).
Olgu A, B € M(A). Veendumaks, et M(\) on algebra, jadb niidata, et AU B €
M(N), s.t. iga E € P(X) korral

AMEN(AUB)) +MEN(AUB)°) = A(E).
Olgu E € P(X). Arvestades, et hulgad A ja B on A-mddtuvad, saame, et
AMEN(AUB)) +A(EN (AU B))
(EN(AUB)NA)+AEN(AUB)NA?) +ANENA°N BY)
ENA)+MNENA°NB)+ ANENA°N BY)

(
(ENA)+AENAY)
(E).

A
A
A
A

(a2). Olgu hulgad A; € M(X), j = 1,2,..., paarikaupa loikumatud. Viite (a)
toestuseks jaab niidata, et [J72, A; € M(N), s.t. iga B € P(X) korral

A (E N GAJ) + A (Eﬂ (G Aj>c> < \E).

Selleks paneme esmalt téihele, et kui hulgad A, B € M(\) on paarikaupa ldikumatud,
siis
MEN(AUB)) =XNENA)+ANENB) igaFE € P(X) korral. (4.1)
Toepoolest, kui hulgad A, B € M()) on paarikaupa ldikumatud, siis
MEN(AUB))=AEN(AUB)NA) + A(EN(AUB)N A
=ANENA)+ ANENB).

12Constantin Carathéodory (1873-1950) — kreeka piritolu saksa matemaatik.
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Olgu £ € P(X). Kuna hulgad A;, j = 1,2,..., on paarikaupa loikumatud, siis
saame tingimusest (4.1)) induktsiooni teel, et

A (E N U A]) = Z AMENA;) igan e N korral.
j=1 j=1

Seega
(£008) 3 (050 < Sxna
i=1 = i=1
Vzlggoz)\ EﬂA)—T}LrlgoA<EﬂUA>
7=1

Teiselt poolt
A\ (E N (U Aj)c> Tim A (E N <U A ) ) (4.2)

Taepoolest, kuna £N (72, 4;)° C EN (UnJrl Aj)e C En(Uj=, 45)¢,n=1,2,..., ning A on
monotoonne, siis iga n € N korral

A (Em (j Aj)c) <A (Em (@lAj)c) <A (Em (]QA]-)C> :

c
niisiis piirvéartus lim A (E N (U;.Lzl Aj) ) eksisteerib, kusjuures kehtib 1}
n—oo
Seega

A<EHQA].)+ ( @ ))

JLI{:J( “UA>+JL%A(E“(OAJ‘>C)

i=1
= lim
n—oo

(00n) (0 U))
— lim A(E)

n—o0
sest kuna M(A) on algebra, siis iga n € N korral Ji_; A; € M().

s

1

= A(E),

(b). Veendumaks, et A[rqn) on modt, paneme kdigepealt tdhele, et Al on
aditiivne hulgafunktsioon.
Toepoolest, mis tahes A, B € M()\), AN B = (), korral jareldub A-mddtuvuse definitsioonist,

et
MAUB)=X(AUB)NA) + M(AUB)NA°) = A(A) + \(B).
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Kuna aditiivne hulgafunktsioon on o-aditiivne parajasti siis, kui ta on loenduvalt
subaditiivne, siis A|pq(x) on moot (sest A (ja seega ka A|rqn)) on loenduvalt subadi-
tiivne ning A(0) = 0).
Veendumaks, et A|yq(x) on téielik moot, paneme koigepealt téhele, et kehtib imp-
likatsioon
NePX),A\(N)=0 = N eM(\.

Toepoolest, kui N € P(X) on selline, et A(N) = 0, siis A monotoonsuse tottu iga E € P(X)
korral A(ENN) + AMENN) <AN) + AE) = A(E); jarelikult N € M(N).

Ulesanne 4.3. Toestada, et Alamay on téielik moot.

]

Teoreem 4.3. Olgu p maoot algebral A C P(X) ja olgu hulgafunktsioon p*: P(X) —
[0, 00] defineeritud seosega

w(E) :inf{z,u(Aj): Aed, j=1,2,..., EC UAJ}’ EeP(X). (4.3)
=1 j=1

Siis
(a) hulgafunktsioon p* on vilismdoot,
(b) A C M(u*) (s.t. koik algebra 2 hulgad on p*-maéotuvad);
(¢) pla=p (s.t. u*(A) = pu(A) iga A €A korral).

Seosega (4.3)) defineeritud valismootu p* nimetatakse mooduga p assotsieeruvaks
valismooduks.

TEOREEMI [4.3] TOESTUS. Viide (a) jireldub vahetult lemmast

(b). Olgu A € 2. Viite toestuseks peame niitama, et A € M(u*), s.t. iga
E € P(X) korral
P (ENA)+ p (ENAS) < p(E). (4.4)
Olgu E € P(X). Tingimuse (4.4]) kehtivuseks piisab veenduda, et kui hulgad B; € 2,
j=12,..., sellised, et E C |J}Z, By, siis

P (ENA) +p(ENAY) < Zu(Bj)-

J=1

Toepoolest, sel juhul

oo

p(ENA) + p"(EnA° ginf{zlu(Bj): Bjed, j=1,2,..., EC UBj} = p*(E).
j=1

j=1
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Olgu hulgad B; € 2, j = 1,2,..., sellised, et E C Uj’;l B;. Kuna A N By,
ANB; e, j=1,2,... kusjuures ENA C U2, ANB;j ja ENA° C U2, A°N By,
siis

w(ENA) + p*(ENA°) < Z (AN B;) +ZMACmB)

7j=1

Mg i

(W(AN By) + u(A°N By))

= i ((ANB;)U(A°N By))

= Z N(BJ)

(c). Olgu A € . Viite toestuseks peame néitama, et u(A) = p*(A).
Veendumaks, et pu(A) > p*(A), téhistame By = Aja B; =0, j =2,3,...; siis

=> B >inf{ZM(Aj)i Aje, j=12..., AC UAj} = p*(A)
s =1 i=1

Teoreemi toestuseks jadb néidata, et p(A) < p*(A). Selleks, fikseerides vabalt
hulgad 4; € A, j = 1,2,..., nil, et A C U2, 4;, piisab veenduda, et u(A4) <

> (A

ZHJ(AQGAJ') =M<DAQAJ'> gi“(AmAj)giu(A)

]

Niiiid me oleme voimelised esitama skeemi, kuidas jatkata algebral defineeritud
moot selle algebra poolt genereeritud o-algebrale.

Olgu pp moot algebral A C P(X) ning olgu pf: P(X) — [0, 00] mddoduga pig
assotsieeruv vilismoot, s.t.

j=1 j=1

Tahistame 1 = p5]o(2). Siis

(a) p on mdot (Carathéodory teoreemi pohjal on jig|a(us) modt; kuna teoreemi
pohjal 2 C M (ug), siis ka o(A) € M(ug) (sest M(ug) on Carathéodory
teoreemi pohjal o-algebra); seega on ka 145]o(2) moot);

(b) p on mdddu pp: A — [0,00] jéitk algebra A poolt genereeritud o-algebrale
o(2A) (sest teoreemi [4.3] pohjal iga A € 2 korral u(A) = ui(A) = po(A)).
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Niisiis me oleme jatkanud moddu g algebralt 2 selle algebra poolt genereeritud
o-algebrale o(21).

Mootusid ug] ameue) ja 1oy nimetatakse moodu pg Camthéodornyahnﬁ Jatku-
deks.

Ulalkirjeldatud skeemi (eel)maodu g jétkamiseks algebralt 2 selle algebra poolt
genereeritud o-algebrale o(2() (ning ka pj-mootuvate hulkade o-algebrale M(uf))
nimetame edaspidi Carathéodory—Hahni skeemiks.

Teoreem 4.4 (Hahni jatkamisteoreem). Olgu po maoot algebral A C P(X). Tdihis-
tame p = pgloc). Stis

(a) p on moodu g jitk algebra A poolt genereeritud o-algebrale o(2);

(b) kui moot v: o(A) — [0,00] on mdddu py mingi jatk, siis iga A € o(A) korral
v(A) < p(A); seejuures, kui p(A) < 0o, siis v(A) = u(A);

(¢) kui moot py on o-loplik, siis p on méddu py ainus jatk o-algebrale o(2A).
TOrsTUS. Viide (a) on toestatud teoreemile eelnevas arutelus.
(b). Olgu v: o(A) — [0, 00] md6du gy mingi jéatk.
Koigepealt néitame, et iga A € o() korral v(A) < u(A).

Olgu A € o(). Kui hulgad A; € 2, j = 1,2,..., on sellised, et A C U2, 4;
siis

jarelikult ka

A)ginf{Zuo(Aj):AjGQl,zl,Z,.. ACUA}_MO = u(A).
j=1

Olgu niiiid A € o(2) selline, et u(A) < oco. Viite toestuseks jadb néidata, et
f1(A) < v(A). Selleks valime hulgad A; € 21, j = 1,2,.. ., selliselt, et A C |J7Z; A;
ja

> (A)) Zuo ) < up(A) +1 = p(A) +1 < oo.

Uldisust kitsendamata voime eeldada, et hulgad Aj, j = 1,2,..., on paarikaupa
loikumatud.

Téepoolest, kui téhistada A} = A; ja A} = AJ\Uf{;ll Ap,j=2,3,...,slis Al €A j=1,2,...,
ja AjN A% =0, kui i # j; seejuures

AcJ4 =4 i ZMOA’ <Y po(4; A)+ 1.
J=1 J=1 j=1

13Hans Hahn (1879-1934) — austria matemaatik.
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Téhistame C' = [J72, A;. Kuna

= ZN(AJ-) = Z v(4;) =v(C),

siis
p(A) + p(C\ A) = p(C) = v(C) = v(A) +v(C'\ A)
Kuna eelnevalt toestatu pohjal u(C\ A) > v(C\ A), siis jareldub siit, et u(A) < v(A).

(c). Olgu moot py o-1oplik ning olgu v: o(2A) — [0, 00] méddu pp mingi jatk.
Teoreemi toestuseks peame néitama, et v = p, s.t. v(A) = p(A4) iga A € o(A) korral.

Olgu A € o(A). Moodu po o-loplikkuse tottu leiduvad hulgad A; € A, j =
1,2,..., selliselt, et po(A4;) < oo, j=1,2,...,jaX = U;; A;. Uldisust kitsenda-
mata voime eeldada, et A; N A; =0, kui i # j (s.t. hulgad A; € 2, j =1,2,..., on
paarikaupa loikumatud). Seega

V(A)zl/(AﬂX)zl/(AﬂGAj) :V<GAQAJ'> :iy(AﬂAj)

:i (AN A;) (UAOA)ZM(ADOAj):M(AﬂX):M(A),

sest iga j € N korral p(ANA;) < p(A ) po(A;j) < oo ning jarelikult véite (b)
pohjal (AN A;) = (AﬂA)j: 2,. O

Lause 4.5. Olgu (X, 2L, po) eelmooduga ruum ning olgu j1y = g |o) Jja pa = 15| mu)
(s.t. moodud py: o(A) — [0,00] ja pa: M(us) — [0,00] on (eel)méodu py Cara-
théodory—Hahni jatkud). Siis pg = py = ph.

Olgu (X, 2, 1) eelmddduga ruum. Carathéodory teoreemist ja teoreemist
teame, et (X, M(1), 11| m(uz)) on modduga ruum, kusjuures ph| v on (eel)moodu
1o jatk. Lausest jareldub, et Carathéodory-Hahni skeem ei voimalda mootu
15| M) (ning seega ka (eel)mootu jig) o-algebrast M(pg) enam “kaugemale” jitkata.

Lause ning ka jargneva teoreemi toestusel on abiks, kui eelnevalt lahen-
dada

Ulesanne 4.4. Olgu (X, 2, ;1) modduga ruum. Toestada, et
(a) iga E € P(X) korral
p*(E) =inf{u(A): AcA ADE}
= min{,u(A): Ae, AD E};
(b) hulk N € P(X) on p-hiiljatav parajasti siis, kui u*(N) = 0.

LAUSE [4.5] TOESTUS.
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Ulesanne 4.5. Toestada lause

NAPUNAIDE. Olgu E € P(X). Lause tdestuseks piisab ndidata, et uf(E) > pi(E) > us(E) >
pg(E). Siin esimese kahe vorratuse tdestuseks kasutada vilismodtude pg, pf ja ps definitsioone
ning asjaolu, et pg = pila, g1 = Holo) ja p2 = pglm(us)- Vorratuse p3(E) > ug(E) toestuseks
kasutada iilesannet (a).

O

Olgu 1o moot algebral A C P(X). Carathéodory teoreemist ja teoreemist
jareldub, et moot o on jatkatav mitte ainult algebra 2l poolt genereeritud o-
algebrale o(2(), vaid ka uj-moodtuvate hulkade o-algebrale M(pg), mis sisaldab o-
algebrat o(2(). Tekib loomulik kiisimus: milline on o-algebrate o (2) ja M(pg) vahe-
kord? Me teame, et alati o(A) C M (), kuid kas on voimalik ka nende o-algebrate
vordsus? Osalise vastuse sellele kiisimusele annab jiargnev teoreem.

Teoreem 4.6. Olgu p o-loplik moot o-algebral A C P(X). Siis mooduga ruum
(X, M), 1| pm(us)) on mooduga ruumi (X, 2, ) tdield.

Teoreemist jareldub muuhulgas, et kui o-16plik modduga ruum (X, 2, ) on
taielik, siis M (p*) = 2 ning seega ei voimalda Carathéodory—Hahni skeem mootu p
o-algebralt 2 enam “kaugemale” jatkata.

TEOREEMI [4.6] TOESTUS.

*Ulesanne 4.6. Toestada teoreem

NAPUNAIDE. Mugav on kasutada {ilesannet

]

Jareldus 4.7. Olgu (X, 2, ug) o-loplik eelmooduga ruum. Siis méooduga ruum
(X, M), 115 muz)) on modduga ruumi (X, o (2A), pglo@y) tdield.

TOESTUS. Olgu p: o(A) — [0, 00] eelmdddu g Carathéodory—Hahni jatk. Kuna g
on o-loplik, siis ka p on o-16oplik, seega teoreemi pohjal on (X, M(p*), 1| m(u+))
mooduga ruumi (X, o (), ) téield. Kuna p = p|, ) ning 1ausep6hjal W= pg,
sits (X, M(11g), 15| am(ug)) on ruumi (X, o (1), pg|oe) téield. O

Ulesanne 4.7. Olgu X # () mingi hulk, olgu A: P(X) — [0,00] villismdot ning olgu kogum
E C P(X) selline, et iga E € P(X) korral

ME) :inf{Z)\(Ej): Eie&j=12.., |JE DE}
J=1 j=1

Toestada, et hulk A C X on A-mdotuv parajasti siis, kui iga E € £ korral
MENA)+AENA) = AE).

Ulesanne 4.8. Olgu 2 C P(X) algebra ning olgu u 16plik modt o-algebral o (2). Toestada, et kui
E € o(2), siis iga reaalarvu € > 0 korral leidub hulk A € 2 nii, et u(AAE) < e.
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5.1. Boreli m66dud ruumis R. Lebesgue—Stieltjes moodud

Definitsioon 5.1. Boreli mootudeks topoloogilises ruumis X nimetatakse mootusid,
mille méaramispiirkonnaks on selle ruumi Boreli o-algebra Bx.

Téhistame (nagu ka paragrahvides 2 ja 3)
H= {@, [a,D), [c,00), (—o0,d), (—00,00) : a,b,c,d €R, a< b} C P(R)

ning
j=1

s.t. B on kogumi H paarikaupa loikumatute hulkade loplike ithendite kogum. Néi-
tes [2.2] toestasime, et B on algebra.

Olgu F': R — R mittekahanev vasakult pidev funktsioon. Téhistame

F(oo) = lim F(z) ja F(—o0)= lim F(x)

T—00 T—r—00

(mérgime, et funktsiooni F' monotoonsuse tottu need piirvéédrtused eksisteerivad).
Defineerime hulgafunktsiooni p%: H — [0, oo] seostega

pp(0) =0,
,uOF([a, b)) = F(b) — F(a), a,beR, a<b,
u%([c, 00)) = F(o0) — F(c), c€eR,
,uOF((—oo, d)) = F(d) — F(-0), deR,
pp((—00,00)) = F(00) — F(~00)

ning jatkame selle hulgafunktsiooni algebrale B, defineerides A € B korral
HE(A) = up(4y),
j=1

kus paarikaupa loikumatud hulgad Ay,..., A, € H (n € N) on sellised, et A =
U;'L=1 Aj :

Naites veendusime, et x% on maot (selles niites kirjutasime lihtsuse mottes
1Y% asemel pip).

Ulesanne 5.1. Tdestada, et moot u% on o-loplik.

4Thomas Jan Stieltjes (1856-1894) — hollandi matemaatik (viimased kiimme aastat oma elust
tegutses Prantsusmaal).
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Kuna modt 4% on o-16plik, siis Hahni teoreemi pohjal on tema Carathéodory-Hahni
jatk pp = ud"|,(5) tema ainus jitk o-algebrale o(B) = Bg. Mootu pup: Br — [0, o]
nimetatame edaspidi funktsioonile F' vastavaks Boreli mooduks ruumis R.

Téapse iilevaate mittekahanevate vasakult pidevate funktsioonide F': R — R ja
ruumi R Boreli mootude vahekorrast annab

Teoreem 5.1. (a) Olgu F': R — R mittekahanev vasakult pidev funktsioon. Siis
leidub parajasti iiks moot p: Br — [0, 00] selliselt, et mis tahes a,b € R, a < b,
korral

1([a,b)) = F(b) — F(a).

Seejuures p = pp. Kui G: R — R on mingi selline mittekahanev vasakult
pidev funktsioon, et pg = pur, sis leidub konstant C' € R nii, et

G(x)=F(z)+C, zeR,

(b) Olgu maéot p: Bg — [0,00] selline, et iga tokestatud hulga A € Bg korral
p(A) < oo. Siis on funktsioon

,u([O,x)), kui x > 0;
F(z) =<0, kui x = 0;
—u([m,())), kui x < 0,

mittekahanev ja vasakult pidev, kusjuures p = jip.

TOESTUS.

Ulesanne 5.2. Toestada teoreem
]

Carathéodory teoreemi kohaselt on u%."| M0 (s.t. mooduga u% assotsieeru-
va villismoodu 9" ahend ruumi R u%"-modtuvate hulkade o-algebrale M (%))
téielik moot, s.t. (R, M(ug"), #%" |pgu.r)) on téielik modduga ruum,

Téahistame

Mp = M(M%*) ja pp = H%WM(;&*) = M%*|MF'

o-algebrat M nimetatakse (funktsioonile F' vastavaks) Lebesgue—Stieltjesi o-algebraks
ning selle o-algebra hulki (funktsioonile F' vastavateks) Lebesgque-Stieltjesi hulka-
deks. Mootu i nimetatakse (funktsioonile F' vastavaks) Lebesgue—Stieltjesi mooduks.
Kuna maot 4% on o-16plik, siis jareldusepéhj al on mooduga ruum (R, Mg, fig)
mooduga ruumi (R, Bg, pur) téield.
Saab niidata, et ruum (R, Bg, ur) pole kunagi téielik; niisiis alati Bg & Mp (vt.

maéarkust .

Kuna mo6o6t iz on Boreli moddu pp jatk ning seejuures ainus jétk o-algebrale Mg,
siis kirjutame edaspidises lihtsuse mottes i, asemel sageli ka pp.



§ 5. BORELI MOODUD RUUMIS R 45

Kui F(z) = =z, x € R, siis tdhistatakse Lebesgue—Stieltjesi modtu fip (ning
ka Boreli mootu pup = fip|p,) siimboliga m ning o-algebrat Mg siimboliga L. o-
algebrat £ nimetatakse (ruumi R) Lebesgue’i o-algebraks ning selle o-algebra hulki
(ruumi R) Lebesgue’s hulkadeks. Mddtu m nimetatakse Lebesgque’t mooduks (ruu-
mis R).

Mairkus 5.1. Teoreemist , (a), jareldub, et Lebesgue’i moot m on ainus ruumi R
Boreli o-algebral méadratud moot, mis rahuldab mis tahes a,b € R, a < b, korral
tingimust m([a,b)) = b — a. Lebesgue’i moot on ka ainus Lebesgue’i o-algebral
médratud moot, mis seda tingimust rahuldab (sest Lebesgue’i o-algebra on Boreli
o-algebra tdield moodu m suhtes).

Ulesanne 5.3. Olgu a,b,¢,d € R, a < b. Tdestada, et

(a) {a} € Bg, kusjuures m({a}) = 0 (s.t. ithepunktiline hulk ruumis R on Boreli méttes mostuyv,
kusjuures tema Lebesgue’i moot on null);

(b) m([a,b)) = m((a,b)) =m((a,b]) =m([a,b]) =b—a;
(¢) m([c,00)) =m((c,00)) = m((—o00,d)) = m((—o0,d]) =m((—o0, —00)) = o0;
(d) kui hulk A € P(R) on iilimalt loenduv, siis A € Bg, kusjuures m(A4) = 0.

Vahetult Lebesgue—Stieltjesi mdddu definitsioonist jareldub, et iga E € P(R)
korral

19" (E) :inf{z,u%(Bj): BieB j=12..., /B> E}
j=1

:inf{zu%(Ak): ApeH, k=1,2,..., UAkDE}

k=1 k=1

= inf{ZMOF([aj,bﬂ)i aj,bj €R, a; <b;, j=1,2,.... (Jlaj.b;) D E}
=1

J=1

= inf{z,up([aj,bj)): CLj,bj € ]R, a; < bj, ] = 1,2,..., U[aj,bj) D) E} .
j=1

J=1

Lause 5.2. Olgu F': R — R mittekahanev vasakult pidev funktsioon. Siis iga E €
P(R) korral

p9" (E) = inf {Z,up((aj,bj)): aj,b; e R, a; <bj, j=1,2,..., U(aj,bj) D E} =:vp(E).
j=1

Jj=1

Muuhulgas, iga E € Mg korral

,LLF(E) = inf {Z ,LLF<(CLj,bj))Z C(,j,bj € R, a; < bj, 7=12 ... U(aj,bj) D E} .
=1 j=1
(5.1)
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TOESTUS. Olgu E € P(R). Lause tdestuseks piisab niidata, et " (E) = vp(E).
Kui tokestatud vahemikud (a;,b;), 7 =1,2,..., on sellised, et U;il(aj, b;) D E,
siis valides iga j € N korral paarikaupa l6ikumatud poolldigud [a?, %), i = 1,2,...,

nii, et (az,b;) = Uy, [a}, b5) (sellised poolldigud ilmselt leiduvad), kehtib sisalduvus

Uiz, Uiz 1[a], b%) D E, seega teoreemile eelneva vordusteahela pohjal
ZMF [a}, ) ZZNF [a},0})) ZMF aj, b
7i=1 7j=1 =1

jarelikult p%"(E) < vp(E).

Lause toestuseks jadb niidata, et vp(F) < pl (E), milleks, fikseerides vabalt
e > 0, piisab niidata, et vp(E) < p%"(E) + 2. Teoreemile eelneva vérdusteahela
pohjal leiduvad poolléigud [a;,b;), 7 =1,2,..., nii, et

o0

U[ajabj) DE ja ZHF<[aj7bj)) < M%*<E) +e.

j=1

Funktsiooni F’ vasakult pidevuse tottu leidub iga j € N korral ¢; < a; nii, et

F(cj) > F(aj) — %.

Niitid U2, (¢j,b5) D U;2,[aj, b;) O E ning jirelikult

ZMF ¢j, by Z:“F ¢j» by Z ))
7j=1
<Z<F(bj)— ) Z,up aj,b; —i—Z;\,uF ) + 2e.
j=1

Erijuhul F(z) = z, 2 € R, saame lausest 5.2} et iga E € P(X) korral

/L%*<E) = inf {Z(bj — CLJ')Z CLj,bj < R, CL]' < bj, ] = 1,2, ceey U((Ij,bj) D E}
j=1 j=1
(5.2)
ning, muuhulgas, iga £ € £ korral (siimbolid £ ja m tdhistavad vastavalt ruumi R
Lebesgue’i o-algebrat ja Lebesgue’i mootu ruumis R)

m(E) = inf{Z(bj —aj): aj,bj €R,a; <bj,j=1,2,..., U(aj,bj) D E}
j=1 j=1
(5.3)
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5.2. Lebesgue—Stieltjesi mootude regulaarsus

Meenutame (vt. § 3.3), et kui X on topoloogiline ruum ning 20 C P(X) on algebra,
siis deldakse, et moot p: A — [0, 00] on regulaarne, kui iga hulga £ € 2 korral

u(E) @ 'nf{,u(D): hulga D € A sisemus D° D E’}

2)

®) sup{u(C’): hulga C' € 2 sulund C on kompaktne ja C' C E}

Kui kehtib vordus (1), siis deldakse et p on hulgal E vdiljast requlaarne. Kui kehtib vordus (2),
siis 6eldakse et p on hulgal F seest requlaarne. Kui p on igal hulgal E € 2 viljast regulaarne, siis
oeldakse, et u on véljast regulaarne. Kui p on igal hulgal E € 2 seest regulaarne, siis 6eldakse, et
1 on seest regulaarne.

Mirkus 5.2. Kompaktne hulk K Hausdorffi topoloogilises ruumis on kinnine; niisiis X = K
on Boreli hulk. Siit jireldub, et kui X on Hausdorffi topoloogiline ruum ning algebra 2 C P(X)
sisaldab koiki ruumi X Boreli hulki, (s.t. 2 D By), siis mddt u: 2 — [0, 0o] on regulaarne parajasti
siis, kui suvalise FF € 2 korral

W(E) = inf{,u(U): hulk U € X on lahtine ja U O E}
= sup{,u(K): hulk K C X on kompaktne ja K C E}
Mérgime, et iga meetriline ruum on Hausdorfli topoloogiline ruum.

Teoreem 5.3. Olgu F': R — R mittekahanev vasakult pidev funktsioon. Lebesgue—
Stieltjesi moot g on requlaarne.

Teoreem [5.3] jireldub vahetult jirgnevast teoreemist.

Teoreem 5.4. Olgu X Hausdorffi topoloogiline ruum ning olgu A C P(X) algebra.
Kui o-1oplik maot pg: A — [0, 00] on requlaarne, siis ka tema Carathéodory—Hahni
gatk p: M(ug) — [0, 00] on regulaarne.

Mairkus 5.3. Kirjeldame alternatiivseid mooduseid modtude pp regulaarsuse toestuseks.

(I) M6odu pp viljast regulaarsus jareldub lausest (tdpsemalt, valemist (5.1); pur regulaar-
sus jéareldub iilesandest

Ulesanne 5.4. Jireldada lausest|5.2| (téipsemalt, valemist (5.1))), et moat puz on viljast regulaarne.
Jéreldamaks iilesandest [3.27 moddu pup regulaarsust, veenduda, et

(a) meetriline ruum R on o-kompaktne;
(b) moot g on 16plik ruumi R kompaktsetel hulkadel.

(IT) Kéesoleva opiku teoreemis V.2.4 tdestame, et kui lokaalselt kompaktse Hausdorffi ruumi
X iga lahtine hulk on o-kompaktne (s.t. esitub kompaktsete hulkade loenduva iihendina), siis iga
Boreli maat ruumis X, mis on 16plik kompaktsetel hulkadel, on regulaarne. (Topoloogilist ruumi
nimetatakse lokaalselt kompaktseks, kui tema igal punktil leidub kompaktne iimbrus.) Teoreemist
V.2.4 jéreldub ahendi pup|p, regulaarsus. Méddu pp regulaarsus jireldub niiiid {ilesandest
(sest up on pp|p, tiield).

Ulesanne 5.5. Veenduda, et
(a) meetriline ruum R on lokaalselt kompaktne;
(b) iga lahtine hulk ruumis R on o-kompaktne.

NAPUNAIDE. Viite (b) toestuseks kasutada teoreemi voi jareldust
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TEOREEMI [5.4] TOESTUS. Olgu o-16plik maot pg: A — [0, 00] regulaarne. Veen-
dumaks, et moodu o Carathéodory-Hahni jatk p: M(pg) — [0,00] on regulaar-
ne, peame niitama, et g on nii seest kui ka viljast regulaarne. Fikseerime vabalt
E € M(ug)-

(a) Veendumaks, et p on véljast regulaarne, peame néaitama, et iga € > 0 korral
leidub hulk D € M) nii, et

D°DOFE ja pD)<ulE)+e.

Fikseerime vabalt reaalarvu ¢ > 0. Carathéodory—Hahni jatku definitsiooni pohjal
leiduvad hulgad A; € A, j =1,2,..., selliselt, et

[e'S) ' ) c
j=1 j=1

Moodu g regulaarsuse tottu leiduvad hulgad D; € 2, j =1,2,.. ., selliselt, et

3

D;-) DA]' ja /Lo(Dj) gMQ(A])—Fﬁ, jg=12,....

Téhistame D := (J72, D; € M(p), siis D° D U2, D5 O U2, Aj D E ning

w(D) < i Z 11o(D i <H0(A ) + %)

Jj=1 j=1
it £
Z +ZQJ+1\N +2+2 1(E) +e.

(b) Veendumaks, et moot u on seest regulaarne, peame néitama, et leiduvad
hulgad C; € M(pg), 7 =1,2,. .., selliselt, et

sulundid C; on kompaktsed ja C; C E, j =1,2,..., ning u(C;) — u(E). (5.4)

j—)
Selleks piisab néidata, et

(o) kui K € A, u(K) < oo, kusjuures K on kompaktne, siis iga € > 0 korral leidub
C e M(u) nii, et
sulund C on kompaktne ja C C ENK ning p(C) > p(ENK) —e.
Toepoolest, moodu puy o-1oplikkuse tottu leiduvad hulgad A; € A, j =1,2,. .., nii,
et
,u(Aj)<oo,j:1,2,..., Al C Ay C - X:UAJ

Moddu i seest regulaarsuse tottu leidub iga j € N korral hulk K; € 2 selliselt, et

- — 1
sulund K; on kompaktne ja K; C A; ning pu(K;) > p(4;) — -.
J
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Kui kehtib véide (e), siis saame iga j € N korral leida hulga C; € M () nii, et
— — 1
sulund C; on kompaktne ja C; C ENK,; ning p(C;) > pu(ENK;)— -.
J

Aga niitid kehtivad sesosed ([5.4)).

Tdepoolest, kontrollimist vajab vaid, et ©(C;) —— u(E). Selleks mérgime, et iga j € N korral
j—oo
ENK;=(ENAj\ (4;\ K;), seega ka

1 1 2
w(Cy) > p(ENK;) — e n(ENA;) — (4, \ K;) — ke n(ENA;) - G

Kuna pu(ENA;) —— w(E) (sest E = U;’ilE NA;, kusjuures ENA; C ENAy C ---), siis ka
Jj—o0
1(Cy) —— p(E).
j*}OO
Toestame niiiid viite (o). Olgu K € A, uo(K) < oo, kusjuures K on kompaktne,

ning olgu € > 0. Tdestuse osa (a) pohjal teame, et p on véljast regulaarne, jarelikult
leidub hulk D € M) selliselt, et

D°D>K\E ja u(D)<u(K\E)+e.

Tihistame C := K\ D, siis C' on kompaktne (sest C' on kompaktse hulga K kinnine
alamhulk), C'C K N E ning

u(C) = u(K) — (K 1 D) > p(K) - p(D)
> u(K) — p(K\ E) — e = (KN E) - <.

O

Teoreem 5.5. Olgu F': R — R mittekahanev vasakult pidev funktsioon ning olgu
E € Mg. Siis iga € > 0 korral leiduvad lahtine hulk U D E ja kinnine hulk H C E
selliselt, et up(U\ H) < e.

TOESTUS.

Ulesanne 5.6. Toestada teoreem @

NAPUNAIDE. Kasutades m&éodu pp o-1oplikkust ning regulaarsust, konstrueerida koigepealt lahtine
hulk U D E selliselt, et up(U \ E) < §. Analoogiliselt saab leida lahtise hulga V' O E° selliselt, et
pr(V\ E°) < 5. Votta H = V°.

O

Jargnev lihtne jéreldus teoreemist kirjeldab Lebesgue—Stieltjesi o-algebra
M F hulki.

Meenutame, et kui X on topoloogiline ruum, siis éeldakse, et

e hulk D € P(X) on G, kui ta on esitatav ruumi X lahtiste alamhulkade
loenduva iihisosana;

e hulk C € P(X) on F,, kui ta on esitatav ruumi X kinniste alamhulkade
loenduva iihendina.
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Teoreem 5.6. Olgu F': R — R mittekahanev vasakult pidev funktsioon. Jdargmised
vdited on samavddrsed:

(i) FE e MF,'
(ii) =G\ Ny, kus G € Mg on Gs ja Ny € Mg on selline, et pp(Ny) = 0;
(ili) £ = HU Ny, kus H € Mg on F, ja Ny € Mg on selline, et pp(Ny) = 0.

TOEsTUS. Implikatsioonide (ii)=>(i) ja (iii)=-(i) kehtivus on ilmne, sest Mg on o-
algebra ning seega kinnine hulgateoreetilise vahe ja ithendi votmise operatsioonide
suhtes.

(1)=(iii) ja (i)=-(ii). Olgu E € M. Teoreemil[5.5|pohjal leiduvad iga j € N korral
lahtine hulk U; D E ja kinnine hulk H; C E nii, et up(U; \ H;) < % T#histame

GZ:mUj, N1::G\E, H::UHP NQ::E\H;
j=1

=1

siis G on Gs, E = G\ Ny, Hon F,, E = H U Ny; seega jaib jarelduse toestuseks
néidata, et pup(Ny) = pp(N2) = 0.
Ulesanne 5.7. Toestada, et wr(N1) = pp(Ng) = 0.

O

Teoreem 5.7. Olgu F': R — R mittekahanev vasakult pidev funktsioon ning olgu
hulk E € Mg selline, et up(E) < oo. Siis iga ¢ > 0 korral leiduvad paarikaupa
loikumatud tokestatud vahemikud (ay,by), ..., (an,by) (n € N) selliselt, et

HUr (EA U(a]’, b])) < €.

j=1

Meenutame, et hulkade A ja B simmeetriline vahe AAB on defineeritud seosega
AAB =(A\B)U(B\A)=(AUB)\ (AN B).

TEOREEMI [5.7 TOESTUS.
Ulesanne 5.8. Toestada teoreem
NAPUNAIDE. Kasutada lauset (tdpsemalt, valemit (5.1])).

5.3. Lebesgue’i hulga nihke ja kordse Lebesgue’i moot.
Lebesgue’i mottes mittemootuva hulga olemasolu

Olgu F C Rjar € R. Meenutame, et hulga F nihe E+r ja kordne r E on defineeritud
vastavalt seostega

E+r={x+r:z€FE} ja rE={rx: z € E}.



§ 5. BORELI MOODUD RUUMIS R 51

Ulesanne 5.9. Tdestada, et m-hiiljatava hulga nihe ja kordne on m-hiiljatavad, s.t., kui F € N(m)
jar eR,siiska E+r,rE € N(m).

NAPUNAIDE. Kasutada fakti, et (iilesande (b), ja teoreemi [4.5] pohjal) E € N(m) parajasti
siis, kui %" (E) = 0, kus F(z) =z, « € R, ning vordust (5.2).
Teoreem 5.8. Olgu F € L jar € R. Siis

(a) E+r € L, kusjuures m(E +r) = m(E);

(b) rE € L, kusjuures m(rE) = |r|m(E).

TOESTUS.
Ulesanne 5.10. Téestada teoreem @

NAPUNAIDE. Sisalduvuste £+ r € £ ning rE € L tdestuseks kasutada asjaolu, et £ on Boreli o-
algebra By téield Lebesgue’i moodu m suhtes, ning fakte, et ruumis R Boreli hulga nihe ja kordne
on Boreli hulgad ning m-hiiljatava hulga nihe ja kordne on m-hiiljatavad (vt. iilesandeid ning

p.9).
Vorduste m(E + r) = m(E) ja m(rE) = |r|m(E) tdestamisel kasutada vordust (5.3)).

]

Kuna Lebesgue’i méot m on teoreemi [5.8 pdhjal nihke suhtes invariantne ning
m( 0, 1)) = 1, siis jareldub teoreemist Lebesgue’i mottes mittemootuva hulga
olemasolu.

Jéreldus 5.9. Eksisteerib Lebesgue’i mottes mittemoctuv hulk, s.t. £ S P(R).

Ulesanne 5.11. Tdestada, et kui hulk E € P(R) omab sisepunkte, s.t. E° # 0, siis hulk E sisaldab
mingi Lebesgue’i mottes mittemddtuva hulga.

NAPUNAIDE. Koigepealt niidata, et eksisteerib poolldik [a,b) (a,b € R, a < b), mis sisaldab mingi
Lebesgue’i mottes mittemdotuva hulga, ning seejirel rakendada teoreemi [5.8

Kehtib tilesande vaitest tildisem tulemus.

Lause 5.10. Olgu hulk A € L selline, et m(A) > 0. Siis hulk A sisaldab mingi
Lebesgue’s mottes mittemootuva hulga.

LAUSE [5.10] TOESTUSE SKEEM. Uldisust kitsendamata voimne eeldada, et mingi k € Z korral
A C [k, k+1) (pohjendadal!) ning, et, veelgi enam, A C [0,1) (pdhjendadal). Teoreemi [1.1]| tdestuse
pohjal vdib eeldada, et A C N, mingi ¢ € QN |0, 1) korral (pdhjendadal), ning et A on kompaktne
(sest Lebesgue’i mdddu regulaarsuse tottu sisaldab A kompaktse hulga, mille Lebesgue’i moot on
> 0).

Lause toestuseks piisab niiiid nédidata, et

(o) leidub § > 0 nii, et (—0,0) C A — A,

sest sel juhul ka (—0,d) C Ny— N, mis on voimatu (sest ainus hulgas N;— N, sisalduv ratsionaalarv
on null (pdhjendadal)).
Viite (o) toestuseks paneme tihele, et tingimus (—d,d) C A — A on samaviiiirne tingimusega

2| <8 = (A+a)NA#0 (5.5)

(pohjendadal). Niiiid piisab viite () tdestuseks toestada jirgnev lemma.
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Lemma 5.11. Olgu X meetriline ruum ning olgu kompaktne hulk A C X ja lahtine hulk
U C X sellised, et A C U. Siis leidub 6 > 0 nii, et

lz] <6 = A+zCU. (5.6)

Toepoolest, oletame, et lemma on toestatud. Lebesgue’i méodu regulaarsuse téttu leidub lahtine
hulk U D A nii, et m(U) < 2m(A). Olgu ¢ > 0 selline, et kehtib ([5.6]). Oletame vastuvéiteliselt, et
viide (o) ei kehti. Siis ka (5.5) ei kehti, seega mingi x € (—4,0) korral (A+ z) N A = ). Aga niiiid

2m(A) > m(U) = m(AU (A+z)) = m(A) + m(A+ z) = 2m(A),

vastuolu.

Ulesanne 5.12. Téestada lemma [5.11

5.4. Taiendavaid markusi

Markus 5.4. Meie defineerisime oma kéasitluses Lebesgue—Stieltjesi moodud ldhtudes
vasakult pidevatest mittekahanevatest funktsioonidest: kui F': R — R on vasakult
pidev mittekahanev funktsioon, siis me defineerisime (iitheselt méiratud) moodu p%
poolalgebra

H = {@, la,b), [c,00), (—o0,d), (—00,00) : a,b,c,d €R, a< b} C P(R)

paarikaupa l6ikumatute hulkade 16plike iithendite algebral, mis rahuldab tingimust
uOF([a, b)) = F(b) — F(a), a,b € R, a < b; Lebesgue—Stieltjesi moddud defineerisime
kui selliste méotude pl Carathéodory-Hahni jitkud (p% -mootuvate hulkade o-
algebrale).

Alternatiivne skeem Lebesgue—Stieltjesi mootude defineerimiseks lahtub paremalt
pidevatest mittekahanevatest funktsioonidest: kui F': R — R on paremalt pidev
mittekahanev funktsioon, siis defineeritakse (itheselt midratud) moot v% poolalgebra

H = {(Z), (a,b], (¢, ), (—00,d], (—00,0) : a,b,c,d € R, a < b} C P(R)

paarikaupa loikumatute hulkade 16plike iihendite algebral, mis rahuldab tingimust
v%((a,b]) = F(b) — F(a), a,b € R, a < b; Lebesgue-Stieltjesi moddud defineeri-
takse kui selliste mogtude /% Carathéodory—Hahni jitkud (v%"-maotuvate hulkade
o-algebrale).

Mérgime, et kumbki skeem annab tulemuseks iihe ja sama Lebesgue—Stieltjesi
modtude klassi.

Mirkus 5.5. Ajalooliselt defineeris Lebesgue vilismoodu m*: P(R) — [0, oo] seo-
sega
m*(E) = inf {Z(b] — CLj)I Clj,bj € R, Q. < bj, j = 1,2, ey U(aj,bj) D) E} s E e P(R),
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(mérgime, et tdhistus m* mingeid vastuolusid endaga kaasa ei too, sest lause ja
valemi pohjal langeb Lebesgue’i poolt defineeritud vélismdot m* kokku Lebes-
gue’i mooduga m assotsieeruva valismooduga m*) ja luges hulga A C R mootuvaks,
kui iga tokestatud vahemiku (a,b) C R korral

m* ((a, b) N A) +m* ((a, b)\ A) = m* <(a, b)) —b—a

Meie ldhtusime oma kéasitluses Carathéodory poolt hiljem kasutusele voetud
moistest “antud valismoodu suhtes mootuv hulk”: kui X # 0 on mingi hulk ja
A P(X) — [0,00] on vélismoot, siis hulk A € X on A-mootuv, kui iga £ C X
korral

AMENA)+AENAC) = AE).

Lihtne on veenduda, et hulk A C R on Lebesgue’i definitsiooni jirgi moctuv para-
jasti siis, kui ta on meie késitluse jargi Lebesgue’i mottes moctuv, s.t. A € L, s.t. A
on m*-mootuv (vordus m* = pl", kus F(z) = z, z € R, jireldub lausest : kuna
m*((a,b)) = b — a, siis jireldub nende kahe mddtuvuse definitsiooni samavéirsus
iilesandest [4.7}

Ulesanne Olgu X # () mingi hulk, olgu A: P(X) — [0, 00] vilismdot ning olgu kogum
E C P(X) selline, et iga E € P(X) korral

/\(E)Zinf{z)‘(Ej)i Eje& j=12,..., UEJ'DE}'
i=1 =t

Taoestada, et hulk A C X on A-modtuv parajasti siis, kui iga F € £ korral
AMENA)+AENAY) = AE).

Miérkus 5.6. Ulesandes 5.3 veendusime, et ruumi R iga loenduva alamhulga Lebes-

gue’i moot on null. Tekib loomulik kiisimus: kas leidub ruumi R alamhulki, mille

Lebesgue’i modt on null ning mille voimsus iiletab loenduva hulga voimsuse? Vastus
sellele kiisimusele on jaatav, néide sellisest hulgast on Cantorﬁ hulk.

Naide 5.1. Tahistame

Cl - [O, 1],
02 = [Oa l] U [%7 1]7
G =03 U UL HUE 1,

jne. (Piltlikult véljendudes: kui on antud hulk C; (j € N), siis jagame koik sel-
le hulga 16igud kolmeks pikkuselt vordseks osaks; hulk €, saadakse hulga Cj
igast 16igust keskmise vahemiku véljajatmise tagajirjel.) Téhistame C' := ﬂ;’;l Cj.
Hulka C' nimetatakse Cantori hulgaks. Saab niidata, et

15Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918) — saksa matemaatik (siindis Venemaal
Peterburis, kus elas kuni 11. eluaastani).



54 I. Mooduga ruumid

e card(C') = ¢ (s.t. hulga C voimsus on kontiinuumi véimsus);

e m(C) =0 (s.t. Cantori hulga Lebesgue’i moot on null).

Mairkus 5.7. Saab nédidata, et iga vasakult pideva mittekahaneva funktsiooni F': R —
R korral Bg ; M. Esitame selle viite toestuse skeemi.

Léahtuvalt vasakult pidevast mittekahanevast funktsioonist F': R — R konst-
rueeritakse hulk Cr C R nii, et

e card(Cp) = ¢ (s.t. hulga Cr voimsus on kontiinuumi voimsus);

e p(Cr) = 0.

(Hulk Cr on Cantori hulga modifikatsioon, tema konstrueerimisel lihtutakse samu-
ti teatavast 1oigust, mida siis hakatakse teatava eeskirja jérgi kolmeks jagama ja
“keskmisi kolmandikke vélja viskama”.) Kuna pp on téielik moot, siis funktsioonile
F vastav Lebesgue—Stieltjesi o-algebra Mg sisaldab koik hulga C'r alamhulgad, s.t.
P(Cr) C Mp. Seega card(Mp) = card(P(R)), sest

card(P(R)) = card(P(Cp)) < card(Mp) < card(P(R)).
Teiselt poolt, saab niidata, et card(Bgr) = ¢. Niisiis,
card(Bg) = ¢ = card(R) < card(P(R)) = card(Mp),
jarelikult Mp \ Bg # 0.

Mairkus 5.8. Ruumi R alamhulk v6ib olla “topoloogiliselt suur”, kuid “moddu-
teoreetiliselt viike”, samuti ka vastupidi — “topoloogiliselt viike”, kuid “moddu-
teoreetiliselt suur”. Seda asjaolu illustreerib jargnev niide.

Naiide 5.2. Iga reaalarvu € > 0 korral leidub lahtine hulk £ C [0, 1], mis on selles
1oigus koikjal tihe ja m(E) < e. Sellisel juhul hulk F' = [0,1] \ FE on eikusagil tihe
(s.t. tal ei ole sisepunkte) ning m(F) > 1 —e.

Toepoolest, olgu e > 0. Téhistame Ey = QN (0, 1); siis Ey on loenduv hulk ning
seega me voime ta esitada kujul Ey = {e;: j € N}. Téhistame iga j € N korral
Ej = (ej — 571, €5 + 571) N (0, 1) ning £ = (J;2, E;. Siis hulk £ C [0,1] on lahtine
ruumis R, ta on kaikjal tihe 16igus [0, 1] ja

£ £ = ¢
m(E) <Zm<(€j—2j+1,€j+2j+l)> 22526.

j=1 7=1

Ulesanne 5.13. Toestada, et hulk F' = [0,1]\ E on eikusagil tihe (s.t. tal ei ole sisepunkte) ning
m(F)>1—e.

Mairkus 5.9. Lebesgue’i mottes mittemodtuva hulga olemasolu (jéirelduse toestus
tugineb valikuaksioomile (vt. teoreemi toestust). R. M. Solovay tdestas aas-
tal 1970, et (populaarselt véljendudes) ilma valikuaksioomi kasutamata pole Lebes-
gue’i mottes mittemootuva hulga olemasolu véimalik toestada (selle viite tépne
matemaatiline formuleering néuaks siivenemist aksiomaatilise hulgateooria tehni-
listesse nilanssidesse; seepdrast me jitame ta siinkohal dra toomata).
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Markus 5.10. Lebesgue’i mootu saab jétkata nihke suhtes invariantseks mooduks
teatavale ruumi R alamhulkade o-algebrale 2 2 L. (Teoreemist jareldub siiski,
et see o-algebra A G P(R).)

Mairkus 5.11. Lebesgue’i mootu saab jéatkata ruumi R koigi alamhulkade kogumil
madratud nihke suhtes invariantseks aditiivseks hulgafunktsiooniks. Teisisonu, lei-
dub nihke suhtes invariantne aditiivne hulgafunktsioon p: P(R) — [0, co] nii, et

pile = m.
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II peatiikk.
Lebesgue’l integraal

Koikjal selles ja jargnevates peatiikkides EELDAME VAIKIMISI, ET MOOTUVA RUUMI
(erijuhul mooduga ruumi) ALUSEKS OLEV HULK ON MITTETUHI. Selline kokkulepe
voimaldab meil jiatta vaatluse alt vilja tithja funktsiooni (mille médramispiirkond
on tithi hulk ning mis on {ihtlasi ainus tiihjal hulgal méératud funktsioon), aidates
seega oluliselt sddsta meie koigi vaimset tervist.

§ 1. Mootuvad funktsioonid

1.1. Mootuva funktsiooni moiste. Lihtsamad
mootuvuskriteeriumid

Definitsioon 1.1. Olgu (X,2l) ja (Y,%) modtuvad ruumid.
Oeldakse, et funktsioon f: X — Y on (A, B)-mddtuv, kui

f'[B] €A iga hulga B € B korral.

(Meenutame, et f~![B] = {z € X: f(z) € B}.)
Kui o-algebrate 2 ja B roll on kontekstist selge, siis nimetatakse (2, B)-mootu-
vaid funktsioone ka lihtsalt mootuvateks funktsioonideks.

Ulesanne 1.1. Olgu (X, ), (V,B) ja (Z,¢) modtuvad ruumid. Toestada, et kui funktsioon
f: X = Y on (A,B)-mdotuv ning funktsioon ¢g: ¥ — Z on (B, €)-mddtuv, siis funktsioonide
f ja g kompositsioon gf: X — Z on (2, €)-modtuv.

Kontrollimaks, kas etteantud funktsioon f: X — Y on mdotuv, tuleb defini-
tsiooni kohaselt testida, kas iga hulga B € B originaal funktsiooni f suhtes kuulub
o-algebrasse 2. Jirgmine teoreem niitab, et sellisel testimisel voib piirduda ka viik-
sema kogumiga kui ‘B.

Teoreem 1.1. Olgu (X, ) ja (Y,*B) mootuvad ruumid ning olgu kogum & C P(Y)
selline, et 0(E) = B (s.t. o-algebra B on genereeritud kogumi £ poolt). Jirgmised
vdited on samavddrsed:

(1) funktsioon f: X —'Y on (U, B)-mdootuv;
(ii) f~'[B] € 2 iga B € € korral.

o7
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TOESTUS. (i)=-(ii) on ilmne, sest £ C (&) = B.
(ii)=(i). Kehtigu tingimus (ii). Tahistame

D={BeB: ['[B e}

Teoreemi toestuseks piisab veenduda, et 8 C D. Selleks paneme koigepealt tdhele,
et D on c-algebra (vt. iilesannet 1{2.11] [B], (a)). Aga niitid B = o(£) C 0(D) =D
(sest tingimuse (ii) pohjal £ C D). O

Deﬁnitsioon 1.2. Olgu X ja Y topoloogilised ruumid.
Oeldakse, et funktsioon f: X — Y on Boreli maéttes méootuv, kui ta on (Bx, By )-
mootuv. (Meenutame, et siimbol By téhistab ruumi X Boreli o-algebrat.)

Teoreemist [I.1] jareldub

Teoreem 1.2. Olgu X ja 'Y topoloogilised ruumid. Iga pidev funktsioon f: X =Y
on Boreli mottes mootuv.

ToOErsTuS. Olgu funktsioon f: X — Y pidev. Tahistame
7x = {A C X: A on lahtine hulk} ja 7v ={B CY: B on lahtine hulk}.

Kuna funktsioon on pidev parajasti siis, kui koigi lahtiste hulkade originaalid tema
suhtes on lahtised, siis

f'[B] € 7x C Bx iga B € 7y korral.

Et aga Boreli o-algebra definitsiooni kohaselt By = o(7y) (s.t. ruumi Y Boreli o-
algebra on genereeritud ruumi Y koigi lahtiste alamhulkade kogumi 7y poolt), siis
jareldub siit teoreemi pohjal, et funktsioon f on Boreli mottes mootuv. O

Definitsioon 1.3. Oeldakse, et funktsioon f: R — R on Boreli méttes mootuv, kui
ta on (Bg, Bg)-mootuv.

Oecldakse, et funktsioon f: R — R on Lebesque’i méttes mootuv, kui ta on
(L, Bg)-mootuv. (Meenutame, et sitmbol £ tahistab ruumi R Lebesgue’i o-algebrat.)
Ulesanne 1.2. Tdestada, et kui funktsioon f: R — R on Boreli mattes mddtuv, siis on ta ka
Lebesgue’i mottes modtuy.

Kui (X,2() on méotuv ruum ja Y on topoloogiline ruum, siis 6eldakse, et funk-
tsioon f: X — Y on Boreli maéttes A-mootuv, kui ta on (A, By )-mootuv.

Kui o-algebra 2l roll on kontekstist selge, siis nimetatakse Boreli mottes 2(-mootu-
vaid funktsioone ka lihtsalt Boreli mottes mootuvateks funktsioonideks voi mootu-
vateks funktsioonideks.

Jareldus 1.3. Olgu (X,2l) méotuv ruum ning olgu f: X — R. Jargmised vdiited on
samavddrsed:

(i) funktsioon f on modtuv;
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(i) {zr € X: f(z) <a} €A igaa <R korral;
(iii) {xr € X: f(x) <a} €A idgaa€R korral;
(iv) {z € X: f(x) >a} €A idgaa € R korral;
(v) {x € X: f(x) > a} €U idgaaeR korral.

TOESTUS. Paneme koigepealt téhele, et mis tahes a € R korral

{zeX: fz) <a} = f"[(—00,a)],
{reX: fz)<a} = f[(~o0a]],
{zeX: fx)>a}=f"[(a,00)],
{zeX: flx)>a}=f"[a,o0)]

Igaiiks kogumitest
{(=00,a): a e R}, {(—oc0,a]: aeR}, {(a,00): aeR}, {[a,00): a €R}

genereerib ruumi R Boreli o-algebra (vt. teoreemi I.. Seega jareldub viidete
(i)—(v) samavéérsus vahetult teoreemist O

1.2. Laiendatud reaalarvuliste vaartustega funktsioonid

Edasises hakkame vaatlema laiendatud reaalarvuliste viirtustega — R-viirtustega
— funktsioone, s.t. funktsioone, mis lisaks reaalarvulistele vaartustele voivad oman-
dada ka védrtusi —oo ja co. (Meenutame, et R = RU {—o0} U {c0}.)

Teatavasti on R meetriline ruum kauguse
p(z,y) = |arctanz — arctany|, z,y € R

suhtes. Mirgime, et kaugusega p ruumi R alamruumis R defineeritud alamruumi
topoloogia T(g ) ja ruumi R loomulik (s.t. eukleidilise kaugusega d(z,y) = |z — y|,
z,y € R, midratud) topoloogia 7r langevad iihte, s.t. ruumis R on kauguste p ja d
suhtes {ihed ja samad lahtised hulgad.

Ulesanne 1.3. Veenduda, et 7 = T(R,p)-

NAPUNAIDE. Veenduda, et formaalne iihikoperaator j: (R,d) — (R, p), jz = z, € R, ning tema
poordoperaator on pidevad ning kasutada fakti, et lahtise hulga originaal pideva kujutuse suhtes
on lahtine.

Edasises tihistame siimbolitega 7 ja Bg vastavalt meetrilise ruumi (R, p) lahtiste
hulkade kogumit ja Boreli g-algebrat. Osutub, et

s={E€PR): ENReBr}={BUI: Be B, I €P({—oc},{o0})}. (11

Ulesanne 1.4. Toestada vordused (1.1).
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NAPUNAIDE. Ulesannete ja I pohjal
Br ={ENR: E € Bg}. (1.2)

Kuna {—oo} ja {oo} kui meetrilise ruumi R iihepunktilised hulgad on kinnised, siis {—oo}, {oo} €
Bg ning seega ka R =R\ ({—00} U {oc}) € Bg. Seega jireldub vérdusest (1.2), et Br C Bg.

Saab niidata, et igaiiks hulga R alamhulkade kogumitest
& = {[~00,a): a € R}, & = {[~00,a]: a €R},
& = {(a,00]: a € R}, &= {la,00]: a € R}
genereerib ruumi (R, p) Boreli o-algebra.

Ulesanne 1.5. Toestada, et Bz = (&) = 0(&2) = 0(E3) = 0(&4).

NAPUNAIDE. Niidata, et

B & o(61) € 0(€5) € o(€s) C o(£2)'C Be.

Sisalduvuse (e) toestuseks piisab néidata, et 7z C o(&1) (pohjendadal), milleks omakorda, arves-
tades, et U € 7z korral U NR € 7, piisab nididata, et 7 C (&) (selleks kasutada jéreldust 1)2.3))
ning {—oo}, {oo} € o(&1). Sisalduvuse (ee) toestuseks kasutada vordusi (|1.1)).

Seega jareldub teoreemist (analoogiliselt jarelduse toestusega)

Jareldus 1.4. Olgu (X, ) mootuv ruum ning olgu f: X — R. Jirgmised véited on

samavddrsed:
(i) funktsioon f on maootuv;
(i) {zr € X: f(zx) <a} €A igaa€R korral;
(ili) {z € X: f(z) <a} €A igaa R korral;
) )
)

(
(iv) {x € X: f(z) >a} €A igaa <R korral;
(v (

Jéreldusi[L.3]ja[l.4] vorreldes nieme, et funktsioon f: X — R on mootuv parajasti
siis, kui ta on méodtuv tolgendatuna funktsioonina X — R.

{r e X: f(z) 2 a} €A igaaeR korral.

Ulesanne 1.6. Olgu (X,2l) méotuv ruum ning olgu f: X — R moctuv funktsioon. Testada, et:
(a) {x e X: a< f(x) <b} €A mis tahes a,b € R, a < b korral;

{z e X: a<f( ) < b} €2 mis tahes a,b € R, a < b korral;

{reX:a< f(x) < b} €2 mis tahes a,b € R, a < b korral;

f(z) < b} €2 mis tahes a,b € R, a < b korral;

{z e X: (m):a}GQl iga a € R korral;

{reX: f(x) =00} €

(g) {reX: f(z) =—oc} e

Ulesanne 1.7. Olgu (X, 2A) modtuv ruum ning olgu f: X — R. Toestada, et jirgmised tingimused
on samavaérsed:
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(i) funktsioon f on mootuv;

(ii) {r € X: f(z) <a} e iga a € Q korral;

(iii) {ze X: f(z) <a} e igaa e Q korral;
) {x € X: f(z)>a} e igaac Q korral;
) {z e X: f(x) 2 a} e igaac Q korral.

(iv
(v
Aritmeetilised tehted funktsioonidega f,g: X — R defineeritakse punktiviisi.

Tépsemalt, funktsioonide f ja g summa f+ g, vahe f — g, korrutis fg ja jagatis f/g
on defineeritud vordustega

(f £9)(x) = f(z) £ g(x), zeX,
(f9)(x) = f(z)g(x), z€X,
(f/9)(x) = f(z)/g(x), =eX.

Mirgime, et funktsioonid f+g, f—g ja f/g ei tarvitse olla madratud kogu ruumis X.
(Niiteks summa f+g¢ ei ole maddratud parajasti nendes punktides z € X, mille korral

F(x) = o ja g(z) = —oc véi f(x) = —o0 ja glx) = o.)

1.3. Tehted moo6tuvate funktsioonidega

Jérgnevast teoreemist nihtub, et moctuvate R-viidrtustega funktsioonide hulk on
aritmeetiliste tehete suhtes kinnine.

Teoreem 1.5. Olgu (X, ) médtuv ruum ning olgu f,g: X — R mootuvad funk-
tsioonid. Jargmised funktsioonid on maootuvad:

(a) cf (ceR);

(b) f+g (eeldusel, et ta on mddratud);
c) f—g (eeldusel, et ta on mdidratud);
f2 (siin f2 = ff);

)

(c)

(d)

e) fg:
)
)

d
(
(

(g) f/g (eeldusel, et ta on madratud).

f) 1/g (eeldusel, et ta on mdadratud);

Teoreemi véite (e) toestuse kirjapaneku lihtsustamise huvides on siinkohal
otstarbekas sisse tuua hulga karakteristliku funktsiooni maoiste.

Definitsioon 1.4. Olgu X mingi mittetiihi hulk ning olgu F C X.
Funktsiooni yg: X — R, mis on defineeritud seosega

{1, kui x € F;

i r e X,
0, kuix & F,

xe(r) =

nimetatakse hulga E karakteristlikuks funktsiooniks ehk (eriti toendosusteoorias) hul-
ga E indikaatorfunktsiooniks.
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Ulesanne 1.8. Taestada, et kui (X,2() on mdotuy ruum ja E C X, siis funktsioon yz on mostuv
parajasti siis, kui E € 2.

Ulesanne 1.9. Olgu (X, 2) md6tuv ruum, olgu A € A ning olgu f: X — R Y-mddtuv funktsioon.
Toestada, et siis ka funktsioon f x4 on 2A-moéoétuv.

TrOREEMI [l TOESTUS. (a). Olgu ¢ € R. Fikseerime vabalt a € R. Jéirelduse
pohjal piisab funktsiooni ¢f modtuvuseks niidata, et

A={zeX: cf(z)<a} e

Kuna

{zeX: f(z) <a/c}, kui ¢ > 0;
{zeX: f(z)>alc}, kui ¢ < 0;

X, kui ¢ =0 ja a > 0;
0, kui ¢ =0 jaa <0,

A:

siis funktsiooni f modtuvuse tottu jirelduse [1.4] pohjal igal juhul A € 2A.
(b). Olgu funktsioon f + g méératud, s.t.

{reX: flz)=00jag(z)=—00 vdi f(z)=—00jag(zr)=o00}=0.

Fikseerime vabalt a € R. Tdestamaks, et funktsioon f on mooétuv, piisab néidata,
et

A={zeX: fz)+g(x) <a} e
Selleks aga piisab nédidata, et

A=B:=J{reX: flz) <q}n{re X: g(z) <a—q}
q€Q

(sest funktsioonide f ja g modtuvuse tottu B € 2A).

Sisalduvus B C A on ilmne, sest kui € B, siis mingi ¢ € Q korral f(z) < ¢ ja
g(x) <a—gq, seega f(x)+g(z) <qg+a—q=a,st. x €A

Jaab veel veenduda, et A C B. Fikseerime vabalt © € A. Néitame, et siis ka
x € B, s.t. leidub ¢ € Q nii, et

fl@) <q ja g(z)<a-—q

Kuna f(z) + g(z) < a, siis f(z) < a — g(x), jarelikult leidub arv ¢ € Q selliselt, et
f(z) < ¢ < a—g(x). Kuna aga sel juhul g(z) < a — g, siis € B ning seega A C B.

(c). Olgu funktsioon f — g médratud, s.t.

{zeX: f(z)=g(x)=o00vdi f(z) =g(z) =—oc0} =0.

Siis f —g = f+(—1)g; seega jareldub funktsiooni f — ¢ mootuvus vahetult vaidetest

(a) ja (b).
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(d). Fikseerime vabalt a € R. Tdestamaks, et funktsioon f? on mdotuv, piisab

néidata, et
A={zeX: f(x)’<a} e

Kuna

0, kui a < 0;
:{{xGX:—\/E<f(x)<\/E}, kui a > 0,
siis jarelduse [I.4] pohjal igal juhul A € 2.
(e).
Mirgime esmalt, et kui funktsioonid f ja g oleksid 15plikud, siis
fo=5((F+9) &) (13)

ning funktsiooni fg mddtuvus jirelduks vahetult viiidetest (a), (b), (c¢) ja (d). Kui aga f ja/voi g
ei ole 16plik, siis see mottekéik 14bi ei lihe, sest sel juhul pole vorduse (|1.3) parem pool médratud.
Seepirast tuleb viite (e) tdestuseks iildjuhul seda mottekiiku veidi modifitseerida.

Tahistame

D:{xGX: flx) =xo0jag(zr) =0 vdi g(xr)==+o0ja f(:v):()}.

Ulesanne 1.10. Téestada, et A, B,C, D, E € 2.

Paneme téahele, et hulgad A, B, C, D on paarikaupa loikumatud, AUBUCUD = X
ning

((f@) +9@)” — @ — g(a)?),  kuiwe A
CICE pen
0, kui x € D,

s.t.
1
fg= B ((fXA+gXA)2 — f*xa —QQXA) + 00 xp + (—00) xc-
Viidete (a)—(d) ja iilesannete ja pohjal on funktsioon f g modtuv.
(f). Olgu funktsioon 1/¢g médratud, s.t. g(x) # 0, z € X.

Ulesanne 1.11. Toestada, et funktsioon 1/g on modtuv.

(g). Olgu funktsioon f/g méaaratud, s.t.

{z € X: g(x) = 0vai |f(z)] = |g(x)] = 0o} = 0.

Siis f/g = f - 1/g, seega jareldub funktsiooni f/g modtuvus vahetult vaidetest (f)
ja (e). O
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Ulesanne 1.12. Olgu (X,2) mdstuv ruum, olgu f,g: X — R modtuvad funktsioonid ning olgu
c € R. Toestada, et seostega

hi(z) = f(@)+g(x),  kui summa f(z)+ g(x) on médratud:
& kui summa f(z) + g(x) pole méiratud,

ja

g(z)”’

Hz) kui jagatis 22 on mésratud;
ha(z) = .. .
c, kui jagatis 5@ pole méaaratud,

defineeritud funktsioonid hi, he: X — R on médtuvad.

Olgu X mingi hulk ning olgu f, ¢, fo: X — R, n =1,2,.... Defineerime funk-
tsioonid

max{f,g}: X >z +—— max{f(z),g(z)}
min{f,g}: X 3z +— min{f(z),g(z)}

sup fn: X 3z sup fu(x) € R,

neN neN
inf fo: X 32— inf fu(z) €R,
limsup f,,: X 32— limsup f,(z) € R,
n—oo n—oo
liminf f,,: X > 2+ liminf f,(z) € R.
n—oo n—o0

Kui iga x € X korral eksisteerib piirvadrtus lim,, . f,(x), siis saame defineerida ka
funktsiooni B
lim f,: X 32+ lim f,(z) € R.
n—oo

n—oo

Siinkohal on otstarbekas meenutada, et ruumi R elementide jada (a,, )2, ilemine piirvédrtus
limsup,,_, . an ja alumine piirvddrtus liminf,,_, - a, defineeritakse vastavalt vordustega

limsupa, = lim supa; ja liminfa, = lim inf ag.
— 00 n—=00 > n—00 n—oo k>n

Juhime téhelepanu, et need molemad piirvdartused eksisteerivad, sest jada (sup;@n ar)$e, on
mittekasvav ning jada (infy>, ar)52; on mittekahanev; niisiis

limsupa, = lim supay = mf supar ja liminfa, = lim inf ap = sup inf ay.
n— 00 n—oo k>n k>n n—0o00 n—oo k>n neNkzn

Meenutame, et ruumi R elementide jada (a, )32 ; osajadade piirviidrtusi nimetatakse selle jada
osapiirviartusteks. Saab néidata, et

(1) jada (a,) iilemine piirvéértus lim sup,,_, ., a, on selle jada suurim osapiirviirtus;
(2) jada (a,) alumine piirvddrtus liminf, . a, on selle jada vihim osapiirvéértus.

Ulesanne 1.13. Toestada viited (1) ja (2).

Viidetest (1) ja (2) jareldub, et ruumi R elementide jadal (a,)SS, eksisteerib piirvidrtus pa-
rajasti siis, kui tema tlemine ja alumine piirvadrtus on vordsed, kusjuures sellisel juhul

lim a, =limsupa, = hm mf Q-
n—00 n—00

Ulesanne 1.14. Veenduda selles.

Mirgime veel, et ruumi R elementide jada (a,,)SS; iilemist piirvisrtust ja alumist piirvidrtust
tdhistatakse ka vastavalt siimbolitega

lim a, ja lim a,.
n—oo n—00
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Teoreem 1.6. Olgu (X,2) moctuv ruum ning olgu f,g, fo: X =R, n=1,2,...,
mootuvad funktsioonid. Siis ka funktsioonid

max{f,¢g}, min{f, g}, supf,, inff,, limsupf,, liminff,
neN neN n—0o0

n—o0

on mootuvad. Kui piirvadrtus lim f, eksisteerib, siis ta on méotuv funktsioon.
n—oo

TOESTUS. (a) Toestamaks, et funktsioon max{f, g} on mdotuv, peame niitama, et
iga a € R korral
A:={reX: max{f, g}(z) <a} €A

Fikseerime vabalt a € R. Kuna
A={z e X: max{f(z),9(z)} <a} ={r € X: f(z)<a}n{zeX: g(z) <a},

siis funktsioonide f ja g mootuvuse tottu A € 2.

(b) Veendumaks, et funktsioon min{f, g} on mootuv, mirgime, et

min{f, g} - - Hl&X{—f, _g}

Teoreemi , (a), pohjal on funktsioonid —f ja —¢g mootuvad, seega toestuse osas
(a) toestatu pohjal ka funktsioon max{—f, —¢g} on mootuv ning jérelikult teoreemi
1.5, (a), pohjal ka funktsioon — max{—f, —¢g} on moéotuv, s.t. funktsioon min{f, g}
on mootuv.

c) Toestamaks, et funktsioon su » ON MooOtuv, peame niitama, et iga a € R
anN p g
korral
A:={zx e X: supfu.(x) <a} e

neN
Fikseerime vabalt a € R. Kuna
A={zeX: supf,(z) <a}= ﬂ{xeX: fo(z) < a},
neN n=1
siis funktsioonide f,, n =1,2,..., mdotuvuse tottu A € 2.

(d)

Ulesanne 1.15. Taestada, et funktsioon inf,cy f, on mddtuv.

(e) Veendumaks, et funktsioon limsup,,_,., f, on modtuv, meenutame, et

limsup f,, = inf sup fx.

n—00 nelN p>p
Kuna funktsioonid fx, k& = 1,2,..., on mootuvad, siis toestuse osas (c¢) toestatu
pohjal ka funktsioonid supy.,, fr, n =1,2,..., on méotuvad ning jérelikult tdestuse

osas (d) toestatu pohjal ka funktsioon inf,cysupys,, fi on moédtuv, s.t. funktsioon
limsup,,_, ., fr on moéodtuv.
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(f)

Ulesanne 1.16. Taestada, et funktsioon lim inf,,_, . f, on mostuv.
(g) Kui eksisteerib piirvaartus lim, o fy, siis

lim f, = limsup f, = liminf f,
n—00 N—00 n—00

ning funktsiooni lim,,_, f, modtuvus jareldub funktsiooni lim sup,,_, ., f,, modtuvusest
(voi ka funktsiooni liminf,, ., f,, médtuvusest). O

1.4. Lihtsad mootuvad funktsioonid

Meenutame karakteristliku funktsiooni definitsiooni.

Definitsioon 1.5. Olgu X mingi hulk ning olgu £ C X.
Funktsiooni yg: X — R, kus

1 kui x € E;
xe(r) =< u%m ’ z € X,
0, kuiz & F,

nimetatakse hulga E karakteristlikuks funktsiooniks ehk (eriti tdendosusteoorias) hul-
ga E indikaatorfunktsiooniks.
Ulesanne 1.17. Olgu X mingi hulk ning olgu A, B, A; CX,j=1,2,.... Toestada, et

(a) xanB = XaXB:

(b) kui AN B =, siis xaup = Xa + XB-

(c) kui A;MA; =0, i# 7, siis xy= 4, = Dot XA

Ulesandes veendusime, et kui (X,2() on moédtuv ruum, siis hulga E € P(X)
karakteristlik funktsioon xg on modtuv parajasti siis, kui hulk E on méotuv (s.t.

Ee).

Definitsioon 1.6. Olgu (X, 2) médtuy ruum.

e Oecldakse, et funktsioon ¢: X — R on lihtne médtuv funktsioon, kui ta on
esitatav kujul

(b:ZanAj, kusneN, ay,...,a, e RjaAy,..., A, €. (1.4)
j=1

Miérgime, et teoreemi pohjal on lihtne mddtuv funktsioon tdepoolest mddtuv. Juhime
tahelepanu, et wvastavalt definitsioonile ei saa lihtne mdéotuv funktsioon omandada vddrtusi oo
ega —oo.

e Esitust (1.4) nimetatakse funktsiooni ¢ kanooniliseks esituseks, kui A;NA; = 0,
kui ¢ # 7.

On ilmne, et lihtsa m&6tuva funktsiooni kanooniline esitus ei ole iiheselt médratud.
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e Esitust (|1.4) nimetatakse funksiooni ¢ standardesituseks, kui
(1) Al,---aAn 7é @, AZﬂA] = @, kui ¢ 7&], ning U;‘lzlAj :X,
(2) o # oy, kui i # .

Mirgime, et kui ((1.4]) on funktsiooni ¢ standardesitus, siis funktsiooni ¢ vaartuste
hulk on {aq,...,a,} ningiga j € {1,...,n} korral A; = {z € X: ¢(x) = a;}.

Edasises hakkame kasutama jérgmisi tdhistusi. Olgu X mingi hulk ning olgu
fr0,fn: X >R, n=1,2,.... Me kirjutame

o f>g (voig< f) kul f(z) > g(x) iga z € X korral; sealhulgas, kui f(z) > 0
iga x € X korral, siis kirjutame f > 0;
o f,— f,kul f,(z) = f(z) iga 2 € X korral;

o [, /N f, kul f,(x) & f(z) iga z € X korral, s.t. f, — f, kusjuures fi(z) <
fo(z) < f3(x) < -+ iga x € X korral.

Teoreem 1.7. Olgu (X,2l) maédotuv ruum ning olgu f: X — E,_f > 0, mootuw
funktsioon. Siis lerduvad lihtsad mootuvad funktsioonid ¢,: X — R, n=1,2,...,
nat, et

(1) ¢n =0 igan €N korral;

(2) ¢ 7S5

(3) kui funktsioon f on tokestatud hulgas B C X, siis ¢, — f thtlaselt hulgas B.

ToOEesTuS. Iga n € N korral tdhistame

1
EZ:{xGX: %gf(x)<k;;

}, k=0,1,2,...,2"" -2 2" 1,

ja B, = {x € X: f(z) > 2"} ning defineerime

2271

On = ZQEHXE;;

k=0
Siis iga n € N korral on ¢,: X — R lihtne mootuv funktsioon, kusjuures ¢, > 0.

Selgitame veel funktsioonide ¢,, n = 1,2,..., konstrueerimist. Olgu n € N. Poollsik [0, 2™)
jaotatakse 22" vérdse pikkusega poolldiguks, igaiiks pikkusega 2%

Oi ig 22n72 227171 22n712n
’271/ 3 2n’2n PAE 2n ) 2n ) 2n ) *

Olgu z € X. Kui f(x) < 2", siis f(x) kuulub iihte nendest poolldikudest, ehk, tipsemalt, mingi
ke {0,1,2,...,22" — 2,227 — 1} korral £ < f(z) < &EL. Sellisel juhul defineeritakse ¢, (z) = £
Kui aga f(z) > 2", siis defineeritakse ¢,,(z) = 2™.

On ilmne, et kui f(z) < 2", siis | f(z) — ¢n(2)| = f(z) — ¢n(x) < 5= (vt. joonis ?.?, kus n = 1).

Ulesanne 1.18. Toestada viited (2) ja (3).

]
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Definitsioon 1.7. Olgu X # 0 ning olgu f: X — R. Defineerime funktsioonid
fT=max{f,0} ja [~ =max{-f 0}

ehk, teisisonu,

_ _Jf@),  kui f(z) =05
fH(z) = max{f(z),0} = {O, ki f(z) <0, z € X,
Ja |
f~ () = max{— f(x),0} = {(i kui f(z) 20 e

f(z), kui f(x) <0,

Funktsioone f* ja f~ nimetatakse vastavalt funktsiooni f positiivseks ja negatiivseks
osaks.

On selge, et
f=1=1 da lfl=f"+1",

kus funktsiooni f absoluutvidrtus (ehk moodul) | f|: X — R on defineeritud seosega

|fl(z) =[f(z)], z€X.
Ulesanne 1.19. Toestada, et f = ft — f~ ja |f] = 4

On ilmne, et kui (X, 2A) on modduga ruum ja f: X — R, siis
fonmootuy <= fTja f on médtuvad = |f| on modtuv.

Ulesanne 1.20. Taéestada, et
(a) fon modtuv < fT ja f~ on mdStuvad = |f| on mddtuv;
(b) iildjuhul ei jireldu absoluutviidirtuse | f| mootuvusest funktsiooni f mddtuvus.

Jargmisest teoreemist nahtub, et funktsioon on modotuv parajasti siis, kui ta on
mingi lihtsate mootuvate funktsioonide jada pitrvddrtus.

Teoreem 1.8. Olgu (X, ) madotuv ruum. Funktsioon f: X —>_@ on mootuv para-
jasti siis, kui leiduvad lihtsad mootuvad funktsioonid ¢,: X — R, n=1,2,..., nii,
et ¢, — f.

TOESTUS. Piisavus on ilmne, sest teoreemi [1.6| pohjal on mootuvate funktsioonide
jada piirvaartus mootuv funktsioon.

Tarvilikkus. Olgu f: X — R mootuv funktsioon. Siis ka funktsioonid f+ ja f~

on mootuvad; jarelikult teoreemi pohjal leiduvad lihtsad mootuvad funktsioonid
Ll X —R,n=1,2,..., selliselt, et ¢, S fFjay! 7 f~. Vahed ¢, = ¢/, — ¢/,
n=1,2,...,on lihtsad mootuvad funktsioonid; seejuures ¢, = ¢, —@!! — fr—f~ =
f. m
Ulesanne 1.21. Olgu (X,2) maotuy ruum. Toestada, et f: X — R on tokestatud moctuv

funktsioon parajasti siis, kui leiduvad lihtsad médtuvad funktsioonid ¢,: X — R, n = 1,2,...,
nii, et ¢, — f ihtlaselt.
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1.5. Moiste “peaaegu koikjal”

Olgu (X, 2, u) médduga ruum ning olgu V(x) mingi vdide ruumi X punktide =
kohta.

Definitsioon 1.8. Oeldakse, et viide V(z) kehtib p-peacegu koikjal (ruumis X )
ehk, lihidalt, p-p.k. (ruuwmis X ), kui hulk

{z € X: viide V(z) ei kehti}

s.t. nende elementide z € X hulk, mille korral viide V(z) ei kehti, on hiiljatav.
Sel juhul Geldakse ka, et viide V(x) kehtib p-peaaequ kéoikide x € X korral ehk,
lithidalt, pu-p.k. x € X korral. Kui seejuures moddu p roll on kontekstist selge, siis
oeldakse “u-peaaegu koikjal” (ning “p-peaaegu koikide”) ja “u-p.k.” asemel lihtsalt
vastavalt “peaaegu kdaikjal” (ning “peaaegu koikide”) ja “p.k.”.

Olgu f,g, fo: X = R, n=1,2,.... Vastavalt méiste “peaaegu koikjal” definit-
sioonile Geldakse, et

e f(z) =g(x) p.k., kui hulk {x € X: f(x) # g(z)} on hiiljatav;
o f(z) <g(x) pk., kui hulk {z € X: f(x) > g(z)} on hiiljatav;

e f.(x) = f(x) pk. ehk ILm fulx) = f(x) pk., kui hulk {z € X: f.(x) /A
f(z)} on hiiljatav

o f(z) 7 f(2) pk. kui hulk {z € X: fu(x) /* f(z)} on hiiljatav.
Me kirjutame

o f=gpk, kui f(z) =g(z) pk

o f<gpk,kuif(z) <g(z)p

o fo— fpk, kul fu(z) = f(z) pk;

o fu/ fpk, ku fu(z) /7 f(z) pk.

Ulesanne 1.22. Olgu (X, 2, 1) mooduga ruum. Tdestada, et jirgmised viited on samaviiirsed:
(i) vaide V() kehtib p.k. ruumis X;
(ii) leidub hulk A € 2 selliselt, et viide V(x) kehtib iga x € A korral ja u(A°) = 0.

Teoreem 1.9. Olgu (X, A, ) méoduga ruum ning olgu f,g, fn: X — R, n =
1,2,.... Jargmised viited kehtivad parajasti siis, kui ruum (X, 24, 1) on tdielik.

(a) Kui funktsioon f on mdédtuv ja f = g p.k., siis ka funktsioon g on méodtuv.

(b) Kui funktsioonid f,, n = 1,2,..., on méotuvad ja f, — g p.k., siis ka funk-
tsioon g on mootuv.
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TOESTUS.

Ulesanne 1.23. Toestada teoreem
]

Teoreem 1.10. Olgu (X, 2, i) méoduga ruum ning olgu (X, A, 1) tema tdield. Kui
funktsioon f: X — R on A-mdéctuv, siis leidub A-mootuv funktsioon g: X — R
selliselt, et f = g p.k. Kui seejuures funktsioon f on p.k. loplik (s.t. |f| < oo p.k.),
siis saame funktsiooni g valida nii, et g: X — R (s.t. g on loplik, s.t. |g| < 00).
TOESTUS.

Ulesanne 1.24. Toestada teoreem

NAPUNAIDE. Kasutada teoreemi Teine voimalus (vist 6konoomsem?) on kasutada ﬁlesannet

]

1.6. Harjutusiilesandeid

Ulesanne 1.25. Olgu X # () mingi hulk ning olgu f,g: X — R. Tdestada, et

@) (=N =f"Ja(=f)" =1
(b) kui o > 0, siis (af)T = af " ja (af)” = af;
(¢) kui a <0, siis (af)T = —af ja (af)” = —afT;

(d) kui A C X, siis (fxa)™ = ftxaja (fxa)” = f"xa;
(e) f > g parajasti siis, kui f* > g7 ja f~ <y

Ulesanne 1.26. Olgu (X, A, 1) médoduga ruum ning olgu f, g, h, fn, gn: X — R, n € N. Toestada,
et

(a) kui f=¢gpk jag=hpk,siis f=hpk;
(b
(c
(d

kui f on p.k. 1oplik (s.t. |f] < oo p.k.) ja g = f p.k., siis ka g on p.k. 1oplik;
kui f on p.k. 16plik ja g on p.k. 16plik, siis ka f + g on p.k. 16plik;

kui f, — f p.k., g» — g p.k. jaiga n € N korral f,, = g, p.k., siis f =g p.k;;
kui fi = g1 pk. ja fo = g2 pk.,siis fi + f2 = g1 + g2 pk

)
)
)
)
)
) f

(e
(

= g p.k. parajasti siis, kui f* =g¢* pk.ja f~ =g pk.
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Olgu (X, 2, 1) modduga ruum. Edaspidi tédhistame mittenegatiivsete 2l-moGtuvate
funktsioonide f: X — R klassi stimboliga L™ (X, 2, 1) voi, kui ruumi (X, 2L, u) roll
on kontekstist selge, siis ka lihtsalt siimboliga Lt (u) voi L. Niisiis,

LY =L*(p) = LY(X, % p) = {f: X > R| f on A-mdstuv ja f >0}.
Kaikjal edaspidi kogu selle paragrahvi ulatuses on (X, 2, 1) méoduga ruum ning

L+ = LT(X, 2, p).

2.1. Integraal lihtsast mo6tuvast funktsioonist f € LT(X, 2, u)

Definitsioon 2.1. Olgu ¢ € L™ lihtne modtuv funktsioon.
(Lebesque’i) integraal funktsioonist ¢ (ile hulga X ) (moodu p jirgi) defineeri-

takse vordusega
/ o(x) du(z Z% n(A

n . . oy .
kus ¢ = > =1 X, on funktsiooni ¢ kanooniline esitus.

Selle definitsiooni korrektsuses (s.t. sdltumatuses funktsiooni ¢ kanoonilisest esitusest) veen-
dume késiloleva definitsiooni 16pus.

Seejuures kasutatakse ka tdhistusi

[ otarante) = [ o@nian) = [ odu= | o

Kui A € A, siis (Lebesque’i) integraal funktsioonist ¢ ile hulga A (moodu p jéirgi)

defineeritakse vordusega
[ o@duto) = [ ox

Ulesanne 2.1. Toestada, et ¢y 4 on lihtne mddtuv funktsioon.

Seejuures kasutatakse ka téhistusi

[ o nta) = [ o) utaa) = [ odn= [ o

Kui ruumi X roll on kontekstist selge, kirjutatakse siimboli | « asemel ka lihtsalt Ik

Veendume integraali [ ¢(z) dpu(x) definitsiooni korrektsuses. Selleks tuleb niidata, et kui
¢ =7 1 xa; jad=73" Bixp, on funktsiooni ¢ kanoonilised esitused, siis

Zagu Zﬁz

71
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Téhistades Ag = X\ UJ 1A a0 =0, By = X\ U~ Bi, Bo = 0, on eelnev vordus samaviirne
vordusega
Zaj n(A;) = ZﬁiM(Bi)~ (2.1)
=0 i=0
Vorduse (2.1) tdestuseks mérgime, et iga j € {0,1,...,n} korral
m m
A]:AJQXZAJQUBz: UAJQB“

=0 =0

kuna hulgad A; N By, A; N By, ..., A; N B, on paarikaupa ldikumatud, siis

umn—%UAﬂmQ—zymwwm
1=0 1=0

niisiis

Z%M =Y ;> u(A;NB) =YY aju(4;NBy).
j=0 =0 §=0 i=0
Analoogiliselt saame, et
Zﬂzu(Bi):Z ﬁzM(B ﬂA ZﬁzﬂA ﬂB
=0 i=0 j=0 j=0 =0

Fikseerides vabalt j € {0,1,...,n}jai € {0,1,...,m}, jadb vorduse (2.1]) tdestuseks seega niidata,
et

Selleks paneme téhele, et
e kui leidub z € A; N By, siis aj = ¢(x) = B;, seega (2.2)) kehtib;
e kui A; N B; =0, siis u(A; N B;) =0, seega (2.2)) kehtib.

Teoreem 2.1. Olgu ¢,v € L lihtsad mootuvad funktsioonid. Siis
(a) [ep=c[¢ igac>0 korral;
(b) J(o+d)=[o+ [ ¢

(¢) kui ¢ <, siis ka [ ¢ < [

(d) hulgafunktsioon ps: A — [0,00], mis on defineeritud vordusega

:/gb, A e,
A

)
)
)
)

on moot.
TOEesTUS. Olgu

QS = ZanAj ja ¢ = Z/BiXBi
j=1 i=1

vastavalt funktsioonide ¢ ja 1 standardesitused.
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(a). Olgu ¢ > 0. Siis ¢ = > 7| caj xa; on funktsiooni c¢ kanooniline esitus,

seega
n

/cgzﬁ:Zcoz],u _czow _c/¢.

J=1

(b) ja (c). Téhistame
Ciy=A,NB;, j=1,...,ni=1..,m

Paneme téhele, et C;; N Cyy = 0, kui i # k vdi j # 1, ehk, teisisonu, hulgad C;; on
paarikaupa l6ikumatud. Seejuures

m n
U i, J=1,...,m, ja U ijs ce, M.

J=1
Niid
n n n m n m
¢ = E anAj = E a]XUZr;1 Cij = E aj § Xcij = § E anCij
j=1 j=1 j=1 =1 j=1 i=1

ja, analoogiliselt,

w = Z Z 51')(6’”' = Z Z 5iXCij

i=1 j=1 =1 i=1

on vastavalt funktsioonide ¢ ja 1 kanoonilised esitused; seega

/¢ ZZ%M i) /w ZZ@ ) (2.3)

Jj=1 i=1 j=1 i=1

Viite (b) toestuseks paneme tihele, et

o+ = Z Z ajXcy; T Z Z Bixc,; = Z Z(Oéj + Bi)Xxcy;
j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1
on funktsiooni ¢ + 1 kanooniline esitus; seega
J@r0) =33 atan(c, S a1 An(Cy) ~ [o+[v.
j=1 =1 7j=1 =1 7j=1 i=1

Eeldame niiiid, et ¢ < 9. Fikseerides vabalt j € {1,...,n} jai € {1,...,m},
piisab véite (c) toestuseks (tdnu vordustele (2.3))) nédidata, et

a; i(Ciy) < By p(Ciy). (2.4)

Selleks mérgime, et

e kui leidub x € Cjj, siis o = ¢(x) < Y(x) = f;, seega ([2.4]) kehtib;
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o kui Cj; =0, siis p(Cy;) = 0, seega ([2.4]) kehtib.

(d). Koigepealt paneme téhele, et

Md)(@):/®¢:/¢X®:/OZOM(X):O.

Olgu hulgad E; € A, i = 1,2,..., sellised, et E; N E; = 0, kui ¢ # j. Teoreemi
toestuseks jadb néidata, et

e (U Ez) = ZM¢(Ei)

/u;’ilEz-qb_i[Eﬁ.

ehk, teisisonu,

Veendume selles:

/ ¢ = /WU?ilEi = / (Z %'XA]-) XU, B :/ZanAjXUfilEi
U2, B: j=1 j=1
Jj=1 j=1 i=1 j=1 i=1
SIDHWIERIED 3 VIEILEIED DY b IV
J=1 i=1 =17 j=1

i=1 j=1

:;il/jianAjXEi :;il/ (jilanAJ) XE; Zi/@(&-
:;/Egb

O

Mirkus 2.1. Teoreemi viitest (b) jareldub muuhulgas, et kui ¢ € L™ on lihtne
mootuv funktsioon, siis funktsiooni ¢ mis tahes esituse

qﬁ:ZanAj meN ay,...,a, 20, Ay,...; A, €2)
j=1

korral
n n n
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2.2. Integraal funktsioonist f € LT (X, 2, u)

Toetudes mittenegatiivse lihtsa mootuva funktsiooni integraali moistele, iildistame
niiiid integraali moiste kogu klassile L.

Definitsioon 2.2. Olgu f € LT (X, 2, p).

(Lebesgue’) integraal funktsioonist f (ile hulga X ) (méddu p jirgi) defineeri-
takse vordusega

/ f(x)du(z) = sup { / gb‘ ¢ € L" on lihtne modtuv funktsioon, ¢ < f} :
X

Seejuures kasutatakse ka téhistusi

/f ) dpu(a /f (dw)Z/deuz/Xf-

Mirgime, et lihtsa mddtuva funktsiooni f € Lt jaoks annab definitsioon sama integraali,
mis definitsioon 211

Kui A € 2, siis (Lebesque’i) integraal funktsioonist f ile hulga A (médédu p jéirgi)

defineeritakse vordusega
[ @ dn) = [ pa

Seejuures kasutatakse ka téhistusi

[ @) = [ s@tan) = [ rau= [ i

Kui ruumi X roll on kontekstist selge, kirjutatakse siimboli | + asemel ka lihtsalt Ik
Vahetult definitsioonist jareldub, et
(a) kui f e LT, slisigace R, ¢ >0, korral [cf =c [ f;
(b) kui f,g € L* on sellised, et f < g,siiska [ f < [g.

Integraali omadust (b) nimetatakse integraali monotoonsuseks.
Ulesanne 2.2. Téestada viited (a) ja (b).

Olgu f, € LT, n=1,2,.... Méargime, et (isegi siis, kui piirviédrtused lim f, ja
n—oo
lim [ f, eksisteerivad) vordus [ lim f, = lim [ f, ei tarvitse ldjuhul kehtida.
n—oo n—oo n—oo

Naide 2.1. Olgu f, = Xpp-1n): R = R, n=1,2,.... Siis iga n € N korral f, €
LT (R, £, m), kusjuures f, — 0. Kuna iga n € N korral [, f, = m([n — 1,n)) =1,

siis
/limfn:/O—O#l—hm I
Rn—>oo n—oo
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Néide 2.2. Olgu f, = nxp1y: R = R, n = 1,2,.... Siis iga n € N korral
fn € LT(R, £,m), kusjuures f, — 0. Kuna iga n € N korral [, f, = nm((0,2)) =
nt =1, siis

/limfn:/O:O#lzlim fn-

Jargnev teoreem on iiks nn. Lebesgue’i koonduvusteoreemidest, mis annavad
piisavad tingimused vorduse [ lim f,, = lim [ f, kehtivuseks.
n—oo n—oo

Teoreem 2.2 ((Lebesgue’i) monotoonse koonduvuse teoreem e. Beppo Levi teo-
reem). Olgu funktsioonid f, f, € LT, n=1,2,..., sellised, et f, / f. Siis

/ f=lm [ f,..
n—oo
Niisiis, teoreemieeldustel kehtib vordus [ lim f, = lim [ f,.

TEOREEMI 2.2] TOESTUS. Kuna iga n € N korral f, < f,.1 ning seega integraali

monotoonsuse tottu ka [ f, < [ fni1, siis eksisteerib piirvédrtus lim [ f,. Kuna
n—oo

fn 2 f, siis iga n € N korral f, < f ning seega integraali monotoonsuse tottu
[ fu < [ f; jirelikult lim [ f, < [ f.
n—oo
Teoreemi toestuseks jadb veenduda, et lim [ f, > [ f. Selleks piisab niidata,
n—oo

et iga lihtsa mootuva funktsiooni ¢ € LT, ¢ < f, korral kehtib vorratus lim [ f, >
n—oo

J¢.

Toepoolest, sel juhul

lim [ f, >sup {/(b’ ¢ € L on lihtne méotuv funktsioon, ¢ < f} = /f

n—oo

Olgu lihtne mootuv funksioon ¢ € L selline, et ¢ < f. Vorratuse lim [ f, >
n—oo
| ¢ kehtivuseks piisab niidata, et iga reaalarvu a € (0,1) korral lim [ f, > [ a¢.
n—oo

Toepoolest, sel juhul
Ty S
Fikseerime vabalt o € (0, 1). Téhistame iga n € N korral
X, ={ze€X: fulz) 2 ag(z)}.
Siis

Xp €U X CXppr, n=12,..., ja X=[]JX, (2.5)

n=1

Ulesanne 2.3. Tdestada viited (2.5)).
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Paneme téhele, et iga n € N korral

[tz [ ez [aons, = | 6= pasl )

Kuna teoreemi [2.1] pohjal on hulgafunktsioon
Hag: Ql9A|—>/a¢€ [0, o0]
A

moot, siis jareldub viimasest vorratusteahelast ja tingimustest (2.5)), et

n—oo

lim [ f, 2> Hm pae(Xs) = flae(X) = /a¢.
n—oo

Teoreem 2.3. Olgu f,g € L*. Siis

/(f+g)—/f+/g.

ToOEsTUS. Kuna f ja g on mittenegatiivsed mootuvad funktsioonid, siis teoreemi|l.7
pohjal leiduvad lihtsad mootuvad funktsioonid ¢, v, € LT, n = 1,2,..., selliselt,
et

o S f Ja Yn g

Kuna (¢, +v,) /7 (f + g), siis Lebesgue’i monotoonse koonduvuse teoreemi pdhjal

Jusa=tm [@orv)=tim ([or+ [e)=tim [+ m [0,
= /f+/g,
sest teoreemi pohjal [(¢n + n) = [ ¢n + [ 0. O
Teoreem 2.4. Olgu f, ..., f, € LT (n € N). Siis

/jifj—ji/fj.

TOESTUS. Viide jiareldub vahetult teoreemist [2.3] induktsiooni teel. O

Ulesanne 2.4. Téestada, et kui ¢,9 € L*, o, > 0ja A € U siis [, (af +B9) =a [, f+B [, 9.

Teoreem 2.5. Olgu f; € L™, j =1,2,.... Siis

/gfj_g/fj-
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Mairkus 2.2. Ka teoreemile (nagu ka teoreemile viidatakse kirjanduses
tavaliselt kui Lebesgue’i monotoonse koonduvuse teoreemile ehk Beppo Levi teoree-
mile.

TEOREEMI TOESTUS. Defineerime iga n € N korral funktsiooni
n
gn ‘= Z fj;
j=1

siis g, € LT, kusjuures g, Z;; fj; seega Lebesgue’i monotoonse koonduvuse
teoreemi ja teoreemi [2.4] pohjal

Teoreem 2.6. Olgu f € L™ ning olgu A, B € 2.

(a) Kuip(A) =0, siis
|10
A

Juu = L7515

TOEsTUS. (a). Olgu pu(A) = 0. Defineerime funktsiooni g(z) = oo, z € X. Viite
toestuseks piisab néidata, et [ 19 =0, sest kuna f < g, siis integraali monotoonsuse
pohjal sel juhul ka 0 < [, f < [,9=0,st. [, f=0.

Defineerime iga n € N korral funktsiooni

(b) Kui u(ANB) =0, siis

gn(z)=n, zeX.

Kuna g, 7 g, siis ka g,xa " gxa; seega Lebesgue’i monotoonse koonduvuse teo-

reemi pohjal
/g= /ng = lim /anA = lim [ g,.
A n—o0 n—oo A

Et aga iga n € N korral
/gn = /anA = /nxA = npu(A) =0,
A
siis ka ng:O.

(b). Olgu u(A N B) = 0. Koigepealt paneme téhele, et kui AN B = (), siis viide
kehtib, sest sel juhul

AUsz/fouB:/f<xA+xB>=/fo+/fxB:/Af+/Bf.
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Viite (b) toestuseks iildjuhul mérgime, et viite (a) pchjal [, . f = 0; seega

IR Ko ARE KA ARAY R RS K.
Siin

e vordus (1) kehtib, sest AN (B\ A)=0ja AU(B\ A) = AU B;
e vordus (2) kehtib, sest (B\ A)N(ANB)=0ja (B\A)U(ANB)=B.

O
Teoreem 2.7. Olgu f,g € L™ sellised, et f = g p.k. Siis
fi=]o
ToOesTus. Kuna f = g p.k., siis leidub hulk A € 2 selliselt, et
f(z) =g(x) igax € Akorral ja n(A) =0
Arvestades, et fxa = gxa ning teoreemi pohjal fAC f= fAC g = 0, saame, et
[i=[r+] 1= [1=[ru
A e A
:/QXA:/QI/9+/9:/9-
A A e
O

Teoreem 2.8. Olgu f € L*. Siis
/f:O = f=0 pk

ToOEsTUS. “«<”. Kui f =0 p.k., siis teoreemip()hjal Jf=J0=0.

“=7.Olgu [ f = 0. Téhistame

A={zx e X: f(z) > 0}.
Implikatsiooni toestuseks piisab néidata, et pu(A) = 0. Selleks paneme téhele, et
A= U;il Aj, kus
A= {xeX: fla) > l}, i=1.2,... .

Kuna Ay C Ay C -+ -, siis u(A) = lim,, 00 p(A;), seega jaéb implikatsiooni toestuseks
nédidata, et
n(A;) =0 iga j € N korral. (2.6)

Mis tahes j € N korral integraali monotoonsuse tottu

%M(Aj):/%xAj</foj</f=0,

seega ([2.6)) kehtib. ]
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Teoreem 2.9. Olgu funktsioonid f, f, € LT, n=1,2,..., sellised, et f, /' f p.k.

Siis
lim [ f, = / f.

Mirkus 2.3. Teoreemi 2.9/ nimetatakse (samuti nagu ka tema erijuhtu teoreemi|2.2))
Lebesgue’i monotoonse koonduvuse teoreemiks ehk Beppo Levi teoreemiks.

TEOREEMI 2.9 TOESTUS. Kuna f, 7 f p.k., siis leidub hulk A € 2 selliselt, et
fulz) / f(x) igax € Akorral  ja w(A°) = 0.
Niitid
fxa faxa € LT, f=fxapk, fu=fixapk,n=12..., ja fuxa / fxai

seega Lebesgue’i monotoonse koonduvuse teoreemi pohjal [ fxa = lim [ fu.xa.
n—oo
Teoreemist [2.7] jareldub niiiid, et

[ ==t [ fxa=tm [

Teoreem 2.10 (Fatouﬂ lemma). Olgu f, € LY, n=1,2,.... Siis

/ liminf f,, < hmlnf / fn-
n—0o0

TOESTUS. Teoreemi toestuseks mérgime, et
- : @)
liminf f,, = [ lim inf fk "lim [ inf fk Niminf | inf fr <liminf [ f,.
n—o00 n—oo k>n n—o00 k>n n— o0 k>n n—o00
Siin
e vordus (1) jareldub Lebesgue’i monotoonse koonduvuse teoreemist, sest

inf lim inf f,;
k>n fk /‘ n—oo k>n fn;

e vordus (2) kehtib, sest piirvéidrtus lim [ inf fi eksisteerib;
n—oo " k>n

e vorratus (3) jireldub alumise piirviirtuse monotoonsusest, sest iga n € N korral 1?>1f o< fa
>n

ning seega integraali monotoonsuse tottu ka | ér>1f fe < [ fa
>n

0
Teoreem 2.11. Olgu funktsioonid f, f, € LT, n=1,2,..., sellised, et f,, = f p.k.

Siis
/f hminf/fn.

'Pierre Joseph Louis Fatou (1878-1929) — prantsuse matemaatik ja astronoom.
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Maérkus 2.4. Teoreemile (nagu ka teoreemile [2.10)) viidatakse kirjanduses ta-
valiselt kui Fatou lemmale.

TEOREEMI 2.17] TOESTUS. Kuna f, — f p.k., siis ka f = liminf f, p.k.; seega
n—oo

jareldub teoreemist [2.7] ja Fatou lemmast, et

/ f= / lim inf £, < lim inf / o

Teoreem 2.12. Olgu funktsioon f € L* selline, et [ f < oo. Siis

(a) p({z € X: f(z) =00}) =0 (s.t. f < oo p.k., s.t. f on p.k. loplik);

(b) hulk{z € X: f(x)# 0} on o-loplik (s.t. leiduvad hulgad A,, € A, p(A,) < oo,
n=12,...,ni et {reX: fx)#0}=U,_,4.)

TOESTUS. (a). Tdhistame A = {z € X: f(x) = oco}. Paneme téhele, et igan € N
korral

[ = fxa=nxa;

M= [ 12 [ = na)

npu(A) < M < oo,

seega iga n € N korral

s.t. iga n € N korral

mis on voimalik vaid siis, kui pu(A) = 0.
(b). Tahistame
Ar={z e X: f(z) 21}

ja

An:{xeX

3 I =
i
X
A

—_

——

S
Il
o
w

siis iga n € N korral A,, € 2, kusjuures
{reX: f(x) £0} = U A,.

Viite toestuseks jédab néidata, et iga n € N korral p(A,) < oo.
Ulesanne 2.5. Taestada, et iga n € N korral u(A,) < oo.
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2.3. Harjutusiilesandeid ja tidiendavaid méarkusi

Ulesanne 2.6. Olgu x(X) > 0 ning olgu f,g € LT(X, A, p) sellised, et f(z) < g(z) iga = € X
korral ja [ fdp < oo. Toestada, et [ fdu < [ gdp.

Ulesanne 2.7. Olgu f € LT(X,2, ). Toestada, et hulgafunktsioon
e QlBA%)/ fdu €10,00]
A

on modt, kusjuures iga g € LT (X, A, 1) korral

[odus = [t in. 2.7)

NAPUNAIDE. Vordus (2.7) tdestada kdigepealt lihtsa mootuva funktsiooni g € LT jaoks; vorduse
(2.7) toestuseks iildjuhul kasutada teoreemi|l.7|ja monotoonse koonduvuse teoreemi.

Mirkus 2.5. Ulesande valguses tekib loomulik kiisimus: kui (X, 2l) on méotuv
ruum ning hulgafunktsioonid p,v: X — [0, 00] on moodud, siis millistel tingimustel
leidub funktsioon f € LT (X, 2, p) selliselt, et v = puy, s.t.

WQZAf@,Ae%

o-loplike mootude i ja v juhul annab vastuse sellele kiisimusele iiks mooduteooria
olulisemaid tulemusi— Radon- Nikodym:i teoreem, mille me tdestame kéesoleva kons-
pekti paragrahvis IV.2.
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Kaikjal selles paragrahvis on (X, 2, 1) mooduga ruum.

Meenutame, et funktsiooni f: X — R positiivne osa f*: X — R ja negatiivne
osa f~: X — R on defineeritud vordustega

oy ) f), kui f(x) >0,
G {o, kui f(z) <0, zeX,
ja
_. .o, kui f(x) > 0;
/ (x)_{—f(m), kui f(z) <0, Te&

Secjuures f = f*+ — f~ ja [f| = f* + .

3.1. Ruum L;(X, %, u)
Olgu f: X — R (2-)mootuv funktsioon.

Definitsioon 3.1. Oeldakse, et funktsioon f on (Lebesgue’i méttes) integreeruv
(maéodu p jirgi), kui

/f+d,u<oo ja /f_d,u<oo.
b's b's

Mirgime, et f, f~ € LT (u) ning seega on integraalid nendest funktsioonidest defineeritud.

Kui funktsioon f on integreeruv, siis (Lebesque’i) integraal funktsioonist f (ile
hulga X ) (méodu p jirgi) defineeritakse vordusega

/deu:/XfW—/Xf-du.

Juhime tihelepanu, et integreeruvate funktsioonide f € L™ jaoks annab see integraali definit-
sioon sama tulemuse, mis (mittenegatiivse mootuva funktsiooni integraali) definitsioon sest
fe Lt korral f© = fjaf~=0.

Koigi moodu p jéargi integreeruvate funktsioonide f: X — R klassi tdhistatakse
stimboliga Ly (X, 2, 1) voi, kui ruumi (X, 2, 1) roll on kontekstist selge, siis ka liht-
salt Ll(/L) vOl Ll.

Rohutame, et see klassi L; definitsioon on “ajutine”: pérast teoreemide toestamist
me laiendame klassi L1 peaaegu koikjal médratud R-védrtustega integreeruvate funktsioonidega
(muidugi eelnevalt selgitades, mida niisuguste funktsioonide puhul integreeruvus tihendab).

Paneme téahele, et
felL <<= /|f|<oo <~ |f] € L.

Ulesanne 3.1. Toestada need samavisrsused.

83
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Kui f € Ly ja A € A, siis (Lebesque’i) integraal funktsioonist f (ile hulga A)
(mdodu p jirgi) defineeritakse vordusega

/Afdu :Z/Xfodu-

Juhime téhelepanu, et fxa € L1, sest kuna | fxa| < |f], siis [ |fxa] < [|f] < o0.
Ulesanne 3.2. Olgu f € L; ja A € 2. Toestada, et

/Afdu:/Aﬁdu*/Af’du-

Koik antud kontekstis kasutatavad alternatiivsed téhistused on analoogilised
juhuga, kus f € LT. (Néiteks [ fdu = [y f(x)du(z) = [ f = [ f ine.)
Ulesanne 3.3. Olgu f,g € L, A, B € 2. Toestada, et

(a) hulk {z € X: f(x) # 0} on o-16plik (s.t. leiduvad hulgad 4,, € A, u(A,) <oco,n=1,2,...,
nii, et {z € X: f(z) #0} =2, 4,);

(b) kui f < g,siiska [f< [g;
(¢) kui p(A) =0, siis [, f=0;
(d) kui p(ANB)=0,siis [, zf= [, [+ [5]

Jérgnev teoreem iitleb, et L; on vektorruum, kusjuures integraal [ on lineaarne
funktsionaal ruumil L;.

Teoreem 3.1. Olgu f,g € Ly ning olgu o € R. Suis
(a) af € Ly, kusjuures [af = [ f;
(b) f+g € Ly, kusjuures [(f+9)= [+ [g.

TOESTUS. (a). Koigepealt paneme téihele, et

[1asi= [allfi=lal [ 11 < o

(sest f € Ly tottu [ |f] < oo); jérelikult aof € Ly.
Jadb ndidata, et [af =a [ f.
Vaatleme esmalt juhtu, kus o > 0. Siis (af )" = af T ja (af)” = af ", seega

[ar=[n® = [@n = [asr= [ar
freafrol[r )l

Ulesanne 3.4. Téestada vorduse [af = a [ f kehtivus juhul, kui a < 0.
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(b). Koigepealt mérgime, et

[1r+ai< [asivio= [ 11+ [1ol < o0

(sest f,g € Ly tottu [ |f] < oo ja [|g| < o0); jarelikult f+ g € Ly.
Téhistame h = f + g. Teoreemi tdestuseks jidb niidata, et [h = [ f+ [g.
Selleks paneme téhele, et

W —h™=f"—f"+g"—g°
ehk; teisisonu,
Wt +f +g =h +fT+g"
ning jarelikult ka
/(h++f‘+g‘) Z/(h‘+f++g+)-

Kuna f*, f~,¢", g ,h"t,h~ € L™, siis jareldub viimasest vordusest, et

/h++/f—+/g—=/h-+/f++/g+
i fofrfref-f

st. [h=[F+ [y O
Ulesanne 3.5. Olgu f,g € L1, « € R ja A € . Toestada, et

(a) fA(f+9):fAf+ng§
(b) fAO‘f:afA.ﬁ

Teoreem 3.2. Olgu f € Ly. Siis | [ f| < [|f].

ehk, teisisonu,

TOESTUS. Teoreemi toestuseks paneme tihele, et

-l <= fr o frefor s fi
sest kuna f*,f~ € LT, siis [ f* > 0ja [ f~ > 0 ning jérelikult |[ f*] = [ [T ja
Jrl=0r =
Teoreem 3.3. Olgu f,g € Ly. Jdargmised vdited on samavddrsed:

(i) f=9 pk;

(ii) J1f—gl=0;

(iii) [5 f = [p9 iga E €A korral.
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TOESTUS. (i)<(ii) on ilmne, sest kuna |f — g| € L™, siis teoreemi [2.8 pohjal

/|f g=0 e |f-gl=0pk < f=g pk

(ii)=-(iii). Kehtigu tingimus (ii) ning olgu £ € 2. Siis

/ .éﬁ—gﬂ<AJ%1W=/V—9ME</V—gFm;

jarelikult fEf — ng = 0 ehk, teisisonu, fEf = fE g.
(iii)=(ii). Kehtigu tingimus (iii). Tahistame

A={zeX: fz) 2 9(x)} ja B={zeX: f(z)<g(z)}.
Paneme tihele, et A, B € 2, kusjuures AN B = ja AU B = X. Seega

Jir=d=[1r=a+ [11=a1= [ =0+ [s-1)
ZAf—Ag+Lg—Af=Q

sest tingimuse (iii) pohjal [, f = [, gja [ f = [z9. O

Jargnevalt laiendame klassi L, andes iihtlasi tema elementidele uue tolgenduse.

(I) Me iitleme, et (u-)peaaegu kéikjal hulgas X midratud R-visrtustega funk-
tsioon f on (u-)integreeruv, kui leidub (A-mootuv) (u-)integreeruv funktsioon
g: X — Rnii, et f = g p.k. Integraal (moodu p jargi) niisugusest funktsioonist
[ defineeritakse vordusega [ fdu = [ gdu.

Maérgime, et see integraali definitsioon on korrektne: kui A: X — R on niisugune
p-mootuv integreeruv funktsioon, et f = h p.k., siis ka h = ¢ p.k. ning seega
teoreemipéhjal [hdp= [gdu.

(IT) Me loeme klassi L; kuuluvateks (lisaks 2A-mootuvatele (p-)integreeruvatele
funktsioonidele X — R) kdoik peaaegu koikjal hulgas X médratud (u-)integ-
reeruvad funktsioonid.

On ilmne, et iga f € Ly on p.k. 16plik (s.t. | f| < oo p.k.). Samuti on lihtne veenduda,
et teoreemid ja iilesanded jaavad kehtima ka klassi L niisuguse inter-
pretatsiooni korral.

Ulesanne 3.6. Olgu f € L; ning olgu h peaaegu koikjal hulgas X méiratud R-viidrtustega
funktsioon. Téestada, et kui h = f p.k., siis ka h € L;.

Lopuks,

(ITT) Kaks funktsiooni klassist L; loeme selle klassi elementidena vordseks, kui nad
on vordsed peaaegu koikjal ruumis X.
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Selliselt tolgendatuna on L; vektorruum, kusjuures | on lineaarne funktsionaal sellel
ruumil (rohutame, et niisuguse tolgenduse jérgi on integraal klassi L; elementide
jaoks teoreemi pohjal korrektselt defineeritud).

Ulesanne 3.7. Veenduda, et L; vektorruum, kusjuures f on lineaarne funktsionaal sellel ruu-

Veelgi enam, vektorruum L; on normeeritud ruum jérgneva vordusega defineeri-
tud normi suhtes:

T =/|f|, Feln

Ulesanne 3.8. Veenduda selles.

Miérkus 3.1. Sisuliselt tolgendame me ruumina Ly faktorruumi L1/ ~, kus ekvivalentsiseos ~
klassis L, on defineeritud seosega

f~g9g <= f=g pk, f,9€ L.

Seejuures tehted selle faktorruumi ekvivalentsiklassidega, integraal ekvivalentsiklassist, ning ekvi-
valentsiklassi norm on defineeritud esindajate kaudu: kui f, g € L1 ja a € R, siis defineeritakse

A+l =U+a.  olfl = s, /m= /f, Il = / £l (3.1)

kus [f], [g], [f + g, [@f] € L1/ ~ on vastavalt funktsioonide f, g, f + g, af € L1 ekvivalentsiklassid.
Ulesanne 3.9. Veenduda, et definitsioonid (3.1)) ei soltu esindajate f ja g valikust.

Olgu (X, 2A, 1) méoduga ruumi (X, A, i) tiield. Paneme tihele, et
LI(X7 2L, :u) = Ll(Xaﬁvﬁ)’

s.t. klassid Ly (X, 2, i) ja Li(X, A, 1) koosnevad iihtedest ja samadest funktsioonidest,
kusjuures ka integraalid mootude p ja [ jirg: neil klassidel langevad kokku, s.t.

/fdu—/fdﬁ iga f € Li(X, A, 1) = Li(X,2A, ) korral.

Ulesanne 3.10. Veenduda selles.

NAPUNAIDE. Ulesande lahenduseks

a) toestada, et kui f € L1 (X, %, u), siis ka f € LT (X, 2, 1z), kusjuures
i,

/fdu /ch (3.2)

(vordus (3.2)) tdestada esmalt lihtsate mdotuvate funktsioonide f € LT (X, 2, 1) jaoks ning
seejérel, kasutades monotoonse koonduvuse teoreemi, suvaliste f € L1 (X, 2, i) jaoks);

(b) tdestada, et kui f: X — R on 2-mdotuv p-integreeruv funktsioon, siis on ta ka f-integreeruv,
kusjuures kehtib vordus (3.2));

(c) toestada, et kui f: X — R on p-p.k. méiratud p-integreeruv funktsioon, siis ta on ka
f-integreeruv, kusjuures kehtib vordus (3.2));

(d) toestada, et Li(X,20,7) C L1(X,2A, u).
Niisiis, Li(X, 2, p) = Li(X,2A,f), kusjuures ka integraalid mostude p ja i jérgi
neil klassidel langevad kokku. Jérelikult, KONELDES KLASSIST Lq(X, %2l 1), VOIME
ALATI EELDADA (JA SELLES PARAGRAHVIS EDASPIDI EELDAMEGI), ET MOODUGA
RUUM (X, 2(, 1) ON TAIELIK.
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3.2. Lebesgue’i koonduvusteoreemid

Teoreem 3.4 ((Lebesgue’i) domineeritud koonduvuse teoreem). Olgu funktsioo-
nid f, € Ly, n=1,2,..., 70 f: X — R sellised, et

1° fo—=f pk;
2° leidub funktsioon g € Ly selliselt, et iga n € N korral |f,| < g p-k.
Siis ka f € Ly, kusjuures
/ f—lim [ f, (3.3)
n—oo
TOEsTUS. Toestame teoreemi viited koigepealt eeldustel, et

iga z € X korral f,(z) — flx) ja |fulz)| <glz) <oo,m=1,2,.... (3.4)

Sel juhul, kuna funktsioonid f,,, n = 1,2,..., on moodtuvad, siis teoreemi pohjal
ka f = lim f, on mootuv. Kuna iga x € X korral |f,(x)] —— |f(x)|, siis ka
n—oo n—oo

|| < g, jérelikult [ |f] < [g < oo, seega f € Ly.
Vorduse |D toestuseks piisab niidata, et [|f, — f] — 0.
Téepoolest, sel juhul ka U fn— ff‘ < [1fa = fl — 0.

Selleks paneme tahele, et

e igan € N korral 2g — |f,, — f| € LT
(sest 29 — [fn = f1 2 29 — (Iful + [f1) = 9 = |ful + 9 = |f] = 0);

o 29_’fn_f|m29;

seega Fatou lemma pohjal

[ 29 <tmint [ (29~ 1f, - f1) = timnt (/ 29~ [ 1 f|)
=/2g+li£gg31f (_/|fn_f|) =/2g—liﬂsogp/|fn—f|,

iimsup [ 17, f] <0

n—oo

millest

jarelikult lim [ |f,, — f] = 0, nagu soovitud.
n—oo

Ulesanne 3.11. Jireldada teoreemi viiidete kehtivusest lisatingimustel |D nende kehtivus iildjuhul.
O
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Jéreldus 3.5 ((Lebesgue’i) tokestatud koonduvuse teoreem. ). Olgu p1(X) < oo ning
olgu funktsioonid f, € L1, n=1,2,..., ja f: X — R sellised, et

1° fo—f pk;
2° leidub reaalarv M > 0 selliselt, et iga n € N korral |f,| < M p.k.
Sus ka f € Ly, kusjuures
/f = lim [ f,.
n—o0

TOESTUS. Koigepealt paneme téhele, et funktsioon g(x) = M, x € X, on integ-
reeruv.

Tdepoolest, g = M x x ning seega [ g = Mpu(X) < oo (sest pu(X) < 00), s.t. g € L.

Jarelduse [3.5| véide jareldub niiiid vahetult Lebesgue’i domineeritud koonduvuse
teoreemist 3.4] O

Teoreem 3.6. Olgu funktsioonid f; € Ly, j =1,2,..., sellised, et

Z/ym < 0. (3.5)

Siis rida Y737 f; koondub p.k., kusjuures Y77, f; € Ly ja

/;ilfj:;il/fj‘

Jareldus 3.7. Normeeritud ruum Ly on tdielik (s.t. ta on Banachi ruum,).

TOESTUS. Kuna - -
Z/w ~S 15l
j=1 j=1

siis eeldus tdhendab, et rida Z;; fj ruumis L; on absoluutselt koonduv. Kuna
normeeritud ruum on téielik parajasti siis, kui temas rea absoluutsest koonduvusest
jareldub selle rea koonduvus, siis piisab ruumi L; téielikkuseks veenduda, et eel-
dusel 1' rida Z;’il f; koondub ruumis Ly; seejuures voib iildisust kitsendamata
eeldada, et funktsioonid f;, 7 = 1,2,..., on méératud koikjal hulgas X. Teoreemi
pohjal on funktsioon f(z) = 3772, f;(¥) médratud p.k. koikjal hulgas X, kus-
juures f € L;. Ruumi L; téielikkuseks piisab niidata, et Z;; f; = f ruumis Ly,

s.t. lim,, o Hf — 2?21 fill = 0. Veendume selles:

Hf_jilfj :/‘f_jilfj =/ ifj g/i HE i/!fﬂrjo@

j=n+1 j=n+1 j=n+1
(siin vorratus (1) kehtib integraali monotoonsuse tottu; vordus (2) kehtib mono-
toonse koonduvuse teoreemi pohjal). ]
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TrorEEMI [3.6] TOESTUS. Uldisust kitsendamata voime eeldada, et funktsioonid f;,
j =1,2,..., on maaratud koikjal hulgas X. Siis Z;’il |f;| € LT. Kuna Lebesgue’i
monotoonse koonduvuse teoreemi (tédpsemalt, teoreemi pohjal

/jf;'fﬂ:i/mkoo?

siis » 27, [fj| € L1 ning teoreemi m (a), pohjal > 2 [fj(z)] < oo pk. v € X
korral. Kuna arvrea absoluutsest koonduvusest jareldub tema koonduvus, siis saame
siit, et ka rida Y77, fj(z) koondub pk. x € X korral, s.t. rida >°°%, f; koondub
p.k. ning seega on funktsioon E;; f; méératud p.k.

Arvestades, et

j=1 j=1

ja

ij

Jj=1

< Z|fj] € L, igan € N korral,

Jj=1

jareldub Lebesgue’i domineeritud koonduvuse teoreemist, et Z;; fi € Li, kus-

juures
/gfj:’}L%/;fj:q}i%;/szg/ﬁ

3.3. Koikjal tihedaid alamruume ruumis L (X, 2, )

Teoreem 3.8. Olgu f € Ly. Siis iga € > 0 korral leidub lihtne modtuv funktsioon

¢ € Ly selliselt, et
[1s=o <=

Mérgime, et iildjuhul ei tarvitse lihtne mootuv funktsioon olla integreeruv. Teo-
reem viidab, et integreeruvate lihtsate mootuvate funktsioonide alamruum on

koikjal tihe ruumis Ly, sest f If =9l =1f = ¢l

TEOREEMI [3.8 TOESTUS. Uldisust kitsendamata voime eeldada, et funktsioon f
on médratud koikjal hulgas X. Fikseerime vabalt ¢ > 0. Mittenegatiivse moctuva
funktsiooni integraali definitsiooni pohjal leiduvad lihtsad mootuvad funktsioonid
¢, ¢" € LT selliselt, et ¢ < fTja ¢’ < 7 ja

Jo=[r-5um [o>[r-2

DO ™
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On selge, et ¢ = ¢ — ¢ € Ly on lihtne mootuv funktsioon; seejuures

[is=o1=[lur=1-w -] < [(57=81+15 = o)
~furaer = ([r-fa)< (- ]o)

Definitsioon 3.2. Olgu X topoloogiline ruum.
Funktsiooni g: X — R kandjaks nimetatakse hulka

suppg = {z € X: g(z) # 0}

(s.t. funktsiooni g kandja on hulga {x € X: g(z) # 0} sulund ruumis X).

Teoreem 3.9. Olgu F': R — R mittekahanev vasakult pidev funktsioon ning olgu
Mp C P(R) ja pp: Mp — [0,00] funktsioonile F' vastavad Lebesgue-Stieltjesi o-
algebra ja Lebesgue-Stieltjesi moot. Olgu f € Li(R, Mp, up). Siis iga € > 0 korral
leidub tokestatud kandjaga pidev funktsioon g € Li(R, Mg, up) selliselt, et

/\f—g!dup<e.
R

Ulesanne 3.12. Toestada, et

(a) tokestatud kandjaga pidev funktsioon g: R — R on Lebesgue’i-Stieljesi mottes integreeruv,
s.t. ge Ll(Rv MF7 MF)?

(b) tokestatud kandjaga pidevad funktsioonid moodustavad alamruumi ruumis L (R, Mg, up).

Teoreem vaidab, et tokestatud kandjaga pidevate funktsioonide g: R — R
alamruum on koikjal tihe ruwmis Li(R, Mg, pp), sest [o |f—gl dur = || =9l o, @ Mppr)-

Definitsioon 3.3. Oecldakse, et topoloogiline ruum X on lokaalselt kompaktne, kui
ruumi X igal punktil leidub kompaktne iimbrus (s.t. iga z € X korral leiduvad
kompaktne hulk K C X ja lahtine hulk U C X selliselt, et x € U C K).

On ilmne, et iga kompaktne topoloogiline ruum on lokaalselt kompaktne. Proto-
tiitibiline néide lokaalselt kompaktsest topoloogilisest ruumist, mis pole kompaktne,
on ruum R™.

Kehtib jargmine teoreemist iildisem tulemus.

Teoreem 3.10. Olgu X lokaalselt kompaktne Hausdorffi ruum, sisaldagu o-algebra
A C P(X) ruumi X Boreli o-algebrat ning olgu pu: 20 — [0,00] requlaarne maot.
Siis iga f € Li(X,, p) korral leidub kompaktse kandjaga pidev funktsioon g €
Li(X, 2, 1) selliselt, et

J1r=glau<e
X
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Niisiis, teoreemi[3.10 eeldustel on kompaktse kandjaga pidevate funktsioonide g €
Ly (X, 2, 1) hulk koikjal tihe ruumis Ly (X, 2, 1), sest [ [f—g| dp = ||f =gl x200-
Ulesanne 3.13. Toestada, et teoreemi eeldustel moodustavad kompaktse kandjaga pidevad
funktsioonid g € Ly (X, 2, 1) alamruumi ruumis Lq (X, 21, p).

Mirgime, et funktsiooni f: R™ — R kandja on kompaktne parajasti siis, kui ta
on tokestatud, sest hulk ruumis R™ on kompaktne parajasti siis, kui ta on kinnine
ja tokestatud.

Teoreemi toestus toetub jargnevale topoloogia kursusest tuttavale Urésoni
lemma lokaalselt kompaktsele versioonile.

Teoreem 3.11 (Urdsoni lemma (lokaalselt kompaktne versioon)). Olgu X lokaalselt
kompaktne Hausdorffi ruum ning olgu K C U C X, kus hulk K C X on kompaktne
ning hulk U C X on lahtine. Siis leidub pidev funktsioon g: X — R selliselt, et

(1) g[X] € [0,1];
(2) funktsiooni g kandja supp g on kompaktne, kusjuures suppg C U;

(3) g(x) =1 iga x € K korral.

Ulesanne 3.14. Toestada teoreem

NAPUNAIDE. Koigepealt néidata, et kui hulk A € 2 on selline, et u(A) < oo, siis iga € > 0
korral leidub kompaktse kandjaga pidev funktsioon g € L1 (X, 2, uu) selliselt, et [y [xa —g| du <e.
(Selleks kasutada moodu p regulaarsust ning Urdsoni lemmat ) Seejérel kasutada teoreemi

TEOREEMI 3.9 TOESTUS (ILMA TEOREEMI |3.10| KASUTAMATA). Olgue > 0. Teo-
reemi [3.8] pohjal leidub lihtne mdstuv funktsioon ¢ € Ly (R, Mp, ur) selliselt, et

€
17— ldur <5
R
Olgu
gb:ZcijAj meN, o eR, Aj e Mp,j=1,...,n)
j=1
funktsiooni mingi niisugune esitus, kus hulgad A4, ..., A, on paarikaupa l6ikumatud

ning o; # 0, j =1,...,n. Kuna ¢ € L1 (R, Mp, up), siis pp(A;) < oo, j=1,...,n.
Teoreemi I pohjal leiduvad iga j € {1,...,n} korral arv n; € N ja paarikaupa
l6ikumatud tokestatud vahemikud I] C R, i =1,...,n;, selliselt, et

AN T | < :
MF( ’ H Z) 3n ||

Tahistame

n n nj n Ny
Y= Zajxuzzlzg = Z%’ZX@ = ZZ%’XI??
j:l 1 =1

j= = j=1 i=1
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siis ¥ € L1(R, Mg, ur), kusjuures
/ ¢ — Y| dpr = /‘z”: ajxa; — io‘jXU?”g .
R RS o
i} /\Z s (=X, )| e
|Oé]|/‘XA Xy, r
_Z\a]\up AAUI] <Z‘aj‘3n\a\ 3

Teoreemi toestuseks piisab niiiid ndidata, et

d/LF

dup = |%|/XA AU T dpr
j=

(e) kui (a,b) C R on tokestatud vahemik, siis iga v > 0 korral leidub tokestatud
kandjaga pidev funktsioon h € Li(R, Mg, up) nii, et

/ X(ap) = Rl dpr <.
R

Toepoolest, kui viide (o) kehtib, siis mis tahes j € {1,...,n} ja¢ € {1,...,n;} korral leidub
tokestatud kandjaga pidev funktsioon h! € Ly (R, Mg, pp) nii, et

= B < ——,
b =it < o

Tahistame

9= oshi;

j=1i=1

siis g on tokestatud kandjaga pidev funktsioon, kusjuures

JACRTTITEN 1) 9 ST 3) SRV Py £) w) wrv oW Pt

j=11i=1 j=11i=1 j=11i=1

ZZ|%|/|XV hj‘duF<ZZ| J|3nn laj| 5;

Jj=11:=1 Jj=11:=1

jarelikult

3 9 3
/|f—9|d/*‘F</|f_¢|dMF+/|¢_¢|d/ﬁF+/|¢_g|dl$F<*+*+*=€
R R R R 3 3 3

Toestame niitid véite (o). Olgu (a,b) C R mingi tokestatud vahemik ning olgu
v > 0. Valime arvud ¢,d € (a,b), ¢ < d, selliselt, et

F((a, b)\ (c, d)) <

Ulesanne 3.15. Veenduda, et sellised arvud ¢, d € (a,b) eksisteerivad.
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Defineerime funktsiooni h: R — R seosega

/

0, kui z € (—o0,al;
= kui z € [a, c];
h(z) =4¢1, kui z € [c, d];
1—2=4 " kuize€ [db]
L0, kui z € [b, 00),

siis h on tokestatud kandjaga pidev funktsioon, kusjuures

/ X(ap) — Pl dpr < /X(a,b)\(c,d) dpr = pr((a,b) \ (c,d)) <
R R

3.4. Harjutusiilesandeid

Olgu (X, %A, ) 16pliku médduga ruum ning olgu g: X — R (Boreli mottes) mootuv
funktsioon. Siis hulgafunktsioon

ng " (E) = (g '[E]), E € Bg.

1

on Boreli méot ruumis R. Kui p on toendosusmoot, siis mootu pug™ nimetatakse

funktsiooni g jaotuseks.

Ulesanne 3.16. Taestada, et g~ on maot.

Defineerime funktsiooni
G(t) ({:1: €X: gx) < t}> = u(g [(—oo,t)]) =png ' ((—o0,t)), teR.

Kui 4 on toendosusmdot, siis funktsiooni G nimetatakse funktsiooni g jaotusfunkt-
stL00miks.
Ulesanne 3.17. Taestada, et
(a) funktsioon G on mittekahanev ja vasakult pidev;
-1

(b) ug~! = pg (s.t. pg=! on funktsioonile G vastav Boreli moot, vt. § 1.5, punkt 1).

Ulesanne 3.18. Tdestada, et kui f € Ly(ug™"), siis funktsioonide g ja f kompositsioon f o g €

L () kusjuures
/fdug’1 = /fogdu-

Veelgi tdpsemalt, mis tahes E € By korral

/fdﬂsf1 :/ fogdp.
E g1 [E]



§ 4. Riemanni integraali ja Lebesgue’i integraali
vahekord

Meenutame koigepealt Riemanni integraali moistet.

Olgu f: [a,b] — R tokestatud funktsioon ning olgu T' 16igu [a,b] jaotusviis
punktidega
a=x0<x; <Ty<- -+ <Tp1<x,=0b (neN).

Tahistame A(T) = max (x; — x;—1) (s.t. A(T) on jaotusviisi 7" pikima osaldigu
<g<n

pikkus) ning

M; :=sup{f(z): ze[a:j Lag)b, omy=inf{f(z): ze[xj 1,25} j=1,...,n,

ZM Ty — Tj— 1 ij — Tj- 1

Summasid S(7") ja s(T") nimetatakse (16igu [a, b] jaotusviisile T" vastavateks) funk-
tsiooni f Darbouz’ iilemsummaks ja Darboux’ alamsummaks.

Matemaatilise analiiiisi kursusest teame, et

(a) kui I6igu [a, b] jaotusviis T on saadud jaotusviisi 7' punktidele uute punktide
lisamise teel, siis

ST < S(T) ja s(T") > s(T),

s.t. jaotusviisi peenendamisel Darbouz’ iilemsumma ei kasva ja Darboux’ alam-
summa et kahane;

(b) 16igu [a, b] mis tahes jaotusviiside ja T ja T" korral
S(T) = s(T7),
s.t. dikski Darboux’ tilemsumma pole vdiksem tihestkr Darbouz’ alamsummast.

Téhistame
—b
/ f=mf{S(T): T on Idigu [a,b] jaotusviis},
b
/ f =sup{s(T): T on Idigu [a,b] jaotusviis}.

(Mérgime, et need inf ja sup on loplikud, sest funktsiooni f tokestatuse tottu
on selle funktsiooni Darboux’ iilemsummade hulk ja Darboux’ alamsummade hulk

—b
tokestatud.) Arvusid [ f ja f f nimetatakse vastavalt funktsiooni f Darbouz’
iilemiseks integraaliks ja Darbouz’ alumiseks integraaliks (iile 16igu [a, b]).

Jargnev teoreem on meile tuttav matemaatilise analiiiisi kursusest.

95
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—b
Teoreem 4.1 (Darboux’ lemma). (a) A(liTr)n OS(T) = [ [, st iga reaalarvue > 0
_>
korral leidub reaalarv 6 > 0 selliselt, et

—b

AT)<d = 0<S(T)—/f<s

a

(teisisonu, piisavalt peentele jaotusviisidele vastavad Darboux’ tilemsummad
erinevad Darbouz’ ilemisest integraalist kuitahes vihe);

(b) lim s(T) = fbf, s.t. iga reaalarvu € > 0 korral leidub reaalarv 6 > 0
A(T)—0 —a

selliselt, et

b
AT) <o = 0</f—5(T)<8

(teisisonu, piisavalt peentele jaotusviisidele vastavad Darbouz’ alamsummad
erinevad Darboux’ alumisest integraalist kuitahes vihe).

—b
Definitsioon 4.1. Kui [ f = fbf, siis deldakse, et funktsioon f on Riemanni

—b
mottes integreeruv 16igus [a,b]. Darboux’ integraalide [ . Ja i b f ihist vasartust
nimetatakse sel juhul funktsiooni f Riemanni integraaliks (iile loigu [a,b]) ja tdhis-
tatakse siimboliga

b b b b
R—/ f(z)dx voi R—/ f voi lihtsalt /f(a:)d:v vOi /f.

Niisiis, kui funktsioon f on Riemanni méttes integreeruv 16igus [a, b], siis
b b b
[ swa= [ 1= [f

Liay = {E Na,b]: E € E} ja miep = m|£[a’b]7

Tahistame

kus £ on ruumi R Lebesgue’i o-algebra ja m on Lebesgue’i méot ruumis R. Kui see
ei pohjusta kaksipidimdistmist, siis kirjutame edaspidi mj,; asemel ka lihtsalt m.
Paneme téhele, et

(a) Liap on o-algebra (see fakt jareldub iilesandest 1{2.12));

(b) Liau) on l6igu [a, b] Boreli o-algebra téield (see fakt jéareldub iilesannetest 1,2.13]
ja 13.32).

o-algebrat L, ; nimetatakse loigu [a,b] Lebesgue’i o-algebraks ning mootu mig
Lebesque’t mooduks loigus |a, b].

Oeldakse, et 1digus [a,b] m-p.k. misratud R-viidrtuseline funktsioon g on Le-
besque’i mottes integreeruv (loigus [a,b]), kui g € Li([a,b], Liap), Miap). Ruumi
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Ly ([a,b], Loy, mpap) téhistatakse ka lihtsalt stimboliga Li[a, b]. Selle ruumi funkt-
sioonidest integraali mérkimiseks (Lebesgue’i moodu m := my,y jargi) kasutatakse
stimbolite dm ja dm(z) ning f[Q q asemel sageli ka vastavalt stimboleid dz ning fcd;
téapsemalt, kui g € Li[a,b], £ € Ly jaa < ¢ <d < b, siis

[ atri= [ twyde = [ g@dmi) = [ gam

/Cdgdx ::/cdg(:c) dzx ;:/cdg(:c) dm(z) ;:/Cdgdm = [CVd]gdm I g(z) dm(z).

ja

Teoreem 4.2. (a) Laigus [a,b] tokestatud funktsioon f: [a,b] — R on Riemanni
mottes integreeruv selles loigus parajasti siis, kui tema katkevuspunktide hulga
Lebesgue’s moot on null.

(b) Kui funktsioon f: |a,b] — R on Riemanni mdéttes integreeruv loigus |a, b], siis
ta on ka Lebesgue’i mattes integreeruv loigus |a, b, kusjuures

f(x) dm(x) = R- / f(x) d.

[a,b]

s.t. funktsiooni f Lebesque’i integraal ile loigu |a,b] on vérdne tema Riemanni
integraaliga tile selle loigu.

Kaikjal jargnevas tdhistame funktsiooni f: [a,b] — R Lebesgue’i integraali,
Riemanni integraali, Darboux’ iilemist integraali ja Darboux’ alumist integraali 16i-
gus [a, b] vastavalt siimbolitega

[5 mfs [r i

(muidugi juhul, kui need integraalid eksisteerivad).

_ Olgu funktsioon f: la,b] — R tokestatud 16igus [a, b]. Defineerime funktsioonid
[, f+ la,b] = R vordustega

?(x)zél_i)r&sup{f(z): ze€(@—dx+0)}, z¢€lab]
i(x):(sl_i>%1+inf{f(z): z€(x—0,2+46)}, =z €labl.

Ulesanne 4.1. Veenduda, et funktsioonid f ja [ on korrektselt defineeritud, s.t. nende defini-
tsiooniavaldises olevad piirvéadrtused eksisteerivad.

Mirgime, et funktsioon f on pidev punktis x € [a,b] parajasti siis, kui f(z) = f(x).
Ulesanne 4.2. Veenduda selles.

Teoreemi [4.2] toestus toetub jargnevale lemmale.
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Lemma 4.3. Funktsioonid f ja f on Lebesgue’i mottes integreeruvad loigus [a, b],
kusjuures o
fi-s » 1]

Ty: a:x’5<xlf<x§<---<xflk_1<$flk:b (ng eN), k=1,2...,

TOEsTUS. Olgu

sellised 16igu [a, b] jaotusviisid, et jaotusviisi T} pikima osaldigu pikkus ldheneb prot-

sessis k — oo nullile, s.t. lim max (2§ — 2% ) = 0. Téhistame jaotusviisile T},
k—oo 1<j<ng

vastavad funktsiooni f Darboux’ iilemsumma ja alamsumma vastavalt siimbolitega

S(Tk) ja s(Tk); siis teoreemi [4.1| pohjal

thTk /f ja thTk /f

Té&histame iga k& € N korral

M]k .—sup{f ; [x?_l,a:?]}, j=1 ..., ng,
f. mf{f : [xf_l,xf]}, j=1 ..., ng,

ning defineerime lihtsad £-méotuvad funktsioonid f,, [, [a,b] — R vordustega

N
—_— L
fk T ZMJ X[ﬂﬁfflv” I Zm X[l’] 1 5'73
j=1
Funktsioonid f,, S o k=1,2,..., on integreeruvad, kusjuures
ng —
. T ki k kN 1 .
kh_{glo/fk = ,}1_{202;]\4] (4 —xj) = l}ggloS(Tk) = /fa
]:
ny
: T ki, k kY _ 1 —
Jim [ 4= Jim 3 omieh 2 =) = i () = [ 5
= L
Paneme téhele, et mis tahes = € [a,b] \ Up—,{},... 2} _} korral

lim Fi(e) = F@) ja lim f,(0) = f(2).
Ulesanne 4.3. Veenduda selles.
Niisiis
7k — fm-pk. ja f — f m-pk.,

sest hulk (J,~ {«f,... .2 _,} on loenduv ning seega on tema Lebesgue’i mast null.
Funktsiooni f t()kestatuse tottu leidub arv M > 0 selliselt, et |f(x)] < M iga
x € [a, b] korral; jarelikult iga k € N korral

‘MJ’?| <M ja \m | < M, iga j € {1,...,nx} korral
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ning seega
fi@) <M ja |f(x)| <M igaxelab)\ [ J{aF, .. 2%} korral
»=1

Lebesgue’i tokestatud koonduvuse teoreemi pohjal on funktsioonid f ja S Lebesgue’i
mottes integreeruvad 16igus [a,b], kusjuures

[7=pm [7= [ [1=pm [1.=[r

TrOREEMI [£.2] TOESTUS. (a). Olgu funktsioon f: [a,0] — R tokestatud loigus

[a,b]. Kuna Lemmapéhjal [f=[Ffia if = [ [, siis

[]

funktsioon f on Riemanni méttes integreeeruv 16igus [a, 0]

<:>/f/f<:>/f/f<:>/ff—o

Kuna f — f =0, siis f- f € L*([a,b], Liap), miag); jirelikult teoreemi pohjal

/(7 f)=0 < [f—-f=0mpk < f=[fmpk

<= f on pidev m-p.k.
<= funktsiooni f katkevuspunktide hulga Lebesgue’i méot on null.

(b). Olgu funktsioon f: [a,b] — R Riemanni mottes integreeruv 16igus [a, b]. Siis
on funktsioon f tokestatud 1oigus [a,d], jarelikult viite (a) tdestuse ja Lemma

pohjal B
/Tz/izlf:/f:R’/f ja  f=[fmpk

Kuna f < f < f, siis jareldub viimasest vordusest, et f=r= f m-p.k.; seega on
funktsioon f Lebesgue’i mottes integreeruv 16igus [a, b], kusjuures

Ji-[r-n s



§ 5. Mootuvate funktsioonide koonduvustiiiipe

Selles paragrahvis vaatleme erinevaid mootuvate funktsioonide koonduvustiiiipe ning
uurime nende vahekordi.

Olgu X mittetiihi hulk ning olgu f, fo: X =R, n=1,2,....
Definitsioon 5.1. Oeldakse, et jada (f,) koondub funktsiooniks f dhtlaselt hul-
gas X, kui iga reaalarvu € > 0 korral leidub indeks N € N selliselt, et
n>=N = iga x € X korral |f,(z) — f(z)] <e.

Definitsioon 5.2. Oeldakse, et jada (f,) koondub funktsiooniks f punktiviisi hul-
gas X, kui
iga x € X korral lim f,(x) = f(z).
n—oo

Eeldame niiiid taiendavalt, et (X, 2, 1) on mooduga ruum.

Definitsioon 5.3. Oeldakse, et jada (f,) koondub funktsiooniks f p-peaaegu kdikjal

ruumis X (ehk lihtsalt peaaegu kdikjal, kui ruumi X ja moodu p roll on kontekstist

selge) ja kirjutatakse f, — f p-p.k. voi lim f, = f p-p.k. (vdi ka lihtsalt f,, — f
n—oo

p.k. voi lim f, = f p.k.), kui
n—oo
leidub hulk A € 2 selliselt, et p(A°) =0 ja iga x € A korral lim f,(z) = f(z).

n—oo
Teisisonu, f, — f p-p.k. parajasti siis, kui hulk {x € X: f.(z) & f(z)} on u-
hiiljatav.

Margime, et peaaegu koikjal koonduvuse definitsioon laieneb ka juhule, kus funk-

tsioonid f ja f,, n = 1,2,..., pole méaratud mingis ruumi X p-hiiljatavas alam-
hulgas.
Eeldame niiiid tédiendavalt, et funktsioonid f ja f,, n = 1,2,..., on mdotuvad

ning p-peaaegu koikjal loplikud.

Definitsioon 5.4. Oecldakse, et jada (f,) koondub funktsiooniks f méddu p jirgi
ruumis X (ehk lihtsalt maoddu jargi, kui ruumi X ja moodu p roll on kontekstist
selge) ja kirjutatakse f,, — f moodu jargi voi p-lim f, = f, kui

n—oo
iga 0 > 0 korral lim u({x € X: |fulx)— f(z)| = 5}) = 0.
n—oo
(Juhime tdhelepanu, et funktsioonide f ja f,, n = 1,2,..., mdotuvus garanteerib,
et {z € X: |fu(z) = flz)] =6} € A)

Ulesanne 5.1. Olgu (X, 2, ;1) mé6duga ruum ning olgu mostuvad funktsioonid f, g, f,: X — R,
n=12 ..., sellised, et f,, = f moodu jirgi ja f, — g moodu jérgi. Toestada (ilma teoreemi
kasutamata), et f = g p.k.

Margime, et moodu jéargi koonduvuse definitsioon laieneb ka juhule, kus funk-
tsioonid f ja f,, n = 1,2,..., pole méddratud mingis ruumi X nullméoduga alam-
hulgas.
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Eeldame niiiid taiendavalt, et f, f, € Li(X, 2, pu), n =1,2,....

Definitsioon 5.5. Oeldakse, et jada (f,) koondub funktsiooniks f ruumis L; (ehk
1-keskmiselt e. lihtsalt keskmiselt), kui

tiw [15, - 51 =0

Juhime téhelepanu, et [ |f, — f| = || fo — fllz,; niisiis moistetakse koonduvuse all
ruumis L; (nagu nimetuse jargi oodata ongi) koonduvust Banachi ruumi L; normi
jargi.

On ilmne, et (mdédduga ruumis)
ithtlane koonduvus ==  punktiviisi koonduvus = koonduvus p.k.

Samuti
ithtlane koonduvus == mdodu jérgi koonduvus.

Ulesanne 5.2. Olgu (X, 2, ;) méoduga ruum ning olgu f, f,: X — R, n = 1,2,..., mdstuvad
funktsioonid. Toestada, et kui f,, — f iihtlaselt ruumis X, siis ka f,, — f moodu jargi.

Vastupidised implikatsioonid iildjuhul ei kehti.

Niide 5.1. Olgu X = R, 2 = £ ja ug = m. (Meenutame, et siimbolid £ ja m
tahistavad vastavalt ruumi R Lebesgue’i o-algebrat ja Lebesgue’i mootu ruumis R.)

1. Defineerime funktsioonid f,: R = R, n =1,2, ..., vordustega
1
fn= EX(OJL)‘
Siis f,, — 0 {ihtlaselt hulgas X. -
2. Defineerime funktsioonid f,: R = R, n=1,2,..., vordustega
fn = X(n—1,n)-

Siis f,, — 0 punktiviisi, kuid mitte Lebesgue’i moodu jargi ruumis R, sest iga n € N
korral
p({z €R: [fulx) =0 > 1}) = p((n— 1,n)) = 1.
Niisiis, punktiviisi koonduvusest (ning seega ka p.k. koonduvusest) ei jareldu tldjuhul
koonduvust moddu jirgi (ning seega ka thtlast koonduvust).
3. Defineerime funktsioonid f,: R - R, n = 1,2,..., vordustega

fn = X[, L)
Siis f, — 0 p.k. (sest iga x € R\ {0} korral f,,(z) — 0), kuid mitte punktiviisi (sest

fn(0) — o0). Niisiis, koonduvusest peaaegu koikjal ei jareldu uldjuhul punktiviisi
koonduvust.
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[gaiihes néidetest 1-3

[ 1t =0ldm = [ \g,ldm =1

seega f, # 0 ruumis L;(R, £, m). Niisiis, dhtlasest koonduvusest (ning seega ka
punktiviisi koonduvusest ja koonduvusest peaaegu kéikjal) ei jareldu tldjuhul koon-
duvust ruumis L.

Ulesanne 5.3. Olgu (X, 2, 1) 16pliku modduga ruum ning olgu f, f, € Li(X, 2, p), n =1,2,....
Toestada, et kui f,, — f tihtlaselt ruumis X, siis ka f,, — f ruumis L.

4. Defineerime funktsioonid f,,: R = R, n = 1,2, ..., vordustega
fi=X0,1) fzzx[()’%), fszx[%’l),
f4:X[0;i)’ f5=X[}U%)7 f6=><[%7%), f7—X[%71),
fSZX[O’%y f9=X[%’i), .......
Siis
lim | fr] dm =0,

n—o0 [a,b]

s.t. fn = 0 ruumis Ly (R, £, m). Samal ajal iga x € [0,1) korral f,(z) /4 0. Niisiis,
koonduvusest ruumais Ly ei jareldu tldjuhul koonduvust peaaegu koikjal.

Teoreem 5.1. Olgu (X, 2, ) mooduga ruum ning olgu f, fr, € Li(X, A, p), n =
1,2,.... Kui

(1) fo—= [ pk;
(2) leidub funktsioon g € Ly selliselt, et iga n € N korral | f,| < g p.k.,
siis f, — f ruumis Ly.

TOESTUS. Kehtigu tingimused (1) ja (2). Piirprotsessis n — oo jareldub tingimu-
sest (2), et ka |[f| < ¢ p.k. ning seega

1o — FI<|fal +1f] <29 pk

Kuna 2g € Ly ning |f, — f| — 0 p.k., siis Lebesgue’i domineeritud koonduvuse

teoreemi pohjal
lim/|fn—f|:/0:07
n—oo

s.t. f, = f ruumis L;. O

Teoreem 5.2. Olgu (X, ) méoduga ruum ning olgu f, fr, € L1(X,20,p), n =
1,2,..., sellised, et f, — f ruumis Ly (X, 2, n). Siis ka f, — f maoodu jirgi.

Teoreem [5.2] viiidab, et koonduvusest ruumis Ly jireldub koonduvus méodu jirgi.
Niitest [5.1], 4, jareldub niiiid, et koonduvusest moodu jirgi ei jireldu koonduvust p.k.
(sest selles néites f, — f ruumis L;, seega teoreemi pohjal ka f,, — f moodu
jargi; samas ei kehtinud f, — f p.k.).
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TEOREEMI [5.2] TOESTUS. Fikseerime vabalt § > 0 ja ti#histame iga n € N korral
E,:={z e X: [f(z) - fulz)] = 6}

Toestamaks, et f,, — f moodu jargi, peame niitama, et lim u(E,) = 0.
n—oo

Iga n € N korral |f — f,| > ¢ hulgas E,,, seega

(e = [ < (Y22 =2 = s <5 [ 154l

Kuna f, — f ruumis L, siis lim [ |f— f,| = 0; seega jireldub viimasest vorratuste-
n—oo

ahelast, et ka lim p(FE,) = 0. O
n—oo

Teoreem 5.3. Olgu (X, 2, 1) méodduga ruum ning olgu mdotuvad funktsioonid
fifn: X =R, n=1,2,..., sellised, et f,, — f moodu jirgi. Siis

(a) leidub osajada (fy,) selliselt, et fr, — f p.k.;

(b) kui mingi médtuva funktsiooni g: X — R korral f, — g moodu jirgi, siis
=g pk

TOESTUS. (a). Kuna f,, — f mdddu jargi, siis saame valida kasvava indeksite jada
(kn)So selliselt, et

L ({x € X: |fg,(z)— flx)] > %}) < L iga n € N korral.

on
Tahistame
o0 oo 1
A= X: — — 7.
UN {rex:thm-sor< 1}
Kuna
oo [e.e] 1
p(A) = (ﬂ U { € X |fi () = fl@)] > 5})
m=1n=m
= 1
lim g <U {w € X: |fu (@) = fl2)| > n})
R 1
<t Y u(foexs o - rr> 1))
= ml—r>noo — on -
(sest rida )" 57 koondub ja koonduva rea jéikliige koondub nulliks), s.t. p(A¢) =0,
n=1

siis piisab viite (a) toestuseks naidata, et iga « € A korral f, (x) — f(z).
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Olgu = € A. Siis leidub m € N nii, et iga n > m korral |fy, (z) — f(z)| < L.
Kuna + — 0, siis ka | fi, () — f(z)| — 0.

(b). Olgu mdstuv funktsioon g: X — R selline, et f, — g moddu jéirgi. Teoreemi
véite (a) pohjal leidub leidub jada (f,,)°; osajada (fx, )22, selliselt, et fr, — g p.k.
Kuna moddu jargi koonduva jada osajada jéargi koondub moddu jargi samaks funk-
tsiooniks, milleks esialgne jadagi, siis leidub teoreemi véiite (a) pohjal jada (fx, )5,
osajada (fr, )po selliselt, et fr, — f p.k. Kuna ilmselt ka f, — g p.k., siis f =g

n=1

p.k. O

Jareldus 5.4. Olgu funktsioonid f, f, € L1, n =1,2,..., sellised, et f, — f ruu-
mis Ly. Siis leidub osajada (fy,) selliselt, et fr, — [ p.k.

TOESTUS. Viide jireldub vahetult teoreemidest [5.2) ja 5.3} (a). O

Teoreem 5.5 (Jegoroviﬂ teoreemED. Olgu (X, ) lopliku méodduga ruum (s.t.
w(X) < o) ning olgu peaaegu koikjal loplikud mootuvad funktsioonid f, fn: X — R,
n=12,..., sellised, et f, — f p.k. Siis iga € > 0 korral leidub hulk A € A selliselt,
et p(A°) < e ning f, — [ idhtlaselt hulgas A.

TOESTUS. Fikseerime vabalt ¢ > 0. Olgu hulk B € 2 selline, et p(B°¢) = 0 ning iga
x € B korral |f(x)],|fu(x)] < o0, n=1,2,...,ja f.(x) — f(z). Téhistame koikide
k,m € N korral

ghom () {re e 100 - sor < 1

siis iga k € N korral Bf C By ¢ BY C -, kusjuures | J-_, B% = B.
Ulesanne 5.4. Toestada, et iga k € N korral | J_, BX, = B.
Seega iga k € N korral

#(By) —— u(B) = p(X)

m—00

ning moodu g 16plikkuse tottu jarelikult

p(By") = w(X \ BY) = u(X) = u(B},) —— 0.

m— 00

Seega iga k € N korral leidub indeks m(k) € N nii, et
c £
n(Buw ) < 5

Tahistame

o0

[o.¢] (o] 1
A=Bw= {xeB: |fn(x)—f(a:)|<E};
1 k=1n

k= =m/(k)

2Dmitri Jegorov / Dmitrii Fédorovich Egorov (1869-1931) — vene/noukogude matemaatik.
3Itaalia matemaatik Carlo Severini (1872-1951) avaldas selle teoreemi tdestuse aasta varem kui
Jegorov ise (vastavalt 1910 ja 1911)!
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Ssiis

uAY) = (U Bﬁumc) <D n(Bhw) <D ; —°
k=1 k=1 k=1

ning seega jaib teoreemi toestuseks naidata, et f, — f tihtlaselt hulgas A.
Ulesanne 5.5. Tdestada, et f, — f iihtlaselt hulgas A.

]

Olgu (X, 2, 1) médduga ruum ning olgu f, f,: X — R, n = 1,2,..., peaaegu
koikjal 1oplikud funktsioonid.

Definitsioon 5.6. Ocldakse, et jada (f,) koondub funktsiooniks f u-peaaegu dihtla-
selt ruumis X (voi lihtsalt peaaegu iihtlaselt, kui ruumi X ja moodu p roll on konteks-
tist selge), kui iga reaalarvu € > 0 korral leidub hulk A € 2 selliselt, et u(A°) < e
ja f, — f iihtlaselt hulgas A.

Jegorovi teoreem viidab niisiis, et lopliku modduga ruumis jireldub (peaaegu
kaikjal loplike maotuvate funktsioonide) peaaegu koikjal koonduvusest peaaegu iihtlane
koonduvus.

Teoreem 5.6. Olgu (X, u1) lopliku modduga ruum (s.t. u(X) < oo) ning olgu
peaaequ koikjal loplikud mootuvad funktsioonid f, f,: X — R, n=1,2,..., sellised,
et fo — f p.k. Siis ka f, — f méoodu jargi.

Teoreem véaidab niisiis, et lopliku méoduga ruumis jareldub (peaaegu koikjal
loplike mootuvate funktsioonide) peaaegu kdikjal koonduvusest koonduvus moodu jirgi.

TOESTUS. Teoreemi toestuseks peame néitama, et iga 0 > 0 korral
lim p({z € X1 [fu(2) - f(2)] > 0}) =0. (5.1)

Fikseerime vabalt 6 > 0. Vorduse (5.1) kehtivuseks peame néitama, et iga € > 0
korral leidub indeks N € N nii, et

n=N = pu({zeX: |fu(z)— f(2)]>d}) <e.

Fikseerime vabalt € > 0. Jegorovi teoreemi pohjal leidub hulk A € 2 selliselt, et
pu(A°) < eja f, — f iihtlaselt hulgas A. Valime indeksi N € N nii, et

n>2N = |fu(z)— f(z)| <6 igax € A korral.
Seega, kui n > N, siis {x € X: |fu(x) — f(x)] = d} C A° ning jarelikult

p({z € X1 |falz) — f(z)] > 0}) < p(A%) <e.
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Teoreem 5.7 (Luzin{]| teoreem). Olgu funktsioon f: [a,b] — R Lebesgue’i mottes
maootuv. Siis iga reaalarvu € > 0 korral leidub kompaktne hulk K C [a,b] selliselt, et
m([a,b] \ K) < ¢ ja f|x on pidev.

Stimbol m téhistab siin Lebesgue’i mootu ruumis R.

LUZINT TEOREEMI [5.7] TOESTUS.
*{Jlesanne 5.6. Toestada Luzini teoreem @
NAPUNAIDE. Kasutada teoreemi (voi teoreemi [3.9)) ja Jegorovi teoreemi.

Harjutusiilesandeid

Ulesanne 5.7. Olgu (X, 2, 1) modduga ruum ning olgu funktsioonid f, g, fn,gn: X — R, n =
1,2,..., p.k. Ioplikud, kusjuures f = g p.k. ja iga n € N korral f,, = g, p.k. Toestada, et kui
fn — f moodu jargi, siis ka g, — g moddu jargi.

Ulesanne 5.8. Olgu (X,2, 1) mooduga ruum ning olgu funktsioonid f,g, fn: X — R, n =
1,2,..., p.k. Ioplikud. Toestada, et kui f,, — f p.k. ja f, — g mdddu jérgi, siis f = g p.k.

Ulesanne 5.9. Tihistagu siimbol m Lebesgue’i mootu ruumis R. Teha kindlaks, kas jada (fn)Se,
koondub

(1) m-p.k. ruumis R (vdi koguni punktiviisi ruumis R);
(2) mdodu m jérgi ruumis R,
kui funktsioonid f,: R = R, n=1,2,..., on defineeritud vérdustega

(a') fn = X(n,n+1);

Nikolai Luzin / Nikolai Nikolaevich Luzin (1883-1950) — vene/ndukogude matemaatik.



II1 peatiikk.
Korrutismoodud

§ 1. Korrutis-o-algebrad

Olgu n € N ning olgu Xi,..., X, mittetiihjad hulgad. Meenutame, et hulkade
Xy, ..., X, otsekorrutiseks nimetatakse hulka

Xyxoox Xpo= [ [ X o={(y)): € X5, =1,...,n}
j=1
:{(:rl,...,a:n): x; EXj,j:L...,n}.

Otsekorrutis X7 x- - -x X, on niisiis kdikvoimalike selliste n-komponendiliste jéarjendite
hulk, mille j-s komponent kuulub hulka X;, j =1,...,n.

Iga 7 € {1,...,n} korral saame me defineerida kujutuse
T Xy x---xX,> (.’El,...,ﬂﬁn)l—>$j GX]'.

Seda kujutust nimetatakse otsekorrutise X; x --- x X,, j-ndaks koordinaatfunk-
tsiooniks. Otsekorrutise X; x .-+ x X,, j-s koordinaatfunktsioon seab niisiis selle
otsekorrutise igale jarjendile vastavusse tema j-nda komponendi.

Olgu (X1,24),...,(X,,2A,) mootuvad ruumid (s.t. kogumid 2A; C P(X,) on
o-algebrad).

Definitsioon 1.1. Vidhimat otsekorrutise X; x --- x X, alamhulkade o-algebrat,
mille suhtes koik selle otsekorrutise koordinaatfunktsioonid on méotuvad, nimeta-
takse o-algebrate 214, ..., %A, korrutis-o-algebraks ja téhistatakse siimboliga

W@ @A, voi (XA
j=1
Mootuvuse definitsioonist jareldub, et
®Qlj:a<{7rj71(A): je{l,...,n},AEQlj}>. (1.1)
j=1

107
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Toepoolest, kui 2 C P(X;x---xX,,) ono-algebrajaj € {1,...,n}, siis vastavalt definitsioonile
tahendab koordinaatfunktsiooni 7; mootuvus A suhtes (tdpsemalt, (A, 2(;)-moctuvus), et

77;1(14) € A iga A € 2; korral.

Niisiis, koik otsekorrutise Xy X - - - x X, koordinaatfunktsioonid on o-algebra A C P(X; x -+ x X,,)
suhtes moctuvad parajasti siis, kui

A5 {W;I(A); je{l,....n}, Ac mj}.
Siit jareldub, et vdhim otsekorrutise X; x --- x X, alamhulkade o-algebra, mille suhtes koik te-

ma koordinaatfunktsioonid on maoétuvad, on vihim kogumit {ﬂ'j_l(A): je{l,...;n}, A€ Qlj}
sisaldav o-algebra ehk, teisisonu, kehtib (1.1)).

Kuna mis tahes j € {1,...,n} ja A € 2, korral

7T;1(A) :{x = (xk)poy € HXk: mi(x) € A} = {(:Uk)zzl € HXk: T; € A}
k=1 k=1
=X x- o x X x Ax Xj x - x X,

siis voib valemi esitada ka kujul
éﬂj:0<{X1 XX Xj g X Ax Xjp x - x X0 jged{l, ... ,n}, Ae%lj}).
j=1
Teoreem 1.1. Olgu n € N ning olgu (X1,2y),...,(X,,A,) modtuvad ruumid. Siis
émj :o<{A1 X% Ant A, emj,j:L...,n}).
j=1

TOESTUS. Tahistame

le{XlX"'XXj_1XAXXj+1><"'><XnZ ]6{1,,71},1462[3},
fQZ{A1X"‘XAn: Ajeglj,jzl,...,n}.

Kuna @’_, ; = o(F1), siis piisab teoreemi toestuseks naidata, et o(F;) = o(Fa).
Sisalduvus o(F;) C o(F2) on ilmne, sest F; C Fo.

Veendume, et ka o(F2) C o(Fy). Kuna o(F;) on o-algebra, siis piisab selleks
veenduda, et Fo C o(Fy) (vt. lemmat I. Mis tahes Ay x -+ x A, € Fo (A; € 2y,
j=1,...,n) korral

A1X"'XAn:ﬂX1X"'XXj_lXAjXXj_;,_lX"'XXnEO'(fl);
j=1

jarelikult Fy C o(Fy). O
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Teoreem 1.2. Olgun € N, olgu (X1,2),...,(X,,A,) mostuvad ruumid ning olgu
kogumid & C P(X;), j =1,...,n, sellised, et iga j € {1,...,n} korral o(&;) =2,
(s.t. kogum &; genereerib o-algebra ;). Siis

(a)
2, =0 ({r'(h: se 1) dee})

j=1

:a({Xlx'--ij,l><A><Xj+1><~-><Xn: je{l,...w},Aeﬁ}});

b) kui £ > X;, j=1,...,n, sis

( j jrJ
®Qlj:a<{A1><~--><An: Ajegj,j:L...,n}).
j=1

TOESTUS. (a).
Ulesanne 1.1. Toestada viiide (a).

NAPUNAIDE. Arutleda, nagu valemi (1.1) pohjenduses, rakendades seal funktsiooni modtuvuse
definitsiooni asemel teoreemi 1[Il

(b). Olgu &; 3 X;, j = 1,...,n. Tahistame

FQI{A1X"'XATLI AjEQ[j,jIL...,n},
Fy={Xix X X1 x Ax Xjy1 x - x X0 j€{1,...,n}, A€ &},
F4:{A1X"'><An2 AjESj,jzl,...,n}.

Viite toestuseks peame niitama, et @_, 2; = o(Fy). Kuna teoreemi ja viite (a)

pohjal @', A; = o(F2) = o(F3), siis piisab néidata, et o(F3) C o(Fy) C o(F2),
mis on ilmne, sest F3 C F; C Fo. O

Meenutame, et kui n € N ning (Xy, p1), ..., (X,, pn) on meetrilised ruumid, siis
otsekorrutis X = X; x --- x X, on meetriline ruum jargmise vordusega defineeritud
kauguse p — nn. korrutismeetrika suhtes:

p(z,y) = max pj(x;,y;), == (T1,...,25), ¥y = Y1,...,yn) € X.

1<j<n

Ulesanne 1.2. Olgu (X1,p1),-..,(Xn, pn) (n € N) meetrilised ruumid ning olgu (X, p) nende
korrutisruum. Toestada, et

(a) kui z = (z1,...,2,) € X jar >0, siis
n
B(.I‘,’I") = HB(J?]',T)
j=1

(B(x,r) téhistab lahtist kera keskpunktiga = ja raadiusega r);

(b) kui ruumid (X1, p1),. .., (Xn, pn) on separaablid, siis ka korrutisruum X on separaabel.
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Teoreem 1.3. Olgu n € N, olgu X1, ..., X, meetrilised ruumid ning olgu otsekor-
rutis X = X1 X - -+ x X, varustatud korrutismeetrikaga. Stis

() n
Bx D ® BXj
j=1

(siimbol Bx tihistab ruumi X Boreli o-algebrat);

(b) kui ruumid Xy, ..., X, on separaablid, siis
Bx = (X By,
j=1
TOESTUS. (a). Kuna Boreli g-algebra definitsiooni pohjal Bx, = o(7x,),j =1,...,n

(meenutame, et siimbol 7x, tdhistab ruumi X; lahtiste alamhulkade kogumit), siis
teoreemi , (a), pohjal @]_, By, = a(&), kus
&= {X1 XX Xy X U X Xjp1 X - x X j€{1,...,n}, Uerxj}.

Seega piisab viite toestuseks néidata, et £ C 7x, s.t. kogumi £ iga hulk on lahtine
hulk ruumis X, sest sel juhul @J_, Bx;, = 0(£) C o(7x) = Bx.
Ulesanne 1.3. Veenduda, et £ C 7x.

(b). Olgu ruumid X3, . .., X, separaablid. Kuna viite (a) pohjal By O @_, Bx;,
siis jadb teoreemi toestuseks nédidata, et By C ®?:1 By, . Selleks aga piisab néidata,

et tahistades
g;: {Ul X+ X Uni Uj GTXj,j:L"'7n}7

kehtib sisalduvus 7x C o(G).

Tdepoolest, kuna Boreli o-algebra definitsiooni pohjal o(7x;) = Bx;, j = 1,...,n, siis teoree-
mi (b), pohjal o(G) = ®;L=1 Bx; ning jérelikult sisalduvuse 7x C 0(G) kehtides

Bx =o(tx) Co(G) = ®BXJ..

Veendume, et 7x C 0(G). Olgu U € 7x (s.t. U on ruumi X lahtine alamhulk).
Kuna ruumid Xy, ..., X,, on separaablid, siis ka korrutisruum X = X; x --- x X,
on separaabel (vt. iilesannet [1.2} (b)). *Ulesande pohjal esitub hulk U lahtiste
kerade loenduva iithendina, s.t.

U:UB(:ck,rk),kusxk:(x’f,...,x’;)€X1><---xXn:X,rk>O,k:1,2,....
k=1

Aga niiiid {ilesande (a), pohjal

U= U B(z*, 1) = U B(x%,r) x -+ x B(z* r) € 0(G);
k=1

k=1
jarelikult 7x C o(G). O
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Meenutame, et siimboliga R"™ téhistame me meetrilist ruumi (R x -+ x R, d),
—_———

n tegurit
kus kaugus d on defineeritud vordusega

Z]a;j—yjP, r=(21,....20),y= (Y1,...,yn) ER X - X R.
j=1

n tegurit
Teoreem 1.4. Olgu n € N. Siis
Brr =Br® -+ ® Bg.
————
n tegurit
ToOEsTUS. Olgu p ruumi R x --- x R korrutismeetrika, s.t.
—_———
n tegurit
p(xvy) = fgfg;'l‘] _y]|7 xr = ($17"'7In)7 Yy = (yla"'7yn) S Rx---xR.
n tegurit
Teoreemi [1.3] (b), pohjal Bg ® - -+ @ Bg = B(R X - X Rp) Kuna
n tegurit m

T(RX"'XR,;)):TR”
—_———

n tegurit
(s.t. ruumides (R x --- x R, p) ja R™ on iihed ja samad lahtised hulgad), siis
n tegurit
BR@@BR:B(]RX XR,p) :U(T(RX XR,p)) :U(TR”) :BR"'
n tegurit n tegurit n tegurit

Ulesanne 1.4. Veenduda, et TR X - x Rp) = TR
————

n tegurit

]

Ulesanne 1.5. Toestada, et kui E € Bgn, 2 € R” jar € R, siis ka E + z € Bgn ja rE € Bgn.

NAPUNAIDE. Veenduda, et kogum &€ = {E € Bg: E+r € Bg jarE € Bg igar € R korral} on
o-algebra, kusjuures £ sisaldab mingi o-algebrat Bgn genereeriva kogumi &;.

Mirkus 1.1. Kui X7, X5 ja X3 on mingid (mittetiihjad) hulgad, siis me voime loomulikul viisil
samastada otsekorrutised

X1 X X2 X Xg, (Xl X XQ) X Xg ja X1 X (X2 X Xg)

Uldisemalt, kui n € N ja Xi,..., X,, on mingid (mittetiihjad) hulgad, siis me voime loomulikul
viisil samastada otsekorrutised

XixXox--xX,, Xx-xX,1)xX, ja Xix(Xgx--xX,).

Seda arvestades saab niidata, et o-algebrate “korrutamine” on assotsiatiivne, s.t. kui (X7, %),
(X2,20) ja (X3,23) on modtuvad ruumid, siis

A A ® A3 = (911 ®Q[2)®Ql3 =2 ®(Q[2®Q[3)7
ning, iildisemalt, kui n € N ja (X1,204),...,(X,,2,) on mdédtuvad ruumid, siis

@A @ @A =A@ A1) A, =A@ (A2 ® - - @ Ap).
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Olgu (X, 2, 1) ja (Y,B,r) médoduga ruumid.
Definitsioon 2.1. Olgu A € 2 ja B € B. Hulka
AxB={(z,y) e X xY: z €A yec B}

nimetatakse A @ B-maotuvaks ristkilikuks (ehk lihtsalt maootuvaks ristkilikuks).
Hulki A ja B nimetatakse selle ristkiiliku kiilgedeks.

Selles paragrahvis konstrueerime ithe méodu korrutis-o-algebral A ® 95, mida me
hakkame nimetama maootude p ja v korrutismooduks ning téhistama stimboliga px v.
Nimetus “moéodtude p ja v korrutismoot” on moddu g X v puhul igati digustatud,
sest me konstrueerime ta selliselt, et iga mootuva ristkiiliku A x B € 24 ® B korral

i x V(A x B) = u(A) v(B),
s.t. mootuva ristkiiliku korrutismoot on vordne tema kiilgede modtude korrutisega.

Tahistame

Ay={Ax B: Ac, B e B},
s.t. Ag on koigi A ® B-mootuvate ristkiilikute kogum, ning

A:{UEJ nEN, Ela---7En€AO7 EZQEJI(Z),Z%j},
j=1

s.t. A on koigi paarikaupa loikumatute 2 ® B-mdotuvate ristkiilikute 16plike iithen-
dite kogum. Kuna 4, on poolalgebra, siis teoreemi 1[2.5 pohjal on kogum A algebra.

Ulesanne 2.1. Tdestada, et kaigi A ® B-modtuvate ristkiilikute kogum Ay on poolalgebra.

Defineerime hulgafunktsiooni p: A — [0, co] vordusega
p(E) =3 () (By), EeA 1)
j=1

kus paarikaupa loikumatud 2 ® B-mootuvad ristkiilikud A; x By,..., A, X B,
(n € N), on sellised, et

E= U Aj X Bj. (22)
j=1
Siis
(1) hulgafunktsioon p on korrektselt defineeritud, s.t. tema definitsioon ei soltu
hulga E esitusest kujul (2.2)) — tédpsemalt, kui paarikaupa loikumatud 2 ® 8-

modtuvad ristkiilikud A} x By, ..., A, x B/ (m € N), on sellised, et £ =
Uir, A} x B, siis

m

> uA)v(B) = Z u(A;) v(B;);

i=1
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(2) hulgafunktsioon p on maoot;

(3) moot p on ainus moot algebral A, mille puhul méétuva ristkiiliku moot on
tema kiilgede modtude korrutis.

Viited (1)—(3) jarelduvad iilesandest 1)3.10| ja jirgnevast lemmast.

Lemma 2.1. Olgu A x B € A ® B mootuv ristkilik, olgu J mingi tilimalt loenduv
indeksite hulk ning olgu paarikaupa loikumatud mootuvad ristkilikud A; x B; €
ARDB, 5 € J, sellised, et

AXB:UAjXBj.

jeJ

= Z (A;)v(B))

jeJ

Siis

Ulesanne 2.2. Jireldada iilesandest 1)3.10[ja lemmast [2.1] viiited (1)—(3).

LEMMA [2.7] TOESTUSEKS piisab niidata, et

iga y €Y korral  p(A) x5(y) = Y n(A;) x5, (1)- (23)

jeJ

Toepoolest, kui viide (2.3) kehtib, siis Lebesgue’i monotoonse koonduvuse teoreemi pohjal
(tdpsemalt, teoreemi H pohjal)

M(A>V(B)=M(A)/ XB(y)dV(y):/YM(A /;}u s, (4) dv(y)
_jze;]/ y) dv(y) —;N(Aj)/y)(Bj(y) dv(y) _;,H(AJ)V(BJ)

Toestame viite . Olgu y € Y, siis monotoonse koonduvuse teoreemi pohjal
(A x(0) = x00) [ @) i) = [ xale) xolo) dite)
— [ Xaene.) dute) = / XUy A, () dia(2)
/ZXAXB (,y) du(x /ZXA ) x5, (y) dp(x)

—Z/ X4, () xB,; (y) du(z ZXB /XAj(x) du(zx)
= ul4)) x5,(y)

jeJ
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Olgu p*: P(X xY) — [0,00] moédduga p: A — [0, 00] assotsieeruv vélismoot,
s.t. B € P(X xY) korral

p*(E) :inf{Zp(Ej): E,eAj=12...,EC UEJ}
7=1 7j=1

= 1nf{Z,u(A])I/(BJ) Aj S Ql, Bj € %,] = 1,2, N E C UAJ X BJ}
j=1 j=1
Tahistame
pX V= ptloa) = p s
Ulesanne 2.3. Veenduda, et 0(A) = A ® B.

Hahni teoreemi pohjal on hulgafunktsioon p x v: A ® B — [0, c0] moot; seejuures
on pu X v méodu p jatk o-algebrale o(A) = A @ B.

Moéotu p x v nimetatakse mootude p ja v korrutismooduks. Méoduga ruumi
(X XY, A®B, 1 xv)

nimetatakse ruumide (X, 2, u) ja (Y,B,v) korrutisruumiks.

Maérgime, et kui A x B on 2® B-mootuv ristkiilik, siis A x B € A ning jarelikult
i x V(A x B) = p(A x B) = u(A)(B),

s.t. mootuva ristkiiliku korrutismoot on tema kiilgede modtude korrutis.

Paneme tédhele, et kui ruumid (X, 2, p) ja (Y, B, v) on o-16plikud, siis eelmddduga
ruum (X X Y, A, p) on o-16plik ning jarelikult ka korrutisruum (X x Y, A B, u X v)
on o-16plik.

Ulesanne 2.4. Tdestada, et kui ruumid (X, 2L, u) ja (Y, B, v) on o-16plikud, siis ka
(a) eelmddduga ruum (X x Y, A, p) on o-loplik;
(b) korrutisruum (X x Y, 2 ® B, 1 X v) on o-16plik.

Seega, kui ruumid (X, 2, i) ja (Y,9B,v) on o-1oplikud, siis Hahni teoreemi pohjal
on korrutismoot p x v moodu p ainus jatk korrutis-o-algebrale 2 @ 8. Moot p on
ainus selline moot algebral A, mille puhul iga 2 ® B-mootuva ristkiiliku A x B
moot on tema kiilgede méotude korrutis. Niisis, kui ruumid (X, 24, 1) ja (Y, B, v) on
o-loplikud, siis korrutismoot p X v on ainus selline moot korrutis-o-algebral A @B,
et iga A @ B-mootuva ristkiliku A X B korral

u X v(Ax B)=u(Av(B).

Ulesanne 2.5. Olgu (X, 2, 1) ja (Y,B,v) o-16plikud médduga ruumid ning olgu kogumid C C 2
ja D C B sellised, et

e leiduvad hulgad C; € C, j =1,2,..., nii, et U;’il C; D X;
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o 1= Ay, kus vilismoot Ap: P(X) — [0, 00] on defineeritud vordusega

M(C)=inf > u(A)): A;eCj=12,...,JA4;DCp, CePX);
Jj=1 j=1

e leiduvad hulgad D; € D, j = 1,2,..., nii, et J;2, D; DY;
o v = )o|y, kus viilismoot Ax: P(Y) — [0, 00] on defineeritud vordusega

Ao(C) =inf ¢ > w(B;): BjeD,j=12,...,(JB;>Dy, DeP(Y).
j=1

Jj=1

Olgu moot p defineeritud vordusega (2.1). Toestada, et iga E € P(X x Y') korral

p*(E) =inf > p(Aj)v(B)): A;€C, B;i€D,j=12,..., | J4; x B; D E p = A(E).
j=1

Jj=1

Miérkus 2.1. Jérgmise paragrahvi niites veendume, et iildjuhul ei tarvitse
mooduga ruum (X X VA ® B, u x v) olla téielik isegi siis, kui ruumid (X, 2, p)
ja (Y,B,v) on téielikud.

Ulesanne 2.6. Olgu (X, %) ja (Y, B, 7) vastavalt mooduga ruumide (X, 2A, i) ja (Y, B, v) tiieldid.
Toestada, et

(a) korrutisruumide (X x Y, A®B, uxv) ja (X xY,ARB, 7 x V) tiieldid (X x Y, A @ B, u X v)
ja (X x YV,2A® B, x V) on vordsed;

(b) kui p ja v on o-16plikud, siis ruumi (X x Y, A®B, u x v) tdield on (X x Y, M(p*), p*| pm(p)),
kus moot p on defineeritud vordusega (2.1)).

NAPUNAIDE. Viite (b) toestuseks kasutada jareldust IJ&.7] Viite (a) toestuseks on otstarbekas
koigepealt veenduda, et

(1) iga A ® B-mdotuva ristkiiliku C' x D korral leidub 2 ® B-maotuv ristkiilik A x B D C x D
nii, et p(A)v(B) = u(C) v(D);

(2) 7 = p*, kus modt p on defineeritud vérdusega (2.1) ning médt 7 on moddu p analoog
paarikaupa loikumatute A ® B-mdotuvate ristkiilikute 16plike ithendite algebral;

(3) AR B D A® DB, kusjuures p X v = [i X V|gen (siin kasutada teoreemi ;

(4)

=z,

(uxv)=N(@x7v),st. hulk N € P(X xY) on pu x v-hiiljatav parajasti siis, kui ta on
7 x T-hilljatav (siin kasutada iilesannet I (b), ja lauset I;

(5) A B C AR B (siin kasutada teoreemi ja lemmat 1{2.1)).

Ulesanne 2.7. Olgu (X, 2, ) ja (Y, B, v) o-1oplikud modduga ruumid, kus X ja Y on Hausdorffi
topoloogilised ruumid. Tdestada, et kui méodud p ja v on regulaarsed, siis ka korrutismoéot p x v
on (korrutistopoloogia suhtes) regulaarne.

NAPUNAIDE. Korrutismaodu px v regulaarsuseks piisab iilesannete I ja (b), ning teoreemi
I pohjal nédidata, et vordusega ([2.1) defineeritud mo6t p on regulaarne.
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Mairkus 2.2. Kolme voi enama modduga ruumi korrutisruum defineeritakse analoogiliselt kahe
modduga ruumi juhuga.
Olgu n € N ning olgu (X1,2,p1),. .., (Xn,2An, ptn) moédduga ruumid. Kui 4; € A;, j =
1,...,n, siis hulka
Ay X x Ay € P(Xy x -+ x Xp,)
nimetatakse 2 ® - - - ® A, -mootuvaks risttahukaks. Hulki A; € 2;, j =1,...,n, nimetatakse selle
risttahuka servadeks.

Tahistame siimboliga A koigi 2y ® - - - ® 2,-modtuvate risttahukate kogumi ning tihega A
koigi kogumi A( paarikaupa loikumatute hulkade 16plike ithendite kogumi, s.t.

m
A= {UEZ meN, E; € Ag,i=1,...,m, EiﬂEjzw,i#j}.
i=1
Kuna kogum A4, on poolalgebra, siis teoreemi I1.2.5 pohjal on kogum A algebra.

Defineerime hulgafunktsiooni p: A — [0, co] vordusega
m . .
p(E) = m(A}) - pn(A}), E €A,
i=1

kus m € N ning paarikaupa loikumatud 24 ® - - - ® 2,,-mddtuvad ristkiilikud E; = A} x -+ x A,
1 =1,...,m, on sellised, et

E= O E;. (2.4)
=1

Sarnaselt kahe méoduga ruumi juhuga saab n#idata, et

(1) hulgafunktsioon p on korrektselt defineeritud, s.t. tema definitsioon ei soltu hulga E esitusest
kujul ([2.4);
(2) hulgafunktsioon p on maoot;

(3) mdot p on ainus moot algebral A, mille puhul moédtuva risttahuka maot on tema servade
mooctude korrutis.

Olgu p*: P(X1 x -+ x X)) — [0, 00] mooduga p: A — [0, 00] assotsieeruv vélismaot, s.t.

p(E)=inf > p(Ej): Bje A, jeN, EC|JE;jp, EeP(Xyx - xXp).
j=1 j=1
Té&histame
1 X e X i 2= p% o) = P | e, -
Hahni teoreemi pohjal on hulgafunktsioon g1 X -+« X py: A @ -+ - @ A, — [0, 00] MASL; seejuures
on f11 X -+ X , moodu p jitk o-algebrale o(A4) =21 & --- @ U,,.

Mootu gy X - -+ X i, nimetatakse moéotude w1, ...,y korrutismodduks. Modduga ruumi
(X1 X x X, U @ - @Upyy prg X oo X )

nimetatakse ruumide (X1, A1, p1),- -+, (Xn, An, pn) korrutisruumiks.
Maérgime, et kui A; X -+ X A, on A1 @ - - - ® A,,-mdotuv ristkiilik, siis A; x -+ x 4, € A ning
jérelikult
prr X e X g (A X s X Ag) = p(Ar X X Ap) = pa(Ar) - pn(An),
s.t. mootuva risttahuka korrutismodt on tema servade mootude korrutis.

Analoogiliselt kahe m66duga ruumi juhuga saab néidata, et kui méoduga ruumid (Xq1,2, u1),
ey (X, A, i) on o-loplikud, siis
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(a) korrutisruum (X1 X« X Xp, A1 @ - @ Uy, i1 X+« X ) on o-loplik;

(b) korrutismddt py X -+ X pu, on ainus selline moot korrutis-o-algebral A1 @ -+ @ A, et iga
A1 ® - @A, -mootuva ristkiliku Ap x --- x A, korral

1 X oo X i (A X oo X Ay) = pr(Ar) - (Ag).

Miirkus 2.3. Ulesannete [2.41{2.7] viiidete analoogid jiévad kehtima, kui neis iilesannetes vaadelda
kahe modduga ruumi korrutisruumi asemel kolme v6i enama médduga ruumi korrutisruumi.

Mirkus 2.4. Saab ndidata, et mootude “korrutamine” on assotsiatiivne, s.t. kui (X7,20, p1),
(Xa,20s, uo) ja (X5, s, p3) on modduga ruumid, siis

P X 2 X piz = (g1 X p2) X pz = p1 X (2 X p3),
ning, iildisemalt, kui n € N ja (X1, p1), ..., (Xn, An, 4n) on mddduga ruumid, siis

P X g X X gy = (1 X X 1) X i = g X (g X e X fiy).
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3.1. Hulga loiked. Funktsiooni l6iked

Definitsioon 3.1. Olgu X, Y ja Z mittetiihjad hulgad, olgu £ C X x Y ning olgu
f: X xY —Z.

Olgu x € X. Hulka
E,={yeY: (x,y) € E} € P(Y)
nimetatakse hulga F x-loikeks. Funktsiooni f,: Y — Z,

f(y) = f(z,y), yeY,

nimetatakse funktsiooni f x-loikeks.
Olgu y € Y. Hulka

EY:={rx e X: (z,y) € E} € P(X)
nimetatakse hulga E y-loikeks. Funktsiooni f¥: X — Z,

fUz) = f(zy), z€X,
nimetatakse funktsiooni f y-loikeks.
Ulesanne 3.1. Olgu X ja Y mittetithjad hulgad ning olgu x € X. Tdestada, et
(a) kui E € P(X xY), siis (E°), = (E;)%
(b) kui J on mingi indeksite hulk ja E; € P(X xY), j € J, siis

(Ur) -UEn @ (N5) - NE.

jeJ JjeJ jeJ jeJ

(¢) kui B € P(X xY), siis (xg)z = XE,;
(d) kui f: X xY —)ﬁ, siis (er)a: = (.fﬂc)Jr ja (fi)ar = (.fac)7§
(e) kui Z#0ja f: X xY — Z, siis iga C € P(Z) korral (f~[C]) = f[C].

Teoreem 3.1. Olgu (X, ) ja (Y,B) mostuvad ruumid.
(a) Kui £ € A® B, siis

(1) E, € B iga x € X korral;
(2) EY €A igay €Y korral.

(b) Olgu (Z,€) méootuv ruum ning olgu funktsioon f: X xY — Z A® B-maéotuv.
Stis

(1) funktsioon f,: Y — Z on B-mdotuv iga x € X korral;
(2) funktsioon f¥: X — Z on 2A-méotuv igay € Y korral.
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TOESTUS. (a). Toestame ainult véite (1). Viide (2) toestatakse analoogiliselt.

Fikseerime vabalt x € X ja tédhistame
D:={FeA®B: E, € B}.
Viite (1) toestuseks piisab néidata, et A ® B C D. Selleks piisab nididata, et

(A) D D {Ax B: A e A B € B} (st. D sisaldab koik A @ B-moédtuvad
ristkiilikud);

(B) D on (hulga X x Y alamhulkade) o-algebra.
Toepoolest, kui kehtivad viited (A) ja (B), siis
AR B=0({AxB: AecA, BeB})Co(D)=D.

(A). Kui A € A ja B € B, siis

B, kui z € A;

<A><B>x={y€Y:<xv?/>€AXB}:{@, kui o ¢ A,

Seega igal juhul (A x B), € B, s.t. Ax Be€D.

(B). Kogum D on (hulga X x Y alamhulkade) o-algebra iilesande 1{2.14} [B], (a),
pohjal.

(b). Toestame ainult viite (1). Véide (2) toestatakse analoogiliselt.
Ulesanne 3.2. Toestada viide (1).

NAPUNAIDE. Kasutada iilesannet (e).
[

Naiide 3.1. Niitame, et mooduga ruum (Rx R, L& L, m xm) ei ole taielik. (Siimbo-
lid £ ja m téhistavad vastavalt ruumi R Lebesgue’i o-algebrat ja Lebesgue’i méotu
ruumis R.)

Olgu hulk N € £\ {0} selline, et m(N) = 0 (niisuguseid hulki leidub — me
voime hulgaks N votta néiteks ruumi R mis tahes iithepunktilise alamhulga), ning
olgu B € P(R) \ £ (meenutame, et jirelduse I pohjal £ G P(R)). Nitiid

NxBCNxReLl®L,
kusjuures
mx m (N xR)=m(N)m(R) =0m(R) =0,

seega hulk N x B on m x m-hiiljatav. Seejuures N x B ¢ L ® L.

Toepoolest, oletame vastuviiteliselt, et N x B € L ® L. Siis, valides vabalt z € N, jareldub
teoreemist et B= (N x B), € L, vastuolu.

Seega mooduga ruum (R x R, L ® L, m x m) ei ole téiielik. Meenutame, et ruum
(R, £,m) on taielik.
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3.2. Lemma monotoonsest klassist
Olgu X mingi hulk.

Definitsioon 3.2. Kogumit D C P(X) nimetakse (hulga X alamhulkade) mono-
toonseks klassiks, kui

1° EjED,jzl,Q,...,E1CE2CE3C"' :>U;>.;1EJGD,
2° E;jeD,j=12,..., By DFE;DFE;3D - :>ﬂ§‘;1EjeD

(s.t. D on kinnine oma hulkade monotoonsete loenduvate ithendite ja monotoonsete
loenduvate iihisosade suhtes).

Definitsioon 3.3. Olgu £ C P(X). Vihimat hulga X alamhulkade monotoonset
klassi, mis sisaldab koiki kogumi £ hulki, nimetatakse kogumi £ poolt genereeritud
monotoonseks klassiks ja tdhistatakse siimboliga M(E).

Ulesanne 3.3. Toestada, et etteantud kogumi poolt genereeritud monotoonne klass on alati ole-
mas. Tépsemalt, tdestada, et kui £ C P(X), siis leidub (vihemalt iiks) kogumit £ sisaldav hulga X
alamhulkade monotoonne klass ning et niisuguste monotoonsete klasside seas on olemas vihim (s.t.
leidub kogumit £ sisaldav hulga X alamhulkade monotoonne klass, mis sisaldub igas kogumit &
sisaldavas hulga X alamhulkade monotoonses klassis).

Kuna iga o-algebra on monotoonne klass, siis mis tahes kogumi & C P(X) korral
M(E) C o(€). Jargnev teoreem néitab, et kui £ on algebra, siis M(E) = o(E).

Teoreem 3.2 (lemma monotoonsest klassist). Olgu X mingi mittetihi hulk ning
olgu A C P(X) algebra. Siis
o(2A) = M(2),

s.t. algebra poolt genereeritud o-algebra on vordne selle algebra poolt genereeritud
monotoonse klassiga.

TOESTUS.
*Ulesanne 3.4. Toestada teoreem

3.3. FubinTonell teoreemid

Teoreem 3.3. Olgu (X, 2, 1) ja (Y,B, v) o-loplikud médduga ruumid. Siis iga hulga
Ec AR5 korral

(a) funktsioon gg: X > x v+ v(E;) € [0,00] on A-mddtuv (s.t. gg € LT(X, A, 1));
(b) funktsioon hg: Y 3y — u(EY) € [0,00] on B-mddtuv (s.t. hg € LT(Y,B,v)).

Seejuures

px ()2 [ () duta) = [ w(E") dvty).

Y

!Guido Fubini (1879-1943) — itaalia matemaatik.
2Leonida Tonelli (1885-1946) — itaalia matemaatik.
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TOEsTUS. Toestame vaid, et iga F € 2 ® B korral kehtivad viide (a) ja vordus
(A). Viide (b) ja vordus p x v(E) = [, p(EY) dv(y) tdestatakse analoogiliselt.

(I) Vaatleme koéigepealt juhtu, kus modduga ruumid (X, 2, 1) ja (Y,B,r) on
1oplikud. Téahistame

D:={E € A®B: viide (a) ja vordus (A) kehtivad }.
Veendumaks, et viide (a) ja vordus (A) kehtivad iga hulga F € A® 9B korral, piisab
nididata, et A ® B C D. Selleks omakorda piisab néidata, et

(1) A C D, kus A on koigi paarikaupa loikumatute 2 ® B-mdoétuvate ristkiilikute
16plike iihendite kogum;
(2) D on (hulga X x Y alamhulkade) monotoonne klass.

Toepoolest, kui viited (1) ja (2) kehtivad, siis, arvestades, et A on algebra, jireldub lemma
pohjal monotoonsest klassist, et

AR B = o(A) = M(A) C M(D) =D.

(1). Néitame, et A C D. Selleks paneme kdigepealt tihele, et Ay € D, kus Ay
on koigi /U ® B-moctuvate ristkiilikute kogum.

Toepoolest, kui E = A x B e Ay (A€, BecB),siis

B, kui z € A;

EI:(AXB)IZ{Q)’ kuicg A

jarelikult
v(B), kui z € A;

0, kui z & A, = v(B)xal®)-

Seega gg = v(B) xa € LT(X, 2, i), kusjuures

/ gE dp = / v(B)xadu=v(B)u(A) =uxv(Ax B) =puxv(E),
b's b's
st. £ eD.

Kuiniitid £ € A, s.t. E=Jj_, Ej, kusn € Nja Ey,..., E, € A on paarikaupa
loikumatud, siis iga x € X korral

g5(x) = v ((U Ej)x> =v (U@») = > v((B))) =3 om, ()

(sest hulgad (F1),,. .., (E,): € B on paarikaupa ldikumatud), s.t. gg = Z?:l gE; €
LT(X, A, p) (sest kuna Ey,...,E, € Ay C D, siis gg,,...,95, € LT(X,2, p1));
seejuures

/gEd,u:/ZgEjd,u:Z/gEjdu:Zuxy(Ej):uxy(E).
X X j=1 j=17%X j=1

Niisiis £ € D ja A C D.
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(2). Naitame, et D on monotoonne klass, s.t. kehtivad implikatsioonid
1° EjGD,j:172,...,E1CE2CE3C"':U;)ilEjED;
2° EjGD,j:1,2,...,ElDEQDEgD"':m;ilEjED.

1°. Olgu hulgad E; € D, j = 1,2,..., sellised, et By C Ey C E3 C ---. Peame
néitama, et siis ka = J;Z, Fj € D, s.t.

gp € LY (X, %, p) ja pxv(E)= /XQE dp. (3.1)

Selleks paneme téahele, et iga x € X korral

gE(CL’) - V(Ez) =V <(U Ej>z> =V (U(E])gc) = JILI&V((E])JC) = Jlggo 9E; (:L‘)

j=1
(sest (E1): C (Es): C (E3), C --+), niisiis m6ddu monotoonsuse tottu gg. 7~ gp.
Iga j € N korral E; € D, seega gp, € LT(X, 2, pt), jarelikult teoreemi II pohjal
ka gp € L1 (X, 2, ). Arvestades jille, et iga j € N korral E; € D, saame Lebesgue’i
monotoonse koonduvuse teoreemi pohjal, et

J]—00 J—00

pxv(E) = lim pxv(E;) = lim gEde:/ gE dp.
X be

2°. Olgu hulgad E; € D, j = 1,2,..., sellised, et £} D Ey D E3 D ---. Peame
naitama, et siis ka F := ﬂ‘;’;l E; € D, s.t. kehtivad tingimused ({3.1]). Selleks paneme
tahele, et iga © € X korral

gu(x) = v(E,) = v ((ﬂ E)) = (D(E»x) = lim v((E;),) = lim g (x)

(sest (E1)e D (E2)s D (E3)e D -+ jav((Er)s) < v(Y) < o), s.t. gg, = gg. Iga
j € N korral E; € D, seega gp, € L*(X,2, ), jérelikult teoreemi II pohjal ka
g € LT(X, 2, 1). Moddu monotoonsuse tottu iga j € N korral

98, (2)] = v((E))s) < v(Y) < oo igax € X korral.

Arvestades jille, et iga j € N korral £; € D, saame Lebesgue’i tokestatud koondu-
vuse teoreemi pohjal, et

pxv(E)=lim pxv(E;)=lim [ gg du= / gE du.
X X

Jj—00 Jj—00

(II) Vaatleme niiiid {ildist juhtu (s.t. me ei eelda enam o-16plike méoduga ruu-
mide (X, 2 ) ja (Y,B,v) loplikkust).
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Ruumide (X, 2(, i) ja (Y,B,v) o-loplikkuse tottu leiduvad hulgad X; € 2, Y; €
B, 7=1,2,..., selliselt, et

3
>
I

/L(Xj><OO, j:1,2,..., X, X1CX2CX3C'-',

<.
Il
—_

Y, YiCY,CYsC---.

s

<
Il
R

v(Y;) <oo, j=1,2,..., Y;

Tahistame iga j € N korral

A ={ANX;: AeU}, pj=uply, B;={BNY;: BEB}, v;:=rv|y,.
Paneme téhele, et iga 7 € N korral

(1) (X;,2, 1) ja (Y;,*B,,v;) on modduga ruumid;

(2) kui f e L*T(X;,;, p ), siis, defineerides

{f(x), kui z € Xj;

Jx) = 0, kui z ¢ X,

r € X,

kehtib f € L*(X, 2, u), kusjuures [, fdu = S, fduj;
(3) WeB;,={EN(X;xY;): E€EARIB} C AR B;
(4) pj X vj = p X Vg em,
Ulesanne 3.5. Tdestada, et iga j € N korral kehtivad viited (1)—(4).

Olgu E € A®B. Tdestame viite (a) ja vorduse (A). Tahistame iga j € N korral
Kuna ruumid (X;,2;, 1;) ja (Y;,B;,v5), j = 1,2,..., on 1oplikud, siis toestuse osa
(I) pohjal iga j € N korral

funktsioon  X; 3 z +— v;((E;)s) € [0,00]  kuulub klassi L™ (X}, 5, 1;),
kusjuures
py X vi(Ej) = /X vi((Ej)) dpj().
Siit jareldub viite (2) pohjal, et iga j € N korral
funktsioon X 3z v;((E)).) = v((Ej)s) € [0,00]  kuulub klassi L* (X, 2, p),
kusjuures
px v(Ey) = p; x vi(E;) = /X vi((Bj)z) dpy(x) = /XV((Ej)x) dp(z).
Paneme tihele, et iga v € X korral ;2 (F)). = By, kusjuures (), C (Ez), C
(E3), C ---; jarelikult
v((Ej)s) /S v(Es) = gp(w).

Seega gp € L1 (X, 2, 1), kusjuures Lebesgue’i monotoonse koonduvuse teoreemi
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pohjal

/XV(Ex) du(z) = lim i v((E))) du(z) = Jim o x v(Bj) = p x v(E).

O

Teoreem 3.4 (Tonelli teoreem). Olgu (X, 1) ja (Y,B,v) o-loplikud moéduga
ruumid ning olgu f € LT(X X Y, A® B, u x v). Siis

(a) funktsioon g: X 3z — [, fodv € [0,00] on A-mootuv (s.t. g € LT(X, A, p));
(b) funktsioon h: Y 3 yw— [, f¥du € [0,00] on B-méotuv (s.t. h € LT(Y,B,v)).

g [([a) e = [ ([ ra)aw. 62

Mirkus 3.1. Sageli jaetakse valemis (3.2)) sulud kirjutamata. Samuti eelistavad
moned autorid kirjutada selles valemis siimbolid du ja dv vastupidises jarjekorras.
Niisiis kirjutatakse valem ([3.2)) tihtipeale ka kujul

fa)dux vie) = [ [ fam) i) = [ [ o) duo) dvty)

//fxydu ) dv(y //fxydv ) dpi().

TONELLI TEOREEMI [3.4] TOESTUS. Toestame ainult viite (a) ja vorduse (A). Viide
(b) ja vordus [y o fduxv= [, ([y [Ydu) dv(y) tdestatakse analoogiliselt.

(I) Toestame viite (a) ja vorduse (A) koigepealt juhul, kui f € LT(X X VA ®
B, 1 X v) on lihtne mootuv funktsioon standardesitusega f = Z?Zl a;xg,- Sel juhul
iga z € X korral

Seejuures

XxXY

Za] XE;) Zajx LELY(Y,B,v),

jéarelikult
= / fodv = Zaﬂ/((Ej) )
Y =

Kuna teoreemi pohjal kuuluvad funktsioonid X > z — y((Ej)x), j=1...,n,
klassi LT (X, 2, u), siis ka g € LT (X, 2, u1); seejuures

fduxz/—z%uxz/ Za]/ (x)

7j=1

:/ Zn:ajy((Ej)x) du(:c):/X< fodv) dp(z).

XxY
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(IT) Vaatleme niiiid juhtu, kus f € LT (X x Y, A®B, ux v) on suvaline. Teoreemi
H. pohjal leiduvad lihtsad modtuvad funktsioonid ¢, € LT (X XY, AR B, u x v),

n=1,2,...,nii, et ¢, /" f. Niiiid monotoonse koonduvuse teoreemi pohjal
fduxv=lim On dpn X v D tim (/ (Dn) dy) dp(x)
XxY N0 JX XY n—=oo Jx \Jy

@/X </fod1/) dp(x).

Taepoolest, tdestuse osa (I) pohjal iga n € N korral funktsioon ¢n: X 3 2 = [ (¢n)edv
kuulub klassi LT (X, 2, 1), kusjuures [y y ¢ndp X v = [y ([ (#n)s dv) du(a); niisiis kehtib (1).
Kuna ¢, 7 f, siisiga x € X korral (¢,,), * f» ning seega monotoonse koonduvuse teoreemi pdhjal
Un(x) = [y (dn)edv 7 [y fodv = g(x), jérelikult g € LT (X, 2, p), kusjuures jéllegi monotoonse
koonduvuse teoreemi pohjal kehtib (2).

[
Jareldus 3.5. Olgu (X, 2, 1) ja (Y,B,v) o-loplikud moéduga ruumid.
(a) Olgu E € A® B selline, et p x v(E) = 0. Siis
(1) v(E,) =0 p-p.k. v € X korral;
(2) w(Ey) =0v-p.k.y €Y korral.

(b) Olgu p x v-p.k. midratud funktsioonid f,g: X x Y — R sellised, et f = g
X v-p.k. Siis

(1) p-p.k. z € X korral
foy) = f(2,y) = 9(2,y) = g9:(y) v-p-k.y €Y korral;
(2) v-p.k.y €Y korral
U x) = flz,y) = g(z,y) = ¢(x) p-p.k. x € X korral.
TOESTUS. (a). Teoreemi |3.3| pohjal kuuluvad funktsioonid
Xoz—v(E,) €000 ja Y oy— u(EY) €|0,00]

vastavalt klassidesse LT (X, 2, i) ja LT(Y,B,v), kusjuures
/ v(Ey) dp(x) = / p(EY) dv(y) = px v(E) = 0.
be Y

Viited (1) ja (2) jirelduvad niiiid vahetult teoreemist I1[2.8|

(b). Olgu hulk £ € A ® B selline, et f(z,y) = g(z,y) iga (z,y) € E korral ja
pux v(E) =0.

Mis tahes x € X korral

f(z,y) = g(z,y) igay € E, korral.

Viite (a), (1), pohjal p-p.k. # € X korral v((E,)¢) = v((E°),) = 0, jérelikult
p-p.k. x € X korral f(x,y) = g(z,y) v-pk. y € Y korral.
Viide (2) toestatakse analoogiliselt. O
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Teoreem 3.6 (Fubini teoreem). Olgu (X, 2, 1) ja (Y,B,v) o-loplikud moéduga
ruumid ning olgu f € Li(X x Y, AR B, u x v). Siis

(a) fo € Li(Y,B,v) u-p.k. x € X korral;

(b) fYe Li(X,A,u) v-p.k. y €Y korral;

(¢) p-p.k. midratud funktsioon g: X > x v [, fodv € R on integreeruv (s.t.
gEELlLX;mwﬂ)%

(d) v-p.k. mddratud funktsioon h: Y > y — [, fYdu € R on integreeruv (s.t.
he Li(Y,B,v)).

e f () = [ ([ ) o

Fubini teoreemi [3.6] toestus tugineb Tonelli teoreemile [3.4] ning jireldusele [3.5]

Seejuures

FUBINI TEOREEMI [3.6] TOESTUS. Tdestame ainult viited (a) ja (c) ning vordu-
e (A). Viited (b) ja (d) ning vordus [y, fdu xv = [, ([ f¥dp) dv(y) toesta-
takse analoogiliselt.

Koigepealt vaatleme juhtu, kus f on koikjal ruumis X x Y madratud R-vaéartus-
tega A ® B mootuv funktsioon. Sel juhul teoreemi Tonelli teoreemi pohjal

fduxv= frdpxv— fduxv

XxXY XxXY XXY

~ [ (L) auo - [ ([ ) duw
[ ([near= [ ) au
(L /

/(

fydv— [ (f)d )ww

/ fe dl/) du(x
Muuhulgas kehtivad (a) ja

Téepoolest, (f.)* = (f%). € L“‘(Y7 B, v); seejuures Tonelli teoreemi pohjal funktsioonid
g1:X9x|—>/(fw)+dV ja g2:X9x1—>/(f$)_du
Y Y

kuuluvad klassi L™ (X, 2, u), kusjuures

/)(gldﬂz/)((/),(f$)+dy> du(x)z/xxyf*duxy<oo
/ngdu=/x(/y(fx>—du) @) = [ i<,
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s.t. g1, 92 € L1 (X, 2, p). Siit jéreldub ka (teoreemi I1[2.8) pohjal), et
/Y(fm)i dv < oo p-pk.x € X korral;
niisiis p-p.k. € X korral f, € L1(Y,9,v). Samuti p-p.k. z € X korral
0 = [ fedne) = [ (1) duta) = [ (1) dute) = 01@) ),

s.t. g = g1 — go, jirelikult g € Ly (X, 2, ).
Olgu niitid f € L1 (X x Y, A®DB, u x v) suvaline. Siis leidub koikjal ruumis X xY

madratud R-vadrtustega A ® B-mootuv funktsioon f € Li(X xY, 91® B, 11 X V) nii,

et f= f X v-p.k. Jareldusepohjal w-p.k. x € X korral f, = f;c/z{ p.k, jarelikult
fe € Li(Y,B,v) u-p.k. © € X korral (sest eelnevalt toestatu pohjal f, € L1(Y,B,v)
p-p.k. € X korral), kusjuures

x) —/ fodv —/ fodv pu-p.k. © € X korral.
X X

Siit jareldub, et g € Lqi(X, 2, 1) (sest eelnevalt toestatu pohjal funktsioon X >
x +— [y fodv kaulub klassi L (X, 2, 1)), kusjuures

XXde,uXV: XXdeMXV:/X(/Yf/;dV) du:/X(/fody) I



§ 4. Lebesgue’i moot ruumis R”
Niites veendusime, et mododuga ruum
(RxR,L&®L,mxm)

ei ole téielik (sitmbolid £ ja m téhistavad vastavalt ruumi R Lebesgue’i o-algebrat
ja Lebesgue’i mootu ruumis R). Analoogiliselt saab néidata, et kui n € N, n > 2,
siis korrutisruum

(R"L?E@@ﬁ/’mx Xm)

NV TV
n tegurit n tegurit

pole téaielik. Olgu (R™, £, m") selle ruumi téield. Kogumit £ nimetatakse ruumi R”
Lebesgue’s o-algebraks. Selle kogumi hulki nimetatakse ruumi R™ Lebesque’s hulka-
deks. Mootu m™ nimetatakse Lebesque’ mooduks ruumis R™. Edaspidi tdhistame
Lebesgue’i modtu ruumis R™ ka lihtsalt siimboliga m.

Mirkus 4.1. Ulesandest (a), koos miirkusega jareldub, et (R™, L™, m™) on ka ruumi

(R", Br @+ ® Bp,m x -+ x m)

n tegurit n tegurit

téield ehk, kuna teoreemi [1.4] pdhjal Bg ® - - - @ Bg = Bgnr, siis (R, £™,m™) on ruumi (R", Bgn,
—_——
n tegurit
m X --- x m) tiield. (Stimbol Bgn téhistab ruumi R™ Boreli o-algebrat.)
—_————
n tegurit

Miirkus 4.2. Ulesannetest (b), ja koos mirkusega ning valemist (I)5.3) jireldub, et
L™ = M(X) jam™ = Azn = A pq(n) (siimbol M(A) téhistab hulga R™ A-modtuvate alamhulkade
o-algebrat), kus vilisméot A: P(R™) — [0, 00] on defineeritud vordusega

1nf{z bJ —al)- (b —al): a{,b{,.. al bR, a{ <b{,...,a{l <b,j=12,...,
J=1 n tegurit
U (al.6]) x - x (ad.b2) O E} E € P(R").
j=1

n vahemikku

Seejuures lause I pdhjal m* = A. (Stimbol m* téhistab siin médoduga m := m™ assotsieeruvat
vilismootu.)

Integreerides Lebesgue’i moodu m jargi ruumis R", kirjutatakse siimboli dm voi
dm(x) asemel tihti ka lihtsalt dz.

Teoreem 4.1. Olgu E € L".

(a) m(E) =sup{m(K): K C E, K on kompaktne}
=inf{m(U): U D E,U on lahtine}.

(b) E =G\ Ny, kus G € L" on Gs ning Ny € L™ on selline, et m(Ny) = 0.

(¢) E=HUN,, kus H € L™ on F, ning Ny € L™ on selline, et m(Ny) = 0.

128
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Mirkus 4.3. Teoreemi |4.1| viidet (c) kasutatakse hiljem teoreemi VI.2.2 toestamisel.

TrOREEMI [4.1] TOESTUS. Viide (a) — Lebesgue’i moodu regulaarsus — jireldub
tilesannetest 1[3.33] ja [2.7 koos mérkusega [2.3]

Ulesanne 4.1. Téestada viited (b)—(c).

NAPUNAIDE. Ko&igepealt panna téhele, et Lebesgue’i moodu m jaoks ruumis R™ kehtib teoreemi
1[5.5| viite analoog. Edasi arutleda nagu teoreemil5.6/implikatsioonide (i)=>(ii) ja (i)=>(iii) toestuses.

]
Ulesanne 4.2. Toestada, et ruumi R” m-hiiljatava alamhulga nihe ja kordne on m-hiiljatavad
hulgad, s.t., kui E € N(m), z € R" jar € R, siis ka E + z,7E € N'(m).

NAPUNAIDE. Kasutada fakti, et F € N(m) parajasti siis, kui A(F) = 0, kus A on vilismoot
mérkusest (See fakt jireldub iilesandest I[.4] (b), koos mirkuses pohjendatud vordusega
m* = \)

Teoreem 4.2. (a) Olgu E € L™ ja z € R™. Siis E+z € L", kusjuures m(E+z) =

(b) Olgu E € L" jar € R. Siis rE € L™, kusjuures m(rE) = |r|" m(E).

(¢) Olgu funktsioon f: R™ — R Lebesque’i mdttes mootuv. Siis ka funktsioon
f(- 4+ 2): R — R on Lebesque’i mottes mootuv. Seejuures, kui f > 0 voi
f € Li(m), siis ka vastavalt f(-+ z) > 0 voi f(-+ 2z) € Li(m), kusjuures

[ a2y dmiz) = [ 1iz)dm(a)

TOESTUS.
Ulesanne 4.3. Toestada teoreem

NAPUNAIDE. (a) ja (b). Sisalduvuste E + z € L™ ja rE € L™ tdestamisel kasutada asjaolu, et
L" on Boreli o-algebra Br» téield Lebesgue’i méddu m suhtes, ning fakte, et ruumis R™ Boreli
hulga nihe ja kordne on Boreli hulgad ning m-hiiljatava hulga nihe ja kordne on m-hiiljatavad (vt.

iillesandeid ja .
Vorduste m(E + z) = m(E) ja m(rE) = |r|" m(E) tdestamisel kasutada mérkust

]

Mérkus 4.4. Teoreemi [4.2] viiide (a) iitleb, et Lebesgue’i most ruumis R™ on nihke
suhtes invariantne. Paragrahvis VI.2 nditame, et Lebesgue’i méot ruumis R™ on ka
poorde suhtes invariantne.

Definitsioon 4.1. Olgu ¢g: R” — R. Hulka

suppg = {z € R": g(z) # 0}

(s.t. hulga {x € R": g(x) # 0} sulundit ruumis R™) nimetatakse funktsiooni g
kandjaks.

Jargnev teoreem on erijuht teoreemist I1{3.10] kus X = R", A = L" ja u = m.



130 III. Korrutismoodud

Teoreem 4.3. Olgu f € Li(R", L",m). Siis iga ¢ > 0 korral leidub tokestatud
kandjaga pidev funktsioon g: R™ — R selliselt, et

|f —gldm < e.
R

Selle punkti iilejadnud osa pithendub Lebesgue’i moodu vordlusele Jordani moo-
duga ruumis R”. Termini “kuup (ruumis R™)” all méistame me edaspidi hulkasid
tiitipi

Haja alabl] cee X [anabn]7
7=1

kus a;,b; € R, a; <bj, 5=1,...,n, by —a; =--- = b, — a,.
Iga k € Z korral tahistame

Q) = {H[aj,bj]: 2kaj,2kbj e, bj —a; = 2_k’ J=1... 7n} :
=1

Kogumi Q hulki nimetatakse diaadilisteks kuupideks (servaplkkusega % ). Margime,
et

(1) kogumi 9y mis tahes kahe kuubi sisemused on 16ikumatud;
(2) kogumi Q. kuubid saadakse kogumi Q. kuupide servade poolitamise teel.

Olgu E C R™. Téahistame iga k € N korral

AE)=JQ ja AE-={ e

QEQ QEQ

QCE QNE#D
Siis
m (AL (E)) = i < “kuupide arv A, (F)-s”;
A 1 : A ”
m (Ax(E)) = i “kuupide arv Ag(E)-s”.

Kuna A,(FE) C Ay,(E) C Ay(E) C --- ja Aj(E) D Ay(E) D A3(E) D ---, siis

eksisteerivad piirvadrtused

&(E) := lim m (A,(E)) ja  R(E):= lim m (4Ax(E)),
k—o0 k—o0
mida nimetatakse vastavalt hulga E Jordani sisemooduks ja Jordani vilismooduks.
Kui k(E) = R(E) < oo, siis deldakse, et hulk E on Jordani méttes mootuv; tema
Jordani sise- ja vélismooddu iihist vadrtust nimetatakse sel juhul hulga E Jordan:
maooduks ja tahistatakse siimboliga k(F).
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Miérkus 4.5. Kui hulk £ C R" on tokestamata, siis ®(E) = oo.

Miérkus 4.6. Jordani moodu defineerimisel (ruumi R”™ tokestatud alamhulkade
jaoks) kasutatakse diaadiliste kuupide asemel tihti ka suvalisi (16plikke) koordinaat-
risttahuksummasid voi hulktahuksummasid. Moiste sisu jddab seejuures samaks.

Tahistame

B)=JAE) ja  AB) = () AE
k=0 k=0

Siis

(1) A(E) C E C A(B);

(2) A(E) ja A(E) on Boreli hulgad;

(3) 8(E) =m (A(E)) ja®(E) = m (A(E)).
Niisiis, tokestatud hulk £ C R™ on Jordani mottes modtuv parajasti siis, kui

m (A(E)\ A(E)) = 0.

Siit jareldub, et kui £ on Jordani mottes modtuv, siis ta on ka Lebesgue’i mottes
mootuv, kusjuures m(E) = k(E).

Lause 4.4. Olgu U C R" lahtine hulk. Siis
(a) U=A{U);
(b) U on paarikaupa loikumatute sisemustega kuupide loenduv tihend;
(c) m(U) = s(U).

TorsTUs. Uldisust kitsendamata voime eeldada, et U # R”™.
(a). Olgu x = (z;)}-, € U. Néitame, et leiduvad ¥ € N ja Q € Qy nii, et
r € Q C U. Kui mingi diaadilise kuubi @ € QO (k € N) korral x € @Q, siis suvalise

y = (y;)j=1 € Q korral

n(i)lﬂ_

Hulga U lahtisuse tottu ¢ := inf{d(x, z): z & U} > 0. Niisiis, kui valida k¥ € N nii,
et ‘2/—,? < 0,ja @ € Qg nii, et z € @ (niisugune @ leidub alati), siis Q C U. Seega
z€QCAWU) CUZ 4(U) = AQ).

(b). Viite (a) pohjal

U=AU UA AuUA )\ A (U AUUA )\ A, (0).
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Viite toestuseks piisab niitid vaid téhele panna, et iga £ € N korral esitub su-
lund A, (U) \ A;_;(U) paarikaupa loikumatute sisemustega kuupide iilimalt loendu-
va iithendina.

(c). Kuna véite (a) pohjal U = A(U) = U, A,(U), kusjuures A,(U) C A,(U) C
As(U) C -+, siis

m(U) = lim m(A,(U)) = 6(U).

k—o00

Lause 4.5. Olgu F' C R" kompaktne hulk. Siis m(F) = &(F).

TOESTUS. Valime arvu N € N nii, et int Qg D F, kus

Qo = {x:(xl,...,xn): max |z gN}.

1<j<n

Paneme tihele, et iga k € NU {0} korral

m(Qo) = m(A(F)) +m(A4,(Qo\ F))

(sest kui Qg D Q € Qy, siis kas QN F = () voi Q C Qg \ F). Protsessis k — oo
jareldub siit, et
m(Qo) = K(F) + £(Qo \ ). (4.1)

Kuna lause [.4] pohjal
£(Qo\ F) = &((int Qo) \ F) = m((int Qo) \ F) = m(Qo \ F) = m(Qo) — m(F),
siis jireldub vordusest (4.1), et m(F) = R(F). O

Laused [4.4] ja[4.5] voimaldavad meil piltlikult vorrelda médtuvust Jordani mottes
ja mootuvust Lebesgue’i mottes. Tokestatud hulga £ C R™ Jordani méodu arvu-
tamisel lahendame me teda seest- ja viljastpoolt diaadiliste kuupide iihenditega;
hulk E on Jordani mottes mootuv parajasti siis, kui need kaks lahendust (“seest” ja
“valjast”) annavad iihesuguse moodu. Tokestatud hulga E C R™ Lebesgue’i méodu
arvutamisel ldhendame me teda seestpoolt kompaktsete hulkadega ja viljastpoolt
lahtiste hulkadega; neid kompaktseid ja lahtisi hulki ldhendame me omakorda vas-
tavalt véljast- ja seestpoolt diaadiliste kuupidega. Hulk E on Lebesgue’i mottes
mootuv parajasti siis, kui need kaks kahesammulist (“seest-véljast” ja “viljast-
seest”) lahendust annavad tihesuguse moodu.



Lp-ruumid

§ 1. L,-ruumi moiste ja pohiomadused

Kaikjal selles paragrahvis on (X,2(, ) on mododuga ruum. Funktsiooni f: X —
R mootuvuse all moistetakse tema 2A-modtuvust. “Peaaegu koikjal” tdhendab “u-
peaaegu koikjal”. Stimbol  tdhistab moéodu p taieldit.

1.1. Ruumi L, (0 < p < c0) mobiste

Olgu 0 < p < o0. Kui f: X — R on mootuv funktsioon, siis téhistame

i1, = (| |frpdu)’l’

(rohutame, et me ei vélista siinkohal voimalust || f||, = 00). Defineerime
L, (X, p) = {f X — R| f on mootuv funktsioon, || £, < oo}

Kui o-algebra 2 ja mdddu g voi mootuva ruumi (X, ) voi mooduga ruumi (X, A, p)
roll on kontekstist selge, siis kirjutatakse L,(X,2(, ) asemel ka lihtsalt vastavalt
Lyp(X), Lyp(p) vl Ly.

Kui a,b € R, a < b, siis stimboliga L,[a, b] tédhistatakse hulka Lp([a, b, Lia m),
kus L, on 16igu [a, b] Lebesgue’i mottes mootuvate (alam)hulkade o-algebra ja m
on Lebesgue’i moot.

Kui I # () on mingi hulk, siis me téahistame ¢,(I") = L,(T", P(T"), ¢), kus ¢ on loen-
damismoot hulga I' kéikide alamhulkade kogumil P(I"). Me kirjutame £, = ¢,(N).

Ulesanne 1.1. Olgu I' # () mingi hulk ning olgu 1 < p < oo.
(a) Olgu f € £,(T"). Toestada, et hulk {z € I': f(z) # 0} on iilimalt loenduv.
(b) Olgu f: I' = R. Tdestada, et

Hf“p :Sup{ (Zf(‘r_]”p) : TLEN, Ti1y...3Tn €F7 T ;é‘rjvz;é.]}
j=1

(c) Mis tahes funktsioon f: N — R on tolgendatav reaalarvude jadana (§x)72, kus & = f(k),
k=1,2,.... (Tegelikult reaalarvude jada ()72, defineeritaksegi kui funktsioon, f: N —
R, mille korral f(k) =&, k =1,2,....) Veenduda, et

171l = (/N|f|Pdc):’ - (f) w)gj.

Jj=1

133
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Jargnevas kahes jaotises anname hulgale L, vektorruumi ning juhtudel, kus 1 <
p < 00, ka Banachi ruumide struktuuri.

1.2. Holderi ja Minkowski vorratused

Definitsioon 1.1. Oeldakse, et arvud p,q € (1,00) on kaaseksponendid, kui i +

Lo,
q

Teoreem 1.1 (Holderi vorratus). Olgu arvud p,q € (1,00) kaaseksponendid ning
olgu f,g: X — R mdéotuvad funktsioonid . Siis

Isalli = [150 < ([ w)’l’ (/ |g|q); = 1171 gl

Muuhulgas, kui f € L, ja g € Ly, sits fg € Li. Vordus || fgll1 = || fll,lgll, kehtib
parajasti sis, kui leidub konstant o € R nii, et a| f|P = |g|? p.k. vdi a|g|? = |f]? p.k.

TOESTUS. []

Teoreem 1.2 (Minkowski vorratus). Olgu 1 < p < oo ning olgu f,g € L,. Siis

1+ gllp < [1f1lp + llgllp-

Vordus ||f + gll, = | fll, + llgll, kehtib parajasti siis, kui leidub konstant o € R,
a=>0, nii, etaf =g pk voi ag=f p.k.

TOESTUS. []

1.3. Ruumid L, (1 < p < o0) kui Banachi ruumid

Olgu 0 < p < 0o. On ilmne, et L, on loomulike tehete suhtes vektorruum.

Ulesanne 1.2. Veenduda, et L, on funktsioonide liitmise suhtes kinnine, s.t. kui f,g € L, siis
ka f+g € Ly.

Vahetult on kontrollitav, et |||/, rahuldab normi homogeensuse aksioomi, ning et
kui 1 < p < oo, siis kolmnurga vorratus || - ||, jaoks jéreldub Minkowski vorratusest.

Ulesanne 1.3. Veenduda selles.
Kui aga 0 < p < 1, siis tildjuhul ei rahulda || - ||, kolmnurga vorratust.

Ulesanne 1.4. Olgu 0 < p < 1. TGestada, et iildjuhul || - |lp el rahulda kolmnurga vorratust.

NAPUNAIDE. Tdestada, et kui leiduvad A,B € A, ANB =0, 0 < pu(A) < 0o, 0 < u(B) < oo,
siis leiduvad lihtsad moootuvad funktsioonid f = axa ja g = Bxs (o, € R) nii, et ||f + g|l, >
1fllp + llgllp-

Samuti paneme tahele, et kui hulgas X leidub mittetiihi nullmooduline alamhulk,
siis || - ||, el rahulda normi samasuse aksioomi.

Ulesanne 1.5. Veenduda selles.
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Samas, kui lugeda kaks hulka L, kuuluvat funktsiooni ruumi L, elementidena
vordseks, kui nad on vordsed peaaegu koikjal, on L, endiselt vektorruum loomulike
tehete suhtes, kusjuures || - ||, rahuldab nii normi samasuse kui ka homogeensuse
aksioomi ning juhul, kui 1 < p < 0o, ka kolmnurga vorratust.

Ulesanne 1.6. Veenduda selles.
Niisiis, kui 1 < p < oo, siis L, on normeeritud ruum normi || - ||, suhtes, kui
selles ruumis defineerida kahe funktsiooni vordsus kui nende vordsus peaaegu koikjal.

Mirkus 1.1. Olgul < p < oco. Kui f: X — Ron p.k. ruumis X mddratud mootuv funktsioon, s.t.
leidub selline 2A-médtuv funktsioon g: X — R, mille korral f = g p.k., siis defineeritakse || f||, :=
llgll, (mérgime, et see definitsioon ei sdltu funktsiooniga f p.k. vordse (2-mo66tuva) funktsiooni g
valikust). Sageli on otstarbekas ruumide L,, 1 < p < oo, defineerimisel haarata kaasa ka p.k.
ruumis X méiratud modtuvad funktsioonid, defineerides

Ly(X, U, p) := {f: X — R]| f on p.k. midratud médtuv funktsioon, || f||, < oo}.

Sellise tolgenduse korral koosnevad hulgad L, (u) ja L, (%) thtedest ja samadest funktsioonidest.
Seejuures normeeritud ruumide Ly(p) defineerimisel loetakse kaks (p.k. méératud) funktsiooni hul-
gast L, (p) ruumi L, (u) elementidena vordseks, kui nad on vordsed peaaegu koikjal. Rohutame, et
selles mérkuses kirjeldatud moel (s.t. p.k. médratud funktsioone kaasates) defineeritud ruum L, ()
ja eespool kirjeldatud moel defineeritud ruum L, (x) on loomulikul viisil samastatavad.

Mirkus 1.2. Ruumi L, véib tdlgendada ka kui paarikaupa p.k. vordsete (p.k. médratud) mootu-
vate funktsioonide f: X — R, [|f|[P < oo, ekvivalentsiklasside vektorruumi, kus tehted ekvi-
valentsiklassidega ja ekvivalentsiklassi norm defineeritakse esindajate kaudu: kui f,g: X — R on
(p-k. médratud) mostuvad funktsioonid, [|f|?, []g]P < oo, ja o € R, siis

(f1+1gl=1[f+4gl, olfl =[af] ja [fIll:= Il
Lause 1.3. Olgu 1 < p < oo. Siis L, on Banachi ruum.
TOESTUS. O

On ilmne, et kui f: X — R on lihtne mo6tuv funktsioon esitusega f = Z;;l aj XE;,
kusn € N, o; # 0 ja hulgad E; € A, j = 1,...,n, on paarikaupa loéikumatud, siis

fel, = fekrL, = u(Ej) <oo,j=1,...,n.
Lause 1.4. Olgu 1 < p < oo. Siis integreeruvate lihtsate mootuvate funktsioonide
alamruum on kotkjal tihe ruumis L,,.

TOESTUS.

Ulesanne 1.7. Toestada lause
]

Lause 1.5. Olgu X lokaalselt kompaktne Hausdorffi ruum ning olgu p Radoni maot
ruumis X . Siis Co(X) on ruumis L,(u) koikjal tihe (normi || - ||, suhtes).

TOESTUS.
Ulesanne 1.8. Toestada lause
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1.4. Ruum L

Kui f: X — R on (-)modtuv funktsioon, siis téhistatakse

[ flloo = = ess Sup |f(x)] = Vraéiup | f ()]
c=inf{M >0: |f(z)| < M pk.}

P>
:inf{M>O: p({z € X: |f(z)] > M}) :0},

kus loetakse inf ) = co. Mérgime, et |f| < ||f]lo p-k., sest

J=1

M({x cX: |f(x)] > ||fHoo}) =H (G{x € X: |f(x)] > Hf||oo_|_%}>
< iu ({zex: /@I >fle+1}) =0

Jj=1

Markus 1.3. Téhistus “esssup” tuleneb ingliskeelsest terminist “essential supre-
mum”. Prantsuskeelne omadussona “vrai” tdhendab “toeline”.

Kui || flloo < 00, siis deldakse, et f on essentially tokestatud funktsioon.
Tahistame

Loo( X, 1) := {f: X — R| f on mootuv funktsioon, || fle < oo}.

Kui o-algebra 2 ja méddu g voi mootuva ruumi (X, A) voi mooduga ruumi (X, A, p)
roll on kontekstist selge, siis kirjutatakse L..(X, %, 1) asemel ka lihtsalt vastavalt
Loo(X), Loo(pt) vOi L.

Kuia,b € R, a < b, siis stimboliga L..[a, b] tdhistatakse hulka L, ([a, b], Lia), m),
kus L on 16igu [a,b] Lebesgue’i mottes mootuvate hulkade o-algebra ja m on
Lebesgue’i moot.

Kui T" # () on mingi hulk, siis me téhistame (o (") = Loo(T', P(T),¢), kus ¢ on
loendamismoot hulga T' koikide alamhulkade kogumil P(T"). Me kirjutame (, =
lo(N).

On ilmne, et Lo, on vektorruum loomulike tehete suhtes. Samuti rahuldab || - ||o
nii normi homogeensuse aksioomi kui ka kolmnurga vorratust.

Ulesanne 1.9. Veenduda selles.

Kui aga hulgas X leidub mittetiithi nullmédduline alamhulk, siis || - ||« ei rahulda
normi samasuse aksioomi.
Ulesanne 1.10. Veenduda selles.

Samas, kui lugeda kaks hulka L., kuuluvat funktsiooni ruumi L., elementidena
vordseks, kui nad on vordsed peaaegu koikjal, on L, endiselt vektorruum loomulike

tehete suhtes, kusjuures || - || rahuldab nii normi samasuse kui ka homogeensuse
aksioomi ning samuti kolmnurga vorratust.

Ulesanne 1.11. Veenduda selles.
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Niisiis, Lo, on normeeritud ruum normi ||-||o suhtes, kui selles ruumis defineerida
kahe funktsiooni vordsus kui nende vordsus peaaequ koikjal.

Mairkus 1.4. Kui f: X — R on p.k. ruumis X médaratud mootuv funktsioon, siis defineeritakse
esssupex |f| = || flloc :=[/9]|oc, kus g: X — R on selline A-mo6tuv funktsioon mille korral f = g
p.k. (mérgime, et see definitsioon ei soltu funktsiooniga f p.k. vordse (2-moodtuva) funktsiooni
g valikust). Kui || f]lec < o0, siis deldakse, et f on essentially tdkestatud. Nagu ka ruumide L,
1 < p < o0, juhul, on ruumi L., defineerimisel sageli otstarbekas haarata kaasa ka p.k. ruumis X
méiaratud mootuvad funktsioonid, defineerides

Loo(X, 2 p) := {f: X — R| f on p.k. médratud médtuv funktsioon, || f]le < oo}.

Sellise tolgenduse korral koosnevad hulgad Lo (1) ja Leo (1) iihtedest ja samadest funktsioonidest.
Seejuures normeeritud ruumide Loo(p) defineerimisel loetakse kaks (p.k. mé##ratud) essentially
tokestatud funktsiooni ruumi Lo, (u) elementidena vérdseks, kui nad on vérdsed peaaegu koikjal.
Rohutame, et selles mirkuses kirjeldatud moel (s.t. p.k. médratud funktsioone kaasates) defi-
neeritud ruum Lo, (p) ja eespool kirjeldatud moel defineeritud ruum Lo () on loomulikul viisil
samastatavad.

Miérkus 1.5. Ruumi Lo, voib télgendada ka kui paarikaupa p.k. vordsete (p.k. mésratud) essentially
tokestatud moodtuvate funktsioonide f: X — R ekvivalentsiklasside vektorruumi, kus tehted ekvi-
valentsiklassidega ja ekvivalentsiklassi norm defineeritakse esindajate kaudu: kui f,g: X — R on
(p-k. mésiratud) essentially tokestatud mootuvad funktsioonid ja a € R, siis

[f1+ gl :=1f +4gl, alfl:==Ilaf] Ja [[fII =/l

Ruumi L, olulisemad omadused votab kokku jargnev teoreem.

Teoreem 1.6. (a) (“Holderi vorratus”) Kui f,g: X — R on (p.k. mddratud)
mootuvad funktsioonid, siis

17glle < WA Mlglloo-

Kui f € Ly ja g € Lo, siis ||[fglli = |fll1]|9llec parajasti siis, kui |g(z)| =
lglloe p-k. hulgas {z € X: f(z) # 0}

(b) (Leo, || * [|loo) on normeeritud ruum.
(c) Kui f,fj € Loo, j = 1,2,..., siis ||fj — flle —— O parajasti siis, kui leidub
j—o0
hulk A € A nii, et p(A°) =0 ja f; — [ dhtlaselt hulgas A.
j—o0
(d) (Loo, || * [|loo) on Banachi ruum.

(e) Lihtsate mootuvate funktsioonide alamruum on ruumis Lo, koikjal tihe.

TOESTUS.
Ulesanne 1.12. Téestada teoreem
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